Universitat Konstanz

Fachbereich Mathematik und Statistik
PRrROF. DR. REINHARD RACKE

DRr. MICHAEL POKOJOVY

i
A

] |

28. Oktober 2013

Theorie und Numerik Partieller Differentialgleichungen
2. Ubungsblatt

Aufgabe 2.1 (4 Punkte)
Sei 2 C R? ein Gebiet und sei I' C  eine (d — 1)-Fliche. Die Eikonalgleichung stellt das
grundlegende Postulat der geometrischen Optik dar und beschreibt die Ausbreitung von
Lichtstrahlen in einem Medium. Wird mit ¢ die die Strecke eines Lichtstrahls zwischen
Ausgangs- und Endpunkt (sogenanntes ,,Eikonal“) bezeichnet, so lautet die Eikonalglei-
chung

|IVo(z)| = n(x) fiir x € Q\I', ¢(x) =0 auf T, (1)

wobei n(x) den positiven Brechungsindex des € belegenden Mediums an der Stelle z € )
bezeichnet.

a) Sind klassische Losungen ¢ € C*(Q\I', R) N C°(2, R) eindeutig?

b) Bestimmen Sie eine klassische Losung ¢ zu (1) fiir folgende Daten:
i) Q:=R3 T :=9B(xg,7) (10 €R3 r>0),n=1.
i) Q:=R% T :={(z,ax) |z € R} (a« €R),n=1.

HINWEIS: Wéhlen Sie z.B. ¢(x) = 2161%1 |z —yl.
c) Zeigen Sie, dass die eindimensionale Eikonalgleichung
|6/ ()| = n() fir z € (a,b), ¢(a) = ¢(b) =0

keine Losung ¢ € C! ((a, b),R) N CO([a, b],R) besitzt, wobei a,b € R, a < b, n €
C%([a, b], (0,00)) beliebig sind.

Aufgabe 2.2 (4 Punkte)
Seien ay, a9, 8 € R, ay # 0, ug € C}(R,R) und f € C°(R? R). Geben Sie die allgemeine
Losung fiir das Anfangswertproblem

Uy + iy = PBu+ fin R?,

_ (2)
ulp = ug
an, wobei I' := R x {0}.

Aufgabe 2.3 (4 Punkte)
Finden Sie eine Losung des Anfangswertproblems

Uy + Uy = u? in R?,

u(z, —x) = x fir x € R.

Welche Gestalt hat der maximale Definitionsbereich der Losung?



Aufgabe 2.4 (4 Punkte)
Bestimmen Sie in jedem Punkt des R? den Typ der folgenden Differentialgleichungen:

i) Upy + 2Ugy + Uyy + Uy — uy =0,

) YUgy + Uyy = 0.

Abgabetermin: Montag, den 4. November 2013, vor 12:00 Uhr in die Briefkésten bei F411.



