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Theorie und Numerik Partieller Differentialgleichungen
4. Ubungsblatt

Aufgabe 4.1 (4 Punkte)
Seien 2 C R? ein beschrinktes Gebiet und u € C%(Q) NC°(Q). Ferner seien b € C°(Q, RY),
a € COQ,R™) mit a(r) = (a(z))T fiir alle # € Q und es gebe ein x > 0 so, dass
iné(a(x){, €) > k|€|? fiir alle € € R? gilt. Zeigen Sie fiir den Differentialoperator
Te

d d
Z x)0;0;u(x sz(x)@u(:c) fir x € Q
=1 i=1

die Giiltigkeit folgender Aussagen:

a) Ist Lu > 0 in Q, so gilt maxu(z) = maxu(z).
zeQ) €N

b) Ist Lu <0 in €, so gilt minu(z) = min u(x).

z€ z€dN
Aufgabe 4.2 (4 Punkte)
Sei Q := B(0,1) C R? und es seien mit
©:(0,1) x (0,2m) — (Q\([0,1] x {0})), (r; ) = (7 cos(p), 7sin(p)),
U2 (0,2m) = (02\{(1,0)}), p = (cos(p), sin(p)),

die zu den Polarkoordinaten gehérigen C!-Diffeomorphismen bezeichnet. Ferner seien die
Funktionen g: [0,27] — R, v: [0,1] x [0,27] — R durch die Reihen

nly) = 7" sin(nlyp)
,o(rp) = Z 2z

n=1 n=1

o0

definiert. Beweisen Sie:

a) Die Funktion g o ! léisst sich eindeutig zu einem f € C°(99) fortsetzen.

b) Die Funktion vo®~! lisst sich eindeutig zu einem u € C?(2) NC°() fortsetzen, welches
die Randwertaufgabe
Au=01inQ, wu= f in 0N
16st.

HINWEIS: Sie diirfen ohne Beweis davon ausgehen, dass fiir w € C%((0, 1) x (0,2m))

(<I>_1 o (A(w o ®))(r,p) = wrr + %wr + w:;”’ fiir (r,¢) € (0,1) x (0, 27)

gilt.

¢) Es gilt: [, |Vu(z)[?dz = cc.



Aufgabe 4.3 (4 Punkte)
Sei u®(x) := €%, x € R. Berechnen Sie eine Losung u der Wirmeleitungsgleichung

Ou — 9?u = 01n (0,00) x R,
u(0,-) = u” in R.
Aufgabe 4.4 (4 Punkte)

Sei & C R? ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand I'. Weiter seien f € C'(R,R)
lipschitzstetig und u® € C*(Q) mit u°|p = 0. Beweisen Sie, dass das semilineare Problem

Ou = Au+ f(u) in (0,00) x Q,
u(t,-) =01n (0,00) x I,
u(0,-) = u® in Q

héchstens eine Losung u € C°([0,00) x Q,R) mit du € C°([0,00) x Q,R) und V?u €
C°([0, 00) x Q,R™*?) Dbesitzt.
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