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Theorie und Numerik Partieller Differentialgleichungen
6. Ubungsblatt

Aufgabe 6.1 (4 Punkte)
Wir betrachten eine gezupfte Saite der Lénge L > 0. Sei ¢ := %, wobei p > 0 und

E > 0 die Massendichte sowie den Elastizitdtsmodul bezeichnen. Die Auslenkung u der
Saite geniige der Wellengleichung

Uy = CUyy in (0,00) x (0, L),
u =0 in (0,00) x {0, L},
w(0,) = 0 in (0,L).

Losen Sie das Problem der gezupften Saite mit Hilfe der d’Alembertschen Methode.

HINWEIS: Setzen Sie u auf ungerade Weise zu einer 2L-periodischen Funktion fort.

Aufgabe 6.2 (4 Punkte)
Die Auslenkung u einer Saite der Lange L > 0 unter Einfluss der Schwerkraft g > 0 geniige
der Wellengleichung

puy = Fu,, —pg in  (0,00) x (0,L),

u =0 in (0,00) x {0, L},
w©0,) = 0 in (0,L),
w(0,) = 0 in (0,L),

wobei p > 0 und E > 0 die Massendichte sowie den Elastizitdtsmodul bezeichnen.

a) Leiten Sie iiber den Ansatz u(t,-) = 21 Un(t)pn, t € [0,00), mit ¢, = \/%sin(%),
n € N, eine gewohnliche Differentialgleichung fiir u,, her und bestimmen Sie u,,.

b) Zeigen Sie, dass die Reihe ¢ — Y u,(t)¢, eine Funktion u € C°([0, 00), L*(Q)) darstellt.

n=1

Aufgabe 6.3 (4 Punkte)
Mit B: R?* — R? und E: R3 — R3 bezeichnen wir das magnetische und das elektrische Feld
im Ganzraum. Die Maxwellschen Gleichungen fiir die beiden Vektorfelder lauten dann:

B, = —rotE, divB =01in (0,00) x R?,
E, = ®rotB, divE =01in (0,00) x R?,
B(0,) = B in R?,
E(0,-) = E° in R?,
wobei ¢ > 0 die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum bezeichnet und B°, E° vorgegebene di-
vergenzfreie Vektorfelder sind.



a) Beweisen Sie, dass Losungen (B, E) € C'([0,00), (L*(R?))%) N C°([0, 00), (H'(R?))°)
eindeutig sind.

HiNwEIS: Verwenden Sie die Energiemethode.

b) Zeigen Sie unter der Annahme
(B, E) € €*([0, 00), (L*(R?))?) N €' ([0, 00), (H(R?))") NC([0, 00), (H*(R))"),

dass B und E komponentenweise einer Wellengleichung geniigen, und geben Sie die
Anfangsbedingungen fiir B; und E; an.

Aufgabe 6.4 (4 Punkte)
Sei  := (0,L), L > 0. Ferner seien x € C}(Q,R), p € C°(%, R) mit x(z) > 0 und p(x) >0
fiir alle x € [0, L]. Gegeben sei die Wellengleichung

ple)un(t, ©) — Ou(K(2)Optia(t, ¥))
ult,0) = u(t, L)

x)

)

0 fiir (t,z) € (0,00) x (0, L),
0 fiir ¢ € (0, 00),
u
u

O(x) fiir z € (0, L), (1)
Y(z) fiir € (0, L),

u(0,

u (0,

wobei u” € C*([0, L], R) und ' € C*([0, L}, R) mit u°(0) = u)(L) = 0 und u'(0) = uy(L) =
0 vorgegeben sind. Sei u € C?([0,00) x Q,R) eine Losung zu (1). Wir definieren die zu-
gehorige Energie durch

E(t):=1 /0 p(2) (e, 7)) + () (ua (£, 7)) fiir ¢ > 0.

Beweisen Sie:

a) Es gibt Konstanten C;, Cy > 0, die nicht von u” und u' abhéngen, so, dass

Cr (lualt, Yz + lults My ) < B < Co (et M3z + Nt M)

fiir alle ¢ > 0 gilt.

HINWEIS: Zeigen Sie zunéchst, dass fiir u(t,-), t € [0,00), die Poincarésche Ungleichung gilt.

b) Es gilt fur alle ¢ > 0:
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