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Theorie und Numerik Partieller Differentialgleichungen
6. Übungsblatt

Aufgabe 6.1 (4 Punkte)

Wir betrachten eine gezupfte Saite der Länge L > 0. Sei c :=
√

E
ρ
, wobei ρ > 0 und

E > 0 die Massendichte sowie den Elastizitätsmodul bezeichnen. Die Auslenkung u der
Saite genüge der Wellengleichung

utt = c2uxx in (0,∞)× (0, L),
u = 0 in (0,∞)× {0, L},

u(0, ·) = L
2
− | · −L

2
| in (0, L),

ut(0, ·) = 0 in (0, L).

Lösen Sie das Problem der gezupften Saite mit Hilfe der d’Alembertschen Methode.
Hinweis: Setzen Sie u auf ungerade Weise zu einer 2L-periodischen Funktion fort.

Aufgabe 6.2 (4 Punkte)
Die Auslenkung u einer Saite der Länge L > 0 unter Einfluss der Schwerkraft g > 0 genüge
der Wellengleichung

ρutt = Euxx − ρg in (0,∞)× (0, L),
u = 0 in (0,∞)× {0, L},

u(0, ·) = 0 in (0, L),
ut(0, ·) = 0 in (0, L),

wobei ρ > 0 und E > 0 die Massendichte sowie den Elastizitätsmodul bezeichnen.

a) Leiten Sie über den Ansatz u(t, ·) :=
∞
∑

n=1

un(t)ϕn, t ∈ [0,∞), mit ϕn :=
√

2
L
sin(nπ·

L
),

n ∈ N, eine gewöhnliche Differentialgleichung für un her und bestimmen Sie un.

b) Zeigen Sie, dass die Reihe t 7→
∞
∑

n=1

un(t)ϕn eine Funktion u ∈ C0
(

[0,∞), L2(Ω)) darstellt.

Aufgabe 6.3 (4 Punkte)
Mit B : R3 → R

3 und E : R3 → R
3 bezeichnen wir das magnetische und das elektrische Feld

im Ganzraum. Die Maxwellschen Gleichungen für die beiden Vektorfelder lauten dann:

Bt = −rotE, divB = 0 in (0,∞)× R
3,

Et = c2rotB, divE = 0 in (0,∞)× R
3,

B(0, ·) = B0 in R
3,

E(0, ·) = E0 in R
3,

wobei c > 0 die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum bezeichnet und B0, E0 vorgegebene di-
vergenzfreie Vektorfelder sind.



a) Beweisen Sie, dass Lösungen (B,E) ∈ C1
(

[0,∞), (L2(R3))6
)

∩ C0
(

[0,∞), (H1(R3))6
)

eindeutig sind.
Hinweis: Verwenden Sie die Energiemethode.

b) Zeigen Sie unter der Annahme

(B,E) ∈ C2
(

[0,∞), (L2(R3))6
)

∩ C1
(

[0,∞), (H1(R3))6
)

∩ C0
(

[0,∞), (H2(R3))6
)

,

dass B und E komponentenweise einer Wellengleichung genügen, und geben Sie die
Anfangsbedingungen für Bt und Et an.

Aufgabe 6.4 (4 Punkte)
Sei Ω := (0, L), L > 0. Ferner seien κ ∈ C1(Ω̄,R), ρ ∈ C0(Ω̄,R) mit κ(x) > 0 und ρ(x) > 0
für alle x ∈ [0, L]. Gegeben sei die Wellengleichung

ρ(x)utt(t, x)− ∂x(κ(x)∂xux(t, x)) = 0 für (t, x) ∈ (0,∞)× (0, L),

u(t, 0) = ux(t, L) = 0 für t ∈ (0,∞),

u(0, x) = u0(x) für x ∈ (0, L),

ut(0, x) = u1(x) für x ∈ (0, L),

(1)

wobei u0 ∈ C2([0, L],R) und u1 ∈ C1([0, L],R) mit u0(0) = u0
x(L) = 0 und u1(0) = u1

x(L) =
0 vorgegeben sind. Sei u ∈ C2([0,∞) × Ω̄,R) eine Lösung zu (1). Wir definieren die zu-
gehörige Energie durch

E(t) := 1
2

∫ L

0

ρ(x)(ut(t, x))
2 + κ(x)(ux(t, x))

2dx für t ≥ 0.

Beweisen Sie:

a) Es gibt Konstanten C1, C2 > 0, die nicht von u0 und u1 abhängen, so, dass

C1

(

‖ut(t, ·)‖
2
L2(Ω) + ‖u(t, ·)‖2H1(Ω)

)

≤ E(t) ≤ C2

(

‖ut(t, ·)‖
2
L2(Ω) + ‖u(t, ·)‖2H1(Ω)

)

für alle t ≥ 0 gilt.
Hinweis: Zeigen Sie zunächst, dass für u(t, ·), t ∈ [0,∞), die Poincarésche Ungleichung gilt.

b) Es gilt für alle t ≥ 0:

E(t) = 1
2

∫ L

0

ρ(x)(u1(x))2 + κ(x)(u0
x(x))

2dx.
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