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7. Ubungsblatt

Aufgabe 7.1 (4 Punkte)
Ein homogener, isotroper elastischer Festkorper mit konstanter Massendichte p > 0 und
Lamé-Konstanten ), u > 0 belege ein beschrinktes Gebiet G C R?® mit glattem Rand T,
auf welchem er befestigt sei. Auf den Kérper wirke eine Volumenkraft f € (L*(G))3. Das
Verschiebungsvektorfeld u: G — R3 geniigt dann den Lamé-Gleichungen:

—puAu — (A + p)Vdivu = pf in G, )
u=0aufI.

a) Leiten Sie eine schwache Formulierung der Randwertaufgabe (1) her.
b) Zeigen Sie, dass diese eine eindeutige Losung u € (HJ(G))? besitzt.
Aufgabe 7.2 (4 Punkte)

Sei G C R? ein beschriinktes Gebiet mit glattem Rand. Ferner sei a € C*°(G, R?*?) symm-
metrisch und gleichméfig positiv definit in G. Wir definieren den Operator

A: D(A) C LQ(G) — LQ(G), u— div(a(-)Vu),
wobei
D(A) :={ue H&(G) | div(a(-)Vu) € LQ(G)}.

Zeigen Sie:

a) A ist linear, dicht definiert und abgeschlossen.
b) Es gilt (0,00) C p(A).
c¢) Es existiert C' > 0 so, dass fiir alle A € (0, 00)

(A =X erey < §
gilt.

Aufgabe 7.3 (4 Punkte)

.....

das Funktional

F(u) =+ Z(u(azk) — ) + a/ \Afu(z)Pdz + 8 [ w*(z)dz, ue H*(RY).
k=1 Re Re
a) Beweisen Sie, dass F' wohldefiniert ist.

HINWEIS: Folgern Sie die Stetigkeit der Restriktion u — u|{gE1 «,} aus dem Sobolevschen Einbettungssatz.

,,,,,

b) Zeigen Sie, dass F' sein globales Minimum an einer Stelle v* € H?(R?) annimmt.



c¢) Leiten Sie die schwache Formulierung des elliptischen Problems her, welchem u* geniigen
1muss.
HINWEIS: Betrachten Sie die erste Variation bzw. die Gateaux-Ableitung é—LF(qustp)\g:o, ¢ € D(R?), von F und setzen
Sie diese gleich Null.

d) Wie lautet die starke Formulierung des elliptischen Problems aus c)?

Bemerkung 7.1
Der in der Aufgabe 7.3 beschriebene Minimierungsansatz wird im Rahmen der Nichtpara-
metrischen Statistik beim Losen des Regressionsproblems verwendet, welches nachstehend
grob formuliert wird.

Sei (Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien X: Q — R? Y: Q — R Zufallsvaria-
blen. Unter gewissen Regularitdtsvoraussetzungen kann man die Abhéngigkeit zwischen Y
und X durch Minimierung des quadratischen Fehlers

u(z) = argmin E[(E[Y|X = z] — v(z))?] fiir z € R?

v

schitzen. Dann gilt
u(z) = E[E[Y|X = z]] fir z € R%.

Das Regressionsproblem besteht darin, die Funktion u durch ein 4 anhand einer aus der zu
(X,Y) gehorigen Grundgesamtheit gezogenen Stichprobe (Xj, Yy)g=1,. , zu schitzen.
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