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16 Funktionentheorie

16.1 Einleitung

Wir betrachten in diesem Kapitel Funktionen einer komplexen Verdnderlichen mit Werten in C,
d.h.
f:UcCC—C, U offen

Dabei sind solche Funktionen f komplex differenzierbar in zg € C sein, falls

3'(z0) o= Jim fz0 + h})b — f(20)

(h e C)

Komplexwertige Funktionen lassen sich auch als Funktionen f : R? — R? interpretieren.

Wir verwenden ab sofort folgende Darstellungen:
Coz=zx+1y f(z) = a+ib, h = h1+tho
Damit ergibt sich
f(z4+h) = f(z) = f'(2)h+ Rf = (a+ ib)(h1 + iha) + Ry = (ahy — bha) + i(ahy + bh1) + Rf
a—b hl
= R
() (i)

Andererseits ist f = u +iv = u(z,y) + v(x,y)

2 2 € u(z,y)

f:R*— R% —
y v(z,y)

= i)+ ha)) = ey = (1) () oy

Vg Uy

Fiir Differenzierbarkeit ist daher notwendig:

’ux:vy vx:—uy‘

Dies sind die sog. Cauchy—Riemann—Differentialgleichungen.

Anderer Zugang

g:R2—>R2

kann tiber

o= 5(+2) y= 5= 2, @y = 0(z2)

geschrieben werden als
9(z,y) = f(2,2)

d.h. es sollte gelten:
of _
oz

1 0P dg2 , 1 N
= 0=go + oy & 2(gx+zgy)—0

0
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— 1
<:>ag:0, 82: i(a:c"’_lay)
U ) 1 ) . .
g:< ):u—i—w: i(ux—l—zuy—i-l(vm-i-zvy))zo
@Ux—Uy“—i(uy_va):O
S Uy = Uy AUy = —Uy

Dies sind wieder die Cauchy—Riemann—Differentialgleichungen.

Geniigen u und v diesen Gleichungen, so ist
Uz, + Uy, =0
Vg, + Uy, =0
dh: Au=Av=0

Beispiele 16.1.1.

1. g(x,y) = (v,y) = f(2) ==

2. 9(1:73/) = (IL‘,—y)ﬁf(Z,E) =z

0g = 1: nicht komplex differenzierbar

denn: f(z) =%, 20 =0, h = re'®
flzo+h) — f(zo) _re”™
h ret
} 1 =0
e—2z¢ — ¢
-1 ¢=1

d.h. der Differenzenquotient existiert nicht.

16.2 Holomorphe Abbildungen
Wir betrachten in diesem Abschnitt wieder Funktionen
f:UcCC— C, U offen

z—w=f(2), z=x+iy, w=u+w

Definition 16.2.1.
Sei U C C offen, zg € U.

Dann ist f (komplex) differenzierbar in zg, falls

f(ZOJrh})Lf(ZO) Ef/(ZO)E%(zO) (h e C)

h—0;h£0
existiert.

f'(z0) heifit ,erste Ableitung® von f in z.



Es gelten die iiblichen Rechenregeln:

(af +9) =af +4 firaeC
(f9)' =fg+1d
(1>/_—f'

)P
(gof) =(gof)-f

Beispiele 16.2.2.

f(2) x x? — iy 0 =0,y —0
o BTN R
z Tty Tty 1 y=0,z—0

d.h. f ist nicht komplex differenzierbar in zo = 0.

Definition 16.2.3.
f:DcC—C, UcCD, U offen, zo € U

f heifit holomorph in zy, falls f in einer Umgebung von zy komplex differenzierbar ist.

f heifit holomorph in U, falls f in jedem zy € U holomorph ist.
Beispiele 16.2.4.

1. f(z) = 2" ist holomorph in C

2. f(2) = |2]? = 2z:

f st differenzierbar in zog = 0, weil

J) P g

—r=—=h .
h h 0
Aber sonst nirgends, da:
040 f(20+h})b—f(zo)
- (20 + h) (Eo + E) — 2020
N h
_ Z()E + Zoh + hh
h
h _
=20 E +§0 + h
~~ —%

Limes ex. nicht



Satz 16.2.5.

Sei [ eine holomorphe Funktion

fUcCC—-C, f=u+1iv

= u,v geniigen den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen: u, = vy, uy = —vy
Beweis.
Sei h e R
f,(Z) w f(Z + h) — f(Z) — U(ZL‘ + hay) B U(iﬁ,y) + Zv(x + hvy) — ’U(l‘,y)
h h h
h—0

I uz(m,y) + lUx(l',y)

, h—o flz+ih)— f(z) wuw(lx,y+h)—ulr,y)  vlz,y+h)—vz,y)
Fz) — ih - ih T ih

h—0 .
—  —iuy(z,y) + vy(z,y)

= uz(x,y) = vy(z,y) A vp(x,y) = —uy(z,y)

Q.E.D.

Folgerung 16.2.6.
f'=0iU = f=const.

Beweis.

F=0 = up+ivy=0=0v,—iu
= Vgt =0=V(gy)v
= u = const., v = const.

Q.E.D.
Satz 16.2.7.
f=u+iv

u,v seien (reell) partiell stetig differenzierbar und es mdoge gelten: Of = 0 (d.h. es gelten die
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen)

= f holomorph

Beweis.



Mit z = 2 +iy = (2,y) = Zund f((z,y)) = u(z,y) + iv(z,y) gilt:

f(2) = fz0)  _ w@) —u(z)+i(v(Z) —v())
Z— 20 Z =20
_ (Z— 20)Vu(2y) + i(Z — Zo) Vo(2h) N Tuw(Z, 20)|Z — 20|
Z— 20 Z = Z0
T —x R o - . . ruw(Z, 20)|2 — Z
_ 0 (u(20) + iv2(50)) + L2 (uy (Z0) +i vy (20)) + un(Z 20)|% = 2
Z— 20 Z= 20 N~~~ =~ Z =20
— Vg Uy
o L r—z0+t(y—y N
= (ux(20) + iv2(20)) < OZ — io 0)> + Tuw(Z, 20) |z — zg|
~ —0
=1 H:]_

Z—20
—

uz(Z0) +iv2(20) (= f'(20))

Q.E.D.

Beispiele 16.2.8.

1.
n
P.(z) = Z ajzj € C*, a; € C, ist in C holomorph
§=0
2.
(o]
flz) = Zan(z —20)", an € C, Potenzreihe
n=0

a := limsup V/|ay|

0 fira=o00
1
p = — (Konvergenzradius) = é fir0 <a< oo
a
oo fiira =20

In B(z0,p) ={z € C| |z — 20| < p} konvergiert die Reihe absolut und gleichmdfig und ist

aus C*, z.B.:

00 o .
flz) = ZE e-Reihe
n=0

e®,

feC=(C)



speziell:

f(iz) = € = cos z + isin z
o0

mit:  cosz = Z (_1)n22"
' - = (2n)!
o0
. L (_1)n 2n+1
sin z := nz:O @t 1)!2
1 . .
damit: ~ cosz = 5(6” +e %)
sinz = %(eiz — e %)
1
cosh z = cos(iz) = §(€Z +e77)
1

sinhz = A sin(iz) = 5(62 —e7)

16.3 Integration

I" sei eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve in C, v : [a,b] — C eine Parametrisierung

dieser, mit ¢t — 1 (t) +iv2(t). Es sei f =u+iv: C — C stetig.

/Ff(z)dz

Sei dazu [to...t,] eine Partition von [a, b], wobei &, die Feinheit der Partition sei. Fiir das gesuchte

Gesucht ist der Wert des Integrals

Integral folgt

n—1 b
> £ @) 5 [ saon wa
i=0 a

mit einer Zwischenstelle #; € [t;, ;1 1].

Es wird definiert: ,
Cs /F f(2)dz = / P ) (Bt

Betrachtet wird nun I' = G, G glatt, f differenzierbar, f’ stetig.
b
ﬁ fGds = [ O®) +GO)05O + s
b b
= [ ut0) 4O — o ON3E +i [ oA +ubre)h0de

_ [ RGO W)\, A nw 7
= [ (o) B = v B+ [ (o)L +uao)

Wir kénnen den Weg auch auffassen als

v: [a,b] — R?

AuBerdem gilt:

fyi ’7/|

®)

[y (1)l

) @)t



Damit:

<<Z>,ﬁ>ds+i/r<<_vu> ,7)ds

vm—i-uy—&-i/ —Uy + vy =0
G ——

Beispiele 16.3.1.

1. v :a,b] — T, v(a) = A, v(b) =

b
= 5 | G00Ra =5 (0 - @)
B2a A2

3. T = 0B(z0,7) =: S*(20,7), 20€C, r>0
Gesucht ist:
/(z — 2p)"dz, n ez
r
Mit y: [0,21] — T': ~(¢) := 20 + rei® folgt:
2m
j{(z —zp)"'dz = / re™ire®dg
r 0
2
Z‘rn'i‘l / €i(n+1)¢d¢

0

r o n=—1
0 n#—1
Hilfssatz 16.3.2.

U C C offen, I' C U Kurve mit Linge L, f:U — C stetig:

M = I?éilgc|f(z)| = ‘/Ff(z)dz‘ <L-M

Beweis.
b
| [ 1] = | [ rown o
b
< / PO @) @)t
< M /bw’(t)dt:ML
Q.E.D



Definition 16.3.3.

(i) U C C offen, f: U — C stetig. Dann heifst F Stammfunktion zu f, falls F' = f.

(ii) f besitzt eine lokale Stammfunktion, falls es zu jedem z € U eine Umgebung gibt, in der

f eine Stammfunktion besitzt.

Satz 16.3.4.
U c C offen, f: U — C stetig, F' Stammfunktion zu f.
I':=T'(A, B) stiickweise stetig differenzierbarer Weg in U mit Endpunkten A und B

N / f(2) = F(B) — F(4)
I'(A,B)

Beweis.
r=r1+...4+ T, "}/Z[az,bl]—>rz
:>/F(A’B) f(x)dz = Z:/Ff(z)dz
= Z f ’YJ (t)dt
= Z / V(8 dt
K (%(t))
= ZFm(b ) = F(3(a3)) = F(B) = F(A)
j=1
Q.E.D.

Folgerung 16.3.5.
f:U — C stetig, f besitze eine Stammfunktion.

jéf(z)dz _

e Es sei dabei der Integrationsweg I' - wie auch im Folgenden - stiickweise stetig differen-

Dann gilt: VI',T' geschlossene Kurve:

Bemerkung.

zierbar.

e Ein Gebiet ist eine offene und (weg-)zusammenhingende Menge.

Satz 16.3.6.
G C C Gebiet, f: G — C stetig. Fir alle geschlossenen Integrationswege I' C G gelte:

7{ F(2)dz =

Dann besitzt f eine Stammfunktion.



Beweis.

Sei A € G fest (beliebig), T'(A, z) ein Weg von A nach z € G,

fion? L

Mit I' = T'(A4, 20) + z0% + ['(2, A) folgt

]{f

—F(z)+ [ f(§)d§+ F(z) =0

ZO

o F(2) = Flx) /f £)de = /fzo—i—tz—zo))(z—zo)dt

< sup 110 +1s — ) - FCn)l =2 0
0<t<1

= HFI(Z()) = f(Zo)
Q.E.D.

16.4 Der Cauchysche Integralsatz

Satz 16.4.1 (Goursatsches Lemma).
(Edouard Jean-Baptiste Goursat, 21.5.1858-25.11.1936)

Sei /\ ein abgeschlossenes Dreieck in C, f holomorph in einer Umgebung von /\.

Dann gilt:
f(z)dz = 0.
[o7AN
Beweis.
Teilt man das Dreieck in vier kleinere Dreiecke A1, ..., A4 auf, so ist

4

Fd =3 [ fz)dz

an o o]

f(z)dz
ond

=

f(2)dz

[OJAN

< 4max
J

10



Greife eines heraus, in dem das Maximum angenommen wird. Dieses sei

Unterteile A analog — man erhélt so eine Folge A, Ay, Ao, ...

N =/

,wobei gilt A D A1 DAy D ...

mit
L(OA,) = %L(@An_l) =2 LA
und
/ f(z)dz| < 4 f(z)dz
(274N [o27AN1
< 42 f(2)dz
[JAY
< L <4t f(z)dz
10JAN'S

Die A; bilden eine Intervallschachtelung:

1 00
HZOE(C:mAn:{ZO}

Da f holomorph ist, gilt:

f(z) = f(20) + f'(20)(2 — 20) + 9(2)(z — 20)

f(z0) + (2 = 20) ' (20)dz = 0

Damit:
lJANS
= f(z)dz| =
[ JANS
<
<
= Vn : f(z)dz
ON
Q.E.D

n=1

mit g(z) — 0 fiir z — 2z

(siehe Beispiele)

/ (z — 20)9(2)dz
0A,

L(0Ay,) sup |z — zo||g(2)]
FISIoYANY

<L(0A)

(L(0AR))? sup |g(2)]
2€0 A,
A7M(L(OA))? sup |g(2)|
FEISIoVANY

n—oo
0

< (L(OA))? sup |g(2)]
2€0 0y,

11



Bemerkung 16.4.2.
Man kann auf die Holomorphie von f (f stetig) in endlich vielen Punkten verzichten: f holo-

morph in U\ {z1}, 1 € A, ACU
a) Sei z1 in einer Ecke. Unterteilung des Dreiecks wie oben.

(z)dz = (2)dz = f(z)dz=...—0
oNn eZAN} ZAV

b) Sei z; auf einer Seite des Dreicks. Unterteilung des Dreiecks in zwei Teildreiecke, so dass

z1 jeweils Eckpunkt der beiden Teildreiecke ist. Jetzt Anwenden von Fall a).

¢) Sei z; im Inneren des Dreiecks. Unterteilung des Dreiecks in zwei Teildreiecke, so dass z;

auf einer Seite der beiden Teildreiecke liegt. Dann Anwenden von Fall b).

Folgerung 16.4.3.
Sei G ein konvexes Gebiet, f € C(G,C) holomorph mit Ausnahme endlich vieler Punkte. Dann

besitzt f eine Stammfunktion.

Beweis.
Die Behauptung folgt direkt aus dem Goursatschen Lemma und Satz 16.3.6 (I' = 9A), da man

auf konvexen Gebieten mit Dreiecken argumentieren kann. Q.E.D

Satz 16.4.4 (Cauchyscher Integralsatz fiir konvexe Gebiete).
G C C ein konvezes Gebiet, f € C(G,C), holomorph mit Ausnahme endlich vieler Punkte.

I" sei ein geschlossener Integrationsweg

= jéf(z)dz =0

Beweis.

Nach voriger Folgerung 16.4.3 gibt es eine Stammfunktion. Mit Folgerung 16.3.5 gilt dann:
¢ f(z)dz = 0. Q.E.D.

16.5 Die Cauchysche Integralformel
Wir zeigen die Cauchysche Integralformel zunéchst fiir Kreisscheiben:

Satz 16.5.1.
f:+ G — C holomorph
20 € G, r >0 mit B(zp,7) CG

f(Q)
(—=z

1
= Vz € B(z0,7) : f(Z):Qﬂ'i/QB( | d¢
20,7

12



Beweis.

Sei z € B := B(zp,r)

f'(2) (=2

= g € C°(B(z9,7+¢)) und g in U \ {2} holomorph.

s, B Q) — f(2)
Lo = 74839<<>d<—/BBC_Z ac

I (I A
a /BBC—ZdC f<)/BBC—ZdC

|

z.2. =271

fO-f(2)
Sei g(Q) = { (=2 (7=

Noch zu zeigen Vz € B:

h(z) := /8 ! d¢ = 2mi

BGC—2

o dc
me) = fa €27

1 . .. ‘ 1
¢ =27 ist stetig in B\ {z} und hat Stammfunktion: ¢ — —( —
1
=¢ ——d=0
op (¢ — 2)?
= h'(z) =0

= h(z) = const.

= h(2) = h(z) = 2mi

Q.E.D.

Folgerung 16.5.2.

Eine holomorphe Funktion ist beliebig oft differenzierbar.

Beweis.

In B(zo,r) gilt:

Ry O

2wt Jop ¢ — 2

z liegt im Inneren der Kugel, daher keine Singularitdit und somit beliebig oft differenzierbar.

Deshalb:

) = f(Q) (n)zzll f(<)
= () 2mf9 k= = 3 (2) 2m‘/aB(<—z)”+1d<

13



Satz 16.5.3 (Allgemeine Cauchysche Integralformel).
G C C Gebiet, f:G — C holomorph, D C D C G Gebiet mit stickweise glattem Rand

=VzeD: f(z)= ! / f(C)dC

27 Jop (— 2

Beweis.

Seize D, r>0: B(z,7r) C D

1 fQ) . 1 f(Q) .. cir
7 2 aDC—ZdC_Qm'/BB(z,r)C—ZdC = f6)

Zu (x*):
U:=D\B(z,r)
- [, e
= o:/aU...:/aD..._/aB...
Q.E.D.

Also: Holomorphe Funktionen sind beliebig oft differenzierbar und iiber Kurvenintegrale dar-
stellbar.

Fine Art Umkehrung des Goursatschen Lemmas ist der Satz von Morera:

Satz 16.5.4 (Satz von Morera).
(Giacinto Morera, 18.7.1856-8.2.1909)
f stetig in G. Fir alle A C G:

j{ f(z)dz=0 = f in G holomorph
A

Beweis.

Satz 16.3.6 = f besitzt lokal eine Stammfunktion F' mit F’'(z) = f(z), insbesondere ist F
holomorph

= F beliebig oft differenzierbar und daher f = F’ holomorph. Q.E.D.

Satz 16.5.5 (Riemannscher Hebbarkeitssatz).

G C C Gebiet, zo € G, [ holomorph in G\ {zo} und beschrinkt in B(zo,€) \ {z0} fiir ein zo
(e >0).

Dann gibt es eine in G holomorphe Funktion f mit f | G\ {z0} = f

Beweis.
(z—20)f(z) 2€G\{z}

0 zZ=2

F(z):=

14



= F holomorph in G \ {z} und stetig in G
1943 P besitzt eine lokale Stammfunktion
= F holomorph in G.
F(z) = F(20) + (2 — 20) f(2)
andererseits:
F(2) = Flz0) +(: — 20)g(z) mit 3 lim g(2) (= F'(2))

~—— z—20
=0

— in G\ {0} gilt: f() = g(2)
= Jlim,_.,, f(2)
D.h. f stetig fortsetzbar zu f mit

Da f eine Stammfunktion besitzt, ist f holomorph.
(spéter: ,,Residuenkalkiil“)

Beispiele 16.5.6.

==1
L = 7{_51 Tl_ldx
N R YT
f st in B(§’ 1) holomorph
=1 % orif) =mi

> 1 s
I = I — =
) A —de (=)

BT (0,R) := {2 € C| |z| < R, Im(z) > 0}

1
/ de = / ———dz
aB+(0,R) 1 +2 aB+(0,Rr) (z +1 (Z—Z)

Ve>0, CIS /
= ——dz
OB (i,e) Z + Z)

Sei z(¢) =i +ee'®, 0 < ¢ < 2m. Damit:

/ 1 d / 2 ice'® et s
A =
op 1+ 22 o (2i+ 6el¢ gei®

/271’ ¢ ﬂ -
o 2i+cei

|
~.

15



b)

7TR R—oo
RLJ “m-1

/{Z| |z|=R;Im(z)>0} 1 + 22

c)
1 R .
/ 72d2 = / 2d$ R_O>o 2[2
{z=(2,0)~R<a<R} 1 + 2 _pl+x
@m@:b:g

Bemerkung 16.5.7. ,2. a)“ wie in Beispiel 1.:

1
1 -
/HB+(O,R) (Z + Z)(Z — Z) dB+(0,R) Z—1 ( )

16.6 Potenzreihenentwicklung

Satz 16.6.1 (iiber Potenzreihen).
Sei U C C offen, f in U holomorph, zo € U = 3 Umgebung V von zy und a, € C, n € N
mit: Yz € Vi f(z) =07 an(z — 20)", wobei a,, = f(n)(zo)

Konvergenz (mindestens) im grifsten Kreis B(zp,r) C U.

Beweis.

Sei 0 < r < Rmit B:= B(z,R) CU
sveeB: =g § I

2mi Jop C — 2

1 1 1
B (=2 1-22

. > —_— n
st 32 EZ A s [z - ] < o — al (4B 2 € B
n=0

_ f(©) n
=) = ngZ e )G
glm. Konv. > 1 f(C) n
- 2(% b g ) =
15.5 2:an_f(n)$zo)
Q.E.D

Nach dem Identitétssatz fiir Potenzreihen sind die (ay,)y eindeutig.

Umkehrung: Eine Potenzreihe
oo
= Z bn(z — 20)"
n=0

ist im Konvergenzbereich holomorph (vgl. AI)

16



Beispiele 16.6.2.

1.
1
f(fL') = m7 SUER, fECOO
a) Taylorreihe um x = 0:
1— 22+ 2% — 25+ (siehe AI) hat Konvergenzradius 1.
F(2) = —— hat in = = +i Singularitit
2) = Tz hat in z = Fi Singularitdten.
b) Unz=1:
Konvergenzradius: /2
2.
e_x% x#0
fz) = , feCF(R)
0 T =

hat keine Taylorreithenentwicklung um x = 0.

e 2 z#0

— oo firy — 0

Potenzreihenentwicklung um zg = 0

Mit Partialbruchzerlegung erhdlt man:

1 1 1
1@ = - Gomti
1 4 1 11

l—2 dzl—z 21-%

_ -1

= D "=y n ooy
n=0 n=0 n=0
> 1

= Z <1— (n+1)— 2n+1> 2"
n=0

Also:

Konvergenzradius: 1.
Als Zusammenfassung die Grundlagen der Funktionentheorie:

Satz 16.6.3.
Sei U C C offen, f: U — C. Dann sind dquivalent:

17



1. f ist holomorph.
2. f besitzt lokal eine Stammfunktion.

3. f ist reell stetig differenzierbar und erfillt die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-

gen.

4. f ist um jedes z9 € U in eine Potenzreihe entwickelbar.

Definition 16.6.4.
Fine holomorphe Funktion f hat in zy eine Nullstelle der Ordnung n, falls f(z9) = f'(20) =
o= f () = 0 und f)(20) # 0. Sie nimmt in zy den Wert wy € C mit der Ordnung n

an, falls z — f(z) — wo in zp eine Nullstelle der Ordnung n hat. n = oo ist dabei zugelassen.

Es gilt:
f hat Nullstelle der Ordnung n in zg
& f(z) = Zaj(z —2), a, #0
j=n
& flz)= ](z — 20)"g(2) mit g(z0) = an # 0, g holomorph

Satz 16.6.5 (Identitéitssatz).

f sei in Gebiet G C C holomorph. Dann sind dquivalent:
1.VzeG: f(2)=0

2. f besitzt eine Nullstelle der Ordnung oo in G

3. dz € G, (zn)zl.#j, itjomtzo — 20 f(zn) =0
Beweis.

3. = 2.

In U(zo) : f(z) = Zaj(z — z)




2. = 1.
Sei M := {2z € G| Vn € N: f(")(2) = 0}. (Zeige: M = G)
Sei zg Nullstelle der Ordnung co.

= 20 €M

= AU (z0) C M

Potenzreihe um zq

= M ist offen (in G)
Ferner: M ist auch abgeschlossen in (G, denn:

M > zj — 29 Haufungspunkt in G
= Vn: f(")(zj) =0

= f™(z) =0

=20 M

= M = G (da G zusammenhéngend)
1. = 3. Klar.

Q.E.D.
Beispiele 16.6.6.

1. ( )
f(z) :==cot(m- z) := s(r2)

ist in C\ Z wohldefiniert (z — sin(nz) nur Nullstellen in Z, denn die Nullstellen des Sinus
sind im Komplexen dieselben wie im Reellen, siehe unten)

Es gilt: f ist periodisch mit der Periode 1 (in C\ Z)

denn: g(z) := f(z+ 1) stimmt in R\ Z mit f dberein (d.h.: (g — f) hat in R\ Z nur
Nullstellen vom Grad o).

= g = f in ganz C\ Z (Identititssatz) < f hat Periode 1

2. Die holomorphe Fortsetzung F' einer reellen Funktion f,
f:VCR—R, F: UcCcC—C

mit VC U und F |V = f ist eindeutig bestimmt. (Identititssatz)

z2.B.
o z2n+1
N g A
S 7;( VG
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16.7 Cauchysche Ungleichung und Folgerungen

Satz 16.7.1 (Cauchysche Ungleichung).

f sei in einer Umgebung B(zg,r) von zy holomorph. Dann gilt:

- r-n!
¥p € (0,7] Vz € B(zo,m — p) : |f™(2)| < T max £l
—zo|=r
Beweis.

(n)( ) CLF " 9,

! ( ) 2m [—z0|=r (C_Z)nJrl ¢
r=1[0—z2|<|[(—z2[+]z—2|<|[(-2[+r—0p

! 27r

S p<|C—z = [fM() <X
p<|¢— 2| £ ()] < om gl \grflz?fir‘f(o’
Q.E.D.

Folgerung 16.7.2.

(i) y
£ <ZO>|£¢; max 1£(Q)]
(i1
= B(T,g) : If(”)(Z)I\S/ 2n:n! e 1£(0)
P=3
(iii)
Jau] = |f P L L e 1700)

Satz 16.7.3 (von Weierstrafl).
(fn)n holomorph in Gebiet G, lokal gleichmdflig konvergent gegen f
= f holomorph und (fé’“))n konvergiert lokal gleichmdpig gegen f*), k € N.

Beweis.
Aus Satzen iiber gleichméfiige Konvergenz folgt, dass f stetig ist.

Sei A C G ein abgeschlossenes Dreieck.

= f(z)dz = lim fa(z)dz =0
[OJAN n [OJAN
—_——

=0 Lemma von Goursat

Mit dem Satz von Morera folgt, dass f holomorph ist.

Sei B(zp,7) C G.

2n+1k!
<7

P G) = () <

r
= — < — —

= lEmalsg e Kgﬁtfﬂlh(é’) f(Ql
Cauchy.Unglg.

—0

Q.E.D.
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Zur Werteverteilung holomorpher Funktionen:

Hilfssatz 16.7.4.
[ holomorph in einer Umgebung von B(zo,r) mit | f(20)| < minje_; = | f({)]

= f besitzt in B(zg,r) eine Nullstelle.

Beweis.
Annahme:
f besitzt in B(zg,r) keine Nullstelle. = ¢ := % ist ebenfalls eine holomorphe Funktion in einer

Umgebung von B(zg,r), denn ¢ € dB(zo,r) = |f(¢)| > 0.

PR Y g < max Ja(O)
= ‘1 < max L = !
f(ZO) ~[¢—=o0l=r ’f(C)‘ - min|(—zo\:r f(C)

< |f(20)] 2 in £ (O]

(—zol=r

Widerspruch. Q.E.D.

Satz 16.7.5 (Satz von der Gebietstreue).
f im Gebiet G holomorph und nicht konstant, dann gilt:
f(G) ist ein Gebiet.

Beweis.
Seien G Gebiet, f holomorph, 2z, 21 € G, 29 # z1. Damit sind f(z0), f(z1) € f(G).
Sei 7 : [a,b] — C ein Weg von zp nach z; in G (y(a) = 2o, v(b) = z1).

= fo~y: [a,b] — C ist Weg von f(zp) nach f(z1) in f(G)

= f(G) wegzusammenhingend

Zu zeigen: f(G) ist offen.
Sei wo = f(20) € f(G).

Jr>0:1In B(z,r) C G ist 2y die einzige wo—Stelle von f. (Identitéitssatz)
= Jde>0,3e; >0Vz € 90B(z0,¢) : |f(z) —wo| > 3e1

= Fiir w € B(wp,e1) folgt:
fiir z € 0B(20,¢) : |f(2) —w| > |f(2) — wo| — |w — wo| > 3e1 — 1 = 23
Fiir z = zp:

|f(20) —w| = |wo —w| < &

= |f(Zo)—w!<‘ min _[f(z) — w]
z—20|=
= z +— f(z) — w besitzt eine Nullstelle in B(zp,e) C G
HS 16.7.4

also: 3z9: f(2z2) =w, 20 € G

= B(wo,&‘l) Cf(G)
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Q.E.D.

Bemerkung: Insbesondere gilt, dass nicht konstante, holomorphe Funktionen offene Mengen auf

offene Mengen abbilden.

Folgerung 16.7.6.

Holomorphe Funktionen mit konstantem Real- oder Imagindrteil sind konstant.

Satz 16.7.7 (Maximum-Prinzip).
f in G holomorph =

1. |f| hat in zo € G lokales Mazimum = f konstant.

2. G beschrinkt, f in G stetig

=VzeG:|f(2) < ?elgéf(o

Beweis.
Annahme:

U(zp) C G Umgebung, lokales Maximum in z:
Vz € Ulzo) : |f(2)| < |f(20)]

= [(U(20)) C {w € Cl[w| < [f(20)[}

= f(U(20)) ist nicht offen.
Widerspruch zur Gebietstreue. = (1.)

= (2) Q.E.D.

Anwendung des Maximum-Prinzips auf % liefert:

Satz 16.7.8 (Minimum-Prinzip).
f in G holomorph. Dann folgt:

1. |f| hat in zo lokales Minimum = f(z9) = 0 oder f konstant.

2. G beschrinkt, f in G stetig,

=VzeG: |f(z)|> Crggé\f(c)!

oder f hat Nullstellen in G.

Beispiele 16.7.9.
G:=B(0,1), z=xz+1y
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1. f(z) = 2": Mazimum auf OG, Minimum in Nullstelle zo = 0.
2. f(z)=24+z2=24z+1y
fP = @2+2)-(2+7)
= 444z + 2%+ 9% = h(z,y)

142
Vh = S

2y
>zr=-2,y=0

in z1 = (—2,0): Vh =
0 2

Damit: lokales Minimum in R%(C), da V2h positiv definit.
f micht konstant = Mazimum am Rand:

zo =1(=x) mit f(22) =0+3=3

f nirgends Null in G = Minimum am Rand:

zg = —1 mit |f(z3)| =1

g(xz) =4z +5, € (=1,1) (folgt aus x> +y* = 1 (Einheitskugel))

Also Mazimum in x = 1, Minimum in x = —1 (y=20)

Bemerkung 16.7.10.
U C C offen, f: U — C holomorph, B(zy,r) C U:

1 fQ)  c=zgtres 1 [T i
= f(z0) = mj{{_z()lrc_z()dg = 27r/0 f(zo +re?)do

= M(f,z,r): Mittelwert

M(f, z0,7) kann definiert werden fiir f € C°(G,C) (nicht notwendigerweise holomorph!)

Gilt M(f,z0,7) = f(z0), so sagt man: , f besitzt die Mittelwerteigenschaft“. Dann gilt schon
das Maximum-Prinzip. (ohne Beweis)

16.8 Umkehrung holomorpher Funktionen

Wie im Reellen zeigt man:

Satz 16.8.1.
U C C offen, f: U — C holomorph, zo € U mit f'(20) # 0
= 3V C U, Ungebung von zy mit

(i) f 1V ist bijektiv, =1 holomorph
(i) (F1) () = 5y
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Bemerkung 16.8.2.
Holomorphes f mit Eigenschaft (i) heiit biholomorph.

Satz 16.8.3.
U c C offen, f: U — C holomorph, injektiv
= VzeU: f'(2)#0, V:= f(U) offen, d.h.: f biholomorph U < V

Bemerkung 16.8.4.

1

R!: ¢g: 2+ 23 umkehrbar, injektiv, g~! nicht differenzierbar in y = 0, ¢’(0) = 0.

Skizze zum Satz 16.8.1
(i) M =: N(f’) kein Haufungspunkt (N(f’) : Nullstellenmenge von f’)
(ii) f: U\ M — V \ M; biholomorph (M; = f(M))

(iii) g = f~!, g stetig in V (dann Riemannscher Hebbarkeitssatz)

Beispiel 16.8.5.

flz)=¢  [f(0)=1
fllzy=¢ f(0)=1
= f lokal biholomorph

_ g1 "(w — 1 :l
=1 9w = wEw) T w
(lokal)
_ 1+(;1) = (w1 firlw-1]<1

geom. Reihe n=0
(f: U0O)—C, g: U1)—C)
(=17 (w-1)

gw) = w-1-"— 3

(=:Inw)
Bemerkung 16.8.6.

z=x+1y: e =e"(cosy +isiny) # 0 immer

16.9 Spezielle Abbildungen

Sei f: U cC—C, z f(2) =w
v [—a,a] — I' C C glatter Weg mit v(0) = zo
t:[0,00) — C: s+ t(s) := 29 + s7/(0) Halbtangente

Seien I'1, 'y Wege mit 71(0) = 72(0) = 20, £(71,72)2, = arg (jégg;) (Schnittwinkel (orientiert))
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denn: 7;(0) = riei®i (j =1,2)

75(0) 7o i(Pa—p1) 75(0)
= =—=-e¢ bzw. ar = (g —
H0) B4 2T
1

£(f(m), F(12)) f(z0) = arg <W) = 4(7,72)

d.h. f holomorph = f winkeltreu

Satz 16.9.1.
f holomorph in zy mit f'(z9) # 0

= f st winkeltreu und orientierungstreu

Definition 16.9.2.
f: UcCC— C heifit (lokal) konform: < f (lokal) injektiv, winkeltreu und orientierungserhal-
tend.

Beispiel 16.9.3.

f(z) =€ =€e"(cosy +isiny), (z € C) = [ lokal konform
V= {wlarg(w) # -} \ {0}

U:={z] -7 <Im(z) <}

f:U —V holomorph

Fine Reihe spezieller Abbildungen

1. f(z) =az+0b, a=f'(z) #0, a,beC
a=1: Parallelverschiebung
b=0: f(z)=az, a=r, €%, z =1, 9
= f(2) = rors - €(#21%)  Drehstreckung (Streckung um r,, Drehung um ¢,)
fiir |a| = 1, b = 0: reine Drehung

Geraden in C werden durch

(A) cz+c¢z+~v =0 fur ein c € C, v € R beschrieben, denn:

(A) © Re(cz)+3=0; c=c1 +ico, z=x+1y

Sar—cy+3=0

Folgerung 16.9.4.
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Geraden werden in Geraden tberfihrt, denn: (a # 0)

w—>b w —

w=az+ c a +c a + 7y
z€ Gerade
b
= Swt+Swty—2Re(D) =0
a a a
~—_———
€R

= w € Gerade

Ebenso:
Kreise — Kreise

Kreis um zp:
|z — 2> =6% (§ €R)

& (2—20)(z — 29) = 6

& 27 — Z0z — 20% + 20Z0 = 0° (V) Kreisgleichung

Fiir w = f(z) = az + b (& 2 = ©=0)

a

() (57)-7
a a

& (w—(b+az))(w— (b+az)) = aad® = |a*5?

& |w—(b+azx)]* = (Jals)?

d.h. z auf Kreis um zy mit Radius 4.
= w auf Kreis um b+ azp mit Radius |a] - J.

Nach (A), () wird die Menge aller Geraden und Kreise beschrieben durch:

azZ+cz+ez+B3=0 (, B€R, ceC)

fz) =L\ {0}

= f(z) =1 = (goh)(:) = (hog)(2)
mit g(z):%, h(z) =z
z=r e”’bi}‘ei‘i5

(Spiegelung am Einheitskreis)
h(z) = z: Spiegelung an der reellen Achse
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: w = f(2)

0 00
00 0
dB(0,r) dB(0,1)
Gerade durch 0 Gerade durch 0
Kreis nicht um 0 Kreis nicht um 0

Kreis nicht durch 0 | Kreis nicht durch 0
Gerade nicht durch 0 Kreis durch 0

Allgemein:
z mit (16.1), w = 1

1 1 1
= a—+c—+c=+F=0
wWW w w
& a+cw+cw+ Puww =0
= Kreis-Geraden-Verwandtschaft

Nun ist es sinnvoll C zu erweitern: C := CU {oo}

£(0) := 00, f(c0):=0, damnn: f:C — C

Erinnerung:
Stereographische Projektion:
L2 : @
p: S(:{IER3| lz|=1}) —C €T (1—.’E37 1—1’3)
p ist winkeltreu und kreisverwandt (ohne Beweis)

,kreisverwandt*: {Gerade, Kreis}—{Gerade, Kreise}.

offene Mengen in C: = (offene Mengen in C) U (Mengen der Form C\ K, K ¢ C, K
Kompaktum) = (offene Mengen in C) U (,,Umgebungen von co*)
Das Verhalten von f : C — C in z = oo wird charakterisiert durch das Verhalten von

Z f(%) nahe z = 0.

Beispiel 16.9.5.

£() = L mit £(0) = 50, f(00) =0
I ¢C — C; f(%) = z:in zg = 0 holomorph, ergo: f in z = oo holomorph. Der Wert 0

wird in oo in erster Ordnung angenommen.
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3. J(2) = & mit ¢ + |d| #0
fiir ¢ = 0: f(2) = 42+ § (Fall 1)
fir e £0: f(z) = L {a+ et ).

d.h. f zusammengesetzt aus Abbildungen vom Typ 1 oder Typ 2.

Also ist f kreisverwandt.

ad =bc = f = const.

Sei A =

mit det A = ad — bc # 0.
Dann heif3t f Mdbiustransformation

(August Ferdinand Mobius, 17.11.1790-26.9.1868)

1 d —b az+b
_A_l = — = =
detA\ _. o, |’ w=7) cz+d
dw —b daz+b —b
glw) = —o—o =
cw a _ccz—i-d ta

adz + bd — bez — bd B adz — bez B
—acz —bec+acz+ad  —be+ad

z

analog: f(g(w)) = w, d.h. g = f~1: Die Inverse ist auch Mobiustransformation.

f: ¢ —C bijektiv

. ap b . az by
fi=A = , fo=Ay =
c di co do

= f10 fo=A1 - As: Mobiustransformation.

Fizpunkte:

10
o f=id, d.h: f= : jeder Punkt z € C ist Fixpunkt.
01

o f#£id:

— fiirc=0: f(z2) = %*b L 2 erfiillt fiir (d—a)z=10

x fird#a: z = dfba genau ein Fixpunkt.
x fiir d = a: kein Fixpunkt fiir b # 0.
« fiir d =a: b=0: f =1id (siehe oben)
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— fiir ¢ # O:

az+bi

f(z) = 1 d =z & (az+b)=z(cz+4d)
& 22+d—a2_é:0
c c
a—d 1
= \/ —d)2 R
= 2172 % + (CL d) —|—4bC %
—d) + —d)? + 4b
= (a ) éa )* + dbe : maximal zwei Fixpunkte
c

Bemerkung 16.9.6.
z€C, z=re?; /2 := \/77@%
Sind fi, fo zwei Mobiustransformationen mit f;(zx) = wg, k = 1,2,3 (j = 1,2) mit

21 # 20 F 23 F 21

= fy o filz) =z
——

hat 3 FP
= f2_1 ofr=id (id ist die einzige Mobiustrafo, die mehr als 2 Fixpunkte hat)
= fo=h
Satz 16.9.7.

Eine (von der Identitit verschiedene) Mdobiustransformation f ist durch die Vorgabe von
drei paarweise verschiedenen Punkten zi, z, zs mit den Werten f(zp) = wy eindeutig

bestimmdt.

Beweis.
Eindeutigkeit: Siehe Bemerkung 16.9.6
Existenz: Ubung

Spezielle Beispiele

a) Obere Halbebene — Inneres des Einheitskreises

z—1
fe) =
1—0
0— —1 lege f eindeutig fest
f:Rand — Rand: z =x +iy, y =0
T —1 1 9 .
= = —-1-2
> e =T zi)

= [f(z) =1
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b) Einheitskreis — Einheitskreis

mit 0+—a #0 (Ja] < 1)

b b
S ) = i =1 (:a) siche Kapitel 15.15
bz+a a
a z—« b
=- it o= ——
AR a—oz+1 <ml “ a)
:—if_o‘ <mitei9:—i>
aaz—1 a
_ i F T
- az—1

4. Beispiel fiir eine nichteuklidische Geometrie im Einheitskreis (siehe [Fischer & Lieb))

Seien a,é € C, |a| < 1, |é] =1 und K die Menge der Abbildungen f mit f(z) = éZ=

= 6Ez—l

f : Einheitskreis — Einheitskreis bijektiv.

—ae

™

f=A=

Ql
|
—_

det A =é(—1+al?) #0

Mit f1, fo € K sind auch fj_1 und f; o fo aus K, also:

K ist Gruppe mit Verkniipfung o.

Vergleiche: Fuklidische Geometrie

Bewegungen wie Translation, Drehung, Spiegelung

Punkte, Geraden, Kreise werden in solche abgebildet.

Es gilt das ,,Parallelenaxiom

Zu jeder Geraden g und jedem Punkt P ¢ g gibt es genau eine Gerade durch P, die g
nicht schneidet (die Parallele)

Nun zum Einheitskreis:

Punkte:= Punkte

Geraden:= Geraden, die den Rand senkrecht schneiden (durch Mittelpunkt) und Ortho-
kreise (:= Kreisstiicke, die den Rand senkrecht schneiden)

Kreise:= andere Geraden bzw. Kreisstiicke

unter f € K:
Punkte — Punkte

Geraden — Geraden
Kreise — Kreise
denn: Kreisverwandschaft von f € K sowie Winkeltreue (f holomorph)

Jedoch: Das Parallelenaxiom gilt nicht.

. . . Lz zZj—a .
Ergénzung zur Langenmessung: w; = =1 (1=1,2)
w1 — w2 21 — 22
= || = = |77
1-— wi1w 1— Z122
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Ansatz fiir Invariante:
21 — 22

d(z1,22) =g <

)

1—7Z129
mit g : Rg — Rg noch zu bestimmen.
Forderung: auf der reellen Achse soll gelten:

d(0,2) + d(z,z + h) = d(0,2 + h), (z,h € R)

o o)t ({oag ) Dol

d h
il - - = — h
dh <g(m) "o (1 —x(z+ h))) h=0 dhg(x o h=0
/ ]‘ /
= O =i
wihle: ¢’(0) = 1, g(0) = 0, damit:
1. 1+z
=g = Tt (g1 =)
1_|_ erZQ
]. —Z1Z
d.h. d(z1,22) := = In B R . ist Metrik
2 1_ 121j22
—Z122

(Eigenschaften wie Dreiecksungleichung etc. noch zu beweisen)

5. f(z)=2"n>1, f(z) =nz""L, f(2) =0 & 2=0
d.h. fist in C\ {0} lokal konform.
2=r-e? = flz) = rneing
(€r)k=0,1,...n—1 seien die n-ten Einheitswurzeln, d.h. die Nullstellen von z — 2" — 1:

27

k£
e,=¢€¢n,k=0,....,n—1
n=2: eo=1,e1=¢e"=-1
2ir i
n=3: ep =1, eg =e3"", eg =e3
—4- =1 _ i, o am 1 _ Emo_
n=4a: ep=1, e1=¢e2 =1, eg=€ = —1, €3 =€e2" " = —1

f: Sektor := S := {z € C\{0}|Zk < arg z < ZZ(k+1)} — C\R{ injektiv und konform,
denn:

2z =7re'® € Sy, dann: 2" = r"e™? " € R, no € (2km, (k + 1)27), also:

f: Sk — C\R{ konform, insbesondere injektiv:

20 =2y = ng1 =, N2 = ¢1 = P2

mod 2%
n

6. Zu f aus 5. also existent:

fz}‘::{bf: (C\Rg—>5k,z»—>{l/2

”
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f: Sy — C\R{ biholomorph
f auch fiir arg z = 0 definiert

Igot

Mit z = re'? gilt:

n
n _ing r

e e

=r

Wz = Yrein —

d.h. anderer Wert nach einmaligem Umlauf des

derselbe Wert.

¢ |0

i 2T
retn = pn ,(ﬁ—>2l

2
{2] 0<arg z < W} — C bijektiv
n

¢ =0

n

V60
Yren g 2m

Nullpunktes, erst nach n Umléufen wieder

g7r27r47r

n=2r=1
VAR

Das fiihrt zur Idee der Riemannschen Fldche:

Beispiel 16.9.8. n =2

fi:
fi(z) = 2
f2
fa(z) = 2

Zusammensetzung zu einem biholomorphen f,

abbildet.

;T .
et g

-1 1

So={z0<argz <7} —C

: S1={zlr<argz<2n} —C

welches auf zwei Exemplare By, Bo von C

f_lz\[: Ry — C, z— /2

CcC =
f:C— R
Riemannsche Fliche Ry fir f mit
f: C— Ry
B
z 22 € 2
By
jetzt:
mit:

arg \/z € (0,71

falls z € By

[r,27] falls z € By
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Bemerkung 16.9.9.
0 und oo sind sogenannte , Verzweigungspunkte“.
(Aufschneiden ldngs einer Verbindung von Verzweigungspunkten erlaubt eindeutiges Um-

kehren)

flz) =€, fl(z) =€ e* = et = e%(cosy + isiny) # 0
f(z+42kmi) = f(2), ke Z

Spi={z|(k—-1)21n <y <k-2r}

f: Sy — C\R{

(8hlich wie in 6.)

hier: co-blattrige Riemannsche Fléche

Verzweigungspunkte: 0, co

Die Umkehrabbildung heifit (wieder) Logarithmus (In).
Fiir z = 7€' ist Inz := In7r + i¢ = In |z| + iarg z
0 < ¢ < 2m: Hauptzweig (¢ =0: Inz =In|z|)

z:r~ei¢,r:1
10) ‘—7‘(‘ 0 m 27 3m

lnz‘—iﬂ 0 m 2w 3mi

. f(z) = cos z, iiber Reihe definiert:

© 2
cosz= Y (—1)7—
JZZ:O (25)!
00 L2+l
analog: sinz = -1y
& ;)( TS

Additionstheoreme: z.B:

sin(a 4+ b) = sina - cosb + cosa - sinb, (a,b € C)
sin? z4cos? z=1, (2€CQ)

e =cosz+isinz

Richtig, da im Reellen richtig plus Identitétssatz (links und rechts stehen Potenzreihen).

Ebenso:
e e Y 4 YT
cosz = =
2 2
= cosxcoshy —isinxsinhy
= cos(z + 1y)
Nullstellen:

cosz =0 & cosz =0 und (y = 0 oder sinz = 0). Da cosz = 0 und sinz = 0 nicht
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gleichzeitig moglich ist, bleibt nur die erste Moglichkeit.
Es gilt:

cosr=0 A y=0
& z = g +kn, keZ
Also sind die Nullstellen des komplexen Cosinus gleich den Nullstellen des reellen Cosinus.

cos(z + 2m) = cos z
cos(—z) = cos z

S:={zeC|0<z<atU{0} x (0,00)) U ({r} x (—00,0))

=S
1) =0, y € [0,00), cosz = coshy
2) x=m, y€ (—00,0], cosz = —coshy
3) x=7%,y=0,cosz=0
4) =75, y€[0,00), cosz = —isinhy
5) x=7%, y € (—00,0], cosz = —isinhy
6) x € (0,m), y=keR\ {0}, cosz=u+1iv, u,v € R

u =cos x cosh k, v = —sin x sinh k

* (i) +(Gare) =1 B0

) x=c>7%5, y€(—00,00)

cos z =cosc coshy —iging sinhy = u +
=~ ~~
<0 >0

= ( Y )2 — (L>2 =1 (Hyperbel)

Ccosc sinc

8) y =0 (vgl. Punkt 6] € (0,7)) cos z = cos x

f=cos 2z=8 — C\ {z € C|Re(z) € (—00,1] U[1,00) und I'm(z) = 0} biholomorph
f'(z) = —sin 2
Nullstellen: z,, = nmw, n € Z

Inverse: f~!(w) =: arccos w

= Z=wEtVuw?-1
= arccos w = —ilnz

= —iln(w £ Vw? — 1)
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Verzweigungspunkte: —1, 1, oo,

aufschneiden léngs (—oo, 1] und [1, c0)
16.10 Das Schwarzsche Lemma und das Schwarzsche Spiegelungsprinzip
Sei B := B(0,1)

Satz 16.10.1 (Schwarzsches Lemma).
Sei f: B — B holomorph mit f(0) = 0. Dann gilt:

(1)) VzeB: |f(z)] <[z und [f'(0)] <1
(ii) (320 #0: [f(20)] = |20]) oder (1f/(0)] =1)

= JpeR: f(z)=¢e%2 Drehung

Beweis.

(i) = ¢ holomorph in z # 0, stetig in B
= ¢ holomorph in B.
Fiir |z| <r <1 folgt (Maximum-Prinzip):

| f(&)] 1
|9(Z)\§1|rgi>7§ g \S/;
F<1

r>1:Vz: |g(z)] <1

= [f(2)] < |z| und |f'(0)] <1

(i) [f'(0)] =1 oder |f(z0)| = |20| fiir z9 # O
= 19(0)] = 1 oder |g(z0)| =1
Maximum-Prinzip = Vz :|g(2)| =1, g(z) = const.
= JpeRVz: g(z) =€ also: f(z) = ze'

Q.E.D.

G C C Gebiet mit z € G =z € G.
G = BUIU B* mit:

B ={z € G|Im(z) > 0}

I ={zeG|Im(z) =0}

B* ={z € G|Im(z) < 0}

Fortsetzung von auf B(UI) holomorphen Funktionen auf ganz G.
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Satz 16.10.2 (Schwarzsches Spiegelungsprinzip).
G C C Gebiet mit G=BUIUB*, z€G=2€G)
f: BUI — C stetig, f: B — C holomorph, f | I reellwertig. Dann gilt:

éf:G%(Cmit
. f(2) ,zeBUI
z
f(Z) ,zeB*

ist holomorph.

Beweis.

1. f: B* — C ist holomorph:

flz+h)— f(2) flz+h) - ()
h

2. f : B*UI — C stetig, denn f reellwertig auf I

f(z)zeg* a2zl lim,_.., f(Z) — f(z0), weil f reellwertig auf I ist.

3. Sei A ein Dreieck in G (Inneres + Rand).
A C B oder A C B*:

(zeige: [, f(2)dz =0)
Fiir € > 0:
Ge:={z€eG—e<Im(z) <e}

/ f(z)dz:/ f(2)dz
OA A(ANG:)

/ f(2)dz
8(ANG.)

el0

< — 0

=Ve>0:

f(2)dz

0A

Q.E.D.

16.11 Ganze Funktionen

Wir betrachten nun auf ganz C holomorphe Funktionen.

Definition 16.11.1. FEine holomorphe Funktion f: C — C heifst ganz (engl: entire).

Beispiele hierfiir sind e* cos(z), sin(z), 2.
Im folgenden werden wir einige Aussagen iiber die Werteverteilung ganzer Funktionen be-

weisen.

Satz 16.11.2 (von Liouville). Ist f ganz und beschrinkt so folgt: f ist konstant.
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Beweis. f ist nach Vor. holomorph in C

o0
inEC:f(z):Zanzn, zeC
n=0
M) _ 1 f{ f(€)
Cap = = — d
Vr>0: a o o fp_, €nt1
Sei nun Vz : |f(z)| < ¢ < co. Dann folgt
1 c C r—oo,n>1
lan| < |=— 2r|=— =570

2mi  rntl

=Vn>1: a,=0Dbzw. f(2) =ag
Q.E.D.
Satz 16.11.3. Sei f ganz, mit
Je>0VzeC: |f(z)]>c

= f ist konstant.

Beweis. Sei

9=

dann ist g beschrankt und somit nach dem vorigen Satz g konstant, also auch f konstant.
Q.E.D.

Polynome nennt man ganz rational, andere ganze Funktionen nennt man ganz transzendent.

Satz 16.11.4. Sei f = p, ein Polynom n—ten Grades, n > 1.

=Vk>03r>0: Vz,|z| >r: |f(2)| >k

Beweis.
an #0: f(z) =2 {an—i- +...+—n},z#0
z z
Ap—1 aq
= f@)] 2 2" lan] — | ==+ ...+ =
z
[l
- 2
fiir z mit |z| > = ri1(ag, ..., an).

= |f(2)| > k, falls
2k
|z| > ¥/ —— =: 719,
|an|

r = max{ry,ra}
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Daraus kénnen wir den Fundamentalsatz der Algebra folgern.
Satz 16.11.5 (Fundamentalsatz der Algebra). Ein Polynom p,, n > 1 hat genau n Nullstellen.

Beweis. p, habe eine Nullstelle z;.
= Pn(2) = pn(2) — pn(21)

=an(z" =)+ ... +ai(z—21)=(2—21)  pn-1(2)

Es reicht zu zeigen: p,, besitzt mindestens eine Nullstelle.

Annahme: p,(z) # 0 fiir alle z. Dann ist g(z) := p%(z) ganz mit:

(i) 3r>0: Vz,|z| >7r: |g(2)] <1
(il) 3K : Vz,|z| <r: |g(z)| < K (g stetig).
=Vz: |g(z) < max{l, K}

= g konstant = p,, konstant.

Widerspruch.
Q.E.D.

Satz 16.11.6.

f sei ganz transzendent. Dann gilt:

VE >0, VmeNy: Vr>03z,|z| >r: [f(2)| > klz|"

Beweis.
Annahme:
Jk>03r>03ImeNgViz| >r: [f(z) <klz|"

Wegen

o0

1 f(Q)
f(z) = anz" : |ay| = j{ d¢
,;) 2 Jygj=p ¢
2 an| < kpm T PTEE

=VYn>m:a,=0

Dann ist f aber ein Polynom. Widerspruch zur Voraussetzung.

Q.E.D.

Satz 16.11.7 (von Casorati-Weierstra$}). (Felice Casorati, 17.12.1835-11.9.1890)

Sei f ganz transzendent. Dann gilt:

Ve>0Vee CVr>03z, |z|>r: |f(z)—cl<e
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Bemerkung 16.11.8. ,c“ muss nicht angenommen werden, vgl. e # 0.
Beweis.

1. f habe unendlich viele c—Stellen.
Diese koénnen aber wegen des Identitétssatzes keinen Haufungspunkt im Endlichen haben,

da sonst f(z) = ¢ = const. (Identitdtssatz) und somit ein Polynom wire.

2. f habe keine c-Stelle.

Dann ist
1

g9(z) i= ——
AN E R
ganz mit g(z) # 0 fiir alle z € C.

= g ist kein Polynom = g ist ganz transzendent.

Mit den vorigen Satz folgt dann (k := 2, m := 0):

e

Ve >0, Vr>03z|z|>r: |g(z)] >

[ )

< Ve >0, Vr>0§|z,]z\>r:\f(z)—c|<%<5

3. f habe endlich viele c-Stellen: z1,...,2; (2; # z; (k # j)) mit Ordnungen o, ..., ;.
f(z)—c

(z—2z1) .- (2 — 7)Y

Sei g(z) =

= ¢ ist ganz und nicht konstant, g hat keine Nullstelle, ergo ist g ganz transzendent.

= h:= % ist ganz transzendent (siehe Fall 2)

(z=21)"L (227

Seim: =) o = Ir1 >0V|z| >r: o <2

Wieder folgt mit dem vorigen Satz:

2
Ve>0Vr>03z|z|>r: |h(z)] > g|z|m

(z—zl)o‘-...'(z—zj)aj‘

= VYe>0Vr>r3z |zl >r: |h(z)] > | 5

= Ve>0Vr>r 3zl >r: |f(z)—c <e

Q.E.D.

Ziel: Weitere Aussagen zur Werteverteilungstheorie, dazu Verschirfung des Satzes von Liouville
Sei dazu nun f ganz ohne Nullstelle, so gibt es F, ganz, mit
ef'?) = f(2), d.h. F(z) =1n f(2) (Vorsicht: ,richtiges Blatt“ wiihlen!)

denn:

I
withle F(0) mit e(®©) = f(0) € C mit 0 < arg F(0) < 27 (hier Wahl des Blatts)

f/(j)) = Z anz" (ganz)
n=0

o

an o,
F(z) ::F(0)+Zn+1z +
n=0
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= F ganzund F' = f'/f

<€F)’ B F’eF-f—eFf’
f) f? B

= Je: F?) =cf(2)

c=1, weil '©) = £(0).
= ') = f(2)

,Definiere:“ In f(2)(:) = F(2)

= F(z) =In|f(2)| + iargf(z)

Sei -
= Z an2"
n=0
= R(F(2)) =In|f(2)| = RO _(an+iBn)" (cos(ng)+isin(ng)) = > 1" (ay cos(ng)— B, sin(ng))
n=0 n=0

mit a, = ay + 6y, z = re'®

—ap+ Z (o, cos(ng) — By, sin(ng))

2 fo'e)
= [ nlr2a0 = 2maf +7 301 (0 + 52)

n=1

Firm > 1:

(e.0)
™ (a2, + 52) < 2mad + Z r2(a? + 32) (16.2)
n=1

Annahme: 34, B>030<a<1:
Vz: |f(z)] < APl

Dann folgt:
= (In |f(,2)])2 <(lnA+ BT‘O‘)2

1 oo
= ol + 0% < W@wa%%—er%(ai—i—ﬁz))

n=1

1 2 In A+ Br*)? ;oo 2m>2a
= [ g < s ATES e o
0

Tr2m

=Vm>1iam=0n=0 = f(z) =a
Daraus formulieren wir

Satz 16.11.9. Sei f ganz, ohne Nullstelle, 3 A, B >030<a <1 mit
Vz: |f(2)] < AePlE",
Dann ist f konstant.
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Bemerkung 16.11.10.

1. Der Satz ist falsch fir o = 1:
flz) =¢

ist micht konstant, aber |*] < 300 21| < 3 i = el

2. a € Rg beliebig
dann: = By = 0 fiir m > [a]
d.h. f(z) = Lo anz"
(vgl: o =1, f(z) =e*)

Beispiele 16.11.11.

1 f(z):=>0" (222)! ist ganz,

| n

=N () L S |
UVNSZ%MN_Z%@m!SJ‘A_B_La_2

n=0

f0)=1, f(1) #1

= f besitzt eine Nullstelle.

Behauptung. f hat unendlich viele Nullstellen.

Beweis. Annahme: f besitzt endlich viele Nullstellen: z1, ...,z
k
P(z) := H(z —zj) = g:= I ganz, hat keine Nullstellen
j=1 ’ P ,

1
dR: Vz,|z| > R: |P(2)] > 5

O

=3RVz|z| > R: |g9(z)| = < = 2¢VI

1P(2)] = 5

Ferner gilt
Tk>0: V2| <R: |g(z)| <k <k-eVF

= Vz: |g(z)| < max{2, k}em = g konstant

= f = (const) - Polynom

Widerspruch.
Q.E.D.

Allgemein folgt so:

Satz 16.11.12. f ganz transzendent, 3A,B > 030 < a <1 mitV z: |f(z)| < AeBF°

besitzt unendlich viele Nullstellen.
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Bemerkung 16.11.13. Mit g(z) = f(z) — a fir a € C beliebig, aber fest, folgt wegen
ja| < |ale”*"

auch, dass g eine ganz transzendente Funktion mit beliebig vielen Nullstellen ist. f besitzt also

unendlich viele a—Stellen.

16.12 Laurentreihen

(Pierre Alphonse Laurent, 18.7.1818 — 2.9.185/)

Verallgemeinerung von Taylorreihen:

o
Z an(z — 20)"
n=0

zu Reihen der Art:

o0

Z an(z — 2z9)"

n=-—oo
Dazu sei f im Kreisring

K(20,71,7m2) == {2] r1 < |2 — 20| < 72}

holomorph.
Seien 11 < p1 < p2 < ro beliebig. Dann gilt mit der CAUCHYschen Integralformel fiir nullhomo-
loge Zyklen bei Betrachtung von I'' :=I'y +I'9 4+ I's + I'4, wobei

[yt €[0,1] =y (t) = p1e®™ Tyt €[0,1] — y2(t) = p1 +t(p2 — p1)
[s3:t€[0,1] = y3(t) = poe™2™ Ty :t €[0,1] = v4(t) = p2 + t(p1 — p2)

= y{ f(z)dz=0 A f(z)dz = — f(z)dz
r 'y Iy

V2 € Ko ) 1) = 5 | Mg f | JQ 4
ZZ01=p2 Z—Z0|=p1

27i (—z 271 (—z
=L+
Zu Ilt
I 1 1 1
(—z (—(z-2)—2 (-2 1-F2
Da |z — 20| < |¢ — 20| = p2
folgt:
1 1 (22— 2)"
L=_— f(©)
27 Ji¢— 20 =ps C—Zonzo (¢ —z0)"

(1 IRV
— nz_o <27m ij20=P2 (C _ Zo)n+1 dC)( 0)

=:an
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Zu IQ:
1 1 1 1

C—2z C(—20—(2—2) 2 — 29 S0 _

Da p1 = |( — 20| < |z — 20 ist

“ (2 — 20)
:7§:(CL _ Z (2 = 20)"
n=1 (Z_ZO n=-—00 _ZO n+1

- (1 £(©) n
- I2 - Zoo (27” ‘%CZO|=P1 (C - Zo)n+1 dC (Z - ZO)

n=—
/

=:an

oo

=Vz € K(zo,71,72) : f(2) =1 + 1y = Z an(z — 20)"
mit
f(©) .
an = /|< o Wd{, r1 < p < ro beliebig
denn:
f(©)
(¢ — z0)"*!

ist holomorph in K(zg,r1,72)

Satz 16.12.1. Sei f im Kreisring K(zo,r1,72) holomorph.

o0

= Vz e K(zp,r1,72) : f(2) = Z an(z — z9)"

n=-—00
mit

1 f(Q) -
= ——=—d(, (r1 < p < ry beliebig)
2 Jy¢—zo1=p (¢ — 20)"

Die ist die ,,Laurentreihe von f“.

o
Z an(z — 20)"
n=0

heifst Nebenteil von f.
-1

Z an(z — 29)"

=—0Q

heifst Hauptteil von f.

Die Laurentreihe ist eindeutig;:

Sei auch

43



Dann gilt aber
1 f(©)

2mi c—z0l=p (€ = 20)"H!

oo

_ 1 b; (¢ — 20)?
T om ‘%T\CZO|:pj;oo (C — ZO)nJrl

_Z 327”?{4 _Zojnldg_zb‘sn_b

2o0|=p p——

Bezeichnungen 16.12.2.

(i) Ist k>1 a_p #0und

o0

f(Z) = Z an(z - ZO)n

n=—=k
so sagen wir: f hat einen Pol der Ordnung k (in zp).

(i) Gilt:

oo

VEENTho>k: ap #0,f(2)= > an(z—2)"

n=—oo

so: f ist in zg wesentlich singuldr.

In 0o € C wird wie folgt klassifiziert:
f = f(z) verhilt sich in z = co wie F(w) := f (1) in w = 0.
Z.B. ist f ganz rational, falls F' im Nullpunkt hochstens einen Pol besitzt und nicht wesentlich

singular ist.

Beispiele 16.12.3.

1.
z
f ist holomorph in K(1,0,00)
InU1):
z—1+1 1
=—=1
/() z—1 + z—1
d.h. f hat einen Pol erster Ordnung in z = 1.
InU(0):
1 SN
f(2) = =2 =—Z_Ilz
Konvergenzradius: 1
In U(oc0):
1 1 0
(w) % 1 1-w ngow )

f holomorph in z = oco.
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f(z):ZZQ—lzz—l—i_z—i—l

Pole 1. Ordnung in z =1 bzw. z = —1.

In oco:

2 2w

_ — — 2n .

F(w) = ;U—l_l—wQ_ng w "
n=0

)

konvergiert fiir lw| < 1; f ist holomorph in co.

3.
[e%e) 0
.. 1 11 1,
Fir z#0: f(z):=ez = E ign = E (_n)‘z
n=0 n=-—o0o '
wesentlich singuldr in z = 0.
1
F = —) = w
(w)=f()=¢

f holomorph in oo

Pol erster Ordnung in oo.

.
: 1 3 2
Fur z #0 ist f(z) = L P
z z 3! z!
f ist diber die Rethe auch in z = 0 wohldefiniert und somit holomorph erginzbar auf ganz
C.

Wir beschéftigen uns nun weiter mit der Werteverteilung und formulieren dazu folgenden

Satz 16.12.4. Sei f in C\ {20} holomorph und habe einen Pol in z.
=VK>030>0Vz, |z—2|<d:|f(2)]>K

Beweis.
x

fz)= Y an(z—20)", a_p #0, k€N

n=—k

O—k+1
- 1
(z — 20)k + a_g

(z—20)+ ...

holomorph, sowie |\<% falls |z—z0|<d1

|a—| N
= |f(Z)| Z m > k fiir |Z - Z()‘ < 352
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 := min(dy, d2)
Q.E.D.

Satz 16.12.5 (Ubertragung von Casorati-WeierstraB).

Sei f holomorph in C\ {z0} und in zo wesentlich singuldr.
=Ve>0VeeCVd>03z2,|z2—20| <d: |f(z)—¢|<e

d.h: jeder Wert ¢ € C wird in jeder Umgebung beliebig nah approximiert.

Beweis.

f(z) = Z an(z — 20)" + Zan(z — zp)"

n=-—00 n=1

=:f1(2) =/2(2)

€
|f2(2)| < 3 fiir |z — 20| <36

Ci=(z—20)"" = filz) =Y a-al" = i)
n=0

fl ist ganz transzendent.

Mit dem Satz von Casorati-Weierstrafl folgt:

= Vr>0VYe>0VeeCIG|C|>r: \fl(C)—c|<%

Setze: r = }, mit { = 2 (s.0.) folgt Ve > 0Vc € C3z, |z — 20| < & : [f1(2) — ¢| < §

zZ—20

= [f(z) = < |A(Z) =+ [fa(2) <€

Q.E.D.

Definition 16.12.6. Sei U C C offen, f heifst auf U meromorph, falls f : U\ Py — C
holomorph ist mit einer diskreten Menge (d.h. ohne Haufungspunkte) Py von Polen.

16.13 Der Residuenkalkiil

Wichtig zur Berechnung von (reellen) Integralen. Zunichst eine

Erinnerung:

2t n=-—1
?{ (z — z0)"dz =
|z—z0|=r 0 sonst

Falls f in 2y eine isolierte Singularitit besitzt mit der Laurentreihenentwicklung

[e.e]

fz)= D anlz—z)" (16.3)

So ist
1
ap = f (f(z)dz (r geeignet)
|z—z0|=r

27i z — zg)" L
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Insbesondere ist

- L f(2)dz

-1 = -
2mi |z—z0|=r
Definition 16.13.1.

a—1 = a_1(f,20) heifit das Residuum von f in z.

Schreibweise:

a_1 =:res;—y (f)

Satz 16.13.2 (Residuensatz). Sei f im Gebiet G holomorph mit Ausahme endlich vieler (iso-

lierter) Stellen. I sei ein geschlossener Integrationsweg, auf dem f holomorph ist. Dann gilt:

1
501 7{ f(2)dz = Summe der Residuen von f in den von I" umschlossenen (singuldren) Stellen
™ Jr
Beweis.
Seien z1, ..., zpy, die singuldren Stellen. Wegen der Holomorphie von f auflerhalb der bekannten
Pole ist

1 1 “
I Ff(z)dz = ;mﬁz—%:r f(z)dz = jz::la_l(f, ;)

(rj geeignet)
Q.E.D.

Satz 16.13.3.

Sei f in G meromorph, I' ein geschlossener Integrationsweg in G, f besitze auf I' weder Pole
noch Nullstellen. Ist N bzw. P die Anzahl der Nullstellen bzw. Polstellen im von I' umrandeten
Gebiet, jeweils entsprechend der Ordnung (Vielfachheit) gezihlt, dann gilt:

1
NP = )

Beweis.

1. Sei z; Nullstelle der Ordnung «.
=inU(z1): f(z)=aalz—21)+... , aa#0

= f(2) = aag(z —21)* 7L+ ...

N f'(z)  aag(z—z2)"1+... « 1+a7+1a27:1(2—21)+-~
f(z)  aa(z—z)*+...  z—z 1+aZ—:1(z—zl)+...
=H
H ist holomorph in U(zp) mit H(z1) = 1, sodass sich ’}l((zz)) schreiben lédsst als
!/
F'(z) - + holomorphe Funktion
f(z) z—=
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Sei 1 so gewéhlt, dal B(z1,71) C U(z1).
N f'(z)

Daraus ergibt sich N.

1. Jetzt habe f einen Pol in zo der Ordnung S.

Dann gilt in einer Umgebung U(z2) von z:

b_
fz)=—L_ 4 ..., wobeib_g#0

(Z — 22)6
= fl(z)=—0-b_glz—2z) P +...
LS Bz B
f(2) b_p(z —29) P+ ... Z — 29
Analog zu obigen Ausfithrungen ist H holomorph in U(z2) D B(z2,72).
1 f'(z)

TM |z—22|=72 f(z) dz = _ﬁ

Daraus ergibt sich —P.

Q.E.D.

Bemerkung 16.13.4. Der Satz gilt entsprechend fiir a—Stellen, a € C

dazu betrachte man

f(2)
Dann : NAP—%ff/ dz

—a

Anwendung: Fundamentalsatz der Algebra

Satz 16.13.5 (Fundamentalsatz der Algebra). Ein Polynom n—ten Grades besitzt genaun (kom-
plexze) Nullstellen.

Beweis.
(i)
Ir>0: Vz,|z| >r: |Pu(2)] >1

= alle Nullstellen liegen in B(0, )

(il)) Po(2) =anz"+ ...+ ao, an #0
Pl(2) =na,z"t+... +a

P’ (2) n & )
— Z c; geeignet
z




Bemerkung 16.13.6. Man kann ein Residuum auch in z = oo erkliren fir eine Funktion
f = f(z) dber
1 .1
res,—oo f (2) := resy—o {_w?f(w)}

Diese Definition mit —% motiviert sich aus den folgenden Betrachtungen:

J) =

1
f(—) = w holomorph in w =0
w

res;—oof(2) i = resy—o {—u;f (i}) } = reSy—0 — i =-1
res,—of(z) =1

Z res,f(z) =0

z=0,00
Auch:
> . 1,1
= W2 Flw) = —— f(—
FE= 3w Pl =)
F _ 1 G —-n __ 1 G n __ G n—2
= F(w) = 2 n_zoo apw " = 2 n_zoo a_pw" = — n_zoo G_pW
Dann ist a_ (F,w = 0) = —a_1(f, z = 0). AuBerdem:
1 1
z=— = dz= ——2dw
w w

Allgemein gilt fiir die Summe der Residuen

Z res,—., f(2) =0
zeC singulér

Als Anwendung des Residuenkalkiils zur Berechnung von reellen Integralen folgen einige

Beispiele 16.13.7.

1.
o
1

[l ies

oo L+ 2

1 1 1 1

1@)=10 _2i<z—i_z+i>

Singularititen: 1 + 22 =0 & 21 =iV 29 = —i

res,—1 f(z) = %, da —m holomorph in U (7).
Hr={z€C| |z| < R,3(z) >0}

Ohne Einschrinkung: R > 1
/ f(z) =2mi-res,—if(z) ==
OHp
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g R Rm R—oo
dz| < do = — 0
/|z|:R @(z)>of(z) : _/0 R?—1 ¢ R? -1
(z=Rei®, dz=izdg, 1+2% > |22~ 1=R—2,0< ¢ <)

b)

R oS
1 —00 1
/ f(2)dz :/ —dx R / —dz
2=1€[—R,R) _rl+zx oo Itz

R—oo 1
™= f(z)dz — ——dx
OHR ( ) —00 1 +$2
o0
1
= / de=m
oo 1+ 22
&° 1 2
——dx = -7
/_Oo 1+ 26 3
1
&) =175
Singularititen: 1 + 26 =0 & 5= —-1=¢"+2" L cN= 2 = e%i(H%), k
Ohne Einschrdinkung: R > 1.
1+2%= 1+Z%—Z£+Z6
——
=0
=B =)+ .+ 2D)
£(2) 1 1 1
res,— Z) =Tres,— = res,— .
Rk T 14 26 TS+ 2 2
1 Zk 1
= —= —— = ——Z
620 626 6"

2
1 1 i mi i
Zresz:zkf(z) = —6(20 + 21+ 22) = 76 <6% + i+ e@+27r§>
k=0
1/1 1 1 1 1
6<2\[+21+z 2f+21> 3
2

= f(z)dz = 27TinesZ:th(z) = 2772'(—%2’) = ;7‘(‘

OHR k=0

g R Rm R—o0
< dp = — 0
< | g

f(z)dz
‘/4:3, I(2)>0 ) R6 -1

(z=Re', dz=izdp, 0< ¢ <m, |l +25>R6~1)

(b) .
1 oo [° 1
/ f(z)dz = / —dz g / sdx
2=2€[~R,R) _rl+tz o Lt

=0,...



2m 1
—d¢p, a>1
/0 a+sing ¢, a

2= = dz=izdo

1 . : 1 1
T fw):i _ 2
sing = o; (e ¢ 2% (z z)
21

1 1 dz
— = d¢p= —
0 atsing et at g (2=3) 2

2
- 4
7|i|1 22 4+ 2aiz — 1 “

Singularititen: 2> + 2aiz —1 =0

=

2ai +v/—4a 1 4
@ > L cat V@ -1

< 212 =

291 (—a —Va?— 1)

<-1

= |z2| > 1, 22 ¢ B(0,1)

b)
21 =1 (—a + \/ﬁ)
<1

Vai—1l—a>-1avVa2-1>a-1>0

sa®—1>(a—1)>

<2a—-1)>0=|z| <1, 21 € B(0,1)

%le ,22—1—126m—1 = 2mires,—,, f(z)
=f(2)
= 2miTeS,—,, { 2 }
(z = 22)(z —21)
= 2mi 2 = 2772'#
21— 22 2iva? —1
27
Va2 -1

21 1
——do; a,beR b>0
/0 a+ bcos ¢ % abeR, a>b>

. 1 1
z:=¢€Y = dz=izdp = cos ¢:§(z+;)

I 1 1 dz
/ ———d¢ = j{ Tl 1y
0o a+tbcose =1 a+b3(z+3) iz

o1



2 7{ 1 d
== —————dz
ib J)z =1 22428241
Singularitdten:

z2—|—2%z+120

= LY L
z = —_—— —_——
2T b2

= |z1| < 1Az >2

2 1
ib |2|=1 z2 —+ 2%2 +1

= 2mires z L
I 7 (2 — 29)(2 — 21)

dz = 2mires,—,, f(z)

2
/ 1 d — 27
o a+bcos(o) a2 — b2

o
/ cosa:cdx7 a>0
oo 1+ 22

Ohne Einschrinkung: R > 1 '
oz

f(2)

Wir wéhlen den gleichen Integrationsweg wie unter 1.:

T+ 22

y

z=x+iy

eiaxe—ay
f(2)dz / ————dz
‘/4:1%, 3(2)>0 2|=R, 3(z)>0 1+ 22

-1 <1
o —ay ) s R -
</ T ey
=R, 3(z)>0 |1+ 2% o f2-1
>R?2-1

(z = Re'?, dz = izdp, 0 < ¢ < 7)

oz R i
/ € 2dz = / eizdm
2=ee[-RR) 1 +72 _rl+x

T = cosax + isinax

b)

eZCl{
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N /_OO Cloifo;q;) dr = /8H f(Z)dZ = 27T'L.resz:if(z)

. eZO!Z 1
= 2mires,—; - . -
z4+1 z—1

keine Singularitdt in x =0
. sinxzx
lim

z—0 X

Daher ist das uneigentliche Integral existent.

. . . . _ — 0
Singularitit in z = 0: z = iy = f(z) = &2 =

- 0o. Als Integrationsweg wdhlen wir
y

OWgp=T:=T1+4+T9+ T3+ Ty mit

Iy:t€0,1] —7(t):= R+ iRt; Ty:te[0,1] — y2(t) := R(1 —2t) +iR
Ds3:tel0,1] — 3(t) := —R+iR(1—t); T4:={2|S2=0,e <|z| < R}U{z = ee”|0 < ¢ < 7}
Wobei I'y von “—“ nach “4+“ durchlaufen wird.

(a)
f(2)dz =0 da f holomorph in U(Wg)

Reiny
2zl < —1d
!/0 Riiy Yl

(z=z+1y, v =R, 0<y<R dz —j)

OWnr

(b)

Y dy

Ry 1—e B p_o

< —d = 0
= /0 RY""RrR
analog:
R—o0
f(z)dz| —0

I's

(c)

f(z)dz
I

z:cR
_’/ x+1R de|
(z=x+1y, — R<zx <R, y=R, gfc—

R _—R
< / € dr=2e BRIz 0
r R
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(d)

T icet?

f(z)dz = —/ ¢ 3 ice®d¢+Gerade Stiicke (s.u.)
T4 0 ge

(zzsei¢0<gb<7rg—;:iz)

= /W(l +ice'® + O(e%))do
0

= —imr+ O(¢e) =Y in

—& eix R eix
/ —dx —I—/ —dx
_R T e x
R _—ix R iz
e e
= —/ dz —|—/ —dx
€ x € z

[o o [ee] :
e—0, R—oo . sinz , sin x
-~ 22/ dx = z/ dx
0

T oo T

o
= / Ry - i(—im) =
o T

(¢)

 (Inz)?
Ohne Einschrinkung R > 1
1
f&) = RE) - (2 RE) = 5y

(Wobei der Hauptzweig des In gewdhlt wird.) Sei

P 1 1 . 3
W= (BO.R)\{z = +iy e BO.R)le > 0.yl < 5} U{z = ze’IZ <o < )

Fir die folgende Integration setzen wir OWg zusammen aus I'y := {z € OWg| |z| = R},

Ty :={z € OWg| |2| = £} und I's.

(a)
/ f(2)dz = [res,——1 f(z)] - 2mi
OWg

Cbo+bi(z4 1) +ba(z+1)2+ ...

1 a2 9 dInz
bQ = reSZ:_lf(Z) = E@(IHZJ) ‘ZZ—]. = %7‘22_1
1—Inz .
T2 |z:—1 =1—im
= f(2)dz = 2mi 4 2n°
OWr
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(b)

R(InR 4+ 27)? pooo
f(z)dz| < const- ———=— — 0
1 (R 17
(z = Re'® vdgs*ZZ [Inz| <Iln|z|+2r =In R+ 27)

(c)

|Inz| 1 (In%)? +47% g
f(z)dz §/ ———dz < const- =——*———"3°0
eSO | T CRNTRSE

(Ilnz| <In% + 27, [Inz> < (In 5 +2m)? < 2(In §)? 4 872, (a+b)? < 2(a® + b?)

(d)
R_)OO/ R(z)[(Inz)? — (Inz + 27i)?]dx

:—4m/ R(z )lnxd$+47r/ R(z)dz
0 0

< ] o0 1
= o + 272 = —477/ £d$ + 47r2/ dx
o (I+mz)3 0

+ (1+x)3
N / Inz _ 1 /OO 1 dr — 1
T+2)3 2y (A+z)3 " 2
o0 . 2 *° 2 1 >
sin(z*)dx = cos(z”)dr = =/ =
0 0 2V 2
(Fresnelsche Integrale)
7r
f(z):=e*; Wg:={z€ B(0,R)|0 < arg(z) < Z}

Wir integrieren lings OWgr mit 'y := {z € OWR|3(z) = 0}, 'y := {z € OWR| |z| = R}
und I' := {z € 0WRg|arg(z) = T }.

(a)
/awa(Z)dZZO
(b) 2 R s
/Fle_‘”cm:/o e dn T VT
(c)

f(z)dz = iR/4 o R? cos 26 ,i(¢—R? Sin26) 7
0

(z=Re®, 0< ¢ <, 22— R??% = R?(cos2¢ + isin2¢), dd)—iz)

< R/ R2 cos 2¢do

f(z)dz
I'>

/ 2coswdw
R/ )d
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(b = 2¢, % = %, in [0, 5] gilt cos(p) > 1 — % (anschaulich klar))

R _R2 T Ew V=% ™ _R2, R2 T R—oo
N P - 1)< Bz
2° oR? [e L,:o we @ Vs

(@) 0

1+i [
= + (cosr? — isinr?)dr

V2 Jo
Roce L </Oocosr2dr+/oosinr2dr) v (/Oocosr2dr—/oo sinrgdr>
V2 \Jo 0 V2 \Jo 0

:>ﬁ:1</ coerdr—i—/ sinerr)+Z(/ cosr2d7'—/ sinerr)
2 2 \Jo 0 V2 \Jo 0

o0 o0 1
= / sinr?dr = / cosrldr = =
0 0 2

f(Z):(Zg(;)nH

NN

z =a sei Poln+ 1. Ordnung von f(z).
1 dar
n!dz"

(2)].—

= res,—qf(2) =

16.14 Konforme Abbildungen: Der Riemannsche Abbildungssatz

Erinnerung f: G; — G, G;: Gebiet, heifit konform, falls f biholomorph ist, insbesondere

ist f winkeltreu und ,,mafistabstreu im kleinen“.

Definition 16.14.1.

FEin Gebiet Gy heifst konform dquivalent zu Go, wenn es eine konforme Abbildung f : G1 —

G2 gibt.
Ziele:

1. Bestimmung von Klassen konform dquivalenter Gebiete (sogenannte konforme Aquivalenz-

klassen).

2. Bestimmung aller konformen Abbildungen zu zwei konform &dquivalenten Gebieten.
ad 1. Finde Normgebiete als Repréisentanten.
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ad 2. Finde dann alle konformen Abbildungen des Normgebietes auf sich:
f gegeben: G S, Go, G R N, Go R
= ho ofohl_1 : N — N konform.
h gegeben: G NN S Gy = h2_1 o fohy: G; — G5 holomorph

d.h. Bestimmung der sogenannten Automorphismengruppe.

Zunéchst einige Resultate, von denen wir x beweisen werden.

Normgebiet Automorphismengruppe
C w=az+b, a#0
C w = gjis mit |ad — be| = 1 (M&bius—Transformation)
* B(0,1) w = 20 it qg — bb = 1
bz+a
C\ {o} w9 = aztt, a#0
B(0,1)\ {0} w=e%z R

{zeCll<|z|<r} (r>1) wa=¢€“z%, ¢eR
Satz 16.14.2. Die Automorphismengruppe des Einheitskreises besteht aus den Abbildungen der

Form

b
92D und a2 = b2 =1
bz+a
Beweis.
. : __ az+b : 2 2 __
(i) Sei F(z) = hoig it la]* — |b]* =1
f: C — C bijektiv (M&biustransformation).
Die Singularitat von f liegt bei —%, doch % ¢ B(0,1). Zu zeigen:

<1 <1
2l =1 pelfe)l=q9 =1
>1 >1
Beweis: _
az+b az+b
1-|fz)P=1-= :
=)l bz+a bz+a
|bz|? + abz + abz + |a|?* — |az]* — azb — azb — |b|?
B bz + al?
weil |a|? — |b]? =1
’ ‘2 >0 >
1—1z
= ——( = falls 1 —|z2{ = 30
bz + a? 0 o 12
<0 <

o7



(ii) Sei f Automorphismus mit f(0) =0
Dann folgt mit dem Schwarzschen Lemma: |f(z)| < |z|
[F/(0)] <1; f(0) # 0 (f konform)

Sei g := f~1, dann ist (wieder mit dem schwarzschen Lemma):
9'(0)[ <1, g'(0) #0

gof=1Id = 1=4g(0)f(0)
az+b

mit b =0, a = /2, |a)?—|b]> = 1
bz +a

= 1J0)=[f(0)=1= FpeR: f(z)=e?z=

(iii) Sei nun g beliebiger Automorphismus mit g(0) = ¢ € B(0,1).

h(z) := IZ —° st nach (i) Automorphismus mit h(c) =0
—Cz

Setze: a = #, b= _—c
V1—[cf? 1—cf?
= ho g ist Automorphismus mit ho g(0) =0
Y 34eR: hog(z) = €2

€%z 4+c €92z 4 ce /2
etz + 1 Cei®/2y 4 e—id/2

= g(z) = h }(e?2) =

az+b . ei®/2 ce™19/2

= ta=—— b=
VIR ZERRV S T

_Ez+a

Q.E.D.

Satz 16.14.3 (Riemannscher Abbildungssatz). Sei G C C einfach zusammenhingend. Dann ist

G konform dquivalent zum Einheitskreis B(0,1).

Zum Beweis werden wir nur ein paar Bausteine zusammentragen. Zunéchst betrachten wir

jedoch die folgende Variante, eine Folgerung aus dem Riemannschen Abbildungssatz.

Satz 16.14.4. G ¢ C einfach zusammenhdingend, zg € G. Dann g¢ibt es genau ein f : G —
B(0,1), f konform mit f(z0) =0, f'(20) > 0.

Beweis. Existenz:
Nach dem Riemannschen Abbildungssatz gibt es fo: G — B(0,1) konform mit fo(20) = 21
B(0,1).

Sei
zZ— 21

h(z) =

11— Z12
Dann ist h(z) Automorphismus von B(0, 1) mit h(z;) = 0. (s. Beweis zur Automorphismengruppe
des Einheitskreises)

= fo: hofy: G— B(0,1)
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konform mit
Jo(zo0) =
Es ist

fo(z0) # 0, aber méoglicherweise komplex. Sei also f§(z0) = 22 € C\ {0}, ¢ := arg(2) € [0, 27)

Dann ist

Sei

= f1: G — B(0,1) konform mit fi(zp) = 0 und

filz0) = d'(0) - fi(z0) = e "zp = |20 > 0

Eindeutigkeit:
Seien f1, f2: G — B(0,1) konform mit fi(20) = 0= fa(20), fj(20) =p; >0
= g:= fyo f{'': Automorphismus von B(0,1) mit g(0) = 0,

/!
(0= 200 _ P2
O = Fie) " m
Allgemein:
az+b 9 2
= — N a — b == 1,
oz) = 5=, fal? = b

g0)=0= b=0 = |o| =1,9(z) = ==

2

Wegen 0 < ¢'(0) = ¢ = @ﬁ muB a reell sein, d.h. g(z) = z.

Qlle

= foofi'=Id= fo=fi

Q.E.D.

Wir bemerken, dass Hombomorphismen einfach zusammenhéngede Gebiete in ebensolche
iiberfithren, und dass ein einfach zusammenhingendes Gebiet G C C konform #quivalent zu
einem einfach zusammenhingenden beschrinkten Gebiet ist. Zum Beweis des Letzteren benutzt
man schon alle Voraussetzungen im Riemannschen Abbildungssatz (G ¢ C einfach zusam-
menhingend), um u.a. auf die Existenz eines Weges I' von einem Punkt a € C\ G nach oo
zu schliefen, der ganz in C\ G verlduft, lings dessen man die Ebene aufschneiden kann, um
dann die Funktion z — /2 — a eindeutig erkliren zu kénnen.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir auch 0 € G C B(0, 1) an.
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Mit Hilfe von Auswahl- bzw. Konvergenzeigenschaften bei Folgen/Familien holomorpher

Funktionen (Stichwort: ,normale“ Familien) zeigt man schlieflich, dass die Familie
F:={f:G— B(0,1)]| f injektiv, holomorph, f(0) =0, f'(0) >0}

eine gegen eine Funktion f konvergente Teilfolge enthilt. Von diesem f weist man die Surjek-
tivitét nach und hat die fiir den Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes gesucht Funktion

gefunden.
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Fundamentalsatz der Algebra, 38, 48

ganz, 36

ganz rational, 37
ganz transzendent, 37
Gebiet, 9
Gebietstreue, 21

Goursatsches Lemma, 10

Hauptzweig, 33
holomorph, 4

Identitétssatz, 18

konform, 25, 56
konform #quivalent, 56

kreisverwandt, 27

Laurentreihe, 43
Nebenteil, Hauptteil, 43
Logarithmus, 33

Mobiustransformation, 28
Maximum-Prinzip, 22

meromorph, 46
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nichteuklidische Geometrie, 30
Normgebiet, 56
Nullstelle, 18

orientierungserhaltend, 25

Parallelenaxiom, 30

Pol (der Ordnung k), 44

Residuum, 47
Riemannsche Fléche, 32

Riemannscher Hebbarkeitssatz, 14
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von Liouville, 36
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Schwarzsches Lemma, 35
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wesentlich singulédr, 44

winkeltreu, 25



