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Aufgabe 5.1 (Theorie - 6 Punkte)

Beweisen Sie das Lemma von Aubin-Nitsche in der folgenden Form: Besitzt das duale Problem
a(v, z) :b(v):/g-v de YveV
Q

fiir g € L%(Q) eine Losung z € H?(2) mit

zll2 = llzllzz < C1lgllo (1)
fir ein C7; > 0 und
min [z —w|; < Co h ||D22'H0 (2)
weVy

fiir ein Cy > 0, wobei

1
2 ,_ a2 2
1D%) = (% /Q|a o dz)”,

|o[=2

so gilt:
I —wunllo < Ch|[u—unl

fir ein C > 0.

Aufgabe 5.2 (Theorie - 6 Punkte)
a) Es sei Q© =]0,1[, und es sei

a(u,v) = /01 o (z) V' (z) dz,
(u,v)g = /01 u(z) v(x) de.

Zeigen Sie: Die Normen || u ||o= (u,u>é/2

gibt kein C' > 0 mit ||ull, < C ||u|lo-

1/2

und || u |lq= a(u,u)"/= sind nicht adquivalent, d.h. es

Hinweis: Man betrachte die Funktionenfamilie v, :  — R, n > 2 definiert durch

n, falls 0 <z < %,
vp(x) = 1, falls L <z <1-1
n

n’

n — ne, fallsl—%<:r§1.
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b) Vorgelegt sei die Gleichung

o4 ot ot

—u+2—~—u+—-u = ginQ

8:6‘11u+ 6w%8x3u+6az%u g
ou

U|BQ:%8Q =0 (3)

mit g € C(Q). © C R? sei ein beschrinktes Gebiet mit stiickweise glattem Rand 092, welches die
strikte Kegelbedingung erfiille. Leiten Sie die zu (3) gehorige schwache Formulierung ab.

Hinweis: Fiir V := {u € H3(Q) |v = Vv - n = 0 auf 90} darf die Dichtheit von C§° in V bzgl.
| - || g2 benutzt werden.

Aufgabe 5.3 (Programm - 8 Punkte)

Gegeben sei die im Ort eindimensionale Reaktion-Transport-Gleichung

U = Ugy — ku in Q x [0,7],
u(z,0) =1— =z, in Q, )
u(a,t) =1 in [0, 77,
u(b,t) =0 in [0, 77,

fir Q = (a,b). Losen Sie das zu (4) gehorige Liniensystem mit dem 9- Verfahren. Schreiben Sie
hierzu eine Matlab/Python-Funktion

function [U,dx,dt,q] = thetamethod(M,a,b,N,T,k,theta)

die eine Losungsmatrix U € RM+D*(N+1) entsprechend der Diskretisierung (inklusive der Werte

auf dem Rand!), die ortliche und zeitliche Diskretisierungschittweite Az und At, als auch den
Quotienten aus Zeitschrittweite und dem Quadrat der Ortsschrittweite

1= 5)

zuriickgibt. Als Ubergabewerte soll die Funktion ausschlieSlich und in dieser Reihenfolge
die Anzahl an diskreten Ortsschritten M, die Intervallgrenzen a und b, die Anzahl an diskreten
Zeitschritten N, den Endzeitpunkt T, die Dampfung k£ sowie den Parameter ¥ akzeptieren.
Rufen Sie diese Funktion in einem File main.m fir a = 0, b = 1, T = 0.1 und k& = 10, sowie
verschiedene

M e M = {20,40},

N e N ={1,10,100, 1000},

v e ©={0,0.51},
auf. Plotten Sie anschlieBend fiir jede Kombination (M,9) € M x © die zugehérigen Lo-

sungen fiir alle N € N jeweils nur am Endzeitpunkt 7' zusammen in einem Plot. Stimmen ihre
Beobachtungen mit der Theorie iiberein?



