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Aufgabe 6.1 (Theorie - 6 Punkte)

Vorgelegt sei die nichtautonome Differentialgleichung

w'(t) = MBw(t), M) € C, Re(A(t)) <0 fiir t > 0. (1)

A
Ein s-stufiges Runge-Kutta-Verfahren mit Tableau i'—br heifit nichtautonom-stabil, falls fiir

dessen Stabilitatsfunktion
R(I) = 14T —-AD)"'I

die Beziehung |R(T")| < 1 gilt fiir alle Matrizen I' = diag(y1,...,7s) mit Re(v;) <0,i=1,...,s.

Zeigen Sie: Je zwei Losungen (y™)men und (2™)men von nichtautonom-stabilen Runge-Kutta-
Verfahren mit Schrittweite At > 0 angewandt auf die nichtautonome Testgleichung (1) erfiillen

[yt =2 <yt =2, meN,
d.h. das Verfahren ist kontraktiv. Gilt iiberdies |R(I")| < 1, so folgt lim,, oo y™ = 0.
Aufgabe 6.2 (Theorie - 6 Punkte)
Gegeben sei die gewohnliche Differentialgleichung
&= MAx, A& C mitRe()\) <D0. (2)
Bestimmen Sie die Stabilitdtsfunktion g = gy des ¥-Verfahrens und zeigen Sie die Beziehung
C_cCSy

fir ¥ € [%, 1}. Dabei sind C_ := {z € C: Re(z) < 0} die linke komplexe Halbebene und Sy :=
{z € C: |gy(2)| < 1} der Stabilitdtsbereich des ¥J-Verfahrens.
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Aufgabe 6.3 (Programm - 9 Punkte)

Losen Sie die Aufgabe
U
1+u
u(z,0) = wuo(z) = 1,

Up = Ugy — A , O<ax<l, 0<t<T,

O<z<l, (3)

t
0,t) = 1,t) = — 0<tLT
u0.6) = u(lt) = exp (1), 0<t<

in Matlab/Python fir A = 50 und 7" = 5 mittels des Liniensystems mit dem impliziten Euler-
Cauchy-, dem Crank-Nicholson- sowie einem steifen BDF-Verfahren fiir Az = 0.01.

(i) Implementieren Sie die ersten beiden Verfahren fiir At = 0.01. Verwenden Sie dabei zum
Loésen der nichtlinearen Gleichungen das Newton-Verfahren, indem Sie dieses an der Losung
des vorigen Zeitlevels starten.

(ii) Benutzen Sie fiir das BDF-Verfahren die MATLAB-Routine ode15s oder die Pythonfunk-
tion scipy.integrate.BDF .

(iii) Losen Sie zum Schluss die Gleichung (3) mit dem BDF-Verfahren aus (ii) fir 7' = 1000.
Beobachten Sie die Konvergenz der Losung gegen einen stationdren Zustand fiir t — oo?
Welche Gleichung erfiillt die Grenzfunktion?

Schreiben Sie einen Report mit Thren Ergebnissen.



