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Zuerst ein paar Notationen und Konventionen:

N={1,23,...} und Ny ={0,1,2,3,...} =NU{0}
Es seien n,d € Ny, auler wenn explizit anders gesagt.

Alle Ringe sind unitdr und kommutativ (aufser nattirlich der Ring der n x n-Matrizen

tiber einem kommutativen Ring mit 1).

Fir £ C R ist (F) das von den Elementen von E erzeugte Ideal, wobei R ein Ring

ist.

I, ist das neutrale Element (beziiglich -) des (nicht-kommutativen) Ringes R"*" (R
Ring).

Schreibe deg(p) fiir den (totalen) Grad eines Polynoms mit Koeffizienten in einem
Ring R und R[X]; := {p € R[X] | deg(p) < d} fiir die Menge aller univariaten
Polynome mit Grad kleiner gleich d.

Fiir einen Kérper K schreibe K (X) := (K[X]\ {0}) ' K[X] fiir den Quotientenkdir-
per von K[X].

Schreibe i fiir eine imagindre Einheit, also eine (komplexe) Nullstelle von X2 + 1.

Schreibe Im(a + ib) = b und Re(a + ib) = a fiir den Imagindrteil beziehungsweise
den Realteil von a +1ib (a,b € R).

Notiere mit (a + ib)* = a — ib das komplex Konjugierte von a + ib (a,b € R).
Schreibe AT das Transponierte der Matrix A.
SR™m:={A e R™" | A= A"} (R Ring)

Fir A = (aij)6.ge(1,.mpx{1,..mp € C™ schreibe A* = (a;;)yie1,..myx{1,.n} €
(Can.

X,Y und T seien stets Unbekannte.



Einleitung

Wann ist ein Polynom in R[X] ein charakteristisches Polynom einer symmetrischen Ma-

trix? Die Antwort hierauf ist recht simpel:
Genau dann, wenn es normiert ist und nur reelle Nullstellen besitzt.

Dies sieht man ziemlich einfach, denn eine symmetrische Matrix hat nur reelle Eigen-
werte und diese sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms. Die andere Richtung

ist sogar noch einfacher. Betrachtet man ein Polynom

p=(X—-ap) ...- (X —ay)
mit aq,...,aqs € R, dann ist ndmlich
aq X —m
p=det | XI;— = det . (%)
Oy X —oyq

Eine Darstellung mit einer symmetrischen Matrix ist eine Verallgemeinerung der Darstel-
lung eines Polynoms in Linearfaktoren, denn im Diagonalfall stehen die Faktoren auf der

Diagonalen der obigen Matrix ganz rechts in (k).

Analog kann man sich auch die Frage stellen, wann und wie man zu einem Polynom

p € R[X] eine symmetrische Matrix A € SR finden kann mit
p= det(]deg(p) + XA)

Wann dies geht ist wieder leicht zu beantworten:
Genau dann, wenn p(0) = 1 gilt und p nur reelle Nullstellen besitzt.

Wie man diese symmetrische Matrix berechnet wird am Anfang von Kapitel 6 gezeigt.

Dass dies genau die Polynome sind, ist eigentlich die Antwort (), wenn man das reziproke



Polynom X%&®)p (L) von p betrachtet. Es ist p € R[X] genau dann ein Polynom mit nur
reellen Nullstellen und p(0) = 1, wenn X%¢®)p (1) € R[X] normiert ist und nur reelle
Nullstellen besitzt (beachte, dass die Nullstellen von X&)y (%) genau die Inversen der
Nullstellen von p sind). Diese Frage nach der Berechenbarkeit ist natiirlich wichtig, da
man im Allgemeinen nicht Nullstellen eines Polynom von hinreichend grofem Grad (> 5)
exakt ausrechnen kann, da Polynome von hinreichend groffem Grad im Allgemeinen nicht
durch Radikale auflésbar sind.

In Kapitel 6 wird dies zum Schluss dann noch auf Polynome in 2 Unbekannten verallge-
meinert, was das Hauptergebnis dieser Arbeit sein wird und unter dem Namen Satz von
Helton und Vinnikov bekannt ist. Dazu muss man aber erstmal Polynome (in einer Unbe-
kannten) mit nur reellen Nullstellen auf Polynome in 2 Unbekannten verallgemeinern. Dies
geschieht, indem man einfach fordert, dass das bivariate Polynom entlang jeder reellen

Ursprungsgeraden betrachtet nur reelle Nullstellen besitzt.

Ein Polynom p € R[X,Y] heift also rein reell, falls fiir alle z,y € R das
univariate Polynom p(zT,yT) € R[T] nur reelle Nullstellen besitzt.

Betrachte im Folgenden die reelle Nullstellenmenge eines Polynoms p € R[X,Y] mit
p(0) = 1. Das Polynom p ist genau dann rein reell, wenn auf jeder Ursprungsgeraden des R?
genau deg(p)-viele Nullstellen von p liegen, hierbei muss man Nullstellen im Unendlichen
mitzéhlen und mehrfache Nullstellen der Vielfachheit entsprechend mehrfach zéhlen.
Betrachte beispielsweise das Polynom p = (X —1)> + (Y —1)3 + 3(X — 1)(Y — 1), wel-
ches als Nullstellenmenge ein kartesisches Blatt besitzt. Das folgende Bild! ist die reelle

Nullstellenmenge von p. y

b

(

Wenn man jetzt eine Ursprungsgerade des R? betrachtet, welche nicht von (1,1) oder

IDie Grafik wurde vom Autor selbst mit TikZ erstellt.



(1, —1) aufgespannt wird, dann hat diese genau drei Schnittpunkte mit der blauen Null-
stellenmenge von p.

Die von (1, 1) aufgespannte Ursprungsgerade besitzt nur zwei Schnittpunkte mit der
Nullstellenmenge, jedoch ist der Punkt (1,1) eine doppelte Nullstelle und muss dement-
sprechend doppelt gezahlt werden. Also bekommt man auch hier wieder drei Nullstellen.

Die von (1,—1) aufgespannte Ursprungsgerade besitzt auch nur zwei Schnittpunkte
mit der Nullstellenmenge, aber hier besitzt p noch eine Nullstelle im Unendlichen, was
man am Bild an der Asymptote sieht, die parallel zu der von (1,—1) aufgespannten

Ursprungsgeraden verlduft. Alternativ gilt
p(T,-T)=(T -1+ (=T —1)* + 3(T — 1)(-T — 1),

woran man leicht sieht, dass sich der Leitterm wegkiirzt. Also gilt deg(p(T, —7")) < 2 und
somit sind alle Nullstellen auch entlang dieser Ursprungsgeraden reell.

Insgesamt liegen auf jeder Ursprungsgeraden des R? drei Nullstellen von p, wenn man
mit Vielfachheiten zdhlt und Unendlich als Nullstelle zuldsst. Also ist p rein reell.

In Kapitel 2 bis 5 werden die Werkzeuge zum Beweis der Verallgemeinerung einer solchen
Darstellung eingefiihrt.

Die Frage, wann ein Polynom p € R[X,Y] als det(I; + XA + Y B) mit A, B € C%*4
hermitesch und d = deg(p) geschrieben werden kann, findet in der semidefiniten Optimie-
rung Anwendung. Die zuldssigen Mengen eines semidefiniten Optimierungsproblems sind

sogenannte Spektraeder. Hier ist dann die Menge
{(z,y) € R* | I; + xA + yB ist positiv semidefinit}

ein Spektraeder. In 6.10 wird eine Charakterisierung von Spektraedern dieser Form ge-
zeigt, die in Kombination mit dem Hauptresultat hilfreich ist, um zu testen, wann eine
konvexe Teilmenge des R? ein Spektraeder ist. Also hilft der Satz von Helton und Vinni-
kov beim Entscheiden, wann eine konvexe Teilmenge des R? eine zulissige Menge eines
semidefiniten Optimierungsproblems ist.

Betrachte nun wieder obiges Beispiel:



Abbildung 0.1: Nullstellenmenge von p, kartesisches Blatt!

Die Charakterisierung von Spektraedern in 6.10 wird dann zeigen, dass die rote Menge,

die von der Nullstellenmenge eingeschlossen wird, ein Spektraeder ist.

1Dje Grafik wurde vom Autor selbst mit TikZ erstellt.



1 Rein reelle Polynome

Definition 1.1 ([[{V]). Ein Polynom p € R[X, Y] mit p(0) = 1 heifst rein reell, falls fiir
alle z,y € R das univariate Polynom p(zT,yT) € R[T] nur reelle Nullstellen besitzt.

Bemerkung 1.2. Aus der Bedingung Vz,y € R:Vt € C: (p(zt,yt) = 0=t € R) folgt
direkt schon p(0) # 0, also kann ohne Einschréankung der konstante Koeffizient von p als
1 angenommen werden. Deshalb wird hier aus rein praktischen Griinden p(0) = 1 schon

in der Definition gefordert.

Bemerkung 1.3. Rein reelle Polynome sind offensichtlich eine Verallgemeinerung von
univariaten Polynomen mit nur reellen Nullstellen. Wenn p € R[X] nur reelle Nullstellen
besitzt und p(0) = 1 gilt, dann ist p rein reell. Denn seien = € R und ¢ € C mit p(xt) = 0,
dann ist 2t € R und somit auch ¢ € R (beachte, dass x nicht 0 sein darf).

Andererseits sind die univariaten rein reellen Polynome solche mit nur reellen Nullstel-
len, denn fiir p € R[X] rein reell und ¢t € C folgt aus 0 = p(t) = p(1t) direkt mit der
Definition t € R.

Beispiel 1.4. Sei p := 1 — X% —Y? € R[X,Y]. p ist rein reell, da p(0) = 1 und fiir
z,y € R gilt p(zT,yT) =1 — (2? + y*)T?, was nur reelle Nullstellen besitzt.

Beispiel 1.5. Lineare Polynome in R[X,Y] mit konstantem Koeffizienten 1 sind rein
reell. Sei | € R[X, Y] linear mit [(0) = 1. Dann ist {(2T,yT") € R[T] fiir alle z,y € R auch
linear und normiert. Somit besitzt {(z7, yT') fiir alle z,y € R nur reelle Nullstellen und !

ist rein reell.

Erinnerung 1.6. Eine Matrix A € C"*" heifst hermitesch, falls A = A* gilt. Hermitesche
Matrizen besitzen ausschliefslich reelle Eigenwerte und sind diagonalisierbar, also gibt es

Q € C™™ invertierbar mit QAQ ™! diagonal (Q kann sogar unitir gewihlt werden).

Sprechweise 1.7. Falls es zu einem (rein reellen) Polynom p € R[X,Y] hermitesche
Matrizen A, B € C? mit p = det(l; + XA + Y B) gibt (wobei d := deg(p)), dann sagt

man, dass p eine hermitesche Determinantendarstellung besitzt.



Definition 1.8. Seien A, B, C € C%¢ hermitesche Matrizen. Dann nennt man die Menge
{(z,y) € R? | A+ xB + yC ist positiv semidefinit} C R? einen Spektraeder.

Folgende Proposition stammt (fiir symmetrische statt hermitesche Matrizen) aus [H V]

und ist die triviale Richtung des Hauptergebnisses dieser Arbeit.

Proposition 1.9 ([HV] 2.1(3)). Seien A, B € C™" hermitesche Matrizen. Dann ist
p:=det(l, + XA+ Y B) € R[X,Y] ein rein reelles Polynom.

Beweis. Offensichtlich ist p(0) = 1. Seien weiter z,y € R und ¢ € C mit p(xt,yt) = 0.
Gelte (E t # 0 (sonst ¢ € R). Definiere s := t~! # 0. Es geniigt also s € R zu zeigen. Es
gilt

0= p(at, yt) = p(s~'z,s7'y)

und somit auch
det(sl, +xA+YB) = s"det(I, + s 'wA + s 'yB) = s"p(s 'w, s 'y) = 0.

Also ist s ein Eigenwert von —xA — yB. Da —zA — yB hermitesch ist und hermitesche

Matrizen nur reelle Eigenwerte besitzen, folgt s € R und somit auch ¢ € R. O]

In 1.9 sah man, dass wenn ein Polynom eine hermitesche Determinantendarstellung
besitzt, es dann rein reell ist. Die Umkehrung gilt auch. Sie zu beweisen ist das Ziel dieser

Arbeit:

Satz 1.10 (Helton und Vinnikov [HV]). Sei p € R[X,Y]. p ist genau dann rein reell,

wenn p eine hermitesche Determinantendarstellung besitzt.

In [HV] wurde sogar gezeigt, dass man anstatt einer hermiteschen Determinantendar-
stellung auch eine symmetrische finden kann. Dieser Beweis ist aber um einiges kompli-

zierter als der fiir hermitesche Determinantendarstellungen.

Beispiel 1.11. In Beispiel 1.5 hat man gesehen, dass lineare Polynome in R[X, Y] mit
konstantem Koeffizienten 1 rein reell sind. Sei l = aX +bY +1 € R[X,Y] (a,b € R). Dann
besitzt [ trivialerweise eine hermitesche Determinantendarstellung. Die Matrizen (a) und
(b) sind hermitesch und es gilt | = 1 + aX 4 bY = det(l; + X(a) + Y (b)).

Lemma 1.12 ([HV] 2.1(1) & 2.1(2)). Seien p1,...,p, € R[X,Y] mit p1(0) = ... =
pn(0) =1 und p:=p;-... p,. Dann ist p rein reell genau dann, wenn py, ..., p, alle rein

reell sind.
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Beweis. Seien z,y € R und t € C. Die Behauptung folgt direkt aus
p(xt,yt) =0 <= (p1(zt,yt) =0 oder ... oder p,(xt,yt) = 0)

und aus Definition 1.1. O

Lemma 1.13 ([HV] 2.1(4)). Seien py,...,p, € R[X,Y] rein reell mit hermiteschen De-
terminantendarstellungen

(A;, B; € C4*di hermitesch, d; = deg(p;), i € {1,...,n}). Dann besitzt

Pi=pi...Pa
auch eine hermitesche Determinantendarstellung und zwar:

Al Bl
p=det | I, + X 1Y ,

wobei d = deg(p) = >_ d;.

i=1

Bewers. Es gilt

pP=DpP1-..-"Pn

=det(ly + XA +YBy)-...-det(ly, + XA, +YB,)
Iy, + XA +YDB
= det
I, + XA, +YB,

A1 Bl
=det | [+ X +Y

11






2 Matrixpolynome

Sprechweise 2.1. Die Elemente von C[X1, ..., X,,]?? werden Matrizpolynome genannt.

Bemerkung und Notation 2.2. Wegen C[X1,..., X, |]*¢ = C™[X,,..., X,] kann
man iiber den (totalen) Grad eines Matrixpolynom reden, der wie der (totale) Grad von

Polynomen mit deg notiert wird. Setze hierbei wie gewohnt deg( = —oo.

Notation 2.3. Sei A € C[X;,..., X, ]*™ und x € C", dann wird mit A(z) die Ma-

trix notiert, die durch Auswerten jeden Eintrages von A in z entsteht. Also fir A =
(pi,j)(i,j)e{l ..... dyx{1,...,m} 1St Ar) = (pz‘,j(l’))(z‘,j)e{l ..... dyx{1,..m} € Cdxm, wobei p; ; € ClX1, ..., X,
firie {1,...,d} und j € {1,...,m}.

Bemerkung 2.4. Seien A, B € C[X]™™ mit A(z) = B(zx) fiir unendlich viele x € C
(zum Beispiel fiir alle z € R). Dann gilt A = B, da jeder Eintrag von B — A in unendlich
vielen Punkten verschwindet und Polynome # 0 in einer Unbekannten nur endlich viele
Nullstellen besitzen.

Dies wird spéater hilfreich sein, um einige Eigenschaften von Matrizen auf Matrixpoly-

nome zu iibertragen.
Im Folgenden wird der Begriff einer hermiteschen Matrix auf Matrixpolynome erweitert.

Notation 2.5. Sei A = X9A;+.. . +XA;+4y € C[X]™™und A, ..., Ay € C™™ Mit A*
wird die Matrix, welche durch Transponieren und komplex Konjugieren der Koeffizienten

von A entsteht, notiert. Also
A= XA 4+ AL
Definition 2.6. Ein Matrixpolynom A € C[X]™*" heift hermitesch, wenn A* = A gilt.

Warnung 2.7. Sei A = X9A;+ ...+ Ay € C[X]™" und x € C. Es gilt also

A*(z) = 2945 + ..+ 2 AT + AL,

13



was im Allgemeinen ungleich
Alx)* = (2%Aq + ...+ 2A + Ag)* = (x) AL+ ..+ 2" AT + Af = A" (z")

ist.
Erinnerung 2.8. Fiir A € C"*" gilt det(A*) = det(A)*.

Rechenregel 2.9. Seien A, B € C[X]"*™ Matrixpolynome und sei z € C. Dann gelten
folgende Rechenregeln:

1. (BA)* = A*B*
2. (AB)(z) = A(z)B(x)

3. A(z)* = A*(a")

(S

. det(A*) = det(A)*

Beweis. Schreibe A = X%A;+ ...+ Ay und B = X°B, + ...+ By mit Ay, ..., Ay,
Be,...,By € C"*". 1. folgt aus

d e
A*B* = (Z X%;) (Z Xﬂ'B;)
i=0 j=0

k=0 \i+j=k
d+e

> (> X’“(B]AZ)*>
k=0 \i+j=k

— (BA)".

2. folgt aus

(e
= A(z)B(x).

14



3. wurde schon am Ende von 2.7 gemacht und 4. ist 3. auf x* angewandt.

Da die Determinante eine polynomiale Funktion in den Eintrdgen der Matrix ist, gilt
det(A(z)) = (det A)(x). Zeige fir 5., dass det(A*)(z) = det(A)*(x) fir alle x € C gilt. Sei
x € C. Es gilt

Hieraus folgt natiirlich direkt det(A*) = det(A)*. O

Bemerkung 2.10. Esist also A € C[X]™*" in C(X)™*" genau dann invertierbar, wenn A*
in C(X)™*™ invertierbar ist, denn det(A*) = det(A)* und ein Matrixpolynom in C(X)™*"

ist genau dann invertierbar, wenn es eine Determinante ungleich null besitzt.

Notation 2.11. Sei R eine Menge und A € R™". Dann ist A; fir I C {1,...,n}
die (#I) x (#I)-Matrix, die aus A durch Streichen der Spalten i und Zeilen ¢ mit i €
{1,...,n}\ I entsteht.

11111

Bezeichne mit S,, die symmetrische Gruppe von {1,...,n}. Dann gilt

det(A) = > " sen(o) [ [ aiow
=1

O'ESTL

wobei sgn(o) das Signum von o € S, ist.

Erinnerung 2.13. Sei R ein Ring (zum Beispiel C oder C[X]) und A € R™*" eine Matrix.

Dann sieht man an der Leibniz-Formel 2.12, dass

n

det(TL, +A)=> | > det(4;) | T"
i=0 \ IC{1,...,n},
#I=n—1i

Erinnerung 2.14. Sei R ein Ring und A € R™". x4 := det(T1, — A) € R[T] ist das

charakteristische Polynom von A.

15



Lemma 2.15. Sei A € C™" eine hermitesche Matrix mit charakteristischem Polynom
x4 =T". Dann gilt A = 0.

Beweis. Da A hermitesch ist, lasst sich A so diagonalisieren, dass auf der Diagonalen die
Eigenwerte von A stehen, die aber wegen x4 = T™ alle gleich null sind. Also gibt es ein
invertierbares @ € C™" mit QAQ~! = 0. Somit gilt A = 0. O

Lemma 2.15 wird in Lemma 4.3 in | | stillschweigend verwendet, ist aber auch

relativ einfach zu sehen.

Satz 2.16 (| | Lemma 4.3). Sei A € C[X]?*? ein hermitesches Matrixpolynom.
Wenn x4 = det(T1; — A) € C[T, X| hochstens Grad d hat, dann ist A linear, also A hat
hochstens Grad 1. Beachte, dass dann x4 automatisch Grad d hat.

Beweis. Habe also det(T'I; — A) hochstens Grad d. Schreibe
det(TI;— A) =T+ pa T+ ...+ po

mit p; € C[X] fiir j € {0,...,d—1}. Fiir j € {0,...,d — 1} gilt deg(p;) < d — j, da nach
Voraussetzung det(71; — A) hochstens Grad d hat. Definiere k := deg(A). Schreibe

k
—A= Z B; X'
1=0

mit B; € C¢ hermitesch fiir i € {0,...,k}. Wegen Erinnerung 2.13 und der Definition
von p; gilt

pi= Y, det((=A))= Y det((Bo+...+B:X"),)
} }

IC{1,...,d}, IC{1,...,d},
#I1=d—j #I=d—j
fiir j € {0,...,d — 1}. Um fiir j € {0,...,d — 1} den Koeffizienten von X*@=9) in p; zu
bekommen, muss man beim Ausrechnen der Determinante mit der Leibniz-Formel 2.12 in
jedem Schritt ein Element aus dem letzten Summanden (also von B, X*) nehmen. Also
ist der Koeffizient von X*@=9) in p; gerade Y.  det((By)r) fiir alle j € {0,...,d —1}.
IC{1,...,d},

H#l=d—j
Es ist zu zeigen, dass A linear ist, also ist k£ < 1 zu zeigen.

16



Annahme: Gelte k£ > 2.
Da fiir alle j € {0,...,d — 1} p; hochstens Grad d — j hat, ist der Koeffizient von
X#(d=3) gleich null, also

> det((By)r) =0.
}

IC{1,....d},
#I=d—j

Wieder mit Erinnerung 2.13 folgt

X-B, = det(T[d + Bk)

d—1
= > det(BONT+Y_ | Y det((By)y) | T
1C{1,....d} i=0 | 1C{1,....d}
#I=0 #I=d—i
pr
= det((By)o)T"
=T

Da — By, hermitesch ist und y_p, = T gilt, folgt mit Lemma 2.15, dass — By, = 0.

Dies kann aber nicht sein, da Bj, der Leitkoeffizient von —A war. 4

Also gilt wie gewiinscht deg(A) =k < 1. O

Obiger Satz 2.16 stellt spater sicher, dass die gefundene Determinantendarstellung auch

wirklich linear ist.

17






3 Matrixpolynomfaktorisierung

Ziel dieses Kapitels ist es, positiv semidefinite Matrixpolynome dhnlich wie bei der Cholesky-
Zerlegung zu faktorisieren. Also wird zu einem positiv semidefiniten Matrixpolynom A ein
Matrixpolynom () gesucht mit A = Q*(Q). Dies wird eine wichtige Rolle im Beweis des
Satzes von Helton und Vinnikov spielen.

Das ganze Kapitel stammt aus [H5].

Erinnerung 3.1. Eine hermitesche Matrix A € C"*" heifst positiv semidefinit, falls eine

der folgenden dquivalenten Bedingungen gelten:
o VxeC":2"Ax >0
e VIC{l,...,n}:det(A;) >0
e JQeC™: A=Q*Q

Definition 3.2. Ein Matrixpolynom A € C[X]™*" heit positiv semidefinit, falls A(z) fir

alle z € R positiv semidefinit ist.

1 —i
i 1+X
det(A(z)py) =1 >0, det(A(x)2y) = 1+2% > 0 und det(A(z)p19y) = 1+2>—1=2>>0
fiir alle x € R gilt.

Beispiel 3.3. Das Matrixpolynom A = ( 2) ist positiv semidefinit, da

Bemerkung 3.4. Definition 3.2 fordert implizit auch, dass A hermitesch ist, da aus
A(z) = A(x)* fir alle x € R mit Bemerkung 2.4 auch A = A* folgt. Beachte hierfiir, dass
Ax)* = A*(z*) = A*(x) fiir reelles z gilt.

Nun ein paar Erinnerungen aus der linearen Algebra zur orthogonalen Projektion und
Einsetzung von Matrizen in Matrixpolynome, die zur Faktorisierung von Matrixpolyno-

men bendtigt werden.

19



Definition 3.5. Sei V ein endlichdimensionaler C-Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -)
und U C V ein Unterraum. Dann heifst die lineare Abbildung

Py 1V — V,v — das eindeutig bestimmte w € V mit (v —w,u) =0 fir alle u € U

orthogonale Projektion auf U.

Definition 3.6. Sei V' ein endlichdimensionaler C-Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -)
und U C V ein Unterraum. Dann heifst

Ut ={veV|VueU: (vu) =0}

das orthogonale Komplement von U in V.

Erinnerung 3.7. Sei V ein endlichdimensionaler C-Vektorraum mit Skalarprodukt und

U C V ein Unterraum. Dann gelten folgende Aussagen:
e im(Py) = U und ker(Py) = Ut
e VuecU: Py(u)=u

im(Py) @ ker(Py)=U U+ =V

Py + Py =idy

PU o) PU = PU
e Py ist selbstadjungiert (P = Py)
o PyoPy. =0=PFPyroPy

Erinnerung 3.8. Sei V' ein endlichdimensionaler C-Vektorraum mit Skalarprodukt und
f:V — V linear. Dann gilt ker(f*) = (im(f))* und im(f*) = (ker(f))*, hierbei ist f*
die zu f adjungierte Abbildung.

Definition 3.9. Sei N = X9N;+ ...+ Ny € C[X]™*" ein Matrixpolynom (N, ..., Ny €
C™™). Sei weiter A € C"*" eine Matrix. Dann heifst

AN = ANg+ ...+ AN, + Ny (Na= NgAY+ ...+ N A+ Ny)

Linkseinsetzung von A in N (beziehungsweise Rechtseinsetzung von A in N).
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Erinnerung 3.10. Sei N € C[X]"*" und A € C"*". Dann gilt
AN =0e3Q e CX]™ : (X1, — A)Q = N

und
Ny=0&3Q € CIX]"™: Q(XI,—A) =N

Lemma 3.11 ([l5]). Sei z € C und seien P, N € C[X]"*" zwei Matrixpolynome mit
(X — 2*)(X — 2)P = N*N. Dann gibt es ein @ € C[X]"™" mit P = @Q*Q und ein
A€ mit N = (X1, — A)Q.

Bewets. Es ist ein A € C™*" mit

221, = A" A, (3.1)
(2" +2)I, = A"+ A, (3.2)
AN =0 (3.3)

gesucht, denn dann gilt (X — z*)(X — 2)I,, = (X1, — A*)(X I, — A) und nach Erinnerung
3.10 N = (XI,, — A)Q fiir ein @ € C[X]™ ™. Somit wiirde aus

(X —2")(X —2)P=N*N
=Q"(X —2")(X —2),Q
= (X -2")(X —2)Q"Q
P = Q*Q folgen.

Nun eine mogliche Wahl von A und der Beweis der Aussagen (3.1), (3.2) und (3.3):

Definiere U := ker(N(z)*) = ker(N*(z*)). Dann gilt nach Erinnerung 3.8 U+ = im(N(2)).
Sei A € C™*™ die Darstellungsmatrix von zPy + 2* Py beziiglich der Standardbasis.
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(3.1): Mit Erinnerung 3.7 folgt

(2Py + 2" Pyr)" o (2Py + 2" Pyr) = (2" P + 2Pj.) o (2 Py + 2" Py.)
= (2"Py+ zPy1) o (2Py + 2" Py1)
= 2*2P} + 2*2* Py o Pyi +22 Pyi o Py +22" P},
\_;6_./ T
=2 2P% + zz*PéL
=Z2"2Py 4+ 2" 2P;.
= 2"2(Py + Py2)

= Z"zidy .

(3.2): Wieder mit Erinnerung 3.7 folgt

(2Py 4+ 2"Pyo) 4+ (2Py 4+ 2" Pyy) = (2" P+ 2P5.) + (2 Py + 2" Pyy)
= (2"Py+ 2Py) + (2Py + 2" Py1)
2"+ 2)(Py + Pyy)

2* + 2)idy .

o~ o~ o~

(3.3): Es geniigt N}. = 0 zu zeigen. Sei v € C". Zu zeigen ist Nj.v = 0. Schreibe
N = XNy + ...+ XN, + Ny, wobei Ny, ..., Ny € C™". Dann gilt mit 3.7

Niv = N;j (A% + ...+ Njv
= Nd((zPU—{—z Py )" (w) + ...+ Njv
= Ni(z*Py + 2Py)*(v) + ... + Njv
PUOPUJ_ZO
P2=Py

=" N;((2")%Py + 2*Py)(v) + ...+ Njv
= (Nj(z")"Py(v) + ...+ N;Py(v)) + (N;2"Pye(v) + ... + Ny Py (v))
=N*(z") Py(v) +N*(2)Py.(v)
——
€U=ker(N*(z*))
5

= N*(Z>PUJ_ (U)

Es geniigt N*(2) Py.(v) = 0 zu zeigen. Da Py (v) € im(N(z)) gilt, wihle
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w € C" mit N(z)w = Py (v). Insgesamt gilt

0=(z—2")(z—2)Pw= N"(2)N(z)w = N*"(z) Py (v).

Also gilt 4N = 0. Wahle wie oben beschrieben @ € C[X]"*" mit N = (X1, — A)Q. Dann
gilt wie oben gezeigt P = Q*Q. O]

Korollar 3.12. Sei f € C[X] ein Polynom ungleich 0 und seien P, N € C[X|"*" Matrix-
polynome mit f*fP = N*N. Dann gibt es ein @) € C[X]"*" mit P = Q*Q. Auferdem
gibt es dann ein M € C[X]™" mit N = MQ.

Beweis. Wende Lemma 3.11 mehrmals an und normiere gegebenenfalls f. [

Das vorangegangene Korollar 3.12 spielt in der Faktorisierung von positiv semidefiniter

Matrixpolynome eine entscheidende Rolle.
Bemerkung 3.13. Sei p € R[X] mit p(z) > 0 fiir alle z € R. Dann gibt es ein g € C[X]
mit p = ¢*q, denn:

Gelte (E p # 0 (sonst nehme einfach ¢ = 0). Mit dem Fundamentalsatz der Algebra kann
man p folgendermafen schreiben
d e
p=a][(X =) [T(X = z)(x = 2),

i=1 j=1

wobei 1, ...,y € R paarweise verschieden sind, z;,...,2. € C\ R und a € R. Wegen
p(z) > 0 fiir alle z € R gilt ay,...,aq € 2N = {2,4,6,...} und a > 0. Wihle nun einfach

d e

Va[(x =2 % [T(X - 2).

i=1 j=1

A:ab*7
b C

wobei A € C™™ hermitesch, ¢ € R, b € C*' und C' € C»~*(=1) hermitesch. Sei weiter

1 =b
U= :
(0 a[nl)

q:

Es gilt also p = ¢*q.
Lemma 3.14 ([I5]). Sei
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Dann gelten:

1 1
1. U*AU = 0 a 0 —a 0
b al, ) \b aCc— b 0 aC — bb*

N J/

—AU

2. Wenn A positiv semidefinit ist, so ist aC' — bb* auch positiv semidefinit.
3. a*2det(A) = a™ det(aC — bb*).

Beweis. 1. ist klar.

Wenn A positiv semidefinit ist, dann ist auch U* AU positiv semidefinit. Mit 3.1 folgt,
dass a(aC — bb*) positiv semidefinit ist, also ist auch a ta(aC — bb*) = aC' — bb* positiv
semidefinit, falls a > 0. Wenn a = 0 gilt, so ist auch b = 0, da A positiv semidefinit ist.
Also gilt dann aC' — bb* = 0. Somit ist in beiden Féllen aC — bb* positiv semidefinit.

Wegen 1. gilt

a®" % det(A) = det(U?) det(A) = det(U*AU) = a" det(aC — bb*).
[l

Spéater wird eine stérkere Version des folgenden Satzes gebraucht, aber zum besseren
Verstandnis und da er beim Beweis der stiarkeren Version verwendet wird, wird diese

abgeschwichte Version von 3.24 trotzdem hier bewiesen.

Satz 3.15 ([I15]). Sei A € C[X]|™*". Dann ist A genau dann positiv semidefinit, wenn es
ein Q € C[X]|™" mit A = Q*Q gibt.

Beweis. Die Riickrichtung ist mit 3.1 sofort klar. Die Hinrichtung wird per Induktion
nach n € Ny bewerkstelligt.

TA: Fiir n = 0 ist nichts zu zeigen.

IV: Fiir alle positiv semidefiniten C' € C[X]"~V*("=1 gebe es ein S € C[X] mit C' = S*S.

IS(n—1) - n (n € N): Zerlege A &hnlich wie im obigen Lemma 3.14. Wéahle also a €
R[X],b € C[X]*! und C € C[X]~V*("=1) hermitesch mit

A— ()
b C
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1. a=0: Da A(z) fir alle z € R positiv semidefinit ist, gilt b(xz) = 0 fir alle z € R,

also b = 0. Also gilt
A= 00 :
0 C

Da A positiv semidefinit ist, ist auch C' € C[X]"~DV>*(=1 positiv semidefinit. Wihle
mit der Induktionsvoraussetzung S € C[X]™~Vx(=D mit ¢ = S*S. Fiir Q =

0 0
(0 S> gilt jetzt aber wie gewiinscht A = Q*Q).

2. a # 0: Es ist nach Lemma 3.14 aC — bb* positiv semidefinit (da (aC' —bb*)(z) fiir alle

x € R positiv semidefinit ist) und man kann mittels der Induktionsvoraussetzung

b*
ein S € C[X]=D*(=1) wihlen mit aC — bb* = S*S. Dann gilt fiir N := <a >

0 S
NN — a*a ab* _ a® ab* A
ab  bb* + S5*S ab aC
Da a(z) > 0 fir alle z € R, kann man mit Bemerkung 3.13 ein ¢ € C[X]| mit a = ¢*q

wahlen. Also ist man mit ¢*¢A = N*N genau in der Situation von Korollar 3.12

und bekommt ein @ € C[X]™*" mit A = Q*Q.
]

Folgende Definition ist nétig um einen Fehler in [I15] in Lemma 3.21, der auch in der

urspriinglichen Version dieser Arbeit gemacht wurde, zu reparieren.

Definition 3.16. Eine Matrix A € C™*™ heilst schiefhermitesch, wenn —A = A* gilt oder

aquivalent wenn iA hermitesch ist.
Lemma 3.17. Sei f € C[Xy,...,X,] \ {0}. Dann gibt es ein x € R™ mit f(z) # 0.

Beweis. Wéhle p,q € R[X,..., X,] mit f = p+ig. Es gilt p # 0 oder ¢ # 0. Wahle
x € R™ mit p(z) # 0 oder ¢(z) # 0. Somit gilt f(x) = p(x) + ig(x) # 0, da der Imaginér-
oder Realteil von f(z) ungleich 0 ist. O

Lemma 3.18. Seien A;,..., Ay € C""\ {0} hermitesch. Dann gibt es ein v € C™ \ {0}
mit

v* A -0 Agu # 0.
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Beweis. Setze w = (X1,...,X,)" +i(Y1,...,Y,)". Seii € {1,...,d}. Da A; # 0 her-
mitesch ist, gibt es einen Eigenvektor v # 0 zu einem Eigenwert A # 0 und es gilt
v*Aww = MJv||* # 0. Wenn man fiir die X; die Realteile der Eintrdge in v und fiir die
Y; die Imaginérteile von v in w*4;w € C[Xy,..., X, Y1,...,Y,] einsetzt, bekommt man
genau A ||v|® # 0. Also ist w*A;w nicht das Nullpolynom.

Also ist auch w*Ajw-. . ..w*Agw # 0. Nach Lemma 3.17 gibt es dann ein 2 € R?" so, dass
(w*A;w)(z) # 0 fiir alle i € {1,...,d} gilt. Also erfiillt (z1,...,2,)7 +i(zpi1,. .., 20,)T €
C" die Behauptung. O

Bemerkung 3.19. Wegen der zweiten Definition von schiefhermiteschen Matrizen 3.16,

gilt vorheriges Lemma auch fiir schiefhermitesche Matrizen.

Lemma 3.20. Es gibt fiir gegebene Ay, ..., Az € C"*"\ {0} ein v € C"\ {0} derart, dass
vt AW Agu # 0.

Beweis. Da die A; ungleich 0 sind fiir alle ¢ € {1,...,d}, gilt A;+ A} # 0 oder A;,— A} # 0.
Nehme durch Umordnen an, dass ein k € {0,...,d} existiert derart, dass A; + A} # 0 fiir
allei € {1,...,k} und fiir alle: e {k+1,...,d} A, — Al #0gilt. Fiiri € {1,...,k} ist
A; + Af # 0 hermitesch und fur i € {k+1,...,d} ist A; — A # 0 schiefhermitesch, also

existiert nach 3.18 (bzw. nach der Bemerkung danach) ein v € C" mit
V(A +ADv -0 (A + AR 0" (A — Af v 0T (Ag — ARv # 0.

Zeige nun noch, dass v*A;v # 0 fir alle ¢ € {1,...,d} gilt.

Sei nun dazu A € C"*™ und v € C" mit v*(A + A*)v # 0 oder v*(A — A*)v # 0. Es ist
v*Av # 0 zu zeigen. Kontraposition: Gelte v*Av = 0. Es gilt (v*Av)* = v*A*v, also folgt
direkt

v'(A+ AN =v"Av+v"A*v =0 und v (A — A")v = v"Av — v A" = 0.

]

Lemma 3.21 ([I15]). Sei A € C[X]|™" ein Matrixpolynom. Dann gilt mindestens eine

der folgenden drei Aussagen:
1. Es gibt ein z € C mit A(z) = 0.

2. det A =0.
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3. Es gibt ein v € C™\ {0} derart, dass v*Av und det A keine gemeinsamen Nullstellen

besitzen.
Beweis. Gelten die Aussagen 1. und 2. nicht. Seien «q,...,ay € C die Nullstellen von
det A. Fiir alle i € {1,...,d} gilt A(a;) # 0. Nach Lemma 3.20 gibt es ein v € C™ derart,
dass v*A(a)v - ... - v*A(ag)v # 0 gilt. Also haben v*Av und det A keine gemeinsamen
Nullstellen. O

Bemerkung 3.22 ([H5]). Sei A € C[X]"*" ein positiv semidefinites Matrixpolynom.
Dann ist deg(A) € {—00,0,2,4,6,...}, denn es gilt

deg(A) = sup{deg(v*Av) | v € C"} € NgU {—o0}

fiir hermitesche Matrixpolynome. ,,>* ist klar und ,,<“ folgt aus geschickter Wahl eines v €
C™ mit deg(v*Av) = deg(A) (zum Beispiel v € C" ein Eigenvektor zu einem Eigenwert un-
gleich 0 des hermiteschen Leitkoeffizienten von A). Es ist deg(v*Av) € {—0,0,2,4,6, ...}
klar, denn (v*Av)(z) > 0 fir alle x € R und alle v € C", da A positiv semidefinit ist.

Folgendes Lemma wurde in [HS| ohne Beweis verwendet, deshalb hier nun ein Beweis

des Autors.

Lemma 3.23. Sei A € C[X]"*" hermitesch und z € R. Sei A(z) positiv semidefinit fiir
alle z > z und sei A(z) negativ semidefinit fir alle = < z, dann gilt A(z) = 0.

Beweis. Seiv € C". Es geniigt v*A(z)v = 0 zu zeigen. Wegen der Stetigkeit der Abbildung
r— v*A(z)v (x € R) folgt dies sofort. O

Satz 3.24 (|I15]). Sei A € C[X]"*" ein positiv semidefinites Matrixpolynom. Dann gibt
es ein Q) € C[X]™*" mit

A=QQ,
wobei alle Nullstellen von det(Q) nichtnegativen Imaginérteil haben, falls det(A) # 0.

Beweis. Der Beweis besteht aus zwei verschachtelten Induktionen. Die duftere Induktion
erfolgt nach der Groke des Matrixpolynoms n € Ny und die innere Induktion nach dem
Grad des Matrixpolynoms d := deg(A) 3? {=00,0,2,4,6,...}.

Der Induktionsschritt wird mittels einer Fallunterscheidung bewerkstelligt, die Lem-
ma 3.21 liefert. In dem zweiten Fall liefert dieser Satz keine weiteren Informationen im

Vergleich zu 3.15. In dem ersten Fall wird die innere Induktionsvoraussetzung mit den
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Matrixpolynomen von kleinerem Grad und in dem letzten Fall wird die dufsere Indukti-
onsvoraussetzung fiir kleinere Matrixpolynome angewandt. In dem letzten Fall geht dann
wie in 3.15 wieder Korollar 3.12 ein.

IA (AuRere Induktion):

Fiir n = 0 gibt es nichts zu zeigen.

IA (Innere Induktion):
Fir d = —oo wahle Q = 0, dann gilt A = 0 = 00 = Q*Q. Fiir d = 0 folgt die

Behauptung aus der Cholesky-Zerlegung beziehungsweise aus dem dritten Punkt von 3.1.

IV (AuRere Induktion):

Fiir P € C[X]1)x("=1) positiv semidefinit gibt es ein S € C[X]|Dx(=1) it P =
S*S und derart, dass die Nullstellen von det(S) alle nichtnegativen Imaginérteil besitzen
oder dass det(S) = 0 gilt.

IV (Innere Induktion):

Fir P € C[X|™" positiv semidefinit vom Grad d — 2 gibt es ein S € C[X]"*" mit
P = S*S und derart, dass die Nullstellen von det(S) alle nichtnegativen Imaginérteil
besitzen oder dass det(S) = 0 gilt.

IS(n—1) = n,(d—2) >d(neN,de2N={2,4,6,...})):
Der Induktionsschritt wird mittels einer Fallunterscheidung bewerkstelligt. Die Félle

liefert Lemma 3.21.

1. 3z € C: A(z) = 0: Gelte (E det(A) # 0 (sonst betrachte einfach Fall 2). Zuerst wird
gezeigt, dass man P € C[X]"" mit A = (X — z*)(X — 2z)P wahlen kann:

Falls z € C\ R, so gilt A(z*) = A*(2*) = A(z)* = 0. Wihle dann also P € C[X|"*"
mit A = (X — z*)(X — 2)P. Falls aber z € R gilt, so gibt es B € C[X]™™" mit
A = (X — z)B. Dann ist fir + < z B(z) negativ semidefinit und fiir z > z B(x)
positiv semidefinit, also ist B(z) = 0. Somit kann man auch in diesem Fall ein

P e CIX]™™ mit A= (X — 2*)(X — z)P wahlen.

Habe also nun P € C[X|"" mit A = (X — 2*)(X — 2)P und Im(z) > 0. Dann
gilt deg(P) = deg(A) — 2 und P ist positiv semidefinit. Es gilt det(P) # 0, denn
sonst wére det(A) = (X — 2*)(X — 2))" det(P) = 0. Wende nun die innere Induk-
tionsvoraussetzung an und erhalte S € C[X|"*"™ mit P = S*S und derart, dass alle
Nullstellen von det(S) nichtnegativen Imaginérteil haben. Wéhle nun @ := (X —2)5,
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dann gilt
A=(X=-2)(X—-2)P=(X—-2)(X—2)"= (X —2)9)"(X —2)S =Q"Q

und alle Nullstellen von det(Q) = (X — 2)™ det(S) haben nichtnegativen Imaginér-
teil.

. det(A) = 0: Wegen det(A) = 0 ist det(Q) = 0 fiir ein Q € C[X]™"™ mit A = Q*Q.
Also folgt die Behauptung sofort aus Satz 3.15.

. Es gebe ein v € C"\ {0} so, dass v*Av und det(A) keine gemeinsame Nullstelle

besitzen.
Sei (E v = ey, wobei e; der erste Einheitsvektor des C™ ist. Dies ist legitim, denn:

Wihle U € C™*™ unitér derart, dass U*v = Aey fiir ein A € R\ {0} (A = ||v]|,). Dann
kann man A\?U*AU anstatt A und e; anstatt v betrachten. Dies geht, denn es gilt
v*Av = et \?U* AUe; und falls eine Matrix Q € C[X] mit N2U*AU = Q*Q gefunden
wurde, so gilt natiirlich (AQU*)*(AQU*) = A und det(AQU*) = X" det(Q) det(U) =
A" det(Q). Also sind die Nullstellen von det(Q) und von det(AQU™) dieselben.
Weiter gilt fiir A2U*AU immer noch die Voraussetzung des dritten Falls. Sei also
x € C eine Nullstelle von det(A\2U*AU). Dann ist x auch eine Nullstelle von det(A),
denn U ist eine konstante Matrix. Somit gilt nun e}\?U*A(z)Ue; = v*A(x)v # 0.
Also gilt die Voraussetzung des dritten Falls.

Sei also (E v = e;. Schreibe wieder wie in Lemma 3.14

A:ab*7
b C

wobei a € R[X],b € C[X]""! und C € C[X]™ V*("=1 hermitesch. Es muss a # 0
gelten, denn sonst wire b = 0 und somit det(A) = 0, was im Widerspruch zur

Voraussetzung des dritten Falles stiinde. Wegen 3.14 gilt
a" det(aC — bb*) = a***det(A) # 0

und somit auch det(aC'—bb*) # 0. Es ist nach 3.14 wieder aC'—bb* positiv semidefinit
(Lemma 3.14 sagt, dass (aC — bb*)(x) fiir alle € R positiv semidefinit ist), also
gibt es nach Induktionsvoraussetzung S € C[X]™~ VX~ mit aC — bb* = S*S
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und derart, dass det(S) nur Nullstellen mit nichtnegativem Imaginérteil besitzt.

N::ab*.
0 S

Dann gilt aA = N*N und man kann wegen a(z) > 0 fiir alle z € R Korollar 3.12
anwenden und erhélt @ € C[X]|"*" mit A = Q*Q, sowie P € C[X]™™ mit N = PQ.

Definiere

Es bleibt nur noch zu zeigen, dass alle Nullstellen von det(Q) nichtnegativen Ima-
ginérteil haben. Sei x € C eine Nullstelle von det(Q). Wegen A = Q*Q gilt somit
auch (det A)(xz) = 0. Da also = eine Nullstelle von det(A) ist, ist « keine Nullstelle
von v*Av (siehe Voraussetzung von Fall 3). Also folgt somit a(z) = (ejAey)(z) =
(v*Av)(z) # 0. Weiter gilt

(det P)(det Q) = det(PQ) = det(N) = adet(S).

Es gilt somit a(z)(det S)(x) = 0. Wegen a(z) # 0 ist (det S)(z) = 0 und x hat nach

der Wahl von S nichtnegativen Imaginérteil.

Nach Lemma 3.21 sind somit alle Moglichkeiten abgedeckt. O]

Folgende Bemerkung greift nur, wenn man mit den reellen Zahlen effektiv beziehungs-
weise maschinell rechnen kann, was natiirlich Unsinn ist. Denn man kann mit keiner
Maschine jede der iiberabzihlbaren reellen Zahlen darstellen. Also nehme in folgender

Bemerkung an, dass man in den reellen Zahlen rechnen konne.

Bemerkung 3.25. Obiger Satz 3.24 kann natiirlich numerisch implementiert werden.
Im Allgemeinen kann man den im Beweis beschriebenen Algorithmus jedoch nicht exakt
ausfiihren, da man in Fall 1 eine gemeinsame Nullstelle der Eintrdge von A berechnen muss
und da man fiir den Induktionsanfang (vergleiche 3.13) auch Nullstellen eines Polynoms
ausrechnen muss. Dies ist natiirlich im Allgemeinen fiir Polynome grofen Grades (> 5)
nicht moglich. Weiter muss man beachten, dass man um Korollar 3.12 anzuwenden, auch

Nullstellen ausrechnen muss, da man Lemma 3.11 iterieren muss.

Der Leser moge sich von folgendem Beispiel nicht abschrecken lassen, denn es wird in
Beispiel 6.5 wieder aufgegriffen. Dort wird dann gezeigt, wie Determinantendarstellungen

von rein reellen Polynomen von Grad 2 aussehen.
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Beispiel 3.26. Sei
9 _
H= ( h ) € R[X]**2,

- p% — 2po

wobei p1,pa € R[X] mit (det H)(z) = pi(z) — 4pa(x) > 0 fiir alle z € R und gelte
det(H) # 0. Also ist H positiv semidefinit. Es gibt natiirlich kein z € C mit H(z) = 0.
Also muss Fall 3 des Beweises von Satz 3.24 betrachtet werden. Es gilt ejHe; = 2,
also haben efHe; und det(H) keine gemeinsamen Nullstellen. Als ndchstes muss man
2(p? — 2py) — p1pt = p? — 4py = det(H) faktorisieren. Wihle also f € C[X] mit det(H) =

f*f. Dann gilt .
O — <2 —p1> <2 —p1> .
0 f 0 f

Hier wird nicht Korollar 3.12 benétigt, da ,,Normieren“ gentigt:

o (\/5 —ﬁzn)* <\/§ _\;/7;]91).
0 5f 0 57
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4 Matrizen uber dem Korper der

rationalen Funktionen

Ziel dieses Kapitels ist es, ein hinreichendes Kriterium dafiir zu liefern, wann eine Matrix

tiber C(X) ein Matrixpolynom (also in C[X|™*™ fiir ein geeignetes n € Ny) ist.

Notation 4.1. Notiere mit ||-|| die Operatornorm, also
-] : C"" = R, A~ sup{||Az||, | z € C", ||z|, =1} € Rx (AeC™™),

wobei ||-||, die euklidische Norm auf C" ist und das Supremum in R>( genommen wird.

Erinnerung 4.2. Sei A € C™*" eine hermitesche Matrix. Dann gilt
|Al| = sup{|A| | A € R Eigenwert von A} € Rx,

wobei das Supremum in R>( genommen wird.

Proposition 4.3. Sei (2,,)men eine gegen x € C konvergente Folge komplexer Zahlen
und A € C[X]"*" ein Matrixpolynom. Dann gilt ||A(x,,) — A(z)|| — 0 fir m — oo, also
(A(zm))men konvergiert gegen A(x) beziiglich der von ||-|| induzierten Metrik.

Beweis. Die Aussage folgt direkt, da die Abbildung

C—C"" y—=Aly) (yeC)

stetig ist (C™*" wird mit der von ||| induzierten Metrik zu einem metrischen Raum). O

Definition 4.4. Seien M € C(X)"*™\ {0}, p € C[X]\ {0} und A € C[X]™" derart, dass
M = 1A und 1 der grofite gemeinsame Teiler (in C[X]) der Eintriige der Matrix A und

T p

.....

({aij [ 4,5 €{1,....,n}} U{p}) = (1) = C[X].
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Dann heifst o € C Polstelle von M, falls p(a) = 0 gilt.

X X24+X
Beispiel 4.5. Sei M = A

X
X2-X 0
Dann kann man zwar

o] (X(X?-X) (X2+X)(X—1)>

X2 - X X 0

schreiben, jedoch ist 0 keine Polstelle von M, da

M:(X %>:L<X(X—1) (X+1)(X—1)>

<5 0 X -1 1 0

und da 0 natiirlich keine Nullstelle von X — 1 ist. Aber 1 ist eine Polstelle, da 1 eine
Nullstelle von X — 1 ist und da (X — 1, X(X — 1), (X +1)(X —1),1,0) = (1).

Notation 4.6. Schreibe fiir M € C(X)™*"™ und x € C, welches keine Polstelle von M ist,
M (z) fir die Matrix die entsteht, wenn z in die Eintrdge von M in den Nenner und den

Zahler eingesetzt wird.

1 X

Beispiel 4.7. Also fiir M = ( X X211> und z = 2 gilt dann

X -1
1
ME2)y=(_2 ZT)]=(2 3.

2—-1 1 1
Oder fiir obiges Beispiel 4.5 gilt dann

0 0+1 0 1

s _
Rechenregel 4.8. Seien A, B € C(X )™ " und « € C keine Polstelle von A und auch

keine von B. Dann gelten folgende Rechenregeln:

—_
)

V)
—_ wWIN

e Falls det(A) # 0 und = keine Polstelle von A~ ist, so ist A~ (z) = A(z) L.
e (AB)(z) = A(x)B(x)

Beweis. Schreibe A = iM und B = %N mit p,q € C[X], M,N € C[X]|"™ und p(z) #
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0 # q(x). Es gilt

1 1 1 1
(AB)o) = (o MN ) (o) = (s (MN)(@) = s M ()N (o) = o) B,

Weiter gilt A(z)A~ ' (z) = (AA™Y)(z) = I,,(z) = I, falls det(A) # 0 und = keine Polstelle
von A7!ist, also ist A(z)™t = A7(x). O

Erinnerung 4.9. Sei K ein Korper und A € K™ invertierbar. Dann gilt

1
~ det(A)

At (com(4))",

wobei com(A) die Komatrix von A ist (deren Eintréige (—1)"™ det(A; ;) sind (wobei A, ; €
K@=Dx(=1) dije Matrix ist die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte
entsteht ist)).

Bemerkung 4.10. Seien A, B € C[X]™*™ Matrixpolynome und gelte det(A) # 0. Dann
sind die Polstellen von A™'B = m(com(A))TB (e C(X)™™) alles Nullstellen von
det(A) (aber nicht notwendigerweise umgekehrt).

Erinnerung 4.11. Eine Folge (z,,)men reeller Zahlen heifst bestimmt divergent, falls sie

den ,Grenzwert” +o0o oder —oo hat.
Das folgende Lemma ist aus einem Gespriach mit Markus Schweighofer entstanden.

Lemma 4.12 (| ). Sei M € C(X)™ ™ eine Matrix iiber dem Korper der rationalen
Funktionen. Sei a € C eine Polstelle von M. Sei (2,)men eine Folge komplexer Zahlen,
die gegen a konvergiert und derart, dass keines der x,, eine Polstelle von M ist. Dann

divergiert die Folge (||M(x.,)|)men bestimmt.

Beweis. Wahle p € C[X]| und A = (a;;)ijeq1,..ny € C[X]|™" so, dass M = %A und
I'={p}U{a;;|i,7€{l,....,n}}) = (1). Da a eine Polstelle ist, gilt also p(a) = 0 und
es gibt 4,7 € {1,...,n} mit a;,(a) # 0, da sonst (X — a) ein gemeinsamer Teiler von p

und den Eintragen von A wire, also I C (X —a) € (1). Also gilt insbesondere
Afa) # 0. (%)
A-Ugl. 4.3
Es ist somit ||A(a)|| # 0 und | ||A(zn)]|—[|A(a)]|| < ||A(znm) — Aa)|| = 0 fiir m — oc.

Also konvergiert (|| A(zm)||)men gegen ||A(a)]| # 0 und ||A(a)]|| ist der einzige Haufungs-
punkt von (||A(x)])men-
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Insbesondere ist 0 kein Haufungspunkt von (||A(zm)||)men. Somit gibt es ein C' > 0
(z.B. C:=1||A(a)|| > 0) und ein N € N derart, dass fiir alle m > N

[A@zm) || = C.

Also gilt fiir m > N

Letzteres divergiert bestimmt fiir m — oo (also hat den ,Grenzwert” +00) und somit

divergiert auch (||M(x,,)]|)men bestimmt. O

Folgendes Lemma geht wohl auf Cauchy [C] zurlick (habe das Buch nirgendwo (um-

sonst) gefunden, es jedoch trotzdem mal mit angegeben).

Lemma 4.13 (Cauchy | ). Seip=X"+p X" ' +...+p, € C[X] (p1,...,pn € C)

normiert und o € C eine Nullstelle von p. Dann gilt

la| <14 max{|p1],...,|pal}

Beweis. Gelte (B |a] > 1. Aus 0 = p(a) = a™ + p1a™ 1 + ... + p, folgt

la|" = [a"|
= | —(ploz"_l—i—...—l—pn)|
= |p1a”_1 + ...+ pa

< pra N+ pal

< max{[pif,..., [pal} - (J@" 7'+ ... +]al + 1)
n—1

= max{|pil,..., |pal} Z o’
=0
N——

geom. Summe
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o — 1

= max{lp].....Ipal} -
< max{lpil .. pnl} - 7
Durch Kiirzen und Umstellen erhalt man
1 < max{|p|,..., |pal}- M%l = ol =1 <max{|pi|,...,[pal}
<~ |a| <14+ max{|p1],...,|pal}

Notation 4.14. Notiere mit ||| folgende Norm auf dem R-Vektorraum R[X],

Il RIX], = R, > X' max{la;| | i €{0,...,n}}  (ag,...,an €R).

=0

Korollar 4.15 ist eine einfache Beobachtung des Autors und eine direkte Folgerung von
4.13.

Korollar 4.15. Sei P C R[X], eine Menge normierter und durch die Norm ||-|| be-
schriankter Polynome vom Grad kleiner gleich n. Dann ist auch die Nullstellenmenge
N :={aeC|3pe P:p(a) =0} beschrankt.

Beweis. Sei C' > 1 eine obere Schranke von P (also ||p|| < C fiir alle p € P). Sei a € N.
Wihle p € P mit p(a) = 0. Schreibe p = X9 + p; X971 + ... + pg, wobei p1,...,ps € R
und d = deg(p) < n der Grad von p ist. Es gilt mit Lemma 4.13 und mit der Definition
der Norm ||| auf R[X],

ol < T+ max{[pi],....[pal} <1+ [lpll < llpll + [lpl} < 2C.

Also ist die Nullstellenmenge N durch 2C beschrankt. O]

Das néchste Lemma ist ein Sammelsurium verschiedener Eigenschaften, die sehr stark
auf den Beweis des Satzes von Helton und Vinnikov zurechtgeschnitten worden sind. Es
stammt vom Autor selbst, basiert aber auf Ergebnissen aus 4.12 und 2.16 also auf | ]
und | .

Lemma 4.16. Sei M € C(X)™" eine Matrix mit Eintrégen in C(X) und gelte fiir das
charakteristische Polynom p := xp = det(T'1, — M) € R[T, X] mit deg(p) = n, also dass
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die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms in R[X] statt in C(X) liegen. Seien alle
Polstellen von M reell und gelte fiir alle x € R, die keine Polstellen von M sind, dass
M (z) hermitesch ist, also M (x) = M (x)*.

Dann ist M € C[X]™*™ ein lineares hermitesches Matrixpolynom (also dann gibt es keine
Polstellen).

Beweis. Damit M ein Matrixpolynom ist, geniigt es zu zeigen, dass M keine Polstellen
besitzt. Schreibe M = %A mit ¢ € C[X]\ {0} und A € C[X]|"*". Sei x € R mit ¢(z) = 0.
Damit M ein Matrixpolynom ist, geniigt es zu zeigen, dass x keine Polstelle ist. Es gibt
eine Folge (x,,)men reeller Zahlen mit z,,, — x fiir m — oo und so, dass q(z,,) # 0 fiir
alle m € N gilt (dies geht wegen ¢ # 0). Also sind die z,, insbesondere keine Polstellen
von M und M(z,,) ist nach Voraussetzung hermitesch. Da M (x,,) hermitesch ist, gilt
| M ()] = ||, wobei a, € R nach 4.2 die betragsméfig grofte Nullstelle von xas(a,,) =
Xm(T, zm) = p(T, x,,) € R[T] ist. Da (2,)men eine konvergente Folge ist, ist sie natiirlich
auch beschriankt und somit ist auch die Menge {p(T,z,,) | m € N} beziiglich der Norm
|||l aus 4.15 beschrankt. Mit Korollar 4.15 ist dann {a € C | Im € N : p(a, x,,) = 0}

beschrankt und somit natiirlich auch
{IM (z)|| | m € N} ={|am| | m € N} C{|a] |a € C, Im € N: p(a, z,,) = 0}.

Die Folge (|| M (2m)]|)men divergiert also nicht bestimmt. Mit Lemma 4.12 bedeutet dies,
dass x keine Polstelle war. Also ist M € C[X]™*"™ wie gewiinscht ein Matrixpolynom.
Dass es hermitesch ist, folgt direkt aus M(z) = M(x)* = M*(z*) = M*(x) fir alle
(nicht-Polstellen) z € R und aus 2.4. Die Linearitét folgt direkt aus 2.16 und aus deg(p) =
n. 0
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5 Hermite-Matrizen

In diesem Kapitel werden einige Fakten iiber Begleit- und Hermite-Matrizen von Poly-
nomen festgehalten, die bei der Konstruktion einer Determinantendarstellung eines rein

reellen Polynoms helfen.

Definition 5.1. Sei R ein Ring und p = X" +a, 1 X" ' +...+ag € R[X] ein normiertes

Polynom mit Koeffizienten in R. Definiere die Begleitmatriz von p durch

0 - - 0 —ag
1 : : :
Co, =10 . . : e RV"
0
O --- 0 1 —a,_q

Erinnerung 5.2. Sei R ein Ring und p € R[X] normiert vom Grad d. Dann gilt p =
det(X1; — Cp) = xc,-

Erinnerung 5.3. Sei p € R[X] normiert und d := deg(p). Dann ist die Begleitmatrix C,

die Darstellungsmatrix des R-Vektorraumendomorphismus

R[X]/(p) = RIX]/(p), fe> X[  (f €R[X])
beziiglich der Basis (T,..., X41).

Folgende Konstruktion basiert auf der Idee von | |. Es ist lohnenswert, parallel zu
der Konstruktion (ab hier bis 5.10) die Diskussion am Anfang von Kapitel 6 zu lesen,
um die Konstruktion in den Kontext zum Finden einer Determinantendarstellung eines
univariaten rein reellen Polynoms einzuordnen. Man kann aber auch einfach die Konstruk-
tion hinnehmen und versteht dann eben erst am Anfang von Kapitel 6 den Zweck dieser

Konstruktion.
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d
Proposition 5.4 (| ). Sei p = [[(X — ;) € R[X] vom Grad d, normiert und
i=1

aq,...,aq4 € R die Nullstellen von p (gezdhlt mit Vielfachheiten).
Dann ist die Abbildung

d

() (RIX]/(p) x (RIX)/(0) = R, (F,9) =D flai)gles)  (f,9 € RIX])

=1

ein Skalarprodukt auf dem R-Vektorraum R[X]/(p), falls die Nullstellen von p einfach

sind und sonst eine positiv semidefinite symmetrische Bilinearform auf dem R-Vektorraum
RIX]/(p)-

Beweis. Wohldefiniertheit: Seien fi, f2, g1, 92 € R[X] mit f; — fo,91 — g2 € (p). Wéhle
¢1,q2 € R[IX] mit fi — fo = ¢p und g1 — g2 = gop. Dann gilt

(fo 2) = Z fa(ai)ga(on)
= 3" (o) + an(a) pla) (92(00) + aa(e) )

=/1(as) =g1(a;)

fl(ai)gl(@z’)
).

1
.
i M N
I

I
—
=
S|

Also ist (-, -) wohldefiniert.
Bilinearitédt: Klar, da die Auswertung im Punkt «; linear ist.

Positivdefinitheit: Sei f € R[X]. Es gilt

(f.f) = Z(f(ozi))2 > 0.

Also ist (-, -) schonmal positiv semidefinit.

Seien nun die Nullstellen von p alle einfach und gelte

Hieraus folgt f(an) =... = f(aq) =0.
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Da die Nullstellen von p einfach sind, muss f € (p) sein, was natiirlich f = 0 bedeutet.
Also ist (-, ) positiv definit, falls p nur einfache Nullstellen besitzt. O

Korollar 5.5 (| |). Sei p € R[X] normiert und habe ausschliefslich reelle Nullstellen.
Bezeichne mit ¢ den Vektorraumendomorphismus aus 5.3 und (-, -) die Bilinearform aus
5.4. Dann gilt

Vf, g € RIX]: (0(f).9) = (f. ¢(9))-
Diese Eigenschaft wird im Folgenden selbstadjungiert genannt.

Beweis. Seien aq,...,aq € R die Nullstellen von p (mit Vielfachheiten gezéhlt). Seien
f,9 € RIX]. Es gilt

d d
(F.0@) = (F.Xg) = > flaaig(an) = Y aif (ai)g(as) = (X, 9) = ((f), ).
i=1 i=1
Also ist ¢ beziiglich (-, -) selbstadjungiert. O
Definition 5.6 (| ] 1.6.2 & 1.6.3). Sei R ein Ring und p € R[X] ein normiertes

-----

von p, wobei d = deg(p) und C,, die Begleitmatrix von p ist.

Proposition 5.7 (| ] 1.6.1 (i)). Sei p € C[X] normiert vom Grad d. Dann gilt fir

die Hermite-Matrix von p

d
H, = (tr(C;+j—2>>i7je{1 77777 Q= (Z QZJFJQ) 7
1,5€{1,...,d}

-----

wobei oy, ...,ay € C die Nullstellen von p (mit Vielfachheit gezahlt) sind.

Beweis. Da p iiber C in Linearfaktoren zerfallt, ist C), iiber C trigonalisierbar. Wéhle
also eine (obere) Dreiecksmatrix D € C%? und eine invertierbare Matrix S € C¥¢ mit
S™1DS = C,. Auf der Diagonalen von D stehen die Eigenwerte von C), also die Nullstellen
von p. Weiter gilt C = S~'D"S fiir alle i € No.

Also gilt insgesamt fiir alle @ € Ny

tr(C)) = tr(ST'D'S) = tr(D') = Y ay.

e
Il o
—

~
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Lemma 5.8 (| ] 1.6.1(d) & 1.6.4). Vergleiche 5.7 sowie 5.4.
Sei p € R[X] normiert vom Grad d und habe nur reelle Nullstellen. Dann ist die Hermite-

Matrix von p die Darstellungsmatrix der Bilinearform (-,-) aus 5.4 beziiglich der Basis
(1,..., X1,

Beweis. Seien ay,...,aq € R die Nullstellen von p und 4,j € {1,...,d}. Betrachte also
die Basiselemente X*~! und X7-!. Es gilt

d d
i—1 i—1\ __ i—1 j—1 i+j—2
(X1 Xy >—§ Q" ag, _E:O‘k .
k=1 k=1

da
Also ist H, = (Z o _2> die Darstellungsmatrix von (-, -)
k=1 i,5€{1,...,d}
beziiglich (1,..., Xd-1). O

Bemerkung 5.9. Da in der Situation von 5.8 das Skalarprodukt natiirlich positiv definit
ist, ist die Hermite-Matrix somit auch positiv definit, falls das Polynom nur einfache reelle

Nullstellen besitzt und andernfalls positiv semidefinit.

Lemma 5.10 (| |). Sei wieder p € R[X] normiert mit nur reellen Nullstellen. Dann

gilt fiir die Begleitmatrix C' und Hermite-Matrix H von p
C"H =HC.

Beweis. Sei wieder ¢ der Vektorraumendomorphismus aus 5.3, (-, -) die Bilinearform aus
5.4 und d der Grad von p. Seien i, j € {1,...,d}. Es geniigt el CTHe; = el HCe; zu zeigen,
wobei e; beziehungsweise e; den i-te beziehungsweise j-te kanonischen Einheitsvektor des

R? bezeichne. Da ¢ nach 5.5 beziiglich (-, -) selbstadjungiert ist, gilt wie gewiinscht

el C"Hej; = (Ce;)"Hej = (p(X1), Xi1) = (Xi=1 o(Xi-1)) = e] HCe;.
[

Folgendes Korollar ist eine sehr einfache und direkte Konsequenz von Lemma 5.10 und

wurde in | | ohne Beweis verwendet.

Korollar 5.11. Sei p € R[X,Y] rein reell mit p(0) = 1 und d := deg(p). Sei q :=

T (%, %) € R[T,Y]. Dann gilt fiir die Hermite-Matrix H und die Begleitmatrix C' von
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q (wobei ¢ als Polynom in der Unbekannten 7" und mit Koeffizienten in R[Y] aufgefasst
wird)
C"H = HC.

Beweis. Folgt direkt aus Bemerkung 2.4 und Lemma 5.10, da ¢(T,y) fir alle y € R

normiert ist und nur reelle Nullstellen besitzt. O]

Definition 5.12. Seip = (X —ay) - ... (X — ag) € C[X] ein normiertes univariates

Polynom (ay, ..., a4 € C). Dann heift disc(p) := [ (i — a;)? die Diskriminante von p.
i>j

Erinnerung 5.13. Da die Diskriminante disc(p) symmetrisch in den Nullstellen von

p ist, ist auch disc(p) € R, falls p € R[X]|. Auferdem gilt fiir die Determinante der

Vandermondematrix
1 o af!
V.= : : ,
d—1
1 o4 oy

dass det(V') = [](a; — ¢;) und somit auch

i>j
disc(p) = det(V)? = det(VTV).

Auferdem besitzt p natiirlich genau dann eine mehrfache Nullstelle (in C), wenn disc(p) =
0 gilt.

Der Beweis des ersten Teils des folgenden Lemmas stammt aus | | und der zweite

Teil ist eine einfache Folgerung aus 5.7.

Lemma 5.14 (| ). Sei p € R[X,Y] rein reell mit p(0) = 1 und d := deg(p). Sei
q:=T% (%, %) € R[T,Y]. Dann ist die Hermite-Matrix H von ¢ (wobei ¢ als Polynom

in der Unbekannten 7" und mit Koeffizienten in R[Y] aufgefasst wird) positiv semidefinit.
Weiter ist det(H (y)) die Diskriminante von ¢(7,y) € R[Y] fiir alle y € R, was auch gilt,

wenn p nicht rein reell ist.

Beweis. Sei y € R. Zu zeigen ist, dass H(y) positiv semidefinit ist. Dies folgt allerdings
sofort aus Bemerkung 5.9, beachte hierbei Hyr,) = Hy(y) = H(y) und dass ¢(T,y) fiir
alle y € R nur reelle Nullstellen besitzt.

Nun zur Diskriminante:
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Schreibe ¢(T,y) = (T'—aq) ... - (T' — ag) mit ay,...,aq € C. Sei

1 oy v acli_l
V=115 L e
I o 043_1

Mit 5.7 folgt

.....

Somit gilt
det(H) = det(V)* = [ [(as — a)* = disc(q(T' v)).
i>7

]

Mit Hermite-Matrizen kann man auferdem priifen, ob ein Polynom in R[X, Y| rein reell
ist, denn die Umkehrung des ersten Teils des obigen Lemmas 5.14 gilt auch, wird aber hier
nicht ausgefiihrt, da dies den Rahmen der Arbeit sprengen wiirde. Vergleiche dazu | |
Korollar 1.6.6. Dazu muss man auch noch die Charakterisierung, dass eine symmetrische
Matrix genau dann positiv semidefinit ist, wenn die Signatur gleich dem Rang der Matrix
ist verwenden. Hierbei meint Signatur die Anzahl der positiven Eigenwerte minus die

Anzahl der negativen Eigenwerte.

Definition 5.15. Sei K ein Korper und p € K[Xy,...,X,] ein Polynom vom Grad
d € N. Dann heifst p quadratfrei in K[Xy,...,X,], falls es kein ¢ € K[X;,..., X, \ K
mit ¢* | p gibt oder dquivalent, falls in der Primfaktorzerlegung von p kein Primfaktor
doppelt vorkommt (beachte, dass K[Xj, ..., X,| faktoriell ist).

Notation 5.16. Sei K ein Korper und sei p = ag7% + ...+ a;T + ag € K[T,Y]\ {0} ein
Polynom (ao,...,aq € K[Y]). Notiere dann die Ableitung von p nach der Unbekannten 7'
mit

Orp = dagT" + ... + 24T + a; € K[T,Y].
Setzt natiirlich 070 := 0.

Notation 5.17. Sei K ein Korper und sei p = aqT¢+ ...+ a;T +ag € K[T,Y]\ {0} ein
Polynom (ay, . ..,aq € K[Y]) mit ag # 0. Schreibe dann deg;(p) = d fir den Grad von p
in T. Setze deg(0) := —o0.
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Lemma 5.18 (| ]). Sei K C R ein Korper und sei ¢ = T%+ g4 1T 1+ ...+ q €
K[T,Y] (qo,-.-,94-1 € K[Y], d € N). Ist ¢ quadratfrei in K[T,Y], so gilt det(H) # 0,
wobei H € K[Y]%? die Hermite-Matrix von ¢ ist. ¢ wird hierbei als (normiertes) Polynom

in der Unbekannten 7" und mit Koeffizienten in K[Y'] aufgefasst.

Beweis. Kontraposition: Gelte also det(H) = 0. Also gilt nach Lemma 5.14, dass ¢(T, y) €
K|[T|] fir alle y € K eine doppelte Nullstelle besitzt. Betrachte nun die Ableitung von ¢
nach T p := 0rq € K[T,Y]. Da q(T,y) eine doppelte Nullstelle besitzt, haben also p(T, y)
und ¢(7,y) eine gemeinsame Nullstelle , € C, welche natiirlich von y € K abhéngt.
Ziel ist es, ein Polynom r € K[T,Y]\ K zu finden, welches p und ¢ teilt. Schreibe dazu
p=pa1T + ...+ po, wobei py,...,ps—1 € K[Y] und setze q; = 1. Betrachte nun die

Sylvestermatrix
Qo ¢ - dd
9 qa - dd
g do q - qd c K[Y]((d—1)+d)><((d—1)+d)7
Po P1 - Pd-1
bPo P - Pd-1
Do N
die aus d — 1 (wie oben) verschobenen Zeilen (qq,...,qq) und d verschobenen Zeilen

(po, - - -, Pa—1) und sonst nur aus Nullen besteht. Zeige zuerst det(S) = 0:
Sei y € K. Hierzu reicht es det(S(y)) = 0 zu zeigen (beachte, dass #K = 00). Definiere
w=(1,T,...,T?2)T, Betrachte nun

Sw=(q,...,T 2q,p,..., T 'p)T (%)
und setze (ay,y) ein und erhalte nach Wahl von o,
SW(L,ay, 0y = (g(y,y), - oy a(ay, y) oy, y), - 0y play,y))T =0,

Da (1, ay, ..., a2 %)T # 0 gilt, hat S(y) einen nichttrivialen Kern und somit gilt det(S(y)) =
0. Da y € K beliebig war, gilt det(S) = 0. Finde nun einen gemeinsamen Teiler von p

und q.
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S ist als Matrix iiber K (Y') nicht invertierbar. Wéhle nun f1, ..., fa_1,91,...,94 € K[Y]

mit (f1,..., fa—1,91,---,94)S = 0 (eigentlich gibt es nur fi,..., fo_1,91,...,94 € K(Y),
aber man kann dann die Gleichung mit einem Hauptnenner multiplizieren). Es gilt also

0= (fly'"7fd—1agla--->gd)sw

(%) _ _
= (fh"'afd—lagla"'7gd)(Q7"'7Td QQ7pa"'7Td 1p>T

d—1 d
=g T 4p) g1
=1 j=1

J/

v~ -~

=:f =g

Also gilt 0 = ¢f + pg und somit qf = —pg. Weiter ist der Grad von g in T gleich d — 1
und somit kleiner als der Grad von ¢ in T, also in Zeichen deg,(g) = d—1 < d = deg,(q).
Also teilt insbesondere ¢ nicht g. Wegen ¢ 1 g und da K[T,Y] faktoriell ist, gibt es ein
irreduzibles r € K[T,Y] mit r | ¢ und r { g. Also gilt auch r | p, da qf = —pg. Es bleibt
r? | q zu zeigen.

Wihle h € K[Y]| mit ¢ = rh. Dann gilt p = drq = (Orr)h + roph. Weil rorh und
p Vielfaches von r sind, gilt auch r | (Orr)h. Da r irreduzibel bezichungsweise prim ist,
gilt somit 7 | h (r ¥ Opr, da degy(9rr) < degy(r)). Insgesamt gilt also r? | ¢ = rh, was
natiirlich bedeutet, dass ¢ nicht quadratfrei ist. O

Lemma 8.2 in | | lieferte im obigen Beweis die Idee, die Sylvestermatrix zu be-
trachten. Die Methode die Sylvestermatrix mit genau diesem w zu multiplizieren und die
Konstruktion von f und g stammen ebenso aus Lemma 8.2 in | | (wobei in diesem
Schritt in | | p und ¢ gleichzeitig homogenisiert werden). Der irreduzible Faktor r,
der gefunden wird, stammt auch aus der gleichen Quelle. Der letzte Teil, der liefert, dass

q doppelt von r geteilt wird, stammt vom Autor selbst.
Folgendes Lemma stammt vom Autor, ist aber nicht schwer zu sehen.

Lemma 5.19. Sei K ein Korper. Sei p € K[X,Y] quadratfrei mit p(0) = 1 und vom
Grad d € N. Dann ist ¢ := T (%, ¥) € K[T,Y] auch quadratfrei.

T T

Beweis. Seien f,g € K[T,Y] mit ¢ = f?g. Es ist f € K zu zeigen, dazu geniigt es
deg(g) = deg(q) = d zu zeigen. Die zweite Gleichung ist klar, denn T ist ein Monom von
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q, da 1 der konstante Koeffizient von p ist. Es gilt

1 Y\\? 1Y
_ deg(f) ¢ = deg(g) , [ =
(01 (%)) ¥ (5 5)

Da deg(g) hochstens d sein kann gilt oben Gleichheit. ]

Definition und Proposition 5.20. Sei K ein Korper und p € K[Xy,...,X,] ein Po-
lynom mit deg(p) > 1. Dann gibt es ein a € K und bis auf Assoziiertheit eindeutig
bestimmte paarweise koprime py, ..., p, € K[X1,...,X,] (also fir ¢ # j gilt 1 € (p;, p;))
die entweder gleich 1 oder quadratfrei sind derart, dass p = ap}-p3-. ..-p™ und dass p,, qua-

dratfrei ist. Man nennt diese Zerlegung quadratfreie Zerlegung von p (in K[X;, ..., X,]).

Beweis. Da K[X,...,X,] faktoriell ist, gibt es eine bis auf Assoziiertheit eindeutige
Primfaktorzerlegung von p. Wenn man die Primfaktoren geschickt ordnet kann man sie

fiir ein m € N folgendermafsen schreiben:

o 1 1 m m
p—apl,l""‘pl,d1""'pm,l.""pm,dm

fir ein @ € K und gewisse paarweise nicht-assoziierte prime p;; € K[Xy,...,X,] (i €
{1,...,m}, 5 €{1,...,d;}) und dy, ..., d,, € Ny. Diese Darstellung ist bis auf Assoziiert-

heit und Reihenfolge der p; ; fiir festes ¢ eindeutig. Fasse nun folgendermafen zusammen:

P1r=DpP11 . Pld;

Pm = Pm1 - Pmdm-

Die p; sind offensichtlich quadratfrei oder gleich 1, falls d; = 0 ist. Aufferdem gilt p =
1 m
apy ... py 0

Bemerkung 5.21. Falls K = Q ist, so gibt es effiziente Algorithmen zum Bestimmen
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einer quadratfreien Zerlegung. Aufserdem ist eine quadratfreie Zerlegung wesentlich ein-

facher zu berechnen als eine Primfaktorzerlegung.

Bemerkung 5.22. Sei K ein Korper und p € K[X3, ..., X,] ein Polynom vom Grad > 1
mit p(0) = 1. Sei weiter p = ap} - ... p™ eine quadratfreie Zerlegung von p (a € K und p;
quadratfrei oder = 1). Durch ,Normieren“ der p; kann man (E annehmen, dass p;(0) = 1
gilt. Dann gilt auch a = 1, denn 1 = p(0) = agq;(0) - ... - ¢ (0) = a. Also kann man bei
der quadratfreien Zerlegung eines Polynoms p mit p(0) = 1 die Einheit vor dem Produkt

der quadratfreien Polynome weglassen und diese mit konstantem Koeffizienten 1 wéhlen.
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6 Der Satz von Helton und Vinnikov

Um eine Idee fiir den Beweis des Satzes von Helton und Vinnikov zu bekommen, wird
zuerst der univariate Fall diskutiert, der auf | | basiert.

Sei also p € R[X] mit nur reellen Nullstellen (also p rein reell nach Bemerkung 1.3)
und p(0) = 1 und sei d = deg(p). Es ist eine hermitesche Matrix mit p = det(I; + X A)
gesucht (hier wird sogar eine symmetrische Matrix gefunden).

Dieses Problem kann man natiirlich wie in der Einleitung schon angedeutet theoretisch
ganz einfach 16sen, wenn man die Nullstellen von p kennt, denn:

Seien aj,...,ay € R die Nullstellen von p mit Vielfachheit gezdhlt. Dann gilt

p=aX—a) ... (X —ag) =(—a;'X +1)-...- (—a;' X + 1),
wobei a = (—1)(ay - ... - ag)~! (beachte, dass 0 keine Nullstelle von p sein kann). Also
gilt
1—aj'X —a!
p = det =det | I;+X
—a;'X 1—ay?

Also besitzt p eine Determinantendarstellung.

Aber das Problem bei dieser ,Konstruktion® ist, dass man die Nullstellen von p (exakt)
bestimmen muss, was nattirlich fiir Polynome von grofem Grad (> 5) im Allgemeinen
nichtmehr machbar ist. Deshalb nun eine echte Konstruktion, die auch berechenbar ist und
man lediglich Nullstellen von Polynomen zweiten Grades bestimmen muss (was natiirlich
kein Problem darstellt).

1. (E p quadratfrei:

Nehme ohne Einschrinkung an, dass p nur einfache Nullstellen besitzt (also qua-
dratfrei (in R[X]) ist), sonst teile p durch den gréfiten gemeinsamen Teiler von p

und der Ableitung p’ von p. Finde nun eine Determinantendarstellung zu dem Quo-
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tienten (der in R[X] liegt und nun einfache Nullstellen besitzt) und zum groften
gemeinsamen Teiler und ,klebe* mit 1.13 die Determinantendarstellungen zusam-
men (beachte, dass dies eventuell iteriert werden muss, da der grofte gemeinsame
Teiler nicht unbedingt einfache Nullstellen hat). Bestimme alternativ die quadrat-
freie Zerlegung von p und betrachte einen quadratfreien Faktor von p (dies kann
mit Hilfe von Yuns Algorithmus bewerkstelligt werden: | | (geht wohl auf [VY]

zuriick)).

. Hermite-Matrix faktorisieren:

Sei g := T% (%) € R[T] das sogenannte reziproke Polynom von p und C' € R¥*4 die
Begleitmatrix von ¢ (beachte, dass ¢ normiert ist). Sei H € R%*¢ die Hermite-Matrix
von ¢ (vergleiche 5.6). Nach Bemerkung 5.9 ist H positiv definit, da ¢ nur einfache
Nullstellen besitzt, denn die Nullstellen von ¢ sind die Reziproken der Nullstellen
von p. Nach 3.1 beziehungsweise mit der Cholesky-Zerlegung kann man @ € R9*4
mit H = Q7Q finden (hierbei muss man Nullstellen von Polynomen zweiten Grades
bestimmen). Da H positiv definit ist, gilt det(H) # 0 und somit auch det(Q) # 0.

Also ist @) invertierbar.

. QCQ™! ist symmetrisch:

Nach 5.10 gilt CTH = HC und somit CTQTQ = QTQC. Da (@ invertierbar ist,
folgt
Q" = C"QTQQ = QTQOQ ™,
woraus direkt
QN ICTQT = (QN)T'RTQCQ™ = CQ™!
folgt. Also gilt insgesamt
(RQCQ™HT =QCQ™

und QCQ~! ist symmetrisch.

. Determinantendarstellung von p finden:

Es gilt nun

q=det(Tl;— C) =det(Q(TI; — C)Q™") = det(T1; — QCQ ™)



und QCQ~! ist symmetrisch. AuRerdem gilt
a (1 d 1 -1 1
p= X% e = X%det Yld—QCQ = det(l; — XQCQ ).
Somit ist also
p=det(I; — X(QCQ™))

eine symmetrische Determinantendarstellung von p.

Folgender Beweis des Satzes von Helton und Vinnikov, welcher auf [[1V] zuriickgeht,
orientiert sich an dem Beweis aus | | (Theorem 4.1), benutzt aber die quadratfreie
Zerlegung anstatt eine Approximation durch eine spezielle Klasse rein reeller Polynome

(mit einer Glattheitsbedingung). Hierzu nach dem Beweis noch ein paar Unterschiede.

Satz 6.1 (Helton und Vinnikov). Sei p € R[X,Y]. p ist genau dann rein reell, wenn p

eine hermitesche Determinantendarstellung besitzt.

Beweis. Die Riickrichtung ist 1.9. Also nun zur Hinrichtung:
Sei p rein reell vom Grad d. Gelte (E d > 1, da fiir d =0

p=1=det(())

gilt und die leere Matrix () hermitesch ist.

1. (E p quadratfrei:

Nach 5.20 kann man p als Produkt quadratfreier Polynome mit konstantem Koeffi-
zienten 1 schreiben (beachte Bemerkung 5.22). Jeder dieser quadratfreien Faktoren
ist dann nach 1.12 wieder rein reell. Wenn also zu jedem dieser quadratfreien (und
rein reellen) Faktoren eine Determinantendarstellung gefunden wird, kann man mit
1.13 eine Determinantendarstellung von p durch ,Zusammenkleben der Determi-

nantendarstellungen bekommen. Sei also nun (E p quadratfrei.

2. Hermite-Matrix faktorisieren:

Es muss wie in obiger Diskussion eine Art reziprokes Polynom betrachtet werden

und dann dessen Hermite-Matrix faktorisiert werden.

Sei ¢ := T (%,%) € R[T,Y]. Sei C € R[Y]™? die Begleitmatrix von ¢ aufge-
fasst als Polynom mit Koeffizienten in R[Y] und in der Unbekannten 7. Da C' die
Begleitmatrix von q ist, gilt

q=det(TI; —C).
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Sei H € R[Y]?*? die Hermite-Matrix von ¢ (aufgefasst als Polynom in 7" und mit
Koeffizienten in R[Y]). Nach 5.14 ist dann H positiv semidefinit und kann mit 3.24
faktorisiert werden. Also erhilt man @ € C[Y]¥*? mit

H=0QQ

und derart, dass det(Q) nur Nullstellen mit nichtnegativem Imaginérteil hat. Da
p quadratfrei ist, ist mit Lemma 5.19 auch ¢ quadratfrei und es gilt nach 5.18
det(H) # 0 und somit auch

det(Q) # 0.

Also ist @ in C(Y)%*4 invertierbar.

Definiere

M :=QCQ ™" € C(Y)™.

Es gilt

q=det(TI; — C) = det(Q(T1; — C)Q ') = det(TIy — QCQ ™) = det(TI; — M).

Zeige nun noch, dass M ein lineares hermitesches Matrixpolynom ist. Anschliefend fin-

det man dann einfach eine hermitesche Determinantendarstellung von p (in Schritt 6

beschrieben). Dass M ein solches Matrixpolynom ist, wird mit Hilfe von 4.16 gezeigt.
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3. Alle Polstellen sind reell:

Dieser Punkt kommt im Vergleich zu obiger Diskussion neu hinzu, da es nicht klar
ist, dass QC Q™! wieder ein Matrixpolynom in C[Y] ist.

Die einzigen moglichen Polstellen von M sind nach Bemerkung 4.10 die Nullstellen

von det(Q)) und haben somit Imaginérteil > 0.

Wegen 5.11 gilt C*H = HC', also
C'Q*Q = Q°QC. (+)
Da Q invertierbar ist, folgt hieraus durch Rechtsmultiplikation mit Q!

CQ=0QL=0QQQ T = (C'QQQ Z(@QQCIQT = QM.



Linksmultiplikation mit (Q*)~* liefert
(Q)7'C"Q = (Q) Q"M =M. ()

Somit sind die einzig méglichen Polstellen Nullstellen von det(Q*) = det(Q)*, welche
alle Imaginérteil < 0 haben. Also ist insgesamt jede Polstelle von M reell (Imagi-

nérteil = 0).

. M(x) ist hermitesch, falls = € R keine Polstelle von M ist:
Sei x € R keine Polstelle von M. Wegen (xx) gilt

Also ist fiir z € R, welches keine Polstelle von M ist, M (x) hermitesch.

. M lineares hermitesches Matrixpolynom:

Im Gegensatz zu obiger Diskussion ist hier die Linearitdt des Matrixpolynoms nicht
trivialerweise sichergestellt, da die Matrix M = QC@Q~! nicht konstant ist.

Da M (x) hermitesch ist fiir alle reellen x, welche keine Polstellen von M sind, da
alle Polstellen von M reell sind und da das charakteristische Polynom yj;; = ¢ in

R[T, Y] ist, greift Satz 4.16 und M ist ein lineares hermitesches Matrixpolynom.
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6. Finden einer Determinantendarstellung von p:

Wie in vorangegangener Diskussion kann man nun eine Determinantendarstellung

von p finden.

Da M ein lineares hermitesches Matrixpolynom ist, gibt es A, B € C%¢ hermitesch
mit M = —Y A — B. Es gilt also

q=det(TIl; — C)=det(Tly — M) =det(Tl;+ YA+ B).

Man erhélt nun insgesamt eine hermitesche Determinantendarstellung von p:

1Y

1 Y
p= X% (Y’ }) = X4det <§Id + XA + B) =det(l; + YA+ XB).

]

Bemerkung 6.2. In | | wurde obiger Satz nur fiir eine dichte Teilmenge der rein
reellen Polynome in R[X, Y] gezeigt und mit Hilfe von Limites gezeigt, dass dies geniigt.
Wie oben schon kurz erwéhnt, besteht diese dichte Teilmenge aus glatten rein reellen
Polynomen, namlich rein reellen Polynomen p € R[X, Y] derart, dass
Ty (7% ) €RIT] (d= dogt)
T'T

fir alle y € R nur einfache Nullstellen besitzt. Dies hat zur Folge, dass det(H) keine
reellen Nullstellen besitzt (vergleiche 5.14). Somit braucht man Lemma 4.16 nicht (be-
achte, dass die gefundene Determinantendarstellung wegen 2.16 trotzdem linear ist und
dass sie trotzdem hermitesch ist, da sie nach 4. im Beweis fiir alle Auswertungen in x € R
hermitesch ist).

Die Konstruktion des obigen Beweises vermeidet also im Gegensatz zu | | kom-

plett die Berechnung von Limites, es muss jedoch die quadratfreie Zerlegung des Polynoms

ausgerechnet werden (siche hierzu die néchste Bemerkung).

Bemerkung 6.3. Wenn p € K[X,Y] rein reell fiir ein Kérper K C R, dann geniigt
es, zur Berechnung einer Determinantendarstellung, die quadratfreie Zerlegung von p in
K[X,Y] zu bestimmen. Dies geht, da:

Sei p € K[X,Y] nun quadratfrei in K[X,Y]. Mit Lemma 5.19 ist dann auch das q €
K|[T,Y] aus dem obigen Beweis quadratfrei. Somit besitzt nach Lemma 5.18 die Hermite-

Matrix von ¢ auch Determinante ungleich 0. Der Rest des Beweises geht nun auch noch
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durch, da die Quadratfreiheit lediglich benétigt wird, um det(H) # 0 zu zeigen.

Also wenn man beispielsweise ein rein reelles Polynom in Q[X, Y] hat, dann kann man
mit einem effizienten Algorithmus die quadratfreie Zerlegung in Q[X,Y] des Polynoms
ausrechnen und damit dann weiterrechnen. Dies erleichtert diesen Teil der Konstruktion
erheblich und 16st auch (zumindest in diesem Teil) das vor 3.25 angesprochene Problem,
dass man in den reellen Zahlen nicht effektiv rechnen kann. Das einzige Problem bleibt
noch die Berechnung der Faktorisierung der Hermite-Matrix, wie schon in 3.25 angespro-

chen.

Beispiel 6.4. Ziel dieses Beispiels ist es, eine Determinantendarstellung eines rein reellen
Polynoms vom Grad 3 zu berechnen. Betrachte das Polynom aus dem Beispiel in der

Einleitung und zwar

p=(X—-1P+ (Y -1 +3(X-1)(Y —-1)
= X% —3X24+3XY +Y?-3Y?2+1.

Gehe nun wie im Beweis von 6.1 vor:

Betrachte das Polynom

1Y
e
1 p(T’T)

=T3—3TY?4+3TY —3T+Y?+ 1.

Stelle die Begleitmatrix von ¢ auf:

00 -Y3-1
C= 1 0 3Y?—-3Y+3
0 1 0
Es gelten
0 -Y3-1 0
C*=|0 3Y?2-3Y +3 -Y3-1 1,
1 0 3Y2-3Y +3
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—y3 1 0 —(Y3+1)(3Y2—3Y +3)

C*=| 3Y?-3Y +3 —Y3 -1 (32 -3Y +3)% |,
0 3Y2—-3Y +3 —Y3 -1
0 —(Y3+1)(3Y%2—-3Y +3) (V3 +1)
Ct = ~Y? -1 (3Y2 —3Y +3)2 —2(Y?+1)(3Y? —3Y +3)
3Y2-3Y +3 ~Y3 -1 (3Y2 — 3Y + 3)?
und somit

0 6(Y?—-Y+1)
H= 0 6(Y2—-Y +1) —3(Y?*+1)
6(Y?—-Y +1) —3(Y?*+1) 18(Y2—Y +1)?

Als nachstes muss H mit Satz 3.24 faktorisiert werden.

Zuerst muss H aufgeteilt werden in

6(Y2—-Y +1) -3(Y3+1)
=3, ¢1:=(0, 6(Y2=Y +1)T und R, := ) )
PL=3, q1:= (0, 6 ) : ( S3(Y3 1) 18(YZ—Y 4 1)2

Faktorisiere als nachstes

2 . 3
DR — = 18(Y2—Y +1) 9(Y3+1)
—9(Y*+1) 18(Y2—Y +1)?
2 -Y -1
=9(Y2-Y +1) :
—_— o\ Y -1 2(Y2-Y +1)
:If [ 7
A

Dazu geniigt es offensichtlich f und A zu faktorisieren.

Das Faktorisieren von f geht ganz einfach zum Beispiel mit der Mitternachtsformel.
Fiir g:=3Y — 2 — i3 = 2(2Y — 1 —iV/3) ist

2

:Z((4Y2—4Y+1)+3)=9(Y2—Y+1)

= f.

g9 = <§> (2Y —14+iV3)(2Y —1—iV3) = Z((QY — 1)+ (V3)?)
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Teile A auf und erhalte
pri=2, @g:=—Y —lund Ry :=2(Y?-Y +1).
Faktorisiere nun ps Ry — ¢2q3 :

p2R2—Q2Q2T:4(Y2_Y+1) _(Y+1>2
—4Y? —4Y +4-Y?*-2Y —1
=3(Y2-2Y +1)
= V3(Y —1)V3(Y —1).

Durch Zusammenfiigen erhéalt man die Matrix

N o= b2 Q;‘F
0 V3(Y -1)
(2 Y-
o VBy -1 )’
fiir die ppA = 24 = N*N gilt. Also gilt

<\/§ _Vg<y+1>)*<\/§ -
A= e
0 By -1 0

Insgesamt gilt also
PRy —qigf = fA=g"gN*N = (gN)*gN.

Fiige nun zusammen und erhalte

oH =3 — (7 @) (mod
0 gN 0 gN
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Es gilt

3 . V2 —2(Y +1)
gN—§(2Y—1—1\/§)< . %g(y_l))

B2y —1-iVB) -2V +1)(2Y - 1-iV3)

B 0 2y 1)@y -1-iv3) |’

Normiere und erhalte so

'_ﬁ poq
©:= 3 (o gN>
2V3(Y2—Y +1)

Koy —1-iv3) —¥B(v +1)(2Y —1—iV3)

|§

OO%

0 22V -1)(2Y —1—iV3)
Es gilt
H=0QQ

Das Inverse von @ in C(Y)3*3 ist

V3 0 — 4/2(Y2-Y +1)

3 3(Y-1)(2Y —1-iVv3)

Q—l — 0 V6 V2(Y+1)
3(2Y —iv3-1) 3(Y—1)(2Y —1—iv/3)
0 0 2y2

3(Y—1)(2Y —1—-iv3)

Definiere nun das lineare hermitesche Matrixpolynom

M :=QCQ!

0 L2(2Y +iv3-1) 0

= 2@y -iv3-1) LY +1) Ly -1

0 By —1) (v +1)

Wiihle hermiteschen Matrizen A;, Ay € C3*3 derart, dass M = —Y Ay — A;. Also gilt

0 ~22(/3-1) 0 0 —v2 0
0 V3 1 0 V3 1
2 2 2 2
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Insgesamt gilt nun

P = det(]3 —+ XAl —+ YAQ)

0 ~2(/3-1) 0 0 —v2 0
=det | I;+ X | 2(v3+1) ! Blry|—v2 L -8
0 V3 1 0 ¥ _1
2 2 2 2
1 2(-ivV3+1)X —V2Y 0
=det | L(iV3+1)X — V2V 1+1ix+1ly Bx LBy
0 B LBy 1-1x -1y

Beispiel 6.5. Sei p € R[X, Y] rein reell mit d := deg(p) = 2. Schreibe ¢ := T?p(7, %) =

T?+p T +py € R[T, Y], wobei p1, po € R[Y]. Da p rein reell ist, hat ¢(T,y) fiir alle y € R
nur reelle Nullstellen, also gilt p?(y) — 4p2(y) > 0 fiir alle y € R. Also gibt es f € C[Y]
mit p? — 4py = f*f (was man durch Aufteilen der Nullstellen erreicht, da sie in komplex
konjugierten Parchen kommen). Sei nun C' die Begleitmatrix von ¢ (aufgefasst als Polynom
mit Koeffizienten in R[Y] und in der Unbekannten T') und H = (tr(C*7~?)); jeq10) die

Hermite-Matrix von q.

0 — 2 -
C = ) m-= L) e Ry
1 -y —p1 Py — 2p2

Da p rein reell ist, ist H positiv semidefinit und kann somit faktorisiert werden (siehe
Beispiel 3.26). Wéhle

Q= (? _f " ) ,

5

dann gilt H = Q*Q.
Gelte nun det(H) # 0 und somit auch f = det(Q) # 0. Dann kann man M := QCQ~!
definieren und erhalt

()

§f —35D1

und somit auch ¢ = det(7Iy— M ). Letzteres gilt nattirlich auch fiir det(H) = 0 und f = 0.
Es gilt deg(p;) < 1 und deg(f) < 1 und somit ist M linear. Also gibt es A, B € C**?
hermitesch mit ¢ = det(T'I, + A+ Y B). Insgesamt gilt also

1Y
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Beispiel 6.6. Betrachte wieder das rein reelle Polynom p=1— X? —Y? € Q[X, Y] und
q=T%(7,%)=T?-Y?*-1€Q[X,Y]. Sei

T T
0 Y2+1
C= € QY>*
(1 O) QLY

die Begleitmatrix von ¢ und

2 0 2x2
= <0 2Y? +1) ) € QlY]

die Hermite-Matrix von ¢. Eine Faktorisierung von H sieht man schon direkt. Fiir

(V2 0
Q"( 0 ﬁ(Y—i))

gilt ndmlich H = Q*Q und det(Q) = 2(Y — i) hat nur Nullstellen mit positivem Imagi-

nérteil. Es gilt
v2 0
Q_l _ 2
— . v )
20y —i)
Sei nun

M::QCQ—lz( 0 V2(Y +1))Q_1:<Y+? Y-;)

Also ist M ein lineares hermitesches Matrixpolynom. Wihle A, B € C?*? hermitesch mit
M = -YB — A. Also gilt

A= 01 und B = 0 -1
—-i 0 -1 0
0 i 0 -1
p:det(]2+XA+YB):det<]2+X( '0>+Y< ) 0)).
_1 J—

und
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Beispiel 6.7. Der ausgefiillte Einheitskreis des R?, also die Menge
{(z,y) eR* |1 —a” —y* > 0}
ist ein Spektraeder, denn:

0 i 0 -1
Definiere die Matrizen A := ( . ;) und B := ( Lo ) Es gilt
_1 —_—

1-X?—-Y?=det(l, + XA+ YDB).
Wie man auf A und B kommt, sah man in Beispiel 6.6. Aufterdem ist fiir z,y € R

1—2>—y* >0 det(ly + A +yB) >0

<:>det( iz —y )

1 _
& det iz >0&1>0
—ir —y 1

1 ir —
& . V) st positiv semidefinit
—ir—y 1

& Io + x A+ yB ist positiv semidefinit.

In der vorletzten Aquivalenz geht das Hauptminoren-Kriterium fiir Positivsemidefinitheit

ein. Also gilt

{(z,y) eR* |1 —2® —y* >0} = {(z,9y) € R® | I + 2A + yB ist positiv definit}.

Warnung 6.8. Im Allgemeinen stimmt es jedoch nicht, dass Mengen der Form
{(x,y) € R? | det(I; + A+ yB) > 0} Spektraeder sind, da sie im Gegensatz zu Spektra-
edern nicht immer konvex sein miissen. Hierfiir muss man eine neue Klasse von Mengen

einfiihren und zwar

{(z,y) € R* |Vt € (0,1) : p(at, yt) # 0},

wobei p € R[X, Y] rein reell sein muss. Im Folgenden wird mit Hilfe einer Determinanten-
darstellung von p gezeigt, dass diese Menge (falls p rein reell ist) immer ein Spektraeder

1st.
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Notation 6.9. Sei R ein Ring und aq,...,a, € R. Dann wird mit

a1
diag(ay,...,a,) ==
7
die Diagonalmatrix mit den Diagonaleintragen aq, ..., a, notiert.
Korollar 6.10 (| | Proposition 2.12). Sei p € R[X, Y] rein reell. Dann ist

C(p) == {(z,y) e R* |Vt € (0,1) : p(at, yt) # 0}

ein Spektraeder.

Beweis. Wihle mit dem Satz von Helton-Vinnikov A, B € C%? hermitesch mit p =
det(I; + XA+ Y B), wobei d = deg(p). Seien z,y € R. Es ist

Vvt € (0,1): p(zt,yt) #0 <= I;+ xA + yB positiv semidefinit

zu zeigen. Withle U € C%¢ unitir und D = diag(\, ..., \g) diagonal (\y,...,A\q € R)
derart, dass D = U(zA + yB)U*. Es gilt nun also

I; + A+ yB ist positiv semidefinit <= [I; + D ist positiv semidefinit
1+X>0,...,14+X;2>0

Vie (0,1):14+tA >0,...,14+t\g>0
Vie (0,1):1+tA #0,...,14+tAg#0
vVt € det(I;+tD) #0

vVt e det(ly +tzA+tyB) #0

Vt € p(at,yt) # 0

Y

0,1
0,1
0,1

[ I A

(0,1):
(0,1):
(0,1):
(0,1):

Also ist C(p) ein Spektraeder, ndmlich

{(z,y) € R* | I; + 1A + yB ist positiv semidefinit}.
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