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Notationen und Konventionen

N={1,23,...}

Ny ={0,1,2,3,...} = NU {0}

n,d, k seien natiirliche Zahlen oder gleich 0.

I; (manchmal auch nur I) bezeichnet die Einheitsmatrix (der Grofe d x d).
X, Y, T seien Variablen

X :=(Xy,...,X,) sei ein n-Tupel von Variablen (n € Ny)

RIX] =R[Xy,...,X,]

X = X" ... X% wobei a € Nj.

Alle Ringe (aufer natiirlich Matrizenringe) seien kommutativ.

AT ist die Transponierte einer Matrix A.

Skewy(R) ist die Menge der (d x d)-Matrizen A iiber einem Ring R mit
A+ AT =0.

STRY:={p+...4+p% | meNy,pi,...,pm € R}, wobei R ein Ring ist.

Ist R ein Ring und M ein R-Modul, a € M, K,L C M und N C R, dann

sind

a+L:={a+m|melL},
N-L:={nl|neN,leL},
K+L={k+l|keK,lcL).



Notationen und Konventionen

Fiir ein S € R™ und p € R[X] schreiben wir
p >0 auf S,
falls p(x) > 0 fur alle x € S gilt.
e; ist der i-te Einheitsvektor.
R(X3,...,X,) ist der Quotientenkdrper von R[X].

Ox,p ist die formale Ableitung von p € R[X] nach der Variablen X; fiir ein
ie{l,...,n}.

diag(as, ..., aq) notiert fiir ay,...,aq € R die Diagonalmatrix

ay
c Rdxd

Qq



Einleitung

Ein semidefinites Programm (SDP) ist ein Optimierungsproblem der Form:

Minimiere [(x) iiber x € R™ mit Ag + z14; + ... + x, A, ist psd.

Hierbei ist [ € R[X] linear und Ay, ..., A,, € R%*9 sind symmetrisch. Die zulissigen
Mengen
{x eR" | Ag + v1 A1 + ... + 2, A, ist psd}

werden Spektraeder genannt.

Wir werden Spektraeder der Form S := {z € R" | I;+ 21 A, +...+2,A, ist psd}
betrachten (Ay, ..., A, € R¥4symmetrisch), das heift wir betrachten Spektraeder
mit 0 im Inneren (siche zum Beispiel [S1, Lemma 8.3]).

Um zu testen, ob eine konvexe Menge ein Spektraeder ist, ist es sinnvoll, den
Rand der konvexen Menge genauer zu untersuchen. Ein Polynom, welches auf dem

Rand von S veschwindet, ist zum Beispiel das Polynom

Wir nennen ein Polynom p € R[X] rein reell, falls fiir alle a € R das univariate
Polynom p(T'a) € R[T] nur reelle Nullstellen hat.

Zum Beispiel ein univariates Polynom p € R[X] mit p(0) # 0 ist genau dann
rein reell, wenn es nur reelle Nullstellen besitzt.

Das Polynom
p=(X—-1P+ ¥ -1 +3(X-1)(Y -1)

ist rein reell. Betrachtet man eine Ursprungsgerade, so hat diese stets 3 Schnitt-
punkte mit der blauen Nullstellenmenge im Bild unten, wenn mehrfache Nullstellen
entsprechend ihrer Vielfachheit (zum Beispiel, wenn a = (1, 1)) und Nullstellen im

Unendlichen (zum Beispiel, wenn a = (1, —1)) mitzéhlt.



8 Einleitung

Wir sagen, dass ein Polynom p von Grad d eine Determinantendarstellung be-
sitzt, falls es symmetrische Matrizen A1, ..., A, € R4 mit p = det(I; + X1 A1 +
...+ X, A,) gibt. Besitzt ein Polynom eine Determiantendarstellung, so ist es
rein reell. Also kann man umgekehrt fragen, ob jedes rein reelle Polynom eine De-
terminantendarstellung besitzt. Helton und Vinnikov [HV] zeigten, dass dies fiir
Polynome in 2 Variablen stimmt und Bréndén [Bré| zeigte, dass es im Allgemeinen
nicht funktioniert und gab ein konkretes Gegenbeispiel an.

Da uns die Geometrie von Spektraedern interessiert, kann man eine abgeschwéch-
te Vermutung auch fiir Spektraeder aufstellen. Dazu miissen wir aber zuerst zu
einem rein reellen Polynom ein geometrisches Objekt zuordnen:

Ist p € R[X] rein reell, so wird die Menge
C(p) :={z eR" |Vt e (0,1):p(tz) # 0}

starr konvexr genannt (und sie ist wirklich auch konvex wie Garding [Gar| zeigte).

In obigem Beispiel ist die starr konvexe Menge die rote Menge im folgenden
Bild.

Besitzt p eine Determinantendarstellung p = det(/ + X1 A4; +...+ X,,A,,), so ist
C(p) ein Spektraeder und zwar

Clp)={xeR" | I +x1A1+ ...+ x,A, ist psd}.
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Der oben erwiahnte Satz von Helton und Vinnikov besagt also insbesondere,
dass die rote Menge ein Spektraeder ist. Dies ware auch fiir hherdimensionale

starr konvexe Mengen wiinschenswert.

Verallgemeinerte Lax Vermutung

Jede starr konvexe Menge ist ein Spektraeder.

Die Vermutung ist noch offen. Eine dquivalente Formulierung ist:

Sei p € R[X] rein reell, dann gibt es ¢ € R[X] mit
1. pq besitzt eine Determinantendarstellung,

2. C(p) € C(q)-

Wir werden 1. fiir sogenannte strikt rein reelle Polynome zeigen, dabei wer-
den wir jedoch keine Kontrolle iiber den Kofaktor ¢ haben. Also haben wir keine
Hoffnung den zweiten Punkt auch direkt mitzuzeigen.

Ein Polynom p € R[X] von Grad d heifst strikt rein reell, falls p(Ta) € R[T] fiir
alle a € R™\ {0} genau d reelle Nullstellen hat oder Grad d — 1 und genau d — 1
reelle Nullstellen hat. Das heifit, strikt rein reelle Polynome sind die rein reellen
Polynome, die entlang jeder Ursprungsgerade genau d verschiedene Nullstellen
haben, wobei wir Nullstellen im Unendlichen mitzéahlen.

Betrachtet man wieder im Bild oben die Ursprungsgerade, die von (1, 1) aufge-
spannt wird, so hat diese nur zwei Schnittpunkte mit der Nullstellenmenge (gezahlt
dieses Mal ohne Vielfachheiten). Also ist das Polynom p = (X —1)3 + (Y —1)3 +
3(X — 1)(Y — 1) nicht strikt rein reell.

Fiir d € N liegt die Menge der strikt rein reellen Polynome von Grad kleiner d
dicht in der Menge der rein reellen Polynome von Grad kleiner d (vergleiche [Nuil).
Es ist jedoch nicht moglich dhnlich wie in [GKVW] mit einem Limes-Argument
eine Determinantendarstellung fiir Vielfache rein reeller Polynome zu finden, die
nicht strikt rein reell sind, da wir keine Kontrolle {iber den Kofaktor haben.

Unser Beweis basiert auf [Kuml| von Kummer, verwendet jedoch die Hermite-
Matrix wie es Netzer, Plaumann und Thom in |[NPT] taten, die das Finden ei-
ner Determinantendarstellung auf die Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems
(LGS) reduziert haben.
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Die Arbeit ist in 5 Kapitel gegliedert. Im ersten Kapitel werden wir ein paar
Eigenschaften zu rein reellen Polynomen sammeln und die Hermite-Matrix zum
Zahlen von Nullstellen einfithren. Wir werden unser rein reelles Polynom p homo-
genisieren und die Hermite-Matrix H der Homogenisierung betrachten. Diese wird
dann psd sein und sogar pd, falls p sogar strikt rein reell ist.

Im zweiten Kapitel zeigen wir einen (homogenen) Matrixpositivstellensatz, mit
dem wir die positiv definite Hermite-Matrix H faktorisieren konnen in ¢H = QQ7,
wobei () ein Matrixpolynom und ¢ eine positiv definite homogene Quadratsumme
ist. Hierflir verwenden wir einen inhomogenen Matrixpositivstellensatz, fiir den wir
einen neuen Beweis geben. Aufserdem schaffen wir es den reellen Nullstellensatz
im Beweis der homogenen Version zu vermeiden. Hier diskutieren wir auch, wie
man mit Hilfe eines SDPs eine solche Faktorisierung finden kann.

In den Kapiteln drei und vier werden wir dann das Hauptresultat beweisen, in-
dem wir die Losbarkeit eines LGS zeigen. Das LGS entsteht bei der Suche nach
einem symmetrischen linearen Matrixpolynom M mit QM = CT(Q, wobei C die
Begleitmatrix der Homogenisierung von p ist. Wenn wir ein solches M gefunden ha-
ben, so ist det(I — M) schon automatisch ein Vielfaches von p. In Kapitel drei wer-
den wir ein Lemma beweisen, das es uns ermoglicht, aus einer nicht-symmetrischen
Losung M von QM = CT(Q eine symmetrische zu bekommen.

Im letzten Kapitel werden wir uns dann noch einen Ansatz anschauen, bei dem
wir unser strikt rein reelles Polynom als parametrisierte Familie univariater Poly-
nome betrachten. Wir betrachten wieder die Homogenisierung P € R[X, 7] von un-
serem strikt rein reellen Polynom und f := P(1, Xs,...,X,,,T). Dann hat f(z,T)
fiir alle z € R™! nur reelle einfache Nullstellen und die (reelle) Hermite-Matrix
H(1,z) ist pd. Der inhomogene Matrixpositivstellensatz gibt uns dann ein Zerti-
fikat

1+ H(1,Xy,...,X,) =1+ QQ7T,

wobei () ein Matrixpolynom und ¢ eine Quadratsumme ist. Weiter bekommen wir
eine Darstellung von einem Vielfachen von f als charakteristisches Polynom ei-
nes symmetrischen Matrixpolynoms. Aus dieser Darstellung kann man zwar den
Kofaktor der Darstellung ablesen, es ist jedoch im Allgemeinen nicht moglich ei-
ne Determinantendarstellung eines Vielfachen des strikt rein reellen Polynoms zu

bekommen.
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Hermite-Matrix

Definition 1.1 Ein Polynom p € R[X] mit p(0) = 1 und von Grad d heift rein re-
ell, falls fir alle @ € R™ das univariate Polynom p(7T'a) € R[T] nur reelle Nullstellen
besitzt. Weiter heifst p strikt rein reell, falls es nur reelle einfache Nullstellen entlang
jeder Ursprungsgerade besitzt (und zwar auch hochstens eine einfache Nullstelle
im Unendlichen), das heifst, dass fiir alle a € R™\ {0} das univariate Polynom
p(Ta) € R[T] genau d verschiedene reelle Nullstellen besitzt und von Grad d ist
oder dass es von Grad d — 1 ist und d — 1 reelle Nullstellen besitzt (gezahlt ohne
Vielfachheiten).
Mehr zu der Definition von strikt rein reellen Polynomen in Bemerkung [I.32]

Bemerkung 1.2 Strikt rein reelle Polynome sind natiirlich rein reell.

Die Voraussetzung p(0) = 1 bei der Definition eines rein reellen Polynoms p ist
lediglich eine Normierung. Damit p(7'0) = p(0) nur reelle Nullstellen besitzt, muss
insbesondere p(0) # 0 gelten.

Ein univariates Polynom p € R[X] mit p(0) = 1 ist genau dann rein reell, wenn
es nur reelle Nullstellen besitzt. Weiter ist es genau dann strikt rein reell, wenn es

nur einfache reelle Nullstellen besitzt.

Beispiel 1.3 Das Polynom p :=1—X?-Y?—- 72 € R[X,Y, Z] ist strikt rein reell,
denn das Polynom

T2 g% g2 2

hat fiir alle (z,y,2) € R?\ {0} genau 2 reelle Nullstellen.
Auch geometrisch passt das, denn die reelle Nullstellenmenge beschreibt eine
Kugel, welche den Ursprung als Mittelpunkt hat. Also hat jede Ursprungsgerade

genau 2 Schnittpunkte mit der reellen Nullstellenmenge.

11
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Notation 1.4 Sei R ein Ring und M € R%*? eine Matrix. Dann notieren wir mit
xum =det(T'1y; — M) € R[T| das charakteristische Polynom von M.

Erinnerung 1.5 Sei M € R eine symmetrische Matrix. Dann hat y; nur reelle

Nullstellen und ist normiert. Gleiches gilt fiir hermitesche Matrizen.

Proposition 1.6 Scien A;,..., A, € R™9 symmetrische Matrizen. Dann ist das
Polynom
p = det([d + XlAl + ...+ XnAn)

rein reell.
Beweis. Erstmal ist p(0) = 1 klar. Sei also a € R™. Wir wollen zeigen, dass
q:=p(Ta)=det(l;+T(a A + ...+ a,A,)) € R[T]
nur reelle Nullstellen besitzt. Notiere
M = —(a1A1 + ... + a,A,).

Dann gilt ¢ = det(l; — TM). Betrachte das Polynom ¢* := T (1) (das ist das
reziproke Polynom von ¢, falls d = deg ¢). Es gilt also

1 1
¢ =T% (T) = T" det (Id - TM> = det(Tly — M) = xu-

Da M symmetrisch ist, hat x,; nur reelle Nullstellen. Da fiir jede Nullstelle ¢t € C
von ¢ auch ¢! eine Nullstelle von ¢* ist, ist ¢ € R (beachte ¢(0) = p(0) = 1). Also

ist p rein reell. OJ

Sprechweise 1.7 Wir sagen, dass ein (rein reelles) Polynom p € R[X] von Grad d
eine Determinantendarstellung besitzt, falls es symmetrische Matrizen Ay, ..., A, €
R4 mit

p=det(ly+ X141 + ...+ X, An)

gibt.

Bemerkung 1.8 In Proposition haben wir gesehen, dass jedes Polynom, wel-

ches eine Determinatendarstellung besitzt, rein reell ist.
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Die Umkehrung stimmt im Allgemeinen nicht (siehe [Bré)). Helton und Vinnikov
zeigten, dass bivariate rein reelle Polynome stets eine Determinantendarstellung
besitzen (siehe [HV] und siehe [GKVW]| und [Saw]| fiir einfache Beweise fiir hermi-
tesche Determinantendarstellungen).

Satz 1.9 (Satz von Helton und Vinnikov) Sei p € R[X, Y] mit p(0) = 1 von Grad
d. Dann ist p genau dann rein reell, wenn es symmetrische Matrizen A, B € R4
gibt mit

p=det(ly+ XA+ YDB).

Beweis. Siehe zum Beispiel [HV]. O

Korollar 1.10 Sei p € R[X, Y] mit p(0) = 1 von Grad d. Dann ist p genau dann

rein reell, wenn es hermitesche Matrizen A, B € C¥¢ gibt mit
p=det(ly+ XA+ YDB).
Beweis. Siehe zum Beispiel [Saw| oder [GKVW]. O
Definition 1.11 Sei p € R[X] rein reell. Dann nennen wir die Menge
Clp) :=={z e R" [Vt € (0,1) : p(tx) # 0}
starr konvex.

Bemerkung 1.12 Ist p € R[X] rein reell, so ist C(p) konvex, wie Garding [Garl,
Satz 2| (fiir Hyperbolizitéstkegel) feststellte (siche auch [S1, Satz 2.15]).

Erinnerung 1.13 Eine reelle symmetrische Matrix...
e ..hat nur reelle Eigenwerte.
o .. .heift positiv semidefinit (psd), falls sie keine negativen Eigenwerte besitzt.
o . heilst positiv definit (pd), falls sie nur positive Eigenwerte besitzt.

Definition 1.14 Eine Menge S C R™ heilkt Spektraeder, falls es symmetrische
Matrizen Ao, ..., A, € R gibt mit

S={zxeR"| Ay + 2141 + ...+ 2,A, ist psd}.
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Wir schreiben manchmal etwas nachléssig, dass die lineare Matrizungleichung
Ao+ XiA1 4+ ...+ X, A, =0

den Spektraeder S definiert. Hierbei meint ,,>= 0, dass die Matrix, die durch Ein-

setzen eines Punktes aus S entsteht, psd sein soll.

Proposition 1.15 ([S1, Proposition 2.12]) Sei p € R[X] ein (rein reelles) Polynom

mit Determinantendarstellung. Dann ist C(p) ein Spektraeder.

Beweis. Seien Ay, ..., A, € R symmetrische Matrizen mit
p=det(ly + X141+ ...+ X, A,).
Wir zeigen
Clp)={zeR" | I;+x1A + ...+ 2,4, ist psd}.

Sei z € R™. Sei U € R orthogonal und D = diag(\y, ..., \q) mit UMU! =
D, wobei M := x1A; + ... + 2,A, und Aq,..., \; € R die Eigenwerte (gezéhlt
entsprechend ihrer Vielfachheiten) von M sind. Es gilt

z € C(p) vVt € (0,1) : p(tx) #0
vVt € (0,1) : p(tx) >0

Vit e (0,1) : det(Iy+tM) >0

(0,1) : det(lg +tD) >0

Vte (0,1):Vie{l,....,d} : 14+t\; >0
14X >0,....,14+X;>0
I;+ D ist psd

[ A A

Iy + 1A+ ...+ x,A, ist psd.
H

Die Umkehrung der Proposition ist noch offen und bekannt als verallgemeinerte
Lazx- Vermutung. Siehe |Lax] fir die Lax-Vermutung und [HV] fiir die verallgemei-

nerte Lax-Vermutung.

Vermutung 1.16 (Verallgemeinerte Lax-Vermutung) Fiir jedes rein reelle Polynom
p € R[X] ist C(p) ein Spektraeder.
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Proposition 1.17 ([S1, Satz 8.8]) Sei p € R[X] rein reell und ¢ € R[X] derart,

dass pq eine Determinantendarstellung besitzt und dass

C(p) C C(q)

gilt. Dann ist C(p) ein Spektraeder.

Beweis. Nach vorheriger Proposition ist C(pg) ein Spektraeder. Also reicht es
C(pq) = C(p) zu zeigen. Es gilt wie gewiinscht

C(pq) = C(p) N C(q) = C(p).
0

Bemerkung 1.18 Die Umkehrung der vorherigen Proposition gilt auch (siehe zum
Beispiel [S1), Satz 8.8]).
Um die Verallgemeinerte Lax-Vermutung zu zeigen, reicht es also die Vorausset-

zung der vorherigen Proposition fiir alle rein reelle Polynome zu priifen.

Definition 1.19 Sei R ein Ring und p = X% + a4 1 X'+ ... + ap € R[X] ein

normiertes Polynom mit Koeffizienten ay, . .., a4_1 in R. Definiere die Begleitmatrixz
von p durch
0 -+ - 0 —ag
1 . : :
Co=10 . .+ € R™,
0
0O -+ 0 1 —ag

Erinnerung 1.20 Es gilt p = det(XI — C,) = x¢, fiir normiertes p € R[X].

Definition 1.21 Sei R ein Ring und p € R[X] ein normiertes Polynom von Grad d.

77777

von p.

Erinnerung 1.22 ([S2] Korollar 1.6.6]) Sei p € R[X] ein normiertes Polynom von
Grad d und H € R%9 dessen Hermite-Matrix. Dann ist der Rang von H die
Anzahl der komplexen Nullstellen von p und das Signum von H die Anzahl der

reellen Nullstellen von p.
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Bemerkung 1.23 Vorherige Erinnerung bedeutet insbesondere, dass ein normier-
tes Polynom genau dann nur reelle Nullstellen besitzt, wenn dessen Hermite-Matrix
psd ist. Weiter besitzt es genau dann nur einfache reelle Nullstellen, wenn dessen

Hermite-Matrix pd ist.

Sprechweise 1.24 Die Elemente von R[X]?¢ = R%4[X] nennen wir auch Ma-

trizpolynome.

Notation 1.25 Sei M = (m;;);; € R[X]™¢ ein Matrixpolynom (m,; € R[X])
und z € R™. Dann notieren wir mit M (z) die Matrix (m;;(x));; € R

Definition 1.26 Wir nennen ein Matrixpolynom M € R[X]%*? positiv semidefinit
(psd), falls M (z) fiir alle x € R™ psd ist. Weiter heist M positiv definit (pd), falls
M (z) fir alle x € R™\ {0} pd ist.

Bemerkung 1.27 Bei der Positivdefinitheit eines Matrixpolynoms fordern wir
nicht, dass dieses an der Stelle 0 positiv definit ist, denn wir werden hauptséachlich

Matrixpolynome mit homogenen Eintragen betrachten.

Bemerkung 1.28 Eine Matrix M € R%*? ist genau dann als reelle Matrix psd
(pd), wenn sie als Matrixpolynom (aufgefasst in R[X]9*9) psd (pd) ist.

Psd Matrixpolynome sind automatisch (als Matrizen) symmetrisch.

Beispiel 1.29 Sei p € R[X] = R[X]"*!. Dann ist p genau dann psd, wenn p(z) > 0
fir alle x € R™ gilt. Weiter ist p genau dann pd, wenn p(z) > 0 fiir alle z € R™\ {0}
gilt.

Definition 1.30 Sei R ein Ring und p € R[X] ein Polynom von Grad d. Dann
heift das Polynom 7% (%, o %) € R[X,T)] Homogenisierung von p.

Proposition 1.31 ([NPT, Korollar 1.2]) Sei p € R[X] ein Polynom von Grad d mit
Homogenisierung P € R[X, 7| und p(0) = 1. Sei H € R[X]%*¢ die Hermite-Matrix
von P. Dann ist p genau dann rein reell, wenn H psd ist. Weiter ist p genau dann

strikt rein reell, wenn H pd ist.
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Beweis. Fir alle a € R™\ {0} gilt:

p(aT) hat d reelle Nullstellen oder hat Grad d — 1 und d — 1 reelle Nullstellen

« 1
PUN (a,T) = T% (?a> hat d reelle Nullstellen

iz H(a) ist pd.

Also haben wir, dass p genau dann strikt rein reell ist, wenn H pd ist.

Die Aussage iiber rein reelle Polynome geht analog. O

Bemerkung 1.32 Die Definition von strikt rein reell ist genau so gewéhlt, dass

man bei (%) eine Aquivalenz bekommt und die Hermite-Matrix pd ist.

Beispiel 1.33 Das Polynom p := (1 — X —Y)(1+ X +Y) € R[X,Y] ist als

Produkt von linearen Polynomen rein reell. Die Begleitmatrix der Homogenisierung

P=T2—(X+Y)2ist
oo [0 (X+Yp
1 0

H:<2 0 )
0 2(X +Y)?

Da aber H an der Stelle (1, —1) nicht pd ist, ist p nicht strikt rein reell. Dies hétte

man auch direkt sehen konnen, denn

und die Hermite-Matrix

p(T,-T)=1-T+T)1+T-T)=1
hat keine Nullstellen, aber p ist von Grad 2.

Die néchste Erinnerung und das darauffolgende Lemma bendtigen wir, damit

unsere Determinantendarstellung auch symmetrisch wird.

Erinnerung 1.34 (siehe zum Beispiel [Saw, Lemma 5.10] fiir einen detaillierten Be-
weis) Sei p € R[X| normiert von Grad d mit nur reellen Nullstellen. Dann ist die

Begleitmatrix C' von p die Darstellungsmatrix des Vektorraumendomorphismuses
¢:RX]/(p) = RIX]/(p), T— Xq (¢€R[X])

beziiglich der Basis (1,..., X9-1).
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Seien ay, . ..,ay € R die Nullstellen von p (gezédhlt entsprechend ihrer Vielfach-

heiten), so definiert

b:RIX]/(p) x RIX]/(p) = R, (F,9)— > fla)ga)  (fg€RIX])

i=1
eine positiv semidefinite symmetrische Bilinearform auf R[X]/(p). Es gilt
b(p(v), w) = blv, p(w))

fir alle v, w € R[X]/(p) und die Hermite-Matrix H von p ist die Darstellungsma-
trix von b beziiglich der Basis (1,..., X91). Also gilt

CTH = HC.

Lemma 1.35 (NPT, Lemma 2.2]) Sei p € R[X] rein reell von Grad d. Sei P €
R[X, T] die Homogenisierung von p. Schreibe H € R[X]%*? fiir die Hermite-Matrix
und C € R[X]¥ fiir die Begleitmatrix von P. Dann gilt

CTH = HC.

Beweis. Da fir a € R™ \ {0} die Matrix H(a) die Hermite-Matrix und C'(a) die
Begleitmatrix des Polynoms P(a,T) ist (welches nur reelle Nullstellen besitzt),
folgt mit vorheriger Erinnerung C(a)? H(a) = H(a)C(a). O



§2 Matrixpositivstellensatz

In diesem Kapitel verallgemeinern wir den Positivstellensatz von Krivine und Sten-
gle auf Matrixpolynome und folgern eine homogene Version der Verallgemeinerung.
Der Matrixpositivstellensatz wurde in [Kum3| und der homogene Matrixpositiv-
stellensatz wurde in [Kuml| bewiesen und ist auf unsere Anwendung zurechtge-
schnitten. Wir werden jedoch einen anderen Beweis geben, der Methoden aus [HS]

verwendet.

Satz 2.1 (Krivine-Stengle-Positivstellensatz, [Kri, Ste]) Sei p € R[X]. Dann sind die

folgenden Aussagen dquivalent:
e p >0 auf R",
o dge Y R[X]?: gp € 1+ X RIXP,
e Jge X RIX]*: (1+¢)pel+ X RX]

Satz 2.2 (Matrixpositivstellensatz, [Kum3|, Satz 3.14]) Sei A € R[X]%*? ein Matrix-
polynom derart, dass A(a) fiir alle @ € R" pd ist. Dann gibt es ein Q € R[X]4*k
und ein ¢ € Y R[X]? mit

(1 + Q)A =1;+ QQT
Die Riickrichtung gilt natiirlich auch.

Bevor wir den Satz beweisen konnen, brauchen wir noch ein Lemma und ein

wenig Notation.

Lemma 2.3 ([HS, Bemerkung 3.5]) Sei d € N mit d > 2. Sei A € R¥*? pd und
seien a,b € R, v,w € R¥ ! und C, D € RE-Dx(d=1) it

(0 3)-00)

19
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T

Dann sind bD — ww? und aC — vv’ auch positiv definit.

Beweis. Betrachte die Matrizen

bl;_ 1 =T
U .= d TI 0 und V = v )
—w? 1 0 alqg—y
UT AU — bl, 1 —w bD — ww? w _ bD — ww” 0
| 0 b 0 1
iy (10 \[a 0 _(r o
N\ v aly ) \v aC—wT)  T\0 aC -7 )’

(. J/
~~

AV

Es gilt

und

Da A positiv definit ist, ist somit auch bD — ww? und aC — vv’ positiv definit,
da a >0 und b > 0. O]

Definition 2.4 Wir sagen, dass ein Matrixpolynom A € R[X]%*¢ eine (d x d)-
Quadratsumme ist, wenn es eine Matrix Q € R[X]|¥* mit A = QQT gibt. Wir
schreiben SOS; fiir die Menge aller (d x d)-Quadratsummen.

Beispiel 2.5 Es gilt > R[X]? = SOS;.

Proposition 2.6 Seien A, B € SOS; und p € > R[X]?. Dann sind pA und A + B

auch Quadratsummen. Also in Zeichen
SOS, + 808, € SOS, und (Z R[g]z) -S08, C SOS, .

Beweis. Sei Q@ € R[X]™* und N € R[X]*! mit A = QQT und B = NNT.
Schreibe p = p? + ... + p2, mit py, ..., p, € R[X]. Dann gilt

pA:(mQ me> (plQ me>T

und

A+B= (Q N) <Q N>T.
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Beweis des Matrizpositivstellensatzes|[2.9 Wir verfahren per Induktion nach der
Grofse d € Ny des Matrixpolynoms.

Fiir d = 0 ist nichts zu zeigen und fiir d = 1 ist dies genau die Aussage des
Positivstellensatzes von Krivine und Stengle [2.1]

Gelte alsonun d > 1. Seien a,b € R[X], v,w € R[X]¥ ' und C, D € R[X](@-Dx{d-1

mit
. a v' _ D w '
v C wl b

Es sind (aC — voT)(z) und (bD — ww?)(z) fiir alle x € R™ positiv definit nach
Lemma [2.3] Wahle mit der Induktionsvoraussetzung M, N € R[X]@=1**k und
p,q € Y RIX]* mit

p(aC —vv") =1+ MM und  ¢(bD —ww’) =1, ; + NNT.

pad — pa®  pav’
pav  paC

Es gilt nun

und

I;1 + NNT + quw” qbw)

S0 (5 )-C)6)
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Somit erhalt man durch Aufaddieren

Is1 O 0 0
+qb)A € + + S0OS

0O 0 0

=I;+ |0 I; o 0 +SOS4
0O 0 0

C I;+508,.

Da (pa + qb)A € I;+ SOSy, ist ((pa + gb)A)(z) fur alle z € R™ positiv definit
und somit ist pa + gb > 0 auf R"”. Also gibt es nach dem Positivstellensatz von
Krivine und Stengle f,g € > R[X]? mit (1 + f)(pa + ¢b) = 1+ g. Es gilt also wie
gewiinscht

(1+9)A= 1+ f)(pa+gb)A € I, +S0S,.

Beispiel 2.7 Betrachte das Matrixpolynom

2
H = 0 ,
0 2X%2+2Y?+42

welches an jedem Punkt im R? pd ist. Wir miissen also
2-(2X2 +2Y?+2) = (2X2 +2Y% 4+ 2)-2
als Quadratsumme schreiben. Wihle also

N = <2X 2y \/3)

Dann gilt [; + NN7 = 4X? + 4Y? 4 4 und wir haben
2\ (2 ! 0\ (0 ! 0 0 !
2H =
0 0 EAYAY
(2X? +2Y? +2)H = +
2X?+2Y2+2) \2X?4+2Y?% + 2 0/ \0
T
N\ (N
+
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Aufaddieren und Zusammenfassen liefert

(2X? +2Y? +4)H

T
2 0 0 N 2 0 0 N

=1+ 2 2 2 2 :
0 N 2X°+2Y*+2 0 0 N 2X“+2Y*+2 0

Einfacher gilt auch H = I, + QQ?, wobei

Q= 10 0 0
S\0 1 Vvex VaY )
Bemerkung 2.8 Alternativ hétten wir auch ein SDP 16sen konnen, um eine solche
Darstellung zu bekommen. Dazu geben wir ein Kriterium an, wann ein Matrix-
polynom eine Quadratsumme ist. Fiir Polynome in Y R[X]? ist das leicht und

unter Gram-Matriz-Methode bekannt (siche zum Beispiel [S2, Satz 2.6.1]). Wir

orientieren uns hierbei an einer Bemerkung in dem Beweis von [HN| Lemma 7.

Proposition 2.9 Sei H € R[X]?*? von Grad héchstens e (als Polynom in X). Sei
N = #{X* | a € N}, |a| < e} die Anzahl der Monome von Grad kleiner gleich e
und schreibe {X“ | o € Nj, |a| < e} = {my,...,my}. Schreibe M fiir den Vektor

T
(Tlml,...,TlmN, ...... ,Tdml,...,TdmN)

und T fir den Vektor .
<T1,...,Td> .

Dann ist H € SOS,; genau dann, wenn es eine psd Matrix A € RWOX(Nd) it
M"AM = T"HT
gibt.
Beweis. Gelte H € SOS,; und sei Q € R[X]**¢ mit H = QTQ. Schreibe
Q= (Ch qd>,

wobei q1, ..., qq € RIX]*. Wihle nun Q1, ..., Q4 € RF*N mit

T
¢ = Qi (m1,-~->mN>
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und setze .
A= <Q1 Qd) <Q1 Qd> e RINOx(Na)
Es gilt
MTAM = M” (Q1 Qd)T(Q1 Qd)M
= (TlQl(ml, coomy)t L+ TaQa(my, . my)T

. (T1Q1<m1, RN ,mN)T 4+ ...+ Tde(ml, . ,mN)T

)T
T
= <T1q1 +... +qud) (T1q1 +... +qud>

=TTQTQT
=TTHT.

Sei fiir die Riickrichtung A € RWIx(Nd) ped mit
M"AM = T"HT.

Dann gibt es aber eine Matrix B € RWVO*(Nd) mit A = BT B. Schreibe nun

B = (Ql Qd) )
wobei Q1 ..., Q4 € RND*N und setze
Q= <Q1(m1, omy)t o Qa(ma, . ,mN)T> € R[K](Nd)w.

Wie bei der Hinrichtung rechnet man TTHT = TTQTQT nach und erhélt somit
H=QTQ. O

Korollar 2.10 Ist H € SOS,; von Grad e (als Polynom in X), so gibt es eine
Matrix Q € R[X]>WVd) mit

H=QqQ",
wobei N die Anzahl der Monome in X von Grad kleiner gleich e ist.
Definition 2.11 (Siehe zum Beispiel [Eis, Abschnitt 1.1.4]) Sei R ein Ring und R; C
R fiir i € Ny eine Untergruppe von (R, +). Gilt R = ,y, Ri und R; - R; C Ry

fir alle 4, j € Ny, so heifst (R;);en, eine Graduierung von R.
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Sei M ein R-Modul und M; € M fiir + € Z eine Untergruppe von M. Gilt
M = ,., M; und R; - M; C M fiir alle i € Ny und j € Z, so heift (M;);ez eine
Graduierung von M.

Die Elemente ungleich 0 von R, beziehungsweise M, werden homogen von Grad

d genannt.

Erinnerung 2.12 Ein Polynom p € R[X], welches eine R-Linearkombination von
Monomen von Grad d ist, heifst d-Form. Weiter heifit ein Polynom p € R[X]
homogen, falls es ein d € Ny gibt so, dass p eine d-Form ist. Wir schreiben R[X],
fiir den Untervektorraum aller d-Formen von R[X]. Es gilt R[X] = @y, R[X]a
und R[X]; - R[X]. € R[X]aye, das heifst (R[X]q)aen, ist eine Graduierung von
R[x].

Man sieht sofort, dass fiir Polynome die beiden Definitionen von homogen iiber-

einstimmen.

Wir benotigen einen homogenen Matrixpositivstellensatz, doch dazu miissen wir
erst erklaren, wann ein Matrixpolynom homogen ist. Wir hétten gerne, dass die
Hermite-Matrix eines (beziiglich einer Variablen normierten) homogenen Polynoms
homogen ist.

Der (i, j)-te Eintrag einer Hermite-Matrix eines homogenen Polynoms ist homo-

gen von Grad ¢ + j — 2, wie wir zeigen werden.

Definition 2.13 Ein Matrixpolynom H € R[X]%? heifit homogen von Grad e € Z,
falls H # 0 und der (i, j)-te Eintrag von H eine (e + i 4+ j — 2)-Form ist. Notiere
mit (R[X]?*?), die Menge aller homogenen Matrixpolynome von Grad e und der

Nullmatrix. Hierbei ist O fur alle e € Z eine e-Form.

o)

Lemma 2.15 ([S3]) Sei p € R[X] ein Polynom von Grad d mit p(0) = 1 und
P € R[X, T] dessen Homogenisierung. Sei C' € R[X]¥*¢ die Begleitmatrix von P.
Dann ist tr(C*) fiir alle k¥ € Ny homogen von Grad k.

Beispiel 2.14 Die Matrix

ist homogen von Grad —1.
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Beweis. Die Begleitmatrix C' hat folgende Gradstruktur:

0 1
: Co2 |
—~d-1) - 0 1

hierbei steht die Zahl, die im (4, j)-ten Eintrag steht, dafiir dass dort eine (j—i+1)-
Form steht. Die k-te Potenz von C hat somit folgende Gradstruktur:

k+1 kK+2 -+ k+d
k k+1
: kol
k—d+1 .- ko k+1

das heift im (4, j)-ten Eintrag steht eine (j — ¢ + k)-Form. Also ist die Spur von
C* homogen von Grad k. m

Proposition 2.16 Die Hermite-Matrix der Homogenisierung eines rein reellen Po-

lynoms ist homogen von Grad 0.

Proposition 2.17 Die Familie ((R[X]%*9).).ez ist eine R[X]-Graduierung von
R[X]dXd.

Beweis. Da @y, RIX]e = R[X] gilt, ist P, ., (R[X]™9). = R[X]**. Beachte
hierbei, dass Matrixpolynome auch negativen Grad haben kénnen.

Sei nun p € R[X], und A € (R[X]?*?);. Dann hat der (i, j)-te Eintrag von pA
Grad e + (f + 7+ 7 — 2) und ist homogen oder er ist gleich 0. Also gilt pA €
(RIX]™) ey - O

Beispiel 2.18 Fiir den (nicht-kommutativen) Ring R[X]?*¢ ist ((R[X]¥?),)cez

keine Ring-Graduierung, denn die Matrizen

1 X X X2
und
0 X? 0 X3

sind homogen (von Grad 0 beziehungsweise 1), jedoch ihr Produkt

X X?24+ x4
0 X°
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ist nicht homogen.

Definition 2.19 Sei v € R[X]? und e € Ny. So nennen wir v homogen von Grad
e, falls v; € R[X].1;_1 und v # 0. Wir schreiben (R[X]?), fiir die Menge aller
homogenen v € R[X]¢ von Grad e und des Nullvektors.

Notation 2.20 Schreibe (R[X]%)>. fiir die Menge @, (R[X]?); fiir e € Z. Dies
ist der R[X]-Untermodul von R[X]¢ aller v € R[X]? derart, dass in v; kein Monom

von Grad kleiner e 4+ 7 — 1 vorkommt.
Bemerkung 2.21 Es gilt R[X], = (R[X]!). = (R[X]**!)..

Beispiel 2.22 Sind v,w € R[X]? homogen von Grad e bezichungsweise f, so ist

vw? homogen von Grad e + f.

Proposition 2.23 Ist H € R[X]%*¢\ {0} homogen von Grad e und psd, dann ist

e gerade.

Beweis. Scheibe H = (h;;);; (hi; € R[X]). Da H # 0 psd ist, gibt es ein ¢ €
{1,...,d} mit h;; # 0. Also ist h;; homogen von Grad e + 2i — 2 und psd. Somit
muss e + 2i — 2 und damit auch e gerade sein (siehe zum Beispiel [S2, Proposition
2.2.5)). O

Bemerkung 2.24 Ist H € (R[X]¥?), positiv definit, so ist ¢ € 2Np, denn der

(1,1)-te Eintrag von H muss pd, also insbesondere von Grad e € 2Nj sein.

In [Kuml, Lemma 3] folgerte Kummer aus einem (anderen) Matrixpositivstel-
lensatz eine (andere, schwichere) homogene Version des Matrixpositivstellensatz,
indem er das homogene Matrixpolynom beziiglich jeder Variable dehomogenisiert
und den Matrixpositivstellensatz darauf anwendet und dann die Resultate ,,homo-
genisiert und aufaddiert, um die Positivitit zu erhalten. Dies werden wir hier auch
tun, jedoch mit einem etwas stédrkeren Matrixpositivstellensatz und wir werden
auch einen stiarkeren homogenen Matrixpositivstellensatz erhalten, den Kummer
erst in [Kum1l) Korollar 4] und insbesondere nach Anwendung des reellen Nullstel-
lensatzes bekommt. Den reellen Nullstellensatz konnen wir hier ganz vermeiden,

jedoch um den Positivstellensatz kommen wir nicht herum.
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Satz 2.25 (Homogener Matrixpositivstellensatz, [Kum1, Korollar 4]) Sei H ein homo-
genes positiv definites (d x d)-Matrixpolynom. Dann gibt es ein homogenes, positiv
definites ¢ € 3 R[X]? und ein Q € R[X]** mit ¢H = QQ" und im Q = (R[X]?)

fiir ein e € Nj.

>e

Beweis. Sei m € 2N, der Grad von H (also der Grad des (1,1)-ten Eintrags
von H). Die Matrixpolynome H; := H (X4, ..., X;_1,1, X;41,...,X,) sind fiir alle
reellen Einsetzungen positiv definit, also gibt es nach dem Matrixpositivstellensatz
Quadratsummen ¢; und Matrixpolynome Q; mit ¢; H; = I;+Q;QT. Wir haben also

° HZ = H(Xl’...,Xifl,ngH»la"'?Xn)?

o R = R[Xb ey X1, Xig, - 7Xn]a

qlél—FZR?,

[, = degqi € 2Ny,

[ :=max{ly,...,[,}

qH; = Iq+ QZQZ-T.

Wir homogenisieren* nun die Gleichung ¢;H; = I; + Q;QT und addieren die Er-
gebnisse auf. Um die Homogenitét zu erreichen und um die Bedingung fiir das Bild

eines gewiinschten (s zu erfiillen, miissen wir ,auf einen héheren Grad homogeni-

sieren®.
Wiéhle also e € N mit e > n(m/2 +1/2 + d). Insbesondere findet man fiir jedes
a € Nj mit |a] > eeinie {1,...,n} mit

XA e X (%)

Dies wird uns nachher garantieren, dass im Q = (R[X]%)s, gilt.

Nun ,homogenisieren wir. Definiere

S l X Xic1 Xina X,
oqi.—Xiqi<71,..., < x o - x ) und
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/24240
' X221

e ()= _ Q' |, wobei

)

22 +d—1
i

241/245-1 (i Xio1 Xi n — ("
Q; = (X;’n/ /2+3i q](fc)b (%7...’ Xi17 th"”’))((_i>>ja und Qz_ (q]('?()l)j@-

Also enthélt die j-te Zeile von Q; Polynome, die homogen von Grad m [241/2+7—1

sind und es gilt
GH = QiQy.
Waihle €' := e —m/2 — 1/2 und schreibe {a,...,ay} = {a € N} | |a] = €'}.
Setze

Q= (XOHQI con XOMQL e X0, - XOéMQn>
und
n M
gi=> Y X*g ey RX
=1 j=1
Es gilt
¢H =) > X*Q,Qf =QQ"
i
und wegen () und der Konstruktion von @, gilt im Q = (R[X]9)>.. O

Beispiel 2.26 Wir betrachten die Matrix

2 -Y
H = .
-Y 2X?%24+Y?
Man kann hier natiirlich schon ein @ mit H = QQ7 ablesen, wir werden trotzdem
eins ausrechnen. Spater wird es sich herausstellen, dass diese Matrix eine Hermite-

Matrix ist und wir werden sie als Beispiel wieder aufgreifen.

Wir miissen zuerst dehomogenisieren und erhalten die Matrizen

2 -1 2 -Y
le und HQZ .
-1 2X%+1 -Y Y?+2

Dann gehen wir wie in Satz [2.2] vor.
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H,: Es gilt

T

det(Hy) = 4X2 +1 = I + (2X) (2X) .
also ist

2 2 ! 0\ (0 g 0 0 !
2H, = + +
und

HQI

, (= 1\ N\ 1\ [ex) [2x)
(2X +1)Hl_(2X2+1> <2X2+1> +<o> (0) +<0>(0> ‘

Insgesamt erhalten wir also

(2X*+3) H,
N——
=q1

T
2 0 —1 2X 2 0 —1 2X

=+ 2 2 :
-1 2X 2X°+1 O -1 2X 2X°+1 0

(. J/

=Q1
Es gilt

det(Hy) = V2 + 4 =1+ (Y V3) (\2) ,

also ist

()00 ()
e (L) (L) O ) () ()

Insgesamt erhalten wir

(Y2 +4)Hy = I,
=:q2

T
2 0 0 =Y V3VY\N[2 0 0 -Y V3Y
+ .
Y V3 Y Y242 0 0

—Q2
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Nun miissen wir wie in Satz vorgehen, um H zu faktorisieren. Dazu ,homo-

genisieren” wir ()1, Q)2 und ¢, qo. Wir erhalten

e G =2X%+3Y?

o Y 0 2 0 -y 92X
[ ] =
! 0 Y2 —Y?2 9XY 2X24Y2 0

[ ] 62:Y2+4X2

o X 0 2X 0 0 -Y V3X Y
[ ] =
2 0 X2 —YX V3X2 XY Y?2+4+2X2 0 0

Dann gilt

£X2+Y)(Q1+QQ) (XQ1 YQ1 XQy Y@Q) (XQ1 YQ1 XQs YQ2>T'

N

:q Vv

Es gilt Q € R[X,Y]?*?® der Grad von ¢ ist 3 und im Q = (R[X, Y]?)s,. Das geht

natiirlich alles auch viel besser und zwar zum Beispiel

g (b1 0 1 1 0o \"
“\o -y v2x /) \o -y Vv2X






83 Symmetrisierung

Sei H die Hermite-Matrix und C die Begleitmatrix der Homogenisierung eines
strikt rein reellen Polynoms p. Dann finden wir mit dem homogenen Matrixposi-
tivstellensatz ¢ und Q mit ¢4 = QQT. In Kapitel 4 werden wir zeigen, dass es
reicht ein symmetrisches lineares Matrixpolynom M mit CTQ = QM zu finden,
um eine Determinantendarstellung eines Vielfachen von p zu finden. Ein Matrix-
polynom mit CTQ = QM wird leicht zu finden sein. In diesem Kapitel werden wir
Lemma zeigen, mit dem man aus so einem Matrixpolynom ein symmetrisches
Matrixpolynom N mit C7Q = QN bekommen wird.

Kummer verwendete hierfiir [Kumll, Lemma 2] und [Boul, I11.§7.2 Proposition 3]
iiber das dufsere Produkt von Moduln. Diese abstrakte Sprache wollen wir vermei-
den, stattdessen werden wir iiber schiefsymmetrische Matrixpolynome reden und
wir notieren mit Skew,(R[X]) den Raum der schiefsymmetrischen Elemente von
R[X]¥*4. Wir orientieren uns im Folgenden hauptsichlich an den Methoden aus
[Conl, Satz 2.19 und 5.5].

Definition 3.1 Seien M, N R[X]-Moduln und b : M x M — N eine bilineare
Abbildung, so heilt b schiefsymmetrisch, falls b(v, w) = —b(w, v) fiir alle v,w € N
gilt.

Folgendes Lemma dient als Ersatz fiir Lemma 2 aus [Kuml].

Lemma 3.2 (vergleiche [Kum1, Lemma 2]) Sei N ein R[X]-Modul und e € Ny. Sei
b: (RIX]Y)s. x (R[X]Y)s. — N eine bilineare schiefsymmetrische Abbildung und

definiere
M = span(vw” — wov” | v,w € (R[X]%)se) C Skewy(R[X]).
Dann gibt es eine R-lineare Abbildung f : M — N mit

Vo, w € (RIX] s : fow? —wo) = b(v, w).

33
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Beweis. Die Menge

{X(eie] —ejel) |i<j, la|+i+j—2> 2}

[

bildet eine R-Basis von M. Wir kénnen nun f : M — N auf dieser Basis definieren

und zwar
f(Xa(eiejT —eje})) == b(Xe;, X%%€;)

fir o, an,00 € N mit « = oy + g und |a] +i+7—2 > 2e, |ag| +1—1 > e,
lag] +7—1>eund i, j € {1,...,d} mit i < j. Wegen der Bilinearitdt von b ist

diese Definition unabhéngig von der Wahl von a; und as. O

Lemma 3.3 ([Boul, 111.§7.2 Proposition 3], vergleiche auch [Conl, Satz 2.19 und 5.5])
Sei Q € R[X]™* mit im Q = (R[X]?)>.. Dann hat die lineare Abbildung

¢ : Skewy,(R[X]) — Skewq(R[X]), A~ QAQT (A € Skewi(R[X]))

Kern L := span(vw? — wovT | v € ker Q,w € R[X]).
Beachte, dass hier der R-Spann gleich dem R[X]-Spann ist.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass L C ker ¢. Sei v € ker Q und w € R[X]*. Dann

gilt
p(vw’ —wv') = Qvw” —wrHQT = Qu W' QT — Qu( Qu )T = 0.
g jaryl

Um die andere Inklusion zu zeigen, reicht es, die Injektivitdt der induzierten
Abbildung

& : Skew, (R[X])/L — Skewa(R[X]), A QAQT

zu zeigen. Wir konstruieren dazu mit vorherigem Lemma eine linksinverse Abbil-

dung. Betrachte die schiefsymmetrische bilineare Abbildung

b: (im@) x (im Q) — Skew,(R[X])/L,
(Qu, Q) — vw? — woT (v,w € RIX]").

Es ist klar, dass b bilinear und schiefsymmetrisch ist. Es bleibt also nur die Wohlde-

finiertheit zu zeigen. Seien vy, vy, w1, wo € R[X ¥ mit Qu; = Quy und Qu; = Q.
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Es gilt

(vlwlT - wlvlT) - (Ugw; - wQUQT) = v (wy — wg)T — (wy — wg)vlT

€ker Q €ker Q
TV

eL

J/

T T T T
+ vyw, — wavy — (Vewy — wavy )
_ T T T T
= vyw, — wavy — (Vewy — Wavsy )

= (v — vg)wg — wy(v; — UQ)T
€ker Q eker Q

= 0.
Also ist b wohldefiniert. Notiere
M := span(vw” — wv” | v,w € im Q) C Skewy(R[X]).
Nach vorherigem Lemma gibt es also eine R-lineare Abbildung
¥ M — Skewy(R[X])/L,

welche sich auf {vw” —wov? | v,w € im Q} wie b auf (im Q) x (im Q) verhilt. Wir
zeigen nun noch ¢ o ¢ = id. Fiir v;, w; € R[X]¥ und A = 3", (v;w!l — wivl') gilt
QAQ" = Q Z('iniT —w; )Q" = Z(sz’(Qwi)T — Qui(Qui)") € M,

)

also im ¢ = M und damit

0 (@ (v =weT)) = v(Quu" Q" - QuuTQ")
= $(Qu(Qu)” — Qu(Qu)")
= b(Qu, Qu)

= pwT — wuT

fiir alle v, w € R[X]*. Also ist ¢ injektiv und ¢ hat Kern L. O

Lemma 3.4 ([Kumll Bemerkung 4]) Sei Q € R[X]™* und A € Skew;(R[X]) mit
QAQT = 0 und imQ = (R[X]%)s.. Dann gibt es B € R[X]*** mit A = B — BT
und QB = 0.
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Beweis. Die Matrix A ist im Kern von ¢ aus vorherigem Lemma, also gibt es
V1., U € ker @ und wy, ..., wy, € RIX]F mit A = 307 (viw! — wol). Setze
B :=>"" vw!. Dann gilt im B C spangx|(v1, - - -, V) C ker @ und somit QB =
0. Weiter gilt auch

m m m

B— B! = ZviwiT - (Zviw?)T = ZviwiT — iww? = A.
i=1 1

=1 i=1 1=
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Sei in diesem Kapitel stets p € R[X] ein strikt rein reelles Polynom von Grad d
und P € R[X, 7] dessen Homogenisierung. Sei H € R[X]?*? die Hermite-Matrix
und C' € R[X]?*? die Begleitmatrix von P. Der homogene Matrixpositivstellensatz
liefert die Existenz von Q € R[X]** und ¢ € " R[X]? positiv definit und

homogen mit
¢H = QQ"
und im Q = (R[X]%)s. fiir bestimmte e, k € Ny. Fixiere solche e, k, Q und q.

In diesem Kapitel orientieren wir uns an [NPT| und [Kumll|. Zuerst zeigen wir
mit Methoden aus [NPT], dass es geniigt ein LGS zu l6sen, um eine Determi-
nantendarstellung eines Vielfachen eines strikt rein reellen Polynoms zu finden.
Danach benutzen wir Methoden aus |[Kuml|, um die Losbarkeit dieses LGS zu
zeigen, hierbei verwenden wir aber wie in [NPT] die Hermite-Matrix anstatt der
Bézout-Matrix, die in [Kuml| verwendet wurde. Ziel dieser Arbeit ist es, folgendes

Resultat zu zeigen.

Satz 4.1 (Satz von Kummer, [Kum1, Satz 6]) Es gibt ein f € R[X] und symmetri-
sche Matrizen Ay, ..., A, € R¥F mit

pf =det(l + X1A; + ...+ X, A,).

Bemerkung 4.2 Da die rechte Seite der Gleichung rein reell ist, ist f automatisch

auch rein reell.
Definition 4.3 Sei f € R[X]. Schreibe Z(f) fiir die Menge
{z eR" [ f(z) =0}

der reellen Nullstellen von f.

37
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Proposition 4.4 ([Lam|, Lemma 6.14]) Sei f € R[X]| mit Z(p) C Z(f). Dann wird
f von p geteilt.

Das heifst, dass das von p erzeugte Ideal reell ist.

Beweis. Es ist p quadratfrei, denn sonst hétte p(7Ta) fiir mindestens ein a € R”
eine doppelte Nullstelle. Sei p nun (E irreduzibel.

Dies geht, denn wir kénnen p als Produkt von irreduziblen Elementen schrei-
ben, wenn dann jeder dieser Faktoren f teilt, so wird f auch von p geteilt, da in
der Primfaktorzerlegung jeder Faktor hochstens einmal vorkommt (p quadratfrei).
Auferdem sind Teiler von (strikt) rein reellen Polynomen wieder (strikt) rein reell.

Nehme an, dass f nicht von p in R[X] geteilt wird. Betrachte nun p und f als
univariate Polynome in R(Xs, ..., X,,)[X;]. Dort wird f auch nicht von p geteilt,
denn gébe es h € R(Xy, ..., X,,)[X;] mit ph = f, so wire h € R[X] nach dem
Lemma von Gauf (siehe zum Beispiel [Schl Korollar 1.4.10]). Weiter ist p auch in
R(Xs, ..., X,)[X;1] irreduzibel, also gilt ged(p, f) = 1 in R(Xs, ..., X,,)[X1] (be-
achte, R(Xy, ..., X,,)[X1] ist ein Hauptidealring). Wihle g, g € R(Xa, ..., X,,)[X{]
mit 1 = gp+gf. Multipliziert man nun mit einem Hauptnenner h € R[ X5, ..., X,],
so erhélt man gy, g, € R[X] mit

OFh=agip+aq.1f

Da p strikt rein reell ist, gibt es (eventuell nach einem Koordinatenwechsel)
a,b,c € R mit
b < a<cund p(be;) <0 =plaer) < p(cey).

Sei U C R ! eine Umgebung der 0 mit
Vue U :p(byu) <0 < p(c,u).

Nach dem Zwischenwertsatz gibt es fiir jedes u € U ein a, € R mit

p(ay,u) = 0.
Es gilt fir alle w € U
h(u) = f]l(au,u)p(au,u) +gl(au7u) f(a'uau) =0.
—— —
=0 —0, da Z(p)CZ(f)

Dies kann nicht sein, da U in R"~! nicht-leeres Inneres hat und h # 0 nur von den
Variablen Xs, ..., X, abhéngt. O
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Lemma 4.5 ([NPT, Lemma 2.3]) Die Abbildung
RY — R* v QT (a)v
ist fur alle a € R™\ {0} injektiv.
Beweis. Sei v € R? mit Q7 (a)v = 0. Dann gilt
v q(a)H (a)v = v7Q(a)Q" (a)v = 0.
Da H nach Proposition pd ist, ist auch ¢H pd (¢ > 0 auf R™\ {0}), also gilt
v = 0. U

Lemma 4.6 (Hanselka, [GKVW, Lemma 4.3]) Sei A € R[X]¥*¢ ein symmetrisches
Matrixpolynom. Wenn x4 = det(T'1; — A) € R[X, T] hochstens Grad d hat, dann
ist A linear (aufgefasst als Polynom mit Koeffizienten in R%*¢ und in den Variablen
X). Beachte, dass die Umkehrung auch gilt.

Beweis. In [Saw, Satz 2.16] beziehungsweise [GKVW, Lemma 4.3| steht dieses
Lemma fiir eine Variable, wir verallgemeinern dies mit einem Trick, der zum Bei-
spiel bei [S2, Proposition 2.2.5| angewandt wird.

Habe also x4 hochstens Grad d und gelte (E A # 0. Schreibe A = "7 A;, wobei
A; € (R[X];)™? und A, # 0 gilt. Wir wollen also e < 1 zeigen. Wihle a € R™ mit
A.(a) # 0. Dann hat das symmetrische Matrixpolynom A(Ta) € R[T]?*¢ Grad e
und ist nach [Saw| Satz 2.16] oder [GKVW, Lemma 4.3] linear, denn e < d nach

Voraussetzung. Also ist A auch linear. m

Um Intuition fiir den néchsten Satz zu bekommen, nehme an, dass () quadratisch

und iiber R[X] invertierbar ist. Dann gilt
CTH = HC +— CTQQ" =QQ'C
= Q70T =Q"C(@Q") " =('C"Q)".
Also ist Q7'CTQ € R[X]¥*¢ symmetrisch und es gilt
P =xc=det(Tl; — CT) = det(TI; — Q7'CTQ).

Dann ist Q~'C7(Q nach vorherigem Lemma ein lineares Matrixpolynom und wir

erhalten eine Determinantendarstellung

p=P(X,1)=det(l; — Q'CTQ).
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Da aber bei uns weder () invertierbar noch quadratisch ist, nehmen wir einfach
ein M mit QM = CTQ, das heifit wir stellen quasi die Gleichung M = Q~'CTQ um
und erhoffen uns, dass eine Losung existiert. Wenn diese existiert, so bekommen wir
eine Determinantendarstellung, jedoch leider eventuell nur von einem Vielfachen

unseres strikt rein reellen Polynoms.

Satz 4.7 (NPT Satz 2.5]) Gibt es ein lineares symmetrisches Matrixpolynom
M € (R[X];)"* mit

QM =C"Q,
so wird det(l, — M) von p geteilt.

Beweis. Setze f := det(l; — M) € R[X]. Wir wollen Proposition anwenden.
Sei a € R™ eine Nullstelle von p und damit (a, 1) auch eine Nullstelle der Homo-
genisierung P = x¢ von p. Also ist 1 ein Eigenwert von C/(a).
Wegen Lemma ist Q' (a) injektiv. Also liefert uns die Gleichung QM = CTQ
folgendes kommutatives Diagramm durch Transponieren und a Einsetzen:
RE 29, R
@] lor@
Rd Cla) R4
Somit sind insbesondere die Eigenwerte von C(a) auch Eigenwerte von M (a).
Das heifst aber, dass M (a) den Eigenwert 1 besitzt, also f(a) = det(I,—M(a)) = 0.
Mit Proposition (.4] folgt nun, dass f von p geteilt wird. O

Bemerkung 4.8 Das heifst, um eine Determinantendarstellung eines Vielfachen

eines rein reellen Polynoms zu finden, reicht es zuerst ein SDP zu losen, um @) zu

bekommen (vergleiche Bemerkung und Proposition und dann das LGS,

welches durch Koeffizientenvergleich in X aus der Gleichung QM = CT(Q entsteht,

zu l6sen (die Variablen des LGS sind Parameter, mit denen wir M parametrisieren).
Vergleiche zum Parametrisieren von M das Beispiel [4.15]

Das folgende Lemma wurde in [Kuml| verwendet, dort wurde etwas mehr mit

Graduierungen gearbeitet, was dieses Lemma dadurch trivial macht.
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Lemma 4.9 Gibt es ein symmetrisches (nicht notwendigerweise lineares) Matrix-
polynom M = Y0 M; € RIX]¥** mit M; € (R[X];)*** und

QM = C*Q,
dann wird det(f;, — M;) von p geteilt.

Beweis. Wir untersuchen die Gradstruktur der Eintrage von ), M und C', sowie

deren Produkte und stellen dann fest, dass nur die Grad 1 Terme von M etwas zu
der Gleichung QM = CTQ beitragen.
Schreibe C' = (¢;;)ij, H = (hij)i; und QT = (q; ;)i ;. Sei 2r = deg q. Es gilt

K k
qhii =Y Gitii =Y _ 0
p =1

also ist ¢;,; eine (r +¢ — 1)-Form, da h;; eine (2i — 2)-Form ist (siche zum Beispiel
[S2, Bemerkung 2.2.4(c)]). Fiir die Eintrége ¢; ; von C' gilt:

C@j:l, fallsi—1:j<d,

;= 0, fallsi —1# 5 < d,

Ciq st eine (d — i + 1)-Form.

Also haben wir

d
(QTC);; = Z%,lcl,j = Gij+1 € R[X],y;
=1

fiir j < d und

d d
(QTC)ia = Z Qi = Z i1Cld € R X 4a.

=1 =1
ER[X]ry1-1'R[X]a—141

Somit gilt
(MQ");; = (QTC)ij € R[X],y;
fir allei € {1,...,k} und j € {1,...,d}.
Durch Vergleich der Grade sehen wir im Folgenden

M,QT = MQT.



42 84 Determinantendarstellungen

Schreibe M; = (m})); € (R[X];)***. Es gilt

e k
R[K]r-‘r] MQT Z miidry; = Z mﬁ)(ﬂ,j
=7 X BlX)

ER[K]O&T-&-J—I

und somit
k
ng?ql,j = 0 fiir alle a # 1.
=1
Also Y0 in M;QT = 0 und damit QTC = MQT = M,Q".

Da M; auch symmetrisch ist, folgt die Behauptung nun aus vorherigem Satz. [

Bemerkung 4.10 Das vorherige Lemma wiirde sogar auch gelten, wenn p ein
quadratfreies rein reelles Polynom wire. Fiir einen Beweis siehe [NPT| und kopiere

den Beweis des Lemmas.

Lemma 4.11 ([Kumll Beweis von Satz 3]) Gibt es ein (nicht notwendigerweise
symmetrisches und lineares) Matrixpolynom M € R[X]*** mit

QM = C"Q, (%)

dann gibt es ein symmetrisches Matrixpolynom N € (R[X];)*** derart, dass
det(I, — N) von p geteilt wird.

Beweis. Nach vorherigem Lemma geniigt es, zu zeigen, dass es auch ein symme-
trisches Matrixpolynom M’ mit QM’ = CT(Q gibt.

Betrachte das schiefsymmetrische Matrixpolynom S := M — MT. Wir wollen
Lemma auf S und @ anwenden. Dafiir miissen wir QSQ7T = 0 zeigen. Es gilt

QSQ" = Q(M — M")Q"
—QMQ" - QM"Q"
— QMQ" - Q@QM)"
2 CTQQ" - Q(CTQ)”
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=CTQQT - QQ"C
=CT¢H — qHC
=q(CTH - HO)
q -0=0.

Somit gibt es nach Lemma [3.4]ein B € R[X]** mit QB =0und S = B — BT,
Setze M’ := M — B. Wegen

M-M"=M~-B)-(M-B)"'=M-M")-(B-B")=S-5=0
ist M’ symmetrisch und wegen QB = 0 ist
QM' =QM — QB =QM =C*Q.
0

Beweis von Satz[{.1] Fiir unser Hauptresultat miissen wir also nur zeigen, dass
es ein Matrixpolynom M mit QM = CT(Q gibt.

Wir zeigen zuerst, dass im @ C7T-invariant ist, dafiir miissen wir im(C7Q) C im Q
zeigen.

Sei v € R[X]*. Schreibe Q = (¢;;)i; und C = (¢; ;)i ;. Es gilt ¢;ij € R[X]sepio1,
denn im @ = (R[X]%)s.. Weiter gilt

k

(CTQu); =Y (CTQ)jus

i=1

k d
=Y > am

=1 [=1

k
= Z Qj+14 Vi , falls j < d.
: ~——
ER[K}6+J'
d &
= Z C1j Qi Vi , falls j =d.

ER[X]a—1+1 ER[X]>et1-1
N J/
Vo

ER[X]>eta
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Also ist (CTQu); € R[X]>e4; und somit insbesondere CTQu € (R[X]?)s, = im Q.

Da im @ somit C7-invariant ist, gibt es ein M € R[X|*** mit QM = CTQ. Nun
sind wir in der Situation von Lemma [4.11] und die Existenz von symmetrischen
Matrizen Ay, ..., A, € R¥** derart, dass det(I,+ X141 +. ..+ X, A,) von p geteilt
wird folgt. O]

Bemerkung 4.12 In obigem Beweis haben wir also gezeigt, dass das LGS aus
Bemerkung [4.8| stets eine Losung besitzt.

Bemerkung 4.13 ([Kum2, Bemerkung 5.3.7]) Konnten wir zeigen, dass die Koef-
fizienten (und der Grad) des Kofaktors ¢ durch eine nur von n und d abhéngige
Konstante beschrankt sind, so kénnte man das Resultat auch fiir rein reelle Poly-
nome verallgemeinern, die nicht strikt rein reell sind. Eine Gradschranke ist mit
dem Endlichkeitssatz (zum Beispiel [S2, Satz 5.4.1]) und einer Verallgemeinerung
des Satzes von Kummer fiir reell abgeschlossene Korper beweisbar, sprengt hier
aber den Rahmen (vergleiche auch [Kum2, Bemerkung 5.3.6]).

Nuij [Nui| stellte fest, dass die Menge der strikt rein reellen Polynome von Grad
kleiner gleich d dicht in der Menge der rein reellen Polynome von Grad kleiner
gleich d liegt. Also kénnen wir zu einem rein reellen Polynom p € R[.X] von Grad
d eine Folge (p,,)m von strikt rein reellen Polynomen von Grad kleiner gleich d
finden mit lim,, o P = p-

Nehme nun an, dass wir eine Schranke, wie oben haben. Nach dem Satz oben
gibt es Polynome ¢,, € R[X] von beschranktem Grad derart, dass p,q, eine
Determinantendarstellung besitzt. Da die Folge (¢y,)., beschrinkt ist, konnen wir
(E annehmen, dass sie konvergent ist. Sei also ¢ := lim,, ,+ ¢. Dann besitzt aber

pq nach folgender Proposition eine Determinantendarstellung.
Proposition 4.14 ([GKVW, Beweis von Satz 4.1]) Sei

Pm = det(Iy + X A + 4 X, AU™)

eine Folge von Polynomen von Grad kleiner gleich d mit Determinantendarstellung
(Ag’”), e ,Av(@m) € R¥? symmetrisch) und mit Grenzwert p. Dann hat p auch eine

Determinantendarstellung.

Beweis. Sei

p=min{|t| | t € R, p(t,0,...,0)p(0,¢,0,...,0)-...-p(0,...,0,t) = 0}.
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Das Minimum p > 0 existiert, denn p(7,0,...,0)-...-p(0,...,0,7) € R[T] hat
nur Nullstellen ungleich 0. Da lim,, o pm = p, konvergiert x ;) € R[T] gegen

das Polynom T(0,...,0, %, 0,...,0), wobei % im i-ten Eintrag steht. Also sind

fiir groke m alle Eigenwerte von A in dem Intervall (—2;~!,2u~1). Da aber die
Operatornorm einer symmetrischen Matrix gleich dem Betrag des betragsméfig
groften Eigenwerts ist, sind also die Folgen (Agm))m beschréankt und somit (E

konvergent. Sei also A; := lim,, Agm). Dann gilt wie gewiinscht

p=det(ly+ X141 + ...+ X,,An).

Beispiel 4.15 Betrachte das Polynom
p=1—-X>-Y?—-22

welches eine Kugel definiert. Die Homogenisierung von p ist
P=T"-X*-Y*-2°

und somit sind die ersten beiden Potenzen der Begleitmatrix von P

2 2 2
C:(O X24+Y +Z>
1 0

) X24+Y2i4 22 0
"= 2 2 2]
0 X“+Y“+Z

Wir bekommen als Hermite-Matrix

(2 0
S \o 2x2rov2aoz2)”

Eine mogliche Faktorisierung ist
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denn dann gilt
qH = QQ"

und im Q = SpanR[X7Y7Z](el, X€2, Y€2, ZGQ) = (]R[X, Y, Z]2)20.
Betrachte

MX =
X3 X¢ Xs Xo
Xy X7 X9 Xio
i Yo Y5 Y,
Yo Y5 Y5 Y;

MY — 2 5 6 7
Ys Y5 Y5 Yo
Yo Y7 Yy Yo
Zy Zy Zs Zy
Ly 4s ZLg L

MZ - 2 5 6 7
Zy Ze Zs Zy

und die Gleichung
Q(XMx +YMy + ZMyz) =C"Q.

Koeftizientenvergleich in X, Y, Z liefert ein LGS, welches als Losung zum Beispiel

Y Z

N < = o
o o o X

0 0
0 0
0 0
hat. Es gilt hier sogar

1 -X -Y —Z
-X 1 0 0

det(Iy — M) = det =1-X*-Y*-Z*=p.
-Y 0 1 0

-7 0 0 1

Beispiel 4.16 In diesem Beispiel betrachten wir das Polynom

p=1+Y - X?



84 Determinantendarstellungen a7

und dessen Homogenisierung

P=T>+YT - X2
X2
O 0
1 -Y

o X2 _X?y
oy X?av?)

Als Hermite-Matrix erhalten wir somit

2 Y
H = .
(—Y 2X2 + Y2>

In Beispiel haben wir schon gesehen, dass

gL 1 0 1 1 0o\’
S \o -y v2x /) \o -y v2x /]

Die Begleitmatrix von P ist

und ihr Quadrat

N J/

:;Q

Wir wollen nun ein LGS aufstellen und es losen. Dazu rechnen wir erstmal
CTQ_01110_0—Y V2X
lx?2 v/ \o -y v2x) \X? X24+V?2 —V2XY

und setzen

und

Zs Zs Zg
Dann bekommt man durch Koeffizientenvergleich (in den Variablen X und Y') in

der Gleichung
XQMx +YQMy =CTQ
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ein LGS mit zum Beispiel

0 0 22X
M=]| 0 -y %X

Viy 2

Ly LZx _ly

als Losung. Wir erhalten
1
§(Y + 2)p = det(I3 — M).

Es gilt

o3 +1) =l R lyz -2

und C(p) sind alle Punkte, die auf der um 1 nach unten verschobenen Normalpa-
rabel oder dariiber liegen. Also gilt C(p) € C(3Y + 1). Mit Proposition ist
dann C(p) ein Spektraeder, welcher durch die lineare Matrixungleichung

Is—M=>0

beschrieben wird.
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Sei in diesem Kapitel stets p € R[X] ein strikt rein reelles Polynom von Grad d und
P € R[X, T] die Homogenisierung von p. Sei weiter f := P(1, X5, ..., X,,,T), sowie
C € R[X,,...,X,]¥ die Begleitmatrix und H € R[X,, ..., X,]%? die Hermite-
Matrix von f. Aus Proposition folgt direkt, dass H(z) fiir alle z € R""! pd
ist. Also gibt es nach dem Matrixpositivstellensatz ein ¢ € Y R[Xy, ..., X,?
und ein Q € R[Xs, ..., X,]** mit ¢H = I; + QTQ.

In diesem Kapitel werden wir einen Ansatz aus [Kum3| ausprobieren, der aber
leider nicht erfolgreich war. Wir werden f als charakteristisches Polynom eines
(nicht notwendigerweise linearen) Matrixpolynoms schreiben. Aus dieser Darstel-
lung lasst sich jedoch leider keine Determinantendarstellung von p gewinnen, falls
das symmetrische Matrixpolynom (dessen charakteristisches Polynom f ist) nicht
linear ist.

Aus dem Matrixpolynom ein lineares Matrixpolynom zu bekommen, funktioniert
nicht einfach durch trunkieren, wie wir zeigen werden. Auflerdem zeigen wir, dass
dieses Matrixpolynom nicht automatisch linear ist und wir bemerken, wieso man

dies hétte hoffen kénnen.
Satz 5.1 ([Kum3| Satz 4.1]) Es gibt ein symmetrisches Matrixpolynom M &
R[Xs, ..., X, ]"! mit MQ' = Q'C und so, dass yy = det(T[; — M) von f ge-

1,
teilt wird, hierbei ist Q' := (5) eER[Xy,..., X, und [ :=k +d.

Beweis. Definiere

Vo (CT ~QQC Q"

0C 0 ) € R[Xy, ..., X,

49
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Dann ist M symmetrisch und es gilt MQ' = Q'C (benutze bei beidem, dass
HC = CTH und qH = I; + QTQ gilt):

Mo - (€T QT+ CTQTQ)
QC

[ QTQC+CT(QTQ + 1)
— oc

_[-Q"QC + (@Q"Q+ m)c)

QC
(c
= oc

=QC

und

MT _ (C _ CTQTQ OTQT> _ (OT _ QTQC CTQT> w

QC 0 QC 0

(et o .
Definiere M’ := . Es gilt
QC -QCQ"

(D)) )
0 I 0 I, o 1, /\oc o
Also ist

det(T[d+k — M) = det(TId+k — M/) = f . det(TIk -+ QCQT)

]

Lemma [4.6] lésst sich leider hier nicht anwenden, denn der Grad des charakteris-
tischen Polynoms von M kann grofier als d + k sein. In folgendem Beispiel werden

wir sehen, dass man im Allgemeinen keine lineare Darstellung bekommt.

Beispiel 5.2 Betrachte 1 — X? —Y? € R[X,Y]. Dann gilt P =77 — X? —Y? und
f=T?—-Y? — 1. Die Begleitmatrix von f ist

2
0:<0 1+Y>
1 0
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H = 2 0 :
0 2+2Y?

Nun werden wir H so faktorisieren, dass wir einen polynomialen Nenner haben.

und die Hermite-Matrix ist

Betrachte also

1
Y 0
Q=10 VoY
0 Y?

Es gilt

1472 0 y? 0
H= =L+ =L+ QMQ.
1 ( 0 1+2Y2+Y4) 2 (0 2Y2+Y4> 2+ @@

Dann ist

0 Y+Y3
QC=1v2Y 0 :
Y2 0
0 Y24+Y4
T O:
@Q 2Y2 + Y4 0

cr_agroc— [ O 1)_( 0 Y2+Y4>

1+Y%2 0 2Y2 4+ Y+ 0
B 0 1—Yy2-_Yy*
I R Y v 0
und somit
M OT—QTQC CTQT
QC 0
0 1—-Y2-_Yy* 0 V2V Y2
1—-Y2_Yy? 0 Y+Y2 0 0
= 0 Y +Y3 0 0 0
V2V 0 0 0 0
Y2 0 0 0 0
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Es gilt also
f teilt det(T'15 — M)

nach obigem Satz. Offensichtlich ist jedoch M nicht linear, das heifst insbesondere,
dass det(T'I5 — M) mindestens Grad 6 hat. Es ist ndmlich

det(TIs — M)
= -—T3Y® 4+ Ty — 373V 4 4T7Y® — 273V + 5TYS +7° — T3Y?2 + 2TV — T3

von Grad 11.
Als wir anstatt f die Homogenisierung P von p angeschaut haben, konnten wir
einfach M trunkieren (siche Lemma [4.9) und haben so eine lineare Determinan-

tendarstellung bekommen, dies geht hier jetzt aber nicht mehr. Wir miissen also

0 1 0 v2Y 0
1 0Y 0 0
Mi=| 0 Y 0 0 0
V2Y 00 0 0
0O 0 0 0 0
betrachten. Es gilt weiter
T 1 0 V2Y 0
1 TY 0 0
X, = det O Y T 0 0
V2Y 0 0 T 0
o 0 0 0 T

=T° - 373?24+ 2TY* — T3,

Um zu zeigen, dass f nicht x s, teilt, rechnen wir nach, dass (\/5, 1) eine Nullstelle

von f, aber keine von y,s, ist. In der Tat:
fF(V2,1) = (V2P =12 = 1=0
und

xan (V2,1) = (V2)° = 3(V2)3 +2v2 — (V2)? = 4v2 - 6v2+2V2 - 2v2 = —2V2.
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Bemerkung 5.3 Hitten wir H = I, + Q7Q wie am Ende von Beispiel mit

10 0
Qz:(o 1 \/§Y>

faktorisiert (setze X auf 0 in der Darstellung von , so hatten wir ein lineares

M und somit eine (lineare) Determinantendarstellung von p bekommen.
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