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Sei k ein Körper.

Aufgabe 37
Sei L ⊆ Zn eine Untergruppe, betrachte die Unterhalbgruppe S := L ∩ Zn

+ von L.
Es gibt eine eindeutig bestimmte kleinste endliche Teilmenge S0 von S derart, daß
jedes Element von S Summe von endlich vielen Elementen aus S0 ist. Man nennt
S0 die Hilbertbasis von S. (Anleitung : Benutze das Lemma von Dickson, siehe B5.)

Aufgabe 38
Sei S eine endlich erzeugte Z-graduierte k-Algebra, mit S0 = k und Sd = {0} für
d < 0.

(a) Sei A ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul, sei
f : M → M ein A-linearer Endomorphismus. Ist f surjektiv, so ist f auch
injektiv.

(b) Sei M ein endlich erzeugter graduierter S-Modul, welcher frei als ungradu-
ierter S-Modul ist. Dann hat M eine S-Basis aus homogenen Elementen,
d.h. ist graduiert frei.

Anleitung : In (a) betrachte man die Folge ker(fn), n = 1, 2, . . . , und in (b) benutze
man (a).

Aufgabe 39
Sei A ein reduzierter noetherscher Ring. Dann ist Ass(A) genau die Menge der
minimalen Primideale von A.

Aufgabe 40
Sei S eine graduierte k-Algebra, erzeugt von S1 (mit dim(S1) <∞), und sei M ein
endlich erzeugter graduierter S-Modul. Dann gibt es ein Polynom P (t, M) ∈ Q[t]
mit P (m, M) = dim(Mm) für alle m � 0, genannt das Hilbertpolynom von M .
Zeige an einem Beispiel, daß kein solches Polynom P (t, M) zu existieren braucht,
wenn S nicht von S1 erzeugt wird.


