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Sei jeweils R ein reell abgeschlossener Korper.

Aufgabe 13
Betrachte das Polynom
f = a%? + 2%y —32%% +1
in Rz, y].
(a) f(a,b) > 0 fiir alle (a,b) € R2.
(b) f ist nicht Summe von Quadraten in Rz, y].

Hinweise: Fiir (a) wende die Ungleichung zwischen arithmetischem und geometri-
schem Mittel auf drei geeignete Zahlen an. In (b) mache einen Ansatz mit unbe-
stimmten Koeffizienten und fiihre ihn zu einem Widerspruch. Beachte f(x,0) =

f(O’y) =1

Aufgabe 14

Finde eine Darstellung des Motzkin-Polynoms (Aufgabe 13) als Summe von Qua-
draten rationaler Funktionen in R(z,y). (Hinweis: Erweitere mit 1 + z2.)

Aufgabe 15
Sei € = (U, O) ein Dedekindschnitt von R. Wir setzen

P = {feR(t):ElanU{—oo}EIbeOU{oo}Va:e]a,b[ f(:z:)zo}.

(Hierbei bedeutet f(x) > 0 insbesondere, daf§ f in x keinen Pol hat.)

(a) Pg ist eine Anordnung von R(t).

(b) Jede Anordnung von R(t) ist von der Form P fiir genau einen Dedekind-
schnitt € von R.

(¢) Genau dann ist die Erweiterung (R, R,) C (R(t), Pt) archimedisch (siche
Aufgabe 9(a)), wenn der Dedekindschnitt £ frei ist.

Aufgabe 16

Sei ¢ = ¢(x1,...,2,) eine R-Formel, und sei M = Sgi(p) die Erfillungsmenge
von @ in R™. Gib eine explizite Formel an, deren Erfiillungsmenge der Abschluf}
M (bzw. das Innere int(M), bzw. der Rand M, bzw. die konvexe Hiille conv(M))
von M ist.



