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Sei R stets ein reell abgeschlossener Korper.

Aufgabe 33

Sei V eine affine R-Varietéit und M eine semialgebraische Teilmenge von V(R).
Genau dann ist M Zariski-dicht in V|, wenn jedes minimale Primideal von R[V]

Tréger eines Punktes in M ist.

Aufgabe 34
Sei n € N.
(a) Sei M C R™ eine nichtleere semialgebraische Menge. Fiir alle z € R
existiert
dy(z) = dist(z, M) := inf{|ly —z|: y € M}
in R. Die Abbildung dj;: R™ — R ist eine (stetige) semialgebraische Funk-
tion, und d;; (0) = M.
(b) Die semialgebraischen Mengen
R", 10,00[", 10,1[* und B, :={z€ R":|z|<1}

sind alle zueinander semialgebraisch homéomorph.

Aufgabe 35
Sei R ein reell abgeschlossener Kérper, sei (M;);er eine Familie von semialgebrai-
schen Teilmengen von R". Dann sind &dquivalent:
(i) Es gibt eine endliche Teilmenge J C I mit (), ; M; = &;

(ii) fiir jeden reell abgeschlossenen Oberkérper S von R ist (,c;(M;)s = @;

(i) M, Mi = 2.
Dabei bezeichnet (M;)s in (ii) die Grundkorpererweiterung der Menge M; von R
nach S.

b.w.
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Aufgabe 36

Seien nichtnegative ganze Zahlen n, r, d fixiert. Man zeige: Es gibt eine natiirliche

Zahl N = N(n,r,d) derart, dafl fiir jeden reell abgeschlossenen Kérper R und

beliebige Polynome f1,..., fr € R[z1,...,2,] mit deg(f;) <d (i =1,...,r) gilt:
Ist {£ € R™: f1(&§) > 0,...,fr(&) > 0} = &, so gibt es Quadrat-

summen Se in Rlxy,...,z,] (e € {0,1}7) mit
-1 = Z Se - fO1o. fOr (%)
e€{0,1}"

und mit deg(se) < N fiir jeden Multiindex e.

Anleitung: Fiir N > 1 betrachte man die Menge Xy aller Tupel (f1,..., fr) mit
deg(f;) < d, fiir die eine Identitéit (%) mit deg(s.) < N fiir alle e existiert. Man
zeige, dafl die Mengen Xy und (Jy~; Xn semialgebraisch sind (in einem geeig-
neten endlich-dimensionalen R-Vektorraum), und verwende dann Aufgabe 35. Fiir
den Beweis, dal X semialgebraisch ist, verwende man folgende Tatsache (die wir
spiter beweisen): Zu n, k € N gibt es p € N derart, daf fiir jeden reell abgeschlos-
senen Korper R und jede Quadratsumme f € Rlxq,...,x,] mit deg(f) < k gilt: f
ist eine Summe von p Quadraten in R[xy,...,2,].

Frohe Weihnachten und ein gutes Neues Jahr!



