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Blatt 11

Abgabe: Freitag, 3. Februar 2017 bis 10.00 Uhr in die Briefkästen auf F4. Bitte
verwenden Sie für jede Aufgabe ein eigenes Blatt, und schreiben Sie Ihren Namen
und Ihre Übungsgruppe auf jedes Blatt. Alle Behauptungen sind zu begründen!

Sei K stets ein Körper.

Aufgabe 41

Sei n ∈ N, seien ai, bi ∈ K für i = 1, . . . , n, und seien dabei a1, . . . , an paarweise
verschieden. Beweise: Es gibt genau ein Polynom f ∈ K[t] mit deg(f) ≤ n− 1 und
mit f(ai) = bi für i = 1, . . . , n.

Aufgabe 42

Sei V ein R-Vektorraum von beliebiger (eventuell unendlicher) Dimension, sei f ∈
End(V ).

(a) Ist f ◦ f = f , so ist V = Eig(f, 1)⊕ Eig(f, 0).
(b) Ist f ◦ f = id, so ist V = Eig(f, 1)⊕ Eig(f,−1).

Aufgabe 43

Sei n ∈ N, sei R ein kommutativer Ring, und seien a0, . . . , an−1 ∈ R. Zeige für die
Matrix

A =



0 a0
1 0 a1

1 0 a2
. . .

. . .
...

0 an−2

1 an−1


und für t ∈ R:

det(tIn −A) = tn −
n−1∑
i=0

ait
i.

Aufgabe 44

Sei n ∈ N und p = tn + an−1t
n−1 + · · · + a0 ∈ K[t] mit a0, . . . , an−1 ∈ K, und sei

U =
{
pq : q ∈ K[t]

}
. Zeige:

(a) U ist ein Untervektorraum von K[t], und die Abbildung

φ : K[t]/U → K[t]/U, g + U 7→ tg + U (g ∈ K[t])

ist ein wohldefinierter Endomorphismus des K-Vektorraums K[t]/U .
(b)

(
1 + U, t+ U, . . . , tn−1 + U

)
ist eine Basis des K-Vektorraums K[t]/U .

(c) Bestimme Rang, Determinante und Spur von φ.
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Aufgabe J

(Freiwillige Zusatzaufgabe) Die Matrix A ∈ Mn(C) sei diagonalisierbar und habe
die Eigenwerte λ1, . . . , λr ∈ C mit |λ1| > |λj | für j = 2, . . . , r. Zeige: Für jeden

Vektor v ∈ Cn konvergiert die Folge λ−k
1 Akv (k = 1, 2, . . . ) gegen einen Vektor

L(v) ∈ Eig(A, λ1). Beschreibe auch die Abbildung v 7→ L(v).


