Claus Scheiderer

Reelle algebraische Geometrie 11

Vorlesung SS 2016

Universitat Konstanz

(© C. Scheiderer 2016






Inhaltsverzeichnis

[Kapitel IV. Positive Polynome und Quadratsummen|
[T, Summen von Quadraten von Polynomen|

|2. Hilberts Theorem iiber Quadratsummen von Polynomen
3. Semiringe und Moduln|

[4. Einfiilhrung in Semiordnungen)|

B Archimedizitat]

(=) Timedischc Posits T |

7. Erste Anwendungen: Sitze von Polya und Handelman|
8. Schmiidgens Theorem und Folgerungen|

[Kapitel V. Ergdnzungen zur kommutativen Algebra)
ILl. Primvermeidung, Nakayama Lemma, Krullscher Hauptidealsatz]
[2.Regulare lokale Ringe|

3. eguldre und singulare Punkte von Varietdten|

4. Komplettierung]

5. Potenzreithenringe)

[Kapitel VI.  Nichtnegativstellensétze|
L. Saturierte Préaordnungen|

[2.  Quadratsummen in lokalen Ringen|

3. weidimensionale lokale Ringe
[d__Globale Resultate
[Kapitel VII. Einige Anwendungen von Quadratsummen|
1. Lokalkonvexe Vektorraume)
2. Das Momentenproblem|
3. Stabilitatl
4. Beschreibung konvexer Mengen durch Lasserre-Relaxierung]

11
17
21
24
28
31
33

39
39
41
43
47
56

61
61
65
70
73

7
7
79
83
89






KAPITEL IV

Positive Polynome und Quadratsummen

1. Summen von Quadraten von Polynomen

1.1 Lemma. Sei K ein Korper, seien f1,..., fr € K, und seiv eine Bewertung
von K. Gibt es eine mit v vertrigliche Anordnung P von K mit f{ >p 0, ..., f >p
0, so st

v(fl + 4+ fr) = min{v(f1)7 s 7U(fr)}'

BEWEIS. > gilt ohnehin. Umgekehrt sei etwa v(f1) < v(f;) fiir alle 4. Dann ist
fi+t+fr=f0+g2+ -+ gr), wobei die g; := % im Bewertungsring O,
von v liegen. Nach Voraussetzung ist g; >p 0 fiir alle . Da O, P-konvex in K ist,
induziert P auf dem Restklassenkorper x eine Anordnung P, und es gilt g; >3 0
fiir alle 7. Insbesondere ist 14+-g,+---+7g, >5 0, also 1 + g2+ - -+ g, € O}, woraus
die Behauptung folgt. O

1.2 Beispiel.

1. Fiir jede reelle Bewertung v von K (also Bewertung mit reellem Restklas-
senkorper) gilt v(f2 + -+ + f2) = 2min; v(f;). Denn nach Baer-Krull (I1.5.8) hat
K eine mit v vertrégliche Anordnung.

2. Sei k ein Kérper, seien fi,..., fr € k[x] und f = Y, f2. Sei p € k[x] ein
irreduzibler Teiler von f. Ist Quot k[x]/(p) reell, so ist m := wv,(f) gerade, und
p/? | fi fiir alle i. (Folgt aus der vorigen Bemerkung, angewandt auf die diskrete
Bewertung v,,.)

3. Ist der Kérper k reell, so ist deg(>", f?) = 2max; deg(f;) fiir beliebige Po-
lynome f; € k[x] = k[z1,...,2,]. (Betrachte die durch v(f) = —deg(f), f € k[x],
definierte diskrete Bewertung von k(x). Ihr Restklassenkorper ist ein rationaler
Funktionenkoérper iiber k in n — 1 Variablen.)

Im folgenden sei A ein (kommutativer) Ring.

1.3 Definition. Ein Element f € A ist sos (sum of squares, Quadratsumme),
wenn f € YA? ist, und ist psd (positiv semidefinit), wenn f >, 0 fiir alle a €
Sper(A) gilt. Wir bezeichnen die Menge aller psd Elemente von A mit A, .

1.4 Definition. Die sos-Ldnge (oder Quadratsummenlénge) von f € A (in A)
ist definiert als

0f) = ba(f) = inf{r>0:3f,...,fr € Amit f=fZ+---+ f*}
(insbesondere /(f) = oo falls f ¢ ¥ A2 ist). Die Pythagoraszahl von A ist
p(A) = sup{la(f): f € BA*} € ZU{occ}.
1.5 Bemerkungen.

1. Fiir jeden Ring A gilt X A% C A, . Ist A = k ein Koérper mit char(k) # 2, so gilt
Gleichheit (Artins Theorem, 1.30). Ebenso gilt Gleichheit, wenn A nicht reell (d.h.
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6 IV. POSITIVE POLYNOME UND QUADRATSUMMEN

Sper(A) = @, I1.2.14) und 1 € A ist, wegen —1 € A% und z = (%‘H)z — (=t 1)2
Fiir die meisten reellen Rlnge A ist EA2 # A, . Fiir den Polynomring A = R[z,y]

haben wir das in Aufgabe 13 gesehen.
2. Nach dem abstrakten Nichtnegativstellensatz (I1.2.8) ist

A, = U{feA:Es,tEZAQ mitsf:me—f—t}.

m>0

Wir zeigen jetzt, dafl die Frage nach sos-Darstellungen “linearisiert” werden
kann. Zunéchst einige Vorbereitungen iiber symmetrische Matrizen. Sei weiter A
ein (kommutativer) Ring, und sei stets £ € A.

1.6 Fir S = (a;;) € Sym,, (A4) sei

n
qs = qS(X) = XtSX = Z Qi TiT 5
i,j=1

die zugehorige quadratische Form. (Fasse x stets auf als Spaltenvektor der Varia-
blen.) Die Matrix S, oder die quadratische Form gg, heiit psd (positiv semidefinit)
iber A, wenn fiir alle o € Sper(A4) die Matrix S psd iiber R(«) ist. Nach Definition
bedeutet das u'¢(S)u > 0 fiir jeden Homomorphismus ¢: A — R in einen reell ab-
geschlossenen Koérper R und jedes u € R"™. Gilt stets sogar u!¢(S)u > 0 fiir u # 0,
so heiflt A positiv definit iiber A. Man schreibt S > 0 bzw. S = 0, falls .S psd bzw.
positiv definit ist. Wir setzen

Sym};(A) := {S € Sym,(A): S = 0},
Sym;*(A4) := {S € Sym,(A): S = 0}.

1.7 Bemerkungen.

1. Sei A = R ein reell abgeschlossener Kérper. Dann ist Sym;; (R) ein volldimen-
sionaler, basisch abgeschlossener (semialgebraischer) konvexer Kegel in Sym,, (R).
Sei S = (ai;) € Sym,,(R), sei ps(t) = t" + a1t" " + -+ + a,, das charakteristische
Polynom von S. Dann sind dquivalent:

(i) §=0,
(ii) (=1)%a; >0 firi=1,...,n,

(iii) alle symmetrischen Minoren det (aij) er =20 (fir @ A1 C{1,...,n}).
In der Tat, pg(t) zerfillt iiber R, und (i) < (11) folgt somit aus Aufgabe 11. Fiir

S > 0 hat man eine entsprechende Charakterisierung.
2. Ist A beliebiger Ring und S € Sym, (A) mit charakteristischem Polynom
p(t) =t"+ a1t ' + - + ay, so gilt also:

S0 & (~DaeA, (i=1,...,n).

1.8 Lemma. Fir jede Matriz S € Sym,,(A) und jedes r > 1 sind dquivalent:
(i) gs(x) ist Summe von r Quadraten von Linearformen in A[x];
(ii) es gibt (Spalten-) Vektoren ui,...,u, € A™ mit S =3\ uul;
(iii) es gibt T € M, x,(A) mit S =TT?.
Gelten diese Figenschaften fir ein r > 1, so sagen wir, daff S eine Quadratsumme
(kurz: sos) ist. In diesem Fall ist S = 0.
1.9 Definition. Fiir S € Sym,,(A) ist die (sos-) Linge von S definiert als
0a(S) = £(S) := inf{r >0: 3T € My,(A) mit S =TT"}.
(Es ist also £4(S) = oo, falls S nicht sos ist.)
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1.11 Betrachte nun Polynome von héherem Grad. Sei im folgenden k ein reeller
Korper, und sei weiter x = (z1,...,2,). Fir f € k[x] sei stets deg(f) der Totalgrad

von f, also
deg( Z Car xa) := sup{|al: cq # 0}.

Q€L
Wegen k reell gilt deg(fZ + -+ + f?) = 2max; deg(f;) fiir beliebige Polynome
fi,..., fr € E[x] (siehe auch 1.2). Fiir d > 0 sei
Kieq = {f € kfx): deg(f) < d}.

Mit

Ja = {a€Z%:|a| < d}
ist (x*)qes, eine Basis des k-Vektorraums k[x]<4. Insbesondere ist dim(k[x]<q) =
|Ja| = ("?:d). Wir schreiben im folgenden

X = (x%aey, € k[x]74,
ein mit Jy indizierter (Spalten-) Vektor, dessen Eintrége die Monome vom Grad
< d sind. Die Abbildung

k7 — k[X]Sda U= (Ua)aeJd =X = Z Ua X
acJy

ist ein Vektorraum-Isomorphismus.

1.12 Sei Sym, (k) der Raum der symmetrischen Matrizen, deren Zeilen und
Spalten mit J; indiziert sind. Die lineare Abbildung

v: Symy (k) = k[x]<oq, ~(S) = X! Sx

heifit die Gramabbildung. Fiir eine symmetrische J; x Jg-Matrix S = (aalg)a s,

ist also

YS) = > aapx*t.

a,BEJq

Es ist klar, daf v surjektiv ist. Fiir f € k[x]<oq sei
Gy = y7'(f) = {S €Symy,(k): f=X'SX},

ein (nichtleerer) affin-linearer Unterraum des k-Vektorraums Sym; (k). Die Ma-
trizen in Gy heien die Grammatrizen von f. Die Dimension von Gy ist gleich
dim Sym ; (k) — dim k[x] <24, also

dim(G) = ;(”:d> (1+(nzd)) - (n—;Zd)l

1.13 Satz. Sei k ein reeller Kérper. Ein Polynom f € k[x] ist genau dann eine
Summe von Quadraten von Polynomen, wenn [ eine positiv semidefinite Gramma-
triz hat. Ist dies der Fall, so ist

I(f) = min{l(S): S € Gy, S >0}

Ist k = R reell abgeschlossen, so ist insbesondere I(f) = min{rk(S): S € Gy,
S = 0}.

BEWEIS. Schreibe J = Jy. Ist f = Z;Zl fj2, so ist deg(f;) < d fur alle j. Sei
B € My, (k) die durch

(f17"'7f7‘> = XtB
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eindeutig bestimmte Matrix. (Die j-te Spalte von B ist also der Koeffizientenvektor
von f;, fiir j =1,...,r.) Dann folgt

f = ®'B)X'B) = X'(BB)X,

also ist BB' eine psd Grammatrix von f, und [(BB') < r. Ist umgekehrt A € Gy
psd, und ist r = [(A), so gibt es B € M4, (k) mit A = BB!. Es folgt f = X!AX =
Z;zl(XtBj)2, wobei B; die j-te Spalte von B ist (j =1,...,7). O

1.14 Definition. Ist f € k[x], ist f = f2 4+ --- + f2 mit f; € k[x], und ist B
die J x r-Matrix mit X!B = (f1,..., f-), so heifit die symmetrische J x J-Matrix
A = BB" die zur Darstellung f =3, f? gehérende Grammatriz von f.

1.15 Bemerkungen.

3. Jede sos-Darstellung von f gibt also eine psd Grammatrix von f, und umge-
kehrt kommt jede psd Grammatrix von f von einer solchen Darstellung. Es stellt
sich also die Frage, wann haben zwei sos Darstellungen dieselbe Grammatrix? Ist

f=f4t (+)
und ist U = (u;j) € O, (k) eine orthogonale Matrix (also UU* = I, so ist auch

f= (Zuilfi)2+"'+ (Zu"fi)2’ (%)

und beide Darstellungen (*) und (xx) haben dieselbe Grammatrix. Denn ist etwa
(fi,---, fr) = X!B, so hat (x) die Grammatrix BB?, und zu (**) korrespondiert
X!BU mit Grammatrix (BU)(BU)! = BB®.

1.16 Definition. Zwei Darstellungen
ittt fl =g+t
als Summen von r Quadraten (mit f;, g; € k[x]) heilen orthogonal dquivalent, wenn

)
U = (uij) € O (k) existiert mit g; = >, u;;fi (j=1,...,7).

Aquivalente Darstellungen haben dieselbe Grammatrix, wie gerade gesehen.
Davon gilt auch die Umkehrung:

1.17 Satz. Sei k ein reeller Korper. Zwei Darstellungen f2 +---+ f2 = g2 +
g% (mit f;, g; € k[x]) sind genau dann orthogonal dquivalent, wenn sie dieselbe
Grammatriz haben.

1.18 Korollar. Die psd Grammatrizen von f € k[x] stehen in Bijektion zu den
orthogonalen Aquivalenzklassen von Darstellungen von f als Summe von Quadraten
von Polynomen. O

Satz 1.17 folgt aus dem folgenden Lemma:

1.19 Lemma. Sei k ein reeller Kérper, seien B, C € M, x,(k). Dann sind
dquivalent:
(i) BB = CC?;
(ii) es gibt eine orthogonale Matriz U € O, (k) mit C = BU.

BEwEIS. (ii) = (i) ist trivial. Umgekehrt gelte (i). Fiir , y € k" sei (z,y) =
Yoy xiyi. Seien V bzw. W die Unterrdume von k", die von den Zeilen by, ..., by
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von B bzw. ¢1, ..., ¢, von C aufgespannt werden. Nach Voraussetzung gilt (b;, b;) =
(ciyej) fiiralled, j=1,...,n.Sind \; € k (i=1,...,n) mit >, \;b; =0, so ist

<Z Aici, ¢j) = ZMQ,@ = Zmbi,bp = <Z Aibi, bj) =0

fur j = 1,...,n. Daraus folgt (3, Aici, >, Aic;) = 0, und daraus ), A\jc; = 0
wegen k reell. Somit gibt es eine lineare Abbildung ¢g: V. — W mit ¢g(b;) = ¢;
(i=1,...,n), und ¢q ist eine Isometrie von V auf W beziiglich der kanonischen
Bilinearform (z,y) = Y., z;y;. Wihle eine beliebige Isometrie ¢1: V- — W,
Dann ist ¢ := ¢o @ ¢1 eine Isometrie von k" auf sich, welche b; auf ¢; abbildet. Ist
U € O,(k) die Matrix mit ¢(z) = Uz fiir alle z € k", so folgt BU' = C. O

Fiir k nichtreell ist Lemma 1.19 falsch.
Fiir einige Folgerungen setzen wir der Einfachheit halber voraus, dal k = R
reell abgeschlossen ist.

1.20 Korollar. Sei U C R[x| ein m-dimensionaler linearer Unterraum, und
sei f € R[x]| eine Summe von Quadraten von Elementen aus U. Dann ist [ eine
Summe von m Quadraten von Elementen aus U.

BeEWwEIS. Der Rang der zugehorigen psd Grammatrix von f ist < dim(U) =
m. (]

1.21 Korollar. Jede Quadratsumme f in R[z1,...,x,] mit deg(f) < 2d ist
eine Summe von ("Zd) Quadraten. O

Jetzt betrachten wir Newtonpolytope von Polynomen und wenden sie auf Qua-
dratsummen an.

1.23 Definition. Sei k ein Korper, sei f = Zaem aq x® ein Polynom in k[x] =

klx1,...,2,]. Der Triger von f ist die Menge

supp(f) = {a € Z7: an # 0}
der in f vorkommenden Monome (bzw. ihrer Exponententupel). Das Newtonpolytop
von f ist
New(f) := conv(supp(f)),
die konvexe Hiille von supp(f) in R™.

1.24 Bemerkungen.

2. Als konvexe Hiille endlich vieler Punkte im R™ ist New(f) ein Polytop,
also ein kompakter Durchschnitt von endlich vielen abgeschlossenen affin-linearen
Halbrdumen. Fiir 0 # u € R™ und ¢ € R sei im folgenden

Hy. = {z e R": (z,u) < c}.
Jeder abgeschlossene Halbraum hat so eine Form. (Hier ist wie iiblich (u,z) =

D e UiTi.)

1.25 Jeder feste Vektor 0 # u € R™ definiert eine Graduierung des Polynom-
rings k[x] dadurch, daff man die Variable z; als homogen vom Grad u,; definiert
(1 = 1,...,n). Das Monom x® ist also homogen vom Grad (a,u). Die Graduie-
rungsgruppe ist die von uq, ..., u, erzeugte Untergruppe G von R. Es ist

klx] = B klx,,

geG
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und jede homogene Komponente k[x], ist ein von Monomen aufgespannter k-Vektor-
raum. Nenne ein Polynom u-homogen, wenn es homogen beziiglich dieser Graduie-
rung ist.

Sei 0 # f € k[x], schreibe f = dec fg mit f, € k[x], fiir g € G. Der u-Grad
von f ist

deg, (f) = max{g € G: f, #0} = max{(cu): @ € supp(f)}.

Sei deg,, (f) = g, dann heifit L, (f) := f, die u-Leitform von f. Die u-Leitform ist
# 0 und u-homogen. Fiir Polynome f1, fo # 0 gilt deg,,(f1 f2) = deg,, (f1)+deg, (f2)
und Lu(flfQ) = Lu(fl) Lu(f2)

Genau dann gilt demnach New(f) C H,, ., wenn deg,, (f) < cist. Denn New(f) C
H,. . bedeutet (o, u) < c fiir alle o € supp(f).

1.27 Satz. Sei 0 # f € R[x|. Fir u = (u1,...,u,) € Q" und ¢ € Q sind
dquivalent:
(i) New(f) C Hy.;
(ii) fir alle & € R™ bleibt t—° - f(gltul,...,gnt“") beschrankt fir t — oo,
t e R.

BEWEIS. Sei f = f4, + -+ fg, die Zerlegung in u-homogene Komponenten
# 0, mit deg,(f) = ¢1 > -+ > ¢,. Bedingung (i) bedeutet g1 < ¢ (siehe 1.25).
Fixiere £ € R™ und setze n; := (gltm,... ,Snt“") fiir t > 0. Nach Beispiel 1.26.2 ist

f) = Y g )

Aus (i) folgt g; < c fiir alle 4, also bleibt dann ¢¢f(n;) beschrinkt fiir ¢ — oo. Fiir
die Umkehrung wihle £ € R" mit fy, (£) # 0. Die hochste Potenz von t in ¢~ f(n;)
ist dann ¢917¢. Aus (ii) folgt also g1 — ¢ <0, also (i). O

1.28 Satz. Seien 0 # f, g € R[x].

(a) New(fg) = New(f) 4 New(g).
(b) Sind f, g psd, so ist New(f + g) = conv(New(f)U New(g)).

Hierbei ist C; + Co = {z + y: x € C1, y € Cs}, die Minkowskisumme von Cq
und Cs. Sind C7 und Cs kompakt oder konvex, so gilt dasselbe auch fiir C; + Cs.

BEWEIS. (a) Jedes Monom von fg ist Produkt eines Monoms von f und eines
Monoms von g. Also gilt supp(fg) C supp(f) + supp(g), und daher New(fg) C
New(f) + New(g). Fiir die Umkehrung geniigt es, zu zeigen: Sind 0 # v € R™ und
¢ € R mit New(fg) C Hy, so ist auch New(f)+New(g) C H, .. Die Voraussetzung
sagt deg,, (fg) < c.Seia = deg, (f) und b = deg,, (g9). Es ist also a+b = deg,,(fg) < ¢
und New(f) C Hy 4, New(g) C H, p. Es folgt New(f) + New(g) C Hyq + Hyp =
Hy o4 € Hy c wie gewiinscht.

(b) Wegen supp(f + g) C supp(f) Usupp(g) ist C klar. Es bleibt New(f) U
New(g) C New(f + g) zu zeigen. Dafiir geniigt, dafl aus New(f + g) € H,, . auch
New(f) U New(g) C H, . folgt. Dazu benutzen wir Satz 1.27. Sei £ € R™ und
ne = (&t", ..., &t ) (t > 0). Die Voraussetzung sagt, daB t=¢(f(n:) + g(n)) fiir
t — oo beschrankt ist. Wegen f, ¢ psd folgt daraus die Beschranktheit von ¢=¢ f(n;)
und von t~¢g(n;), also die Behauptung nach dem Satz. O

1.29 Bemerkung. Ist C' C R” eine konvexe Menge, so ist die m-fache Min-
kowskisumme C + - - - 4+ C gleich mC = {mz: € C}. Aus Satz 1.28(a) folgt also
New(f™) = mNew(f) fiir alle m > 1.
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1.30 Korollar. Sei f = fZ+ -+ f2 mit Polynomen f; € R[x|. Dann gilt

New(f;) C 5 New(f) firi=1,...,r.

1.31 Korollar. Sei f € R[x] eine Quadratsumme. Ist N die Anzahl der in
%New(f) enthaltenen Gitterpunkte, so ist jede Quadratsummendarstellung von f
dquivalent zu einer Summe von N Quadraten.

1.32 Beispiele.

1. Das Motzkinpolynom f = z*y? + 22y* — 322y% + 1 ist psd, wie aus der
arithmetisch-geometrischen Ungleichung folgt:

1
3 (1 +2ty? + x2y4) > /1 aty? a2yt

Andererseits ist f nicht sos, wie man durch Terminspektion einer hypothetischen
sos-Darstellung sieht (Aufgabe 13). Die Argumentation vereinfacht sich, wenn man
das Newtonpolytop benutzt: $New(f) ist die konvexe Hiille von (2,1), (1,2), (1,1)
und (0,0). Nur diese vier Gitterpunkte sind darin enthalten. Wire f sos, so miifite

[ = Z(aﬂizy + bizy® + cizy + d;)?
i
sein. Dann aber ist der Koeffizient von 2?y? gleich Y, ¢? > 0, kann also nicht —3
sein.

2. Das Motzkinpolynom hat vier Nullstellen in R?, nimlich (£1, 41). Fiir jedes
¢ > 01in R ist f. := f + c strikt positiv auf R?, und ist nicht sos, denn an dem
gerade gegebenen Argument dndert sich nichts.

3. Das folgende Beispiel stammt von Choi und Lam: Die Form
f = w4 22y® + 2222 + y?2? — dwayz

in Rlw,x,y,z] ist psd, wieder nach der arithmetisch-geometrischen Ungleichung,
angewandt auf w?, 232, £22% und 3222. Und f ist nicht sos, denn %New(f) ist die
konvexe Hiille von

(2703050)7 (07 ]" ]‘30)7 (07 ]‘70’ 1)7 (0707 ]" 1)'

Die einzigen Gitterpunkte in %New( f) sind diese vier Punkte. Wire f sos, so miifite
also
f = z:(aiw2 + b;xy + c;rz + dl-yz)2
i

sein, was nicht der Fall ist. Also ist f nicht sos.

2. Hilberts Theorem iiber Quadratsummen von Polynomen

2.1 Sei k ein Korper. Ist f € k[xo,...,x,] homogen, so sei fe Elxi,...,2n

die Dehomogenisierung von f beziiglich xg, also
f = f(lamlv"wxn)-
Fiir g € k[z1,...,,] sei umgekehrt g" die Homogenisierung von g, also
R )
i) Xo

(fir g # 0, und 0" = 0), wobei deg(g) der Totalgrad von g ist. Es ist also g" &
k[zo, ..., zn] homogen vom Grad deg(g), und g = g¢" ist die Dehomogenisierung
von g". Fiir 0 # f € k[xo,...,r,] homogen ist andererseits f = zf* - (f)", wobei

m > 0 maximal mit x{* | f ist.
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2.2 Lemma. Sei k reell. Ein homogenes (bzw. beliebiges) Polynom diber k ist
genau dann psd, wenn seine Dehomogenisierung (bzw. seine Homogenisierung) dies
ist. Dieselbe Aussage gilt mit sos statt psd.

Wir konnen also wahlweise {iber homogene Polynome in n + 1 Variablen oder
iiber beliebige Polynome in n Variablen reden. Wir nehmen hier den homogenen
Standpunkt ein, wie es auch Hilbert getan hat. Ist ein homogenes Polynom eine
Quadratsumme von Polynomen, so sind bei reellem Grundkorper die Summanden
automatisch selbst homogen:

2.3 Lemma. Sei k ein reeller Korper, seien fi,..., fr € k[x] Polynome, und
sei f = f2+ -+ f2 homogen vom Grad d. Dann ist d gerade, und die f; sind
homogen vom Grad g.

2.4 Sei im weiteren R ein reell abgeschlossener Korper, und sei n > 1. Wir
betrachten homogene Polynome (Formen) f € R[x] in n Variablen x = (z1,...,%,).
Fiir d > 0 sei R[x]q der R-Vektorraum aller solchen Formen vom Grad d. Es sei
weiter

P,q = {f € Rlx]q: [ ist psd}
die Menge aller psd Formen vom Grad d, und

Shd = {feR[x]d:HTZO, 3f1,....fr € R[x] mitf:fo}
=1

die Menge aller Formen vom Grad d, welche eine Quadratsumme von Polynomen
(notwendig von Formen vom Grad %) sind. Offensichtlich gilt ¥,, 4 C P, 4.

2.5 Satz. Die Teilmengen P, q und %, 4 von R[x]q sind abgeschlossene konveze
semialgebraische Kegel mit nichtleerem Innerem (fiir d gerade).

BEWEIS. Beide Mengen P, 4 und %, 4 sind konvexe Kegel, d.h. sie enthalten
mit f1, fo auch fi + fo und afy (fiir a > 0). Fiir die Aussage, da8$ ¥,, 4 nichtleeres
Inneres hat, siehe RAGII (SS 2016), Aufgabe 1.

P, q 188t sich durch eine Formel in den Koeffizienten beschreiben, ist also eine
semialgebraische Menge. Die Abgeschlossenheit von P, 4 ist trivial, denn fiir jeden
Punkt £ € R™ ist die Auswertungsabbildung R[x]; — R, f — f(§) linear, und
insbesondere stetig.

Sei d = 2e, und sei N = dim R[x]. (also N = ("~!*)). Nach 1.20 ist £, 4 das
Bild der Abbildung

¢: (Rxe)Y = R[xla, (oo fv) = [T+ + R

und ist daher eine semialgebraische Menge. Die Abbildung ¢ ist polynomial und
homogen vom Grad 2, und es gilt ¢~1(0) = {0}. Nach dem folgenden Lemma ist
deshalb im(¢) = X,, 4 abgeschlossen in R[x]4.

2.6 Lemma. Sei f: R™ — R" eine semialgebraische Abbildung. Es sei f
homogen von geradem Grad d, d.h. es gelte f(ax) = a? f(z) fir alle * € R™
und a € R. Auferdem sei f=1(0) = {0}. Sei M C R™ eine abgeschlossene semial-
gebraische Menge mit x € M = ax € M fir alle a > 0. Dann ist auch die Menge
f(M) abgeschlossen in R™.

BEWEIS. Sei S»~! C R" die Einheitssphire, und sei

PR S0} 8T RO = g (0#EERY).
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Ist B C S"~! eine abgeschlossene Teilmenge, so ist die Menge B := p~1(B) U {0}
abgeschlossen in R™. Fiir A := M N S™ ! ist 0 ¢ f(A) nach Voraussetzung, also
ist po f(A) C S™! eine abgeschlossene Menge. Es gilt f(M) = po f(A), also ist
f(M) abgeschlossen in R™. O

Damit ist Satz 2.5 bewiesen. O

Angeregt durch Minkowski iiberlegte Hilbert, ob jede psd Form f € P, 4 eine
Quadratsumme von Formen ist. Es gibt einige einfache Fille, wo die Antwort ja ist:

2.7 Lemma. Seix = (z1,...,%,), sei f € P, 4 C R[x].
(a) Ist n =1, so ist f ein Quadrat.
(b) Ist n =2, so ist f Summe von zwei Quadraten.
(c) Ist d =2, so ist f Summe von n Quadraten.

2.8 Theorem. (Hilbert 1888) Seien n > 1 und d > 0 mit d gerade. Ist n < 2
oder d < 2, oder ist (n,d) = (3,4), so ist Xy, g = Py.q. In allen anderen Fillen ist
die Inklusion ¥, 4 C P, 4 strikt.

BEWEIS. Die offensichtlichen Fille (n < 2 oder d < 2) haben wir gerade disku-
tiert. Das Motzkinpolynom f liegt in P56\ X3¢ (Aufgabe 7, oder 1.32), und damit
auch in P, g \ X, ¢ fiir alle n > 3. Fiir alle £ > 0 und n > 3 liegt deshalb auch
x%kf in Py 642k \ Xn,6+2k- Das Choi-Lam Polynom aus 1.32.3 liegt in Py 4 \ 244,
also auch in P, 4 \ 3, 4 fiir alle n > 4.

Zu zeigen bleibt P34 = X3 4. Hier hat Hilbert sogar eine noch stérkere Aussage
gezeigt: Jede psd terndre Form vom Grad 4 ist eine Summe von drei Quadraten
von quadratischen Formen. Mit elementaren Argumenten zeigen wir eine etwas
schwichere Aussage:

2.9 Satz. Sei f € Rz, y, z] eine psd Form vom Grad 4.
(a) Hat f eine nichttriviale reelle Nullstelle, so ist f eine Summe von 3 Qua-
draten.
(b) Stets ist f eine Summe von 4 Quadraten.

BEWEIS. (b) folgt aus (a). Sei nédmlich a := min f(5?) das Minimum von f auf
der Einheitssphére. Die quartische Form
g = f(J?, Y, Z) - a’(x2 + y2 + Z2)2
erfiillt dann g > 0 auf S2, also ist auch ¢g psd. Nach Voraussetzung hat g eine
Nullstelle in S2, ist also nach (a) eine g Summe von 3 Quadraten. Daher ist f

Summe von 4 Quadraten.
Es bleibt (a) zu zeigen. Der folgende Beweis stammt von Pfister.

2.10 Definition. Eine Form p € R[zo,...,z,] heilt positiv definit, wenn
p(&) > 0 fiir alle 0 # € € R™ gilt.

2.11 Lemma. Seiq € RJ[s, t] eine bindre positiv definite Form mit deg(q) = 2.
Fiir jede psd Form f € R[s,t] gibt es Formen g, h € R[s,t] mit

f =g +qh (1)

BEWEIS. Wir beweisen die Version fiir inhomogene univariate Polynome. Sei
also ¢ € R[t] mit deg(q) = 2 und ¢(t) > 0 fiir alle ¢ € R. Wir kénnen ¢ mit jeder
positiven Zahl in R skalieren. Es ist ¢ = (at+b)%+c? mit ac # 0, also ¢ = ¢*(u?+1)
mit u = ¢~ 1(at + b). Wegen R[t] = R[u] konnen wir also annehmen ¢ = 2 + 1.
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Sei f € R[t] psd, und sei zunichst deg(f) = 2, etwa f = (t + a)? + b* mit
a,be€ R. Ist a=0,soist f= (b —1)+q (falls b*> > 1) bzw. f = (1 — b?)t? + b?q
(falls b < 1) eine Darstellung wie gewiinscht. Sei jetzt a # 0. Wir suchen \ € R
mit A > 0, so dafl

f=Xg = f=Mt2+1) = (1 = Nt?+2at + (a> +V* — \)
ein Quadrat ist. Dafiir geniigt, daff 0 < A < 1 ist und die Diskriminante
5N = 402 — 41— \)(@2 + 5 — \) = —4()\2 (@ + P+ 1A+ b2)

verschwindet. Wegen 6(0) = —4b? < 0 und §(1) = 4a? > 0 hat & eine Nullstelle A
mit 0 < A\ < 1.

Ein beliebiges psd Polynom f € R[t] ist ein Produkt von quadratischen psd
Polynomen. Aus dem gerade behandelten Fall folgt wegen

(a® + b%q)(c? + d*q) = (ac + bdq)* + (ad — bc)?q,
dafl f eine Darstellung hat. O

2.12 Wir beweisen nun Satz 2.9(a). Sei f = f(z,y,2) eine psd Form vom
Grad 4 mit einer nichttrivialen reellen Nullstelle. Nach einem linearen Koordina-
tenwechsel erreichen wir f(0,0,1) = 0, also

f = fg(x,y)-z2+f3(a:,y)-z+f4(a:,y), (2)

wobei f; = f;(z,y) eine bindre Form vom Grad j ist (j = 2,3,4). Wegen f psd ist
jede der drei bindren Formen

for fa Afofa— 3

selbst psd, also eine Summe von zwei Quadraten. Ist fo = 0, so auch f3 = 0, also
ist f = f4 eine Summe von zwei Quadraten. Ist f, = I? Quadrat einer Linearform
I # 0, so folgt [ | f3 (Lemma 1.1 auf 4f>f; — f2 anwenden), etwa f3 = 2lgs. Da
dfafs — f2 = 4I?(fy — ¢g3) Summe von zwei Quadraten ist, ist auch f; — g3 eine
Summe von zwei Quadraten. Also ist f = (Iz + g2)? + (f1 — g3) eine Summe von
drei Quadraten.

Jetzt sei fo positiv definit. Nach Lemma 2.11 existieren binédre Formen p =

p(z,y) und ¢ = q(z,y) mit 4f2fs — f§ = ¢* + p° f2, also

¢+ = fo4fs = p7). (3)
Dabei ist deg(p) = 2 und deg(q) = 3. Wegen fo psd gibt es Linearformen Iy,
lo € Rlz,y] with fo = 13 +13 = (I3 +ila)(ly —ilz) (und i = /=1). Aus folgt
also, daf} {1 + ilo eine der beiden Formen ¢ + i f3 teilt. Indem wir gegebenenfalls [,
durch —I5 ersetzen, kénnen wir annehmen

(i +il2) | (g+ifs).
Damit ist f5 ein Teiler von (q+if3)(l1 —ila) = (gl + f3l2) +i(f3l1 — gl2), also auch
von Real- und Imaginérteil dieser Form. Die Briiche
_ fsh—dql hy = qly + f3l2
2fy ' 2fo

sind also binére quadratische Formen (mit Koeffizienten in R), und aus folgt

2 2\ (12 4 72 2 g2
2 g2 _ (@HfE+E) o+ fs 1,
S T T

hli

Wegen

hily + hals = EECT 5
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ist also
_(P\? 2 2
fF=1(5) *(+hz)+ (s +122)
eine Summe von drei Quadraten quadratischer Formen. O
Damit ist Theorem 2.8 bewiesen. O

Die Frage, wann jedes psd Polynom eine Darstellung als Quadratsumme hat,
hat weitreichende Verallgemeinerungen in viele Richtungen, und hat wichtige An-
wendungen in der Optimierung. Fiir den Moment geben wir zwei weitere Fille an,
wo alle nichtnegativen Polynome durch Quadratsummen beschrieben werden.

2.14 Betrachte allgemeiner eine affine R-Varietdt V und eine basisch abge-
schlossene semialgebraische Teilmenge K C V(R), etwa

K = {£¢€V(R): g1(£) 20,...,9:(6) > 0}

mit g1,...,9, € R[V]. Sei f € R[V] mit f(§) > 0 fiir alle ¢ € K. Unter welchen
Voraussetzungen kann man folgern, daf f in der Préordnung PO(gy, ..., 9,) C R[V]
liegt, also eine gewichtete Quadratsummendarstellung

1 1
f = Z...Zsegfl...gﬁr

e1=0 e,.=0
mit s, € XR[V]? fiir alle e = (e, ...,e.) € {0,1}" hat?

Die Frage ist im allgemeinen schwierig. Hier ein erstes explizites Beispiel:

2.15 Sei K C R eine abgeschlossene semialgebraische Menge, K # @, R. Dann
hat K die Gestalt

K = ]—00,bp]U[a1,b1] U Ulam, bm] U [am+1, 00|
mit m > 0 und
—00<by<a; <b << apm <byp < Ay < 0.
(Dabei sei |—o0, —00] := [00, 00 := @.) Die Polynome
pi = (x—b)(x—ayx1) (=0,...,m)

(mit  — by := 1 falls by = —o0, und & — a1 := —1 falls a1 = 00) heiBen die
natiirlichen Erzeuger von K. Esist K = {t € R: po(t) > 0,...,pm(t) > 0}. Sei

P(K) = {f € R[z]: f|x >0},

die Priordnung aller auf K nichtnegativen Polynome in R]x].

2.16 Satz. Seien K und die natiirlichen Erzeuger pg,...,pm wie oben.
(a) Es ist P(K) = PO(po,...,Dm)-
(b) Ist umgekehrt P C P(K) eine Teilmenge mit P(K) = PO(P), und ist K
unbeschrdinkt, so gibt es cg,...,cm >0 in R mit copo, - - -, CmPm € P.

BEWEIS. (a) Wir zeigen (a) nur unter der Annahme, daf§ K keinen isolierten
Punkt hat, d.h. dal a; < b; fiir i = 1,...,m gilt. Sei f € R[z] ein Polynom mit
flx > 0. Wir kénnen annehmen, dafl alle komplexen Nullstellen von f reell und
einfach sind. In jedem der Intervalle [by, as], . .., [bm—1, @] hat f eine gerade Anzahl
von Nullstellen. Deshalb geniigt es, zu zeigen:

(1) Firb<a<fB<aist (x —a)(z—B) € PO((x —b)(x — a));
(2) fira<aist x —a € PO(x —a), fir >bist B —z € PO(b—x).
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Die Aussagen (2) sind offensichtlich. Fiir (1) siehe Aufgabe 52.

(b) Sei K unbeschrinkt, sei p = p; fiir ein ¢ € {0,...,m}. Behaupte: Ist p =
¢1 + g2 mit g1, g2 > 0 auf K, so ist ¢; = ¢;p mit ¢; > 0 (und ¢1 + ¢ = 1). (Anders
gesagt, p erzeugt einen Extremalstrahl des konvexen Kegels P(K).) Denn wegen K
unbeschrankt ist deg(g;) < deg(p) ( < 2) fiir j = 1,2. Da die ¢; in den Nullstellen
von p verschwinden miissen, folgt die Behauptung. Sind also fi,..., f, € P(K),

und ist
p: Z Se' flffT

ec{0,1}"

mit Quadratsummen s, in R[], so liegt jeder Summand in R, p, und es folgt f; €
R, p fiir ein j € {1,...,7}. (Denn aus der expliziten Gestalt von p sieht man, dafl
p nicht Produkt von zwei nichtkonstanten Faktoren aus P(K) ist.) O

2.17 Bemerkungen.
1. Seien ¢1,...,9, € R[z],sei K = {g1 > 0,...,g9, > 0} C R. Ob die Inklusion

PO(g1,...,9:) S P(K)

eine Gleichheit ist, hingt stark von der Wahl der Ungleichungen g; ab, wie man
aus Satz 2.16 sieht. Sind pg, . .., pm die natiirlichen Erzeuger und p = pg -+ - P, SO
ist auch K = {p > 0}, aber PO(p) # P(K) gilt fast immer, wenn K unbeschrénkt
ist (ndmlich wenn m > 1 ist).

2. Ist dagegen R = R und K C R kompakt, so wird P(K) von zwei Polynomen
erzeugt, und sogar von einem einzigen, z.B. von pg - - - p,,, falls K keine isolierten
Punkte enthélt. Das zeigen wir spéter.

Nun diskutieren wir ein klassisches Resultat, ndmlich die nichtnegativen Po-
lynome auf der Kreislinie. Sei C' die affine Kurve x? + y? = 1 iiber R, es ist al-
so C(R) = {(s,t) € R?: s> +t* = 1}. Der Koordinatenring von C ist R[C] =
Rlz,y]/(* +y° - 1).

2.18 Satz. Jedes psd Element in R[C] ist eine Summe von zwei Quadraten in
R[C].

Hier ist eine andere Version des Satzes. Betrachte den Ring C[z,27!] der Lau-
rentpolynome, zusammen mit der C/R-Involution f +— f* mit a* = @ (a € C),
z* = z7! (also auch (27')* = 2). Fir f = > ., a,2" € Clz,27!] ist also
[*=3,a,2"", und fiir 0 # o € C folgt f*(a) = f(@!). Ist insbesondere f = f*,
so ist f(a) € R fiir alle |a| = 1.

2.19 Theorem. (Fejér-Riesz) Sei f € Clz,z71] mit f = f*. Ist f > 0 auf
S={ueC: |ul =1}, so gibt es g € Clz] mit f = gg*. Genauer gilt: Ist n € N mit
2" f € Clz], so gibt es ein solches g mit deg(g) = n.

BEWEIS. Sei 0 # f € Clz,27!] mit f = f* und 2"f € C[z]. Wir koénnen
annehmen 2" ! f ¢ C[z]. Dann hat f die Gestalt f = E?:,n ¢;z) mit c_; = ¢; fiir
alle j. Also ist

2n
f=e" H(z — o)
j=1
mit ¢ € C*, wobei oy, ..., as, die Nullstellen von f in C \ {0} sind. Wegen f = f*
existiert eine Permutation o von 1,...,2n mit a;ag;y = 1 fiir alle j. Fiir die

Konstante c gilt ¢ = c[]; a;.
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Sei « eine Nullstelle von f mit |a| = 1, sei m die Vielfachheit von «. Die Re-
striktion f|s wechselt in o genau dann das Vorzeichen, wenn m ungerade ist (lokale
Uberlegung, Ubung). Ist also f|s > 0, so kommt jede Nullstelle in S mit gerader
Vielfachheit vor. Also kann man n Nullstellen 31, ..., 3, aus den 2n Nullstellen von

f so auswéhlen, daf3
- -1
H (2= 6j)(z=8; )

ist. Die Konstante c erfiillt ¢ = CH ﬁJ alsoc=s H B mit 0 # s € R. Also ist f

7
Produkt von n Faktoren der Form
B 1 _ -1 ny _— *
SE=A(-35) = G- =B = ~-AE-8)
Es folgt f = tgg* mltO#tERundg—H,( — Bj). Wegen f > 0 auf S muf
dabei t > 0 sein. O

2.20 Bemerkung. Der Zusammenhang mit der Formulierung 2.18 wird wie
folgt hergestellt: Durch

Clz, 27 = Clz,yl/(a® +y* = 1), z—z+iy

ist ein Isomorphismus der C- Algebren gegeben, mit inversem Homomorphismus
z— $(z+271), y— (2 — 2z 1). Ubertrigt man die Involution * mit diesem
Isomorphismus vom linken Ring auf den rechten, so bleiben x und y fix. Deshalb
ist der Fixring von * in C[z, 27 !] isomorph zur R-Algebra R[z,y]/(2? +y? —1). Fiir
g € C[z] kénnen wir g schreiben als

%(ngg*), g1 = 21Z (9—97),

und dabei sind gg, g1 fix unter *. In der Situation von Theorem 2.19 ist also
f=99" = g2 + g% Summe von zwei Quadraten *-invarianter Laurentpolynome.

g = go+igi,, go=

3. Semiringe und Moduln

Sei A stets ein Ring (kommutativ mit Eins, stets mit + € A4).

3.1 Definition. Sei A ein Ring.

(a) Eine Teilmenge S von A heifit ein Semiring von A (in der &lteren Literatur
auch Prdiprimstelle, engl. preprime), falls gelten 0,1 € A und S+ S5 C S,
SSCS.

(b) Sei S ein Semiring von A. Ein S-Modul von A ist eine Teilmenge M von
Amitle M, M+ M C M und SM C M.

(¢) Ein quadratischer Modul in A ist eine Teilmenge M C A mit 1 € M,
M + M C M und mit a>M C M fiir jedes a € A.

3.2 Definition. Sei M ein Modul iiber dem Semiring S C A.
(a) Der Modul M heifit echt, falls —1 ¢ M ist.

(b) M heiit erzeugend, falls M — M = A ist.
(¢) Der Trdager von M ist supp(M) := M N (—M).

Der Triger supp(M) ist stets eine additive Untergruppe von A. Weiter gilt:
3.3 Lemma. Sei A ein Ring und S C A ein erzeugender Semiring. Fiir jeden

S-Modul M in A ist supp(M) ein Ideal von A. Der einzige unechte S-Modul ist
M = A.
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BEWEIS. Sei M ein S-Modul. Klar ist, dafi supp(M) eine additive Untergruppe
von A mit S-supp(M) C supp(M) ist. Ist also S — S = A, so ist supp(M) ein Ideal
von A. Ist —1 € M, so ist 1 € supp(M), also supp(M) = A, also M = A. O

3.4 Bemerkungen.

1. Die Préordnungen von A sind genau die Semiringe S C A, welche alle Qua-
drate enthalten. Insbesondere ist S = X A? ein Semiring von A. Dieser ist erzeugend
wegen 3 € Aund z = (ZH1)2 — (Z71)2. Die quadratischen Moduln in A sind gerade
die Y A%-Moduln in A. Der Tr#ger jedes quadratischen Moduls in A ist also ein
Ideal von A.

2. Jede Praordnung ist ein quadratischer Modul, aber nicht umgekehrt: Fiir
A = R[z,y] etwa ist der quadratische Modul M := Y A% + xXA? + yXA? keine
Praordnung. Denn ay ¢ M, d.h. es gibt keine Identitit zy = so + s12 + 2y mit
s; € L A%, (Beweis?) Fiir ein anderes Beispiel siehe auch Aufgabe 3.

3. Hier sind andere Beispiele von Semiringen. Ist etwa A eine R-Algebra, und
sind p1,...,pr € A fixiert, so kann man den von R, und p;,...,p, erzeugten
Semiring S in A betrachten. Es ist

S = {Z Ca Pt P2 0<cy €R, ¢y =0 fiir fast alle a}.

ani
Wird A von py, ..., p, als R-Algebra erzeugt, so ist S ein erzeugender Semiring von
A (und umgekehrt).

4. Semiringe hoherer Stufe, etwa der von allen n-ten Potenzen in A erzeugte
Semiring 3 A™ (bestehend aus den endlichen Summen von n-ten Potenzen in A).
Ist % € A, so ist der Semiring X A™ erzeugend, wegen der Identitét

n—1

nla = Z(_w—l—i(”;l) ((m—l—i)”—i").

=0

(Aufgabe ?) Ist dabei n ungerade, so ist also jedes Element in A eine Summe von
n-ten Potenzen. Das zeigt, warum in der Regel nur Summen von geraden Potenzen
interessant sind.

5. Sei z = (z1,...,2,). Ein Polynom der Form

T

f =Y In@F = Y p() (@) €Clzz

mit komplexen Polynomen py, ..., p, € C[z] heifit eine hermitesche Quadratsumme.

(Es ist f ein Polynom in z und in Z.) Schreibt man z; = z; + iy;, Z; = ©; — iy,
(j =1,...,n), so liegt jedes solche f in

A = R[X,y] = R[xlayla"wxnay’n]'

Die hermiteschen Quadratsummen bilden einen erzeugenden Semiring %2 A von A,
und es gilt £2 A C £ A? (strikte Inklusion). Siehe Aufgabe 7.

3.5 Bemerkungen.

1. Hat A einen echten quadratischen Modul, so ist A reell. Denn fiir nichtreelles
Aist —1 € X A2, also liegt dann —1 in jedem quadratischen Modul.

2. Jeder echte S-Modul ist in einem maximalen echten S-Modul enthalten. Das
folgt aus dem Zornschen Lemma, denn eine aufsteigende Vereinigung von S-Moduln
ist selbst ein S-Modul.
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3. Jeder Durchschnitt von Semiringen von A ist wieder ein Semiring. Ist S
ein fester Semiring von A, so sind jeder Durchschnitt und jede Summe von S-
Moduln wieder S-Moduln. Der von fi,...,f, € A erzeugte S-Modul ist M =
S+ Sfi + .-+ Sf,.. Besonders hiufig brauchen wir den Fall S = Y A2: Den von
fi,..., fr erzeugten quadratischen Modul von A bezeichnen wir mit

QM(f1,....fr) == QMa(fr,....fr) = DA+ f1XA% + ... 4 f, DA%

4. Fiir jedes f € Aist QM (f) (nur ein Erzeuger) eine Priordnung. Allgemeiner
ist fiir f1,...,fr €4

PO(fla"'af’r) = QM(f17 ey f’r7 f1f27 flf?n ey flf’r)
(2" — 1 Erzeuger rechts).

Einige Allgemeinheiten iiber quadratische Moduln:

3.6 Bemerkung. Sei p: A — B ein Ringhomomorphismus. Fiir jeden qua-
dratischen Modul N von B ist ¢~ '(N) ein quadratischer Modul von A. Ist N eine
Priiordnung, so auch ¢~ !(N). Ist umgekehrt M ein quadratischer Modul von A,
so kénnen wir den von ¢(M) in B erzeugten quadratischen Modul Mp betrach-
ten, genannt die Erweiterung von M nach B. Es besteht Mp aus allen endlichen
Summen ), b2p(z;) mit x; € M und b; € B. Ist M eine Priiordnung, so auch Mp.
Auch wenn M echt ist, braucht Mg nicht echt zu sein.

Im Fall, wo ¢ surjektiv ist, gilt genauer:

3.7 Lemma. Sei I ein Ideal von A, sei w: A — A/I der natiirliche Epimor-
phismus. Es besteht eine natiirliche Bijektion zwischen den quadratischen Moduln
M wvon A mit I C supp(M) und den quadratischen Moduln N von A/I, gegeben
durch M ~ w(M) bzw. durch N ~» m=*(N). Dabei ist supp(m(M)) = w(supp(M))
und supp(r~*(N)) = 7~ (supp(N)).

Sei S eine multiplikative Teilmenge von A, sei M ein quadratischer Modul von
A. Die Erweiterung von M nach Ag ist der quadratische Modul

Mg = {%:IEM,SES}
s

von Ag. Wieder hat man eine Bijektion zwischen den quadratischen Moduln von
Ag und gewissen quadratischen Moduln von A. Es gilt (Aufgabe 4):

3.8 Lemma. Genau dann ist der quadratische Modul My echt, wenn T N
supp(M) = @ ist. O

3.9 Bemerkung. Sei S C A eine Semiring und M ein S-Modul. Wie in IT §5
verwende die durch

f<mg = g-—feM (f geA

definierte Relation <jp; auf A. Dies ist eine partielle Ordnungsrelation modulo
supp(M), und es gelten die folgenden Rechenregeln:

(1) a<ybundd <yt = a+a <pb+d;

(2) a<ybundseS = as <y bs.
Eine Untergruppe I C A heifit M -konvez, falls die folgenden dquivalenten Bedin-
gungen erfiillt sind (siehe I1.5.11):

(i) Ausa<pyc<pybunda,bel, ce Afolgt c eI

(ii) aus a, b€ M und a+ b € I folgt a, b € I;

(iii) supp(M +1I)=1.
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Jeder echte S-Modul in einem maximalen echten S-Modul M enthalten (3.5.2).
Dabei gilt:

3.10 Satz. Ist S C A ein erzeugender Semiring, und ist M ein mazimaler
echter S-Modul in A, so ist M U (—M) = A.

Anders gesagt, <j ist eine totale Anordnung modulo supp(M).

BEWEIS. Angenommen, es gebe a € A mit +a ¢ M. Wegen der Maximalitét
von M ist —1 € (M + Sa) N (M — Sa). Es gibt also z, y € M und s, t € S mit

—l=z+4+sa und —1 =y —ta.
Multipliziere die Gleichungen mit ¢ bzw. s und addiere, das gibt
—s5 = t+sy+tx,

also ist —s € M, und somit s € supp(M). Wegen S erzeugend ist supp(M) ein
Ideal von A (Lemma 3.3). Aus —1 = x + sa folgt also —1 € M, Widerspruch. O

Aus Lemma 11.5.12 folgt:

3.11 Satz. Sei S ein Semiring von A, sei M ein S-Modul in A mit M U
(=M) = A. Dann besteht eine inklusionstreue Bijektion zwischen

1. den S-Moduin N in A mit M C N, und
2. den M -konvexen Untergruppen I C A mit ST C I,

gegeben durch N — supp(N) bzw. I — M +1 = MUI. Jede der beiden Mengen 1.
bzw. 2. bildet eine Kette beziiglich Inklusion.

3.12 Korollar. Sei M ein Modul tiber einem erzeugenden Semiring S mit
MU (=M) = A. Dann ist I — M + I eine Bijektion zwischen den M -konvexen
Idealen I von A und den S-Obermoduln N von M in A, mit Umkehrabbildung
N +— supp(N). (Beide Mengen bilden jeweils eine Kette beziiglich Inklusion.)

In der Situation von Satz 3.11 gibt es eine grofite M-konvexe und S-stabile Un-
tergruppe I von A mit 1 ¢ I, némlich die Vereinigung aller solchen Untergruppen,
da diese eine Kette bilden. Wir kénnen sie wie folgt beschreiben:

3.13 Satz. Sei S ein Semiring mit % € S, sei M ein echter S-Modul mit M U
(=M) = A. Die grifite 1 nicht enthaltende S-stabile und M -konvexe Untergruppe
von A ist

I = {aeA:VSES 1isaeM}.

Der grifste M enthaltende echte S-Modul ist M + 1.

BEWEIS. Die zweite Behauptung folgt aus der ersten wegen Satz 3.11. Die im
Satz angegebene Menge ist

I ={acA:firallese Sist —1 <y sa<p 1}.

Klar ist ST C I. Aus ay, as € I folgt a; — as € I. Denn fiir s € S gilt auch
—1 <pr2sa; <pr 1 (i=1,2), also auch +s(a; —az) <ps 1. Also ist I eine additive
Untergruppe, und ist nach Definition S-stabil. Wegen —1 ¢ M ist 1 ¢ I. Jede
M-konvexe S-stabile Untergruppe J von A mit 1 ¢ J ist in I enthalten. Denn ist
a € Jund s € 5, so wiirde aus sa >5; 1 > 0 folgen 1 € J, wegen sa € J und der
M-Konvexitiat von J. Auf der anderen Seite ist I selbst M-konvex. Denn seien f,
geEMmit f+gel FirseSist0<p sf+sg<p 1. Wegen sf, sg > 0 folgt
daraus 0 <p; sf, sg <ps 1. Dies fiir alle s € S zeigt f, g € I. O
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3.14 Bemerkung. Ist S erzeugend in Satz 3.13, so ist I ein Ideal von A, und
ist das grofite von (1) verschiedene M-konvexe Ideal von A. Es ist dann also

I ={acA:Vbe Aab<py 1}

4. Einfiihrung in Semiordnungen

Zuletzt haben wir allgemein maximale echte S-Moduln betrachtet. Der Fall
S = YA?, also maximale echte quadratische Moduln, fiihrt auf Semiordnungen
(Definition siehe 4.2 unten).

4.1 Satz. Sei M ein echter quadratischer Modul von A, und sei p ein mini-
maler Primteiler von supp(M). Dann ist das Ideal p M -konvex, und M + p ist ein
quadratischer Modul mit Trager p.

Insbesondere ist auch M + p ein echter quadratischer Modul.

BEWEIS. Es geniigt zu zeigen, dafl das Ideal p M-konvex ist, denn das bedeutet
supp(M +p) = p (siehe 3.9), und insbesondere —1 ¢ M +p. Da S = A% erzeugend
ist, ist supp(M) ein Ideal von A (3.3). Seien f, g € M mit f + g € p, wir miissen
zeigen, daf f, g in p liegen. Der Ring A, /supp(M)A, hat nur ein einziges Primideal,
nédmlich das von p erzeugte Ideal. In diesem Ring ist also f 4 ¢ nilpotent. Deshalb
gibt esn € Nund v € A mit uw ¢ p und mit u(f + g)" € supp(M). Wir kénnen n
ungerade annehmen und haben also

UZ; (7;) fignt € supp(M).

Jeder einzelne Summand liegt in M, wegen n ungerade, und liegt daher auch in —M.
Insbesondere ist u?f™ € supp(M) C p, und daher f € p. Analog folgt g € p. O

4.2 Definition. Eine Semiordnung von A ist ein quadratischer Modul M von
A derart, dal M U (—M) = A und supp(M) ein Primideal von A ist.

4.3 Korollar. Jeder mazimale echte quadratische Modul von A ist eine Semi-
ordnung von A.

BewEIs. Nach Satz 3.10 ist M U (—M) = A. Wire supp(M) kein Primideal,
so gibe es einen minimalen Primteiler p # supp(M) von supp(M). Nach Satz 4.1
wére dann M + p ein strikt groferer echter quadratischer Modul. O

4.5 Sei K ein Korper, sei M eine fixierte Semiordnung von K. Der Korper K
ist also reell. Wir bezeichnen die durch M definierte totale Anordnung <,; auf der
Menge K einfach mit <. Nach Definition gilt also

a<b & b—aeM.

Fiir alle a, b, ¢ € K gilt:

(1) a<b = a+c<b+e,

(2) a>0 = ab®>>0,

(3) 0< 1.
Fiir a, b > 0 kann aber ab < 0 sein. Umgekehrt definiert jede totale Ordnung <
auf K mit (1)—(3) eine Semiordnung M auf K, ndmlich M = {a € K: a > 0}. Wir
bezeichnen daher auch jede totale Ordnung < mit (1)—(3) als Semiordnung von K.

4.6 Lemma. Sei < eine Semiordnung auf dem Korper K. Dann ist die Ein-
schrinkung von < auf Q die ibliche Anordnung von Q. Fir alle a, b € K gilt:
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b = ac < bc fiir alle c € XK?;
0 = L>0;
a<b = 0<;<%;

BEWEIS. Die erste Aussage ist klar, denn jede positive rationale Zahl ist eine
Summe von Quadraten. (a) ist klar, und (b) folgt durch Multiplikation mit 5.
Wegen
1 1 a(b—a) 1 1
b a2 b T a2 %—1— ﬁ
fiir a # b folgt (c) aus (b). Fiir (d) sei etwa b € XK?, und sei 0.E. a # 0. Dann ist
ab < b? nach (a). Aus (b) folgt weiter ; < 1, und Multiplikation mit a*b € K2
gibt a? < ab. Also ist a® < b?. Der Fall a € ¥K? geht analog, oder folgt aus dem
soeben bewiesenen Fall mit Hilfe von (c). O

4.7 Definition. Eine Semiordnung < von K heifit archimedisch, wenn gilt:

Vae K dne€Z a<n.

Dies verallgemeinert den Begriff der archimedischen Anordnungen (1.1.16). Wir
werden den Begriff archimedisch bald in grofierer Allgemeinheit studieren.

4.8 Satz. Sei K ein Korper. Jede archimedische Semiordnung von K ist eine
Anordnung von K.

BEWEIS. Sei < eine archimedische Semiordnung von K. Zunichst zeigen wir,
daB Q dicht in K beziiglich der durch < definierten Ordnungstopologie ist. Seien
a < bin K. Wahle n € N mit ;1 < n, dann ist £ < b — a (nach 4.6(b) und (c)),
also 1 < n(b — a), d.h. na < nb— 1. Wihle m € Z minimal mit nb — 1 < m. Dann
ist na < m < nb, und Division durch n gibt a < % <'b.

Fiir a, b € K mit a > 0, b > 0 miissen wir ab > 0 zeigen. Sei 0.E. b < a, dann
gilt 0 <a—b<a+b Wihle g € Q mit a —b < q < a+b. Wegen ¢ € XK? folgt
aus 4.6(d) (a — b)? < ¢* < (a+b)?, und daraus 4ab > 0, also ab > 0. O

Studiere nun das Zusammenspiel zwischen Semiordnungen und Bewertungen.

4.9 Lemma. Sei B ein Bewertungsring von K mit zugehoriger Bewertung v
von K, und sei M eine Semiordnung von K. Folgende Bedingungen sind dquivalent:
(i) (1+mp)M C M;
(ii) aus a, b€ K mit a >p 0 und v(b) > v(a) folgt b <ar a.
Sind diese erfiillt, so heiffen M und B vertréglich.

BewEIS. (i) = (ii): Esist a € M und —2 € mp. Aus (i) folgt also (1 — 2)a =

a—be M, also a >y b.
(ii) = (1): Sei 0 # a € M und ¢ € mpg. Fiir b := ac ist v(b) > v(a), also gilt
b <pr —a nach (iv), d.h. a+ b= (1+c)a € M. O

Ist M eine Anordnung von K, so ist (i) dquivalent zu 1 + mp C M, also zu
—1 <1 b <pr 1 fiir alle b € mp. Fiir Anordnungen stimmt geméifl Korollar 11.5.5
also die neue Definition von vertriaglich mit der fritheren iiberein.

4.10 Satz. Sei B ein Bewertungsring von K und M eine Semiordnung von
K. Die folgenden vier Bedingungen sind zueinander dquivalent:

(i) B ist M-konvez in K;
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(ii) mp ist M-konvez in K;

(iil) —1 <par a <ps 1 fiir alle a € mp;

(iv) [-1,1]p C B.
Sind B und M wvertriglich, so sind (i)—(iw) erfillt. Ist M eine Anordnung von K,
und gelten (i)-(iv), so sind umgekehrt auch B und M vertriglich.

BEWEIS. Sei M eine Semiordnung von K, sei < = <j;, und sei m = mp.

(i) = (ii): Sei B M-konvex, sei 0 < a < b mit b € m. Wegen B M-konvex ist
a € B. Wire a ¢ m, so wire % € B,und 0 < % < % nach 4.6(c), ein Widerspruch
zur M-Konvexitét von B wegen 1 ¢ B.

(if) = (iii): Sei @ € K mit a > 1. Wegen m M-konvex und 0 < 1 < @ ist dann
a ¢ m.

(ili) = (iv): Aus 0 < a < 1 folgt + > 1 (4.6(c)), also + ¢ m nach (iii), also
acB.

(iv) = (i): Sei [-1,1]p C B, seien 0 < a < bmit b € B, zu zeigen ist a € B. Ist
a <1, so gilt dies nach Voraussetzung. Sei a > 1, also auch b > 1, also 0 < % <1
(4.6(c)). Division von 0 < a < b durch b? gibt 0 < % < $ < 1. Nach Voraussetzung
ist also l;% € B, also a € VB C B.

Sind B und M vertriglich, so ist 1 + m C M, d.h. es gilt (iii). Ist M eine
Anordnung, so folgt aus 1+ m C M auch (1 +m)M C M, also die Vertriglichkeit
von B und M. O

4.12 Lemma. Sei M eine Semiordnung von K und B ein M -konvezer Teilring
von K. Dann ist B ein Bewertungsring von K, und

M = {E:aEBﬂM}

ist eine Semiordnung von k = B/mpg, genannt die von M auf k induzierte Semi-
ordnung.

(Dies verallgemeinert die Definition der induzierten Anordnung im Fall, wo M
eine Anordnung ist, siehe 11.5.6.)

BEWEIS. Sei a € K, etwa a > 0. Ist a <ps 1, so ist a € B wegen der M-
Konvexitdt von B. Ist a ¢ B, so ist also a >); 1, und daher 0 <js % <m 1
(4.6(c)), also 1 € B. Also ist B ein Bewertungsring von K. Es ist klar, da§ M ein
quadratischer Modul von & mit M U(—M) = & ist. Zu zeigen bleibt —1 ¢ M. Wire
—1€ M, sogibeesac BNM mit —1 =a, d.h. mit a+1 € m. Wegen a+1 >, 1

ist das ein Widerspruch zu 4.10(iii). O

4.13 Satz. Sei M eine Semiordnung von K, sei B die M -konvexe Hiille von
Z in K. Dann ist B ein Bewertungsring von K, und die von M auf dem Restklas-
senkorper kg induzierte Semiordnung ist eine archimedische Anordnung.

BEWEIS. Schreibe wieder < = <jps, esist also B = {a € K: 3n € N mit
n+a > 0}. Klar ist, daB B eine Untergruppe von (K, +) ist und dal QB C B gilt
(wegen 4.6(a)). Aus 0 < a <n und n € N folgt 0 < a? < n? nach 4.6(d). Also gilt

a € B = a® € B. Wegen
w505

ist B also ein Teilring von K. Nach 4.12 ist B ein Bewertungsring von K, und M
ist eine Semiordnung auf . Nach Konstruktion ist M archimedisch. Nach Satz 4.8
ist M also eine Anordnung von k. O
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5. Archimedizitit

Die folgende Definition verallgemeinert Definition 4.7:

5.1 Definition. Sei A ein Ring. Eine additive Unterhalbgruppe M C A mit
1 € M heifit archimedisch, falls gilt:

VfeA dneN n—f € M.

5.3 Definition. Sei M C A eine Unterhalbgruppe mit 1 € M. Wir setzen
OM) = 0a(M) ={feA:IneN ntf € M}.
Die Elemente von O(M) heiflen die M -beschrinkten Elemente von A.

5.4 Bemerkung. Die Definition von O(M) kann man auch schreiben als
OM) ={feA:IneN —n<y f<un}

Es ist also O(M) die konvexe Hiille von Z in A beziiglich der (i.a. nicht totalen)
Relation <y,.

5.5 Lemma. Sei M C A eine Unterhalbgruppe mit 1 € M. Dann ist O(M) =
supp(M + Z). Insbesondere ist O(M) eine Untergruppe von A. Genau dann ist M
archimedisch, wenn O(M) = A ist.

BEWEIS. Esist OM)={f€A: + f e M +7Z} =supp(M + Z). O

5.6 Satz. Ist M ein Semiring oder ein quadratischer Modul in A, so ist O(M)
eine Teilring von A.

BEWEIS. Zunichst sei M ein Semiring. Seien m, n € N und f, g € A mit
mEtfeMundn+tge M. Fir e = £1 ist

(m+ f)(n+eg) +n(m — f) +m(n —eg) = 3mn+efg.

Die linke Seite liegt offensichtlich in M, also folgt fg € O(M).
Jetzt sei M ein quadratischer Modul in A. Sei f € O(M), etwa n+ f € M mit
n € N. Verwendet man die Identitét

(m—4f)*(n+ f) + (m +41)%(n — f) = 2nm? — 16(m — 2n) f*

fiir hinreichend groBes m € N (es geniigt m = 2n + 1), so folgt f2 € O(M).
Da O(M) eine additive Gruppe ist, ergibt sich die Behauptung aus der Identitéit

fa = (552 - (55)% :

5.7 Satz. Sei A eine R-Algebra, erzeugt von x1,...,2y,.
(a) Sei S C A ein Semiring mit R, C S. Gibt esc € R mit c+z; € S
(t=1,...,n), so ist S archimedisch.
(b) Sei M C A ein quadratischer Modul. Gibt es c € R mit c—(23+---+22) €
M, so ist M archimedisch.

(Die jeweiligen Umkehrungen gelten natiirlich ohnehin.)

BEWEIS. (a) Nach Satz 5.6, und wegen R C S, ist O(.5) eine R-Teilalgebra von
A. Die angegebene Bedingung impliziert x4, ...,z, € O(S), und damit O(S) = A.

(b) Wieder ist O(M) eine R-Teilalgebra von A, nach Satz 5.6. Sei ¢ € R mit
fri=c—3 27 € M. Fiir jedes i = 1,...,n ist auch ¢ —a7 = f + 37, ;2% in M,
und damit auch

(c—:v?)—l—(mij:%)Q = (c—f—i)iaﬁieM.
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Das zeigt x; € O(M), also O(M) = A. O

5.8 Lemma. (Brumfiel) Sei A eine Ring, sei f(t) € Alt] ein normiertes Poly-
nom von geradem Grad. Dann gibt es ein a € A, so daf$ f(t) + a eine Summe von
Quadraten in Alt] ist.

BEWEIS. Sei deg(f) = 2d, Beweis per Induktion nach d. Fiir 2d = 2 ist die

Behauptung klar:
a\? a?
2 fat+b = (t 7) (bf—).
+at + +3) + 1
Sei jetzt f = 2% +at??=1 4242 ... mit 2d > 4, und sei die Aussage fiir kleinere
gerade Grade schon gezeigt. Mache den Ansatz

f= (ot 4 B ) (22 )

mit unbekannten Koeffizienten o, 5 € A, wobei - - - jeweils kleinere Grade bedeutet.
Das zeigt, was man machen muf}: Setze o := 3, und wihle 3 so, dafl a’4+28=0b-1
ist. Dann ist

F8) = (% + at" + Bt42)? 4 (1)

mit einem normierten Polynom ¢(¢) vom Grad 2d—2. Nach Induktion gibt es ¢ € A,
so daf g(t) + ¢ eine Summe von Quadraten in At] ist. Also ist auch f(¢) + c eine
Summe von Quadraten in A[t]. O

5.10 Satz. Sei M ein quadratischer Modul in A. Dann ist der Ring Oa(M)
ganz abgeschlossen in A.

BEWEIS. Sei a € A ganz iiber O(M) = Oa(M), etwa f(a) = 0 mit einem
normierten Polynom f(¢) € O(M)[t] vom Grad n. Wir kénnen n > 2 gerade an-
nehmen. Nach Lemma 5.8 gibt es Elemente v, w € O(M) und Quadratsummen g,
hin O(M)[t] so, daB f(t)+t =wv+g(t) und f(t) —t = w+ h(t) ist. Nach Definition
von O(M) gibt es N € Nmit N +v, N 4+w € M. Substitution ¢t := a gibt N +a =
N+ fla)+a=N+v+gla)e Mund N—a=N+ f(a)—a=N+w+h(a) € M.
Also ist a € O(M). O

5.11 Korollar. Sei A — B ein ganzer Ringhomomorphismus, und sei M ein
archimedischer quadratischer Modul in A. Dann ist auch der von M in B erzeugte
quadratische Modul Mg archimedisch.

BEWEIS. Wegen M archimedisch ist O4(M) = A. Der Teilring Op(Mp) von
B enthilt O4(M) = A, und ist ganz abgeschlossen in B nach Satz 5.10, ist also
gleich B. O

Das folgende Theorem wird beim Beweis des archimedischen Positivstellensat-
zes eine entscheidende Rolle spielen.

5.12 Theorem. Sei M ein echter Modul iber einem erzeugenden Semiring S
von A. Ist M archimedisch, so ist M in einem Positivkegel von A enthalten.

BEWEIS. M ist in einem maximalen echten S-Modul M; enthalten (Bemerkung
3.5.2), und M ist archimedisch. Wir kénnen M durch M; ersetzen, also annehmen,
daB M selbst ein maximaler echter S-Modul ist, und miissen dann zeigen, daf§ M
ein Positivkegel ist. Nach Satz 3.10 gilt M U(—M) = A. Fiir den Triiger von M gilt

supp(M) = {a€ A:Vbe Aab<py 1} = {a€ A:VseS — 1<y sa<py 1},
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und dies ist ein Ideal von A. Denn die rechte Menge I ist das grofite echte M-
konvexe Ideal von A, und M + I ist selbst ein echter S-Modul, siche Satz 3.13 und
Bemerkung 3.14. Wegen der Maximalitdt von M ist also I C M. Wir beweisen nun
in mehreren Schritten.

(1) Fiir allea, b€ A mita >p 1 und b >3y 1 gibt es eine natirliche Zahln > 1
mit nab >y 1.

In der Tat, seien s, t € S mit a = s—t. Wegen M archimedisch gibt es k € N mit
t <ur k. Fixiere n € N mit n > k. Es gibt ein maximales m € N mit m <j; nb, und
wegen n < nb ist dabei m >n > k+ 1. Wegen M U (—M) = A ist nb <py m+ 1.
Es folgt

nab = nsb—ntb >y ms—(m+1)t = ma—t >y m—1t > 1,
wie behauptet.

(2) M ist eine Prdiordnung in A.

Es geniigt, fiir a, b € M zu zeigen, dafl auch ab € M ist. Denn wegen M U
(=M) = A folgt daraus auch, dal M alle Quadrate enthélt. Seien also a, b € M.
Da supp(M) ein Ideal ist, kénnen wir annehmen a, b ¢ supp(M). Nach obiger
Beschreibung von supp(M) gibt es also s, t € S mit sa >, 1 und tb >, 1. Nach
(1) gibt es n € N mit nstab >p; 1. Wire ab ¢ M, so wire ab <j; 0, also auch
nstab <p; 0, Widerspruch. Also ist ab € M.

(3) M ist ein Positivkegel von A.

Es bleibt zu zeigen, dafl supp(M) ein Primideal von A ist. Es ist M ein ma-
ximaler echter quadratischer Modul, denn andernfalls giibe es (nach 3.12) ein echt
groferes M-konvexes Ideal als supp(M). Nach Korollar 4.3 ist M also eine Semi-
ordnung, d.h. supp(M) ist ein Primideal. O

Das Beispiel aus Aufgabe 6 zeigt, dal man auf die Voraussetzung archimedisch
in Theorem 5.12 nicht verzichten kann.
Zu jeder Teilmenge M C A habe die abgeschlossene Menge

X(M) = {¢e€Sper(A): ¥V feM f(& >0}
in Sper(A4) (I1.1.4).

5.13 Definition. Fiir jede Teilmenge M C A setzen wir
Xy = {a€ Hom(A,R): o(M) CR, },
die Menge aller Ringhomomorphismen A — R, die auf M nichtnegative Werte
haben. Wir versehen Xj; mit der Topologie, die von der Inklusion

Xy € Hom(A,R) C R*=T[R, aw (a(f);,
A

und der Produkttopologie auf R4 induziert wird.
5.14 Lemma. X, ist eine abgeschlossene Teilmenge von RA.

BewEIs. Hom(A, R) ist ein abgeschlossener Teilraum von R#. Das sieht man
mit einem Argument wie im Beweis von Theorem 11.4.5 (Kompaktheit der konstru-
ierbaren Topologie von Sper(A)). Andererseits ist klar, dafl X, abgeschlossen in
Hom(A, R) ist. O

5.15 Beispiel. Der einzige Ringhomomorphismus R — R ist die Identitét
(Korollar 1.1.21). Ist also A eine R-Algebra, so ist Hom(A4, R) = Homg(A,R). Ist V
eine affine R-Varietdt und A = R[V] ihr Koordinatenring, so ist Hom(A, R) = V(R).
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Diese Identifikation stimmt nicht nur als Menge, sondern als topologische Ridume
(klar, siehe auch 1.7.5). Fiir jede Teilmenge M C A ist alsdann X, = S(M) =
{£eVR):VfeMf(& >0} in der Bezeichnung aus 11.3.2. Ist etwa M eine
endliche Menge, oder etwa ein endlich erzeugter quadratischer Modul, so ist die
Menge X C V(R) basisch abgeschlossen semialgebraisch.

5.16 Sei M C A eine Teilmenge. Jedes f € A definiert eine Abbildung

fiXu =R, fla) = alf) (a€Xuy).

Die Abbildung f ist stetig. Auflerdem gelten f/—i—\g = f+ g und E = ]?ﬁ fiir
f, g € A, sowie 1 = 1. Also haben wir einen Ringhomomorphismus

Dy A - C(Xa,R), [ f

in den Ring der stetigen R-wertigen Funktionen auf X,;.

5.17 Satz. Sei M C A eine Teilmenge. Die natiirliche Abbildung
Xy — Sper(4), ar a '(Ry)

ist eine topologische Einbettung, und identifiziert die Menge X mit der Menge
X(M)aren aller Punkte & € X (M), fiir die der angeordnete Restklassenkérper k(&)
archimedisch ist. Es gilt X (M )aren C X (M)™2x,

(Erinnerung: X (M)™ ist die Menge der abgeschlossenen Punkte von X (M).
Topologische Einbettung heiit Homdomorphismus aufs Bild.)

BEWEIS. Fiir @« € Hom(A,R) sei &, € Sper(A4) der durch « reprisentierte
Punkt (entsprechend dem Positivkegel a~1(R.)). Fiir a € Xy ist &, € X (M), und
umgekehrt. Der angeordnete Korper

K(€a) = (Quot(A/ker(a)), &a)
ist archimedisch (als angeordneter Teilkorper von R). Daher ist insbesondere &, €
Sper(A)™®* (Satz 11.5.15). Ist umgekehrt & € X (M )arch, S0 gibt es nach dem Satz
von Holder (I.1.18) eine eindeutige ordnungstreue Einbettung x(£) < R, also ein
eindeutiges o € Hom(A,R) mit &, = &.

Zu zeigen bleibt, da§ die Abbildung X; — Sper(A), a — &, eine topologische
Einbettung ist. Die Stetigkeit ist klar, denn fiir f € A ist das Urbild der Harrison-
offenen Menge U(f) gleich {a: f(a) > 0}, eine in X, offene Menge. Es geniigt,
fir f € A und rationale €, t € Q mit € > 0 zu zeigen, dafl die Menge

{&a: € X, |a(f) —t| < e}
relativ offen in X (M)ayen ist. Denn die endlichen Durchschnitte von Mengen {a €
Xar:|a(f) —t] <e} (mit f € Aund e, t € Q) bilden eine Basis der Topologie von
X Nun bedeutet oo f) — 2| < L, daB |a(nf —m)| <1, also a(l £ (nf—m)) >0
ist. Wir konnen uns also auf Mengen der Form

{Sat € Xy, a(l £ f) >0}

mit f € A beschrinken. Diese Menge ist gleich U(1+ f, 1 — f) N X(M)arch- O

5.18 Satz. Sei M eine archimedische Halbgruppe in A. Dann ist X (M )arch =
X (M)max ynd die Abbildung aus 5.17 ist ein Homdomorphismus X — X (M)
kompakter topologischer Rdume.

BEWEIS. X (M)aren € X(M)™* gilt ohnehin (Satz 5.17). Umgekehrt sei £
ein abgeschlossener Punkt in X (M), sei p = supp({). Nach Satz I1.5.15 ist die
Ringerweiterung A/p C x(p) archimedisch beziiglich £. Wegen M archimedisch gibt
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es zu jedem f € Aeinn € Nmit n+ f € M. Wegen £ € X(M) ist insbesondere
+f <¢ n. Also ist der angeordnete Kérper (x(p), ) archimedisch, d.h. es ist { €
X (M) areh- Damit ist X (M)apen = X (M)™2* gezeigt. Die Teilmenge X (M )™ von
Sper(A) ist kompakt, siche Satz 11.4.16(b).

Tatséchlich gibt es fiir die Kompaktheit von Xj; ein noch einfacheres Argu-
ment. Denn fiir jedes f € A gibt es ein Ny € N mit Ny £ f € M. Somit ist

Xu € J[[=Ng, Ny € R
feA

Der rechte Raum ist kompakt (Satz von Tykhonov), und X, ist darin abgeschlossen
(Lemma 5.14), also selbst kompakt. O

5.19 Bemerkung. Fiir die Aussage des Satzes ist die Archimedizitat von M
nicht notwendig. Es geniigt vielmehr folgende Beschrénktheitseigenschaft der ab-
geschlossenen Menge X (M) C Sper(A): Zu jedem f € A gibt es ein N € N mit
N — f > 0 auf X(M). Das ist eine geometrische Bedingung. Ist etwa A = R[V] der
Koordinatenring einer affinen R-Varietét V', so bedeutet dies gerade, dafl die abge-
schlossene Teilmenge Xj; von V(R) kompakt ist. Hingegen ist die Archimedizitét
von M eine feinere Bedingung von arithmetischer Natur.

Wir kénnen jetzt Theorem 5.12 auch wie folgt ausdriicken:

5.20 Korollar. Sei M ein archimedischer Modul iber einem erzeugenden Se-
miring von A. Ist Xpy = @, so ist =1 € M (also M = A).

BEWwEIS. Wire —1 ¢ M, so wire X (M) # @ nach Theorem 5.12, und aus Satz
5.18 (Homoomorphismus X, ~= X (M)™**) wiirde folgen Xy # @. d

6. Der archimedische Positivstellensatz

Wir beweisen den Satz fiir Moduln {iber archimedischen Semiringen und fiir
archimedische quadratische Moduln. Der folgende Hilfsbegriff dient nur dazu, einen
einheitlichen Beweis zu geben:

6.1 Definition. Ein Semiring S von A heifit eine Quasipriordnung, wenn gilt:
Zu jedem f € A gibt es beliebig groBe Zahlen m € N mit (f +2™)%2 € S.

Die wesentlichen Beispiele von Quasiprdordnungen sind einerseits Priaordnun-
gen, andererseits archimedische Semiringe.

6.2 Lemma. Jede Quasiprdordnung S von A ist erzeugend, d.h. es gilt S—S =
A.

6.3 Theorem. (Archimedischer Positivstellensatz) Sei S eine Quasiprdord-
nung in A, und sei M ein archimedischer S-Modul. Fir f € A sind dquivalent:
(ii) es gibtn € N mitnf € 14+ M.

Die beiden wichtigen Fille, bei denen dieses Theorem greift, sind also einerseits
Moduln iiber archimedischen Semiringen, andererseits archimedische quadratische
Moduln.

BeweIs. Die Implikation (ii) = (i) ist klar, denn aus nf € 1+ M folgt nf > 1
auf Xy, also f > 1 > 0 auf X). Die nichttriviale Aussage ist also (i) = (ii). Sei
M' = M — Sf. Dies ist ein archimedischer S-Modul mit X, = &. Nach Korollar
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5.20 folgt —1 € M’ (beachte, da3 S erzeugend ist nach Lemma 6.2). Es gibt also
s € Smit sf—1 € M. Wegen M archimedisch gibt es k¥ € Nmit 2k —1—s?f € M,
und es folgt

2%k —s = (2k—1—s*f) +s(sf—1)+1 € M.
Da S eine Quasiprdordnung ist, kénnen wir nach eventuellem Vergréfiern von k

zusitzlich erreichen, daf8 (k — s)? € S und k eine 2-Potenz ist. Wegen M archime-
disch gibt es { € Nmit f+1 € M. Sei

Q = {(mmn):meN, neZ, mf+ne M}
Es ist also (1,1) € Q. Sei allgemeiner (m,n) € Q mit n > 0. Wegen mf +n € M
liegt dann auch
Emf 4 (K*n—m) = (k—s)>(mf +n) + 2km(sf — 1) + ns(2k — s) + m(2k — 1 — s° f)
in M. Es gilt also
(m,n) €@ und n>0 = (k*m, k*n—m) € Q.
Startend mit (1,1) € Q erhalten wir also nacheinander (1,1), (k?, k21—1), (k*, k*—
2k%), ... € Q, und zwar so weit, bis erstmals der zweite Eintrag negativ wird.
Genauer folgt also
B (R K2 l—§—1) € Q
fiir j = 0,1,..., k%l (Induktion). Fiir j = k2l ergibt sich insbesondere (k?/12, —k%) €
Q. Das bedeutet k2/*2f — k2 € M, und insbesondere k2/*2f € 1 + M. O

6.4 Bemerkungen.
1. Der Beweis hat gezeigt, dafl wir die Zahl n in (ii) als 2-Potenz wéhlen kénnen.

2. Das Schliisselargument im letzten Beweis wird transparenter, wenn man
Q € Aund Q; C S annimmt. Dann ist (m,n) € Q dquivalent zu f + > € M,
und der entscheidende Schritt besagt: Aus 0 < ¢ € Q und f + ¢ € M folgt auch
f+aq- ,712 € M. Nach endlich vielen Schritten hat man also ein negatives ¢ € Q
mit f + g € M gefunden.

Beim archimedischen Positivstellensatz handelt es sich im wesentlichen um
einen nennerfreien Positivstellensatz. Das wird aus folgender Formulierung deut-
lich:

6.5 Korollar. Sei M ein archimedischer Modul tiber einer Quasiprdordnung
S mz’t% € S, und sei f € A mit f >0 auf Xpr. Dann ist f € M.

BEWEIS. In Theorem 6.3 gibt es ein m > 0 mit 2™ f € 1+ M, sieche Bemerkung
6.4.1. Wegen % € S ergibt Division durch 2™ also f € 27" + M C M. (]

6.6 Korollar. Sei M C A ein archimedischer quadratischer Modul oder ein
Modul tiber einem archimedischen Semiring S mit % €S. Jedes f € Amit f >0
auf Xy liegt in M. O

6.7 Bemerkungen.

1. Die Aussage (i) = (ii) des archimedischen Positivstellensatzes 6.3 ist viel
stirker als beim Positivstellensatz von Stengle (I1.2.7). Auf der anderen Seite wird
die Voraussetzung der Archimedizitéit gebraucht, wihrend Stengles Satz ohne jede
Voraussetzung gilt.

2. Im Fall, wo M = S eine (archimedische) Préordnung ist, vereinfacht sich der

Beweis von Theorem 6.3 erheblich. Denn wegen S archimedisch folgt aus f > 0 auf
Xg schon f > 0 auf X(S5), nach Satz 5.18, und Stengles Positivstellensatz gibt also
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ein s € S mit sf € 1+.5 (das ist der erste Schritt im Beweis von 6.3). Man braucht
also Korollar 5.20 bzw. Theorem 5.12 nicht zu verwenden, und kann direkt in den
Beweis von 6.3 einsteigen.

3. Ist M ein Modul iiber einem archimedischen Semiring S, so ist M natiirlich
selbst archimedisch. Fiir die Aussage von Theorem 6.3 geniigt es im allgemeinen
aber nicht, dal M ein archimedischer Modul iiber einem erzeugenden Semiring ist.
Fiir ein Beispiel siche Aufgabe 9.

4. Jacobi hat den Positivstellensatz auch fiir archimedische Moduln iiber dem
Semiring ¥ A%" (mit n € N) bewiesen (Dissertation, Konstanz 1999).

Die Aussage des archimedischen Positivstellensatzes 148t sich auch als Nicht-
negativstellensatz formulieren:

6.8 Korollar. (Archimedischer Nichtnegativstellensatz) Sei M ein archimedi-
scher Modul iiber einer Quasiprdordnung S von A mit % € S. Fiir jedes f € A sind
dann dquivalent:

(i) vneN 1+nfe M.
BEWEIS. (ii) = (i) ist klar: Ware f(a) < 0 fiir ein o € Xy, so wéire f(a) < —1

fiir ein n € N, und somit (1+nf)(«) < 0, also 1+nf ¢ M. Ist umgekehrt f > 0 auf
Xy, und ist n € Ny soist 1 +nf > 0 auf X, Aus 6.5 folgt also 1 +nf e M. O

6.9 Bemerkung. Aus Korollar 6.8 erhélt man die Aussage des Positivstellen-
satzes 6.5 auch wieder zuriick. Denn ist f > 0 auf Xz, so gibt esm > 0 mit f > Qim
auf X7, da Xjp; kompakt ist. Anwendung von 6.8 auf f — 27" mit n = 2™ gibt
1+2m(f—2"™)=2"f e M, also auch f € M.

Die Archimedizitéit eines Moduls M ist nicht nur hinreichend fiir die Aussage
des Positivstellensatzes, sondern bei kompaktem X, auch notwendig:

6.10 Korollar. Sei M ein Modul iber einer Quasiprdordnung S mit % es.
Genau dann ist M archimedisch, wenn Xp; kompakt ist und M jedes f € A mit
f >0 auf Xy enthdlt.

BEWEIS. Ist M archimedisch, so ist X s kompakt (5.18), und M enthilt die auf
X strikt positiven Elemente (6.5). Umgekehrt sei X3, kompakt, und M enthalte
jedes auf X, strikt positive Element. Ist f € A, so gibt eseinn € Nmit n+ f >0
auf X7, wegen Xy, kompakt und f stetig (5.16). Es folgt n + f € M, und somit
ist M archimedisch. (]

Deshalb ist die Bedingung der Archimedizitéit von M eine Verschirfung (von
arithmetischer Natur) der Kompaktheit von Xj;.

In der Literatur werden archimedischer Positiv- bzw. Nichtnegativstellensatz
héufig als Darstellungssatz bezeichnet. Zur Erklarung:

Ist X ein topologischer Raum und B C C(X,R) ein Teilring, so schreibe B, :=
{f € B:Vz € X f(x) > 0}. Die Ausgangsfrage des Darstellungssatzes war das
Problem, in rein algebraischer Weise zu charakterisieren, wann ein Paar (A4, S) aus
einem kommutativen Ring A und einem Semiring S in A isomorph ist zu einem
Paar (B, B,) fiir einen Teilring B von C'(X,R) und einen kompakten topologischen
Raum X.
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6.12 Korollar. Sei A ein Ring und S ein Semiring in A mit % € S. Genau
dann gibt es einen kompakten Raum X und einen Teilring B von C(X,R) mit
(A,S) = (B, B,), wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(1) S ist archimedisch;
(2) SN (=5) ={0};
(3) aus f € Aund 14+ nf €S firallen €N folgt f € S.
Tatsdchlich lift sich dann erreichen, daf8 B ein dichter Teilring von C(X,R) ist.

Dicht bezieht sich auf die Norm ||g|| = max{|g(z)|: x € X} der gleichm&Bigen
Konvergenz fiir g € C(X,R).

BEWEIS. Eigenschaften (1)—(3) sind offensichtlich erfiillt, wenn (A4, S) = (B, B,)
mit einem kompakten Raum X und einem Teilring B von C(X,R) ist. Umgekehrt
erfiille (A, S) die Bedingungen (1)—(3). Wegen S archimedisch ist der topologische
Raum Xg kompakt. Fiir den Ringhomomorphismus

dg: A= C(Xg,R), ff

(5.16) gilt @5'(C, (Xs,R)) = S wegen Korollar 6.8 und Bedingung (3). Wegen (2)
ist @5 injektiv. Aus dem Satz von Stone-Weierstrafl folgt, dal ®(A) ein dichter
Teilring von C(Xg,R) ist: Denn ®(A) trennt die Punkte von Xg, und wegen 3 € A

ist R C ®(A), also P(A) = C(X,R) nach Stone-Weierstraf. O

7. Erste Anwendungen: Sitze von Pdélya und Handelman

7.1 Theorem. (Pélya 1928) Sei f € R[xzog,...,x,]| ein homogenes Polynom.
Es sind dquivalent:
(i) fhataufC = {€ e R": & >0,...,& > 03~{(0,...,0)} strikt positive
Werte;
(i) es gibt ein N > 1, so daf$ alle Koeffizienten der Form (wg+---+x,)N - f
strikt positiv sind.

BEWEIS. Sei h = x¢ + - -+ + x,,. Aus (ii) folgt, da A" f auf C strikt positiv
ist. Wegen h|c > 0 folgt also f|c > 0. Die wesentliche Aussage ist (i) = (ii). Sie
148t sich wie folgt durch Anwendung des Positivstellensatzes auf einen geeigneten
archimedischen Semiring beweisen. Betrachte das Zariski-offene Komplement V' =
P™ NV, (h) der Hyperebene {h = 0} in P"™. Dies ist eine (zu A" isomorphe) affine

R-Varietét mit Koordinatenring R[V] = R[%2,..., %2]. In R[V] betrachten wir den
von R, und 72,..., & erzeugten Semiring S. Wegen 72 +---+%2 =1 gilt 1-3t € S
fiir i = 0,...,n. Nach Satz 5.7(a) ist also S archimedisch. Es gilt

Xg = {(fo i) €V(R): E >0,...,&, 20}.

Sei d = deg(f). Es ist % € R[V], und nach Voraussetzung ist % > 0 auf Xg. Nach

dem Positivstellensatz (siehe 6.6) folgt h—fd € S. Es ist also % € S, d.h. es gibt eine
Identitat

260 ... pen
% = D e
eEZi+1
mit reellen ¢, > 0 (und ¢, = 0 fiir fast alle e). Multiplikation mit A™ fiir gentigend
groBes m € N liefert ein N > 0, so daf alle Koeffizienten der Form k% f nichtnegativ
sind.
Wir zeigen, da man die Koeffizienten von AN f sogar strikt positiv machen
kann. Auf dem kompakten Standard n-Simplex

A= {EeR™:6>0,...,6, >0, Y &=1}
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ist f > 0, also gibt es € > 0 mit f > ¢ > 0 auf A. Die Form f; := f — eh? ist also
strikt positiv auf A, und damit wegen Homogenitéit auf ganz C. Nach der schon
bewiesenen Aussage gibt es N > 0, so daf8 h”V f; nichtnegative Koeffizienten hat.
Wegen hN f = b f; + ehV 4 sind alle Koeffizienten von h'¥ f sogar strikt positiv
(>e). O

7.2 Bemerkungen.

1. Die inhomogene Version von Pélyas Satz ist falsch. Siehe Aufgabe 10.

2. Die Aussage von Polyas Satz 148t sich iiber jedem reell abgeschlossenen
Korper R betrachten. Sie wird aber falsch, wenn R nicht archimedisch ist. Als
Beispiel betrachte die quadratische Form

f=(z+y)?+clz—y)?
mit ¢ € R und ¢ > n fiir alle n € N. Siehe Aufgabe 11.

3. An Pdlyas Satz schlieit sich die Frage nach der Komplexitéit der Aussage an.
Wie grofl mufl man den Exponenten N wihlen, und von welchen Eigenschaften der
Form f hingt das ab? Sei f € Rz, ..., 2,] homogen vom Grad d, und schreibe

d! o o
f = Z 70(0'&”' Ca.’L’OO...‘fI;n .
|a|=d
Sei A C R"*! das Standard n-Simplex wie im vorigen Beweis. Sei ¢ = max,, |cq4|
und A := min f(A) > 0. Powers und Reznick (1999) haben gezeigt: Fiir
d c
N —(d—1)<-—d
>3 d=13

hat (zg + -+ + x,)" f positive Koeffizienten. Diese Schranke hiingt nicht ab von
der Zahl n + 1 der Variablen. Im allgemeinen ist die Schranke sogar scharf, siehe
Aufgabe 11 fiir d = 2.

Hier ist eine weitere Anwendung des archimedischen Positivstellensatzes:

7.3 Theorem. (Handelman 1988) Seien f1,..., fr € R[z1,...,z,] lineare Po-
lynome derart, dafy das Polyeder K := {£& € R™: f;(§) > 0, i =1...,r} kompakt
und nicht leer ist. Dann gibt es fiir jedes Polynom f mit f|x > 0 eine endliche
Summendarstellung

f= Yt g

aEZl

mit reellen ¢, > 0.
Fiir den Beweis brauchen wir:

7.4 Theorem. (Minkowski 1896) Seien f, f1,...,fr € R[] = Rlz1,..., 2,
lineare Polynome. Das Polyeder

K = {z eR": fi(x) >0,..., f-(x) >0}
sei nicht leer. Dann sind dquivalent:

() £20 auf K;
(i) es gibt ag,...,ar >0 in R mit f =ag+a1fr +- - +a,fr.

Beweis siehe Vorlesung Konveritit, Satz 5.16.

7.5 Beweis von Theorem 7.3: In der Situation von Handelmans Satz sei S der
von R, und fi,..., f, erzeugte Semiring in R[x]. Es ist Xg = K, und die Aussage
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von 7.3 ist, daB S jedes auf K positive Polynom enthélt. Aus Theorem 7.4 folgt, dafl
S archimedisch ist: Ist 0 < ¢ € R mit K C [—¢,c]",sogilt ctxz; € S (i=1,...,n)
nach 7.4, und S ist somit archimedisch nach Satz 5.7(a). Deshalb folgt Theorem
7.3 aus Theorem 7.4 und dem archimedischen Positivstellensatz.

Handelmans Theorem kénnen wir wie folgt verschérfen:

7.6 Korollar. Seien fi,..., f. lineare Polynome in R[x], so daf§ das Polyeder
K = S(f1,...,fr) kompakt und nicht leer ist. Sei S der von f1,...,f. und R,
erzeugte Semiring in R[x]. Fiir beliebige Polynome g1, . ..,gs € R[x] gilt dann: Jedes
auf KN S(g1,...,9s) strikt positive Polynom liegt in

M = S+S5g.+---+5gs.

BEWEIS. Der Semiring S ist archimedisch, wie oben gezeigt. Die Behauptung
folgt also aus Korollar 6.6. 0

7.7 Bemerkungen.

1. Die Voraussetzung K # @ ist notwendig in 7.3 und 7.4, wie das Beispiel
n=2und fy =x1 — 1, fo = —x1, f = z2 zeigt.

2. Theorem 7.3 bleibt richtig, wenn R durch einen archimedischen reell ab-

geschlossenen Korper R ersetzt wird, wird iiber nicht archimedischem R aber im
allgemeinen falsch.

3. Ist f|k lediglich nichtnegativ in Handelmans Theorem 7.3, so wird die Aus-
sage i.a. falsch. Beispiele (fiir n > 3) werden wir spiiter sehen.

4. Die Linearitét der f; in 7.3 ist entscheidend. Betrachte etwa den von x und
1—2? und R, erzeugten Semiring S in R[z]. Hier ist Xg = [0, 1] kompakt, aber S ist
nicht archimedisch, denn N —x ¢ S fiir alle N > 0. (In jedem Produkt z*(1 — 2?)J
hat x einen nichtnegativen Koeffizienten.) Der Positivstellensatz ist also falsch.

Nach einer kleinen Stérung eines Erzeugers wird S jedoch archimedisch: Fiir
jedes a > 0 ist der von 2 —a und 1 — 22 erzeugte R-Semiring S, archimedisch, denn

(a* 4+ 1) —2ar = (v —a)®+ (1 —2%) €8S,.

5. Ein weiteres klassisches Resultat, das mit Hilfe des archimedischen Positiv-
stellensatzes einen einfachen Beweis hat, ist Quillens Theorem: Zu jedem auf der
(2n — 1)-Sphire

21+ el =1
in C™ strikt positiven reellen Polynom f € C[z,Z] (mit f = f*, d.h. f(Z) = f(2))

gibt es endlich viele holomorphe Polynome g1 (z2),...,g-(z) € C[z] mit

12 = Yl ()P

auf ||z||? = > |zj|? = 1. Siehe Aufgabe 12.

8. Schmiidgens Theorem und Folgerungen

8.1 Theorem. (Schmiidgen 1991) Seien fi,...,fr € Rzy,...,x,] Polyno-
me derart, daf8 die Menge K = S(f1,...,fr) € R™ kompakt ist. Dann enthilt
PO(fy1,..., fr) jedes auf K strikt positive Polynom.

8.2 Korollar. Sei V' eine affine R-Varietit, und sei V(R) kompakt. Jede auf
V(R) strikt positive regulire Funktion f € R[V] ist eine Quadratsumme in R[V].
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BEWEIS. Sei V' C A™ abgeschlossen, sei das Verschwindungsideal I = J(V) er-
zeugt von f1,..., fr € R[x]. Fiir die Préordnung T' = PO(%f1,...,£f,) in R[x] gilt
T =3YR[x]? + I, und S(+f1,...,2f.) = V(R). Die Aussage ist also ein Spezialfall
von 8.1. g

Der folgende Beweis stammt von Wormann.

8.3 Theorem. Sei k ein Ring und A eine endlich erzeugte k-Algebra. Sei T
eine Prdordnung in A derart, daf8 T Nk archimedisch in k und X1 kompakt ist.
Dann ist T archimedisch.

Korrektur: Man mufl zusétzlich voraussetzen, dafl die Praordnung 7' endlich
erzeugt ist. Andernfalls wird die Aussage im allgemeinen falsch. Siehe auch im
Beweis unten die Ergénzung in Rot. Herzlichen Dank an Thorsten Mayer, der mich
darauf aufmerksam machte, dafl hier ein Problem vorliegt! (29.7.2016)

BEWEIS. Sei A als k-Algebra erzeugt von zy,...,x,. Betrachte den Teilring
O4(T) von A (5.6). Wegen T N k archimedisch in k ist & € O4(T). Es geniigt
deshalb, ein N € N mit N — >, 2? € T zu finden. Denn dann folgt x1,...,2, €
Oa(T) (wegen N 4+ 1+ 2x; = (N — z7) + (z; + 1)?), und somit O4(T) = A, dh. T
ist archimedisch.

Wegen X7 kompakt gibt es ¢ € N mit Y, 27 < ¢ auf Xp. Wir setzen f :=
c—3Y, x2. Man muf nun argumentieren, daf§ f > 0 nicht nur auf Xr gilt, sondern
auch auf X (7). Dazu braucht man die endliche Erzeugtheit von T'. Nach Stengles

Positivstellensatz 11.2.7 gibt es t € T' mit
(1+t)feT. (4)

Daraus folgt auch
A+t f+t-> af = f+ct €T. (5)

Sei Q@ =T + fT, die von T und f erzeugte Pridordnung. Nach @ ist

(1+t)Q CT. (6)

Wegen f € @ und der Bemerkung zu Beginn ist () archimedisch. Also gibt es @ € N
mit a —t € Q. Aus @ folgt also

cl+t)(a—t) = ca+cla—1)t—ct®> €T. (7)
Schlielich ist
a 2 a? 9
c<§—t) = CZ—act—i—ct eT. (8)

Addition von , @ und gibt
2

f+c(a+az> eT,

also
1 o’ 2 e
c( +a—+ Z) — Z r; €4,
und das Theorem ist bewiesen. O

8.4 Theorem 8.1 folgt aus Theorem 8.3 und dem archimedischen Positivstel-
lensatz: Fiir die Priordnung 7' := PO(f1,. .., fr) in R[x] ist X7 = K kompakt, also
ist T" archimedisch nach 8.3. In der Formulierung 8.3 hat das Theorem aber auch
andere interessante Anwendungen. Hier nur ein Beispiel:
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8.5 Korollar. Sei V C R" eine durch Polynomgleichungen mit ganzen Koef-
fizienten definierte und kompakte reell-algebraische Menge. Zu jedem auf V strikt
positiven Polynom f € Z[x| gibt es Polynome ¢1,...,g, € Z[x] und m > 0 mit
2mf =37 g7 auf V.

BeEWEIS. Sei V' die Nullstellenmenge von fi,..., f» € Z[x] in R". Sei k = Z[2]
und A = klx1,...,2,)/(f1,- .., fr), sowie T = X A2. Es ist X7 = V kompakt, und
T Nk ist archimedisch in k (alle positiven Elemente in & sind sos in k). Also ist T
archimedisch nach 8.3, und aus dem archimedischen Positivstellensatz folgt f € T
Das ist die Aussage. O

8.8 Nun eine Reihe von Anwendungen von Schmiidgens Satz, zuniichst auf
Hilberts 17. Problem in der Version fiir Formen (= homogene Polynome). Sei also
R ein reell abgeschlossener Kérper und f € R[x] = R[zo,...,zy] eine psd Form.
Wir machen die stiarkere Annahme, dafl f positiv definit ist, d.h. f(£) > 0 fir alle
0 # ¢ € R gilt. Aus dem Stengleschen Positivstellensatz kann man ableiten:

Es gibt eine positiv definite Form h, so dafi h?f eine Summe von
Quadraten (von Formen) ist.

Siehe Korollar I1.3.10, dort im inhomogenen Fall formuliert; daraus kann man auch
den homogenen Fall ableiten.

Mit Hilfe von Schmiidgens Theorem kénnen wir ein sehr viel stérkeres Resultat
beweisen, sofern der reell abgeschlossene Grundkérper R archimedisch ist:

8.9 Theorem. Seien f, h zwei positiv definite Formen in Rlxo, ..., z,], und
es gelte deg(h) | deg(f). Dann gibt es ein N € N derart, daff h™N f eine Summe von
Quadraten von Formen ist.

8.10 Korollar. Fir jede positiv definite Form f € Rlzg,...,x,] ist
(2 + -t a)™ - f
eine Quadratsumme fiir N > 0. O

BEWEIS VON 8.9. Setze x = (xq,...,Zn). Sei m die durch deg(f) = m deg(h)
bestimmte Zahl. Sei V' das Komplement der Hyperfliche h = 0 in P™. Dann ist V'
eine affine R-Varietét, und V(R) = P*(R) ist kompakt. Der Koordinatenring von
V ist der Teilring von R[x];, aus allen Briichen von Formen gleichen Grades. Nach
Voraussetzung ist hi € R[V] strikt positiv auf V(R). Nach Schmiidgen ist hi also
eine Summe von Quadraten in R[V]. Das bedeutet: Es gibt & > 0 und Formen

J1s- -, 9r € R[x] vom Grad k - deg(h) mit
TN B o
o 2k > 9
i=1
Multiplikation mit A2V fiir N > 0 liefert die Behauptung. (|

8.11 Bemerkungen.

1. Geméf Artins Losung von Hilberts 17. Problem gibt es zu jeder nichine-
gativen Form f € R[x| eine homogene Quadratsumme h # 0 derart, daf fh eine
Summe von Formenquadraten ist. Korollar 8.10 besagt, dafl man h als Potenz von
ho := a3 + - - - + 22 wihlen kann, sofern f positiv definit ist. In diesem Sinn ist hg
ein uniformer Nenner fiir positiv definite Formen.

2. Fir n < 2 gilt tatséchlich eine noch stirkere Aussage: hq ist ein uniformer

Nenner fiir alle nichtnegativen Formen. Fiir n > 3 gibt es dagegen keinen uniformen
Nenner fiir alle nichtnegativen Formen. Beides werden wir spéter beweisen.
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3. Die Aussage von Theorem 8.9 gilt auch ohne die Voraussetzung deg(h) |
deg(f). In diesem Sinn ist jede positiv definite (nichtkonstante) Form ein uniformer
Nenner fiir positiv definite Formen.

Eine weitere Folgerung aus Schmiidgens Theorem ist folgende Charakterisie-
rung von archimedischen quadratischen Moduln:

8.12 Korollar. Sei M ein quadratischer Modul in Rxy,...,x,]. Dann sind
dquivalent:

(i) M ist archimedisch;

(ii) es gibt einc € R mit c— Y, x? € M;
(iil) es gibt ein f € M, so daff die Menge Xy = {f > 0} in R™ kompakt ist;
(iv) X ist kompakt, und M enthilt jedes f € R[x] mit f > 0 auf Xps.

Interessant darin ist die Implikation (iii) = (iv) (Putinars Positivstellensatz,
1993).

BeEwEs. (i) = (ii) = (iii) sind klar, und (i) < (iv) wurde schon in 6.10 be-
merkt. Gilt (iii), so ist die Prdordnung PO(f) archimedisch (Theorem 8.3). Erst
recht ist dann M archimedisch, wegen PO(f) C M. d

Fiir Praordnungen T in Rz, ..., z,] gibt Schmiidgens Satz ein sehr einfaches
Kriterium dafiir, wann 7' archimedisch ist, ndmlich die Kompaktheit von Xr. Es
fragt sich, ob es fiir quadratische Moduln M in R[x| ein #hnliches Kriterium gibt.
Die Kompaktheit von M geniigt nicht, wie das folgende Beispiel zeigt:

8.13 Beispiel. Sei M der von
gi = 2x;—1 (Z: ]-7"'177’)7 In+1 =1—-x1- @y

in Rz, ...,x,] erzeugte quadratische Modul. Die s.a. Menge

K =Xy ={6c®:6> ] (i=1,.n) & &<

ist kompakt, denn & < 2"7! (i = 1,...,n) fiir jedes ¢ € K. (Zeichnung!) Aber
flir n > 2 ist M nicht archimedisch. Anders gesagt, fiir jede reelle Zahl ¢ gilt
c— Y ai ¢ M.

Wir beweisen das fiir n = 2 mit einem elementaren Argument. Sei ¢ € R,
angenommen es gebe sos Polynome s, ..., s3 € R[z,y] mit

c— (2 4+9?) = s+ 5120 — 1) + 522y — 1) + s3(1 — ).

Sei t; die Leitform von s; (i =0,...,3). Die Leitformen der vier Summanden rechts
sind also tg, 2xty, 2yts, —xyts. Sei d das Maximum ihrer Grade. Wire d < 2, so
wiren s1, so, s3 konstant und deg(sg) < 2, und Koeffizientenvergleich bei 2 (oder
y?) giibe einen Widerspruch. Also ist d > 2, und einige der vier Leitformen miissen
sich zu 0 aufsummieren. Ist d > 2 gerade, so folgt ty = zyts, ist d > 2 ungerade,
so folgt xt1 + yto = 0. Beides ist ein Widerspruch dazu, dafl die Formen ¢; alle psd
(sogar sos) sind.

Ist n > 3, und wire c— Y, 7 € M, so wiirde durch Substitution x5 = --- =
x, = 1 folgen

d— (22 +22) = so+ 51201 — 1) + 52205 — 1) + 53(1 — z120)

mit s; € R[z1, x2] sos. Das widerspricht dem Fall n = 2.

8.14 Bemerkungen.
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1. Sind g¢1,...,9- € R[x] so, daB K = S(¢1,...,9-) kompakt ist, so kann
man f € R[x] so wihlen, daf f|x > 0 und S(f) kompakt ist. Zum Beispiel
[ ==, 22 falls [¢] < c fiir alle £ € K ist. Der quadratische Modul M :=
QM(g1,...,Gr, f) ist dann archimedisch nach 8.12, d.h. jedes p € R[x| mit p|x > 0
hat eine Darstellung

T
p=so+ Y sigittf
i=1

mit sg, ..., st € R[x| sos.

Das Beispiel in 8.13 hat Dimension > 2. Tatséchlich gibt es in Dimension 1
kein solches Beispiel, wie wir jetzt zeigen.

8.15 Satz. Sei K/R eine Korpererweiterung vom Transzendenzgrad eins. Jede
Semiordnung von K ist eine Anordnung von K.

BeEwEIS. Kann annehmen, dafl K/R endlich erzeugt ist. Sei M eine Semiord-
nung von K, und sei B die M-konvexe Hiille von R in K. Nach Satz 4.13 ist B ein
Bewertungsring von K mit archimedisch angeordnetem Restklassenkorper. Also ist
B # K, und B hat den Restklassenkorper R. Wegen R C B ist B ein diskreter
Bewertungsring.

Schreibe wieder < fiir <,;. Sei ¢ ein Primelement von B mit ¢t > 0, wir zeigen
zunéchst (1 4+ m) > 0. Sei u = 1 4 ¢g mit g € m. Wegen m konvex (4.10) ist ¢ < u,
und wegen g% ¢ B ist g% > 1, also t > g2. Es folgt

g\ 2
0<u—t< (1+§) < u—+t,

und daraus 0 < (u —t)? < (u + t)? nach Lemma 4.6(d), also tu > 0 (vgl. mit dem
Beweis von Satz 4.8). Da jede positive Einheit in B die Form v = ¢(1 + g) mit
¢ € Rund g € m hat, ist vt > 0 fiir jedes solche v, und somit auch vt™ > 0 fiir alle
n € Z. Folglich ist M eine Anordnung. O

8.16 Satz. Sei M ein endlich erzeugter quadratischer Modul in R[x]. Es gelte
dim R[x]|/supp(M) < 1, und es sei Xpr kompakt. Dann ist M archimedisch.

BEWEIS. Jede Semiordnung N von A := R[x] mit M C N ist ein Positivke-
gel. Denn der Restklassenkorper des Primideals supp(N) ist ein Funktionenkérper
iiber R von Dimension < 1. Die von N darin induzierte Semiordnung ist also eine
Anordnung nach Satz 8.15. Folglich ist auch N ein Positivkegel.

Nach Voraussetzung gibt es ¢ € R mit Y, 27 < cauf X Fiir f:=c—=),27 €
Aund My := M — f$A? gilt also Xy, = @. Behaupte, es ist —1 ¢ M;. Andernfalls
gibe es nach Korollar 4.3 eine Semiordnung ) von A mit M; C Q. Aber @ ist ein
Positivkegel nach eben. Es wire also X (M;) # &. Es ist M; endlich erzeugt, also
ist X (M) eine (basisch abgeschlossene) konstruierbare Menge in Sper R[x]. Aus
X (M) # @ folgt also auch Xy, # @, Widerspruch.

Also ist —1 € M, d.h. es gibt s € ¥A%? und ¢ € M mit —1 = g — sf, also
sf = 1+ g. Daraus folgt S(g) C S(f), und insbesondere ist S(g) kompakt. Nach
Korollar 8.12 ist M also archimedisch. (]

Hier noch eine weitere Anwendung auf archimedische quadratische Moduln.
Zunichst zwei Lemmata.
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8.17 Lemma. Seien g1, ..., 9, € Rz, ..., x,] Formen von geradem Grad mit
S(g1,---,9r) = {0}. Dann gibt es sos Formen so,...,S, und ein N > 0 mit

@+ +al)V +so+ D sigi = 0
i=1
derart, daf alle Summanden homogen vom Grad 2N sind.

Umgekehrt folgt (fiir deg(g;) gerade) aus einer solchen Identitéit auch wieder
S(g1,---,9r) = {0}

BEWEIS. Sei h = a% + -+ + 22, und sei V = P" \ V,(h), das Komplement
der projektiven Quadrik A = 0 wie im Beweis von Satz 8.9. Es ist V eine affine
R-Varietiit, und V(R) ist kompakt. Insbesondere ist jeder quadratische Modul in
R[V] archimedisch nach Schmiidgen. Sei deg(g;) = 2d; (i = 1,...,r), sei M der von
den ;%- (i = 1,...,7) in R[V] erzeugte quadratische Modul. Dann ist Xs = @. Da
M archimedisch ist, ist —1 € M (Korollar 5.20). Das bedeutet eine Gleichung

T
S0 Sigi
h2€0 hd1 —+2e;
i=1

-1 =

mit sos Formen s; mit deg(s;) = 4e; (i = 0,...,7). Durch Multiplikation mit A"
fiir N > 0 folgt eine Identitdt wie behauptet. O

8.18 Lemma. Seien fi,..., fr € R[x], und sei f; die Leitform von f; (i =
1,...,7m). Ist S(f1,..., fr) = {0}, so ist die Menge S(f1,..., fr) kompakt.

BEWEIS. Aufgabe 16. (|
}

8.19 Satz. Seien ¢1,...,9» € R[x] = Rlzy,...,z,] mit S(g1,...,G-) = {0}.
Ist deg(g;) gerade firi=1,...,r, so ist der quadratische Modul QM (g, ..., gr) in
R[x] archimedisch.

BEWEIS. Nach Lemma 8.17 gibt es homogene Quadratsummen sg,...,Ss, in
R[x] mit
o+ s191 4+ 8 Gr = —(27 + - +22)",
wobei N > 0 ist und alle Summanden denselben Grad haben. Das Polynom

.
g = 50+Zsigi S R[X]

i=1

liegt in M = QM (g1,...,g-), und die Leitform von g ist 7(21 x?)", also negativ
definit. Nach Lemma 8.18 ist also S(g) kompakt, und aus Korollar 8.12 folgt, daf§

M archimedisch ist. (]

)N

Die Aussage von Satz 8.19 gilt genauso, wenn deg(g;) ungerade ist fiir ¢ =
r.

1

geeey



KAPITEL V

Erginzungen zur kommutativen Algebra

1. Primvermeidung, Nakayama Lemma, Krullscher Hauptidealsatz

1.1 Lemma. Sei A ein Ring, seien Ir,...,I. und J Ideale von A, und sei
J C L U---UlI.. Sind hichstens zwei der I; nicht prim, so folgt J C I; fir ein
1e{l,...,r}.

BEWEIS. Induktion nach r, wobei der Beginn r = 1 trivial ist. Sei r > 2.
Wir beweisen durch Widerspruch, angenommen J ¢ I; fiir 4 = 1,...,r. Nach
Induktionsvoraussetzung ist J nicht in einer Vereinigung von r —1 der I; enthalten.
Firi=1,...,r gibt es also ein z; € J mit x; ¢ I, fiir alle j # . Folglich ist z; € I;.

Ist r = 2, so liegt x1 + x5 in J, aber nicht in I; U I, Widerspruch. Ist > 3, so
sei etwa I; ein Primideal. Dann liegt 1 + 22 - - - 2, in J, aber nicht in Uz I;, erneut
ein Widerspruch. O

1.2 Bemerkungen.

1. Enthélt A einen unendlichen Korper k, so ist das Lemma sogar ohne jede
Voraussetzung an die Ideale richtig. Denn ein k-Vektorraum ist niemals Vereinigung
von endlich vielen echten Untervektorrdumen.

2. Das Lemma besagt insbesondere: Ist ein Ideal J in keinem der Primideale
P1,...,Pp, enthalten, so gibt es ein x € J mit « ¢ p; (¢ =1,...,r). Deshalb spricht
man von Vermeidung von Primidealen.

1.3 Korollar. Seien p1,...,p, Primideale von A mit p; € p; fir i # j. Sei
S:=A~N(p1U---Up,), eine multiplikative Menge in A. Der Ring Ag der Briiche
hat genau r verschiedene maximale Ideale, ndimlich p;Ag firi=1,...,r.

Ein Ring heift semilokal, wenn er nur endlich viele maximale Ideale hat. Der
Ring Ag heifit die Semilokalisierung von A in py, ..., p,.

BEWEIS. Die Primideale von Ag sind genau die pAg, wobei p ein Primideal
von A mit p C py U---Up, ist. Nach Lemma 1.1 bedeutet das gerade p C p; fiir
ein 1. O

1.4 Definition. Sei A ein Ring. Das Ideal

Rad(4) == () m

meMax A
heifit das Jacobson-Radikal von A.

1.5 Bemerkungen.

1. Stets ist Nil(A) C Rad(A). Ist (A, m) ein lokaler Ring (damit ist gemeint, A
ist ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m), so ist Rad(A) das maximale Ideal von
A. Ist A eine endlich erzeugte k-Algebra (k ein Korper), so ist Rad(A) = Nil(A).
Das folgt aus dem Hilbertschen Nullstellensatz, sieche Aufgabe 19.

2. Es ist Rad(A) ={a € A: 1+ Aa C A*}.

39
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1.6 Satz. (Nakayama-Lemma) Sei A ein Ring, I ein Ideal von A und M ein
endlich erzeugter A-Modul mit IM = M. Dann gibt es ein a € I mit (1—a)M = 0.
Ist I C Rad(A), so folgt M = 0.

BEWEIS. Sei M = Axq + --- + Ax,. Es gibt eine r x r-Matrix S = (s;;) mit
Koeffizienten s;; € I und mit x; = >._ si;z; (5 = 1,...,7). Sel ps(t) = t" +

a1t" "1 4-- - +a, das charakteristische Polynom von S. Esist a; € I fiiri =1,...,r,
und nach Cayley-Hamilton ist (1 +ay + -+ +a,)M = 0. Ist I C Rad(A), so ist
1+1C A" O

Die wichtigsten Anwendungen des Nakayama-Lemmas beziehen sich auf lokale
Ringe.

1.7 Korollar. Sei (A,m) ein lokaler Ring und M ein endlich erzeugter A-
Modul. Ist mM = M, so ist M = 0. O

1.8 Satz. Sei (A, m) ein lokaler Ring, und sei M ein endlich erzeugter A-
Modul. Sei k = A/m und M = M ®4 k = M/mM, ein endlich-dimensionaler
k- Vektorraum. Fir x1,...,x, € M gilt:

T1,..., 2, erzeugen M (iber A) < Ty,...,T, erzeugen M (iber k).

Aufgrund dieses Satzes versteht man die Erzeugendensysteme von endlich er-
zeugten Moduln iiber lokalen Ringen vollig.

1.9 Definition. Sei A ein Ring. Fiir jeden A-Modul M sei u(M) = pa(M)
die minimale Erzeugerzahl von M.

Aus Satz 1.8 folgt sofort:

1.10 Korollar. Ist (A,m, k) ein lokaler Ring und M ein endlich erzeugter A-
Modul, so ist pa(M) = dim, (M ®4 k). Jedes nicht verkiirzbare Erzeugendensystem
von M hat diese Mdchtigkeit. O

1.12 Definition. Sei A ein Ring.
(a) Fiir p € Spec(A) heifit ht(p) := dim(A,) die Hohe von p (in A).
(b) Ist I # (1) ein beliebiges Ideal von A, so heifit
ht(I) := min{ht(p): p € Spec(A), p 2 I}
die Hohe von I.

1.13 Beispiele.

1. Fiir p € Spec(A) ist ht(p) das Supremum aller Langen von Primidealketten
PoCp1 S+ Cp,=pin A, die mit p enden.

2. Jedes Primideal von A ist in einem maximalen Ideal enthalten. Daher ist
dlm(A) = SUPmeMax A ht(m)

3. Sei A ein faktorieller Ring. Fiir alle 0 £ f € A, f ¢ A* ist ht(Af) = 1.

Der Krullsche Hauptidealsatz verallgemeinert diese Aussage auf beliebige noe-
thersche Ringe:

1.14 Theorem. ((Verallgemeinerter) Krullscher Hauptidealsatz) Sei A ein
noetherscher Ring, seien ai,...,a, € A und I = (ay,...,ay). Fir jeden minimalen
Primteiler p von I ist ht(p) < n. Insbesondere ist ht(I) < p(T).
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Aus Zeitmangel leider kein Beweis.
1.15 Korollar. Jeder lokale noethersche Ring hat endliche Dimension.

BEWEIS. Es ist dim(A) = ht(m) < p(m) (< o0) nach Theorem 1.14. O

2. Regulire lokale Ringe

2.1 Definition. Sei A ein Ring und m ein maximales Ideal von A. Ein Ideal I
von A heifit m-primdr, wenn /I = m ist.

2.2 Bemerkungen.
1. Jedes Ideal T # (1) mit m™ C I fiir ein n > 1 ist m-primér. Ist A noethersch,
so gilt auch die Umkehrung.

2. Fiir jedes m-primére Ideal I von A hat man einen natiirlichen Isomorphismus
AT = Ay /TAn (Aufgabe 18).

Aus dem verallgemeinerten Krullschen Hauptidealsatz ergibt sich die folgende
Charakterisierung der Dimension von lokalen noetherschen Ringen:

2.3 Theorem. Sei (A, m) ein lokaler noetherscher Ring. Dann ist

dim(A) = min{u(I): I ist ein m-primdres Ideal von A}.

Anders gesagt: dim(A) ist das minimale d > 0, so daB aq,...,aq € m existieren
mit m = +/(a1,...,aq).

BEWEIS. Sei dim(A) = d. Fiir jedes m-primére Ideal I ist m ein minimaler
Primteiler von I. Also ist d = ht(m) < p(I) nach Krull 1.14. Umgekehrt zei-
gen wir d > miny u(I) durch Induktion nach d. Fiir d = 0 ist es klar, denn (0)
ist ein m-priméres Ideal. Sei d > 1, sei Min(A4) = {pi,...,p,}. Nach Lemma 1.1
gibt es ein a; € m mit a; ¢ p; U--- U p,. Es folgt dim(A/(al)) < d — 1. Nach
Induktionsvoraussetzung fiir A/(ay) gibt es d — 1 Elemente ag,...,aq € m mit

(al,ag,...,ad):m. O

2.4 Definition. Sei (A, m) ein d-dimensionaler lokaler noetherscher Ring. Ei-
ne Parameterfolge von A ist eine Folge ai,...,aq € m von d Elementen mit

Viat, ... aq) =m.

Nach Theorem 2.3 hat jeder lokale noethersche Ring eine Parameterfolge.

2.5 Korollar. Ist A ein beliebiger noetherscher Ring und p € Spec(A) mit
ht(p) = r, so gibt es r Elemente ay,...,a, € p, so daff p ein minimaler Primteiler
von (a1,...,a,) ist.

BeEWEIS. Aus Theorem 2.3, angewandt auf A, erhalten wir eine Parameterfol-
ge %, ..., 2= von Ay. Damit haben ay,...,a, die gewiinschte Eigenschaft. O

2.6 Satz. Sei (A, m) ein lokaler noetherscher Ring und sei aq,...,aq eine Pa-
rameterfolge von A. Dann ist dim A/(ay,...,a;) =d—1 firi=1,...,d.

BEWEIS. Sei A= A/(ay,...,a;), e = dim(A), und sei by,...,b, eine Parame-
terfolge von A. Dann ist (a1, ...,a;,b1,...,be) ein m-primiéires Ideal in A. Nach 2.3
ist also i + e > d, also e > d — . Umgekehrt erzeugen @;41,...,aq ein m-priméres

Ideal in A. Also ist e < d — 4, wieder nach 2.3. O
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2.7 Definition. Sei (A4, m) ein lokaler noetherscher Ring, K = A/m. Die Fin-
bettungsdimension von A ist

edim(A) := pa(m) = dim,(m/m?).
Die Gleichheit folgt aus dem Nakayama-Lemma (Korollar 1.10).

Aus Theorem 2.3 folgt sofort:

2.8 Korollar. Fiir jeden lokalen noetherschen Ring A ist edim(A) > dim(A).
g

2.9 Definition. Ein lokaler noetherscher Ring A heifit regulér, wenn edim(A) =
dim(A) ist. Ist A regulir mit d = dim(A4), so heiit jedes Erzeugendensystem
ai,...,aq der Lange d von m eine requldre Parameterfolge von A.

2.10 Bemerkungen.
1. Jede regulire Parameterfolge von A ist auch eine Parameterfolge von A.

2. Sei A ein lokaler noetherscher Ring, sei d = dim(A). Genau dann ist A re-
gulér, wenn dim, (m/m?) = d ist. Alsdann ist ay,...,aq genau dann eine regulire
Parameterfolge von A, wenn @y, ..., Gy eine k-Basis von m/m? ist. (Nakayama Lem-
ma, Korollar 1.8.)

2.11 Satz. Sei (A, m) ein regulirer lokaler Ring, dim(A) = d, seienay,...,a, €
m. Es sind dquivalent:

(i) a1,...,a, kann zu einer reguliren Parameterfolge erginzt werden;
(i) a1,...,a, € m/m? sind linear unabhingig iber K;
(iii) der lokale Ring A/(a1,...,a;,) ist requlir und hat Dimension d —r.

BEWEIS. Sei A = A/(ay,...,a,). Die Aquivalenz (i) < (ii) ist klar nach Be-
merkung 2.10.2.

(i) = (iii): Sei ay, ..., ar,...,aq eine regulire Parameterfolge von A. Nach Satz
2.6 ist dim(A) = d — r. Das maximale Ideal von A wird von @, 1,...,aq erzeugt.
Also ist A reguldr (und @41, ..., Gy ist eine regulire Parameterfolge von A).

(iii) = (i): Sei by,...,b4_, eine regulire Parameterfolge von A. Dann ist

a/17"'aa7”7b17~-~7bd—’r

eine reguléire Parameterfolge von A. U
2.12 Satz. Jeder reguldre lokale Ring ist nullteilerfres.

BEWEIS. Induktion nach d = dim(A4). Fiir d = 0 ist A ein Koérper. d = 1: Sei
m = (z), sel p # m ein Primideal. Fiir a € p gibt es b € A mit a = bz, und b € p
wegen ¢ p. Also ist p = zp, also p = (0) nach Nakayama.

Sei d > 1. Fiir jedes * € m ~ m? ist A/(z) ein regulirer lokaler Ring mit
dim A/(z) = d — 1 (Korollar 2.11). Nach Induktionsvoraussetzung ist also (z) ein
Primideal von A. Nach Lemma 1.1 (angewandt auf m? und die minimalen Prim-
ideale von A) gibt es z € m \. m?, welches in keinem minimalen Primideal von A
liegt. Also gibt es ein (minimales) Primideal p C (z) mit p # (x). Wieim Falld =1
folgt p = xp, und daraus p = (0), also die Nullteilerfreiheit von A. O

2.13 Satz. Die reguldren lokalen Ringe von Dimension 0 (bzw. von Dimensi-
on 1) sind genau die Korper (bzw. genau die diskreten Bewertungsringe).
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BEWEISs. Fiir dim = 0 ist die Aussage klar. Jeder diskrete Bewertungsring ist
ein eindimensionaler regulirer lokaler Ring, klar. Umgekehrt sei A reguléir lokal
mit dim(A) = 1. Dann ist A integer (2.12), und m = (t) ist ein Hauptideal. Sei
0 # a € m. Wegen \/@ = m gibt es ein minimales n > 1 mit a | t", etwa t" = ab.
Dabei ist b ¢ (t) = m wegen n minimal, also ist b € A*. Also hat jedes Element
a # 0in A die Form a = wt” mit v € A* und n > 0, d.h. A ist ein diskreter
Bewertungsring. O

2.14 Bemerkungen. Man kann zeigen:
1. Jeder reguldre lokale Ring ist faktoriell.

2. Fiir jeden reguléren lokalen Ring A und jedes Primideal p von A ist auch der
lokale Ring A, regulér.

Hier eine wichtige Folgerung fiir das reelle Spektrum von reguléren lokalen
Ringen.

2.15 Satz. Sei (A,m) ein regulirer lokaler Ring, sei dim(A) = d. Zu jedem
a € Sper(A) mit supp(a) = m gibt es eine Spezialisierungskette g ~ g ~ -+~
ag = o der Lange d (mit oi;—1 # o fir alle i) in Sper(A) mit ag = a.

BEWEIS. Induktion nach d. Fiir d = 0 ist nichts zu zeigen. Sei d > 1, sei
x € m~ m?2. Der lokale Ring A/Az ist regulér mit dim(A4/Az) =d —1 (2.11), und
p = Ax ist ein Primideal von A. Der lokale Ring A, ist integer, kein Korper, und
sein maximales Ideal ist ein Hauptideal. Also ist A, ein diskreter Bewertungsring
nach Satz 2.13. Nach Induktion, angewandt auf A/p, gibt es eine Kette a; ~» « -+ ~»
ag = « in Sper(A) der Lange d — 1 mit supp(a) = p. Nach Baer-Krull, angewandt
auf A, und aq, hat o eine Generalisierung aq in Sper(A) mit supp(ap = (0). O

2.16 Beispiel. In Aufgabe 26 (WS) wurde eine solche Kette fiir den lokalen
Ring A = R[z1,...,%4](a;,...,2,) (reguldr von Dimension d, siche 3.8 unten) explizit
konstruiert, zum Beispiel so: Ordne Quot(A) = R(z1,...,z4) an gemif

< K<« KLz, < 1.

Das gibt den Positivkegel P von A mit supp(P) = (0). Jetzt hat man die Speziali-
sierungskette von Positivkegeln

PC P+ (x1) C P+ (z1,m2) € -+ C P4 (21,...,20)

=

in A, und der Tréger von P + (z1,...,xk) ist (x1,...,x).

3. Regulire und singulire Punkte von Varietiten

3.1 Definition. Sei k ein Korper, sei X eine (quasiprojektive) k-Varietit mit
Garbe U — Ox(U) der reguliren Funktionen (d.h., fiir offenes U C X ist Ox (U)
der Ring der reguléren Funktionen auf U). Sei £ € X(k) ein k-rationaler Punkt.
Der lokale Ring von X in £ ist der Ring

Oxf = hgﬂ@x(U),
U

induktiver Limes iiber die Zariski-offenen Umgebungen U von ¢ in X. Die Uber-
gangsabbildungen sind dabei die Restriktionsabbildungen.

Das bedeutet: Die Elemente von O x ¢ sind Aquivalenzklassen von Paaren (U, f)
mit U C X offene Umgebung von £ und f € Ox(U), mit (U, f) ~ (U’, f') falls es
eine Umgebung U” C U NU’ von & gibt mit f|y» = f'|y~. Die Ringstruktur auf
Ox ¢ ist durch die Ringstruktur auf den Ox (U) induziert.
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3.2 Bemerkungen.

1. Nach Definition gilt Ox ¢ = Oy, fiir jede offene Umgebung U von . Fiir
das Studium von Ox ¢ kann man also X durch jede offene affine Umgebung von &
ersetzen. Ist X affin, so ist Ox ¢ = k[X]m,, wobei m¢ = J({z}) das maximale Ideal
von k[X] zum Punkt £ € X (k) ist. Denn jede offene Umgebung von £ in X enthiilt
eine Menge der Form Dx(s) mit s € k[X] \ m¢. Insbesondere ist Ox ¢ stets ein
lokaler noetherscher Ring. Das maximale Ideal von Ox ¢ bezeichnen wir bei Bedarf
mit mxe.

2. Sei § € X (k). Die Primideale von Ox ¢ sind in Bijektion zu den abgeschlosse-
nen irreduziblen Untervarietdten Z C X mit £ € Z. Insbesondere korrespondieren
die minimalen Primideale von Ox ¢ genau zu den irreduziblen Komponenten X’
von X mit £ € X'. Genau dann ist also Ox ¢ ein integrer Ring, wenn & nur auf
einer einzigen irreduziblen Komponente von X liegt.

3.3 Sei £ € X ein Punkt. Die lokale Dimension von X in £ ist
dime (X) = mUindim(U),

Minimum iiber alle (in der k-Zariskitopologie) offenen Umgebungen U von &. Sind
Xi,...,X, die durch £ gehenden irreduziblen Komponenten von X, so ist dimg (X) =
maX;=i,..r dlm(Xz)

Die algebraische Dimension der lokalen Ringe ist gleich der (lokalen) geometri-
schen Dimension:

3.4 Satz. Fir & € X(k) ist dim(Ox ¢) = dimg(X).
Fiir den Beweis braucht man einen anderen wichtigen Satz:

3.5 Satz. (Going-down) Sei A C B eine ganze Frweiterung integrer Ringe,
und sei A ganz abgeschlossen. Dann gilt Going-down: Zu jedem q' € Spec(B) und
jedem p € Spec(A) mit p C q’ gibt es ein q € Spec(B) mit q C g’ und p=qnN A.

BEWEIS. Sei S := A~pund T := B~\q'. Dann sind S, T und ST multiplikative
Teilmengen von B. Wir zeigen pB N ST = @. Dann folgt, daB es ein q € Spec(B)
gibt mit pB C qund qNST =@. Alsoist qNn A=p und q C ¢'.

Angenommen y € pBNST, etway = st mit s € S, ¢t € T. Sei K = Quot(A), sei
f = MinPol(y/K) = 2" +a2" ' +---+a,. Die Koeffizienten a; von f liegen in A,
wegen y ganz iiber A (siche meine Vorlesung B4, Satz ...). Behaupte, es gilt sogar
a; €p (i=1,...,n). Sei C der ganze Abschluf von A in K. Es gilt also B C C und
y € pC. Da pC unter Aut(K/K) invariant ist und diese Gruppe transitiv auf den
Nullstellen von f operiert, liegen alle Nullstellen in pC, und somit ist a; € pC'NA fiir
alle i (die a; sind die symmetrischen Polynome in den Nullstellen). Da A C C eine
ganze Erweiterung integrer Ringe ist, gibt Going-up ein Primideal 9B € Spec(C)
mit PN A =p. Wegen pC C ‘B folgt also pC N A =p.

Division durch s zeigt, da8 das Minimalpolynom von ¢t = ¥ {iber K gleich
E _T"—l 4+ 4+ —

s s

ist. Fiir die Koeffizienten ¢; := £t gilt ¢; € A, aus demselben Grund wie oben. Wegen
sic; = a; € pund s ¢ p folgt sogar ¢; € p (i = 1,...,n). Also ist t" € pB C ¢/,
Widerspruch zu t € T. O

" +

3.6 Beweis von Satz 3.4: Wir konnen annehmen, daf§ X affin und dim¢(X) =
dim(X) = d ist. Wegen Ox ¢ = k[X]nm, ist dim(Ox ¢) < d klar. Fiir die Umkehrung
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kénnen wir X irreduzibel annehmen. Sei X — A? eine Noether Normalisierung,
entsprechend einer endlichen Ringerweiterung k[x] = k[z1,...,zq4) C k[X]. Wir
kénnen annehmen mg Nk[x] = (z1,...,2q). Wihle eine Primidealkette der Lénge d
in k[x], die in (21, ...,zq) endet, z.B. (0) C (z1) C --- C (21,...,2q). Schrittweises
Anwenden von Going-down 3.5 gibt eine Primidealkette der Lénge d in k[X]mg.
Also ist dim(Ox ¢) > d.

Wir definieren das Konzept von reguldren bzw. singuldren Punkten nur fiir
k-rationale Punkte:

3.7 Definition. £ € X (k) heifit ein regulirer (oder nichtsinguldrer) Punkt von
X, wenn der lokale Ring O x ¢ regulér ist. Andernfalls heifit £ ein singuldrer Punkt
von X.

3.8 Beispiele.

1. Fir X = A™ oder P" ist jeder Punkt £ € X (k) regulidr. Denn nach einer
Translation kann man annehmen £ = (0,...,0) € A”. Dann ist Opn ¢ = Ay mit
A=klxy,...,zp] und m = (21,...,2,). Es ist dim(Ay) = n nach Satz 3.4, und es
ist mAp /m2A, 2 m/m? = kz®- - -Dkx, (Aufgabe 17), also ist edim(A,,) = n. Der
kanonische Isomorphismus m/m? = @;_, kx; bildet f = 377, ciw; + 37455 Cax”

aus m ab auf
;Cimi = ;&ri(f)xi'

2. Sei £ = (0,...,0) und m = (21,...,z,) wie eben, sei 0 # f € m. Fiir die
Hyperfliche X = V(f) C A" gilt dann dim(Ox,¢) = dim(X) = n — 1. Ist f ¢ m?,
so ist edim(Ox ¢) = n—1, fiir f € m? ist dagegen edim(Ox ¢) = n. Also ist £ genau
dann ein reguliirer Punkt der Hyperfliche X, wenn V f(§) # 0 ist.

Wir zeigen jetzt, dafl die nichtsinguldren Punkte einer Varietéit “eine Zariski-
offene Teilmenge bilden”.

3.9 Theorem. (Jacobi-Kriterium) Sei X C A™ eine abgeschlossene k- Varietit
mit Verschwindungsideal 3(X) = (f1,..., fr). Sei £ € X (k). Genau dann ist & ein
nichtsinguldrer Punkt von X, wenn fir die Jacobimatriz

J = (0fi/02;)
gilt tk J(§) > n — dimg(X).

1<i<r, 1<j<n

Hier ist J(§) also eine r x n-Matrix mit Koeffizienten in k. Die Ungleichung
rk J(§) < n —dimg(X) gilt immer.

BEWEIS. Sei d = dimg(X), sei § = 0 € X(k) C k", und sei A := k[x](y) mit

maximalem Ideal m = (zq,...,x,). Es ist also Ox¢ = A/(f1,..., fr), und dieser
lokale Ring hat Dimension d nach Satz 3.4. Der k-Vektorraum my ¢/ mg()f ist der
Quotient von m/m? nach dem linearen Erzeugnis der f; + m? (i = 1,...,r). Unter

dem natiirlichen Isomorphismus m/m? = k™ (3.8.1) ist also

myx/my e = k"/span(Vfi(€), ..., Vf(€)).

Also ist edim(Ox¢) = n —rk J(§). Das zeigt, dafl stets n — rk J(£) > d stets gilt,
mit Gleichheit genau dann, wenn ¢ ein regulérer Punkt von X ist. O

Daraus folgt, dafl die reguliren Punkte von X “eine Zariski-offene Teilmenge
von X bilden”. Genauer:
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3.10 Theorem. Sei char(k) = 0, sei X eine beliebige (quasiprojektive) k-
Varietdt. Es gibt eine eindeutig bestimmte offene Zariski-dichte Teilmenge Xycg C
X derart, daf fiir jede Korpererweiterung K/k und jeden Punkt & € X(K) gilt:
Genau dann ist £ ein requldrer Punkt von Xp, wenn & € Xyeg(K) ist.

Die Voraussetzung char(k) = 0 kann nicht gestrichen werden (k vollkommener
Korper wiirde geniigen).

BEWEIS. (Skizze) Wir kénnen X C A" affin annehmen. Sind Xi,...,X, die
irreduziblen Komponenten von X, so sind Punkte in [ J, ;Xi N X stets singular,
da ein reguliirer lokaler Ring integer ist (siehe 3.2.2, 2.12). Wir kénnen also X irre-
duzibel annehmen. Dann wird X, durch die Rangbedingung im Jacobi-Kriterium
beschrieben, und das ist eine offene Bedingung an £ (Nichtverschwinden eines Mi-
nors). Man muf} aber noch zeigen, daf fiir K/k das Ideal von X in K[x] von den f;
erzeugt wird. Fiir char(k) = 0 ist das richtig, fiir char(k) = p > 0 nicht unbedingt.
Weiter bleibt zu zeigen, dafl X7 mindestens einen reguléren Punkt hat. O

3.11 Sei X eine k-Varietét. Man setzt Xgng = X \ Xioq, €ine abgeschlossene
Teilmenge von X, und nennt X,eg (bzw. Xging) den reguldren (bzw. singuldren) Ort
von X. Die Varietdt X heifit nichtsinguldr, wenn X,e; = X ist, andernfalls singuldr.

Genau dann ist also die Varietiit X nichtsingulir, wenn fiir alle ¢ € X (k)
der lokale Ring von Xz in { reguldr ist. Fiir X affin kann man zeigen, daf dies
dquivalent dazu ist, daB fiir jedes maximale Ideal m von k[X] die Lokalisierung
k[X]m ein regulirer lokaler Ring ist. Man muf also nicht erst nach k erweitern.

(Eine analoge Bedingung gilt natiirlich auch fiir X nicht affin.)

Besonders einfach ist die Bestimmung der Singularitdten einer Hyperfliche
(Spezialfall von Theorem 3.9):

3.12 Korollar. Sei 0 # f € k[x] ohne mehrfache Faktoren, betrachte die Hy-
perfliche X = V(f) in A™. Dann ist

of of
Xsin =V s a0ttty o - )
& (f 0z 8xn)
Genau dann ist X nichtsingulir, wenn (f, %’ ce %) = (1) ist.

BEWEIS. Kann annehmen k = k. Fiir alle £ € X (k) ist dimg(X) =n — 1. Also
¢ singulir < %(5) = 0 fiir alle 4. O

Sei R ein reell abgeschlossener Korper. Der folgende Satz ist eine wichtige
Ergidnzung zur semialgebraischen Geometrie:

3.13 Theorem. (Artin-Lang) Sei X eine irreduzible R-Varietdt, und sei M
eine offene semialgebraische Teilmenge von X (R). Genau dann ist M Zariski-dicht
in X, wenn M einen nichtsinguliren Punkt aus X(R) enthilt.

BEWwWEIS. Wir kénnen X affin annehmen. Sei M Zariski-dicht in X. Wére
M N Xieg(R) = @, so wire M C Xgng(R), also wire der Zariskiabschlu8 von
M enthalten in Xgine, Widerspruch zu M Zariski-dicht.

Sei £ € M ein nichtsingulédrer Punkt von X, dh der lokale Ring Ox ¢ = R[X]n,
ist regulér. Nach Satz 2.15 gibt es a € Sper R[X] mit supp(«) = (0) und a ~ &.
Wegen M offen in X(R) ist auch M offen in Sper R[X] (Endlichkeitssatz I11.2.3).
Also ist o € M. Fiir das Ideal I C R[X] des Zariskiabschlusses von M gilt also
I C supp(a), und es folgt I = (0). Also ist M Zariski-dicht in X. O
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3.14 Beispiel. Ist X singuléir, so kann es nichtleere offene Teilmengen M von
X (R) geben, die nicht Zariski-dicht in X sind, also (3.13) nur singuléire Punkte von
X enthalten. Betrachte etwa die ebene affine Kurve X = V(22 +y? — 23) und M =
{(0,0)}, oder der “Whitney-Schirm” X = V(y?z — 2?) und M = {(0,0,a): a < 0}.

4. Komplettierung

4.1 Sei A ein Ring und M ein A-Modul. Eine (absteigende) Filterierung von
M ist eine absteigende Kette

M=My, 2> My 2 My 2

von Untermoduln. Die Filtrierung heit separiert, wenn (-, M, = {0} ist.

Sei (My,)n>0 eine feste Filtrierung von M. Dann wird eine Topologie auf M
dadurch definiert, dafi man fiir jedes € M die Familie der Mengen «+ M,, (n > 0)
als Umgebungsbasis von z definiert. Dies macht M zu einer topologischen abelschen
Gruppe, d.h. die Abbildung M x M — M, (z,y) — x — y ist stetig. Die Topologie
ist genau dann Hausdorff, wenn die Filtrierung separiert ist.

Nach Definition der Topologie konvergiert eine Folge (z;);>1 genau dann gegen
x € M, wenn gilt:

VneN digeN Vi>ig z;, —x € M,.
Die Folge heifit eine Cauchyfolge, wenn gilt:
VneN digeN VZ,]EZO LEi—.TjEMn.

Der Modul M (mit der durch die Filtrierung gegebenen Topologie) heifit vollstindig,
wenn M separiert ist und jede Cauchyfolge in M einen (eindeutigen) Limes in M
hat.

4.2 Fixiere eine Filtrierung (M,,),>0 von M und betrachte die Folge
M/My <2~ M/M, <2 M/M, <=

der kanonischen Epimorphismen. Der A-Modul

= tim M/M, = {(6) € [] M/My:¥n > 1 ¢0(60) = €un }
(ein Untermodul des direkten Produktmoduls Hn>0 M/M,,) heiit die Komplettie-
rung (oder Vervollstandzgung) des filtrierten Moduls M Fiir jedes n > 0 ist die
kanonische Abblldung Tt M — M/M, surjektiv. Sei M, = ker(my,) (n > 0). Dann
ist M = MO ) M1 D .- eine Filtrierung von M (die kanonische Filtrierung), und
diese ist vollsténdig. Die kanonische Abbildung i: M — M, z — (z + M,), hat

ker(i) = (),, My, und (M) ist dicht in M. Man sieht leicht: Genau dann ist M
vollstdndig, wenn ¢ ein Isomorphismus ist.

4.3 Satz. (Universelle Eigenschaft) Seien M, N filtrierte A-Moduln, und sei
N=N vollstindig. Sei f: M — N eine stetzge (A) lineare Abbildung. Dann gibt
es genau eine stetige A-lineare Fortsetzung f M — N von f,dh f= f o1.

4.4 Sei (M,,)n>0 eine Filtrierung von M, und sei L € M ein Untermodul. Die
auf L induzierte Filtrierung ist definiert durch L,, = LN M,, (n > 0). Die auf M/L
induzierte Filtrierung ist definiert durch (M/L),, = (M, + L)/L (n > 0).
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4.5 Satz. Sei M ein filtrierter A-Modul, sei L ein Untermodul von M, und
seien L und M/L mit der induzierten Filtrierung versehen. Dann besteht eine ka-
nonische exakte Sequenz

0= L — M- m — 0
von A-Moduln.

BEWEIS. Sei N := M/L. Fiir alle n ist die natiirliche Sequenz
L M M

LAM, M, = M,+L
exakt, und identifiziert sich mit der Sequenz 0 — L/L,, - M/M,, — N/N,, — 0.
Daher ist 0 — (L/Ly)n — (M/Myp)n — (N/Ny)n — 0 eine exakte Sequenz von
projektiven Systemen von A-Moduln, im offensichtlichen Sinn. Die Behauptung
folgt deshalb aus dem n#chsten Lemma. U

0 — — 0

4.6 Lemma. Ist 0 — (U,) = (V) = (W,) — 0 eine exakte Sequenz projekti-
ver Systeme von A-Moduln, so ist die Sequenz

0 — l'glUn — @Vn — @Wn
exakt. Ist dabei U,, — U, _1 surjektiv fiir alle n > 1, so ist sogar
0 = im0, — lmV, = limW, — 0

exakt.

BEWEIS. Die Voraussetzung besagt ein kommutatives Diagramm

0 Uop Vo Wo 0
o I B

0 U1 V1 Wl 0
o I B

0 U, Vs Wy 0

o I B

mit exakten Zeilen. Sei U = ano U,, und sei dy: U — U die durch

dy(u,uy,...) == (uo —@1(u1), ur — @a(uz), ...)

definierte A-lineare Abbildung. Es ist ker(dy) = lim U, Wir schreiben 1'&11 U, =
coker(dy ), und verwenden analoge Bezeichnungen fiir die projektiven Systeme (V},)
und (W,,). Aus dem kommutativen Diagramm mit exakten Zeilen

0 U Vv w 0
o Y
0 U v w 0

und dem Schlangenlemma (Aufgabe 20) folgt die exakte Sequenz
0 = lmU, —lmV, = lImW, — lim'U, = lm'V, — lim'W, — 0.

Sind alle Ubergangsabbildungen on: U, — U,_1 surjektiv, so ist dy: U — U
surjektiv, und somit @1 U,, = 0. Daraus folgen die Behauptungen. (]
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4.7 Fixiere jetzt ein Ideal I C A und versehe A-Moduln M mit der I-adischen
Filtrierung M, := I"M (n > 0). Die zugehérige Topologie auf M heifit die I-
adische Topologie, und

—

M = @M/I”M
heifit die I-adische Komplettierung von M. Insbesondere ist A= @A/I", die I-

adische Komplettierung von A, ein topologischer Ring, und M ist in kanonischer
Weise ein topologischer A-Modul, via

(@n) - (Tn) = (@)
Die Stetigkeit der Multiplikation AxM M folgt dabei aus I™ - I"M C I™ V" M.

Jeder Homomorphismus f: M — N von A-Moduln induziert einen Homomorphis-
mus f: M — N der I-adischen Komplettierungen.

4.8 Beispiele.

1. Ist A = Z und I = pZ fiir eine Primzahl p, so ist die pZ-adische Komplettie-
rung von Z gleich Z,,, der Ring der ganzen p-adischen Zahlen.

2. Ist A[x] = A[z1,...,z,] der Polynomring iiber A und I = (21, ..., 2,) (Ideal
in A[x]), so ist die I-adische Komplettierung von A[x| der Ring AJx1,...,x,] der
formalen Potenzreihen in z1,...,z, tiber A.

3. Ist A ein lokaler Ring und I = m das maximale Ideal, so bezeichnet man die
m-adische Komplettierung von A meist einfach als die Komplettierung A von A.

4.9 Der zum filtrierten A-Modul M assoziierte graduierte A-Modul ist definiert
durch

Gr(M) = @ Grn(M), mit Gr,(M) = M,/Mps1 (n>0).
n>0

Sei I C A ein fixiertes Ideal und M ein A-Modul. Wir versehen A und M mit ihrer
I-adischen Filtrierung. Dann ist

Gr'(4) == I/t

n>0
(mit I° := A) ein graduierter Ring, und

Gr'(M) = @M/ I M
n>0

ist ein graduierter Modul iiber Gr’(A).

Ist I = (ai,...,a,), so wird Gr'(A) als Algebra iiber Gr{(A) = A/I erzeugt
von den a; + I? € Gri(A) (i = 1,...,r). Ist also A noethersch, so ist also Gr’(A)
noethersch (Hilbert Basissatz). Wird der A-Modul M erzeugt von z1,...,Zm,, SO
wird Gr!(M) als Gr’(A)-Modul erzeugt von den z; + IM € Gri(M) = M/IM
(i=1,...,m).

4.10 Sei I C A ein Ideal. Eine Filtrierung (M,,) auf einem A-Modul M heifit
eine I-Filtrierung, falls fiir alle n > 0 gilt IM,, C M, ;1. Sie heifit eine stabile
I-Filtrierung, falls zusétzlich IM,, = M, 4+ fiir alle hinreichend grofien n gilt.

4.11 Lemma. Ist (M,) eine stabile I-Filtrierung auf M, so gibt es einen Index
k>0 mit
Myt € I"M

fiir alle n > 0.
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BEWEIS. Ist IM, = M, fiir n > k, so folgt M,y = I"My C I™M fiir
n > 0. O

4.12 Korollar. Je zwei stabile I-Filtrierungen (M,) und (M]) auf M indu-
zieren auf M dieselbe Topologie, und daher einen Isomorphismus der Komplettie-
rungen. O

4.13 Definition. Sei / ein Ideal in A. Der graduierte Ring Br(A) := €, 5 Bn
mit B, :=I" (n > 0) heiit der Aufblasungsring von A zum Ideal I.

Beachte, By(A) ist kanonisch isomorph zum (graduierten) Teilring von A[t],
der von A und tI erzeugt wird:

Bi(A) = Aptiaot* I’ -
Es besteht also Bj(A) aus allen Polynomen in Aft], fiir die der Koeffizient von ¢™

in I™ liegt fiir jedes n > 0. Ist A noethersch, so ist auch Bj(A) noethersch (Hilbert
Basissatz).

4.14 Lemma. Sei A noethersch, M ein endlich erzeugter A-Modul und (My,)n>0
eine I-Filtrierung auf M. Sei M* := @nzo M,,, aufgefafit als graduierter Modul
iber A* := Br(A). Es sind dquivalent:

(i) Die I-Filtrierung (M,,) von M ist stabil;
(ii) M* ist endlich erzeugt als A*-Modul.

BeEwegis. Fiir ¢ > 0 sei
M*(i) == Mg®--- & M; @ IM; @ I’°M; & - - -,
der graduierte A*-Untermodul von M* mit M*(i),, = M, fir n <iund M*(i),, =
I""M; fiir n > 4. Es gilt M*(0) € M*(1) C --- C Uiso M (i) = M*, und jedes
M*(%) ist endlich erzeugt als A*-Modul. Denn der A*-Modul M* (i) wird erzeugt
von Mo @ --- & M;, und jedes My, ist endlich erzeugt als A-Modul. Deshalb ist M*

genau dann endlich erzeugt als A*-Modul, wenn es ein ¢ > 0 mit M*(:) = M* gibt.
Letzteres ist dquivalent dazu, daf§ die I-Filtrierung (M,,) stabil ist. 0

4.15 Satz. (Artin-Rees Lemma) Sei A ein noetherscher Ring, I C A ein Ideal,
M ein endlich erzeugter A-Modul und N C M ein Untermodul. Ist (M,,) eine stabile
I-Filtrierung von M, so ist auch die induzierte I-Filtrierung (NNM,,) von N stabil.

BeEwEIs. Nach Lemma 4.14 ist der A*-Modul M* = @, -, M,, endlich erzeugt.
Da N* = @, -,(N N M,) ein A*-Untermodul von M* und A* noethersch ist,
ist auch der A*-Modul N* endlich erzeugt. Wiederum nach 4.14 ist also die I-
Filtrierung (N N M,), von N stabil. O

Die wichtigste Anwendung von Artin-Rees besagt, daf§ die I-adische Topologie
von M auf jedem Untermodul von M dessen I-adische Topologie induziert:

4.16 Korollar. Ist A noethersch und I C A ein Ideal, und sind N C M
endlich erzeugte A-Moduln, so gibt es ein k > 0 mit
I"(NNI*M) = NnI"tkMm
fiir alle n > 0. Insbesondere induzieren die beiden Filtrierungen N,, = N N I"M

und N}, =I"N auf N dieselbe Topologie. O

Nun eine Reihe wichtiger Folgerungen.



4. KOMPLETTIERUNG 51

4.17 Korollar. Sei A ein noetherscher Ring, sei I C A ein Ideal, und sei ™ die
I-adische Komplettierung. Fiir jede exakte Sequenz M' 2 M Lo M aus endlich

erzeugten A-Moduln ist auch die komplettierte Sequenz M2 ML M exakt.

BEWEIS. Es geniigt, eine kurze exakte Sequenz 0 — M’ — M — M"” — 0 zu
betrachten. Die Behauptung folgt aus Satz 4.5, wenn man beachtet: 1) Die I-adische
Filtrierung von M induziert auf M” die I-adische Filtrierung von M"; 2) auf M’
induziert sie eine Filtrierung, die fiir die Komplettierung zur I-adischen Filtrierung
von M’ dquivalent ist, nach Korollar 4.16 und Korollar 4.12. U

4.18 Sei I C A ein Ideal und A= @A/I" die I-adische Komplettierung, sei

M ein A-Modul. Dann hat man eine natiirliche A-lineare Abbildung A®a M —
M = @M/I”M, gegeben durch

(ap+ 1, a1+ 1% ... )@z — (agx + IM, ayx +I*M, ...).
La. ist diese Abbildung weder injektiv noch surjektiv. Jedoch gilt:

4.19 Theorem. Sei A ein noetherscher Ring und I C A ein Ideal, und sei ~
die I-adische Komplettierung.

(a) Fiir jeden endlich erzeugten A-Modul M ist die Abbildung A@a M — M
aus 4.18Aein Isomorphismus.
(b) i: A— A ist flach.

BEWEIS. (a) Sei G — F 25 M — 0 eine exakte Sequenz von A-Moduln mit
F und G frei von endlichem Rang. Dann hat man das kommutative Diagramm

E®AG&>E®AF&>E®AM*>O

S S

~ ~ —~

G F M 0

<)
)

Die obere Zeile ist exakt wegen der Rechtsexaktheit des Tensorprodukts, die un-
tere nach Korollar 4.17. Die beiden ersten senkrechten Pfeile sind bijektiv, da die
I-adische Komplettierung mit endlichen direkten Summen vertauscht. Aus Dia-
grammjagd folgt, dal auch der dritte senkrechte Pfeil bijektiv ist.

(b) Es geniigt, fiir jede Inklusion N C M von endlich erzeugten A-Moduln
zu zeigen, dafl die induzierte Abbildung N ®4 A— Mo A A injektiv ist. Nach
(a) identifiziert sich diese Abbildung mit der von N C M induzierten Abbildung
N J\/Z, und ist daher injektiv nach Korollar 4.17. ]

4.20 Korollar. Sei A ein noetherscher Ring und I C A ein Ideal, und sei A
die I-adische Komplettierung von A. Sei J =ker(A — A/I).

(a) J =1IA, und J C Rad(A).
(b) Fiir jedes n > 1 ist ker(A — A/I™) = J" (= I"A), und A/I" — A/J"™
st ein Isomorphismus.

(c) Gr’(A) = Gr!(4).

Man schreibt meistens I fiir J = IA. (In der Tat ist auch J = Jim [ /I die
I-adische Komplettierung von I.)
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BEWEIS. Die exakte Sequenz 0 — I" — A — A/I™ — 0 von A-Moduln gibt
folgendes kommutative Diagramm:

[

OHI"@)EHA\HA\/I"A\HO
0 Iz A A" —0

Die obere Zeile entsteht durch Tensorierung mit A und ist exakt nach 4.19(b). Die
untere Zeile ist die I-adische Komplettierung, und ist exakt nach Korollar 4.17. Die
vertikalen Pfeile sind bijektiv nach 4.19(a). Daraus folgen die Aussagen (b) und (c).

-~

Fiir (a) ist noch zu zeigen 1 — x € (A)* fiir jedes € J. Die geometrische Reihe
> n>0®" konvergiert in A wegen 2™ € J", und (1 —x) ), 2" = 1. O

4.21 Korollar. Fiir jeden lokalen noetherschen Ring (A, m) ist A = @A/m"

ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m = mA und mit Restklassenkdrper E/ﬁi =
A/m. O

Wir zeigen nun, dafl die Komplettierung eines noetherschen Rings wieder noe-
thersch ist. Dazu betrachten wir assoziierte graduierte Ringe und Moduln.

4.22 Lemma. Sei A ein Ring und f: M — N ein Homomorphismus von fil-
trierten A-Moduln, d.h. es gelte f(M,) C N, fir alle n. Seien Gr(f): Gr(M) —
Gr(N) bzw. f: M — N die induzierten Abbildungen. Ist Gr(f) injektiv bzw. sur-

jektiv, so gilt dasselbe fir f

BEWEIS. Fiir n > 1 sei f,: M/M,, — N/N,, die von f induzierte Abbildung.
Es ist f1 = Gro(f). Aus den kommutativen Diagrammen mit exakten Zeilen

0—— M, /My — M/M, 1 — M/M, —=0
Grn(f)l fn+1l fnl
0 —— N,/N,+1 — N/N,y1 — N/N, ——0

sieht man induktiv: Ist Gr(f) injektiv (bzw. surjektiv), so ist f,, injektiv (bzw. sur-
jektiv) fiir alle n. Im ersten Fall ist f: lim f,, injektiv nach Lemma 4.6. Im zweiten
Fall ist ker(fn+1) — ker(f,) surjektiv fiir alle n (Schlangenlemma). Anwendung
von Lemma 4.6 auf die exakte Sequenz

0 = (ker f) — (M/M,) L (N/N,) = 0
von projektiven Systemen zeigt dann, dafl fsurjektiv ist. O
Der wesentliche Schritt im Beweis ist das folgende Lemma:

4.23 Lemma. Sei A ein Ring, I ein Ideal in A und M ein A-Modul mit
einer separierten I-Filtrierung (M,,). Es sei A I-adisch vollstindig, und Gr(M) sei
endlich erzeugt als Modul iiber Gr(A) = Gr'(A). Dann ist der A-Modul M endlich
erzeugt.

BEWEIS. Der Gr(A)-Modul Gr(M) wird von endlich vielen homogenen Ele-
menten &1, ..., erzeugt, etwa mit deg(§;) = n,. Es ist also §; = x; + My, +1 mit
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x; € My, (i=1,...,7). Sei F(i) gleich A, versehen mit der I-Filtrierung
. A, falls n < n;,
F(i)y = —n,
=" falls n > n;,

und sei F' = F(1)&---@® F(r), aufgefat als filtrierter A-Modul mit F,, = @@, F(i)»
fiir alle n. Wegen A vollsténdig sind auch die filtrierten A-Moduln F(¢), und somit
F, vollstandig. Die Abbildung

fF—=M, f(a,...,ar) = a121+ -+ a2y

ist ein Homomorphismus von filtrierten A-Moduln, denn

Az, n<n,;
b
I Mg, n>n;

f(F(Z)n) = {

ist in M,, enthalten, fiir alle ¢ = 1,...,r. Die von f induzierte Abbildung
Gr(f): Gr(F) — Gr(M)
ist ein Homomorphismus von graduierten Gr(A)-Moduln. Fiir ¢ = 1,...,7 ist
Grp, F(i) = A/I,und der Erzeuger 1 darin wird durch Gr(f) auf &; = T; € Gr,,, (M)
F

T
abgebildet. Also ist Gr(f) surjektiv. Nach Lemma 4.22 ist also auch FiF > M
surjektiv. Im kommutativen Diagramm

Fr—t oy
=
~ f

F4>>]/\4\

ist also ips surjektiv. Wegen M separiert ist ip; auch injektiv, also bijektiv, und
daher ist f surjektiv. Also wird M erzeugt von x1,...,Z,. O

4.24 Theorem. Ist A ein noetherscher Ring und I ein Ideal von A, so ist
auch die I-adische Komplettierung A von A noethersch.

BEWEIS. Versehe A mit der kanonischen, also der I-adischen Filtrierung (4.20).

Diese ist separiert. AuBerdem ist Gr!(A) = Gr!(A) (Korollar 4.20(c)), und die-
ser Ring ist noethersch, siehe 4.9. Sei M ein Ideal von A. Versehe M mit der
I-Filtrierung M,, = M 0 I" (n > 0). Dann ist Gr(M) ein Ideal in GI'(A\)7 ist also
als solches endlich erzeugt. Nach Lemma 4.23 (angewandt auf den Ring A\) ist das
Ideal M von A endlich erzeugt. O

Wir wollen jetzt zeigen, dafl fiir die [-adische Komplettierung A von A gilt
dim(A) = dim(A). Es stimmt fiir jeden noetherschen Ring A und jedes Ideal I,
aber wir beweisen es nur im Spezialfall, wo A lokal und I = m das maximale Ideal

von A ist.

4.25 Im folgenden sei stets (A, m) ein lokaler noetherscher Ring. Ist M ein
endlich erzeugter A-Modul mit m"M = 0 fiir ein n > 0, so gibt es eine endliche
Folge

{0y =My C My C - C M, =M
von Untermoduln mit M;/M; 1 = A/m (i = 1,...,r) als A-Moduln. Jede solche
Folge heifit eine Kompositionsreihe von M. Wie bei endlichen Gruppen gilt der
Satz von Jordan-Hélder: Je zwei Kompositionsreihen von M haben dieselbe Linge
r. Man nennt r die Linge des A-Moduls M und schreibt {(M) = r.
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Die Linge ist additiv in exakten Sequenzen: Ist 0 — M’ — M — M"” — 0
eine kurze exakte Sequenz von A-Moduln und m"M = 0 fiir ein n > 0, so ist
(M) = 1(M'") + I(M"). Enthélt A einen Korper k mit & = A/m, so ist einfach
(M) = dimg(M).

4.26 Satz. Sei I ein m-primdres Ideal von A, und sei (My)n>0 eine stabile
I-Filtrierung auf A.
(a) Es gibt (genau) ein Polynom g(t) € QIt] mit I(A/M,) = g(n) fir alle
n > 0.
(b) Es ist degg(t) < u(I).
(¢) Grad und Leitkoeffizient von g(t) hdngen nur von I ab (nicht von der
Filtrierung).

BEWEIS. (Skizze) Betrachte den graduierten Ring G = Gr(A). Ist r = pu(I)
und I = (ay,...,a,), so hat man einen Isomorphismus (A/I)[z1,...,2,]/J =2 G
graduierter Ringe (mit deg(z;) = 1), fiir ein geeignetes homogenes Ideal J (siehe
auch 4.9). Ahnlich wie in B5 zeigt man die Existenz eines Polynoms ¢ € Q[t] mit
1(A/IY) = g(i) fiir i > 0, und mit deg(g) < r. Das gibt die Behauptungen (a)
und (b) fiir die I-adische Filtrierung M,, = I™.

(c) Seien (M,,), (M,) zwei stabile I-Filtrierungen auf A. Dann sind sie im
folgenden Sinn vergleichbar: Nach 4.11 gibt es ng, n;y > 0 mit My4,, C I7,

M), CI" fir alle n > 0. Es folgt fiir n > 0:
M;L0+n1+n g I7L+7Lo g Mn+n0 g ITL g Myll

Also ist ¢'(t) < g(t +mno) < ¢'(t +no + nq) fiir ¢ > 0, also haben g und ¢’ gleichen
Grad und Leitkoeflizient. d

Bezeichne den Grad aus 4.26 mit d;(A) := deg g(t).
4.27 Lemma. Fir je zwei m-primdre Ideale I, J von A ist dj(A) = dj(A).

BEWEIS. Versehe A mit der [-adischen bzw. J-adischen Filtrierung, dann ha-
ben wir entsprechende Polynome g;(t) bzw. ¢;(t) € Q[t] geméf 4.26(a). Ist I C J,
so ist I(A/I™) > I(A/J™) fir alle n, also deg(gr) > deg(gs). Andererseits ist
gr-(n) = 1(A/T™) = gr(rn) fir n > 0, also gr-(t) = gr(rt), also deg(gr~) = deg(gr).
Es gibt Indizes r, s mit I" C J® C I, also folgt die Behauptung. (]

Wir schreiben d(A) := d;(A), fiir I ein beliebiges priméres Ideal von A.
4.28 Lemma. Ist x € m ein Nichtnullteiler von A, so ist d(A/z) < d(A).

BEWEIS. Sei B = A/Ax. Sei I ein priméres Ideal von A mit x € I, z.B. I =m,
und sei J = I/Ax, ein primiires Ideal von B. Fiir alle n haben wir die exakte

Sequenz

e — é — B — 0

AxnIn I Jn '

Durch (AxNI™)y>0 wird eine stabile I-Filtrierung auf Az = A gegeben, nach dem
Artin-Rees Lemma 4.15. Wegen

(B/J") = I(A/I") = l(Az/Az N IT),
und weil die Hilbertpolynome zu beiden Summanden auf der rechten Seite gleichen

Grad d(A) und Leitkoeffizient haben nach 4.26, hat das Polynom zur linken Seite
kleineren Grad. O

0 —

4.29 Korollar. Fir jeden noetherschen lokalen Ring A ist d(A) = dim(A).



4. KOMPLETTIERUNG 55

BEWEIS. Sei dim(A) = d. Es gibt ein priméres Ideal I mit u(I) = d (Theorem
2.3). Nach Satz 4.26(b) ist also d(A) = d;(A) < d. Die Umkehrung zeigen wir durch
Induktion nach d, wobei der Beginn d = 0 trivial ist. Es gibt ein Primideal p von A
mit dim(A/p) = d, dann ist d(A) > d(A/p). Kann also annehmen, dafl A integer ist.
Wiéhle z € m mit dim(A/Ax) = d — 1. Nach Induktion ist dann d(A/Az) = d — 1,
und aus 4.28 folgt d(A) > d(A/Ax), also d(A) > d. O

Die wichtigste Folgerung ist:

4.30 Theorem. Fiir jeden noetherschen lokaler Ring (A, m) mit Komplettie-
rung A und graduiertem Ring Gr(A) = Gr™(A) ist

-~

dim(A4) = dim(A) = dim Gr(A).

BEWEIS. Es gibt ein Polynom g € Q[¢] mit {(A/m") = g(n) fur alle n > 0,
und es ist dim(A4) = deg(g) (Korollar 4.29). Nach Korollar 4.20 und Theorem

~

4.24 ist auch (A,@) ein noetherscher lokaler Ring mit A/m" = A/m" fiir alle
n > 0. Korollar 4.29 gibt also dim(A4) = dim(A). Andererseits ist Gr(A) eine endlich
erzeugte graduierte Algebra iiber k¥ = A/m. Nach B5 ist also auch dim Gr(4) =

deg(g) = dim(A). 0

4.31 Korollar. Fiir jeden Korper k ist k[z1,...,xq4] ein requlirer lokaler Ring
von Dimension d.

BEWEIS. Dasist die Komplettierung von k[z1, ..., 24](a, ... 2,), €inem reguléren
lokalen Ring von Dimension d. Die Aussage folgt also aus 4.24 und 4.30. (]

4.32 Theorem. Sei (A,m) ein lokaler noetherscher Ring, sei k = A/m. Es
sind dquivalent:

(i) A ist reguliir von Dimension d;
(il) A ist requldr von Dimension d;
(i) Gr(A) = k[zy,...,x4].
Enthdlt A einen zu k isomorphen Teilkérper, so ist auch
(iV) A\g ]{7[[33‘1, ce ,xd]]
dquivalent. (Die Implikation (iv) = (i) gilt stets.)

BEWEIS. Wegen A lokal (Korollar 4.21) und noethersch (Theorem 4.24) und
dim(A) = dim(A) (Theorem 4.30) folgt (i) < (ii) aus A/m? = A/m? (Korollar

4.20).
(i) = (iii): Eine regulire Parameterfolge a1,...,aq von A (d = dim(A)) gibt
einen surjektiven Homomorphismus k[x] — Gr(A) graduierter Ringe (x = (x1,...,2q)),

siche Beweis von 4.26. Wegen dim Gr(A) = d (Theorem 4.30) ist dieser auch in-
jektiv. Umgekehrt folgt aus (iii) wegen diesem Theorem, daf dim(A) = d und
m/m? 2 k9, also A regulir ist.

Genauso sieht man (iv) = (i). Sei jetzt A regulér mit k& C A. Die regulire Folge
ai,...,aq gibt dann sogar einen lokalen Homomorphismus k(x| — A, z; = a; (i =
1,...,d) der lokalen Ringe. Die Komplettierung k[x] — A ist ein Isomorphismus
nach Lemma 4.22, denn die zugehorige Abbildung der graduierten Ringe ist ein
Isomorphismus nach dem Argument eben. O

Die Aquivalenz von (iv) mit (i) ist allgemeiner richtig unter der viel schwéicheren
Bedingung, dafl der regulire lokale Ring A lediglich irgend einen Korper enthélt.
Man sieht direkt, dafi dies zu char(Quot(A)) = char(k) dquivalent ist. Der Beweis
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ist deshalb viel schwieriger, weil man vor allem zeigen muf}, dafl A eine Kopie von
k enthilt (Struktursatz von Cohen).

Ist dagegen char(Quot(A)) = 0 und char(k) = p > 0, so kann A kein Potenz-
reihenring sein. (Beispiel A = Z,z (p prim) und A= Zy, der Ring der ganzen
p-adischen Zahlen.)

5. Potenzreihenringe

5.1 Ist A ein Ring und x = (1,...,%,), so bezeichent A[x] = Afz1,...,zx]
den Ring der formalen Potenzreihen in x mit Koeffizienten in A. Der Ring A[x]
besteht also aus den formalen unendlichen Reihen

f= g T
Q€LY

mit a, € A fiir alle o, versehen mit der offensichtlichen Addition und Multiplikation.
Fir n > 1 gilt
Alz1,...,zn] = Afz1, ..., 2p-1] [20]
kanonisch.
Sei jetzt A = k ein Korper. Die Ordnung von f € k[x] ist definiert durch

w(f) := min{|a|: « € Z, ¢4 # 0}

fir f # 0, sowie w(0) := o00). Es gilt w(fg) = w(f) + w(g) und w(f + g) >
min{w(f), w(g)} fiir alle f, g € k[x]. Anders gesagt, w setzt sich zu einer dis-
kreten Bewertung des Quotientenkorpers k((x)) := Quot k[z] fort. Der Ring k[x]
ist integer und lokal mit maximalem Ideal

m = {f € k[x]: w(f) =1}

und Restklassenkorper k. Tatsdchlich ist k[x] m-adisch vollstéindig, und ist ein
regulédrer lokaler Ring von Dimension n (Theorem 4.31). Fiir f € mist 1 — f eine
Einheit, ndmlich

(I=fH=14+f+f+ .
Die Reihe konvergiert wegen w(f") > r. Es ist m” = {f: w(f) > r} fiir alle r.

5.2 Der Quotientenkérper von k[x1, ..., 2,] wird mit k((z1,...,z,)) bezeich-
net. Fiir n = 1 ist k((x)) der Korper aller formalen Laurentreihen

f= Zaixi, a; = 0 fiir alle 7+ < 0.
i€z
Die diskrete Bewertung auf k((x)) ist gegeben durch
w(f) = min{i € Z: a; # 0}

fir f # 0. Fiir n = 2 hat man die Inklusion k[z1,z2] = k[z1][z2] C k(x1))[x2],
und daher auch die Inklusion von Kérpern

k(@1 22) © k(1) (2))-

Diese Inklusion ist strikt (Aufgabe 25). Entsprechend sind fiir mehrere Variablen
alle Inklusionen in der Kette

k(1. -san) © k(@) (@2, zn) S0 C k(1) -+ (2n))

von Korpern strikt.

Sei weiter x = (z1,..., %)
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5.3 Definition. Die Potenzreihe f € k[x] heifit regulir beziglich x, (von
Ordnung p), wenn f(0,...,0,2,) € k[z,] nicht identisch Null ist (und Ordnung
p hat). Aquivalent ist also, da das Monom 7, in f vorkommt fiir ein 7 > 0 (und
dafl p das kleinste solche r ist).

5.4 Lemma. Sei|k| = oo, sei0 # f € k[x] mitw(f) = p. Nach einem geeigne-
ten linearen Koordinatenwechsel iber k wird f reguldr beziiglich x,, von Ordnung p.

BEWEIS. Sei f = f, + ¢g mit einer Form f, # 0 vom Grad p und mit g € k[x]
mit w(g) > p+ 1. Wihle v € k™ mit f,(v) # 0 und wechsle die Variablen so, daf§
v = e, wird. O

5.5 Im weiteren werden wir stets eine der Variablen auszeichnen. Wir setzen
daher A := k[x] = k[z1,. .., 2,] mit n > 0, und arbeiten in AJy] = k[x1, ..., 25, 9],
dem Potenzreihenring iiber k£ in den n + 1 Variablen z1,...,z,,y.

Eine Reihe f = 3".., a;y" € Aly] (mit a; € A) ist also genau dann regulér von
Ordnung p beziiglich y, wenn a, € A* und a; € my fiir 0 < i < p ist. Das Element
f heiit ein Weierstrafs-Polynom (beziiglich y), wenn

f =y +aay '+ +ay+a
mit p > 0 und ag, ..., a,—1 € my ist. Das bedeutet also: Die Potenzreihe f € k[x, y]

ist regular beziiglich y von Ordnung p, und ist gleichzeitig ein normiertes Polynom
vom Grad p in y, mit Koeffizienten in A = k[x].

5.6 Theorem. (Divisionssatz, Weierstral) Sei A = k[x], seien f, g € Afy],
und sei g € Aly] regulir von Ordnung p beziglich y.
(a) Es gibt eindeutig bestimmte ¢ € Afy] und r € Aly] mit f = qg + r und
deg, (r) < p.
(b) Sind dabei f, g € Aly|, und ist deg,(g) = p, so ist auch q € Aly].

Die Voraussetzungen an g fiir (b) (also g € Afy] mit deg,(g) = p, und g regular
von Ordnung p beziiglich y) sind zusammen dquivalent dazu, dafl ug ein Weierstraf-
Polynom vom Grad p beziiglich y ist, fiir eine Einheit u € A*.

BEwEIs. Fiir jede Potenzreihe f =37, a;y’ in Afy] (mit a; € A) sei
v(f) := min{w(a;): i > 0}.
Es gelten die Eigenschaften einer diskreten Bewertung, also
(1) v(f) =00 & f=0,
(2) v(f +g) = minfo(f), v(9)},
(3) v(fg) = v(f)+v(g)
fiir f, g € Afy]. Dabei sind (1), (2) klar, ebenso wie v(fg) > v(f) +v(g). Um < zu

zeigen, sei f = > .a;y', g = ; by’ und fg =, c;y’, und seien r, s > 0 jeweils
minimal mit v(f) = w(a,) bzw. v(g) = w(bs). Dann ist

T S
Crys = apbs + Z ar—ibsqi + Z arqibs_;.
=1 =1

Darin haben alle Summanden auer dem ersten einen w-Wert > v(f) + v(g). Also
ist w(cit;) = v(f) + v(g), und somit folgt v(fg) < v(f) + v(g).

Die durch v definierte Topologie macht den Ring A[y] vollsténdig. Ist also (f;)
eine Folge in Afy] mit v(f;+1 — fi) — oo fiir i — oo, so gibt es eindeutig f € A[y]
mit v(f — f;) — oo fiir ¢ — oco. Das ist klar, denn die Folge der Potenzreihen f; in
der Variablen y konvergiert koeffizientenweise, wegen A vollstandig.
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Wir beweisen nun den Divisionssatz. Sei g das Bild von ¢ in (A/ma)[y] = k[y]-
Nach Voraussetzung gilt w(g) = p fiir Wir kénnen also (eindeutig) schreiben
9 = ey +ag+ary -+ +apy’ +yP D
mit ¢ € k*, ag,...,a, € my und b € Afy]. Wir setzen
h = a0+a1y+-~-+apyp € A[y}7
es ist also g = h + yP(c + by). Wir definieren die Abbildung ¢: Afy] — A[y] durch

f—qh = r+yP(c+by)-d(q) (g€ Ayl

mit r € Afy] und deg, (r) < p. Das ist wohldefiniert, denn es ist r die Trunkierung
der Potenzreihe f — gh ab der Potenz yP, und der Rest schreibt sich eindeutig als
Produkt y?(c+ by)o(q), wegen c+ by € AJy]". Ein Fixpunkt der Abbildung ¢, also
ein ¢ € Afy] mit ¢(q) = g, ist ein g € Ay] mit f = qg + r fiir ein r € Afy] mit
degy(r) < p. Wir miissen also zeigen, dal ¢ genau einen Fixpunkt hat.

Das Argument ist analog zum Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes. Man
zeigt also, daBl ¢ “strikt kontrahierend” ist. Fiir ¢, ¢’ € A[y] gilt

f—ah =r+yPlct+by)-da), f—dh=r"+y(c+by) ()
mit r, 7’ € Aly] und deg(r), deg(r’) < p. Es folgt
(@ —a@)h = (r—1")+y"(c+by) - (¢(q) — ¢(d))-

Der v-Wert der rechten Seite ist gleich dem Minimum der beiden Zahlen v(r — ')
und v(yP(c + by)(dq — ¢q’)), da r — ' ein Polynom vom Grad < p und der Rest
durch y? teilbar ist. Wegen v(y) = v(c + by) = 0 folgt insbesondere

v(¢(q) — () > v(h(d —q)).
Nach Konstruktion gilt v(h) > 1, und somit gilt

v(d(q) — o(q)) = 1+v(g—q)

fiir alle ¢, ¢’ € AJy]. Damit ist schon klar, daf} es hochstens einen Fixpunkt gibt. Ist
andererseits gy € A[y] beliebig gewiihlt, so hat die Folge ¢‘(qo), i > 0, einen Limes
q in Afy], denn v(¢** gy — ¢'qo) > i (Cauchyfolge). Dieser Limes ist ein Fixpunkt
von ¢.

Damit ist (a) bewiesen. Sind unter der Voraussetzung des Satzes f, g € Aly],
und ist deg, (g) = p, so ist der Leitkoeffizient von g eine Einheit in A. Wir kénnen
also f auch in Afy] durch g mit Rest dividieren (gew6hnliche Division mit Rest im
Polynomring Afy]), und erhalten ¢’, " € A[y] mit deg, (') < p und mit f = ¢'g+7".
Aus der schon bewiesenen Eindeutigkeit in (a) folgt ¢’ = q. O

5.8 Korollar. Sei g € Aly|] ein Weierstrafi-Polynom beziiglich y. Dann ist der
kanonische Ringhomomorphismus

Alyl/(9) — Alyl/(9)

ein Isomorphismus.
BEWEIS. Surjektiv folgt aus 5.6(a), injektiv aus 5.6(b). O
Weiter sei A = k[x].

5.9 Theorem. (Vorbereitungssatz, Weierstrafl) Sei f € A[y] reguldr von Ord-
nung p in y. Dann gibt es eine Finheit u in Aly] und ein Weierstrafl-Polynom
g € Aly] vom Grad p mit f = ug. Dadurch sind u und g eindeutig bestimmdt.
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BeEweErs. Nach dem Divisionssatz gibt es eine Identitét
p—1
vo= fo+ ) ay
i=0

mit ¢ € Afy] und ay,...,ap—1 € A. Nach Anwenden des Homomorphismus Afy] —
(A/mA)[y] = k[y], g — 7 geht sie iiber in

p—1
yo=Fa+ ) ay
=0

Dabei ist w(f) = p. Es folgt @ = -+ = @,—1 = 0 und g € k[y]", und somit
q € Afy]". Es ist also g := y? — Zf;ol a;y’ ein Weierstra3-Polynom in A[y], und
es gilt f = ¢~ 'g. Die Eindeutigkeit folgt aus der Eindeutigkeit im Divisionssatz:
Ist f = w191 = uago mit Einheiten u; und Weierstrafl-Polynomen g;, und ist dabei
gi = yP +r; mit r; € Afy] und deg, (r;) < p (i = 1,2), so folgt y? = uytf — 7 fiir
i = 1,2, und daraus u; = us und r; = r nach 5.6. O

5.11 Theorem. Der Potenzreihenring k[x1,...,x,] ist faktoriell.

BeEweEIs. (Fiir k] = oo) Wieder sei n > 0 und A = kfz1,...,z,]. Wir setzen
voraus, dafl A bereits als faktoriell erkannt ist, und zeigen, da§ dann auch Afy] fak-
toriell ist. Da A[y] noethersch ist, ist noch zu zeigen, dafl jedes irreduzible Element
in Afy] prim ist.

Sei also g € AJy] irreduzibel. Nach einem Koordinatenwechsel erreichen wir,
daf} g reguliir beziiglich y ist (Lemma 5.4). Nach dem Vorbereitungssatz 5.9 kénnen
wir g so mit einer Einheit multiplizieren, dafl g ein Weierstra-Polynom vom Grad p
in y wird.

Wir zeigen zunéichst, dafl g auch in Afy] irreduzibel ist. Sei also g = g1 g2 mit
gi € Aly]. Nach eventuellem Vertauschen der Faktoren ist dann g; eine Einheit in
Aly]. Aus g2 = g-g; " und g,g2 € Afy] folgt aber g; ' € Afy] nach Aussage (b)
in Theorem 5.6. Also ist g7 eine Einheit in A[y], und daher g in Afy] tatséchlich
irreduzibel.

Jetzt seien f1, fo € Ay], und es gelte g | f1f2 in Afy]. Nach dem Divisionssatz
konnen wir schreiben

fi = qg+r, fa = q@g+r
mit ¢; € Afy], € Aly] und deg(r;) < p fiir ¢ = 1,2. Es folgt r1ro = gh mit
h € AJy]. Wieder folgt aus 5.6(b), daf h € Aly] sein mufl. Es gilt also g | 172 in A[y].
Da g in A[y] irreduzibel und dieser Ring faktoriell ist (nach Induktionsvoraussetzung

und Gaufischem Lemma), folgt ¢ | r; in Afy] fiir ein ¢, und damit auch g | f; in
Aly]. Also ist Afy] faktoriell. O

Das folgende Korollar ist eine Version der henselschen Eigenschaft von Potenz-
reihenringen.

5.12 Korollar. Sei A = k[x] = k[z1,...,z,] mit n > 0, sei m das mazimale
Ideal von A. Sei f € Aly] ein normiertes Polynom, und sei a € k eine Nullstelle der
Vielfachheit p > 1 von f(y) € (A/m)[y] = k[y]. Dann gibt es normierte Polynome
g, h € Aly] mit f = gh und mit g = (y — a)P. Dabei sind g und h durch diese
Bedingung eindeutig bestimmit.

BEwEIS. Wir kénnen annehmen a = 0 (ersetze y durch 3’ = y — a). Dann
ist f regulir von Ordnung p beziiglich y. Nach dem Vorbereitungssatz (Theorem
5.9) ist also f = ug mit u € AJy]" und einem Weierstra-Polynom g € A[y] vom
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Grad p (beziiglich y). Es ist also insbesondere § = y?, und es gilt v € Afy] nach
Teil (b) des Divisionssatzes 5.6. Die Eindeutigkeit folgt aus der Eindeutigkeit im
Vorbereitungssatz. Denn sind g, h wie in 5.12, so ist h(0) € A*, also ist h eine
Einheit in A[y]. O

5.13 Theorem. (Puiseux) Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kérper mit
char(k) = 0. Dann ist auch der Kérper

k(@) = | k()

algebraisch abgeschlossen.

Man bezeichnet k((z'/>°)) als Kérper der (formalen) Puiseuzreihen iiber k. Die
Elemente von k((z'/>°)) sind die formalen unendlichen Reihen

f = Z an,z"
ne”z

mit ¢ € Nund a,, € k (n € Z), an, = 0 fiir alle n < 0. Nach dem Theorem ist also
E((z'/*°)) ein algebraischer Abschluf des Korpers k((z)) der formalen Laurentreihen.

5.14 Korollar. Ist R ein reell abgeschlossener Korper, und ist P die Anord-
nung von R((z)) mit x >p 0, so ist R((x/>°)) der reelle Abschluff von (R((x)), P).

BEWEIS. Sei § = R((«!'/*)) = |, R((z'/7). Die Erweiterung S/R((x)) ist alge-
braisch, und S hat eine P fortsetzende Anordnung (das Vorzeichen einer Puiseux-
reihe ist das Vorzeichen des Koeffizienten des Monoms von kleinstem Grad). Nach
Theorem 5.13 ist der Kérper S(v/—1) algebraisch abgeschlossen. Daraus folgt die
Behauptung. O

BEWEIS VON THEOREM 5.13. Sei F = k((z'/*°)), sei f € F[t] ein normiertes
Polynom vom Grad n > 1. Wir zeigen, dafl f reduzibel iiber F' ist. Es gibt ein
q > 1, so daB f Koeffizienten in k((z'/7)) hat. Wir ersetzen x'/¢ durch z und
nehmen deshalb an

f(t) = " +ar(@)t" !+ + an(2)
mit a;(z) € k(). Indem wir ¢ durch ¢ + Lai(x) ersetzen, erreichen wir auch
ay(z) = 0. Sei
r = min{@: a; 0, i = 1,...,n},
und sei r = g mit ¢ e Nund p € Z? Die Substitutionen x = y? und ¢ = yPu geben
f=yPu" +a(yy" P 4t an(y?)

=y (“n +y Par(y)u" T e+ y*”pan(yq))

=y g(u).
Die Koeffizienten b; = y~%a;(y?) von g(u) liegen in k((y)) und erfiillen
w(bi) = —ip+qu(a;) = iq(w(qi) - ]3) > 0.
¢ q
Also ist g(u) = u™ + bju™"! + -+ + b, ein normiertes Polynom in k[y][u]. Dabei
ist by = 0, und mindestens einer der Koeffizienten bo, ..., b, ist eine Einheit. Also

hat g(u) € k[u] mindestens zwei verschiedene Nullstellen in k. Nach Korollar 5.12
ist g(u) reduzibel in k[y][u]. Das bedeutet, daB f(t) reduzibel iiber k((x'/9)), also
auch iiber F, ist. O



KAPITEL VI

Nichtnegativstellensétze

1. Saturierte Priordnungen

Sei A stets ein beliebiger Ring (3 € A). Fiir jede Teilmenge M C A schreibe
weiter
X(M) = Xa(M) = {a€Sper(A):VfeM fla) >0},
Z(M) = Za(M) = {a e Sper(A):VfeM f(a) =0}

(abgeschlossene Teilmengen von Sper(A)).

1.2 Notation. Ist Z C Sper(A) eine Teilmenge, so schreiben wir
P(Z) = {f€A:flz>0= )P
Pez

(Préordnung der auf Z nichtnegativen Elemente von A).

1.3 Bemerkung. Die Operatoren X und P sind inklusionsumkehrend, und
fiir alle Teilmengen M C A und Z C Sper(A) gilt:

ZCX(M) & MCP02Z).

1.4 Lemma. Fir jede Prdordnung T sind dquivalent:

(i) T ist Durchschnitt von Positivkegeln von A;
(ii) T = P(X(T));
(iii) aus f € A und sf = f>™ +t mit s,t € T und m >0 folgt f € T.
Sind diese Figenschaften erfillt, so heiffit T saturiert.

(Siehe Aufgabe 30.)

1.5 Korollar. Zu jeder Prdordnung T von A gibt es eine eindeutig bestimmite
kleinste saturierte Praordnung S von A mit T C S. Man schreibt Sat(T) := S und
nennt Sat(T) die Saturierung von T'. Es ist

Sat(T) = P(X(T)) = {fe€ A:ImeN3Is, teT sf =2 +1t}.

1.6 Beispiele.
1. Ist A = R[x] und T' = PO(f1,..., [fr), so ist Sat(T) = P(K) = {f € R[x]:
flx >0} fir K = S(f1,..., fr)
2. Die kleinste saturierte Praordnung in A ist
A, = Sat(XA?%) = {f € A: V¢ € Sper(A) f(¢) >0},
die Priordnung der psd Elemente von A. DaB die Priaordnung Y A? saturiert ist
bedeutet also A, = Y A2. Sage dafiir kurz, im Ring A gilt psd = sos.

3. Ist A nicht reell, d.h. ist Sper(A) = @, so ist ©A? = A (11.2.14). Es gilt dann
also psd = sos aus trivialen Griinden.

4. Ist A = K ein Korper, so ist jede Préordnung in K saturiert (1.28). In den
meisten anderen Ringen ist das falsch. Ist R[x] = R[z1,...,x,] der Polynomring

61



62 VI. NICHTNEGATIVSTELLENSATZE

iiber einem reell abgeschlossenen Korper R, so gilt psd = sos in R[x] nur fiir n <1
(Hilbert, IV.2.8). Auch fiir n = 1 gibt es nichtsaturierte Praordnungen in R[z], z.B.
T = PO(z?).

5. Nach dem Satz von Fejér-Riesz (IV.2.19) gilt psd = sos in R[x,y]/(z2+y%—1).

6. Fiir jede (abgeschlossene) semialgebraische Teilmenge K von R ist die satu-
rierte Priordnung P(K) in R[z] endlich erzeugt (von den “natiirlichen Erzeugern”),
IvV.2.16.

In den obigen Beispielen sind saturierte Priordnungen jeweils endlich erzeugt.
Im allgemeinen ist das jedoch die Ausnahme. Tatsichlich gilt das folgende allge-
meine negative Resultat:

1.7 Theorem. Sei V eine affine R-Varietit, seien f1,..., f. € R[V], und sei
K =5(f1,...,fr) CV(R). Ist dim(K) > 3, so gibt es einp € R[V] mit p > 0 auf
V(R)7 aberp ¢ PO(f17 SRR fT)

Insbesondere ist eine endlich erzeugte Priordnung in R[x] niemals saturiert,
wenn sie eine Menge von Dimension > 3 beschreibt.

1.8 Sei (A, m) ein regulérer lokaler Ring mit k = A/m, sei Gr(A) = @,,~, Grn(A)
der zu A assoziierte graduierte Ring, mit Gr,(A) = m"/m"* (n > 0). Sei d =
dim(A), und sei ay,...,aq ein regulires Parametersystem von A. Nach Theorem
V.4.32 ist Gr(A) der Polynomring iiber k in den d Variablen &; = a; + m? € Gry(A)
(¢ =1,...,d). Insbesondere ist der Ring Gr(A) nullteilerfrei. Fiir 0 # f € A sei

w(f) := max{n >0: f em"}.

Das Maximum ist wohldefiniert nach dem Krullschen Durchschnittssatz (Aufga-
be 21). Es gilt

w(f +g) = min{w(f), w(g)}

und

w(fg) = w(f) +w(g)

fiir alle f, g € A, letzteres da der Ring Gr(A) integer ist. Es ist w also die Restriktion
einer diskreten Bewertung von K = Quot(A) auf A.
Ist 0 # f € A und n := w(f), so definiere die Leitform von f als das Element

L(f) = f+m"" € m"/m""! = Gr,(A).
Es ist also L(f) # 0 eine Form vom Grad n in den Erzeugern &; = L(a;) von Gr(A).

1.9 Lemma. Sei A ein regulirer lokaler Ring, mit reellem Restklassenkorper
k. Ist 0 # f € A eine Summe von r Quadraten in A, so ist w(f) = 2s gerade, und
L(f) € Gras(A) ist eine Summe von r Quadraten von Elementen in Grs(A).

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, daf§ der Restklassenkorper der diskreten Bewer-
tung w von K = Quot(A) (definiert durch w(§) = w(a) —w(b) fiir 0 # a,b € A)
reell ist. Das bedeutet, fiir 1,...,2, € K mit w(z;) > 0 und w(>_2?) > 0 gilt
w(z;) > 0 fiir alle 4. Schreibe z; = §* mit 0 # a;, b; € A und w(a;) > w(b;). Indem
wir die Gleichung mit [], b? multiplizieren, sehen wir, daf8 es geniigt, zu zeigen:
Aus y1,...,yn € A mit w(y;) > r und w(> y?) > 2r folgt w(y;) > r fiir alle i.
Anders gesagt, aus pi,...,p, € Gr.(A) und 3 p? = 0 in Gra,.(A) folgt p; = 0 fiir
alle 7. Aber das ist klar, denn Gr(A) ist ein Polynomring iiber dem reellen Koérper
k (Theorem V.4.32).
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Ist jetzt f = >;_, f? mit fi € A, und ist s = min; w(f;), so ist w(f) = 2s
(IV.1.1). Also ist L(f) die Summe der L(f;)? fiir diejenigen Indices j, fiir welche
w(f;) = s ist. O

1.10 Korollar. Sei A ein regulirer lokaler Ring mit dim(A) > 3 und mit
reellem Restklassenkorper k. Dann gilt psd # sos in A.

BEWEIS. Sei aq,...,aq ein regulires Parametersystem (d = dim(A) > 3), sei

M (21,22, 73) = xlrs + 2izs + x5 — 3ririe]
die Motzkin-Form, und sei f := M(a1,a2,a3). Dann ist f psd in A (als Bild des
psd Elements M € Z[z1,x, x3] unter dem Homomorphismus z; — a; nach A). Es
ist w(f) = 6, und die Leitform L(f) = M(&;,&2,&3) ist die Motzkinform in den
Erzeugern &; = L(a;) des Polynomrings Gr(A) & k[&1, ..., &q4]. Da L(f) nicht sos in
Gr(A) ist, ist f nicht sos in A. O

1.11 BEWEIS von Theorem 1.7. Zur Vereinfachung nehmen wir an, daf§ K in V'
Zariski-dicht und V irreduzibel (mit dim(V) = d > 3) ist. O.E. seien f1,..., f # 0.
Wegen K Zariski-dicht in V' ist auch die basisch offene Menge {£ € V(R): f;(£) >0
(¢ = 1,...,r)} Zariski-dicht in V. Also gibt es { € Vieg(R) mit f;(§) > 0 fur
i =1,...,r (Artin-Lang, siehe Theorem V.3.13). Seien a1, ...,aq € R[V] derart,
daf die a; das maximale Ideale des lokalen Rings A := Oy ¢ = R[V]n, erzeugen.
Sei

3

p = M(ay,az2,a3) € R[V]
(mit M die Motzkin-Form). Dann ist p > 0 auf V(R). Behaupte, p ¢ T =
PO(f1,..., fr). Sei dazu A die Komplettierung von A. Wire p € T, so wire p
sos in A, denn wegen f; (&) > 0 sind die f; Quadrate in A. Nach dem Argument im
Beweis von Korollar 1.10 ist jedoch p nicht sos in A. U

Ist K eine basisch abgeschlossene Menge mit dim(K') > 3, so ist die saturierte
Préaordnung P(K) niemals endlich erzeugt nach Theorem 1.7. Es bleibt die Frage
in Dimension < 2. Wir werden sie in typischen Féllen beantworten.

1.12 Satz. Sei A ein Ring und T eine saturierte Prdordnung in A. Fir jede
multiplikative Teilmenge S von A ist auch die Prdordnung Ts in Ag saturiert.

(T’s ist die von T' in Ag erzeugte Pridordnung.)

BeEwEIs. Identifiziere Sper(Ag) mit einem Teilraum von Sper(A) wie iiblich,
und analog fiir die Zariski-Spektren. Sei X = X 4(T') die zu T gehorende pro-basisch
abgeschlossene Menge in Sper(A), es ist also T = P(X). Dann ist X4,(Ts) =
X N Sper(Ag) =: Xg die zu Ts in Sper(Ag) assoziierte Menge. Sei f € Ag mit
f > 0 auf Xg, wir wollen f € Tg zeigen. Dafiir kénnen wir f € A annehmen. Sei
W = {f < 0} N X. Behaupte, es gibt ein s € S mit s = 0 auf W. In der Tat, zu
jedem a € W gibt es ein s, € S mit s, () = 0, wegen « ¢ Sper(Ag). Es ist also

W< | Z(sa)

aceW

Die Menge W in Sper(A) ist prokonstruierbar, und die Mengen Z(s,) sind alle
konstruierbar. Da die konstruierbare Topologie kompakt ist, gibt es also endlich
viele aq,..., 0, € W mit W C JI, Z(sq4,). Fiir s := 54, -+ Sq, gilt also s € S
und W C Z(s), wie behauptet. Fiir g := s?f € A gilt also g > 0 auf X, also g € T
Somit liegt f = % in Ts. O



64 VI. NICHTNEGATIVSTELLENSATZE

1.13 Lemma. Sei A ein Ring und T C A eine Prdiordnung. Dann ist

Vsupp(T) = (1) supp(a) = supp(Sat(T)).

aceX(T)

Beweis. Wegen Sat(T') = (,cx(r) Lo ist supp(Sat(1)) = Nyex(r) supp(a).
Insbesondere ist dies ein Radikalideal. Wegen T' C Sat(T') folgt also

supp(T") C supp(Sat(T)).
Fiir die Umkehrung sei f € supp(Sat(T)), also f = 0 auf X (7). Nach dem abstrak-
ten reellen Nullstellensatz 11.2.9 folgt dann f € \/supp(T). d

1.14 Lemma. Sei Y C Sper(A) eine prokonstruierbare Teilmenge, und sei
I =,cysupp(a). Ist p ein Primideal von A mit I C p, so gibt es ein o € Y mit
supp(«) C p. Insbesondere ist

dim(A/I) = Stelgdim(A/supp(a)).

BEWEIS. Angenommen supp(«) € p fiir alle a € Y, d.h. zu jedem o € Y gebe
es ein f, € supp(a) mit f, ¢ p. Dann ist Y C |J,cy Z(fa). Wegen Y prokonstru-
ierbar, und da alle Z(f,) konstruierbar sind, folgt aus der Kompaktheit der kon-
struierbaren Topologie: Es gibt endlich viele aq,...,a, € Y mit Y C J | Z(fa,)-
Fir f:= fo, -+ fa, gilt dann Y C Z(f), d.-h. f € (N, oy supp(a) = I. Wegen f ¢ p
ist das ein Widerspruch zu I C p. (|

1.15 Bemerkungen.

1. Ist K C R™ eine semialgebraische Menge, und ist V' C A™ der Zariskiabschluf}
von K, so gilt fiir das Verschwindungsideal von V in R[x]:

Iy = m supp(a).
acK
2. Aus Lemma 1.13 folgt daher: Ist T' eine endlich erzeugte Priordnung in R[x]
und K = S(T) C R", also K = Xp(T), und ist V' C A" der Zariskiabschluf
von K, so gilt y/supp(T) = Iy. Insbesondere ist also dim(K) = dim R[x]/Iy =
dim R[x]/supp(T).

1.17 Bemerkung. Gegeben sei jetzt eine abgeschlossene Untervarietiat W ei-
ner affinen R-Varietdt V und ein g € R[W] mit g > 0 auf W(R). Wann lafit sich
g zu einem auf ganz V(R) nichtnegativen Polynom fortsetzen, d.h. wann gibt es
f€R[V] mit g = flw und f > 0 auf V(R)?

Anders gesagt: Sei A ein Ring, I C A ein Ideal und ¢: A — A/I der kanonische
Homomorphismus. Es gilt ¢(A,) C (A/I),. Sei umgekehrt b € (A/I),, wann gibt
esa€ A, mitb=a+I?

1. Jede Quadratsumme in B a8t sich zu einer Quadratsumme in A liften. Gilt
also psd = sos in B, so ist A, — B, surjektiv.

2. Im allgemeinen ist die Abbildung A, — B, nicht surjektiv. Beispiel: A =
R[z,y], B = A/I mit I = (y*> — 23) (siehe Aufgabe 33).

Wir kénnen immerhin eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines psd
Lifts formulieren. Im Hinblick auf spitere Anwendung formulieren wir die Aussage
in groferer Allgemeinheit:

1.18 Lemma. Sei A ein Ring und I C A ein Ideal, sei Y C Sper(A) eine
abgeschlossene Teilmenge, und sei f € A mit f > 0 auf Y N Z(I). Fir jedes
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aeYNZI)NZ(f) gebe es ein h € I mit h > 0 auf Y und f + h > 0 auf einer
Umgebung von « in Y. Dann gibt es ein h € I mit f +h >0 auf Y.

BEWEIS. Es geniigt, fiir jedes o € Y zu zeigen, dafl es ein h, € I gibt mit h, >
0 auf Y und (f + hqo)(a) > 0. Dann gibt es nédmlich endlich viele ay,..., 0, € Y
mit Y C U, X(f + ha,), denn Y ist kompakt in der konstruierbaren Topologie.
Fir h:=3"" | ho, gilt dann h € Tund f+h >0 auf Y.

Sei also o € Y. Zunéchst habe « eine Spezialisierung 8 in Z(I). Ist f(8) = 0,
so gibt es nach Voraussetzung ein h € I N P(Y) mit f + h > 0 in einer Umgebung
von 3, und insbesondere (f + h)(a) > 0. Ist f(8) # 0, so ist f(B8) > 0, und wir
kénnen h = 0 nehmen. Es bleibt der Fall, wo {a} N Z(I) = & ist. Das bedeutet
~1€ P, +1,dh. esgibt g € I mit g(a) > 1. Fiir h := (1 + f?)g? gilt dann h € T
und A(a) > |f(«)|. Dieses h tut’s. O

1.19 Korollar. Ist f € A psd in einer Umgebung von Y N Z(I), so gibt es
helmit f+h>0 aufY.

BEWEIS. Fiir jedes « ist die Bedingung aus Lemma 1.18 erfiillt mit h = 0. O

1.20 Korollar. Ist f € A mit f > 0 auf Y N Z(I), so gibt es ein h € I mit
f+h>0aufY.

BEWEIS. Die Konstruktion im Beweis von Lemma 1.18 gibt zu jedem o € Y
ein Element hy € I mit hy > 0 auf Y und mit (f + hq)(a) > 0. Das Kompakt-
heitsargument aus dem Beweis dort gibt also die gewiinschte Folgerung. O

2. Quadratsummen in lokalen Ringen

2.1 Theorem. Sei A ein lokaler Ring, sei u € A* psd. Dann ist u eine Qua-
dratsumme in A.

BeEwess. Fiir den Ring B = A[t]/(t* + u) = A[v/—u] gilt Sper(B) = @. Also
ist —1 sos in B. Es gibt also a;, b € Amit —1 =37 (a; 4+ b;7)? in B (mit 7 = 7),

also insbesondere mit
I T
1= al-ud b (%)
i=1 i=1

Das besagt ud_, b7 =1+, a?. Falls _;_, b? Einheit in A4 ist, so ist

7

. (gbg)1(1+;ag)

sos in A, und wir sind fertig. Ist der Restklassenkorper k = A/m reell, so gilt
>, b7 € A* automatisch. Fiir den Rest des Beweises nehmen wir an ), b7 € m4 und
zeigen, dafl man dann eine andere Identitéit (x) finden kann, welche die gewiinschte
Eigenschaft hat.

Fiir z, y € A" sei (z,y) = >_._, x;y;. Indem wir r notfalls vergrofern, kénnen
wir erreichen, dafl b; € my4 fiir zwei Indices ¢ gilt, etwa by, by € ma. Es gibt wy, wy €
A mit 0 # w3 + w5 # —% in k. Sei w = (wy,ws,0,...,0) € A", sowie a =
(a1y...,a.), b= (b1,...,b.). Dann ist (b,w) € ma. Wegen (b,b) € m4 ist {(a,a) =
—1 (mod m4) nach (x). Setze

(a,a) —u(b,w)

(a,a) — u{w,w) €4

’y:
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(der Nenner ist eine Einheit wegen 1 + u{w, w) ¢ ma). Setze weiter
a a a
= -2 € ATp A"
Wir berechnen:

{d,dy —ut,v) = (1 —27)*a,a) — ulb— 2yw, b — 2yw)
= ((a.a) = u(v,8)) + (7 = D)@, a) + u((b,w) = y(w,w)))

= -1+ 47(7(<a,a> - u(w,w}) - ((a,a) — u(b, w)))
= —1.

Andererseits ist (b',0') € A*. Denn wegen (b, b), (b, w) € m ist
¥, ) = (b—2yw, b—2yw) = 4y*(w,w) # 0
modulo m. Nach dem Argument zu Beginn ist also u € L A2 O

Der Fall von semilokalen Ringen 148t sich auf lokale Ringe zuriickfiihren:

2.2 Satz. Sei A ein semilokaler Ring und M ein quadratischer Modul in A.
Ist f € A, und ist % € My, fir jedes mazimale Ideal m von A, so ist f € M.

(My, ist der von M in Ay, erzeugte quadratische Modul.)

BEWEIS. Seien myq,..., m, die maximalen Ideale von A. Nach Voraussetzung
gibt es fiir jedes i = 1,...,7 ein s; € A mit s; ¢ m; und mit s?f € M. Nach dem
Chinesischen Restsatz gibt es fiir jedes i = 1,...,7 ein a; € A mit a; = 1 (mod m;)

und mit a; = 0 (mod m;) fiir alle j # 4 in {1,...,r}. Dann ist

T

u = Z(aisi)2

i=1

eine Einheit in A, und es gilt
-
uf = Zafsff € M.
i=1

Wegen u ! sos in A folgt f € M. O

2.3 Korollar. In einem semilokalen Ring ist jede positiv definite Finheit eine
Quadratsumme.

BEWEIS. Sei f eine psd Einheit in A. Fiir jedes m € Max(A) ist f auch eine
psd Einheit in Ay, also sos in Ay, nach Theorem 2.1. Nach Lemma 2.2, angewandt
auf M = X A?, folgt f sos in A. (]

Sei A ein Ring, seien ¢g1,...,9, € A, und sei T = PO4(g1,-..,9,). Wir adjun-
gieren formale Quadratwurzeln der g; und schreiben

B = A[:El,...,xr]/(xf—gi:z’:l,...,r).

2.4 Lemma. Fir jedes f € A gilt:

(a) f € Sat(T) genau dann, wenn f in B psd ist;
(b) f €T genau dann, wenn f in B sos ist.
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BEWEIS. Das Bild der Restriktionsabbildung Sper(B) — Sper(A) ist die Teil-
menge X 4(7T) von Sper(A). Daraus folgt (a). Als A-Modul ist B frei mit den 2"
Produkten

xy = sz (JC[r])
iceJ
als Basis. Sei s: B — A die A-lineare Abbildung mit s(1) = 1 und s(z;) = 0 fiir
alle J # @. Ist b= ;ayx; € B (mit ay € A), so ist

S(bQ) = Z a?IgJ
J

mit g; := 2% =[[;c, 9, € T, also ist s(b?) € T. Ist also f € A und f sos in B, so
ist f = s(f) € T. Die Umkehrung ist ohnehin klar. O

2.5 Satz. Sei A ein semilokaler Ring und T eine Prdordnung in A. Dann gilt
Sat(T)NA* CT.

BEWEIS. Sei f € A*NSat(T). Wegen f > 0 auf X (T) gilt X (—f)N,cr X(t) =
. Wegen der Kompaktheit der konstruierbaren Topologie ist schon ein endli-
cher Teildurchschnitt leer, es gibt also endlich viele ¢1,...,t, € T mit f > 0 auf
X(t1,...,t,). Betrachte den Ring

B = Alxy,...,x,) )/ (x3 —t1, ..., 2% —t,).

Da A semilokal und B eine endliche A-Algebra ist, ist auch B semilokal (going-up).
In B ist f eine psd Einheit, also sos nach Korollar 2.3. Nach Lemma 2.4 bedeutet
das feT. O

Nach diesen Allgemeinheiten nun ein Schliissellemma:

2.6 Lemma. Sei A ein semilokaler Ring und T eine Prdordnung in A, und

sei f € Sat(T). Ist f € T+ (f?), so folgt f € T.

BEWEIS. Nach Satz 2.2 kénnen wir annehmen, daf§ A lokal ist. Nach Voraus-
setzung gibt es eine Identitit f = t + f2g mit t € T und g € A. Ist f € A*, so
folgt f € T nach Satz 2.5. Sei also f € m. Dann ist f(1 — fg) =t und 1 — fg € A*.
Behaupte, es ist 1 — fg € Sat(T). Denn f > 0 auf X(T), und auf X(T) NU(f) ist
1— fg > 0, wihrend auf X(T) N Z(f) gilt 1 — fg = 1. Nach Satz 2.5 folgt also
1 — fg € T. Somit liegt f = (1 — fg)~'t ebenfalls in T. O

Das folgende Korollar verallgemeinert noch einmal Satz 2.5:

2.7 Korollar. Ist A semilokal und T eine Priordnung in A, und ist f € A
strikt positiv auf X(T), so ist f € T.

BEWEIS. Sei f > 0 auf X(7T). Nach Lemma 2.6 geniigt es zu zeigen, da} f €
T+(f?)ist. Aber esist X (T+(f?)) = X(T)NZ(f) = @, und somit T+(f?) = A. O

2.8 Satz. Sei A ein semilokaler Ring und T C A eine Prdordnung, und sei

f e Sat(T). Ist f ¢ T, so gibt es ein Ideal J mit \/J = /supp(T + Af) und mit
feT+J.

BEWwEIS. Wir notieren zuniichst eine simple Beobachtung. Ist f € Sat(T") und
g € supp(T), und ist f € T + A(f + g)?, so folgt f € T. In der Tat, es folgt
f+g€eT+ A(f +g)? und daraus wegen f + g € Sat(T) auch f + g € T nach
Lemma 2.6. Wegen —g € T folgt daraus f € T.
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Sei jetzt also f € Sat(T). Es ist X(T + Af) = X(T)NZ(f) = X(T + Af?).
Nach Lemma 1.13 gilt also
supp(T + Af) = /supp(T + Af?).
Sei (ga)aea ein Erzeugendensystem des Ideals supp(7T + Af?), und sei
J = AP Y A(f+ 90

A€EA

Es gilt VJ = \/supp(T + Af). Behaupte, aus f € T + J folgt f € T, womit dann
der Satz gezeigt ist. Sei also f € T+ J. Es gibt endlich viele unter den g, sagen
wir g1,..., gy, mit
FeT+(f2 (f+a) s (f+9.)%)

Wir wenden jetzt die zu Beginn des Beweises gemachte Bemerkung an. Es ist f €
T +A(f+g.)? mit TV =T+ (% (f+g1)% ..., (f+gr—1)%), und es gilt f € Sat(T”)
(wegen X(T") C Z(f)) und g, € supp(T + Af?) C supp(7”). Also folgt f € T".
Iteriert man diesen Schritt, so erhélt man f € T + (f?). Eine weitere Anwendung
von 2.6 gibt daher f € T. O

2.9 Notation. Sei (A, m) ein lokaler noetherscher Ring, und sei T eine Pri-
ordnung in A. Mit T bezeichnen wir die von 7' in der Komplettierung A= ¥_ m A/m"

von A erzeugte Praordnung, und nennen T die Komplettierung von T'. Seii: A — A
der kanonische Homomorphismus.

2.10 Lemma. Es gilt i~*(T +@") =T +m" fiir alle n > 0.

BEWEIS. “27 ist klar. “C”: Sei f € A mit i(f) € T + @™, Habe also
i(f) = g¥t1 + -+ g2t, (mod m"™)

mit t; € T, g; € AG=1,...,r) und r > 1. Wegen A/m" =5 A/m" (V.4.20) gibt
es hj € Amit i(h;) —g; e m" (j =1,...,r). Fir t := Ejh?tj € T gilt dann
i(f) =i(t) (mod Mm"). Also ist f —t €4~ ( ") =m", dh. feT+m" O

2.11 Theorem. Sei A ein lokaler noetherscher Ring, sei T eine Prdiordnung
in A, und sei f € Sat(T). Fiir jedes o € Z(f) N X(T') sei supp(a) = m. Dann sind
dquivalent:

(i) feT,
(i) i(f) €T,
(ii) feT+m" fir allen > 0.

Bedingungen (i)-(iii) sind insbesondere erfiillt, wenn T (in A\) saturiert ist.

BeEweIs. Fiir die Priordnung 77 := T+ Af gilt X(T") = Z(f)NX(T). Geméis
Lemma 1.13 ist die Voraussetzung dquivalent zu m C y/supp(7”). Die Implikation
(i) = (ii) ist trivial, und (ii) = (iii) folgt aus Lemma 2.10. Es gelte (iii), angenommen
f ¢ T. Nach Satz 2.8 gibt es ein Ideal J mit v/.J = \/supp(7’) und f ¢ T +.J. Also
m C v/J. Wegen A noethersch gibt es n > 0 mit m™ C J, und es folgt f ¢ T+m",
Widerspruch zur Voraussetzung (iii). Wegen i(f) € Sat(f) ist (ii) erfiillt, wenn T
saturiert ist. U

2.12 Bemerkung. Wir erldutern die Voraussetzung von Theorem 2.11 in einer
geometrischen Situation. Seien dazu hy,..., h, € R[x| = R[z1,...,xy,] (mit R reell
abgeschlossen), sei K = S(hq,...,h,) C R™ die zugehorige basisch abgeschlossene

Menge, sei { € K, und sei A = R[x]n, der lokale Ring in § (mit m¢ C R[x]| das
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maximale Ideal zum Punkt &). Sei T = POy(hy,...,h,), und sei f € R[x] mit
flx > 0. Dann ist f € Sat(T). Sei f(£) = 0. Die Bedingung

supp(a) = my fiir alle a € Za(f) N Xa(T) (%)

aus 2.11 ist (zum Beispiel) erfiillt, wenn f in K nur endlich viele Nullstellen hat.
Hier sind erste Anwendungen der bewiesenen Resultate.

2.13 Korollar. Sei A ein lokaler noetherscher Ring mit dim(A) =1, seiT C A
eine Priordnung, und sei f € Sat(T) ein Nichtnullteiler. Dann gilt f € T < f € T.

BEWwEIS. Da f kein Nullteiler und dim(A4) = 1 ist, ist m C /Af, also auch
m C +/supp(T + Af). Die Voraussetzungen von Theorem 2.11 sind also erfiillt. O

2.14 Korollar. Sei A ein diskreter Bewertungsring. Dann gilt psd = sos in A.

BEWEIS. Sei 0 # f € A,. Ist k = A/m nicht reell, so ist f > 0 auf Sper(A),
und somit f sos (Korollar 2.7). Sei k reell, sei f = ut™ mit v € A* und ¢ ein
Primelement. Dann ist n gerade, und w ist psd in A, also sos (Theorem 2.1). O

Ist C eine Kurve iiber dem reell abgeschlossenen Korper R, so gilt also psd = sos
in O¢ ¢ fiir jeden nichtsinguléren Punkt £ € C'(R). Aber auch in singuldren Punkten
kann psd = sos gelten, abhéngend von der Natur der Singularitit:

2.15 Satz. Sei C eine irreduzible ebene Kurve iber R, sei & € C(R) ein
gewdhnlicher Doppelpunkt. Dann gilt psd = sos in Oc¢.

BEWEIS. Sei A= 0¢e. O.E. sei £ = (0,0), seien (x,y) affine Koordinaten. Die
Voraussetzung sagt C' = V(f) mit

f = fQ(xay)+f3(‘ray)+ € R[Z,y]

mit f; homogen vom Grad 4, und dabei ist fo das Produkt von zwei nicht assozi-
ierten Linearformen in R[z,y]. Es ist A = R[z,y]/(f). Nach dem Vorbereitungs-
satz konnen wir annehmen, dafl f ein Weierstrafipolynom vom Grad 2 ist, also
f=v*+2a(x)ry + b(x)x? mit a, b € R[z]. Somit f = (y + za(z))? — z%c(x) mit
einem ¢ € R[z], und aus der Voraussetzung folgt ¢(0) > 0. Also f = g1g2 mit
g1,2 =y + z(a(x) £ c(z)). Es gibt einen Automorphismus von R[z,y] mit z — g1,
y > go, siehe Aufgabe .. Es folgt A = R[z,y]/(g192) = R[z,y]/(zy). In diesem
Ring gilt psd = sos nach Aufgabe .. Nach Korollar 2.13 folgt psd = sos also auch
in A. d

Fiir andere Kurvensingularititen gilt dagegen psd # sos, zum Beispiel fiir die
Kuspe y? = 23 (sieche Aufgabe 35).
Hier ist eine weitere Illustration:

2.16 Satz. Sei f € R[x] ein psd Polynom. Es sei f(0) = 0, und die Hesse-
matric ((82f/8xi8xj)(0)) im Ursprung sei positiv definit. Ist 0 die einzige reelle
Nullstelle von f in einer Zariski-Umgebung von 0, so ist f sos im lokalen Ring

BEWEIS. Sei m = (x1,...,2,) und A = R[x|m, der lokale Ring im Ursprung.
Nach linearem Koordinantenwechsel ist f = >, 22+ ¢ mit g € m3. Nach Aufgabe 36
ist f sosin A = R[z1,...,z,]. Wegen f psd und Z(f) endlich ist Theorem 2.11
anwendbar (siehe Bemerkung 2.12) und gibt die Behauptung,. O
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3. Zweidimensionale lokale Ringe

3.1 Theorem. Sei k ein Korper. Im Potenzreihenring k[x,y] gilt psd = sos.

Stelle zunéchst einige Hilfsmittel bereit. Die beiden folgenden Sétze sind klas-
sisch und stammen von Artin:

3.2 Satz. Sei k ein Korper, sei [ € k[t] ein normiertes irreduzibles Polynom.
Ist der Korper k[t]/(f) nichtreell, so ist f eine Summe von Quadraten in klt].

BEWEIS. Wir kénnen annehmen, dafl k reell ist. Nach Voraussetzung gibt es
eine Gleichung

fh=> g (+)
=1

mit g;, h € k[t], wobei g; # 0 und deg(g;) < deg(f) fiir alle i gilt. Es ist also
deg(h) < deg(f), und wegen k reell ist h # 0. Wihle eine Identitdt (%) mit h # 0
und deg(h) minimal. Wir zeigen, dafl h konstant ist, und sind dann fertig.

Angenommen deg(h) > 1. Es gibt einen Index ¢ mit h { g;. Denn wére g; = hg,
firalled,so fh = k%Y, g/, also f = h ", g/*, Widerspruch wegen f irreduzibel und
1 < deg(h) < deg(f). Schreibe g; = ¢;h + r; mit ¢;, r; € k[t] und deg(r;) < deg(h),
dann ist r; # 0 fiir ein ¢. Benutze die Identitét

(Zl:gf) (zz: rf) = (21: Tigi>2 + ;(rigj — rjgi)2. ()

Wegen r; = g; (mod h) fiir alle i ist >, r? = >, rigi = >, 97 = 0 (mod h), und
weiter r;g; — r;g; = 0 (mod h) fiir alle i < j. Es folgt einerseits >, r? = hh/ mit
0 # h' € k[t], wobei deg(h’) < deg(h) ist. Andererseits hat die rechte Seite in (#x)
die Form h?q mit q € k[t] sos. Zusammen folgt fh?h’ = h?q, und Kiirzen gibt
fh' = q. Wegen deg(h') < deg(h) ist das ein Widerspruch zur Minimalitidt von
deg(h). O

3.3 Korollar. Sei k ein Korper. Ist f € k[t] eine Quadratsumme in k(t), so
auch in k[t].

BeEwEIS. Wir kénnen annehmen, da8 f keine mehrfachen Faktoren in k[t] hat.
Nach Voraussetzung gibt es eine Identitit fh? = S g7 mit Polynomen h, g; # 0.
Der Leitkoeffizient von f ist also sos in k. Ist f; ein gemeinsamer irreduzibler Teiler

von f, g1,...,gn, etwa f = flf und g; = f19;, so folgt h = fliL, also
FAR)? = 12> 4,

und Kiirzen gibt fh% = >, 32. Induktiv erreichen wir also ggT(f, g1,...,9n) = 1.
Damit hat jeder normierte irreduzible Faktor f’ von f einen nichtreellen Restklas-
senkorper. Nach Satz 3.2 ist f/ sos in k[t]. Somit ist f sos in k. O

3.4 Lemma. Sei B ein diskreter Bewertungsring mit reellem Restklassenkorper.
Im Polynomring Blt] gilt dann psd = sos.

BEWEIS. Sei K = Quot(B), und sei 7 ein Primelement von B. Sei f € BJt] psd
in B[t]. Dann ist f auch psd in K (¢), und ist daher sos in K (¢). Nach Korollar 3.3 ist
f auch sos in K[t]. Es gibt also fi,..., f- € B[tjund n > 0 mit 72" f = fZ2+---+ f2.
Ist n > 1, so zeigt Reduktion dieser Identitdt modulo 7, dafl = die Koeffizienten
von jedem f; teilt, da der Restklassenkorper von B reell ist. Induktiv folgt, dal f
in BJt] sos ist. O
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3.5 Lemma. Fiir A = k[x,y] und F = Quot(A) = k((x,y)) gilt A, = ANLF2.

BEWEIS. C ist klar wegen F, = X F2. Umgekehrt geniigt es zu zeigen, daf jeder
Punkt o € Sper(A) eine Generalisierung mit Triger (0) hat. Dafiir geniigt, daf fiir
p = supp(a) der lokale Ring A, selbst reguldr ist (dann kann man Satz V.2.15
anwenden). Fiir p = (0) bzw. p = m ist das trivial bzw. klar. Wegen dim(A4) = 2
bleibt der Fall ht(p) = 1. Wegen A faktoriell ist dann p = (7) ein Hauptideal und
A, ein diskreter Bewertungsring. O

3.6 Beweis von Theorem 3.1. Sei A = k[xz,y], sei 0 # f € A psd. Wir wollen
zeigen, dal f sos in A ist. Nach 2.1 kénnen wir f € m,4 annehmen. Wegen A
faktoriell kénnen wir schreiben f = f1¢? mit fi, g € A, wobei fi keinen mehrfachen
Faktor enthélt. Dabei ist auch f; psd in A, nach Lemma 3.5, und es geniigt zu zeigen,
dafl f1 sos ist.

Also konnen wir annehmen, dal f in A keinen mehrfachen Faktor enthilt.
Nach einem Koordinatenwechsel erreichen wir f = ug mit einer Einheit uv € A*
und einem Weierstrapolynom g € k[z][y] (Vorbereitungssatz). Setze B := k[x]
und K = k((x)), und schreibe g = py - - - p,- als Produkt von irreduziblen Faktoren
p; in Bly]. Wir konnen annehmen, daf§ die p; normiert in y sind, dann sind die
p; selbst Weierstrafipolynome in y. Es gilt Bly]/(p;) = A/(p;) fiir alle ¢ (Korollar
V.5.8), also sind die p; auch irreduzibel in A.

Fiir jeden Index ¢ ist der Restklassenkérper Quot(A/(p;)) von p; nichtreell.
Denn sei 0.E. ¢ = 1, angenommen, es gibt « € Sper(A) mit supp(a) = (p1). Da
A(py) ein diskreter Bewertungsring ist, gibt es dann nach dem Satz von Baer-Krull
(IL.5.8) Anordnungen a4, as € Sper(A) mit supp(a;) = (0), mit a;; ~ a (j = 1,2),
und mit p1(aq) > 0, p1(az) < 0. Wegen f = up; - - - p psd mufl einer der Faktoren
U, P2,...,Pr in a1 und ag verschiedene Vorzeichen haben. Dann ist dieser Faktor
aber durch p; teilbar, Widerspruch.

Fir i = 1,...,r ist K[y]/(p;) der Quotientenkorper von Bly]/(pi) = A/(p:).
Da dieser Korper nichtreell und p; € B[y] normiert ist, ist p; sos in K[y] nach Satz
3.2. Nach Lemma 3.4 ist p; also auch sos in B[y]. Insbesondere sind die p; sos in A.
Wegen f = upy ...p,, und nochmals wegen Lemma 3.5, ist v psd in A, also auch
sos. Somit ist f sos in A. O

3.7 Korollar. Ist R ein reell abgeschlossener Korper, so ist jedes psd Element
in R]x,y] Summe von zwei Quadraten in diesem Ring.

BEWEIS. Jede psd Einheit in A = R[x,y] ist ein Quadrat in A. Nach dem
Beweis 3.6 konnen wir annehmen (mit B = R[z] und K = R((z))): f € Bly]
ist irreduzibel und normiert und ist sos in B[y|. Zu zeigen ist, dafi f Summe von
zwei Quadraten ist. Der Koérper K[y|/(f) = Quot(B[y]/(f)) ist eine nichtreelle
endliche Erweiterung von K, enthélt also i = v/—1 nach Aufgabe 29. Also gibt es
p, ¢ € Bly] mit f { pg und f | p? + ¢*. Behaupte, f ist reduzibel in B[i,y]. Denn
wegen f | (p+iq)(p — iq) wiirde sonst etwa folgen f | p + ig in Bli,y], also f | p
und f | ¢ in B[y|, Widerspruch. Es folgt f = u(g+1ig')(g —ig') mit g,¢’ € Bly] und
u € B*, also f = u(g®> + ¢’*) (und u ist ein Quadrat). O

Wir dehnen Theorem 3.1 von Potenzreihenringen auf beliebige 2-dimensionale
regulédre lokale Ringe aus:

3.8 Theorem. Sei A ein regulirer lokaler Ring mit dim(A) < 2. Dann gilt
psd = sos in A.
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BEWEIS. (Skizze) Der Fall dim(A) = 1 wurde schon bewiesen (Korollar 2.14),
sei dim(A) = 2. Jeder regulire lokale Ring ist faktoriell (Satz von Auslander-
Buchsbaum, ohne Beweis). Sei f € A psd. Wie in 3.6 kénnen wir annehmen, dafl f
keine mehrfachen Faktoren hat (brauche dabei die zu Lemma 3.5 analoge Aussage,
Beweis wie dort). Wie in 3.6 folgt daraus m C \/7 Nach Theorem 2.11 geniigt
es zu zeigen, daB f in A sos ist. Ist k = A/m nicht reell, so ist Sper(A ) & (Aufga-
be 24), also ist dann jedes Element in A sos. Ist k reell, so ist A 2 k[z,y] (Theorem
V.4.32, wir haben das nur im Fall & C A bewiesen). In A gilt also psd = sos
(Theorem 3.1), und wir sind fertig. |

Auch fiir gewisse Prédordnungen in A zeigen wir die Saturiertheit. Dazu als
Vorbereitung:

3.9 Satz. Sei A ein regulirer lokaler Ring mit dim(A) = d, seiu € A*, und sei
B = Alz]/(2? —u). Dann ist B ein semilokaler Ring mit hichstens zwei mazimalen
Idealen, und fir jedes q € Max(B) ist By reguldr von Dimension d.

BEWEIS. Sei K = Quot(A4) und k¥ = A/my4. Zuniichst sei u € K*?, etwa
u = a?. Dann ist a € A* (wegen A faktoriell ist A ganz abgeschlossen). Die beiden
Hauptideale (z + a) und (z — a) von A[x] sind relativ prim, also ist
Alz] Alz]

(x —a) x (z+a) = AxA

B = Alz]/(2* — a®) =

(Chinesischer Restsatz). Jetzt sei u ¢ K*2. Da A C B eine endliche Ringerweiterung
ist, ist dim(A) = dim(B), und jedes maximale Ideal von B liegt iiber m4. Es ist

B/maB = k[z]/(2* — 7).

Ist @ ¢ k*2, so ist B/maB ein Korper. Also ist dann B ein lokaler Ring, und
Erzeuger des Ideals my in A erzeugen auch das Ideal mp in B. Es bleibt der
Fall u = a® (mod m4) mit a € A*. Dann hat B zwei maximale Ideale némlich
q1 = maB+(z—a)Bund q2 = my B+ (z+a)B. Wegen u—(a—l—y) =u—a’—y(2a+y)
koénnen wir @ modulo my so abéndern, da§ u — a® = b ¢ m% ist. Dann gibt es
ba,...,bg € my mit my = (b,ba,...,bg) (Satz V.2.11). In B gilt b = 2> — a?. Also

werden q; = (z —a,be,...,by) und q2 = (x + a, by, ..., by) von jeweils d Elementen
erzeugt. Andererseits haben q; o in B beide Héhe > d, nach Going-down V.3.5.
Also sind By, , By, beide regulér von Dimension d. O

Ein entsprechendes Resultat gilt auch allgemeiner fiir
B = Alxy,...,z,) /(22 —uis i=1,...,7),

wobei uq, ..., u, Einheiten in A sind.

3.10 Satz. Ist A ein regulirer lokaler Ring, dim(A) < 2, und ist u € A*, so
ist die Priordnung PO s(u) in A saturiert.

BEWEIS. B = A[z]/(x? — u) ist ein semilokaler Ring, und es gilt psd = sos in
B, fiir jedes q € Max(B) (Satz 3.9, Theorem 3.8). Nach Satz 2.2 gilt also psd = sos
in B. Sei T = POy (u), sei f € Sat(T'). Dann ist f psd, und damit sos, in B. Geméf

Lemma 2.4 folgt daraus f € T. (]
Mit demselben Argument zeigt man, dafl PO 4(uq, .. ., u,) saturiert ist fiir belie-
bige Einheiten uy, ..., u, in A (unter Benutzung der erwihnten Verallgemeinerung

von 3.9).
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3.11 Korollar. Sei A ein requlirer lokaler Ring mit dim(A) = 2, seien a,
b € A mit (a,b) = m. Dann sind die Priordnungen PO(a) und PO(a,b) in A
saturiert.

BEWEIS. Die Ringe B = Alx]/(2% — a) und C = Alx,y]/(2? — a, y? — b) sind
wieder regulir lokal von Dimension 2 (Aufgabe 40). Nach 3.8 gilt psd = sos in
B und in C. Sei T = PO(a), sei f € Sat(T). Dann ist f psd, und damit sos, in
B. Gemifl Lemma 2.4 folgt daraus f € T. Ganz genauso zeigt man, dafl PO(a,b)
saturiert ist. (]

Die zu Korollar 3.11 analoge Aussage fiir eindimensionale regulére lokale Ringe
(also diskrete Bewertungsringe) wurde in Aufgabe 39 bewiesen.

4. Globale Resultate

Wir beweisen nun globale Nichtnegativstellensétze, indem wir sie auf lokale
solche Aussagen zuriickfiihren. Erreicht wird das durch das archimedische Lokal-
global Prinzip, das erste Hauptresultat in diesem Abschnitt.

Im folgenden sei A ein beliebiger Ring.

4.1 Eine (abgeschlossene) Teilmenge X C Sper(A) heifit probasisch, falls es
eine Priordnung T in A gibt mit X = X (T) (also falls X ein Durchschnitt von
Mengen {f; > 0} mit f; € A ist). Wir nennen X beschrdinkt, falls zu jedem f € A
ein N € N existiert mit N £ f > 0 auf X. Anders gesagt, falls die saturierte
Priordnung P(X) archimedisch ist.

4.2 Bemerkung. Ist X C Sper(A) eine probasische beschriinkte Menge, so ist
fiir jedes @ € X™* der angeordnete Restklassenkorper k(a) archimedisch. Denn
k(a) ist relativ archimedisch iiber A (Satz I1.5.15). Man hat den kanonischen Ring-
homomorphismus ®: A — C(X™** R), siehe IV.5.16, und ®(A) ist ein dichter
Teilring von C(X™* R) (siehe IV.6.12).

Denn sei M = P(X), also X = X(M). Wegen M archimedisch identifiziert sich
Xmax = X (M)™>* mit Xp; = {o € Hom(A,R): a|p > 0} (Satz IV.5.18). Dabei
wird ®: Xp; — C(X ), R) die Abbildung f — f mit f(a) = a(f). Daraus ist klar,
dafl ®(A) die Punkte von X™* trennt.

4.3 Lemma. Sei X eine probasische beschrinkte Teilmenge von Sper(A), und
seien a, b € A mit a > 0 auf X und b < 0 auf X N Z(a). Dann gibt es ein N € N
mit Na > b auf X.

BEWEIS. Sei Y := X N {b > 0}, und sei T = P(Y). Nach Voraussetzung gilt
a > 0 auf Y = Xp. Nach dem Positivstellensatz (I1.2.7) gibt es s,t € T mit
as = 1+ t. Wegen X beschrankt gibt es m, n € N mit m > bund n > s auf Y.
Dann folgt mna > mas > m > b auf Y. Also gilt mna > b auch auf X. (]

4.4 Lemma. Sei X C Sper(A) eine beschrinkte und probasische Teilmenge
von Sper(A). Seien f, g € A mit f >0 und g > 0 auf X. Fiir jedes h € Af + Ag
mit h > 0 auf X g¢ibt es dann s, t € A mit sf +tg = h und mit s >0, ¢t > 0 auf X.

BEWEIS. Seien a, b€ A mit af +bg =h. Esgilt a >0 auf XNZ(g) und b >0
auf X NZ(f). Mit 4.3 finden wir also Ny, Ny € N mit N1g > —a und Nof > —b auf
X. Auf dem kompakten topologischen Raum X™2* definieren wir stetige R-wertige
Funktionen ¢, ¢ (punktweise) durch

b

P = maX{—Nl, —?} bzw. = min{Ng7 g}
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(auBlerhalb Z(f) bzw. Z(g)), und durch ¢ = —Ny auf X™* N Z(f) bzw. ¢y = N
auf X™** N Z(g). Dies ist tatséchlich wohldefiniert. Denn U := {b > Nj f} ist eine
offene Umgebung von X N Z(f). Auf (U N X™2*) < Z(f) ist —% < —Ni, dort ist
also ¢ = —Nj. Analog fiir ¢: Die Menge V := {Nag < a} ist eine offene Umgebung
von X N Z(g). Auf (V. NX™%) N\ Z(g) ist ¢ > Ny, dort ist also ¢ = Na.

Auf X™2* gilt (punktweise) ¢ < ¢. Denn —N; < 5 und f% < N3 gelten nach
Wahl von Ny, Ny dort, wo die Nenner nicht verschwinden; und —? < % gilt dort
wegen h > 0. Auf X™* N Z(f) ist ¢ = —Ny, auf X™* N Z(g) ist ¢ = Na, also gilt
© < 1 auch dort. Nach Stone-Weierstraf (vergleiche 4.2) gibt es also ein ¢ € A mit

(—% QDe<e<y (< %) auf X™#* Daraus folgen
—b<c¢f und cg < a

auf X™#* also auch auf X. Fiir s:=a—cgund t:=b+cf € A gelten also s, t > 0
auf X und sf +tg = h. O

4.5 Satz. Sei A ein Ring, und sei X C Sper(A) eine beschrinkte probasische
Teilmenge von Sper(A). Seien f1,...,fr € A mit f; > 0 auf X, und sei h €
Afi+---+ Af, mit h >0 auf X. Dann gibt es ay,...,a, € A mit

arfit+-tarfr =h
und mit a; >0 auf X (i=1,...,r).

BEWEIS. Der Fall r = 1 ist trivial, und r = 2 ist Lemma 4.4. Sei r > 2, und
sei der Satz schon fiir r — 1 bewiesen. Setze A = A/(f.) und f, = fi + (f.) (i =
1,...,7—1). Die probasische Teilmenge X := X NZ(f.) von Sper(A) ist beschrinkt.
Nach Induktionsannahme gibt es by,...,b.—_1 € A mit b; > 0 auf X N Z(f,.) und
mit

bifi+- - +b—1fr—1 = h (mod (f)).
Nach Korollar 1.20 gibt es ¢1,...,¢—1 € A mit ¢; = b; mod (f,) und mit ¢; > 0
auf X (i=1,...,r—1). Setze f := Z:;ll ¢;fi und g := f.. Dann sind f, g > 0 auf
X, und esist h € Af + Ag. Anwendung von Lemma 4.4 auf f und g gibt s,t € A
mit s > 0, ¢ > 0 auf X und mit h = sf + tg. Daraus folgt die Behauptung. O

4.6 Theorem. (Archimedisches Lokal-global Prinzip) Sei A ein Ring, und sei
M ein Modul tiber einer archimedischen Prdordnung T in A. Sei f € A. Fiir jedes
maximale Ideal m von A mit supp(M) C m gelte f € My,. Dann ist f € M.

BEWEIS. Ist p ein Primideal von A mit supp(M) € p, so gilt M, = A,. Denn
sei s € supp(M) mit s ¢ p. Da supp(M) ein Ideal von A ist, gilt —s> € M, und
daher ist —1 € M, also M, = A,.

Daher gilt f € M, fiir jedes maximale Ideal m von A. Zu jedem m € Max(A)
gibt es also ein s € A~ m mit s2f € M. Daher gibt es endlich viele Elemente
$1,...,8 € Amit (s1,...,s.) = (1), also auch (s?,...,s2) = (1), und mit s7f € M
fiir jedes 4. Die Menge X (T') C Sper(A) ist beschrinkt wegen T archimedisch. Nach
Satz 4.5 gibt es also ay,...,a, € A mit 21:1 a;s? = 1 und mit a; > 0 auf X(T)
fir ¢ = 1,...,r. Nach dem archimedischen Positivstellensatz gilt a; € T fiir alle i.
Somit liegt f = >""_, a;s?f in M. O

Fiir Praordnungen kann man noch schérfer formulieren:

4.7 Theorem. Sei T eine archimedische Priordnung von A. Sei f € Sat(T),
und es gelte f € Ty fir jedes mazimale Ideal m von A mit supp(T + Af) C m.
Dann ist f € T.



4. GLOBALE RESULTATE 75

BEWEIS. Wegen Theorem 4.6 geniigt es, fiir jedes maximale Ideal m von A mit
supp(T+Af) € m zu zeigen f € Ty,. Es gilt jedenfalls f € Sata,, (Tw). Ist f ¢ m, so
ist f € (An)*, und daher f € T}, nach Satz 2.5. Sei also f € m. Nach Voraussetzung
gibtest, €T, a, € A (i =1,2) mit t; + a1 f = —t2 + aof ¢ m. Es gilt 1, t2 € Af,
und aus t; +t2 = (a2 —a1)f und f € Sata,, (Th) folgt auch f > 0 auf X4, (Tw).
Nach Korollar 2.7 folgt f € Tiy,. O

4.8 Korollar. Sei T eine archimedische Priordnung in A. Ist Ty, saturiert (in
A ) fir jedes mazimale Ideal m von A mit supp(T) C m, so ist T saturiert.

Die Umkehrung gilt auch ohne jede archimedische Voraussetzung (Satz 1.12).

BeEWwEIS. Ist f € Sat(T), so ist auch f € Sat(Ty,) fiir alle m. Die Aussage folgt
also aus 4.7. g

Einige geometrische Anwendungen:

4.9 Korollar. Sei V' eine nichtsingulire affine R-Varietit mit V(R) kompakt
und mit dim(V') < 2. Dann gilt psd = sos in R[V].

Die Aussage fiir Dimension 2 ist bemerkenswert im Hinblick auf psd # sos in
Rz, y] (Hilbert).

BEWEIS. Die Priordnung 7' = Y¥R[V]? in R[V] ist archimedisch nach Schmiidgen.
Ist m ein maximales Ideal in R[V], so ist R[V ]y ein reguldrer lokaler Ring von Di-
mension < 2. Nach Korollar 3.8 gilt also psd = sos in R[V],. Die Behauptung folgt
also aus Korollar 4.8. (]

4.10 Satz. Sei V eine affine R-Varietit, sei T C R[V] eine endlich erzeugte
Priordnung und K = S(T), und sei f € R[V] mit f >0 auf K. Ist K kompakt und
Z(f)N K endlich, und ist f € Te fir alle § € Z(f)NK, soist f €T.

BEWEIS. Nach Schmiidgen ist T archimedisch. Gem&fl Theorem 4.7 geniigt es
deshalb, fiir jedes maximale Ideal m von R[V] mit supp(T + (f)) € m zu zeigen,
daB f € Ty, ist.

Die Nullstellenvarietét von supp(T + (f)) ist der Zariskiabschlufl von Z(f) N K
in V. Wegen |Z(f) N K| < oo ist dieser Zariskiabschluf gleich K N Z(f). Also
geniigt es, fiir jedes £ € Z(f) N K zu zeigen, dal f € Ty, ist. Nach Voraussetzung

gilt f € fmg. Aus 2.11 folgt also f € Thy,. O

4.11 Korollar. Sei T C R[xy,...,x,] eine endlich erzeugte Priordnung, und
sei K = S(T) kompakt. Sei f € R[x] mit f > 0 auf K derart, daf§ fir jedes
¢ € Z(f)NK die Hessematriz D f(§) = (02 f(§)/0x; Ox;) positiv definit ist. Dann
ist feT.

BEwers. Nach Aufgabe 36 ist f sos in R[x|m, fiir alle £ € Z(f)N K. Die Menge
Z(f) N K ist endlich, denn die Nullstellen von f in K sind isoliert. Die Aussage
folgt also aus Satz 4.10. (|

4.12 Bemerkung. Sei f € R[], sei 7 > 0 und g = r* — Y"1 | 27, sowie
T = PO(g) C R[x]. Sei fi := min{f(§): || < r}. Fiir alle a € R mit a < f, gibt es

eine Identitit
f=a=>p+9> q (%)
i j
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mit p;, ¢; € R[x] (archimedischer Positivstellensatz). Beschrénkt man die deg(p;)
und deg(g;), so kann man mit semidefiniter Programmierung das sup aller a € R
finden, fiir die eine Identitit (*) mit den gegebenen Gradschranken existiert. Dieses
Supremum ist eine untere Schranke fiir f.. Ist f — f. ¢ T, so gehen die Grade der
Di, q; fiir a / f. notwendig gegen oo. Ist dagegen f — f. € T, so lassen sich die
Grade der p;, g; fiir alle @ < f, uniform beschranken. Nach 4.11 tritt der letztere
Fall ein, falls f — f. in allen Nullstellen in K = B,(0) positiv definite Hessesche
hat. Unter der Voraussetzung f|ox > f« kann man zeigen, dafl diese Bedingung fiir
generische Wahl von f erfiillt ist.

4.13 Satz. Seien pi,...,p. € Rlx,y] irreduzibel, sei K = S(py,...,p.) C R?
kompakt. Es gelte:
(1) Firi=1,...,r und alle £ € K mit p;(§) =0 ist Vp;(§) # 0;
(2) ist auch p;(§) = 0 mit j # i, so sind Vp;(§) und Vp; (&) linear unabhingig;
(3) KN Z(p;,pj,pr) = @ fiir je drei verschiedene Indices i, j, k.
Dann ist PO(p1,...,p,) = P(K), d.h. die Priordnung PO(p1,...,p,) in Rlz,y| ist
saturiert.

Beispiele sind kompakte Polygone, oder allgemeiner kompakte basisch abge-
schlossene Mengen K C R?, die durch glatte Randkurven mit transversalen Schnit-
ten begrenzt werden (keine drei durch denselben Randpunkt).

BEWEIS. Sei T = PO(p1,...,pr), es ist Sat(T) = P(K). Fiir alle £ € 0K
gibt es t < 2 Polynome f1,..., f; mit f;(£§) = 0 und mit Vfi(£),...,Vfi(§) linear
unabhéngig, so daB UNK =UN{f1 >0,..., f; > 0} fiir eine Umgebung U von &
gilt. Insbesondere ist dim¢(K) = 2. Daraus folgt: Sind f € R[z,y] und 0 # g € T,
und ist fg € P(K), so ist auch f € P(K).

Sei f € P(K), zu zeigen ist f € T. Nach eben konnen wir annehmen, daf
f nicht durch ein Quadrat und nicht durch eines der p; teilbar ist. Daraus folgt
|Z(f) N K| < co. Nach 4.10 geniigt es, f € fg fiir alle £ € Z(f) N K zu zeigen. Sei
also £ € Z(f) N K. Nach Umnumerieren der p; gibt es 0 < ¢ < 2 mit p;(§) = 0 fiir
1<i<tund p;(§) >0 fiir t +1 <4 < r. Dabei sind die Vp;(¢) (1 <i < ¢) linear
unabhéngig. Nach Korollar 3.11 ist fg saturiert, und der Beweis ist beendet. (]



KAPITEL VII

Einige Anwendungen von Quadratsummen

1. Lokalkonvexe Vektorriume

1.1 Definition. Ein topologischer Vektorraum (iiber R) ist ein R-Vektorraum
V' mit einer Hausdorff-Topologie derart, dafl Addition V' x V' — V und Skalarmul-
tiplikation R x V' — V stetige Abbildungen sind. Den Vektorraum aller stetigen
Linearformen V — R auf V bezeichnen wir mit V.

1.2 Beispiel. Eine Vektorraumnorm auf dem R-Vektorraum V ist eine Ab-
bildung V' — R, & — ||z||, welche ||z|| > 0 fiir © # 0, ||z + y|| < ||=|| + |]y|| und
[laz|| = |a| - ||z|| fir alle @ € R und z, y € V erfiillt. Durch d(z,y) = ||z — y|
wird eine Metrik auf V' definiert, welche V' zu einem topologischen Vektorraum
macht. Ein normierter Vektorraum ist ein R-Vektorraum V zusammen mit einer
Vektorraumnorm.

1.3 Lemma. Ist dim(V) < oo, so gibt es nur eine Vektorraumtopologie auf V.
Bewess. Ubung. O

1.4 Sei V ein R-Vektorraum. Eine Teilmenge K C V heiflt konvex, wenn fiir
alle z, y € K und alle 0 < ¢t < 1 gilt (1 — )z + ty € K. Gilt zusétzlich tK C K
fir alle t > 0 und K # @, so heifit K ein konvexer Kegel. Die konvexe Hiille
conv(M) von M C V ist der Durchschnitt aller konvexen Obermengen von M und
besteht aus allen Konvexkombinationen Z?:l a;x; mit n € N, z; € K, a; > 0 mit
>_;a; = 1. Nun habe V eine Vektorraumtopologie. Ist K C V konvex, so auch K
(Ubung). Fiir jede Teilmenge M C V ist

M* :={LeV': Ly >0}
ein konvexer Kegel in V.

1.5 Definition. Ein topologischer Vektorraum V heifit lokalkonvez, falls es in
V' eine 0-Umgebungsbasis aus konvexen Mengen gibt.

Zum Beispiel ist jeder normierte Vektorraum lokalkonvex (die offenen Kugeln
B, (0) sind konvex). Der wichtigste Satz iiber lokalkonvexe Vektorrdume ist der
Trennungssatz:

1.6 Theorem. (Hahn-Banach) Sei V' ein lokalkonvezer Vektorraum, seien
A, B disjunkte konvexe Teilmengen von V mit A kompakt und B abgeschlossen.
Dann gibt es eine stetige Linearform L € V' und ein ¢ € R mit L(b) < ¢ < L(a)
fiir alle a € A, b € B.

(Beweis siehe jedes Buch iiber Funktionalanalysis) Sei V' lokalkonvex. Hier sind
direkte Folgerungen:

7
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1.7 Korollar. Sei K C V eine konvexe Teilmenge. Dann ist K ein Durch-
schnitt von abgeschlossenen Halbriumen {x € V: L(x) > ¢} (mit L € V' und
ceR).

BEWEIS. K ist konvex in V. Nach Hahn-Banach gibt es zu jedem x € V ~ K
ein L € V' und ein ¢ € R mit L|z > ¢ > L(x). O

1.8 Korollar. Sei C C V ein konvexer Kegel, sei C** :={x € V:V L € C*

L(z) > 0}. Dann ist C* = (C)* und C** = C.

BEWEIS. Wegen C** abgeschlossen konvex und C' C C** ist C C Crr. Ist
LeV' und a € R mit L|¢ > a, so ist a <0 und L|c > 0. Also folgt C** C C. O

1.9 Satz. Sei V ein R-Vektorraum mit einer hichstens abzihlbaren linearen
Basis. Sei T die wie folgt auf V' definierte Topologie: Eine Teilmenge X CV ist -
abgeschlossen, wenn X NW abgeschlossen in W ist fiir jeden endlich-dimensionalen
Unterraum W C V. Dann gilt:

(a) T ist eine Vektorraumtopologie auf V', und ist feiner als jede andere Vek-
torraumtopologie auf V';
(b) 7 ist lokalkonvex.

Wir nennen T die kanonische Topologie auf V.

1.10 Lemma. Seien X,Y Hausdorffriume, sei W C X XY eine offene Menge,
seiy €Y, und sei K C X eine kompakte Teilmenge mit K x {y} C W. Dann gibt
es eine Umgebung V von y in'Y mit K x V.C W. (Ubung)

BEWEIS VON SATZ 1.9. Kann annehmen, dafl V' eine lineare Basis (v, ),>1 hat.
Sei U eine 7-offene 0-Umgebung in V. Konstruieren induktiv eine Folge (€,,)n>1
positiver reeller Zahlen. Wihle €1 > 0 mit ajv; € U fiir alle |a1] < 1. Seien

€1,...,6n > 0 schon konstruiert mit Y, a;v; € U fiir alle a = (a1,...,a,) €
[T [—&i,ei] € R™ Nach 1.10 gibt es ein &,41 > 0 mit Z?:Jrll a;v; € U fiir alle
(a1,...,ans1) € H;.jll [—ei,ei] € R Sei € = (g,)n>1 die so konstruierte Folge,
und sei

B(e) = {Z apUn: V> 1 a,| < e, a, =0 fir fast alle n}

n>1

Fiir jeden Unterraum W C V mit dim(W) < oo ist B(e) N W offen in W, denn
W C span(vy,...,v,) fiir ein n € N. Also ist B(e) eine 7-offene und konvexe 0-
Umgebung in V. Nach Konstruktion gilt B(e) C U.

Die Mengen der Form B(e), wo € = (e,), eine Folge positiver reeller Zahlen
ist, bilden also eine 0-Umgebungsbasis fiir die Topologie 7. Damit folgt, dafl 7 eine
Vektorraumtopologie auf V' ist (Aufgabe 43). Da die Mengen B(e) konvex in V
sind, ist 7 lokalkonvex.

Ist 7/ eine beliebige Vektorraumtopologie auf V', so ist 7/ C 7. Denn ist U C V/
7'-offen, so ist U NW offen in W fiir jeden Unterraum W von V mit dim(W) < oo,
und somit ist U 7-offen nach Definition von 7. O

1.11 Korollar. Sei dim(V') hdchstens abzihlbar, sei V' wversehen mit der ka-
nonischen Topologie.
(a) Jeder Untervektorraum von V ist abgeschlossen.
(b) Jede lineare Abbildung V- — W in einen topologischen Vektorraum W ist
stetig. Insbesondere ist jede Linearform aufV stetig.
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BEWEIS. Nach Definition der kanonischen Topologie reduzieren sich beide Aus-
sagen sofort auf den Fall, wo dim(V) < oo ist. Hier sind sie klar. O

1.12 Bemerkung. Ist dim(V') abzihlbar unendlich, so gibt es keine abzéhlbare
0-Umgebungsbasis fiir die kanonische Topologie. Denn ist €', 2, ... eine Folge von
Folgen &' = (¢!)nen positiver reeller Zahlen, und ist ¢ = (&,,)nen definiert durch
en == 2en, so gilt B(e') € B(e) fiir alle i. Insbesondere ist die kanonische Topologie

also nicht metrisierbar.

Als Konsequenz der vorigen Bemerkung ist die Bildung des Abschlusses einer
Menge (z.B. eines konvexen Kegels) in V' im allgemeinen subtil. Den Folgenabschlufl
konnen wir wie folgt charakterisieren:

1.13 Satz. Eine Folge (x;);>1 von Vektoren konvergiert in V genau dann,
wenn sie ganz in einem endlich-dimensionalen Unterraum von V' enthalten ist und
in diesem konvergiert.

BEWEIS. Sei (z;);>1 eine konvergente Folge in V, sei « der Grenzwert. Wir
kénnen annehmen & = 0. Sei (vy,)r>1 eine Basis von V. Fiir jedes ¢ > 1 schreibe z; =
> p>1 GinUp Mit @z, € R (und a,y, = 0 fiir fast alle n). Angenommen, span(z;: ¢ > 1)
habe unendliche Dimension. Es gibt also Folgen n; < ng < --- und i; < 49 < - - -
in N mit a;,,, # 0 fiir alle k > 1. Sei € = (g,,)p,>1 mit

S |aiin,|/2 falls 3k € N mit n = ng,
T sonst.

Fiir jedes k > 1 ist dann x;, ¢ B(e), Widerspruch zur Voraussetzung z; — 0. O

1.14 Korollar. Fir jede Teilmenge M von V ist
Mt = |J MnU

vcv
dim(U)<oo

der Folgenabschlufs von M (Vereinigung iber alle endlich-dimensionalen Unter-
raume U von V). O

(Der Folgenabschlufl von M ist die Menge aller Grenzwerte aller konvergenten
Folgen (x)n>1 mit @, € M fir alle n.) Aufgabe 44 zeigt, dafi im allgemeinen
M* £ M gilt.

2. Das Momentenproblem

2.1 Sei X ein topologischer Raum, sei B die von den offenen Teilmengen von
X erzeugte o-Algebra. Jedes (positive) Mafl auf (X, B) heifit ein Borelmafi auf X.
Hat X eine abzihlbare Basis offener Mengen (z.B. der Fall fir X C R™), so ist
der Trdger supp(u) von p definiert als kleinste abgeschlossene Menge S C X mit
w(X N S) = 0. Fir Z C X abgeschlossen identifizieren sich die Borelmafle auf X
mit Trager in Z mit den Borelmafien auf Z.

2.2 Sei p ein Borelmafl auf R", sei o = (ay, ..., a,) € Z7. Man nennt

maln) = [ wtulde) = [ i o)

das Moment der Ordnung « von p, sofern das Integral existiert. Genau dann exi-
stieren alle Momente von y, wenn fiir jedes f € R[x| das Integral [;, f(x) pu(dz)
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existiert. Alsdann ist

Lyt R SR Ly(f) = [ f(a) plde)

eine Linearform.

2.3 Definition. Eine Linearform L: Rlzy,...,z,] — R heifit ein Momen-
tenfunktional, wenn ein Borelmafl u auf R™ existiert mit L = L,. Ist K C R"
eine abgeschlossene Menge, und existiert solches p mit supp(u) C K, so heifit
L auch ein K-Momentenfunktional. Wir schreiben M(K) fiir die Menge aller K-
Momentenfunktionale.

2.4 Bemerkung. Der R-Vektorraum R[x] hat eine abzihlbare Basis. Wir ver-
sehen R[x] im weiteren stets mit der kanonischen Topologie (1.9). Es ist also R[x]’
der Vektorraum aller Linearformen R[x] — R. Die Menge M(K) ist ein konvexer
Kegel in R[x]'.

2.5 Sei K C R”™ eine abgeschlossene Menge. Das K-Momentenproblem hat
zwei Teile:

1. Charakterisiere die Teilmenge M(K) von R[x]|" (Ezistenzteil);
2. charakterisiere bei gegebenem L € M(K) die Gesamtheit aller Borelmafle
pw mit L = L, (Findeutigkeitsteil).

Wir betrachten nur den Existenzteil. Welche Art von Antwort man erwarten
kann, wird aus folgenden klassischen Resultaten deutlich:

2.6 Satz. Seia = (ag,a1,...) eine Folge reeller Zahlen.

(a) (Hamburger 1921) Genau dann ist a eine Momentenfolge auf K = R,
wenn die Matriz

ag aip a2
ap a2 as
A=la a3 a
psd ist.
(b) (Stieltjes 1894) Genau dann ist a eine Momentenfolge auf K =R, , wenn
A und
ap a2 as
Gz a3 G4
B =

asz a4 Gas

beide psd sind.

(Eine unendliche reelle symmetrische Matrix C' = (c¢;5)i,j>0 heit dabei psd,
i.Z. C > 0, wenn alle endlichen symmetrischen Teilmatrizen psd sind.)

2.7 Bemerkung. Sei L € R[z]', sei a; = L(z%) (i > 0). Fiir jedes Polynom
P = isobiz’ ist dann

L(p?) = L(Z bib; xiﬂ) = 3 bibjais; = bAD,
4,7

.3
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wobei b den Spaltenvektor der Koeffizienten von p bezeichnet. Satz 2.6(a) sagt also:
L € M(R) & L(p?) > 0 fiir alle p € R[z]. Analog ist L(zp?) = b'Bb, also sagt
2.6(b): L € M(R,) < L(p?) > 0 und L(xp?) > 0 fiir alle p € Rx].

2.8 Theorem. (Haviland, 1935/36) Sei K C R™ eine beliebige abgeschlossene
Teilmenge, sei
= {f €R[x]: flx > 0}.
Dann gilt M(K) = P(K)*, d.h. L € R[x]’ ist genau dann ein K -Momentenfunktional,
wenn L(f) >0 fiir alle f € P(K) ist.

BEWEIS Ist L € M(K) und g ein Maf auf K mit L = L, dann ist L(f) =
f i) wu(dz) > 0 fiir alle f € P(K). Die Umkehrung zeigen wir nur im Fall, wo K
kompakt 1st Dann ist C(K,R), versehen mit der sup-Norm || ||k, ein Banachraum.
Sei I = {f € R[x]: f|x = 0} das Verschwindungsideal von K in R[x]. Nach Stone-
Weierstraf ist R[x]/I C C(K,R) ein dichter Teilring. Sei L € R[x]" mit L|p(x) > 0.
Dann ist I C ker(L), also wird eine Linearform L: R[x]/I — R induziert.

Fir p € R[x] und ¢ = ||p||x sind ¢ £ p € P(K), also ist L(c £ p) > 0. Somit
gilt |L(p)| < ||p||x - L(1) fiir alle p € R[x]. Die Linearform L setzt sich deshalb
(eindeutig) zu einer stetigen Linearform L: C(K,R) — R fort: Ist f € C(K,R),
und ist (f;);>1 eine Folge in R[x] mit ||f — fi||x — 0, so ist die Folge (L(f;));>1 in
R eine Cauchyfolge wegen

\L(fi) = L(f)| < Ifi = fillxe - L(D),

und wir kénnen [~/( f) :=1lim; o L(f;) definieren. Die Linearform L ist wohldefiniert
und stetig und erfiillt L(f) > 0 fiir f > 0. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz
gibt es genau ein Borelmaf p auf X mit L(f) = [ f(z) p(dz) fir alle f € C(X,R).

]

Das Argument hat gezeigt, da8 fiir kompaktes K jedes L € M(K) durch ein
eindeutig bestimmtes Borelmafl auf K dargestellt wird. Fiir nichtkompaktes K ist
die Eindeutigkeitsfrage dagegen subtil.

2.10 Bemerkung. Die Siatze von Hamburger und Stieltjes folgen sofort aus
dem Satz von Haviland. Denn fiir K = R ist P(K) = XR[z]?, fir K = R, ist
P(K) = LR[z]? + 2XR[x]? = PO(z) (siehe z.B. Satz IV.2.16).

2.11 Definition. Sei K C R"™ abgeschlossen, sei F' C R[x| eine Teilmenge,
und sei M = QM(F) der von M erzeugte quadratische Modul. Wir sagen, dafl
das K-Momentenproblem durch F' gelést wird, wenn M(K) = M* ist. Gibt es eine
endliche Menge F' mit dieser Eigenschaft, so heifit das K-Momentenproblem endlich
losbar.

2.12 Bemerkung. Daff das K-Momentenproblem durch F C R[x] gelost wird
bedeutet: M(K) besteht genau aus allen L € R[x]’ mit L(fp?) > 0 fiir alle f €
F U {1} und p € R[x]. Ahnlich wie in 2.6 it sich das dadurch ausdriicken, daB
gewisse unendliche symmetrische Matrizen psd sind:

Zu f = byx” € R[x] und L € R[x|" bilde die unendliche symmetrische

Matrix
Al = (S02e)
Fir p=>"_ aq,z® in R[x] ist dann
L(fp?) = Z bragag L) = a' - Ap(f)-a

o, By
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(mit a = (a,) Spaltenvektor). Deshalb gilt Ar(f) = 0 < L(fp?) > 0 fiir alle
p € R[x]. Wird also das K-Momentenproblem durch fi,..., f, gelost, so folgt

M(K) = {L c R[X]IZ AL(l) >0, AL(fl) =0, ..., AL(fr) = 0}

2.13 Satz. Sei K C R™ abgeschlossen, und sei M C R[x| ein konvezer Kegel.

(a) P(K) ist abgeschlossen in R[x].
(b) Genau dann ist M(K) = M*, wenn M = P(K) ist.

BEWEIS. Fiir £ € R" sei L¢ € R[x|" die Auswertungsabbildung in £&. Dann ist
PK) = Neex Lgl(R+), also abgeschlossen. Wegen M(K) = P(K)* (2.8) folgt aus
M(K) = M* also P(K) = M(K)* = M** = M (siehe 1.8). Aus P(K) = M folgt
umgekehrt P(K)* = M*. O

Genau dann wird also das K-Momentenproblem durch f,..., f, gelost, wenn
QM(f1,..., fr) eine dichte Teilmenge von P(K) ist.

2.14 Korollar. Ist M C R[x| ein konvezer Kegel mit M(K) = M*, so ist
SM)={{eR":VfeM f(>0} =K.

BEWEIS. Sei K; := S(M). Nach 2.13 ist M C P(K), also K =
S(M) = K;. Umgekehrt ist M C P(Kj), also auch M = P(K) C P(K;), also
K, C K. 0

2.15 Korollar. Das K-Momentenproblem kann nur dann endlich losbar sein,
wenn K basisch abgeschlossen semialgebraisch ist. O

Eine grofie Klasse von endlich 16sbaren Momentenproblemen erhalten wir aus
dem archimedischen Positivstellensatz:

2.16 Theorem. Scien hi,...,h, € R[x|. Ist der quadratische Modul M =
QM (hi,..., h,) archimedisch, so lésen hq, ..., h, das Momentenproblem fir K =
S(hi,..., hy).

BEWEIS. Esist M C P(K). Ist umgekehrt f € P(K), so gilt f+e € M fiir alle
e > 0. Also folgt f € M. Somit ist M = P(K), also fertig nach 2.13. O

Insbesondere gibt Schmiidgens Theorem:

2.17 Korollar. Fiir jede basisch abgeschlossene kompakte Menge K C R™ ist
das K-Momentenproblem endlich l0sbar. U

FEin weiteres Beispiel von gelosten Momentenproblemen:

2.18 Korollar. Fiir jede abgeschlossene semialgebraische Menge K C R ist
das K-Momentenproblem endlich losbar.

BEWEIS. Die saturierte Praordnung P(K) ist endlich erzeugt (Satz IV.2.16).
O

2.19 Lemma. Sei u ein Maf auf R™, dessen Momente existieren. Sei I C R[x]
ein Ideal mit I C ker(L,). Dann ist supp(u) C Z(I).

(Z(I) := Nullstellenmenge von I in R™)
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BEWEIS. Die Behauptung sagt u(R™ ~ Z(I)) = 0. Sei I = (hq,...,hnm), sei
h = h?+ .-+ h%. Dann ist h > 0 auf R, und Z(h) = Z(I). Mit Uy, := {€ €
R™: h(€) > £} (k> 1) ist R® \ Z(I) = Uys Uk Es geniigt also, u(Uy) = 0 fiir
alle k zu zeigen. Das gilt wegen L, (h) = 0 und

ﬂ(Uk):/ 1du§k/ hdugk/ hdp = kL,(h) = 0.
U Uk n
O

2.20 Satz. Sei L € R[x) mit L(f?) > 0 fiir alle f € R[x]. Sei I das gréfste
Ideal von R[x] mit I C ker(L). Dann gilt:

() I ={f €Rlx: L() = 0},

(b) I= VI,

(c) fiir jedes Maf$ pn mit L = L,, ist Z(I) der Zariskiabschlufl von supp(u) in
R™.

BEWEIS. (a) Sei J = {f € R[x]: L(f?) = 0}. Es gilt I C J, denn aus f € I
folgt f2 € I C ker(L) wegen I Ideal, also L(f?) = 0. Sei f € J und g € R[x|.
Fiir alle t € Rist 0 < L((tf + ¢)%) = 2t L(fg) + L(g*), woraus L(fg) = 0 folgt.
Insbesondere ist L(f) = 0, also gilt J C ker(L). Weiter L((fg)?) = L(f - f¢*) =0
fiir jedes g € R[x], also fg € J. Ist auch g € J, so ist L((f + ¢)?) = 2L(fg) = 0,
also f 4+ g € J. Somit ist J ein Ideal, also gilt J C I.

(b) Es ist auch J = V/J. Denn aus einer Identitiit f2” + a3 +---+a2 € J (mit
fya; € R[x] und m > 1) folgt L(f*") = 0, und daraus induktiv L(f2) = 0, also
fed.

(¢) Fiir den ZariskiabschluB Z’ von supp(p) in R™ gilt Z' C Z(I) nach 2.19. Ist
I' das Verschwindungsideal von Z’ in R[x], so ist [ f du = 0 fiir alle f € I', also
I’ C ker(L). Nach Definition von I folgt I' C I, und somit Z(I) C Z(I')=2Z'. O

2.21 Satz. Sei K C R"™ abgeschlossen. Fir den konvexen Kegel M C R[x]
gelte M* = M(K). Sei I C R[x] ein Ideal. Dann ist (M + I)* = M(K N Z(I)).

BEWEIS. Nach Voraussetzung gilt M = P(K) (Satz 2.13(b)), also insbesondere
M C P(K). Fir Z := Z(I) folgt M +1 C P(K N Z), also folgt M(K N Z) =
P(KNZ)" C(M+I)*. Umgekehrt sei L € (M + I)*. Wegen L € M* = M(K)
ist L = L, fiir ein Mafl p auf K. Es ist I C ker(L,), also folgt supp(u) C Z aus
Lemma 2.19, und daher supp(p) C K N Z, also L € M(K N Z). O

2.22 Korollar. Sei K CR™ eine abgeschlossene Menge, und sei Z C R™ eine
Zariski-abgeschlossene Menge. Ist das K-Momentenproblem endlich losbar, so ist
auch das (K N Z)-Momentenproblem endlich lisbar. O

Bewers. Wird das K-Momentenproblem durch hq, ..., h, gelost, und ist Z =
Z(g15---,9s), so wird das (K N Z)-Momentenproblem nach Satz 2.21 gelést durch
hl,...,hr,igl,...,igs. U

3. Stabilitat

3.1 Sei ¥ := XR[x]? der sos-Kegel in R[x]. Fiir d > 0 sei R[x|; = {f € R[x]:
deg(f) < d} (deg := Totalgrad). Fiir hq,...,h, € R[x] und hg := 1 sei

Salha, ... hy) = {Zsh s; €5, deg(sihi) gd(i:O,...,r)}.
=0
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Sei M = QM (hy,...,h) C R[] und My = M N R[x]q4, setze hy := 1. Dann ist

Ya(h1, ..., h) C My eine Inklusion von konvexen Kegeln in R[x]4, und es ist
M= My = | Zalha,... ).
d>0 d>0

Beides sind aufsteigende Vereinigungen. Die Inklusionen ¥4(hq, ..., h,) C My sind
i.a. strikt. (Beispiel M = QM (h) C R[z] mit h = 1 — 22, dann 1 + 2 € My, aber
1+x¢X(h).)

3.2 Lemma. Fird >0 und hy,..., h. € R[x] ist X4(hq,..., k) ein semialge-
braischer konvezer Kegel in R[x],.

Bewels. Konvexer Kegel ist klar. Kann annehmen deg(h;) < d fiir alle i.
Fiir i = 0,...,7 sei ¢; := |4(d — deg(h;))], und sei m; = dimR[x],. Dann ist
Ya(h1,...,h,) die Bildmenge der Abbildung

- T omy
o0 DRE)™ = Rl (pi) osisr = DD phe
=0 - i=0 j=1

Denn ist s; € ¥ mit deg(s;h;) < d, so ist s; eine Summe von m; Quadraten von
Polynomen vom Grad < e; (siehe IV.1.20 fiir die Anzahlaussage). Es ist ¢ eine
polynomiale Abbildung zwischen R-Vektorrdumen von endlicher Dimension, also
ist im(¢) eine semialgebraische Menge nach Tarski. O

3.3 Definition. Sei M = QM (hq,...,h,) ein endlich erzeugter quadratischer
Modul, sei hg = 1. Man nennt M stabil, wenn es eine Abbildung ¢: N — N gibt,
so daBB My C Y,(q)(h1,...,h,) fir alle d > 0 gilt. Solches ¢ heifit eine Stabi-
lititsschranke fiir M (beziiglich dem Erzeugendensystem hy, ..., h,).

Die Stabibilitéat hdngt nur von M ab, nicht vom gewihlten Erzeugendensystem.
Das folgt aus dem néchsten Lemma:

3.5 Lemma. Seien hy,..., h, € R[x|, sei M = QM (hy,...,h,), seig € M.
Genau dann gibt es fir M eine Stabilitdtsschranke beziiglich hy, ..., h., wenn es
eine solche beziiglich hy, ..., h., g gibt.

BEWEIS. “=" ist klar. Umgekehrt sei ¢: N — N eine Abbildung derart, daf3
es fiir alle d € N und alle p € My eine Darstellung
p = so+sthi+-+s.h. +1g

mit Sg,...,8r, t € X und deg(s;h;) < p(d) (i = 0,...,7), deg(tg) < p(d) gibt.
Wegen g € M gibt es eine Gleichung

9 =q+qah+-+ah
mit qo, ..., q € X. Sei e = max{deg(g;h;): i =0,...,7r}. Dann ist
p = (So+tqo) + (s1 +tq1)h1 + - + (sr + tgr) by
mit s; + tg; € ¥, und dabei gilt
deg((si + tqi)hi) < o(d) + e —deg(g)
fiir alle i. Also ist ¥(d) = ¢(d) + e — deg(g) eine Stabilitétsschranke beziiglich
hi,... ho. 0

3.6 Beispiele.
1. M = ¥ C R[] ist stabil mit Stabilitdtsschranke ¢(d) = d.
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2. M =X +3(1 —2% C Rlx] (n = 1) ist stabil, mit Stabilitétsschranke
o(d) = d+ 1 (Aufgabe 47).

3. M =¥+ 3h C R[z] mit h = (1 — 22)? ist nicht stabil. Fiir alle ¢ > 0 ist
14+e—2? € M. Man kann zeigen: Es gibt eine Konstante C' > 0 so, da$} in jeder
Identitat

l+e—2® = s+t(1—2%)3
mit s, t € ¥ gilt
deg(s) > ¢
eg(s —.
RV

4. Das Konzept der Stabilitét verallgemeinert sich vom Polynomring auf beliebi-
ge endlich erzeugte R-Algebren A. Ein quadratischer Modul M = X4+Xh 4+ - -+Xh,
in A heif3t stabil, wenn es zu jedem endlich-dimensionalen Unterraum U von A einen
endlich-dimensionalen Unterraum W von A gibt mit

MNU C (EW?) + (EW)hy + -+ (EW)h,

(mit XW?2 = Menge der Summen von Quadraten von Elementen aus W). Fiir
A = RJx] ist dies zur obigen Definition dquivalent. Die Unabhéingigkeit von der
Wabhl der Erzeugendensystems (Lemma 3.5) zeigt man analog. Mit dieser Definition
gilt:

3.7 Lemma. Ist M C A ein endlich erzeugter quadratischer Modul, und ist
I C supp(M) ein Ideal, so ist M genau dann stabil in A, wenn M/I stabil in A/I
1.5t.

BEWEIS. “=" ist klar. Fiir “<” sei I = (¢1,...,9s). Wihle ein Erzeugen-
densystem h = (hi,...,h,) von M so, daBl die £g; unter den h; sind. Fiir jeden
Unterraum V C A sei

Sa(V) == (BV?) + (BV)hi + - + (V).

Sei U C A ein Unterraum mit dim(U) < oco. Wegen M/I stabil gibt es einen
Unterraum W C A mit dim(W) < oo und mit

MNU C ,(W)+1.

Sei L C A ein Unterraum mit U 4+ £ (W) C L und mit dim(L) < co. Dann gilt
MNUCINL)+X,(W). Sei V C A ein Unterraum mit 1 € V, dim(V) < oo und
mit INLC g1V +--- 4 gsV. Wegen

(1+v>2 (1—0)2
V= i\ —5— —Gi\ —5—
g g D) g 5

und wegen {£g1,...,%+gs} C {h1,...,h.} folgt INL C Xp(V). Also ist M NU C
Sh(V) + S (W) C S (V + W). 0

3.8 Bemerkung. Eine zur Stabilitdt analoge Eigenschaft kann man auch fiir
Ideale (etwa im Polynomring) untersuchen. Fiir Ideale ist diese Eigenschaft immer
erfilllt: Ist I = (hq,...,h,) C k[x] ein Ideal, so gibt es zu jedem d > 0 ein e > 0 mit

INk[xlag C k[x|ehs + - + k[x]e by

Denn analog zu Lemma 3.5 hingt die Eigenschaft nicht ab vom fixierten Erzeu-
gersystem von I. Wir kénnen deshalb eine Groébnerbasis von I wéhlen, und tun
dies beziiglich einer deg-vertriglichen Monomordnung (also z® < 2? = |a| < |B).
Gemif Division mit Rest gibt es dann fiir jedes f € I Polynome ¢1,...,9, € k[x]
mit f = Y., g;h; und mit LM (g;h;) = LM(f) fiir alle 7. Insbesondere ist also
deg(g;h;) < deg(f) fiir alle 1.
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3.9 Satz. Sei M C R[x| ein endlich erzeugter quadratischer Modul. Die s.a.
Menge K = S(M) enthalte einen nichtleeren offenen Kegel im R™. Dann ist M
stabil (mit Stabilititsschranke p(d) = d).

BEWEIS. Aufgabe 46. O
3.10 Lemma. Sei A ein Ring, sei I C A ein Ideal. Dann ist 1+ VT C I+XA2.

BEWEIS. Zeige zunéchst induktiv: Fiir jedes a € A und jedes n > 1 ist

4a?

n-—a+ 92n+1

€ nA% (%)

Fiir n = 1 ist das die Identitidt 1 — a + % = (1 - %)%. Wegen

402" 402" 242" \2
ergibt sich der allgemeine Fall. Sei jetzt @ € V1. Nach dem abstrakten reellen
Nullstellensatz ist —a?™ € I + X A? fiir ein m € N. Wiihle eine 2-Potenz n = 2 mit

2" > 2m. Dann gilt also —a?" € I + X A2%. Anwendung von () auf na statt a zeigt
n(l —a) € I + L A% Daraus folgt 1 —a € I + X A2, O

3.11 Korollar. Fiir jeden quadratischen Modul M C R[x] und jedes 0 < ¢ € R
gilt € + /supp(M) C M. Insbesondere ist M + \/supp(M) C M* C M.

BEWEIS. Erste Aussage sofort aus Lemma 3.10, angewandt auf das Ideal I =
supp(M)). Fiir f € M + /supp(M) und alle n € N ist also %Jr f € M. Daraus
folgt f € M* (Folgenabschlu8 von M). O

3.12 Korollar. Fiir jede endlich erzeugte Priordnung T C R[x] ist supp(T') =
supp(T).

BEWEIS. Sei K = S(T). Es ist Sat(T") = P(K) abgeschlossen in R[x] (2.13(a)),
also gilt T' C Sat(T), und wegen supp(Sat(T)) = +/supp(T) (V1.1.13) folgt supp(T) C
v/supp(T). Die umgekehrte Inklusion gilt nach Korollar 3.10. (]

3.13 Lemma. Sei M ein quadratischer Modul in einem Ring A, sei I :=
supp(M). Dann ist das Ideal /I M-konvez, d.h. es ist supp(M + 1) = /1.

BEWEIS. Nach IV.4.1 ist jeder minimale Primteiler p von I ein M-konvexes
Ideal. Als Durchschnitt von M-konvexen Idealen ist also auch /I M-konvex. [

Der folgende Satz bestimmt den Abschluf} eines stabilen quadratischen Moduls.
Ebenso wichtig ist die Tatsache, dafl dieser Abschluf} selbst wieder stabil ist:

3.14 Theorem. Sei M ein stabiler endlich erzeugter quadratischer Modul in
R[x]. Dann ist M = M + +/supp(M), und der quadratische Modul M st selbst
endlich erzeugt und stabil.

BEWEIS. Setze A := R]x], schreibe ¥ = £ A% und A4,, := R[x],, fiir alle m > 0.
Sei M = Xhg + -+ + Xh,., sei I := /supp(M). Wir fixieren d > 0 und zeigen, dafl
My = M N Ay abgeschlossen (in A4) ist. Nach Voraussetzung gibt es ein e > 0, so
daB jedes Element in My von der Form Y . s;h; mit s; € ¥ und deg(s;h;) < e
ist. Sei e; = |3(e — deg(h;))| (0.E. sei e > max; deg(h;)), und sei m; = deg(A.,)
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(i=0,...,r). Betrachte die Abbildung

- room;
@: G%Agfi — A, p = (pij) logsjié:i — z; z;p?j hi.
= =0 3=

Die Abbildung ¢ ist homogen vom Grad 2, und es gilt My = Az Nim(¢).

(1) im(¢) + I ist abgeschlossen in A.

Setze J; ;== {f € A: fh; € I} (i=0,...,r). Dies ist ein Ideal von A, und wegen
VI = I ist \/J; = J;. Die Abbildung ¢ induziert eine Abbildung

b P(Ac, /A, N T)™ — AL
i=0
Sei p = (p;;) ein Tupel in der linken Menge mit ¢(p) = 0, also mit Z” p?jhi el.
Nach Lemma 3.13 ist das Ideal I M-konvex. Deshalb folgt p?jhi € I fiir alle 4, 7,
also p;; € J;. Also ist 571(0) = {0}. Nach Lemma IV.2.6 ist deshalb die Bildmenge

im(¢) abgeschlossen in A./I. = (Ac + I)/I. Somit ist im(¢) + I abgeschlossen in
A + 1, also auch in A.

(2) (M +1)q Cim(¢) + 1.

Seien ¢ € M und h € I, und fiir f = g+ h gelte deg(f) < d. Nach Korollar
311 ist h+¢e € M fiir alle € > 0. Also ist f + ¢ € My fiir alle € > 0, und somit ist
f e My. Aus My C im(¢) C im(¢) und (1) folgt M4 C im(¢)+ I, womit (2) gezeigt
ist.

(8) Der quadratische Modul M + I ist stabil.

Nach (2) ist (M +1)4 C im(¢)+I. Diese Aussage fiir alle d sagt, dal (M +1)/I
stabil in A/ ist. Nach Lemma 3.7 ist also auch M + I stabil in A.

(4) M + I ist der Abschlufl von M.

Nach (2) ist (M + I)q C (im(¢) + I)4. Die umgekehrte Inklusion gilt ohnehin,
also gilt Gleichheit. Die rechte Menge ist abgeschlossen nach (1), also ist (M + I)q4
abgeschlossen. Dies fiir alle d zeigt, dal M + I abgeschlossen ist. Andererseits ist
M + I C M nach Korollar 3.11, woraus (4) folgt. d

3.15 Korollar. Sei M ein stabiler endlich erzeugter quadratischer Modul. Ge-
nau dann ist M abgeschlossen, wenn supp(M) ein Radikalideal ist.

BEWEIS. Wegen M stabil ist M = M + supp(M) (3.14). Daraus sofort die
Behauptung. U

Anwendung:

3.16 Korollar. Ist M ein endlich erzeugter quadratischer Modul in R[x], und
enthdlt S(M) einen nichtleeren offenen Kegel, so ist M abgeschlossen (und stabil).

BEWEIS. Nach Satz 3.9 ist M stabil. Da S(M) Zariski-dicht in A™ ist, ist
supp(M) = (0). Also ist M abgeschlossen nach Korollar 3.15. O

3.16 verallgemeinert die Abgeschlossenheit des sos-Kegels in R[x] (Satz IV.2.5).
Das Resultat lé8t sich auch vom affinen Raum A™ auf viele andere affine R-Varie-
taten verallgemeinern. Andererseits erhalten wir jetzt viele Beispiele von nicht sta-
bilen quadratischen Moduln:
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3.17 Korollar. Sei M C R[x] ein endlich erzeugter und archimedischer qua-
dratischer Modul. Fir die Menge K = S(M) CR™ gelte dim(K) > 3. Dann ist M
nicht stabil.

BEWwEIS. Nach dem archimedischen Positivstellensatz enthdlt M alle auf K
strikt positiven Polynome. Daher ist M saturiert, d.h. M = P(K). Wire M stabil,
so wére P(K) endlich erzeugt nach 3.14. Das ist aber nicht der Fall, siche Theorem
VI.1.7. 0

Die Aussage von Korollar 3.17 bleibt auch fiir dim(K) = 2 noch richtig (Beweis
schwierig). Im speziellen Fall K C R? gibt es einen einfacheren Beweis:

3.18 Theorem. Sein > 2, seien hy,...,h, € R[x] = Rlz1,...,2,], sei K =
S(hi,...,hy) CR™ und M = QM (hy,...,h,). Ist M stabil, und hat K nichtleeres
Inneres in R™, dann gibt es ein auf R™ strikt positives Polynom, das nicht in M
liegt. Insbesondere losen hy, ..., h, nicht das K-Momentenproblem.

Benutze folgenden offensichtlichen

3.19 Hilfssatz. Sei d € N, sei N = dimR[x]s. Dann gibt es N Punkte
&,...,&n € R™ derart, daf$ die lineare Abbildung

R[X]d - RN’ f — (f(fl)vaf(fN))
bijektiv ist.

BEWEIS VON THEOREM 3.18. Die letzte Aussage folgt aus der ersten. Denn
aus M stabil folgt wegen supp(M) = (0), dal M abgeschlossen ist (Theorem 3.14).
Aus 3.18 folgt, daB8 M nicht saturiert ist. Also ist M = M # P(K).

Fiir den Beweis der ersten Aussage fixiere f € R[z] mit f > 0 auf R™ derart, dafl
f nicht sos ist (zB f = g+ 1 mit g das (inhomogene) Motzkinpolynom). Nach einer
Translation erreiche h;(0) > 0 fiiri = 1,...,7. Fiir 0 < ¢ € Rsei fe(z) := f(cx). Wir
zeigen genauer: Fir hinreichend grofies ¢ > 0 ist f. ¢ M. Angenommen némlich, es
gebe eine Identitit

r N,
fol@) = Y hi(@) Y gl (2)? (9)
i=0 j=1

fiir beliebig grofie ¢ > 0 (mit hg = 1). Wegen M stabil gibt es dann solche Iden-

titdten auch mit deg(gf;)) < d fiir ein d > 0, und fiir alle 4, j und ¢, und mit

N. = N < o fiir alle c. Ersetze x durch Z und erhalte dann

EEWICI WA (o)
=0

j=1
Wegen h;(0) > 0 fiir alle ¢ gibt es reelle Zahlen p, o > 0 mit h;(u) > o > 0 fiir alle
u € R™ mit |u| < p. Fiir jeden Punkt v € R™ gibt es deshalb 0 < ¢y € R so, da8

(e) (Y
95 (5)] < =
ist. In der Tat, fiir ¢ > ¢ := % ist |%| < p, also

o = S (2 2 oS ()

also ist obiges Supremum héchstens gleich /f(v) /.

sup sup
c>co 1,7
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Wegen deg (gl(;)) < d fiir alle 7, j und c ist die Menge aller Polynome gz(;) ( %) im
Vektorraum R[x]; beschriankt, nach dem Hilfssatz. Deshalb gibt es eine Folge ¢, —
oo derart, daf fiir jedes Paar 4, j von Indices die Folge der Polynome gg”) (%) (v—
00) gegen ein Polynom g;;(z) € R[x]4 konvergiert (koeffizientenweise). Betrachtet
man Gleichung fiir ¢ := ¢, und geht zum Limes v — oo iiber, so folgt

T N
@) = S hi(0) S gis(@)?
i=0 =1

Das widerspricht der Tatsache, dafl f nicht sos ist. O

3.20 Korollar. Sein > 2. Ist M C R[x] ein endlich erzeugter archimedischer
quadratischer Modul, und hat K = S(M) nichtleeres Inneres in R™, so ist M nicht
stabil.

BEWEIS. Folgt sofort aus Theorem 3.18 und dem archimedischen Positivstel-
lensatz. O

3.21 Korollar. Sei K CR"™ (n > 2) eine abgeschlossene Menge, welche einen
nichtleeren offenen Kegel in R™ enthdlt, so ist das K-Momentenproblem nicht end-
lich losbar.

Bewels. Sei K = S(hy,...,h,) eine beliebige endliche Beschreibung von K,
sei M = QM (hq,...,h,). Nach Satz 3.9 ist M stabil. Nach Theorem 3.18 ist also
M = M # P(K). O

4. Beschreibung konvexer Mengen durch Lasserre-Relaxierung

4.1 Sei Symy,(R) der Vektorraum der symmetrischen reellen d x d-Matrizen,
sei Sym}(R) = {4 € Symy(R): A = 0}, Kegel der psd Matrizen. Bekanntlich ist
A € Sym,(R) genau dann psd, wenn fiir det(t] — A) = t¢ — s;t9=1 ... 4 (=1)s,
gilt s, >0 (i =1,...,d). Also ist Sym(R) ein basisch abgeschlossener semialge-
braischer konvexer Kegel in Sym,(R).

4.2 Definition. Sei V ein R-Vektorraum, dim(V) < co. Ein Spektraeder in V
ist eine Menge der Form
S={xeV:A+L(z) = 0}
inV, wobeid>1, L: V — Sym,(R) eine lineare Abbildung und A € Sym,(R) ist.

4.3 Beispiele.
1. Ein Spektraeder in V = R" ist also eine Menge der Form
S = {xeR": M(z) = 0}
mit d € N, My, ..., M, € Sym,(R) und M (z) := Mo+z1 M1+ -+z,M,. Schreibe
kurz S = sp(M(z)). Eine Ungleichung der Form M (z) = 0 mit M (z) wie eben heifit
lineare Matrizungleichung (LMI).

Sind M;,..., M, € Symg,(R) linear unabhingig, so ist sp(M(x)) ein affin-
linearer Schnitt von Sym7 (R). Sind sie linear abhéingig, so ist sp(M) = S x R™ mit
m > 1 und einem solchen Schnitt S.

2. Jedes Polyeder ist ein Spektraeder. Denn ist S = {z € R": (z,u;) > a;
(i=1,...,m)} mit u; eR", a; ER (i =1,...,m), so ist S = sp(M(x)) fiir

M(x) = —diag(al,...,am)+2xj diag(u1,- - -, Umy)

j=1
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Jedes (Hyper-) Ellipsoid ist ein Spektraeder: Ist A € Sym,, (R) positiv definit und
S={reR": (x—u)A(r —u) <1} mit u € R", so ist S = S(M(x)) fiir

o= (4 )+ Ea 3) - (L )

. . . . 1 t
in Sym,,;;(R). Denn fiir v € R™ ist v’ Av < 1 dquivalent zu (v /;)1> > 0.

3. Spektraeder haben eine sehr restriktive Eigenschaft, sie sind starr konvex.
Vermutungsweise sind sie dadurch sogar charakterisiert. Kénnen wir hier nicht dis-
kutieren.

4.4 Satz.
(a) Jedes Spektraeder ist konvex, basisch abgeschlossen, semialgebraisch.
(b) Translationen und lineare Urbilder von Spektraedern sind Spektraeder.

)

)
(¢) Endliche Durchschnitte von Spektraedern sind Spektraeder.
(d) Ist S CR™ ein Spektraeder und u € int(S), so gibt es eine LMI M (x) mit
S={zeR": M(x) > 0} und mit M(u) =1I.

Die Beweise von (a)-(c) sind klar, (d) ist eine Ubungsaufgabe (lineare Algebra).

4.5 Definition. Sei V' ein R-Vektorraum, dim(V) < co. Eine Menge K C V
heift sdp-Menge (oder projiziertes Spektraeder, oder spektraler Schatten) in V, wenn
K = f(9) ist fiir eine lineare Abbildung f: W — V (mit dim(W) < oo) und ein
Spektraeder S C W.

4.6 Bemerkungen.

1. Jede sdp-Menge ist konvex und semialgebraisch. Lineare Urbilder und Bilder
von sdp-Mengen sind wieder sdp-Mengen, ebenso endliche Durchschnitte.

2. sdp-Mengen sind im allgemeinen nicht abgeschlossen, Beispiel

{xeR: JyeR (”13 ;) > 0} = 10, 00

3. Optimierung von linearen Funktionalen iiber sdp-Mengen ist praktisch ge-
nauso einfach wie iiber Spektraeder. Daher besteht ein grofles Interesse daran zu
verstehen, welche konvexen Mengen eine Darstellung als projiziertes Spektraeder
erlauben, und wie man solche erhalten kann. Die Helton-Nie Vermutung besagt,
daf} jede konvexe semialgebraische Menge eine sdp-Menge ist.

Wir diskutieren ein Verfahren von Lasserre. Ist K C R" eine basisch abgeschlos-
sene semialgebraische Menge, so wird eine absteigende Folge K (1) D K(2) 2 --- 2
K von sdp-Mengen K (d) konstruiert. In giinstigen Féllen ist (), K (d) = conv(K),
in noch giinstigeren ist sogar conv(K) = K(d) fir ein d > 1. Die Konstrukti-
on benutzt Quadratsummen und héngt eng mit den Konzepten Saturiertheit und
Stabilitéit zusammen.

4.7 Seien hy,...,h, € R[x], sei K = S(hy,...,h,) CR", und sei
M = Sho+-- +3h,
(mit hg = 1 und ¥ = XR[x]?), sowie I = supp(M). Wir fixieren ein d € N mit
d > deg(h;) fiir alle 4, und setzen

e = {%(d—deg(hi))J (i=0,...,7).
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Sei U = R[x]q und W; = R[x], fir ¢ = 0,...,r, und sei U’ bzw. W/ der linea-
re Dualraum von U bzw. W;. Wir schreiben weiter My = M N R[x]q, My(d) =
{>i_osihi: s; € B, deg(s;h;) < d fiir alle i} und M(d) := Moy(d) + I5. Weiter sei
M(d ) ={pel" Vf € M(d) u(f) > 0}, der zum Kegel M(d) duale Kegel in U’.

4.8 Lemma. M (d)* ist ein Spektraeder in U’.

BEWEIS. Esist M(d)* = Mo(d)* NIz . Seii € {0,...,r}. Bezeichne den Raum
der symmetrischen Bilinearformen auf W; mit S?W/. Nach Wahl einer Basis von
W; identifiziert sich S?2W/ mit Symy (R), dem Raum der symmetrischen Matrizen
mit N = dim(W;). Fiir jedes p € U’ habe die symmetrische Bilinearform

Bi(p): Wi x Wi =R, (p,q) = p(pghs)
auf W;. Die Abbildung B;: U’ — S?W/, p+ B;(u) ist linear. Nach Definition ist

Mo(d ﬂ{ueU' Vp e W; u(p®hi) ﬂ{ueU’ Bi(p) = 0}.
1=0 =0
Also ist My(d)*, und damit auch M (d)*, ein Spektraeder in U’. O

4.9 Sei L = R[]y, sei L' der Dualraum von L, und sei p: U’ — L’ die Re-
striktionsabbildung zwischen den Dualrdumen. Wir betrachten die affin-linearen
Teilrdume Uy = {p € U': p(1) =1} von U’ und Ly ={A € L’: A\(1) = 1} von L'.
Dann gilt p(U]) € L. Fiir jedes £ € R™ sei A\¢ € R[x]" die Auswertungsabbildung
in £. Via

R" 5 L), &0 X,
(ein affin-linearer Isomorphismus) identifizieren wir L} mit R™. Mittels dieser Iden-
tifikation fassen wir K C R™ auch als Teilmenge von L) auf. (Die Umkehrabbildung
Ly = R ist A= (A1), ..., A(zn)).)
Mit M (d)* ist auch M (d)* N U] ein Spektraeder in U] C U’. Folglich ist
K(d) = p(M(d)"nU}) = Ly Np(M(d)")

ein projiziertes Spektraeder in L} = R™. Es ist also K (d) die Menge aller £ € R",
fiir die eine Linearform A € U’ mit A|pz(q) > 0 und mit A(f) = f(§) fiir alle f € L
existiert. Oder auch

K(d) = {(,u(xl), o plzn)): pe M(d)T C U, p(1) = 1}.
4.10 Lemma. K C K(d).

BEWEIS. Fiir { € K ist A¢|y € U’ eine Linearform, welche auf M (d) nichtne-
gativ ist (wegen M(d) C M C P(K)). O

Es ist also K(d) ein projiziertes Spektraeder in R™, welches die konvexe Hiille
von K enthélt. Dabei gilt:

4.11 Lemma. Fir dy < ds ist K(d2) C K(dy).

BEWEIS. Die Restriktionsabbildung (R(x]a,)" — (R[x]4,)" bildet M (d2)* nach
M(dy)* ab, wegen M (dy) € M (ds). O

4.12 Bemerkung. Das Spektraeder M(d)*, und damit auch die sdp-Menge
K(d) in R™, wird durch eine vollkommen explizite lineare Matrixungleichung be-
schrieben. Fiir eine einfachere Notation nehme an supp(M) = (0). Sei h € R[¥]
mit deg(h) < d, etwa h = 37 cgeg(n) hax®, und sei e = |3(d — deg(h))]. Sei
U = R[x]g und W = R[x].. Als Basis fiir U’ = R[x]/; nehmen wir die y, (Ja] < d),
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definiert durch p, (2%) = 845 (fiir ||, |8| < d). Fiir 4 € U’ betrachte wie oben die
symmetrische Bilinearform £, (u) € S2W”,

Bu(p): WxW =R, (p,q) v u(pgh).

Fiir |a] < d ist also

IBh(Ma)(mX7mn) = Ma(xx+nh) = Zho Ma($X+n+o) = hocfxfn-

Bezeichne die Matrix von S8 (1s) mit
Sa(h) = (ha,x,n)

Setze kurz So(h) := S(o,...,0) und S;(h) := S(o,....1,....,0) mit 1 an der i-ten Stelle
(fir i = 1,...,n). Das durch die lineare Abbildung £,: U’ — S?W’ definierte
Spektraeder in U’ ist damit gleich

{ 3 tapta: ua €R (o] <d), Y uaSa(h) = o}.

|| <d lo<d

[x]sInl<e

Die Projektion nach R™ = L} ist die Menge aller £ € R", fiir die reelle Zahlen
Ue € R (1 < |a] < d) existieren mit

1<|a|<d
Bezeichne die linke Matrix mit Sp, (€, u). Dann ist also

K(d) = {€€R": Ju, €R (1 <|a|] <d) mit Sy, (§,u) =0 (i=0,...,7)}.

Fiir d — oo erhiilt man eine absteigende Folge von sdp-Obermengen K (d) von
K in R™. Offensichtliche Fragen: Gibt es d > 1 mit conv(K) = K(d)? Oder ist
zumindest conv(K) = (1), K(d)?

4.13 Lemma. Sei K # &, sei d € N. Fir jedes lineare Polynom | € R[x] gilt:

>0 auf K(d) < 1€ M(d).

BEWEIS. “<”:Seil € M(d). Zu jedem ¢ € K (d) gibt es A € U’ mit A(f) = f(€)
fiir alle f € L, und mit A > 0 auf M(d), also auch auf M(d). Nimm f :=1 (liegt in
L N M (d) nach Voraussetzung), dann folgt insbesondere I(£) = A(I) > 0.

“=7: Sei I > 0 auf K(d). Wegen M(d) = M(d)** ist zu zeigen: Fiir jede
Linearform A € U’ mit A > 0 auf M (d) ist A() > 0. Sei solches A fixiert, es ist also
A1) > 0.

1. Fall: X(1) > 0. Nach Skalieren von A erreichen wir A(1) = 1. Sei dann
&= (Mx1)y.- s A(zn)) € R™, also A(f) = f(§) fiir alle f € L. Nach Definition von
K(d) ist € € K(d), also ist A(l) =1(£) > 0 nach Voraussetzung an I.

2. Fall: \(1) = 0. Fixiere einen Punkt £ € K und setze A\, := ¢t *(A+t\¢) € U’
fiir alle ¢ > 0. Dann ist Ay € U’ mit A\;(1) = 1, und es ist A\; > 0 auf W Sei
& € R™ der Punkt mit A\ (f) = f(&) fiir alle f € L;. Dann ist & € K(d), und wegen
I > 0auf K(d) ist somit A\¢(1) = 1(&) > 0, also auch A(I)+tl(§) > 0. Grenziibergang
t — 0 zeigt jetzt A(I) > 0. O

4.14 Zur Vereinfachung machen wir ab jetzt die Annahme, dafi (K # @ und)
I = supp(M) ein Radikalideal ist. Dann ist M (d) abgeschlossen (in R[x]4) fiir alle
d. In der Tat, das wurde in Schritt (1) im Beweis von Theorem 3.14 gezeigt.
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4.15 Korollar. K(d) ist die Menge aller £ € R™ mit f(§) > 0 fir alle f €
LN M(d).

BEWEIS. Da K(d) C R"™ konvex ist, ist
Kd) = () {¢er":1¢) >0}
lu(l(dgzo

nach dem (endlich-dimensionalen) Trennungssatz. Nach Lemma 4.13 (und Voraus-
setzung 4.14) lduft der Durchschnitt genau iiber alle I € L N M(d). O

4.16 Korollar. Genau dann ist K(d) = conv(K), wenn L N P(K) C M(d)
gilt.

BEWEIS. Beide Mengen K(d) bzw. conv(K) sind konvex in R™. Nach dem
Trennungssatz sind ihre Abschliisse genau dann gleich, wenn die jeweiligen Kegel
der auf diesen Mengen nichtnegativen linearen Polynome {ibereinstimmen. Diese
Kegel sind LN M (d) (Lemma 4.13, wegen M (d) abgeschlossen) bzw. LNP(K), und
die Inklusion M (d) C P(K) gilt ohnehin immer. O

4.17 Satz. Ist LNP(K)C LN M, so gilt

conv(K) = mm
d>0

Ist zusdtzlich K kompakt, so gilt auch conv(K) = ()50 K(d) (und conv(K) ist
kompakt).

BEWEIS. Die Inklusion “C” gilt ohnehin immer. Fiir die Gleichheit ist also zu
zeigen: Ist [ € LNP(K) und & € [, K(d), so ist [(§) > 0. Nach Voraussetzung
istl € LN M. Da LN M ein konvexer Kegel in L ist, gibt es ein g € L N M mit
l+tg € M fiir alle t > 0. (Tatséchlich kann man jedes g im relativen Inneren von
LNM nehmen, Ubung.) Zu jedem ¢ > 0 gibt es also ein d; € N mit [+tg € LNM (dy).
Wegen ¢ € K(d;) folgt also (I +tg)(§) = I(§) + tg(§) > 0. Durch Grenziibergang
t — 0 ergibt sich [(£) > 0.

Ist K kompakt, so ist auch conv(K) kompakt nach dem Lemma von Cara-
théodory, und der Zusatz folgt. O

Ist K in 4.17 kompakt, so wird conv(K) tatsichlich beliebig gut von den sdp-
Mengen K (d) approximiert:

4.18 Lemma. Ist K1 D Ky D --- D ﬂm K,, = K eine Folge abgeschlossener
konvexer Mengen in R™, und ist K # @ kompakt, so gibt es zu jedem € > 0 einen
Index m mit dist(K, K,,,) <e (dhVx € Kqg 3y € K mit |z —y| <¢e).

BEWEIS. Fir y € R” sei dx(y) = min{ly — z|: « € K}. Die Abbildung
dg: R™ — R ist stetig. Sei ¢ > 0 und U = {y € R": dx(y) < €} (eine offene
Umgebung von K), angenommen K, € U fir alle m. Fiir jedes m > 1 gibt es
also yn, € Ky mit di(ym) > . Wegen K, konvex gibt es auch y,, € K, mit
dg (ym) = €. Die Menge X := {y € R": dg(y) = €} ist kompakt, und X N K,,, # &
fir alle m. Also folgt X N[, K # @, d.h. X N K # @. Das ist ein Widerspruch.

O

Wir halten insbesondere fest:
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4.19 Korollar. Ist der quadratische Modul M archimedisch, so ist
conv(K) = ﬂ K(d).

d>1

BEWEIS. Firl € LNP(K) und e > 0ist [+ e € M, also ist I € LN M. Die
Aussage folgt also aus Satz 4.17. O

4.20 Korollar. Sei K kompakt. Gibt es ein d € N mit LN P(K) C M(d), so
ist conv(K) = K(d): Die Lasserre-Relazierung ist exakt.

BEWEIS. Nach 4.16 gilt K(d) = conv(K). Wegen K kompakt ist conv(K)
kompakt, also folgt K(d) C conv(K). Die umgekehrte Inklusion gilt sowieso. O

In diesem Fall haben wir also eine explizite Darstellung von K als projiziertes
Spektraeder gefunden. Beachte, dafl die Voraussetzung einerseits eine partielle Sa-
turiertheit von M bedeutet (saturiert in Grad eins), und andererseits eine partielle
Stabilitdt von M (stabil in Grad eins).

4.21 Beispiel. Betrachte f = 22 +y% — 1 € Rz, 9], das Ideal I = (f) und den
quadratischen Modul M =X + I =X 4 Xh — Xh in Rz, y]. Es ist also K = C(R)
die Einheitskreislinie, mit C' = V(f) C A?. Sei L = Rz, y;. Fiir d > 1 ist M(d) =
{s+fh:se€ X, heRx,y, deg(s), deg(fh) < d}. Esist LNP(K) C M(2). Das folgt
aus dem Satz von Fejér-Riesz, oder durch direktes Nachrechnen, z.B. 2(1—z) = (1—
x)2+y?— f. Nach Korollar 4.20 ist also K (2) = conv(K) (Einheitskreisscheibe). Wir
berechnen die zugehorige sdp-Darstellung. Verwende die Basis 1,z,y von L = W
bzw. 1,z,y, 2%, xy,y? von U = Rlx,yls. Es ist M(2)* N U] C U’ die Menge aller
po=p1 + Epg + Nty + apigz + bgy + cpyz mit p(f) =0, also ¢ = 1 — a, und mit
u(1?) > 0 fiir jedes [ € L, also mit

L&
& a b = 0. ()
n b l—a

Es ist also conv(K) die Menge aller (£,7) € R, fiir die a,b € R existieren mit (x).

4.22 Bisher sind wir von einem quadratischen Modul M C R[x| ausgegangen
und haben L = Rx]|; verwendet. Wir kénnen auch mit einer affinen R-Varietidt V/
und ihrem Koordinatenring A = R[V] arbeiten und einen beliebigen Unterraum
L (mit dim(L) < oo) nehmen. Zur Vereinfachung erklire dies nur im Fall, wo
M =Y A? ist. Ist 1,41, ...,y eine Basis von L, so wird also versucht, die konvexe
Hiille der Bildmenge von

P V(R) %Rrv 5'_> (y1(§)77yr(€))

darzustellen. Fixiere L wie eben, sowie Unterrdume W, U C A mit WW C U,
L CU und dim(U) < co. Sei 1,41, -, ¥Yr, 21,- - -, 2s €ine Basis von U. Habe wieder
die lineare Abbildung

B:U" = S*W', B(p)(wi,w2) = plwiws),
und fiir p € U’ gilt p € (SW?)* < B(u) = 0. Die zugehorige sdp-Menge ist also

Kw = {geRT: 3b1,...,bs € R mit 5(u1+25iuyi+2bjpzj) zo},
4 J

und diese Menge enthilt o(V(R)). Ist V(R) kompakt, und ist LN A, € SW?2, so
ist Ky = conv p(V(R)), analog wie 4.20.
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4.23 Beispiel. Sei C = V(2% +y> — 1) C A% sei Cy C A? die Kurve 2 +
y? = 22 (eine liegende Acht). Die Kurve Cj ist rational, man hat den surjektiven
Morphismus

CHCO? (l',y) = (l’,l’y)
Um conv Cy(R) € R? zu beschreiben, miissen wir eine Relaxierung zum Unterraum
L = span(1, z, zy) C R[C] durchfithren. W&hle W = span(1,z,y) und U = WIW =
span(1, x,y, 2%, xy) in R[C], dann ist L C U und

1 ¢ a
Kw = {(E,U)ERQ:Ela,bER £ b 9 tO}.
a n 1-0

Tatséchlich ist Ky = conv Cy(R), d.h. die Relaxierung ist bereits exakt. Diese
Menge ist nicht basisch abgeschlossen, also kein Spektraeder.

4.24 Beispiel. Fiir ein weiteres Beispiel betrachte die kuspische Kurve C mit
der Gleichung 2* + y? = x®. Wir haben den surjektiven Morphismus
1—y z(1- y))
2’ 4 ’
Um die konvexe Hiille von C7(R) zu beschreiben, miissen wir eine Relaxierung zum
Unterraum L = span(1, y, (1 — y)) C R[C] durchfiihren.
Mache Variablentransformation v = z, w = 1 — y, schreibe also R[C] =
R[u, w]/(u? + w? — 2w), dann ist L = span(1,w,uw), und die Abbildung C' — C4

ist (u,w) — (%, 4*). Fir W = span(1,u,w) und U = WW = span(1, u, w, u?, uw)

C=Cr @y o (

in R[C] ist wieder L C U, und analog zum vorigem Beispiel ergibt sich
1 a ¢
KW:{(§777)€R2136L,1)6R a b n EO}.
& n 26-0

Tatséchlich ist Ky grofer als convCi (R), Zeichnung. (Zum Beispiel ist (2,0) € Ky,
fir a = b = 0.) Um die Approximation zu verbessern, miissen wir W vergrofiern.
Nimm W = span(1, u, w,u?, uw) und U = WW = span(1,u, w, u?, vw, u?, u>w, u?,
udw). Fiir

o= p1+ apiy + Eptw + bty + Ntuw + s + A2y + epys + f lusw
ergibt sich 8(u) als

1 a 13 b n
a b n c d
E n 2-b d 2n—c
b ¢ d e f
n d 2n—c f 2d—e

Es ist also Ky die Menge aller (£, ), fir die a, . . ., f existieren, so daf obige Matrix
psd ist, und man kann zeigen conv C1(R) = Ky .
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