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Aufgabe 5

Zeige die formale Identität n!x =
∑n−1

i=0 (−1)n−1−i
(
n−1
i

)(
(x + i)n − in

)
für n ≥ 1.

(Anleitung: Für den Differenzoperator ∆f(x) = f(x + 1) − f(x) und für e ≥ 0
beweise man die Identität

∆ef(x) =

e∑
i=0

(−1)e−i

(
e

i

)
f(x + i)

und zeige: Ist f ein normiertes Polynom vom Grad n, so hat ∆ef(x) für 0 ≤ e ≤ n
den Grad n− e und den Leitkoeffizient e!

(
n
e

)
.)

Aufgabe 6

Entwickle Polynome 0 6= f ∈ R[x, y] nach Potenzen von y, d.h. schreibe f =∑
i≥0 fi(x) yi mit univariaten Polynomen fi ∈ R[x]. Sei n = degy(f) und m =

degx(fn), sei a ∈ R der Koeffizient von xmyn in f . Sei M ⊆ R[x, y] die Menge aller
Polynome f 6= 0 mit (−1)mna > 0, zusammen mit f = 0.

(a) M ist eine Semiordnung von R[x, y].
(b) M ist in keinem Positivkegel von R[x, y] enthalten.

Aufgabe 7

Sei n ∈ N, betrachte Variablentupel z = (z1, . . . , zn), w = (w1, . . . , wn). Auf dem
Polynomring C[z, w] betrachte den involutiven Automorphismus f 7→ f∗ mit z∗j =
wj und w∗

j = zj (j = 1, . . . , n) und mit c∗ = c (komplex Konjugierte) für c ∈ C.

(a) Der Fixring von ∗ ist der Polynomring A := R[x, y] mit x = (x1, . . . , xn),
y = (y1, . . . , yn) und xj = 1

2 (zj + wj), yj = 1
2i (zj − wj) (j = 1, . . . , n).

(b) Für f ∈ C[z, w] sei |f |2 := ff∗. Die endlichen Summen
∑r

j=1 |fj(z, w)|2,

mit r ∈ N und fj ∈ C[z, w], sind genau die Quadratsummen in A.
(c) Sei ΣhA

2 die Menge aller endlichen Summen
∑r

j=1 |fj(z)|2, mit r ∈ N und

fj ∈ C[z]. Zeige, daß ΣhA
2 ein erzeugender Semiring in A ist.

(d) Zeige ΣhA
2 6= ΣA2.

Aufgabe 8

In den Bezeichnungen aus Aufgabe 7 sei Σh := ΣhA
2, und sei I ein Ideal in A =

R[x, y]. Man zeige, daß der Semiring Σh + I von A genau dann archimedisch ist,
wenn I ein Element der Form

c + q +

n∑
j=1

|zj |2

mit c ∈ R und q ∈ Σh enthält.


