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Übungen zu Lineare Algebra II (SS 2017)

Blatt 12

Abgabe: Freitag, 21. Juli 2017 bis 10.00 Uhr in die Briefkästen auf F4. Bitte
verwenden Sie für jede Aufgabe ein eigenes Blatt, und schreiben Sie Ihren Namen
und Ihre Übungsgruppe auf jedes Blatt. Alle Behauptungen sind zu begründen!

Aufgabe 45

Sei A ein kommutativer Ring, sei M ein zyklischer A-Modul und ϕ : M → M eine
A-lineare Abbildung. Dann gibt es ein a ∈ A mit ϕ(x) = ax für alle x ∈M .

Aufgabe 46

Sei A ein Hauptidealring, sei p ∈ A irreduzibel. Für jeden A-Modul M sei M(p) =
{x ∈M : ∃ n ∈ N pnx = 0}. Zeige:

(a) M(p) ist ein Untermodul von M , und (M ⊕M ′)(p) =M(p)⊕M ′(p) für je
zwei A-Moduln M, M ′.

(b) Für 0 6= a ∈ A und M = A/〈a〉 ist M(p) ∼= A/〈pe〉 mit e = vp(a).

Hinweis: Betrachte in (b) zunächst den Fall e = 0.

Aufgabe 47

Sei (G,+) = 〈g〉 eine zyklische Gruppe mit |G| = n <∞. Zeige:

(a) Zu jedem Teiler d ≥ 1 von n gibt es genau eine Untergruppe der Ordnung
d von G, nämlich Ud :=

〈
n
d g
〉
.

(b) Für Teiler d, e von n gilt: Ud ⊆ Ue ⇔ d | e.
(c) Für k1, . . . , kr ∈ Z ist∣∣〈k1g, . . . , krg〉∣∣ =

n

ggT(k1, . . . , kr, n)
.

Aufgabe 48

Zeige:

(a) Jede endlich erzeugte Untergruppe der additiven Gruppe Q ist zyklisch.
(b) Jede endlich erzeugte Untergruppe der additiven Gruppe Q/Z ist endlich

und zyklisch.

Aufgabe N

(Freiwillige Zusatzaufgabe) Sei V ein K-Vektorraum mit dim(V ) < ∞, sei f ∈
End(V ). Der K[t]-Modul Vf sei isomorph zu

r⊕
i=1

K[t]/〈pi〉

mit Polynomen p1, . . . , pr ∈ K[t]. Zeige für λ ∈ K: Die Dimension des Eigenraums
Eig(f, λ) ist gleich der Anzahl der Indices i ∈ {1, . . . , r} mit pi(λ) = 0. (Hinweis:
Reduziere zunächst auf den Fall r = 1.)


