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Aufgabe 33

Sei G eine Gruppe und N < G, sei 7: G — G/N der kanonische Homomorphis-
mus. Genau dann hat N ein Komplement in GG, wenn es einen Homomorphismus
s: G/N — G mit mo s = idg/n gibt.

Aufgabe 34
Sei G eine Gruppe.
(a) Ist f: M — N ein Isomorphismus von G-Mengen, so gilt G, = G, fiir
allex € M.
(b) Fir H, K < G sind die G-Mengen G/H und G/K genau dann isomorph,
wenn es ein g € G mit K = gHg~! gibt.

Aufgabe 35

Die endliche Gruppe G operiere auf der endlichen Menge M. Fiir g € G sei Fix(g) =
{x € M: gz = z}. Zeige: Es gibt genau

ﬁ -3 [Fix(o)|

geG

verschiedene G-Bahnen in M. (Anleitung: Ziahle die Elemente der Menge {(g, ) €
G x M : gz = x} auf zwei verschiedene Weisen.)

Aufgabe 36

Sei Dy = (o) x (1) die Diedergruppe des Quadrats, mit ord(c) = 4, ord(7) = 2 und
(07)? = e. Bestimme alle Untergruppen und Normalteiler von D4 und zeichne das
Inklusionsdiagramm der Untergruppen.

Die folgenden Aufgaben W1-W4 sind freiwillige Zusatzaufgaben, damit es niemand
in der Weihnachtspause langweilig wird: ©

Aufgabe W1
Seien 1 < m < n natiirliche Zahlen mit ggT(10m,n) = 1, und sei ¢ = ™. Zeige:

(a) Die Dezimalentwicklung der Zahl ¢ ist periodisch, d.h. es gibt » € N und
ai,...,ar €{0,...,9} mit

_ ai& a = ilo—jr — 10
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(b) Die dezimale Periodenlidnge von ¢ (d.h. das kleinstmdgliche r in (a)) ist
gleich der Ordnung von 10 = 10 + nZ in der Einheitengruppe (Z/n)*.
(c) Was ist die Periodenliinge von (10* 4 1)~1, fiir k € N?

1




2

Aufgabe W2

Verifiziere die in der Vorlesung angegebene Konstruktion des regelméfligen Fiinfecks:
Sei N =1 und M = £, und sei P ein Schnittpunkt von Kj;(O) (:= Kreis um M,
welcher durch O = (0,0) geht) mit der Gerade durch M und N. Zeige: Die Schnitt-
punkte Z und Z’ = Z von Ky (P) mit dem Einheitskreis Ko (V) sind primitive
zehnte Einheitswurzeln. Im folgenden Bild ist die Strecke [Z, Z’] also die Seite eines
regelméfigen Fiinfecks, das dem Einheitskreis einbeschrieben ist:

Hinweis: Sei ¢ € C eine primitive 5te Einheitswurzel. Stelle zunéchst eine quadra-
tische Gleichung fiir ¢ + ¢~! iiber Q auf.

Aufgabe W3
Sei W C R? der Wiirfel mit den 8 Eckpunkten E = {(a,b,c): a,b,c = £1}. Sei G
die Drehgruppe des Wiirfels, also

G = {feS0@3): f(W) =W} = {fe50(3): f(E) = E}.

(a) Eine Raumdiagonale von W ist eine Gerade L C R? mit {v, —v} C L fiir
einv € E. Zeige, dal G auf der Menge der Raumdiagonalen von W operiert.

(b) Die Operation (a) ist treu, d.h. ist f € G mit f(L) = L fiir jede Raumdia-
gonale L von W, so ist f die Identitét.

(¢) Die Gruppe G ist isomorph zur symmetrischen Gruppe Sj.

Aufgabe W4

In einem bekannten Spiel sind in einem Quadrat mit 4 x 4 Feldern fiinfzehn quadra-
tische Steine mit den Nummern 1 bis 15 so angebracht, daf} sie sich nur horizontal
oder vertikal in das jeweils leere sechzehnte Feld verschieben lassen:

112|314 ar | az | a3 | a4
516 |7|8 as | ag | ar | as
9 10| 11|12 ag | aip | a11 | a2
1314 15 a13 | @14 | a15

Fiir welche Permutationen i +— a; der Zahlen 1 bis 15 148t sich die rechte Stellung
aus der linken Ausgangsposition durch endlich viele solche Ziige herstellen? Die
Antwort lautet: Das geht genau dann, wenn die Permutation i — a; gerade ist.
Beweis?

Frohe Weihnachten und ein gutes neues Jahr!



