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Vorwort 

In den Lehrbiichern der Algebra, die heute iiblicherweise benutzt werden - als besonders 
einfluBreich seien genannt die Biicher von van der Waerden [vdW], Jacobson [JBA] und 
Lang [LaA]- wird reelle Algebra erst in spaten Kapiteln und dann in sehr bescheidenem 
Umfang dargeboten (bei Jacobson ist es etwas mehr). Das groBe Lehrwerk Elements de 
Mathematique von Bourbaki zeigt ein ahnliches Bild: In seinem Buch Algebre hnn man 
immerhin ein kurzes Kapitel (Chap. 6, Groupes et corps ordonnes) der reellen Algebra 
zurechnen. Hingegen wird der kommutativen Algebra ein eigenes Buch mit inzwischen 
neun Kapiteln gewidmet, wobei Bourbaki durchaus im elementaren Teil der Theorie 
verbleibt, nach seinen und heutigen MaBstaben nur das fiir eine Grundlegung unbedingt 
Notwendige zur Sprache bringt. 

Dementsprechend scheinen heute nicht allzu viele Algebraiker die reelle Algebra iiber
haupt als eigenen Zweig der Algebra wahrzunehmen. Das ist nicht immer so gewesen. 
1m neunzehnten Jahrhundert erlebte die relle Algebra eine Zeit der Bliite. Die Lehre von 
den reellen Nullstelien eines reellen Polynoms in einer Variablen stand wiihrend dieses 
ganzen Jahrhunderts im Zentrum des algebraischen Interesses und war ein unverzichtbarer 
Bestandteil jeder hoheren mathematischen Ausbildung. 

Davon legt noch das groBe dreibandige Lehrbuch der Algebra von Heinrich Weber [W] 
Zeugnis abo Obwohl Weber in seiner Forschung vorwiegend an Zahlentheorie, insbesondere 
komplexer Multiplikation und Klassenkorpertheorie, interessiert war und hierauf sein 
Lehrbuch vornehmlich ausrichtete, widmete er doch gleich im ersten Band weit iiber 
hundert Seiten den reellen Nullstellen reeller Polynome. 

In unserem Jahrhundert ist ein drastischer Abfall des Interesses an reeller Algebra zu 
verzeichnen. Dieser Trend scheint sich erst seit Ende der siebziger Jahre zu andern. Dies 
ist umso erstaunlicher, als die wesentlichen Keime einer modernen reellen Algebra, wie 
wir sie heute verstehen, bereits aIle in zwei Arbeiten von Artin und Schreier aus den 
zwanziger Jahren ([AS], [AJ) vorhanden sind. 

Was also ist reeile Algebra? Wir versuchen jetzt nicht, eine formale Definition dieses 
Gebietes zu geben - was schwierig ware -, sondern antworten lieber mit einer Analogie, 
welche die reelle Algebra in Parallele zur kommutativen Algebra setzt. Man darf die 
kommutative Algebra als den Teil der Algebra ansehen, der die fiir die algebraische 
Geometrie (vornehmlich in ihrer modernen abstrakten Auspragung) typisch wichtigen 
algebraischen Grundlagen enthaltj und algebraische Geometrie ist letztlich die Lehre 
von den Losungsmengen von Systemen polynomialer Gleichungen (F(Xl' ... ' xn) = 0) 
und Nichtgleichungen (F(Xl, ... , xn) -:/: 0). Dementsprechend stellt die reelle Algebra 
algebraische Methoden bereit, die als Werkzeug typisch sind fiir die reelle algebraische 
Geometrie, insbesondere die semialgebraische Geometrie. Letztere ist die Lehre von 
den Losungsmengen von Systemen polynomialer Ungleichungen (F(Xl' ... ' xn) > 0 oder 
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F( Xl, ... ,Xn ) :::: 0), wobei als Koeffizientenbereich klassisch der Korper der reellen Zahlen, 
allgemeiner ein angeordneter Korper zugrunde gelegt wird. 

Diese Analogie macht plausibel, warum in unserem Jahrhundert bisher ein so viel 
stiirkeres Interesse an kommutativer als an reeller Algebra zu verzeichnen war. Die 
algebraische Geometrie hat ja im zwanzigsten Jahrhundert einen kontinuierlichen und 
schlieBlich triumphalen Aufschwung genommen, wiihrend reelle algebraische Geometrie 
nur isoliert und dann meist mit transzendenten Methoden betrieben wurde. Somit war 
von der geometrischen Seite her liber viele Jahrzehnte kein Motor vorhanden, der die 
reelle Algebra hiitte vorantreiben konnen. 

Erst 1987 ist liberhaupt ein erstes Lehrbuch [BCR] iiber reelle algebraische Geometrie 
erschienen. Wir verweisen auf den letzten Abschnitt der Einleitung dieses verdienstvollen 
Werkes [loc.cit., p. 4f], in dem die Autoren Bedenkenswertes liber den merkwiirdigen 
Dornroschenschlaf der reellen algebraischen Geometrie (soweit sie mit algebraischen Me
thoden betrieben wurde) mitteilen. 

Inzwischen ist dieser Schlaf einer lebhaften Entwicklung gewichen. Als wichtigstes 
auslosendes Moment hierfiir sehen wir die Einfiihrung - oder besser: Entdeckung
des reellen Spektrums Sper A eines kommutativen Ringes A durch Michel Coste und 
Marie-Franc;oise Roy urn das Jahr 1979 an. 

Man darf Sper A in Analogie zu dem von Grothendieck eingefiihrten Zariski-Spektrum 
Spec A sehen. Der Begriff des Zariski-Spektrums ist bekanntlich der Schliissel zu Grothen
diecks abstrakter algebraischer Geometrie. Ebenso ist der Begriff des reellen Spektrums 
der Schliissel zu einer abstrakten semialgebraischen Geometrie. (Ein Unterschied: 1m Ge
gensatz zu SpecA scheint Sper A (mindestens) zwei wichtige Strukturgarben zu h'agen, 
die von Coste und Roy eingeflihrte Garbe der abstrakten Nash-Funktionen [R] und die 
von G. Brumfiel und N. Schwartz eingefiihrte Garbe der abstrakten semialgebraischen 
Funktionen [Bru3], [Schw1], [Schw2].) 

Reelle Algebra tut not, um die jungsten Entwicklungen in der reellen algebraischen 
Geometrie zu verstehen und der in der Zukunft zu erwartenden intellektuellen Herausfor
derung auf diesem Gebiet gewachsen zu sein. Damit kommen wir zu der Zielsetzung des 
vorliegenden Buches. 

Unser Buch geht von zwei Einsichten aus: Reelle Algebra ist ein in ihren Grundlagen 
weitgehend autonomer Zweig der Algebra mit fur dies en Zweig spezifischen Methoden. 
Diese Grundlagen konnen schon bei Vorliegen einiger Standard-Kenntnisse aus der li
nearen Algebra, der Gruppen-, Korper- und Ringtheorie, etwa im Umfang einer heute 
liblichen einsemestrigen Algebra-Vorlesung, mit Erfolg gelehrt werden. 

Genauer unterscheiden wir zwischen einer elementaren und einer ho'heren reellen Alge
bra. Erstere kann ohne besondere Vorkenntnisse entwickelt und mit Nutzen in del' reellen 
algebraischen Geometrie angewendet werden. Letztere benutzt ernstlich Mittel aus ande
ren Zweigen der Mathematik, insbesondere reelle algebraische Geometrie, kommutative 
Algebra, algebraische Geometrie, Modelltheorie und Theorie der quadratischen Formen, 
aber gelegentlich auch algebraische Topologie, reelle Analysis, komplexe Analysis. (Man 
kann die Liste sicher verlangern.) Eine analoge Unterscheidung kann man bei der kom
mutativen Algebra treffen. Dabei ist eine Abgrenzung zwischen "elementar" und "hoher" 
auf beiden Gebieten nicht vollig objektiv moglich, sondern dem personlichen Standpunkt 
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und Geschmack unterworfen. Aufierdem, je hoher es hinaufgeht, urn so fliefiender und 
willkiirlicher wird die Grenze von beiden Arten der Algebra zu den entsprechenden Geo
metrien. 

Unser Buch ist der in obigem Sinne elementaren reellen Algebra gewidmet. Ein weiteres 
Buch [HRA] iiber hohere reelle Algebra ist geplant. 1m jetzigen Buch kommen wir 
tatsiichlich mit Vorkenntnissen in dem oben angedeuteten Umfang aus. Wir hiitten 
durch Hinzufiigen von weiteren zwanzig bis dreiJ3ig Seiten die Voraussetzungen weiter 
herunterschrauben konnen und zum Beispiel alles, was an kommutativer Algebra und 
Theorie der quadratischen Formen gebraucht wird, hier auch entwickeln konnen. Ein 
Ehrgeiz in dieser Richtung schien uns aber nicht mehr sinnvoll zu sein. Wir vermuten, 
dafi ein Student, der sich fiir reelle Algebra interessiert, ohnehin die in dem jetzigen Buche 
notigen Voraussetzungen fast alle mitbringt und das Wenige, was ihm zufiillig fehlen mag, 
leicht anderswo findet. 

Auf ein Spezifikum der reellen Algebra sei besonders hingewiesen: Die grofie Rolle, die 
hier allgemeine (= Krullsche) Bewertungsringe spielen. In den meisten Teilen der kom
mutativen Algebra werden Bewertungsringe, die nicht diskret sind, nur als Hilfsmittel 
angesehen, auf das man oft auch verzichten kann. Hingegen sind allgemeine Bewertungs
ringe in der reellen Algebra ein durchweg natiirlicher und sogar zentraler Begriff. Der 
Grund ist, dafi jeder konvexe Teilring eines angeordneten Korpers ein Bewertungsring 
ist, aber nur in seltenen Fallen ein diskreter Bewertungsring. Dies hat schon Krull in 
der Einleitung zu seiner Pionier-Arbeit "Allgemeine Bewertungstheorie" [Kr] festgestellt. 
(Vorgeformt, noch ohne den Begriff des Bewertungsringes, findet man es bei Artin und 
Schreier [AS, p. 95].) Krull erkennt auch in der Theorie der angeordneten Korper ein 
wichtiges Anwendungsfeld der allgemeinen Bewertungstheorie, widmet den angeordneten 
Korpern aber dann doch nur einen - allerdings inhaltsreichen - Abschnitt seiner grofien 
Arbeit [Kr, §12]. 

Unser Buch ist in drei Kapitel gegliedert. Das erste Kapitel enthiilt, neben der Artin
Schreierschen Theorie der angeordneten Korper und den elementaren Beziehungen zwi
schen Anordnungen und quadratischen Formen, einiges aus der reellen Algebra des neun
zehnten Jahrhunderts. Dabei werden verschiedene Verfahren zur Bestimmung der Anzahl 
der reellen Nullstellen eines reellen Polynoms behandelt (Sturmscher Algorithmus, Her
mites Methode mittels quadratischer Formen, Satz von Hurwitz). Ein weiterer Abschnitt 
ist der Beziehung zwischen dem Cauchy-Index und der Hankelform sowie der Bezoutiante 
einer rationalen Funktion gewidmet. 

Das zweite Kapitel handelt von reeller Bewertungstheorie. Dabei wird alles, was wir an 
allgemeiner Bewertungstheorie brauchen, von Anfang an entwickelt. Das Kapitel gipfelt 
in einer Darstellung von Artins Losung des 17. Hilbertschen Problems. 

Das dritte Kapitel schliefilich ist dem reellen Spektrum gewidmet. Nach einem kurzen 
Steilkurs iiber das Zariski-Spektrum wird das reelle Spektrum ausfiihrlich auf seine Eigen
schaften untersucht, allerdings nur als topologischer Raum. Eine Strukturgarbe wird noch 
nicht eingefiihrt. Dabei werden auch die verschiedenen Interpretationen der Punkte und 
gewisser Teilmengen des reellen Spektrums durch Filtersiitze im geometrischen Fall (affine 
Algebren iiber reell abgeschlossenen Korpern) vorgestellt. In den letzten fiinf Paragraphen 
des Kapitels kommen wir dann auf einige Teile der reellen Algebra zu sprechen, in denen 



x Vorwort 

das reelle Spektrum sich als kIarend und hilfreich erweist, wie reduzierter Wittring eines 
Korpers, Positivstellensiitze, Priiordnungen von Ringen, konvexe Ideale, Holomorphiering 
eines Korpers. Dabei kommen noch einmal viele der friiher entwickelten Techniken und 
Begriffe zum Einsatz. 

Fiir den Kenner sei angemerkt, daB das Buch durchweg ohne das Tarski-Prinzip aus
kommt. (Wir hoffen, daB er ein wenig iiberrascht ist, wieviel reelle Algebra man sinnvoll 
darstellen kann, ohne dieses Prinzip zu benutzen.) Zwar halten wir das Tarski-Prinzip fiir 
iiuBerst wichtig und keineswegs fiir besonders schwierig, rechnen es aber doch schon zur 
hoheren reellen Algebra. 

Das Buch ist aus einer vierstiindigen Vorlesung des ersten Autors in Regensburg im 
Wintersemester 1986/87 entstanden. Auf diese Vorlesung folgte ein ausgedehnter Kurs 
iiber Modelltheorie, in dem das Tarskiprinzip ziemlich bald und schmerzfrei nach dem 
Vorbild von Prestel [Pr2) bewiesen wurde, sodann eine Vorlesung iiber hohere reelle 
Algebra. 

In dem Buch haben wir zu dem Stoff der ersten Vorlesung hier und da einzclne Ab
schnitte hinzugefiigt, so daB es jetzt mehr umfaBt, als in einem Semester bewiiltigt werden 
kann. Da jedoch einige Abschnitte ohne Folgen fiir das weitere Verstiindnis iibersprungen 
werden konnen, diirfte sich das Buch trotzdem gut als Anhalt fiir eine einsemestrige Vor
Ie sung eignen. 

Wir mochten dem MiBverstiindnis vorbeugen, daB unser Gegensatzpaar "elementar ~ 
hoher" stark mit dem Paar "leicht ~ schwer" korreliert ist. Wir halten die element arc reelle 
Algebra, wie sie hier dargestellt wird, fiir nicht immer leicht. Es sind fiir den Anfiinger 
doch einige lernpsychologische Barrieren zu iiberwinden. Besonders im dritten Kapitel 
mag manches auf den ersten Blick fremdartig anmuten. Auch ist unser Text durchaus 
knapp gehalten und erfordert eine intensive Mitarbeit des Lesers mit Papier und I3leistift. 
Unser Ziel war, den Anfiinger zu erfreuen, zu motivieren und zu aktivieren, aber nicht, 
ihm durch langatmige Ausfiihrungen, die ja auch ermiiden konnen, aIle Steine aus dem 
Weg zu riiumen. 

Wir danken dem Herausgeber der Serie "Aufbaukurs Mathematik", Gerd Fischer, sowie 
dem Vieweg-Verlag, und hier besonders Ulrike Schmickler-Hirzebruch, fiir viel Verstiindnis 
und Einfiihlungsvermogen wiihrend der Vorbereitung des Manuskripts. Marina Franke 
hat mit Geduld und Kompetenz zahlreiche Versionen des Manuskripts in 'IEJ'{ gesetzt; 
Uwe Helmke, Roland Huber und Michael Prechtl haben Korrektur gelesen und uns durch 
Anregungen und Verbesserungsvorschliige sehr geholfen. Ihnen allen sei an diesel" Stelle 
herzlich gedankt. 

Manfred Knebusch 
Claus Scheiderer Regensburg, im Januar 1989 



Kapitel I 
Angeordnete Kiirper und ihre reeDen Abschliisse 

§1. Anordnungen und Praordnungen von Korpern 

Sei J( ein Karper. 

Definition 1. Eine Anordnung (engl.: ordering) von J( ist eine Teilmenge P von J(, 
welche 

(1) P + P ~ P, PP ~ P, 1 

(2) pn(-p) = {O}, 
(3) P U ( - P) = J( 

erfiillt. Das Paar (J(, P) bezeichnet man als einen angeordneten J(orper. 

Bemerkungen. 
1. Unter Voraussetzung von (1) und (3) ist (2) aquivalent zu 

(2') -1 tJ. P. 
2. 1st Peine Anordnung von J(, so wird durch 

a :::; b {:::::} b - a E P (a, b E J() 

eine totale Ordnung :::; auf der Menge J( definiert, welche fiir alle a, b, c E J( 
(i) a:::; b =} a + e :::; b + e und 

(ii) a:::; b, e ~ 0 =} ae :::; be 
erfiillt (Vertraglichkeit mit + und .). Umgekehrt definiert jede (i) und (ii) erfiillende 
Totalordnung:::; auf J( wieder eine Anordnung P von J(, namlich P := {a E J(: a ~ O}, 
und man sieht sofort, daB die beiden Zuordnungen invers zueinander sind. Daher ist es 
iiblich, auch die Totalordnungen von J(, welche (i) und (ii) erfiillen, als Anordnungen von 
J( zu bezeichnen. 

Definition 2. Eine Priiordnung von J( ist eine Teilmenge T von J(, welche 
(1) T+T~T,TT~T, 
(2) Tn (-T) = {O}, 
(4) J(2 ~ T, d.h. a2 E T fiir alle a E J( 

erfiillt. 

Bemerkungen. 
3. Setzt man (1) und (4) voraus, so ist wieder (2) aquivalent zu 

(2') -1 tJ. T. 
Man beachte, daB (4) wegen (1) eine Abschwachung von (3) ist: Jede Anordnung ist also 
eine Praordnung. 
4. 1st T eine Priiordnung von J(, so wird durch 

a :::; b {:::::} b - a E T (a, bE J() 

lp + P:= {a + b: a, bE Pl. Analog PP. 
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eine i.a. nur noeh partielle Ordnung :s; auf J{ definiert, die mit + und . vertraglieh ist. 
5. 1st T = (To:: ct E I) eine nieht-leere Familie von Praordnungen von J{, so ist aueh 
no:To: eine Praordnung; ist zudem T aufsteigend filtrierend (d.h. gibt es zu ct, j3 E I stets 
I E I mit To: U T(J ~ T",(), so ist aueh Uo:l'a eine Praordnung. Insbesondere gibt es in J{ 

eine kleinste Praordnung, vorausgesetzt, daB es iiberhaupt eine gibt! 

Wir setzen stets "L,J{2 := {ai + ... + a~: n E IN, aI, ... , an E J{}. Es ist klar, daB "L,J{2 

in jeder Praordnung von J{ enthalten ist. Andererseits ist "L,J{2 genau dann selbst eine 
Praordnung, wenn -1 tf- "L,J{2 ist. 

Definition 3. Der Korper J{ heiBt jormal reell, wenn -1 tf- "L,J{2 ist, d.h. wenn -1 in J{ 

nieht als Summe von Quadraten geschrieben werden kann. 

Die vorausgegangene Uberlegung zeigt, daB ein Korper J{ genau dann eine Praordnung 
besitzt, wenn er formal reell ist. 1st dies der Fall, so ist "L,J{2 die kleinste Praordnung von 
J{. Man beachte, daB alle formal reellen Korper die Charakteristik 0 haben! 

\Vir wollen nun einsehen, daB die Praordnungen genau die Durehschnitte von Anord
nungen sind. 

Lemma 1. Sei T eine Pro:ordnung von [{ und sei a E J{ mit a tf- T. Dann ist auch 
T - aT = {b - ac: b, c E T} eine Praordnung von J{. 

Beweis. (1) und (4) sind klar fiir T - aT. Wir zeigen (2'): Ware -1 E T - aT, etwa 
-1 = b - ac mit b, c E T, so ware e =I- 0 und daher a = c-2 • c(l + b) E T, Widerspruch. 0 

Lemma 2. Zu jeder Praordnung T von J{ gibt es eine Anordnung P von J{ mit T ~ P. 

Beweis. Sei M := {T' ~ J{: T' ist Praordnung und T ~ T'}. Mist durch Inklusion 
geordnet, M =I- 0, und das Zornsehe Lemma ist anwendbar (Bemerkung 5). Daher gibt 
es eine maximale Praordnung P von J{ mit T ~ P. Dieses P ist eine Anordnung von K, 
denn ist a E J{, a tf- P, so ist P = P - aP wegen Lemma 1 und der Maximalitiit von P, 
also-aEP. 0 

Theorem 1. Jede Praordnung T von J{ ist Durchschnitt von Anordnungen von K. 

Beweis. T ~ n{p:p ist Anordnung und T ~ P} ist trivial. 1st a E K,a tf- T, so ist 
T - aT eine Praordnung, also in einer Anordnung P von K enthalten (Lemma 2). Wegen 
-a E P und a =I- 0 folgt a tf- P. 0 

Korollar 1. Genau dann hat K eine Anordnung) wenn K jormal reell ist. 

(Das folgt schon aus Lemma 2.) 

Korollar 2 (E. Artin [AJ). Sei char K =I- 2 und a E K. Genau dann ist a ~ 0 beziiglich 
jeder Anordnung von K) wenn a Summe von Quadmten ist. 
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Beweis. 1st K formal reell, also 'EK2 eine Priiordnung, so folgt die Behauptung aus 
Theorem 1. 1st K nicht formal reell und char K =1= 2, so ist 'EK2 = K, denn 

(a+l)2 (a_l)2 
a= -2- +(-1)· -2-

gilt fiir jedes a E K. o 

Man muB natiirlich char K =1= 2 voraussetzen, da 'EK2 in Charakteristik 2 ein i.a. echter 
Teilkorper von Kist. 

Wir werden spiiter noch vielen Beispielen von Anordnungen begegnen. Vorerst nur 
diese: 

Beispiele. 
1. Der Korper IR der reellen Zahlen (und damit auch jeder Teilkorper) besitzt die Anord
nung, die jeder kennt. 
2. Sei Q(t) der rationale Funktionenkorper in einer Variablen iiber Q, sei il E IR eine 
(iiber Q) transzendente Zahl. Fiir jedes f E Q(t) ist f(il) eine wohldefinierte reelle Zahl, 
und die Teilmenge 

P = {f E Q(t):f(il) ~ O} 

ist eine Anordnung von Q(t). Es handelt sich dabei urn die durch die Korpereinbettung 
Q(t) ~ IR,f f--4 f(il), auf Q(t) induzierte Anordnung. 
3. Sei (F,:::;) ein angeordneter Korper, und F(t) der rationale Funktionenkorper einer 
Variablen iiber F. Fiir jedes a E Fist 

Pa,+:= {O} U {(t - atf(t):r E Z,f E F(t) mit f(a) =1= 00 und f(a) > O} 2 

eine Anordnung von F(t), ebenso 

Pa,_:= {O} U {(a - tYf(t):r E Z,f E F(t) mit f(a) =1= 00 und f(a) > o}. 

Beide Anordnungen setzen die Anordnung von F fort. Die Bezeichnung der Anordnungen 
erkliirt sich so: Beziiglich Pa,+ gilt a < t < b fiir alle bE F mit b > a. Es wird also F(t) 
dadurch angeordnet, daB man die Transzendente t auf der "Geraden" F "unmittelbar 
rechts von a" einordnet. Analog liegt t unter Pa,- unmittelbar links von a. 

Bezeichnungen. 
1st (K, P) ein angeordneter Korper, so bezeichnen wir mit signp: K -+ {-I, 0, 1} die 
Vorzeichenfunktion beziiglich P (es ist also signp(O) = 0, und fiir a E K* ist signp(a) = 1 
oder -1, je nachdem ob a E P oder a tf. P ist). Wie iiblich sei I· Ip:K -+ P, 
lalp := a . signp(a), der Absolutbetrag. Besteht iiber P kein Zweifel, so werden wir 
den Index P auch weglassen. 

2Hier und in Zukunft meinen wir mit f(a) i= 00, daB f(t) in t = a keinen Pol hat. Alsdann 
ist f(a) E F wohldefiniert. Insbesondere impliziert die Schreibweise f(a) = b fiir a, b E F, daB 
f(a) i= 00 ist. 
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Ebenso ist klar, was unter den verallgemeinerten Intervallen [a, b]p, [a, b[p, la, b]p, 
la, b[p fiir a, b E K U {-oo, +oo} zu verstehen ist (etwa [a, b[p= {x E K: a ~ x < b 
beziiglich P}, ]a,oo[p= {x E K:x > a beziiglich P}, usw.). Auch hier werden wir den 
Index P oft unterdriicken, dafiir manchmal [a, b]K usw. schreiben, wenn mehrere Korper 
im Spiel sind. 
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§2. Quadratische Formen, Witt ringe, Signaturen 

1m Rahmen dieses Kurses ist es uns unmoglich, eine tiefer gehende Einfiihrung in die 
algebraische Theorie der quadratischen Formen zu geben. Wir miissen uns daher in 
den niichsten Abschnitten dar auf beschriinken, die Grundlagen dieser Theorie so weit zu 
entwickeln, wie wir sie bei spiiteren Anwendungen in der reellen Algebra benotigen werden. 
Insbesondere wird es dabei urn die Beziehungen zwischen quadratischen Formen und 
Anordnungen gehen. Als Quellen sowohl zum Nachschlagen als auch fur eine intensivere 
Beschiiftigung mit quadratischen Formen seien die \Verke von Lam [LQF] und Scharlau 
[Sch] empfohlen, ferner der schmalere Band [KK] iiber Wittringe. 

In diescrn Abschnitt ist K stets ein Korper mit char K #- 2. Aile Vektorriiume sind 
endlich-dimensional. Sei 11 eill f{- Vektorraum. Eine symmetrische Bilinearform auf V 
(iiber K) ist cine K-bilineare Abbildung b:V x V ---4 K mit b(v,w) = b(w,v) (v,w E 
V). Eine quadratische Form auf V (uber K) ist eine Abbildung q: V ---4 K, fiir die 
q(av) = a2 q(v) (a E f{, v E V) gilt und die Abbildung bq : V x V ---4 K, bq(v, w) = 
q(v + w) - q(v) - q(w) eine (symmetrische) K-Bilinearform ist. Fiir jede symmetrische 
Bilincar[orm b auf V ist dnrch qb(V) := b(v, v) eine quadratische Form qb auf V definiert. 
iVegen 2 #- 0 sind b f-7 qb und q f-7 ~bq zueinander inverse Bijektionen zwischen den 
symll1etrischen Bilillearformen und den quadratischen Formen auf V, weshalb man beide 
Konzepte hiiufig identifiziert. 

Die Paare </> = (V, b) bzw. </> = (V, q) werden als bilineare bzw. quadratische Riiume 
bezeichnet. Zwei quadratische Riiume (V,q) und (VI,ql) heiBen isomorph (oder isome
trisch), i.Z. (V, q) ~ (VI, ql), wenn es eincn Vektorraum-Isomorphismus i.p: V ---4 VI mit 
q = ql 0 i.p gibt. Quadratische Riiume lassen sich am einfachsten durch symmetrische Ma
trizen beschreiben: 1st B = (bij) E 1I1n(I{) symmetrisch, so definiert B den quadratischen 
Raum </>n = (I{n,qn), wobei 

n 

qB(X) = I: bijXiXj (x = (XI, ... ,Xn) E Kn) 
i,j=I 

ist. Fiir symmetrische B, BI E 1I1n (I<) ist bekanntlich </> B ~ </> B' iiquivalent zur Existenz 
eines S E GLn(f{) mit BI = SBSt. 1st B = diag(aI, ... ,an ) eine Diagonalmatrix, so 
schreibt man fiir </>B kurz (aI,"" an). Jeder quadratische Raum ist diagonalisierbar, also 

zu einem Raum (aI, ... ,an) isomorph. Mit H bezeichnet man den durch B = (~6) 
definierten quadratischen Raum, die hyperbolische Ebene; in Diagonalform ist (etwa) 
H ~ (1, -1). Falls iiber den Grundkorper ]{ Unklarheit bestehen konnte, werden wir 
Notationen wie (aI,' .. ,an)f( odeI' Hf( verwenden. 

Sind </> = (V, b) und </>1 = (VI, bl) bilineare Riiume, so kann man aus ihnen neue bilden, 
niimlich ihre orthogonale Summe </> ..L </>1 = (V ED VI, b ..L bl) und ihr Tensorprodukt 
</>&J</>I = (V&JVI, b&Jbl). Dabei sind b..L bl bzw. b&Jbl erkliirt durch (b..L bl)(v+VI, w+wl) = 
b(v,w) + bl(VI, Wi) bzw. (b&Jbl)(V&JVI,W&JWI) = b(v,w)bl(d,WI). In Matrixnotation: 

Werden </>, </>1 durch Matrizen B, BI beschrieben, so wird </> ..L </>1 durch (f}}) und </> &J </>1 

durch B &J BI (Kronecker-Produkt) beschrieben. Insbesondere ist also 

(aI,"" am) ..L (b I, .. ·, bn) ~ (ar, ... , am, bI,···, bn) 
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und 

Die n-faehe Summe <P ..1 ... ..1 <P kiirzt man ab dureh n . <p, das n-faehe Tensorprodukt 
<p Q9 ... Q9 <p dureh <p®n . SehlieJ31ieh sehreiben wir -<p fiir (V, -b), wenn <p = (V, b) ist. 

Sei <p = (V, b) ein bilinearer Raum und U <;;; V eine Teilmenge. Dann ist U1.. := {v E V: 
b( u, v) = 0 fiir allc u E U} cin linearer Teilraum von V. 1st V 1.. = 0, so heiBt <p (oder 
b, oder q) nicht- ausgeartet (oder regular), andernfalls ausgeartet (oder singular). Fiir 
symmetrisehe Matrizen B ist <p B genau dann ausgeartet, wenn det B = 0 ist. Man 
bezeichnet V1.. aueh als das Radikal Rad (<p) und eodimv(V 1..) als den Rang rang (<p) 
yon <p. Fiir jeden quadratisehen Raum <p gibt es einen (bis auf Isomorphie eindeutigen) 
nieht-ausgearteten quadratisehen Raum <p' mit <p ~ <p' ..1 Rad (<p), weshalb meist nur 
nieht-ausgeartete Riiume betraehtet werden. Trivial, abcr wiehtig, ist folgende Tatsaehe: 
1st (V, q) ein quadratiseher Raum und TV <;;; Vein Teilraum, fiir den (W, qlTV) nicht
ausgeartet ist, so ist V = T,V ..1 H/1... 

Die ciflfaehsten Invarianten nieht-ausgearteter quadratischer Riiume sind ihre Dimen
sion und ihre Determinante. Dabei ist det(V, q) := (det B)J(*2 E J(* / f{*2, wenn 
Beine q beschreibende IVlatrix ist. Es gilt det( <p ..1 <p') = det( <p) . det( <p') und 
det(4) Q9 4>') = (det 4»clim¢' . (det 4>,)clim¢. Von fundamentaler Bedeutung ist der 

K iirzungssatz von '''itt: Sind <PI, <P2 und 'IjJ quadmtische Riiume und ist rPl ..1 'IjJ ~ 
4>2 ..1 'IjJ, so ist <PI ~ 4>2· 

Den Beweis finclet man in jeclem Lehrbuch iiber quaclratische Formen ([LQF], [Seh], 
[KKJ), aber aueh in einigcn Algcbra-Lchrbiiehern ([LaA], [JAA], [JBAJ). 

Eine quadratisehe Form q auf V stellt ein Element a E J( dar, wcnn es ein 0 =I- v E V 
mit q( v) = Cl gibt. Niitzlieh ist folgcnde Beobaehtung: Wird al E J(* von q dargestellt, 
so gibt es Clz, ... ,an E J( mit q ~ (al,a2, ... ,an ) (n = dimV). Der quadratisehe 
Raum (11, q) heiBt isotrop, wenn q die Null darstellt, andernfalls anisotrop. Jeder nieht
ausgeartete quadratische Raum <p hat eine orthogonale TVitt-Zerlegung <p ~ <p 0 ..1 n . H 
mit 11 ;::: 0 und rP 0 anisotrop (H ist die hyperbolisehe Ebene). Nach dem Kiirzungssatz 
sind dabei rP 0 (bis auf Isomorphie) und n wohlbestimmt. Man nennt rP 0 die K ernform 
und 11 dcn Witt-Index von <p. 1st <Po = 0, also rP ~ 11 . H, so heiBt <p hyperbolisch. Ein 
quadratiseher Raum <p = (V, q) ist genau dann hyperboliseh, wenn er nieht-ausgeartet ist 
und ein Teilraum U von V mit U = U1.. existiert. 

Bis auf Widerruf seien nun in diesem Absehnitt aile quadratisehen Raume nieht
ausgcartet. 

Definition 1. Z,,'ci quadratisebe Raume <P,4>' heiBen Witt-iiquivalent, i.Z. rP '" ¢/, wenn 
ihre Kernformen isomorph sind. 1Iit [tf] wird die Klasse aller zu tf Witt-iiquivalenten 
Cjuaclratisehen Riiumc (die Witt-masse von 4» bezeiehnet, und W(J() bezeiehnet die 
I\lenge aller Witt-Klassen (nieht-ausgcarteter) quadratiseher Raume iiber J(. 
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Lemma 1. Seien rP, ¢/, 1/;, 1/;' quadratische Riiume. 
a) rP~1/;{==} esgibtm,n?O mitrPl..m·H~1/;l..n·H. 
b) rP C9 H ~ rP l.. (-rP) ist ein hyperbolischer Raum. 
c) Witt-Aquivalenz ist vert7'iiglich mit l.. und C9, d.h. aus rP ~ rP' und 1/; ~ 1/;' folgen 

rP l.. 1/; ~ rP' l.. 1// und rP C9 1/; ~ rP' C91/;'. 

Beweis. a) folgt aus der Eindeutigkeit der Witt-Zerlegung. - b) Wegen H ~ (1, -1) ist 
¢C9 H ~ rP l.. (-rP). Da rP diagonalisierbar ist, genligt es, den Fall rP = (a) (a E K*) zu 

behandeln. Wird rP C9 H bczliglich einer Basis (e, 1) durch die Matrix (£ 0) beschrieben, 

so bezliglich der Basis (e,a- l1) durch (~6)' Dies zeigt rPC9H ~ H. - c) schlieBlich 

folgt aus a) und b). 0 

Theorem 1. DU1'ch 

[rPJ + [1/JJ := [rP l..1/JJ 

und 

[rPJ' [1/JJ := [rP C91/JJ 

werden auf W(K) (wohldefinierte) Verkniipfungen + und . erklart, die W(K) zu ei
nem /.;ommutativen Ring mit Eins [(l)J machen. Man nennt W(K) den Wittring des 
Karpel's K. 

Beweis. Die Wohldefinicrtheit von + uncl . folgt aus Lemma 1 c). Nach Lemma 1 b) ist 
[rPJ + [-rPJ = 0 in W(K) fiir alle rP. Die librigen Ringaxiome sind trivialerweise erfiillt. 0 

Urn die Notation nicht iibermiif3ig zu befrachten, werden wir statt [(al, .. " an)] gele
gentlich nur (al, ... ,an) schreiben. Es kann also (al, ... ,an ) sowohl eine quaclratische 
Form als auch ihre vVittklasse bezeichnen. 

\Vir wollen nun den \Vittring von K mit den Anorclnungen von K in Verbindung 
bringen. 

Definition 2. Sei (K, P) ein angeordneter Korper und rP = (V, q) ein quadrati scher Raum 
liber K. Dann heif3t rP (oder q) positiv definit beziiglich P, wenn q( v) > 0 (bezliglich P) 
fiir alle 0 # v E V ist. 1st -q positiv definit, so heiJ3t q negativ definit. 

Wohlbekannt ist 

Satz 2 (Sylvesterscher Tragheitssatz). Sei rP ein (eventuell ausgearteter) quadratischer 
Raum iiber K und Peine A nordnung von K. Dann gibt es einen beziiglich P positiv 
definiten Raum rP+ und einen negativ definiten Raum rP-, so dafJ rP ~ rP+ l.. rP- l.. Racl (rP) 
ist. Dabei hangen dim rP+ und dim rP- nuT' von rP (also nicht von rP+ und rP-) abo 

Beweis. Wir konnen Racl (rP) = 0 annehmen. Die Existenz von rP+ und rP- folgt aus cler 
Diagonalisierbarkeit cler Form. Sei rP ~ rP+ l.. rP- ~ 1/J+ l.. 1/;-, mit rP+, 1/J+ positiv definit, 
rP-, 1/J- negativ clefinit. Seien rP auf V, rP± auf V± uncl1/;± auf W± clefiniert. Wir fassen V± 
und W± als Teilraume von V auf. Ware etwa dim V+ < dim W+, so V_ n W+ # 0 wegen 
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dim V_ + dim W+ > dim V. Aber das ist ein Vliderspruch, da die Form auf V_ n TV+ 
positiv und negativ clefinit ist. 0 

Definition 3. 1st ¢Y ein quadratischer Raum liber 1( und Peine Anordnung von K, sowie 
¢Y ~ ¢Y+ ..L ¢Y- ..L Rad ( ¢Y) eine Zerlegung wie in Satz 2, so bezeichnet man die Zahl 

als Sylvester-Signatllr des Raumes ¢Y bezliglich P. 

Lemma 2. Sei (K, P) ein angeordneier I(orper. Dann definieri [¢Y] f-+ signp¢y eznen 
Ringhomomorphismlls signp von TV(K) allj Z. 

Beweis. Man pruft unmittelbar nach: 

Daraus die Behauptllng. 

signp(¢y..L 1jJ) = signp¢Y + signp1jJ, 

signp(¢y C3J 1jJ) = (signp¢y) . (signp1jJ), 

signpH =0. 

o 

Entscheidend ist nun, daB auch umgekchrt jeder Ringhomomorphismus ~V(1() --+ Z auf 
diese \Veise entsteht, daB also Anordnungen von 1( und Homomorphismen TV( K) --+ Z 
"dasselbe" sind: 

TheorelTl 3. Die Sylvester-Signatur definieri eine Bijekiion sign: P f-+ sign p von der 
Menge del" Anordnllngen von J{ allj die Menge der Ringhomomorphismen lV(1() --+ Z. 

Beweis. sign ist injektiv wegen P = {O} U {a E K*: signp[(a)] = 1}. Sei <.p: W(K) --+ Z 
ein Homomorphismus. Definiere x: 1(* --+ Z durch x(a) := <.p[(a)]. Wegen X(l) = 1 und 
x(ab) = x(a)x(b) (a, b E 1(*) ist x: K* --+ {±1} ein Gruppen-Homomorphismus. Wir 
miissen zeigen, daB P := {O} U kern X eine Anordnung von Kist (dann folgt <.p = signp 
von selbst). Wegen [(1)] + [(-1)] = 0 in W(K) ist <.p[(-1)] = X( -1) = -1, also -1 rj P. 
Dami t ist auch P U ( - P) = K ldar, und P P c:;; P folgt aus der Homomorphie von X. U m 
P + PC:;; P zu zeigen (und damit den Beweis abzuschlieBen), brauchen wir 

Lemma 3. Fiir a, bE 1(* mit a + b =I- 0 isi 

(a,b) ~ (a+b,(a+b)ab). 

Beenden wir zunachst den Beweis von Theorem 3. Seien a, b E P. \Vir konnen 
a, b, a + b =I- 0 voraussetzen. Wendet man <.p auf [(a, b)] an, so folgt nach Lemma 3: 
x(a) + X(b) = x(a + b)· (1 + x(a)X(b)), und x(a) = X(b) = 1 gibt x(a + b) = 1. 

Es bleibt das Lemma zu zeigen. Da a + b von (a, b) dargestellt wird, ist (a, b) ~ 
(a + b, c) flir ein c E K*. Vergleich der Determinanten gibt ab == (a + b)c mod K*2, also 
c == (a + b )ab mod K*2, und folglich die Behauptung. 0 
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Die Aussage von Theorem 3 rechtfertigt 

Definition 4. Eine Signatur eines Karpers Kist ein Ringhomomorphismus W(K) --+ Z. 

Bemerkung. Ein Karper besitzt also genau dann eine Signatur, wenn er formell reell 
ist. Fur jeden Karper K (mit char K =1= 2) gibt es immerhin einen Ringhomomorphis
mus e: W(K) --+ Z/2Z, definiert durch e[¢>] .- (dim¢» mod 2Z. Fur jede Signatur (J' 

kommutiert dabei das Diagramm 

Z 

"/' 
W(K) t 

e"
Z/2Z 

Definition 5. Man bezeichnet e : W(K) --+ Z/2Z als Dimensions-Index und seinen Kern 
als das FundamentalidealI(K) von W(K). (I(K) besteht also aus den Witt-Klassen 
gerade-dimensionaler quadratischer Riiume.) 

Beispiele. 
1. Falls K2 = {a2: a E K} eine Anordnung von Kist - das ist der Fall etwa fur K = 1R, 
allgemeiner fur jeden reell abgeschlossenen Karper (§4) -, so ist es die einzige Anordnung 
von K, und die Sylvester-Signatur liefert einen lsomorphismus von W(K) auf Z. 
2. 1st K ein quadratisch abgeschlossener Karper (also K2 = K), so ist jede nicht
ausgeartete quadratische Form durch ihre Dimension bestimmt, also e ein lsomorphismus 
von W(K) auf Z/2Z. 
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§3. Fortsetzung von Anordnungen 

K sei stets ein Korper mit char K i- 2. 

[(apitel I 

Sei L/ K eine Korpererweiterung. Ist cP = (V, b) ein bilinearer Raum liber K, so 
bezeichnet cPL = (VL, bL) den aus cP durch Konstantenerweiterung entstehenden bilinearen 
Raum liber L (es ist also VL = V Ql)f{ Lund bL definiert durch bL( vQl)a, v'Ql)a') = b( v, v')aa' 
fiir a, a' E L, V, v' E V). Ist q die zu cP gehorende quadratische Form (liber K), so 
bezeichnet n die zu cPL gehorende quadratische Form (liber L). Wird cP durch eine 
Matrix B beschrieben, so auch cPL (nun B aufgefaGt als Matrix liber L). 

Genau dann ist cP L nicht-ausgeartet, wenn cP nicht-ausgeartet ist. Ist cP hyperbolisch, 
so auch cPL, abel' hier ist die Umkehrung i.a. nicht richtig (Beispiel?). Folglich drlickt 
sich ¢ f-7 (h auf die \Vittklassen durch; die induzierte Abbildung iL/f{: W(K) ---+ W(L) 
ist ein Ringhomomorphismus. 1st 111/ L eine weitere Korpererweiterung, so gilt iM/K = 
ZM/L 0 ZL/f{. 

Definition 1. Sei L/ K eine Korpererweiterung. 
a) Eine Anordnung Q von L heiGt Fortsetzung einer Anordnung P von [(, wenn P <;;: Q 
(und damit P = K n Q) ist. 
b) Eine Signatur 7 von L heiGt Fortsetzung einer Signatur 0' von K, wenn 0' = 7 0 i L/ K 

ist. \Vir schreiben dafiir auch 710'. 

Man iiberzeuge sich davon, daG flir Anordnungen P von K und Q von L gilt: Genau 
dann wird P von Q fortgesetzt, wenn signp von signQ fortgesetzt wird. 

Satz 1. Sei L/ K cine [(o/'pcre/'weiterung und Peine Anordnung von K. Dann sind 
iiquivalent: 
(i) Es gibt eine Fortsetzung Q von P auf L; 

(ii) der von P und l',L2 in L erzeugte Halbr'ing1 T enthiilt -1 nicht; 
(iii) jede quadratische Fo/'m (P1, ... ,Pn) mit P1, ... ,Pn E P* .- P - {OJ ist iiber L 

anisotrap. 

Eine weitere aquivalente Bedingung wird in §4 (Satz 2) angegeben werden. 

Beweis. (i) '* (iii). Sind b1, ... , bn E L mit P1 bi+" '+Pnb~ = 0, so folgt b1 = ... = bn = 0 
durch Betrachtung der Anordnung Q. 
(iii) '* (ii). Es ist T = {P1 bi + ... + Pmb;,,: m ~ 1, Pi E P*, bi E L}. Ware -1 E T, etwa 
-1 = P1 br + ... + Pm b;,,, so \yare die Form (1, P1, ... ,Pm) libel' L isotrop. 
(ii) '* (i). Nach Voraussetzung ist T eine Praordnung von L. Jede Anordnung Q von L 
mit Q ~ T (§l, Lemma 2) setzt P fort. 0 

Satz 2. Sei Peine Anordnung von K, sei d E J( und L = J((Vd). Genau dann hat P 
cine Fortsetzung auf L, wenn dE P ist. 

1 also die kleinste Teilmenge T yon L mit P U 1';L2 <;;; T und mit T + T <;;; T, TT <;;; T. 
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Beweis. 1st d f/. P, so hat P keine Fortsetzung wegen d E L*2. Sei also d E P und o.E. 
K =I- L. Wir verifizieren (ii) aus Satz 1. Angenommen, in L giibe es eine Gleichung 

m 

-1 = I:>; (a; + b;Vd? 
;=1 

mit m 2: 1, Pi E P, ai, bi E K. Dann folgt (durch Koeffizientenvergleich bezliglich der 
m 

K-Basis (1, Vd) von L) insbesondere -1 = ~p;(ar + dbl), also -1 E P, Widerspruch. 
i=l 0 

Spater werden wir sehen, daB es im Fall d E P (und Vd f/. K) genau zwei Fortsetzungen 
von P auf L = K(Vd) gibt (§11, Korollar 2). 

Die folgenden Satze behandeln Korpererweiterungen, bei denen jede Anordnung fort
setzbar ist: 

Satz 3. Sei L/ K eine endliehe J(orpererweiterung von ungeradem Grad. Dann liijJt sieh 
jede Anordnung von K auf L fortsetzen. 

Dies folgt wegen Satz 1 aus 

Satz 3a (T.A. Springer). 1st L/K eine endliche Korpererweiterung von ungeradem Grad, 
und ist q eine anisotrope quadratisehe Form iiber K, so ist aueh n iiber L anisotrop. 

Beweis von Satz 3a. O.E. sei L = K(a) eine einfache Korpererweiterung. Sei f E K[t] 
das Minimalpolynom von a liber K. Wir beweisen durch Induktion nach n = [L: K] = 
deg f. Sei n > 1 ungerade, und der Satz fiir aIle kleineren Grade schon gezeigt; sei 
q = (a1,"" am) eine anisotrope Form liber K. Angenommen, n ist isotrop. Dann gibt 
es gl,." ,gm, hE K[t] mit degg; < n (i = 1, ... , m), nicht aIle gi = 0, so daB 

in K[t] gilt. Man kann dabei ggT (gl,'" ,gm) = 1 annehmen. 
Sei d das Maximum der Grade der gi. Dann ist n + deg h = 2d, da q anisotrop ist. 

Wegen d < n ist somit deg h < n und ungerade. Insbesondere hat h einen irreduziblen 
Faktor hI = h1(t) von ungeradem Grad. Flir den Oberkorper E = K[t]/(h 1) von K 
ist also [E : K] < n und ungerade, andererseits aber qE isotrop wegen (*). Das ist ein 
Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung. 0 

Satz 4. 1st L/ K eine l'ein transzendente J(orpererweiterung (nicht notwendig endlich 
erzeugt), so liijJt sieh jede Anordnung von K auf L fortsetzen. 

Mit dem Zornschen Lemma kann man L = K(t) als einfach transzendent annehmen 
und dann explizite Fortsetzungen angeben (siehe §1, Beispiel 3). Ein anderer Beweis 
ergibt sich (wieder mit Satz 1) aus 
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Satz 4a. 1st L/ J( rein transzendent und q eine anisotrope quadratische Form iiber K, so 
ist auch n anisotrop. 

Beweis. O.E. ist L = K(t) einfach transzendent. 1st etwa q = (at, ... , am) (mit 
ai E K*) und n isotrop, so gibt es Polynome 91, ... , 9m E K[t], nicht aIle 0, mit 
aI91(t)2+ ... +am9m(t)2 = 0 in K[t]. Betrachtet man wieder den hochsten vorkommenden 
Grad, so folgt: q ist isotrop. 0 

Bemerkung. Aus den Siitzen 3a und 4a folgt insbesondere, daB der Homomorphismus 
iLjIC W(K) ---> W(L) injektiv ist, falls L/K endlich von unger adem Grad oder rein 
transzendent ist. 
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§4. Die Primideale des Wittrings 

Sei K ein Korper mit char K =I 2. 

13 

,Vir kennen bereits gewisse Primideale des Witt rings W(K), namlich das Fundamen
talideal f(K) sowie die Kerne der Signaturen von K. Wir werden sehen, daB dies im 
wesentlichen schon alle Primideale sind. Wittringe haben also eine sehr einfache und 
iiberschaubare Primidealstruktur, eine Tatsache, die erst iiberraschend spat bemerkt wor
den isL (J. Leicht, F. Lorenz in [LoLe] und D.K. Harrison in [HaJ, beide 1970). 

Theorem 1 (Primideale von W(K)). 
a) fst K nic1!i formal reell, so ist f(I{) das einzige Prim ideal von W(K). 
b) fst K formal reell, so sind die K erne PO' der Signaturen (J" von K genau die minimalen 

Primideale von W(K). Jedes andere Primideal P ist entweder gleich f(K), oder es 
hat die Form P = PO' + p' W(K) fur eine Signatur IJ und eine Primzahl p =I 2. Dabei 
sind im lctzteren Fall (J" und p durch P eindeutig bestimmt. 

Fiir jede Signatur (J" ist also PO' + 2· W(K) = f(K). Dies wurde auch schon in §2 bemerkt. 

Beweis. Sei p ein Primideal von W(K), sei K(P) = Quot W(K)/p und 11': W(K) -+ 

W(K)/p die Restklassenabbildung. Die Komposition cp: Z -+ W(K)--4W(K)/p ist sur
jektiv, dem) die Wittklassen ~ = [(a)] (a E K*) erzeugen W(K) als Ring, und es gilt 
e -1 = 0 in W(K), also ~ == 1 oder ~ == -lmodp. 

Zunachst sei char K(P) = O. Dann ist cp auch injektiv, also ein Isomorphismus, und p 
ist der Kern der Signatur cp-l 011'. 

Es bleibt der Fall char K( p) = p > O. Hier induziert 'P einen Isomorphismus 

rp: Z/pZ-""'-7W(K)/p. Sei zunachst p = 2. Dann ist p = f(K), denn es gibt nur 
einen einzigen Ringhomomorphismus W(K) -+ Z/2Z (die Erzeuger [(a)], a E K*, 
sind Einheiten in W(K)). Sei also p > 2. Dann ist +1 =I -1 (in Z/pZ), und 
x: a >-+ rp-l oll'[(a)] (a E K*) definiert einen Gruppenhomomorphismus x: K* -+ {±1}. 
(X(K*) ~ {±1} gilt nach obiger Uberlegung.) Dieser erfiillt X(-l) = -l. Wortlich wie 
im Beweis von §2, Theorem 3 folgt nun, daB P := {OJ U kern X eine Anordnung von K 
ist. Sei IJ := signp. Da rp ein Isomorphismus ist, folgt aus dem kommutativen Diagramm 

W(K)~W(K)/p 

0'1 I'/, ~icp 

Z -+ Z/pZ 

daB p = kern(W(K)-~Z -+ Z/pZ), also p = PO' + p' W(K) ist. Aus dem Beweis ist 
ferner ldar, daB (J" und p durch p eindeutig bestimmt sind, womit Theorem 1 bewiesen ist. 

o 

Da in jedem (kommutativen) Ring das Nilradikal (also die Menge der nilpotenten 
Elemente) der Durchschnitt aller Primideale ist ([JBAJ, [LaA], [KuJ, siehe auch III, §1, 
Satz 3), folgt so[ort 
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Korollar 1. Sei <jJ em nicht-ausgearteter quadratischer Raum iiber K. Dann sind 
iiquivalent: 
(i) <jJ®n ist hyperbolisch fiir ein n E IN i 

(ii) dim<jJ ist gerade, und fiir jede Anordnung P von Kist signp<jJ = O. o 

Ist K formal reell, besitzt also eine Anordnung, so kann man in (ii) die Paritiitsbedin
gung an dim <jJ natiirlich weglassen. 

Anwendung von Korollar 1 auf <jJ = (1,1) = 2 . (1) gibt 

Korollar 2. 1st K nic1d formal reell, so gibt es ein n E IN mit 2n . W(K) = O. 0 

Mit der Kenntnis der Primidcale von Tll(K) konnen wir ein weiteres Kriterium fiir die 
Fortsetzbarkeit von Anordnungen angeben: 

Satz 2. Sei L/ K eine Korpererweiterung. Eine Signatur von K besitzt genau dann eine 
Fortsetzung allf L, wcnn sie allf dem Kern von iL/I(: vV(K) -+ T¥(L) verschwindet. 

\Vir benotigen eine einfaehe Tatsaehe aus der kommutativen Algebra: 

Hilfssatz. 1st rp: A -+ B ein injektiver Ringhomomorphismus und P ein minimales 
Prim ideal von A, so gibt es ein P7'imideal q von B mit P = rp-l (q). 

Beweis. Da S := rp(A - p) die Null nieht enthiilt, ist S-1 B =I 0, und fiir jedes Primideal 
q' von S-l B ist P = <p -1 (i-I ( q')) , wo bei j: B -+ S-1 B der kanonisehe Homomorphismus 
ist. 

Beweis von Satz 2. \Vir setzen I := kern iL/I(. Sei u eine Signatur von K. Hat u 

eine Fortsetzung T, so ist u = TOiL/I(, also u(I) = 0. Umgekehrt sei u(I) = 0, d.h. 
1 <;;; PO':= kernu. Naeh Theorem 1 ist pO'/I ein minimales Primideal von W(K)/l. Naeh 
dem Hilfssatz (angewandt auf W(K)/ 1'--7 W(L)) gibt es ein Primideal q von W(L) mit 
PO' = i"L}I(( q). Wegen Z ~ TV(K)/pO' '--7 W(L)/q und wiederum Theorem 1 folgt, daB 
W(K)/pO' -+ W(L)jq ein Isomorphismus ist, d.h. q gibt eine Fortsetzung T von u. 0 

In §3 haben wir die Injektivitiit von iL/l( hir Erweiterungen L/ K gezeigt, die ungeraden 
Grad haben oder rein transzendent sind. lIier wollen wir nun aueh fiir quadratisehe 
Erweiterungcn den Kern von iL/I( bestimmen (und damit wegen Satz 2 einen neuen 
Beweis von Satz 2 in §3 geben): 

Satz 3. Sei a E K* - K*2 und L = K( Va). Dann ist del' Kern von iL/I( das von (1, -a) 
in W(K) e1'Zeugte Ideal. 

Genauer gilt 

Satz 3a. Sei q cine anisotrope qlwdmtische Form iiber K. Dann gibt es quadratische 
Formenq',q" iibc7'J{ rnitq~q' -.l (1,-a)0q", sodajJq~ anisotropist. 
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Beweis. Induktion nach dimq. Der Fall dimq = 1 ist klar. Sei also dimq ~ 2 und 0.E. 
qL isotrop. Ist (V, b) der zu q gehorende bilineare Raum, so gibt es v, w E V, nicht beide 
null, mit 

0= qL(V + Vaw) = q(v) + a· q(w) + Va· b(v,w). 

Folglich ist q(v) + aq(w) = 0 = b(v,w). Da q anisotrop ist, sind q(v),q(w) =1= O. Sei 
W := /{v + /{w ~ V. Dann ist dimW = 2 (waren v,w linear abhangig, so ware 
b(v,w) =1= 0), und qlW ~ (-ac,c) = (I,-a) Q9 (c) fur c:= q(w). Insbesondere ist qlW 
nicht-ausgeartet. vVegen V = vV ~ W ~ kann man daher die Induktionsvoraussetzung auf 
qlW~ anwenden und erhalt damit die Behauptung fur q. 0 
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§5. Reel! abgeschlossene Korper und ihre korpertheoretische 
Charakterisierung 

J(apitel I 

Nach dem Ausfiug in die Theorie der quadratischen Formen kehren wir nun zur reellen 
Algebra im engeren Sinne zuruck. Dieser Abschnitt ist grundlegend fur alles Weitere. 

Definition 1. Ein Karper J( heiBt reell abgeschlossen, wenn J( formal reell ist, aber keine 
echte formal reelle algebraische Karpererweiterung besitzt. 

Jeder kennt mit dem Karper lR der reellen Zahlen zumindest einen reell abgeschlossenen 
Karper. 

Satz 1. Fur jeden J(01'pcr 1{ sind iiquivalent: 
(i) J( ist reell abgeschlossen; 

(ii) es gibt eine An01'dnung P von J(, die auf keine echte algebmische Erweiterung fort
gesetzt werden kann; 

(iii) J(2 = {a 2: a E J{} ist eine Anordnung von J{, und jedes Polynom ungemden Gmdes 
ube1' 1( (in einer Variablen) hat eine Nullstelle in J{. 

Sind diese Bedingungen erfullt, so ist ube1'dies 1(2 die einzige A nordnung von 1(. 

Beweis. Die Zusatzbemerkung ist ldar wegen (iii) (flir jede Anordnung P ist J{2 ~ P). 
(i) =? (ii) ist evident, da ein Karper (genau dann) eine Anordnung besitzt, wenn er formal 
reell ist. 
(ii) =? (iii). Ware 1(2 #- P, so gabe cs dE P mit Vd tf- 1(, und P hatte eine Fortsetzung 
auf 1(( Vd) (§3, Satz 2), Widerspruch. \Vegen §3, Satz 3 hat ferner 1( keine echten 
Erweiterungen von ungeradem Grad. 
(iii) =? (i). Sei L :J 1( eine endliche echte Korpercrweiterung von 1(. Nach Voraussetzung 
(iii) ist [L: 1(] eine 2-Potenz. Wie man in der elementaren Galoistheorie lernt, folgt daraus 
die Existenz eines Zwischenkarpers 1( ~ F ~ L mit [F: J{] = 2. (Fur die galoissche Hulle 
Ll von Luber 1( ist Gal (Ld 1() eine endliche 2-Gruppe, enthalt also eine Untergruppe 
vom Index 2, welche die Fixgruppe von L enthalt.) Es gibt also a E 1( mit F = 1((Ja). 
Da 1(2 eine Anordnung von 1( und a tf- 1(2 ist, gibt es bE 1(* mit a = _b2 . Folglich ist 
-1 = (Ja/b)2 ein Quadrat in F, also F (und damit auch L) nicht formal reell. 0 

Bemerkung. Bedingung (iii) aus Satz 1 ist offensichtlich aquivalent zu 
(iii') 1( ist formal reell, fiir jedes a E J{ ist a oder -a ein Quadrat in 1(, und jedes Poly nom 

unger aden Grades tiber 1( hat eine Nullstelle in 1(. 

Es ist in der Literatur vielfach iiblich, reell abgeschlossene Karper mit den Buchstaben 
R, 5, ... zu bezeichnen, eine Konvention, der wir haufig folgen werden. 

Theorem. 2 (Fundamentalsatz del' Algebra). 1st Rein reell abgeschlossener 1(orper, so 
ist R( A) algebmisch abgeschlossen. 

Beweis (GauB). Wir benutzen Eigenschaft (iii) aus Satz 1. Jede endliche Erweiterung von 
R (und daher auch jede soIehe von C := R( i), i := A) hat 2-Potenzgrad. Angenommen, 
C = R(i) sei nicht algebraisch abgeschlossen. Wie im Beweis von Satz 1 folgt, daB C eine 
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Erweiterung F mit [F: C] = 2 hat. Es gibt also a, bE R, so daB a := a+bi kein Quadrat in 
C ist. Es folgt b i- O. Da R2 eine Anordnung von R ist, gibt es ein c E R mit a2 + b2 = c2 

und c> 0, sowie x,y E R mit x > 0, signy = sign b und x 2 = (c + a)/2, y2 = (c - a)/2. 
(c ± a sind positiv - alle Vorzeichen verstehen sich natiirlich in bezug auf die einzige 
Anordnung von R!) Nun ist (x + iy)Z = (x2 - y2) + 2xyi, sowie x 2 - y2 = a und 
(2xy)2 = b2. Wegen sign (xy) = sign b ist 2xy = b, und es folgt (x + iy)Z = a. Damit ist 
ein Widerspruch zu va f/. C herbeigefiihrt. 0 

1m nachsten Paragraphen werden wir sehen, daB dieser Satz auch eine sehr starke 
Umkehrung besitzt. 

Korollar. Sei Rein reell abgeschlossener Karpel' und K ~ Rein Teilkarper. Genau 
dann ist K reell abgeschlossen, wenn K in R (relativ) algebraisch abgeschlossen ist. 

Beweis. Sei Kin R algebraisch abgeschlossen, sei i = p. Dann ist auch K(i) in R(i) 
algebraisch abgeschlossen. Denn ist a = a + bi E R( i) algebraisch iiber K( i) (a, b E R), 
so auch iiber K, und dasselbe gilt fiir a = a - bi, also auch fiir a = (a + a)/2 und 
b = i(a - a)/2. Folglich sind a,b E K, also a E K(i). Nach Theorem 2 ist also K(i) 
algebraisch abgeschlossen, woraus die reelle Abgeschlossenheit von J{ sofort folgt. - Die 
umgekehrte Beweisrichtung ist trivial !lach Definition. 0 

Eine weitere Eigenart reell abgeschlossener Korper ist ihre relative Starrheit: 

Satz 3. Sei Rein reell abgeschlossener Korper. 
a) Jeder (Ring-) Endomorphismus c.p von R ist ordnungstreu, es gilt also a ~ b =? 

c.p(a) ~ c.p(b) fur aUe a,b E R. 
b) 1st J{ ~ Rein Teilkarper und R/ K algebraisch, so ist die Identitiit del' einzige J{-

A utomorphismus von R. 

Beweis. a) folgt sofort aus R2 = {a E R : a ~ O}. - b) Sei c.p E AutJ((R) und a E R. 
Da R/K algebraisch ist, ist {c.pn(a) : n E IN} eine endliche Menge. Ware c.p(a) i- a, etwa 
c.p(a) > a, so folgte aus a) induktiv a < c.p(a) < c.p2(a) < ... , Widerspruch. 0 

1st R reell abgeschlossen, so wird kiinftig die eindeutig bestimmte Anordnung von R ohne 
Kommentar mit ~ bezeichnet (wir haben das oben schon einige Male getan). 
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§6. Galoistheoretische Kennzeichnung der reell abgeschlossenen Korper 

Kist ein Korper beliebiger Charakteristik. 

Inhalt dieses Abschnittes ist der Beweis des folgenden schonen Resultats von Artin und 
Schreier [AS]: 

Theorem (E. Artin, O. Schreier 1927). Sei K ein Korper beliebiger Charakteristik mit 
algebraischem AbschlujJ R. 1st K i- R und [R: K] < (Xl, so ist K reell abgeschlossen und 
R = K(R). 

Der folgende element are Beweis geht auf J. Leicht [Le] zuruck. Wir gliedern ihn in 
mehrere Schritte. Es sei stets n = [R: K]. 

(1) Der /(orper Kist ]1eljekt. 

Angenommen falsch. Dann ist char K = p > 0, und es gibt a E K mit a := a1/ p f/. K. Nun 
ist aber auch a 1/ p f/. K(a), denn ware a = (3P mit (3 E K(a), so folgte (NK(a)/K((3)Y = 
NK(a)/K(a) = (-I)P- 1a = a (beachte (_I)p-l = 1). Iteriert man dies en Schritt, so erhalt 
man Korpererweiterungen aller Grade ]1,]12,]13, ... von K, im \Viderspruch zu [R: K] < (Xl. 

Foiglich ist R / K eine endliche Galois-Erweiterung. Sei L ein maximaler von R ver
schiedener Zwischenkorper von R/K, und sei q:= [R:L]. (q ist prim!) 

(2) char K i- q. 

Angenommen, char K = p = q. Die Artin-Schreier-Theorie fur Galois-Erweiterungen vom 
Grad p in Charakteristik p besagt, daB R L-isomorph ist zu L[t]/(tP -t - a), fur ein a E L 
(siehe z.B. [JBA] vol. II, §8.11, oder [LaA] VIII, §6). Wir benotigen nur die Folgerung, 
daB fur die durch 1jJ(b) := bP - b definierte Abbildung 1jJ: R --+ R gilt: 1jJ(L) i- L. Man 
beachte, daB 1jJ additiv ist, d.h. daB 1jJ(b + b') = 1jJ(b) + 1jJ(b') gilt. Sei tr = tr[(/L: R --+ L 
die Spurform (vgl. §8). Dann ist tro 1jJ = (1jJIL) otr: 1st namlich b E R und sind bt, ... , bp 

die L-Konjugierten von bin R, so sind 1jJ(b1), ... , 1jJ(bp ) die L-Konjugierten von 1jJ(b), und 
es folgt tr(1jJ(b)) = 2:.1jJ(bi) = 1jJ(2:.bi) = 1jJ(trb). Es kommutiert also das Diagramm 

i i 

R~L 

1/1 1 1 1/IIL 

R --------> L 
tr 

Da 1jJ und tr surjektiv sind (letzteres wegen der Separabilitat von R / L), ist auch 1jJIL: L --+ 

L surjektiv, Widerspruch. 

(3) Es ist q = 2 (und char K i- 2). 

L enthalt die q-ten Einheitswurzeln, da [R: L] = q ist und das q-te Kreisteilungspolynom 
den Grad q - 1 hat. Wegen char K i- q gibt es also ein a E L mit R = L(a1/ q ) (siehe 
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etwa [JBA] vol. I, §4.7 oder [LaA] VIII, §6). Fur f3 := a1/ q ergibt sich wie unter (1): 
(Nk /L (f3))q = (-1)q-1a. Da a in L keine q-te Potenz ist, mull q gerade, also q = 2 sein. 

(4) K = L(A). 
Sei i = A E K, und seien a E Lund f3 E K wie in (3). Ware i E L, so ware 

(Nk/L(if3))2 = -(N[(/L(f3))2 = aim Widerspruch zu Va rt L. Somit ist i rt Lund 

K = L(i). 

(5) L = /(, also K = J(i). 

Ware /( i- L, so auch /(i) i- K. Man konnte nun die Schritte (1)-(4) fur /(i) statt /( 
d urchfuhren und erhielte bei (4) einen Widerspruch. 

(6) /( ist formal reel! (und somit reel! abgeschlossen). 

Wegen i rt /( geniigt es, zu zeigen: Die Summe zweier Quadrate in /( ist ein Quadrat (§5, 
Satz 1). Seien also a, bE/(*. Da K algebraisch abgeschlossen ist, gibt es c, dE/( mit 
a + bi = (c + di? Es folgt a - bi = (c - di)2 und a2 + b2 = (c2 + d2)2, wie gewunscht. 

Damit ist das Theorem bewiesen. o 

Korollar 1 (zum Beweis). 1st /( ein J(orper mit char /( i- 0 und gilt [/(8: /(] < 00 fur 
den separablen algebraischen Abschlufi /(8 von /(, so ist /( = /(8. 

(Die Schritte (2) - (6) konnen genauso mit /(8 statt K durchgefuhrt werden.) 

'Vir geben noch eine Konsequenz des Satzes von Artin und Schreier fiir die absoluten 
Galoisgruppen von Korpern an. Diese sind proendliche Gruppen (d.h. projektive Limites 
endlicher Gruppen). Uber die grundlegenden Fakten der unendlichen Galoistheorie kann 
man sich z.B. in [JAA] (vol. III, §IV.2), [JBA] (vol. II, §8.6) oder [BA] (ch. V, §10) 
informieren. Fiir das Verstandnis des Weiteren ist dies jedoch nicht erforderlich. 

Korollar 2. Sei /( ein /(orper mit separablem algebraischem Abschlufi /(8 und absoluter 
Galoisgruppe r = Gal (/(8/ /(). Dann gilt: Aile Elemente von endlicher Ordnung > 1 in 
r sind Involutionen (d.h. haben Ordnung 2), und die Zuordnung T 1-+ Fix(T) (Fixkorper 
von T in /(8 = K) gibt eine Bijektion von der Menge der Involutionen in r auf die Menge 
der reel! abgeschlossenen Oberkorper von /( in K. Insbesondere enthiilt r genau dann 
Elemente endlicher Ordnung > 1, wenn /( formal reel! ist. 0 
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§7. Ziihlen reeller Nullstellen von Polynomen (ohne Vielfachheiten) 

In diesem Paragraphen ist R stets ein reell abgeschlossener Karper. 

Eines der iiltesten Probleme in der reellen Analysis ist die Frage nach Anzahl und 
Lage der reellen Nullstellen eines Polynoms f(t) mit reellen Koeffizienten. Die erste 
allgemeine Antwort hierauf gab J.C.F. Sturm (1803 - 1855) in Form eines Algorithmus, 
der sogenannten Sturmschen Kette. Dieser liefert fiir jedes Intervall die Anzahl der 
darin gelegenen Nullstellen von f, geziihlt ohne Vielfachheiten. Eine andere Lasung 
des Problems, die auf der Betrachtung geeigneter quadrati scher Formen beruht, wurde 
von Ch. Hermite (1822 - 1901) gefunden. Beide Verfahren sollen in diesem Abschnitt 
dargestellt werden. 

Es sei angemerkt, claB cliese Resultate noch zur Zeit cler Jahrhundertwende zum festen 
Bestand eines jeden Mathematikstudiums geharten (man vergleiche etwa H. \Vebers Lehr
buch der Algebra [We]). Heute dagegen finden sie nur selten Eingang in Vorlesungen oder 
(Pro-) Seminare. 

Die von Sturm im Jahre 1829 gefundene Lasung (der vollstiindige Beweis wurde von 
Sturm erst 1835 veraffentlicht) lei tete eine historisch sehr interessante, teilweise stlirmische 
Periode der reellen Algebra ein. Del' Satz von Hermite (Theorem 5a in diesem Abschnitt) 
wurde von C.G.J. Jacobi (1804 - 1851) und dessen Schliler und Freund C.vV. Borchardt 
(1817 -1880) vorbereitet (Theorem 5); bewiesen wurde er im Jahre 1853 von Hermite und 
- weitgehend unabhangig von diesem - auch von J.J. Sylvester (1814 - 1897). AuBerdem 
stellten Sylvester, A. Cayley (1821 - 1895) und Sturm interessante Querverbindungen 
zwischen den Siitzen von Sturm und Hermite her. Del' Leser findet Niiheres zu dieser 
Historie, neben genauen Verweisen auf die Originalliteratur, in del' groBen Arbeit [KN] 
von Krein und Naimark, ferner etwa in [Fu] (urn auch eine Arbeit jiingsten Datums zu 
zitieren, die das in der Gegenwart neu erwachte Interesse an Problemen liber Nullstellen 
reeller Polynome dokumentiert). 

\Vir beginnen mit einigen klassischen Siitzen, die aus der reellen Analysis wohlbekannt 
sind, die bei Beschriinkung auf rationale Funktionen ihre Giiltigkeit aber auch liber 
beliebigem reell abgeschlossenem Grundkarper behalten. 

Satz 1. Sei f(t) = t n + altn- l + ... + an E R[t] ein normiertes Polynom. Dann liegen 
alle reellen Nullstellenl von f im Intervall [-M, M], wobei M := max{ 1, lall + ... + lanl} 
sel. 

Beweis. 1st a E R* mit f(a) = 0, so ist a = -(al + a2a-1 + ... + ana l - n ), also lal S 1 
oder lal S lall + ... + lanl nach cler Dreiecksungleichung. 0 

Satz 2 (Zwischenwertsatz). Seien f E R( t) und a, b E R mit a < b, so dafJ f in [a, b] 
keinen Pol hat. 1st f( a )f( b) < 0, so hat f in la, b[ ungerade viele Nullstellen, wenn man 
die Vielfachheiten bel'iicksichtigt. 

ld.h. natiirlich: aile l\'ullstellen von f in R. 
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Beweis. 1st f = g/h mit Polynomen g, h, wobei h in [a, b] nicht null wird, so konnen wir 
f durch fh2 = gh ersetzen, also 0 =I- f E R[t] annehmen. Seien al :::; ... :::; aT die mit 
Vielfachheiten gezi:ihlten reellen Wurzeln von f (r 2': 0). Aufgrund des Fundamentalsatzes 
der Algebra (§5, Theorem 2) gibt es ein c E R* und irrecluzible normierte quadratische 
Polynome PI, .. . ,Ps (s 2': 0) mit f(t) = c· (t - al) ... (t - aT) PI (t)· .. Ps(t). Da die Pk nur 
positive Werte annehmen, folgt 

. f(a) ITT . a-aj 
-1 = sIgn f ( b) =. sIgn b _ a' . 

J=I J 

Die Anzahl cler j mit a < aj < b ist also ungerade. o 

Lemma. Sei 0 =I- f E R(t) eine rationale Funktion und a E Reine Nullstelle von f. 
Dann wechselt die logarithmische Ableitung 1'/ f von f in t = a das Vorzeichen von 
minus nach plus (in t = a hat sie einen Pol), d.h. es gibt e > 0, so dafJ 1'/ f negativ auf 
]a - e, a[ und positiv auf la, a + e[ ist. 

Beweis. Es gibt g, hE R[t] mit g(a)h(a) =I- 0 uncl f(t) = (t - a)d g(t)/h(t) fiir ein d E IN. 
Dann ist 

woraus die Behauptung folgt. 

f' ( t) d g' ( t ) hi ( t) ----+---
J(t) - t - a g(t) h(t) , 

o 

Satz 3. Sei 0 =I- f E R(t) eine rationale Funktion und seien a, b E R mit a < b und 
f( a) = f(b) = O. Hat f in la, b[ weder Pole noch Nullstellen, so ist die mit Vielfachheiten 
genommene Anzahl der Nullstellen von l' in la, b[ ungerade. 

Korollar (Satz von Rolle). 1st f E R(t), ist f(a) = f(b) E R fiir a, bE R, a < b, und hat 
f in [a, b] keine Pole, so hat f' in la, b[ eine Nullstelle. 

Beweis von Satz 3. Sei e > 0 cleral't, dail l' in la, a + e] uncl in [b - e, b[ keine Nullstellen 
hat und a + e < b - e ist. Nach clem Lemma ist 

1'(a + e) f'(b - e) 0 
'--::7---'- . < 
f(a+e) f(b-e) , 

und nach Satz 2 ist die Zahl der Nullstellen von l' / fin ]a + e, b - e[ ungerade. Diese ist 
gleich der Zahl del' Nullstellen von l' in la, b[. 0 

1m folgenden sei f E R[t] ein festes nicht-konstantes Polynom, und es seien a, b E R 
mit a < b und f(a)f(b) =I- O. Bis auf Widerruf erfolgt ab jetzt die Zi:ihlung von Nullstellen 
stets ohne Beriicksichtigung del' Vielfachheiten! 

Wir formulieren die 

Sturmsche Aufgabe: Bestimme die Anzahl del' vel'schiedenen l'eellen Nullstellen des 
Polynoms f im Intel'vall [a, b] ! 
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Definition 1. Die Sturmsche Kette zu fist die rekursiv wie folgt definierte Folge 
(fa, II, ... , fr) von Polynomen: Man setzt fa = f, II = f' und 

fa = qd1 - h, 
II = q2!2 - h, 

fr-2 = qr-1fr-1 - fr , 

fr-1 = qrfr . 

Dabei sei r 2': 1, seien fa, ... , fr, ql, ... , qr E R[t], und es gelte Ii i= 0 und deg fi < 
deg fi-1 fiir i = 2, ... , r. Hierdurch sind r sowie die fi (und qi) eindeutig bestimmt. 

Verwandelt man auf den rechten Seiten die Minus- in Pluszeichen, so ergibt sich die 
ubliche Version des euklidischen Algorithmus fiir das Paar f, f'. Dieser Vorzeichen
Unterschied ist fiir die Lasung der Sturmschen Kette entscheidend, spielt aber bei der 
Berechnung des ggT keine Rolle. Insbesondere ist fr = ggT(f, f'). 

Bezeichnungen: Fiir (co, ... ,cr) E Rr+1 sei Var( co, ... ,cr) die Anzahl der Vorzeichen
wechsel nach Streichung aller Nullen in der Folge. Man setzt Var(O, ... , 0) := -1. Fur 
die Folge (1,0, -2, 1,0,4, -1, 1, 0) ergibt sich beispielsweise Var = 4. Fiir x E R set zen 
wir V(x) := Var(Jo (x), II (x), . .. ,fr(x)), wobei (fa, ... ,fr) die Sturmsche Kette zu f sei. 

Theorem 4 (Sturm 1829). Sei f E R[t] ein nicht-konstantes Polynom, und seien a, bE R 
mit a < b und f( a) f(b) i= O. Dann ist die Anzahl der verschiedenen Nullstellen von f im 
Intervall]a,b[ gleich V(a) - V(b). 

Beweis in zwei Schritten. 
(1) Sei (gO, ... , gr) eine Folge in R[ t] - {O}, welche die folgenden Eigenschaften ( a) - (d) 
hat: 

(a) go(a)go(b) i= 0; 
(b) gr(a)gr(b) i= 0, und gr ist semidefinit auf [a,b] (d.h. entweder gilt gr(x) 2': Ooder 

gr(x) :::; 0 fii.r alle x E [a,b]); 
(c) ist c E [a,b] und go(c) = 0, so wechselt gO(X)gl(X) in x = c das Vorzeichen von 

minus nach plus; 
(d) ist c E [a,b] und gi(C) = 0,0 < i < r, so ist gi-1 (C)9i+1 (c) < o. 

Fur x E R sei W(x) := Var(go(x), ... ,gr(X)). Wir behaupten, daB dann go in [a, b] genau 
W(a) - W(b) verschiedene Nullstellen hat. 

Hierzu bemerkt man zunachst, daB fiir jedes c E R mit go(c)··· gr(c) i= 0 die Funktion 
lY(x) in einer Umgebung von x = c konstant ist. Sei g:= gO···gr, und c E [a,b] eine 
Nullstelle von g. Wir unterscheiden drei Fiille: 

1st go(c) = 0, so ist a < c < b, und die Funktion x ~ Var(go(x),91(X)) hat auf]c - c, c[ 
den Wert 1 und auf [c, c + c[ den 'Vert 0, fiir ein c > o. Dies folgt aus (c). 

1st 9i(C) = 0,0 < i < r, so gibt es wegen (d) ein c > 0, so daB 9i-1(X)9i+1(X) negativ 
ist auf ]c - c, c + cr. Foiglich ist x ~ Var(gi-1(X), 9i(X), 9i+1(X)) konstant gleich 1 auf 
]c - c, c + c[ (fur jedes a E R ist Var( -1, a, 1) = Var(l, a, -1) = 1 1). 
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1st gr(e) = 0, und go(e) =J 0 oder r > 1, so ist gr-1(e) =J 0 wegen (d), und x 1-+ 

Var(9r_1(X),9r(x)) ist konstant auf {x:O < Ix - el < c:} fiir ein c > 0, da gr semidefinit 
auf [a, b] ist. 

Aus der Betrachtung dieser drei FaIle folgt fiir aIle e E [a,b]: 1st gO(c)gr(e) =J 0, so 
ist W(x) in einer Umgebung von x = e konstant; ist go(e) =J 0, so ist W(x) in einer 
punktierten Umgebung von x = e konstant; ist go(e) = 0, so gibt es c > 0 und NEZ mit 
W(x) = N fiir e - c < x < e und W(x) = N - 1 fiir e < x < e + c. - Da go und gr in 
den Randpunkten a, b nicht verschwinden, folgt hieraus die Behauptung (1). 

(2) Nun sei f wie im Theorem vorausgesetzt und (fa, . .. ,fr) die Sturmsche Kette zu f. 
Wir setzen 9i := fil fT E R[t] (i = 0, ... , r) und W(x) := Var (go(x), ... ,gr(X)) (x E R). 
Dann gilt: Die Folge (90, ... ,9r) erfiillt (a)-( d) aus (1). In der Tat, da gi-1 = hi9i -
gi+1 (i = 1, ... , r - 1) und 9T-1 = hrgr fur geeignete hi E R[t] gelten, und da gr = 1 
ist, haben gi-1 und gi keine gemeinsame N uIlsteIle (i = 1, ... , r), und (d) folgt aus der 
Rekursion. (a) und (b) sind ldar, und (c) folgt aus dem Lemma, da gOgl = fl'//; ist. 

Weiter haben gO und fo = f dieselben NuIlsteIlen (ist fT(e) = 0, so auch f(c) = 0, 
und die NuIlsteIle e hat in f eine groBere Vielfachheit als in fT !). Aus (1) folgt also, 
daB f genau W(a) - W(b) verschiedene Nullstellen in [a,b] hat. Bemerkt man noch, daB 
V(a) = W(a) und V(b) = W(b) wegen fr(a) fr(b) =J 0 gilt, so ist der Satz bewiesen. 0 

Wir geben noch eine von Sturm selbst herriihrende allgemeinere Fassung des Theorems 
an. Dazu dient 

Definition 2. Sei f E R[t] und seien a, b E R mit a < b und f(a) f(b) =J O. Eine 
verallgemeinerte Sturmsche J(ette zu f auf [a, b] ist eine Folge (fa, ... ,1T) in R[t] - {O} 
mit r ~ 1 und folgenden Eigenschaften: 
(1) fo = f ; 
(2) fr(a)fT(b) =J 0, und fT ist semidefinit auf [a,b]; 
(3) fiir 0 < i < r und e E [a,b] mit J;(e) = 0 ist fi-1(e) fi+1(e) < 0 . 

(Vorsicht: Die Sturmsche Kette von fist i.a. keine verallgemei-nerte Sturmsche Kette zu 
f im Sinne von Definition 2 !) 

Seien f E R[t] und a, b wie in Definition 2, und sei (fa, ... , fT) eine verallgemeinerte 
Sturmsche Kette zu f auf [a, b]. Wir setzen wieder V (x) := Var (fo (x), ... ,1r (x)) (x E R). 

Theorem 4a (Sturm). 
V(a) - V(b) = 

#{e E ]a,b[:f(c) = OJ und fII wechselt in e das Vorzeichen von - nach +} 
minus 

#{ e E la, b[: f( e) = OJ und f II wechselt in e das Vorzeichen von + nach -}. 

Das ist aufgrund des Beweises von Theorem 4 klar! (Man hat jetzt lediglich die Vorzei
chenwechsel von f II verschieden zu zahlen.) 0 

Bemerkung. \Vie man aus dem Beweis erkennt, sind Vereinfachungen des originalen 
Sturmschen Algorithmus moglich. Zum Beispiel: 
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a) Die originale Sturmsche Kette fo = f, fr = 1', ... darf bei fs abgebrochen werden, 
sofern fs(a) fs(b) i- 0 und fs auf [a, b] semidefinit ist. 
b) Beim modifizierten euklidischen Algorithmus (Definition 1) darf man bei einem Rest 
fi+l solche Faktoren weglassen, die auf [a, b] semidefinit sind und in a, b nicht verschwin
den. 

Wir kommen nun zur Methode von Hermite. Sei zunachst J( ein beliebiger Karper 
und f(t) = t n + a1tn - l + ... + an E J([t] ein normiertes Polynom (n ;::: 1). Es seien 
cq, ... ,an die Nullstellen von f im algebraischen AbschluB von J(. Fur r = 0,1,2, ... sei 
Sr = Sr(J) := a;: + ... + a~. Da 8 r (J) symmetrisch in den ai ist, ist Sr(J) E J(. In der 
Tat gibt es nur von n abhangende ganzzahlige Polynome Pr in den KoefFizienten von f, so 
daB Sr(J) = Pr( aI, ... ,an) ist, wie man in der Algebra-Vorlesung lernt (vgl. [LaA, V, §9] 
oder [JBA vol. I, §2.13]). So ist etwa so(J) = n, Sl(J) = -aI, S2(J) = ai - 2a2, S3(J) = 

-ai + 3ala2 - 3a3 us\\'. 

Definition 3. Die durch die symmetrische n x n-l'vlatrix 

definierte n-dimensionale quadratische Form tiber J( nennen "'ir die Sylvesterform von f 
n 

und bezeichnen sie mit S(J). Es ist also S(J)(Xl,"" xn) = L Sj+k-2(J) XjXk· 
j,k=l 

Theorem 5 (Jacobi, Borchardt, Hermite). Sei Rein reell abgeschlossener J( arper llnd 
f E R[t] ein normiertes nicht-konstantes Polynom. Dann ist der Rang von S(J) gleich der 
Anzahl der verschiedenen Wllrzeln von f im algebmischen AbschlllfJ C = R( A) von R, 
lind die Signatllr von S(J) ist gleich del' Anzahl der verschiedenen reellen TVlIrzeln von f. 

11an beachte, daB also S(J) stets nicht-negative Signatur hat! 

Beweis. Es seien fh, ... , f3r die paarweise verschiedenen ree11en \Vurzeln von fund 
/'1, /'1, ... ,/'s, /'s die pam'weise verschiedenen nicht reellen vVurzeln von f (r, s ;::: 0; a f--+ a 
bezeiclmet den nicht-trivialen R-Automorphismus von C). Die Vielfachheit von f3j sei mj, 

die von /'j sei nj. Sei i = A E C, und seien Rea,Ima fur a E C wie ublich definiert. 
Es ist 

n n 2 

S(J)(Xl, .. ·,Xn) = 2: a;+1-2 xkXI = 2:(2: a;-l xk ) = 
l::;j,k,l::;n j=1 k=1 

T 2 s 2 2 

= 2: m j(2:f3;-I Xk ) + 2:nd(2:/,;-IXk) + (2:/,/-I Xk ) ] 
j=1 k j=1 k k 
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Damit ist S(f) diagonalisiert: Setzt man 

so ist also 

Uj(X) := L,8J-l xk (j = 1, ... ,r), 
k 

Vj(x) := L RebJ-1 )Xk, Wj(x):= L Imbj-l )Xk (j = 1, ... ,s) , 
k k 

s 

S(f) = Lmju;+2Lnj(v; -w;), 
j=1 j=1 

25 

und die Linearformen Ul, ... , U" VI, WI, ... , VS , Ws sind linear unabhiingig. (Die Uber
gangsmatrix geht durch zwei element are Umformungen aus der Vandermonde-Matrix zu 
,81, ... , ,8T, ,I, ,1,·· ',s, ,s hervor.) Daher ist 

S(f) ~ r· (1) ..l s· H ..l (n - r - 2s)· (0), 

und man liest direkt ab: rang S(f) = r + 2s, sign S(f) = r. o 

Die folgcnde Modiilzierung ermaglicht es, auch die reellen Nullstellell in Intervallen zu 
ziihlen: 

Definition 4. Sei J( ein Karper, f E J([tJ ein normiertes Polynom vom Grad n ~ 1, und 
>. E J(. Die Sylvesterform von f zum Parameter>' ist die quadratische Form 

(Xl, ... ,Xn)f-+ L (>'Sj+k-2(f)-Sj+k-l(f))Xj Xk 

l:::;j,k:::;n 

liber J( und wird mit S>.(f) bezeichnet. 

Theorem 5a (Hermite, Sylvester, 1853). Sei R reel! abgeschlossen und f E R[tJ normiert 
vom Grad n ~ 1. Fur>. E R ist dann 

rang S>.(f) = #{a E R( R): f(a) = ° und a -=I- >.}, 
signS>.(f) = #{a E R: f(a) = 0, a < >.} - #{a E R: f(a) = 0, a > >.}. 

Beweis. Wir libernehmen die Bezeichnungen des letzten Beweises. 

s 

= L mj(>' - ,8j)u; + L nj [(>. -,j)(Vj + iWj? + (>. -,j)(Vj - iWj)2] . 
j=1 j=1 

Weitere Umformung von [ ... J gibt 
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Daher ist 

[ ... J = (.\ -,j +.\ -,j)(V] - W]) + 2i('\ -,j -.\ + ,j)VjWj = 

2 (.\ - Re,j)(v] - w]) + 4 1m (!j)VjWj =: 2<pj(vj, Wj). 

r s 

S;..(1) = "Lmj(.\ - f3j)uJ + "L 2n j<Pj(Vj,Wj). 
j=1 j=1 
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Die Formen <pj sind hyperbolisch (j = 1, ... ,s), denn ist ,j = aj + ibj mit aj, bj E R, so 
wird 'Pj beschrieben durch die ·Matrix 

( .\-a b ) 
bj J _(.\!..- aj) 

und diese hat wcgen bJ cI 0 negative Determinante. Somit ist 

o 
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§8. Begriffiiche Deutung der Sylvesterform 

Sei K ein Karper mit char K i- 2. 
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1m folgenden Abschnitt solI die Sylvesterform eines Polynoms eine konzeptionellere 
Deutung erfahren, namlich als die Spurform einer geeigneten Algebra. Wir beginnen mit 
Allgemeinheiten tiber solche Spurformen. 

Eine K -Algebra A bedeutet in diesem Paragraphen stets eine kommutative (und asso
ziative) K-Algebra mit Eins von endlicher Dimension tiber K. Ftir a E A sei A(a) der 
K-lineare Endomorphismus b f-+ ab von A, und trA/K(a) die Spur von A(a) (tiber K). Die 
K -Linearform trA/ K: A -+ K heiBt die Spur von A tiber K (nach englisch "trace"). 

Folgende Regeln kann man unmittelbar verifizieren: 

Lemma 1. 
a) 1st KI / K eine Korpererweiterung und AI = A 0K Ie, so ist 

trA/K(a) = trAI/lda (1) fiir alle a EA. 

b) Sind AI, ... ,Ar K -Algebren und isl A = Al X ..• x Ar, so ist 

trAjK(a1, ... , ar) = L trA/K(ai) fiir alle (a1,· .. , ar) EA. 
i=l 

c) trA/K(NilA) = 0 (wobei wie ublich Nil A = {a E A:an = 0 fur ein n E IN}). 0 

Nun sei speziell A = J([t]/(J), wobei f E K[t] ein normiertes Polynom vom Grad n ~ 1 
sei. Das Bild von t in A bezeichnen wir mit 7. Seien 001, •.• , an die Nullstellen von f im 
algebraischen AbschluB K von K. 

n 
Satz 1. Fur 9 E K[t] ist trA/K(9(7)) = L: g(aj). 

j=l 

Beweis. Wegen a) aus Lemma 1 kann man K = K annehmen. Seien (31, ... , (3r die 
verschiedenen Wurzeln von fund e1, ... , er ihre Vielfachheiten, also f(t) = (t - (31)e , ... 
(t - (3r)"r. Sei Ai = K[t]/(t - (3i)e i (i = 1, ... ,r). Nach dem Chinesischen Restsatz 
ist A -+ Al X ... x Ar ein Isomorphismus, und wegen Lemma Ib) kann man r = 1 
annehmen, also f(t) = (t - (3)e. Es gibt h E K[t] mit g(t) = g((3) + (t - (3)h(t). Wegen 
(7 - (3)h(7) E Nil A und Lemma lc) ist trA/K(9(7)) = trA/K(9((3)) = e· g((3). 0 

Bezeichnungen. 
a) 1st A eine K -Algebra und a E A, so bezeichne [A, a]K den durch die quadratische Form 
x f-+ trA/K(ax2 ) auf A definierten quadratischen Raum tiber IC 
b) Ftir Polynome f, 9 E K[t], f i- 0, sei 
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und 
SylJ((J) := SylJ((J; 1). 

Den Index J( werden wir haufig weglassen. 

Aus Lemma 1 erhalt man sofort folgende Regeln fiir das Rechnen mit diesen Formen: 

Lemma 2. Seien A, AI, AI, ... , Ar J( -Algebren. 
a) 1st r.p: A -7 AI ein J( -Algebren-lsomorphismus, so ist 

[A,a] ~ [AI,r.p(a)] fur alle a E A. 

b) 1st [{I / J( eine J(orpererweiterung, so ist fur alle a E A 

[A,a]J( ®J( [{I ~ [A 0J( [{I,a ® 1]J(' (uber [{I). 

c) [AI X ... x A.,(al, ... ,ar)] ~ [Al,al] J.. ... J.. [Ar,ar] (ai E Ai). 
d) Nil A ~ Rad [A, a] fur alle a E A. o 

Lemma 3. Seien f,g E [{[t]. 
a) 1st [{I / [{ eine /{orpererweiterung, so ist 

b) Sind JI, ... , fr E [{[t] paarweise teilerfremd, so ist 

Syl(JI ... fr;g) ~ Syl(JI;g) J.. ... J.. Syl(Jr;g). 

c) Syl (Je;g) ~ (e) 0Syl(J;g) J.. (0, ... ,0) (e E IN). 
d) FuraEf{* ist Syl(af;g)=Syl(J;g) und Sy1(J;ag)~(a)0Syl(J;g). 
e) Fur a E [{ ist Sy1 (t - a;g(t)) = (g(a)). 

Beweis. a), b) folgen aus Lemma 2, und d), e) sind klar. Wir zeigen c): Sei A = 
f{[t]/(Je), AI = [{[t]/(J), und 7r: A -7 AI die Restk1assenabbi1dung. Wegen Satz 1 ist 
trA/ J(( a) = e . trN / J(( 7ra) fiir alle a E A, woraus die Behauptung folgt. 0 

Korollar. Fur f,g E [{[t], f =I- 0, sind iiquivalent: 
(i) Syl J((J; g) ist nicht-ausgeartet; 

(ii) fist separabel, und fund 9 sind teilerfremd. 

Beweis. Da (i) und (ii) gegen Korpererweiterung invariant sind, konnen wir f{ = K als 
algebraisch abgesch10ssen annehmen. Seien al, ... , a r die verschiedenen Nullstellen von 
f, mit den Vielfachheiten eI, ... , er E IN. Nach Lemma 3 folgt 

r 

Sy1(J;g) ~ .J.. Sy1((t-aj)ej ;g(t)) 
J=l 

~ j~l [(ej) 0 Syl (t - aj;g(t)) J.. (ej -1)· (0)] 

~ . .1 [(ejg(aj)) J.. (ej -1)· (0)] , 
J=l 
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woraus man die Behauptung abliest. o 

Satz 2. 1st f E K[tJ ein normiertes Polynom vom Grad n ~ 1 und S(J) seine Sylve
sterform, so ist S(J) ~ Syl(J). Fur die Sylvesterform S>.(J) von f zum Parameter A gilt 
S>.(J) ~ Syl(J; A - t). 

Beweis. Seien a1, .. . , an die Nullstellen von fin K und sei 9 E K[tJ beliebig. Beziiglich 
der Basis I, T, . .. , Tn- 1 von A := K[tJ/(J) wird Syl (J; g) dargestellt durch die Matrix 

(bjk)I5,j,k5,n, mit bjk = trAjK(Tj+k- 2g(T)). Nach Satz 1 ist bjk = I:a{+k-2g(ai). 
Hieraus folgen die Behauptungen mit 9 = 1 bzw. 9 = A - t. i=l 0 

Wir zeigen abschlieBend, daB sich die im vorigen Abschnitt bereits bewiesenen Siitze 
von Sylvester und Hermite (§7, Siitze 5 und 5a) unter Verwendung des Spurformenkalkiils 
recht einfach ergeben. 

Sei also K = R reell abgeschlossen, sei f E R[tJ normiert vom Grad n ~ 1 mit den 
verschiedenen reellen \Vurzeln {31, ... , {3r und den verschiedenen nicht-reellen Wurzeln 
iI, i1,· .. , is, is· Seien wieder mj bzw. nj die Vielfachheiten der {3j bzw. ij. Wir setzen 
qj(t):= (t -ij)(t -ij) (j = 1, ... ,s). Dann ist 

j=l j=l 

und folglich nach Lemma 3 fiir alle 9 E R[tJ 

r s 
Syl(J;g)~ . ..l Syl((t-{3j)mi ;g) ..l . ..l Syl(qJni;g) 

b) J=l J=l 
r s 

~ . ..l Syl(t-{3j;g)..l . ..l Syl(qj;g)..l(O, ... ,O) 
c) J=l J=l 

s 
~ (g({31), ... ,g({3r)) ..l . ..l Syl (qj;g) ..l (0, ... ,0). 
e) J=l 

Dabei sind alle Formen Syl (qj;g) hyperbolisch (oder null, falls qjlg), denn R[tJ/(qj) ist 
als R-Algebra zu C = R( A) isomorph, und fiir alle a E C* ist [C; aJR ~ (I, -1) = H. 
(Wiihlt man {3 E C mit 2a{32 = i, so erhiilt man fiir [C; aJR beziiglich der Basis {3, -i{3 

die Matrix (~6). ) 
Somit ist Syl(J;g) ~ (g({31), ... ,g({3r))..l t· H ..l (n - r - 2t)· (0) fiir ein 0 ~ t ~ s. 

Insbesondere ergeben sich S(J) ~ Syl (J) = Syl (J; 1) ~ r· (1) ..l s· H ..l (n - r - 2s)· (0) 
und Syl (J; A - t) ~ (A - {31, ... , A - {3r) ..l s· H ..l (n - r - 2s) . (0). Daraus liest man 
die Aussagen der Siitze von Sylvester und Hermite direkt abo 

Neben den schon erwiihnten Arbeiten [KNJ und [FuJ vergleiche man zu diesem und zu 
verwandten Themen auch den Artikel [BeSpJ, welcher interessante historische Bemerkun
gen iiber Sylvester enthiilt. 
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§9. Cauchy-Index einer rationalen Funktion, Bezoutiante und Hankelformen 

1m weiteren Veri auf dieses Buches wird dieser Abschnitt, ebenso wie der folgende, nicht 
mehr benatigt und kann daher bei der erst en Lekture uberschlagen werden. Andererseits 
gehart sein Inhalt zum klassischen I3estand der reellen Algebra und ist fur das Verstiindnis 
der historischen Entwicklung der Mathematik im 19. Jahrhundert unentbehrlich. Daneben 
hat er auch in vielen Anwendungen Bedeutung erlangt, etwa bei der Stabilitiit von 
Bewegungen oder in der Kontrolltheorie. 

Wir folgen der Arbeit [KN] von Krein und Naimark, kannen jedoch aus Platzgriinden 
nur einen kleinen Ausschnitt davon darstellen. Der interessierte Leser sei daher auf diese 
Arbeit selbst verwiesen. 

Sei stets Rein reell abgeschlossener Karper. 

Definition 1. Sei ~(t) = g(t)j j(t) E R(t) erne rationale Funktion, wobei 9 und j 
teilerfremde Polynome iiber R seien. 
a) Sei 0: E Reine Pol stelle von ~ (also eine Nullstelle von 1). Der Cauchy-Index inda(~) 
von ~ in 0: wird wie folgt definiert: Man setzt inda(~) := +1, falls der Wert von ~(t) bei 
t = 0: von -00 nach +00 springt, indry(~):= -1, falls er von +00 nach -00 springt, und 
ind", ( ~) := 0 sonst. 
b) Der Cauchy-Index von ~ im offenen Interyall]a, b[ <;;; R (±oo als Intcrvallgrenzen sind 
zugelassen) ist definiert als die Summe der Cauchy-Indizcs zu den in la, b[ gelegenen Polen 
von~. \Vir schreibcn da£lir I~( ~). Im Faile a = -00, b = +00 spricht man vom globalen 
Cauchy-·Index von ~. 

Der Cauchy-Index von ~(t) = j(t)jg(t) im Pol t = 0: ist also +1, -1 oder 0, je nachdem 
ob das Polynom j(t) g(t) in t = 0: das Vorzeichen von minus nach plus, von plus nach 
minus oder iiberhaupt nicht wechselt. 

Beispiele. 
l. Sei j E R[t] ein nicht konstantes Polynom, und sei ~ = I' j j seine logarithmische 
Ableitung. Sind 0:1, ... , O:r die verschiedenen reellen N ullstellen von j und m1, ... , mr 

ihre Vielfachheiten, so ist 
r 

~(t)=7jJ(t)+:L t~;' 
;=1 0:, 

wobei 7jJ eine rationale Funktion ohne reelle Pole ist. Somit hat ~ = j' j j genau r reelle 
Pole 0:1, ... ,0:" und in jedem von diesen den Cauchy--Index + 1 
2. Etwas allgemeiner: Seien j, h E R[t] und sei j =I- O. Fur ~ = hI' / jist dann 

I~~(~) = #{o: E R: j(o:) = 0 und h(o:) > o} - #{o: E R: j(o:) = 0 und h(o:) < O}, 

wie man sich leicht iiberzeugt. 

\Vie kann man die ganze Zahl I~ (~) aus den I(oeffizienten von ~ bestimmen? Eine 
Lasung wurde schon in §7 gegeben: IVlan £lihre den Sturmschen Algorithmus mit den 
Polynomen j,g (statt wie damals j,j') durch und wende das dortige Theorem 4a auf 
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die entstandene verallgemeinerte Sturmsche Kette an. Diese Prozedur wurde schon im 
letzten Jahrhundert zu praktischen Verfahren fur die Bestimmung von I~('P) ausgebaut. 
Fur einen wichtigen SpezialfaIl, das sogenannte Routh-Hurwitz-Problem, verweisen wir 
auf [Ga, §16]. 

\Vir wollen jetzt einen Zusammenhang zwischen dem globalen Cauchy-Index und ge
wissen quadratischen Formen herstellen. Dazu mussen wir etwas ausholen. Fur 'P = 9 / f 
kannen wir stets deg 9 :S deg f voraussetzen, da sich die Cauchy-Indizes bei Addition 
eines Polynoms nicht andern. 

Seien also 

f(t) = aotn + altn- 1 + ... + an und g(t) = botn + b1tn- 1 + ... + bn 

zwei Polynome mit Koeffizienten in einem Karper J{ (char J{ i- 2) und sei ao i- O. Wir 
ordnen dem Paar (f, g) wie folgt zwei quadratische Formen liber J{ zu. 

Sind x und y neue Variable, so ist das Polynom f(x)g(y) - f(y)g(x) durch x-v teilbar. 
Genauer gilt 

wobei 

f(x)g(y) - f(y)g(x) 
x-v 

i 

Cij = L dk,i+j+l-k 
k=O 

n-l 

~ c-·xiyj L-t 'tJ , 

i,j=O 

ist 1 . U nabhangig von diesen Formeln ist klar, daB Cij = Cji fur aIle i, j = 0, ... , n - 1 gilt. 

Definition 2. Die symmetrische n x n-1htrix (Cji)O:::;i,j:::;n-l heiBt die Bezoutmatrix 
zu fund 9 und wird mit B(f, g) bezeichnet. Die zugeharige quadratische Form liber J{ 

heiBt die Bezoutiante zu fund g. Wir bezeichnen sie ebenfalls mit B(f,g), schreiben also 

n-l 
B(f,g)(xo, ... ,Xn-l) = L CijXiXj. 

;,j=O 

Andererseits kannen wir wegen degg:S degf die rationale Funktion 'P(t) = g(t)/f(t) 
als eine formale Potenzreihe in C 1 schreiben: 

Definition 3. Die symmetrische n X n-Matrix (Si+j )O:::;i,j:::;n-l heiBt die Hankelmatrix zu 
fund 9 und wird mit H(f, g) bezeichnet2 • Wieder fassen wir H(f, g) auch als quadratische 
Form auf, 

n-l 

H(f,g) (xo, ... , Xn-l) = L Si+jXiXj, 
i,j=O 

I'Wir werden diese expliziten Formeln nicht weiter benutzen. 

2 Allgemein nennt man jede quadratische Matrix (aij), bei der der Eintrag aij nur von i + j abhangt, 
eine Hankelmatrix. 
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und sprechen dann von der Hankelform zu fund g. Fur 1 ::; p ::; n wird die gestutzte 
Matrix (Si+j)O::;i,j::;p-l mit Hp(J, g) bezeichnet. 

Bemerkung. Offensichtlich hangt H(J, g) nur von n und von der rationalen Funktion 
<P = g/ f abo Allgemeiner kann man zu jeder formalen Potenzreihe <p(t) E K[[C l ]] in t- l 

und jedem n ~ 0 eine Hankelmatrix Hn(<p) wie in Definition 3 bilden. Ein bekannter 
(elementarer) Satz von Frobenius besagt, daB <p(t) genau dann rational (d.h. <p(t) E K(t)) 
ist, wenn es ein n ~ 0 mit detHm(<P) = 0 fur alle m ~ n gibt. 1st dies der Fall, 
so ist iiberdies das kleinste solche n der Grad des Nenners von <p in einer gekurzten 
Bruchdarstellung, und jede Matrix Hm( <p) mit m > n hat den Rang n. Siehe hierzu etwa 
[Ga, §16.10]. 

Beispiel 3. Sei f E K[t] ein nicht konstantes Polynom. \Vir wollen die Hankelform 
H(J,j') berechnen. 1st f(t) = a(t - al)··· (t - an) die Zerlegung von f uber dem 
algebraischen AbschluB yon K, so ist (geometrische Reihe!) 

f '(t) n 1 00 
- = '\"" -- = '\"" s· t-)-1 
f(t) ~ t - ai ~ J 

.=1 )=0 

mit 
n 

< . - '\"" n) 
L) - ~~k. 

k=1 

Somit ist H(J, f') gerade die in §7 betrachtete Sylvesterform S(J) zu f. 

Anmerkung zur Terminologie. \Vir werden gleich sehen, dail H(J, g) zu B(J, g) isometrisch 
ist. In manchen modernen Arbeiten und Buchern (etwa [BeRJ) wird deshalb die Form 
S(J) = H(J, 1') als "Bezoutiante von 1" bezeichnet. \Vir halten diesen Sprachgebrauch 
fiir unglucklich, weil er nicht mit der im 19. Jahrhundert entwickelten Tenninologie 
harmoniert. Damals wurde konkreter gerechnet, als es heute oft iiblich ist, und zwischen 
einer quadratischen Form und ihrer Isometrieklasse scharf unterschieden. Urn solchen 
Kollisionen aus dem \Veg zu gehen, haben wir S(J) die Sylvesterform von f genannt, was 
wegen Sylvesters Pionierleistung auf diesem Gebiet sicher gerechtfertigt ist. 

Satz 1. Die Bizoutiante B(J,g) ist zur Hankelform H(J,g) isometrisch. 

Beweis. Sei wieder <p(t) = g(t)/ f(t). Dann gilt 

n-l 00 . . 

L CijXiyi = f(x)f(y) <p(y) - <p(x) = f(x)f(y) L Si-l y-' - x-· 
i,j=O x - Y i=O x - Y 

oc> i-I 

= f(x)f(y) L LSi-l x j- iy-j-l 
i=1 j=O 

00 

= f(x)f(y) L sHI x-(Hl)y-(I+I) 
k,I=O 

00 

= L sk+1 (aox n- k- l + ... + anx-k - l ) (aOyn-l-l + ... + an y-I-l). 
k,I=O 
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Da auf der linken Seite keine negativen Potenzen von x oder y vorkommen, konnen wir 
auch auf der rechten Seite alle solchen Terme weglassen und erhalten 

n-I n-I 
L CijXiyj = L Sk+l (aox n- k- I + ... + an-k-I) (aoyn-l-I + ... + an-I-I). 
i,j=O k,I=O 

Nimmt man die Variablentransformation 

Un-I := 

vor, so ergibt sich daraus 

B(J,g) (xo, ... ,Xn-I) = H(J,g) (UO, ... ,Un-I). (1) 

Wegen aO # 0 gibt dies die Behauptung. o 

Korollar. Fur die Minoren 

(l:;p:;n) 

del' Bezoutmatrix B(J, g) (die "Hauptminoren von rechts unten aus") gilt 

(2) 

Beweis. In der Identitiit (1) setze man Xo = ... = Xn-p-I = 0, also up = ... = Un-I = 0, 
lese die neue Identitiit als eine Gleichung von symmetrischen Matrizen und gehe zu den 
Determinanten liber. 0 

Satz 2 (Hurwitz). 

ao bo 0 0 0 0 
al bl ao bo 0 0 

Bp = (3) 

a2p-1 bZp - 1 a2p-2 b2p- 2 ap bp 

wobei ai = bi = 0 fur i > n zu lesen ist. 

Beweis. Aus der Identitiit g(t) = f(t)cp(t) erhiilt man die Rekursionsformeln 

(4) 
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fiir alle i :::: O. Mit ihrcr Hilfe kann man die 1dentitiit (2) wie folgt umformen: 

1 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 

aoBp ( 1) l1=.U 2p+l 0 0 1 0 0 
(2) 

- z a o 0 S-1 Sp-2 Sp-l S2p-2 

0 0 Sp-3 Sp-2 S2p-3 

0 0 S-1 So Sp-l 

1 0 0 0 0 
0 5-1 So SI S2p-2 

0 1 0 0 0 
ao al az a2p 

0 0 
0 ao al aZp-l 

8-1 So S21'-3 0 0 (-lY· ao a2p-2 

0 0 0 0 1 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 

ao 
5-1 Sp-l 

0 0 0 0 0 1 0 

Ausmultiplizieren der l'vlatrizen gibt 

ao al a2 a2p bo bl b2p - l 0 bo h b2p - l 

0 ao al aZp-l 
aO al a2p-l 0 bo b2p - 2 

aoBp (-lY 0 0 bo b2p - 2 = (-l)pao 
(4) 

0 0 0 bp 
0 0 bp 

0 0 a p 0 0 0 ap 

Nach Permutation der Zeilen und Transposition erhiilt man die Behauptung (3). 0 

Definition 4. Als Resultante R(j, g) von fund 9 bezeichnen wir hier die 2n-reihige 
Determinante 

ao al a n-l an 0 0 0 
0 ao a n-2 a n-l an 0 0 

0 0 ao al az a3 an 

bo bl bn - l bn 0 0 0 
0 bo bn - 2 bn- l bn 0 0 

0 0 bo b1 b2 b3 bn 

1st bo ic 0, so ist clies die Resultante von fund 9 im iiblichen Sinn der Algebra (vgl. 
[LaA], [vdW], [JBA]). 1st clagegen cleg(g) = In < n = cleg(j) , so erhi:ilt man R(j, g) aus 
cler iiblichen Resultante durch ?vIultiplikation mit clem (un\\"esentlichen) Faktor ag-m . 
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Satz 2 besagt im Falle n = p: 

n(n-l) 

detB(f,g) = (-1) 2 R(f,g). (5) 

Da die Resultante zweier Polynome genau dann verschwindet, wenn diese einen gemein
samen Teiler haben (siehe [vdW], ... ), erhalten wir die 

Folgerung. Die Btizoutiante von fund gist genau dann nicht ausgeartet, wenn fund 
9 teilerfremd sind. 0 

Bezeichnen wir den quadratischen Raum (J(n, B(j, g)) mit V(j, g), so gilt allgemeiner: 

Satz 3. Sei D = t q + d l t q- l + ... + dq der grojJte gemeinsame Teiler von fund g, und sei 
f = fO . D, 9 = gO . D. Dann hat das Radikal Rad V (f, g) von V (f, g) (§2) die Dimension 
q, und der quadratische Raum V(j,g)/Rad V(f,g) ist zu V(f° ,gO) isometrisch. 

Beweis. Sei (c~j) := B(f°,gO). Dann gilt 

n-q-l 

= D(x)D(y) L C~j xiyj 
i,j=O 

n-q-l 

L C~j (doxq+i + ... + dqxi) (doyq+j + ... + dqyj) , 
i,j=O 

wobei do := 1. Sind Xo, . .. ,Xn-l unabhiingige Variable, so bilden wir die neuen n - q 
unabhiingigen Variablen 

Uo = dgxo + dq-IXl+ 

Ul = dqXl+ 

Un-q-l = 

+doxq 

+ d1xq + dOXq+l 

dqXn-q-l + 

(do := 1). Aus der obigen Identitiit liest man dann ab: 

+ dOXn-l 

Da B(f°, l) nach der Folgerung aus Satz 2 nicht ausgeartet ist, folgt daraus die Behaup
tung. 0 
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Von nun an sei wieder J( = R reell abgeschlossen. Wie zuvor seien J bzw. g Polynome 
vom Grad n bzw. hochstens n, und sei c.p:= g/J. 

Theorem 4. De1' globale Cauchy-Index I~gg(c.p) ist gleich de1' Signatu1' de1' HankelJo1'm 
H(f,g), also auch gleich de1' Signatu1' de1' Bezoutiante B(f,g) von J und g. 

Aufgrund von Satz 3 konnen wir J und 9 ohne Einschriinkung als teilerfremd, also 
H(f, g) als nicht ausgeartet, voraussetzen. 

Wir fiihren den Beweis jetzt im Falle R = JR mit funktionentheoretischen Mitteln, 
namlich durch Berechnung der Residuen eines Differentials w = c.p(z) '!9(z? dz. Dabei sei 
z eine komplexe Variable und 

'!9(z) = Xo + XIZ + ... + Xn_lZn- 1 

mit unabhiingigen reellen Parametern Xo, . .. ,Xn-l. Urn das Residuum von w in z = 00 

zu berechnen, fiihren wir bei 00 die lokale Koordinate ( = z-l ein. Dann ist 

also -Resoo(w) der Koeffizient von ( in der Laurent-Entwicklung von c.p(z) '!9(z? nach (. 
Aus 

liest man ab: 

n-l 
c.p(z) '!9(z)2 = (B-1 + soC + Sl(2 + ... ). L XjXkCj-k 

j,k=O 

n-l 
-Resoo(w) = L Sj+kXjXk = H(f,g) (xo, ... , Xn-l). 

j,k=O 
(6) 

Nach dem Residuensatz ist dies gleich der Summe der Residuen von w in den im Endlichen 
gelegenen Polen von w, also in den Nullstellen von J. 

Sei also z = a eine (komplexe) Nullstelle der Vielfachheit m von J(z). Man hat eine 
Laurent-Entwicklung 

c.p(z + a) = coz-m + CIZ-m+1 + ... 
mit komplexen Koeffizienten Cj und Co -I- O. 1st a E JR, so sind auch die Cj reell. Weiter 
ist 

'!9(z + a) = Xo + Xl(Z + a) + ... + Xn-l(Z + at-1 

= Uo + UIZ + ... + Un_lZn- 1 , 

wobei Uo, .. . ,Un-l Linearkombinationen von Xo, . .. ,Xn-l sind, deren Koeffizienten ganz
zahlige (universelle) Polynome in a sind. Somit ist 

Res,,(w) = Cm-lU~ + 2Cm-2UOUI + ... + co(UOttm-l + ... + Um-lUO). 

1st m = 21' gerade, so konnen wir schreiben 

Res,,(w) = uoVo + UIVI + ... + UT-IVT-l (A) 
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mit geeigneten Linearkombinationen Vj von Xo, ... , Xn-1, deren Koeffizienten ganzzahlige 
Polynome in a, co, ... ,Cm -1 sind. 

1st dagegen m = 2r + 1 ungerade, so konnen wir 

Resa(w) = UOVo + ... + Ur-1Vr-1 + cou; (B) 

schreiben, mit Linearkombinationen Vj wie zuvor. 
1st a E JR, so haben aIle Linearkombinationen Uj, Vj reelle Koeffizienten. Sei jetzt a if. 

JR, etwa Im(a) > O. Dann ist auch ii Nullstelle von f von derselben Vielfachheit wie a, 
und im Residuum Resa(w) treten gerade die konjugiert komplexen Linearkombinationen 
Uj, Vj auf. Urn die Uj, Vj im Real- und Imaginarteil zu zerlegen, schreiben wir fiir 0 ~ j ~ 
r-l 

mit reellen Linearkombinationen Pj,Pj, qj, qi von Xo, ... , Xn-l; im FaIle m = 2r + 1 sei 

Ur = Pr + v'-Ip~ 

mit reellen Linearkombinationen Pr,P~. 
Dann erhiilt man im FaIle m = 2r 

r-1 r-1 

Resa(w) + Resa(w) = 2..= (UjVj + UjVj) = 2 2..= (Pjqj + piqj) , (C) 
j=O j=O 

dagegen im Fall m = 2r + 1 

r-1 

Resa(w) + Resa(w) = 2 2..= (Pjqj + piqi) + 2co(p; - p~2). 
j=O 

(D) 

In den Identitiiten (A), (B) (fiir a reeIl) und (C), (D) (fiir a nicht reell) treten insgesamt 
genau n reelle Linearformen auf, da f mit Vielfachheiten genau n Nullstellen besitzt. Mit 
dem Residuensatz erhalt man aus (6) fiir H(f,g) eine Darstellung als quadratische Form in 
diesen n Linearformen. Diese miissen linear unabhiingig sein, da sonst H(f, g) ausgeartet 
ware. Weiter ist H(j,g) die orthogonale Summe der durch (A), (B) fiir a E JR und 
durch (C), (D) fiir 1m (a) > 0 gegebenen quadratischen Formen. Offensichtlich sind die 
zu (A), (C) und (D) gehorenden Formen hyperbolisch, wahrend die zu (B) gehorende 
Form orthogonale Summe einer hyperbolischen Form mit der Form cou; ist, somit als 
Signatur das Vorzeichen von Co hat. Man beachte nun, daB fiir a E JR der Cauchy-Index 
inda ()?) = 0 ist, falls m gerade ist, dagegen inda ()?) = sgn Co fiir ungerades m gilt. Also 
ist tatsachlich 

sign H(f, g) = 
aEIR,J( a )=0 

Um Theorem 4 iiber einem beliebigen reell abgeschlossenen Korper R zu beweisen, 
bieten sich nun zwei Wege an. Zum einen kann man einen rein algebraischen Residuensatz 
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flir rationale Differentialformen liber R( A) benutzen. In der Tat kann man flir die obige 
Form w liber jedem algebraisch abgeschlossenen Korper in allen Polen formale Laurent
Entwicklungen finden, mit ihrer Hilfe die Residuen von w definieren und beweisen, daB ihre 
Summe null ist. Der oben gegebene Beweis bleibt dann Wort fur Wort giiltig. Vergleiche 
dazu etwa [Se, p. 31]. 

Die andere Moglichkeit besteht darin, das Tarski-Prinzip anzuwenden (siehe etwa [Prl, 
§5] oder [Pr2, §4.2]). Dieser modelltheoretische Satz besagt unter anderem, daB jede 
"element are Aussage" in der Sprache der angeordneten Korper, weIehe iiber IR richtig ist, 
auch liber jedem reell abgeschlossenen Korper gilt. Auch wenn man sich nur sehr wenig 
mit Modelltheorie befaBt hat, erkennt man leicht, daB sich Theorem 4 als eine soIehe 
element are Aussage fassen liiBt. Das Tarski-Prinzip spielt in der hoheren reellen Algebra 
eine wichtige Rolle (siehe die Einleitung), wird aber in dicsem Band ansonsten vermieden. 

Damit erkliircn wir Theorem 4 Elir bewiescn. Aus diesem Resultat gewinnt man sofort 
eine Moglichkeit, die Cauchy-Indizes 1~( cp) auf cndlichen offenen Illtervallen la, b[ durch 
Signaturell von "modifizierten" Bezoutianten auszuclrucken. Ohne Beschriinkung cler All
gemeinheit nehmcn wir cleg 9 < cleg f an unci definieren zu jedem A E R clie quadratische 
Form 

B)..(j,g) := B(J, (A - t)g) . 

1hrc Signatur sei mit p(A) bezeichnet. 1st A hochstens ein Pol crster Ordllung von cp, so 
ist 

nach Theorem 4. Sind also a, b hochstens Pole erster Orclnung von y unci ist a < b, so 
folgt 

und daraus 

p(b) = l':..oo(cp) + incla(cp) + 1~(cp) - 1'6(cp) , 

p( a) = 1':..00 ( cp) - 1~ (cp) - inclb ( cp) - 1'6 ( 'P ) , 

Folgerung. Hat'P in a und b hochstens einfache Pole und ist a < b, so isl 

o 

In unserem Bewcis von Theorem 4 wurcle nur mit dcr Hankelform H (j, g) gearbei
tet. Die Bezoutiante B(j, g) ging lediglich inclirekt ein, inclcm uber die Theorie der 
Bezoutianten gezeigt wurde, daB man fund gals teilerfremcl uncl clamit H(j, g) als nicht 
ausgeartet voraussetzcn clarf. Daher konnte der Eindruck entstehcn, daB die Hankelform 
im Zentrum des Interesses steht und der Bezoutiante eher eine Hilfsfunktion zukommt. 

Tatsiichlich gibt es aber zwei Griinde, die die Bezoutiante als das zentrale Objekt 
erscheinen lassen. Der crste ist formaler Natur: B(j,g) liiBt sich wie in Definition 2 
flir beliebige Polynome fund 9 ohne Gradbeschriinkung definieren, wiihrend fur H(j,g) 
der natlirliche Definitionsbereich deg 9 :::; deg f (oder sogar cleg 9 < deg 1) ist. In jlingster 
Zeit wurcle zudem erhartet, claB die im 19. Jahrhunclert so beliebte, dann weitgehend 
vergessenc Bezoutiante B(j, g) faszinierende Eigenschaften hat, die von H(j, g) nicht 
geteilt werden. Siehe dazu [FuHc], [He] unci die dort angegebene Literatur. 
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Zum zweiten hat B(j,g) praktische Vorteile gegeniiber H(j,g), denn die Koeffizienten 
von B(j, g) lassen sich schnell aus jenen von / und 9 gewinnen (siehe die eingangs ange
gebenen Formeln), wiihrend die Taylorkoeffizienten von gil, welche in H(j,g) eingehen, 
in komplizierter Weise von / und 9 abhiingen3 . Daher liiBt sich auch bei variierendem 
/ und 9 die Anderung von B(j, g) besser studieren als jene von H(j, g), was etwa fiir 
Anwendungen in der Regelungstechnik wichtig ist. 

Mit dem Satz 2 von Hurwitz hat man auBerdem die Signatur von B(j,g) gut im Griff. 
Als Illustration erwiihnen wir 

Satz 5 (Hurwitz). Seien /,g Polynome iiber R wie oben (degg::; deg/ = n). Dann sind 
iiquivalent: 
(i) Alle Wurzeln von / sind reel! und ein/ach, und zwischen je zweien von ihnen liegt 

eine TYurzel von g; 
(ii) in der Folge der Determinanten 

ao bo 0 0 0 0 

lao ~~ I , ... , al bl ao bo 0 0 
1, 

al 

a2n-l b2n-l a2n-2 b2n-2 an bn 

sind entweder alle Glieder positiv, oder die Glieder sind abwechselnd positiv und 
negativ. 

Beweis. Bedingung (i) bedeutet I~~ (g/ J) = ±n, wiihrend nach Satz 2 die Bedingung an 
die Determinanten sign B(j, g) = ±n besagt. Die Behauptung folgt daher aus Theorem 4. 

o 

3Andererseits hat die Matrix H(J,g) eine einfachere Gestalt als B(J,g). 
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§10. Eine obere Abschatzung fur die Anzahl reeller Nullstellen 
(mit Vielfachheiten) 

J{apitel 1 

R sei stets ein reell abgeschlossener Korper. 1m Gegensatz zum bisherigen Brauch werden 
jetzt alle Nullstellen mit Berucksichtigung ihrer Vielfachheiten gezahlt. 

Sei J E R(t) eine nicht-konstante rationale Funktion ohne Pole im Intcrvall [a,b] 
(a, b E R, a < b). Wir fixieren ein n :::: 1 mit J(n)(a)J(n)(b) -=I 0 und bczeichnen mit 
N; die Anzahl der reellen Nullstellen der i-ten Ableitung J(i) in ]a,b] (i = O,I, ... ,n); 
insbesondere sei N := No die Anzahl der Nullstellen von J in la, b]. Fur x E [a, b] setzen 
wir Vex) := Var(J(x),f'(x), ... , J(n)(x)) (vg!. §7). 

Theorem (Hurwitz). Es gibt ein v E INa mit 

N = N n + V (a) - V (b) - 2v . 

Korollar 1 (I3uclan - Fourier). 1st f E R[t] ein Palynam vam Grad n :::: 1, so ist 

N = V(a) - V(b) - 2v 

fur ein v E lNo. 

Bevor wir das Theorem bcweisen, wollen \Vir noch ellllge interessante Folgerungen 
claraus (genauer: aus Korollar 1) ableiten. Sie zeigen, claJ3 man ohne jecle Rechnung 
allein aus der Vorzcichenfolge cler Koeffizienten eines Polynoms bereits bemerkenswerte 
Schllisse liber seine reellen \\'urzeln ziehen kann! 

Es sei clazu f(t) = cotn + cltn - l + ... + Cn E R[t] mit n :::: 1 und Co -=I O. \Vir flihren 
folgende Bezeichnungen ein: 

Korollar 2. 

p := Anzahl der strikt positiven vVurzeln von f, 
pi := Anzahl der strikt negativen \\Turzeln von .r 
V := Yare Co, ... , cn ), 

Vi := Var( Co, -Cl, C2, ... , (-lrcn) . 

a) (Regel von Descartes) Es gibt v, Vi E lNo mit p = V - 2v und pi = V' - 2v' . 
b) 1st Cn -=I 0 und sind aIle WU7'zeln von f reell, so ist p = V und p' = V'. 
c) 1st Cn -=I 0 und ist Ci-l = Ci = 0 fur ein i mit 1 < i < n, so hat f nicht-reelle Wurzeln. 

Be'Weis. 
a) V(O) = Var(cn,l!cn_l, ... ,n!co) = V und V(b) = 0 flir b ~ 0 gcben zusammen mit 
Korollar 1 die erste Forme!' Fur clie zweite ersetze man J(t) clurch J( -t). 
b) Sei 

W(x) := Var(co + x, ... , Cn + x) und 

W' ( x) : = Var (co + x, - (C] + x), ... , ( - 1 r (cn + x)) 
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(x E R). Fur alle x E R mit 0 < x < min{lc;l:ci #- O} ist dann TiV(x) + HI'(X) = n sowie 
W(x) ;::: V und W'(x) ;::: V'. Es ist also V + Vi ::; n, und aus a) folgt p + pi ::; V + V'. 
Andererseits ist nach Voraussetzung in b) p + pi = n, also folgt p = V, pi = V'. 
c) Man wiederhole das in b) gegebene Argument, indem man die Stellen i-I und i in 
den Folgen wegliif.lt. 0 

Fur den Beweis des Satzes yon Hurwitz stellen wir zwei Hilfssiitze bereit. 

Hilfssatz 1 (Taylor). Sei 0 #- f E R(t) und a E Reine Nullstelle der Vielfachheit m ;::: 0 
von f. Dann gibt es ein 9 E R(t) mit g(O) #- CXJ und 

1 
f(a+t) = _/Cml(a)tm+tffi+1g(t). 

m. 

Beweis. Es gibt h E R(t) mit h(O) #- CXJ, h(O) #- 0 und mit f(a+t) = tmh(t). Die Leibniz
Regel gibt f(ml(a) = m! h(O). Es gibt 9 E R(t) mit g(O) #- CXJ und h(t) = h(O) + tg(t), 
woraus die Behauptung folgt. 0 

Hilfssatz 2. Seien a,b E R, a < b, und f E R(t) ohne Pole in [a,b]. 
a) 1st f ohne Nullstellen in [a, b[, ist f(h) = 0 und 1'(a) #- 0, so ist die Anzahl der 

Nullstellen von f' in la, b[ 

{ gerade 
ungerade 

fiir f(a)1'(a) < 0 
fiirf(a)1'(a) > o. 

b) 1st f ohne Nullstellen in ]a,b], ist f(a) = 0 und 1'(b) #- 0, so ist die Anzahl der 
Nullstellen von f' in la, b[ 

{ ungerade 
gerade 

fiir f(b)1'(b) < 0 
fiir f(b)1'(b) > o. 

Beweis. Aus Symmetriegriinden genugt es, a) zu zeigen. Nach dem Lemma in §7 ist 
f(b - E) f' (b - E) < 0 fiir kleines E > O. Aus der Voraussetzung folgt f( a )f( b - E) > O. 1st 
f (a) l' (a) > 0 (bzw. < 0), so haben also f' ( a) uncl l' (b - E) verschieclenes (bzw. gleiches) 
Vorzeichen, die Anzahl cler Nullstellen von f' in [a,b-E] ist also ungeracle (bzw. gerade). 

o 

Wir kommen jetzt zum Beweis cles Theorems uncl iibernehmen die bei seiner Formulie
rung eingefiihrten Voraussetzungen und Bezeichnungen. 

Fur alle x E R mi t f( x) #- CXJ clefinieren wir 

w(x):= ~(l-sign(J(x)1'(x))) 

sOWle 

{ l( ( (kl ) fallsf(x)i=0 und k;::: 1 
(WJ)(x):= 02 1- sign f(x)f . (x)), minimal ist mit fCkl(x) #- 0 

falls f(x) = O. 
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Hilfssatz 3. Es gelte f(a) f'ea) feb) f'(b) cf 0. Dann gibt es v E INo mit N - NI = 
weal - web) - 2v. 

Seien CI, ... , Cr die verschiedenen Nullstellen von f in [a, b], mit den Vielfachheiten 
mI, .. ·, m r , sei a < CI < ... < Cr < b. Nach §7, Satz 3 hat f' in lCi-I, Ci[ unge-
rade viele Nullstellen (i = 2, ... ,1'), auBerdem in Ci eine genau (mi - 1)-fache Nullstelle 
(i = 1, ... , I' ). In [C1, Cr 1 hat l' also genau 

(I' -. 1) + 211 + (mi - 1) + ... + (mT - 1) = N + 211 - 1 

Nullstellen, fur ein 11 E IN o. Weiter ist die Zahl der Nullstellen von f' in la,cr[ bzw. III 

]cT , b[ gleich 1 - w( a) + 2111 bzw. gleich w( b) + 2U2, fiir U1, U2 E IN 0 (Hilfssatz 2). Es ergibt 
sich also 

N1 = (N + 211 - 1) + (1 - w(a) + 2111) + (w(b) + 2112) 

d.h. 
N1 =N-w(a)+w(b)+2v mit V:=1l+111+1l2. o 

(Die Voraussetzung aus Hilfssatz 3 sei nun wieder aufgehoben.) 

Hilfssatz 4. Fur alle x E R mit f(x) cf 00 gilt (Wf)(x) = w(x + h) fiir alle him'eichend 
kleinen h > 0. 

\Vir unterscheiden drei Falle: 
l. 1st f(x) = 0, so ist (Wf)(x) = 0, und w(x + h) = ° fur ldcines h> ° nach §7, Lemma. 
2. 1st f(x) cf ° und 1'(x) = 0, so sei k 2: 1 minimal unter f(kl(x) cf 0. Nach Hilfssatz 1 
gibt es 9 E R(t) mit g(O) cf 00 und 

I f(kl(x) k-1 k 
f(x+h)=(k_1)!·h +h g(h). 

Daraus folgt sign f'ex + h) = signf(kl(x) fiir kleines h > 0, also w(x + h) = (Wf)(x) fur 
eventuell noch kleineres h > 0. 
3. 1st f(x) f'(x) cf 0, so ist (W flex) = w(x) = w(x + h) fur ldeines h > 0. 0 

Hilfssatz 5. Es gibt Vo E INo mit N - N1 = (Wf)(a) - (Wf)(b) - 2uo. 

Sei h > ° so klein, daB f . l' keine Null- oder Polstellen in la, a + h] U ]b, b + h] hat, so 
daB also N bzw. NJ die Anzahl der Nullstellen von f bzw. f' in [a + h, b + h] ist. Aus 
Hilfssatz 3 folgt N - NI = w(a + h) - w(b+ h) - 2vo fiir ein Vo 2: 0, und Hilfssatz 4 gibt 
die Behauptung. 0 

Dieses Ergebnis kann man nun iterieren. Da die fiir f gemachten Voraussetzungen auch 
fur f ' , . .. ,f(n-Il gelten, hat man 

N - N1 = (Wf)(a) - (Wf)(h) - 2vo, 

N I - N2 = (WJ')(a) - (WJ')(b) - 2V1, 
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(va, ... , Vn-l ~ 0, ganz), und somit 

N - Nn = W(a) - W(b) - 2v, 

wobei wir W := W f + W f' + ... + W f(n-I} und v = Va + VI + ... + Vn-I gesetzt haben. 

Nun ist aber gerade W(x) = Var(J(x),!,(x), ... ,f(n}(x)) = V(x), falls f(n}(x) -=I- ° ist 

(und damit sind wir fertig)! In der Tat: 1st k ~ 1 minimal unter f(k}(x) -=I- 0, so ist nach 
Definition 

(Wf)(x) = {o falls f(x)f(k}(x) ~ 0, 
1 sonst. 

Seien O:S ki < ... < kr = n genau die Indizes k E {O, ... ,n} mit f(k}(x) -=I- 0. Unter 
den (Wf(i})(x) (i = 0, ... ,n) konnen hochstens die (Wf(kj})(x) ungleich null sein, und 
es gilt (Wf(kj})(x) = 1 genau dann, wenn f(kj}(X) f(kj+t} (x) < ° ist (j = l, ... ,r-l). 
Somit ist 

(Wf)(x) = Var(J(k1}(x), ... ,f(kr)(x)) = Var(J(x),!,(x), ... , f(n}(x)) = V(x). 0 

Bei unserem Beweis des Satzes von Budan-Fourier liber obiges Theorem von Hurwitz 
sind wir dem Buch rOb] von N. Obreschkoff gefolgt [loc.cit. §15]. Man findet dort auch 
einen wesentlich anderen Zugang zum Satz von Budan-Fourier [loc.cit. §14] sowie weitere 
Untersuchungen zu diesem Thema. Wir weisen insbesondere auf einige interessante Siitze 
von Laguerre hin [loc.cit. §16], die die Regel von Descartes in anderer Weise verallgemei
nern als der Satz von Budan-Fourier. 
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§11. Der reelle AbschluB eines angeordneten Korpers 

Definition 1. Sei J( ein Karper. 

J(apitel I 

a) Sei Peine Anordnung von J(. Ein reeller AbschlufJ von (J(, P) ist ein reell abgeschlos
sener Oberkarper R von [{, der iiber [( algebraiseh ist und des sen Anordnung P fortsetzt. 
b) Ein reeller AbschlufJ von [{ ist ein iiber [{ algebraiseher Oberkarper von [{, der reell 
abgesehlossen ist. 

Wegen Satz 1 in §5 (Aquivalenz von (i) und (ii)) folgt mit Hilfe des Zornsehen Lemmas 
die Existenz eines reellen Absehlusses fiir jeden angeordneten Karper. Dieser ist eindeutig 
bestimmt (ahnlieh dem algebraisehen Absehlufi eines Karpers), und dies sogar bis auf 
eindeutige Isomorphie (was beim algebraisehen AbsehluD nieht gilt): 

Theorem 1. Sei ([{, P) ein angeordneter Karpel', sei Rein reeller AbschlufJ von ([{, P) 
und cp: [{ -+ S ein (beziiglich P) ordnungstreuer Homomorphism1ls in einen weiteren 
reell abgeschlossenen Karpel'S. Dann gibt es genau einen Homomorphismus 1/;: R -+ S, 
welcher cp Iortsetzt. 

Korollar 1. Sind RI[{ und R'I[{ reelle Abschliisse von ([{,P), so gibt es genau einen 
[{ -lsomorphismus R -+ R'. 0 

\Vegen Korollar 1 werden wir in Zukunft von dem reellen Absehlufi von (K, P) spreehen. 

Nun zum Beweis von Theorem 1. Der erste Sehritt ist 

Hilfssatz. 1st LI [{ eine endliche J(orpererweiterung mit [{ ~ L ~ R, so hat cp eine 
ordnungstreue Fortsetzung 1/; L: L -+ S. (Hier bezieht sieh "ordnungstreu" auf die von R 
auf L induzierte Anordnung). 

Beweis. Sei a E L mit L = [{(a), und sei f E [{[t] das rVIinimalpolynom von a. Naeh 
dem Satz von Hermite (§7, Theorem 5) hat die Sylvesterform S(J) von I positive Signatur 
iiber R, und damit aueh iiber S. vViederum naeh diesem Satz hat I also aueh in Seine 
Nullstelle, und somit gibt es Fortsetzungen x: L -+ S von cp. Seien Xl, ... ,XT alle solchen 
(1' ~ 1). Ware keines der Xi ordnungstreu, so gabe es al, ... , aT E L mit ai > 0 (in R), 
aber Xi( ai) < 0 (in S). Betraehten wir dann L' := L( yIal, ... , ya;) ~ R. Es ware aueh 
L' I [{ endlich, aber es gabe iiberhau pt keine Fortsetzungen X': L' -+ S von cp auf L' (denn 
x'IL miifite eines der Xi sein, d.h. es ware X' ((Vai)2) < 0 fiir ein i), Widersprueh zum 
Satz von Hermite. 0 

Das Zornsehe Lemma liefert die Existenz eines Zwisehenkarpers [{' I [{ von RI [{ und 
einer maximalen ordnungstreuen Fortsetzung 1/;': [{' -+ S von cp. Aus dem I-lilfssatz aber 
folgt [{' = R, womit die Existenz von 1/; gezeigt ist. Zur Eindeutigkeit vergleiehe man die 
folgende Bemerkung. 0 

Bemerkung. Man kann die Fortsetzung 1jJ von cp aus Theorem 1 "angeben": 1st a E R 
Nullstelle des Polynoms 0 -=I- I E [{[t], und sind 001 < ... < aT die vcrsehiedenen 
Nullstellen von I in R sowie (31 < ... < (38 die versehiedenen Nullstcllen von II' (dem 
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durch c.p nach S iibertragenen Polynom f) in S, so ist r = s nach Hermite, und es 
muB 1/;(ex;) = (3i sein, i = 1, ... , r. (Ein auf diese Definition gestiitzter Nachweis der 
Homomorphie von 1/; ist allerdings miihsamer, vgl. [AS, p. 93].) 

Theorem 2. Sei L/ K eine algebraische [(orpererweiterung und c.p: K --+ S ein Homo
morphismus in einen reel! abgeschlossenen [( orper S. Sei P die durch c.p auf K indu
zierte Anordnung. Dann besteht eine Bijektion zwischen den Fortsetzungen '¢: L --+ S 
von c.p auf Lund den Fortsetzungen Q der Anordnung P auf L; sie ist gegeben durch 
'¢.-. Q := 1/;-1(S2). 

Beweis. Fur jede Fortsetzung '¢ von c.p ist '¢-1(S2) eine Fortsetzung von P. Sei umgekehrt 
Q eine Anordnung von L mit P ~ Q, und sei R der reelle AbschluB von (L, Q) (also auch 
von (K, P)). Nach Theorem 1 gibt es eine Fortsetzung R --+ S von c.p, und fiir deren 

Restriktion 1/; auf L gilt Q = '¢-1(S2). Sind schlieBlich '¢1, '¢z: L~ S Fortsetzungen von 
c.p mit 1/;11(S2) = Q = '¢:;1(S2), so gibt es Fortsetzungen Xi:R --+ S von 1/;; (i = 1,2) 
(Theorem 1). Wegen X11K = c.p = x21K ist Xl = XZ, also auch '¢1 = '¢2. 0 

Korollar 2. Sei (K, P) ein angeordneter [(orper mit reellem AbschlufJ R, und sei 
L/ K eine endliche algebraische [(orpererweiterung. 1st L = K( ex) und f E K[t] das 
Minimalpolynom von ex iiber j{, so entsprechen die Fortsetzungen von P auf L bijektiv 
den Nullstellen von f in R. Insbesondere hat P auf L hochstens [L: K] verschiedene 
Fortsetzungen. o 

Der niichste Satz kniipft an §6, Korollar 2 an: 

Theorem 3 (Anordnungen und Involutionen in der Galoisgruppe). 
Sei K ein [(orper (beliebiger Chamkteristik) mit absoluter Galoisgruppe f = Gal (Ks/ K). 
Dann gibt es eine natiirliche Bijektion <1> von der Menge aller [(onjugationsklassen [7] von 
Involutionen in f auf die Menge der Anordnungen von f{. Genauer: <1>([7]) ist die durch 
die Inklusion K ~ Fix (7) auf K definierte A nordnung (Fix (7) ist reell abgeschlossen 
nach §6), also explizit <1>([7]) = {a E K: 7( Va) = Va}. 

Beweis (Skizze). <1> ist wohldefiniert wegen Fix(0"70"-1) = 0"(FiX7) (0",7 E f). Die 
Injektivitiit von c.p folgt aus Theorem 1, die Surjektivitiit aus der Existenz des reellen 
Abschlusses und den Ergebnissen aus §6. Die (nicht schwierigen) Details uberlassen wir 
dem Leser. 0 

1st 7 eine Involution in f, so ist der Zentralisator von 7 in f gleich {I, 7} - das ist nur 
eine andere Formulierung von Aut (Fix(7)/K) = {I} (§5, Satz 3b). Folglich stehen die 
Konjugierten von 7 in Bijektion zu den Elementen des homogenen Raumes f / {I, 7}. 

AbschlieBend wollen wir nun die erhaltenen Resultate in der Sprache der Wittringe 
und Signaturen ausdrucken. Sei K ein Karper mit char K i:- 2. Nach §2 entsprechen 
sich Anordnungen von K und Signaturen von f{ in bijektiver Weise. Jeder Homo
morphismus c.p: K --+ R in einen reell abgeschlossenen Korper R liefert eine Signatur 
W(c.p):= iR/K:W(K) --+ W(R) = Z von K (§2, Beispiel 1), und auf diese Weise erhiilt 
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man alle Signaturen, sogar mit Rjcp(K) algebraisch (Existenz des reellen Abschlusses). 
Sind cp: K ~ R, cp': K ~ R' Homomorphismen in reell abgeschlossene Karpel' R, R', und 
ist Rjcp(K) algebraisch, so ist genau dann W(cp) = W(cp'), wenn ein K-Homomorphismus 
R ~ R' existiert (Eindeutigkeit des reellen Abschlusses). 

Theorem 2 laBt sich so formulieren: Ist Lj K eine algebraische Karpererweiterung und 
cp: K ~ Rein Homomorphismus in einen reell abgeschlossenen Karper R, sowie a = lV( cp) 
die induzierte Signatur von K, so entsprechen die Fortsetzungen 1/;: L ~ R von cp bijektiv 
den Signaturen T von L, welche a fortsetzen (d.h. flir die a = TO i Lj f{ ist), via T = W( 1/;). 
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§12. Verlagerung quadratischer Formen 

Alle Korper in diesem Absehnitt haben Charakteristik ",2. 

1st Lj K eine beliebige Korpererweiterung, so erhiilt man aus der Funktorialitiit des 
Wittrings einen Ringhomomorphismus iL/J(: W(K) -+ W(L). 1st [L: K] endlich, so 
definiert jede K-Linearform s auf L eine Abbildung s* in umgekehrter Riehtung, die 
Verlagerung mittels s. Diese freilieh ist nur noeh ein Homomorphismus der additiven 
Gruppen. Der Spezialfall s = trL/ J( fiihrt zu einer Spurformel fiir die Fortsetzung von 
Signaturen. 

Sei im folgenden stets Lj K eine endliehe Korpererweiterung und s: L -+ K eine von 
null versehiedene Linearform auf dem K-Vektorraum L. 

Definition 1. Sei rP = (V, b) ein bilinearer Raum iiber L. Dann ist die Verlagerung 
(engl.: transfer) s*rP von rP (naeh K, vermoge s) der bilineare Raum s.rP = (V,s 0 b) iiber 
K (wobei V als K-Vektorraum aufgefaJ3t wird). 

Lemma 1. Sei W ~ Vein L- Untervektorraum. Dann gilt fur aUe v E v: 

b(v, W) = 0 -{=:? (s 0 b) (v, W) = O. 

Beweis. Eine Riehtung ist trivial. Fiir die andere bemerken wir zuniiehst, daJ3 die /{
Bilinearform (3: L x L -+ K, (3( a, a') := s( aa'), nieht-ausgeartet ist. (Naeh Voraussetzung 
gibt es ao E L mit s(ao) "I 0; ist also 0 "I a E L, so ist (3(a,a- 1ao) "I 0.) 1st also 
(s 0 b)(v, W) = 0 und w E W, so ist 0 = s(b(v,aw)) = s(a. b(v,w)) = (3(a, b(v, w)) fiir 
alle a E L, und daher b(v, w) = o. 0 

Lemma 2 (Einfaehe Eigensehaften der Verlagerung). Seien rP, rP' bilineare Riiume uber 
L, und sei s wie oben. 

a) dimJ( s.rP = [L: K] . dimL rP ; 
b) s.( rP ..1 rP') ~ J( s.rP ..1 s.rP'; 
e) Rad(rP) = Rad(s.rP); insbesondere ist s.rP genau dann nicht-ausgeartet, wenn rP 

nicht-ausgeartet ist; 
d) ist rP hyperbolisch, so auch s.rP. 

Beweis. a) und b) sind klar, e) folgt aus Lemma 1. Zu d): rP = (V, b) hyperboliseh heifit, 
daJ3 rP nicht-ausgeartet ist und ein Teih'aum U ~ 11 mit U = Ul.. existiert (§2). Beides 
iibertriigt sich auf s.rP wegen Lemma 1. 0 

Hieraus erhalten wir sofort 

Satz 1. Sei Lj /{ eine endliche /(orpererweiterung und s: L -+ K eine K -Linear form ",0. 
Dann induziert s. einen Homomorphismus s.: W(L) -+ W(K) der additiven Gruppen 
(der jedoch i.a. nicht multiplikativ ist). 0 

Bemerkung. Die additive Untergruppe s. W(L) von W(K) hangt nieht von s abo 1st 
niimlich auch s': L -+ K K-linear, s' "I 0, so gibt es a E L· mit s'(b) = s(ab) fiir alle 
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bEL, und es folgt s~ (1]) = s. ( (a) '1]) flir 1] E W( L). Der folgende Satz zeigt insbesondere, 
daB s.W(L) ein Ideal in W(K) ist: 

Satz 2 (Projektionsformel). Fur aUe ~ E W(K) und 1] E W(L) gilt 

Insbesondere ist die Komposition S.OiL/K gerade die Multiplikation mit s.((l)) in W(K). 

Beweis. Seien ~ bzw. 1] reprasentiert durch bilineare Raume (V, b) liber K bzw. (W,c) 
liber L. Dann wird ~ . s. (1]) reprasentiert durch (V c>9 I( Vii, b c>9 (80 c)), und 8. (iL/ 1dO . 1]) 
reprasentiert durch ((V c>9I( L) c>9L W,S 0 ((b c>9 1) c>9 c))). Zur Abkiirzung schreiben wir 
b' := b c>9 (s 0 c), c' := (b c>9 1) c>9 C; es ist also hi K-bilinear auf V c>9I( 1¥ und c' L-bilinear 
auf (V c>9I( L) c>9L W. 

Es gibt einen kanonischen K-Vektorraum-Isomorphismus r.p: (Vc>9]( L )c>9L 1V ~ Vc>9I( W, 
gegeben durch r.p((v c>9 A) c>9 w) = v c>9 Aw. Dieses r.p ist eine Isometrie beziiglich 80 c' und 
hi; mit x := (v c>9 A) c>9 w, x' := (Vi c>9 A') @w' gilt namlich 

(8 0 cl ) (x, x') = s (( b c>9 1) (v c>9 A, Vi c>9 A') . c( W, Wi)) 

= 8(b(v,V')' U ' · c(w,w' )) 

= b(v, Vi) . S 0 c(Aw, A'W' ) 

= hi (v c>9 AW, Vi c>9 A' Wi) = b' (r.px, r.px' ). o 

Die Aussage der Projektionsformel ist gerade, daB 8. ein I-Iomomorphismus von vV(K)
Moduln ist (wobei die W(K)-Modul-Struktur auf W(L) durch iL/I( definiert ist). 

Korollar 1. Es sei W(LjK) der Kern von iL/IC W(K) -+ W(L). Dann gilt 

s.(W(L)). W(LjK) = O. o 

1st also 0" eine Signatur von K und gibt es ein 1] E W(L) mit 0"(8.1]) =1= 0, so hat 0" eine 
Fortsetzung auf L! (§4, Satz 2). 

Theorem 3 (Spurformel). Sei LjK eine endliche [(orpererweitenmg, tr: = trL/I( die 
SpurJorm, und sei 0": W(K) -+ Z eine Signatur von K. Dann gilt jUl' aUe 1] E W(L): 

O"(tr.1]) = ~ 7(1]) 
rler 

(Summe uber aUe Signaturen 7 von L, welche 0" Jortsetzen). 

Beweis. Da K formal reell ist, ist char [( = 0, also tr =1= 0, und tr. ist clefiniert. Sei R der 
reelle AbschluB von K bezliglich 0". Nach dem Satz vom primitiven Element ([JBA] vol. I, 
§4.14, [LaA] §VII.6) gibt es ein a E L mit L = K(a). Sei J E K[t] das Minimalpolynom 
von a liber K, seien a1,"" aT die Nullstellen von J in R und r.pi: L -+ R die durch 
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'Pi(a) = aj definierten Einbettungen liber J( (i = 1, ... , r). Nach §11, Korollar 2 sind die 
Ti := W('Pi) (i = 1, ... , r) genau die CY fortsetzenden Signaturen von L. 

Wegen der Additivitiit von tr. genugt es, die Behauptung fUr 'T] = ((3) zu zeigen, (3 E L·. 
Sei 9 E J([t] mit (3 = g(a). Wir halten fest: Fur i = 1, ... , r ist 

Andererseits aber ist tr.('T]) gerade die Sylvesterform SylJ((J;g) (§8). Mit Lemma 3a) in 
§8 folgt 

T T 

Hier folgt die Identitiit (**) aus der expliziten Berechnung der Sylvesterformen liber reell 
abgeschlossenen Korpern (siehe Ende von §8). 0 

Korollar 2. Unter den Voraussetzungen von Theo1'em 3 ist CY( tr.( (l)L)) 
Anzahl der Fortsetzungen von CY auf L. 

gerade die 
o 

Hier schlief3t sich der Kreis: Da tr.((l)L) = SylJ((J; 1), also cy(tr.((l)L)) 
signR SyIR(J; 1) = signRS(J) (§8, Satz 2) die Signatur der Sylvesterform von fist, haben 
wir in diesem Spezialfall wegen §11, Korollar 2 den in §7 (und erneut in §8) bewiesenen 
Satz von Hermite vor uns. 



Kapitel II 
Konvexe Bewertungsringe und reelle Stell en 

§1. Konvexe Teilringe angeordneter Korper 

Definition 1. Ist (M, S) eine (partiell) geordnete IHenge und X ~ M cine Teilmenge, so 
heiJ3t X konvex in !If, wenn fur alle x, V, z E !If gilt: 

x :::; z :::; y und x, V EX=} z EX. 

Beliebige Durchschnitte und aufsteigend filtrierende Vereinigungen von konvexen Teil
mengen sind wieder konvex. Insbesondere gibt es zu jeder Teilmenge Y ~ Af eine kleinste 
konvexe Obermenge X von Y in !If, die konvexe HiilZe von Y in !If. 

Definition 2. 
a) Eine angeordnete abeZsche Gruppe ist ein Paar (r, :::;)1, wo r eine (meist additiv 
geschriebene) abelsche Gruppe und :::; eine totale Ordnung auf der l\lenge r derart ist, 
daJ3 fur alle a, (3" E r gilt: 

b) Ein Homomorphismus <.p: r --> r' zwischen angeordneten abelschcn Gruppen heiJ3t 
ordnungstreu, wenn fur alle a E r gilt: a 2: 0 =} <.p( a) 2: o. 

Definition 3. Sei r eine angeordnete abelsche Gruppe und 6 :::; r eine Untergruppe. 
Fur a E r setzen wir lal := a oder -a, je nachdem ob a 2: 0 oder a :::; 0 ist. 
a) Ein Element, E r heiJ3t unendZich klein bezuglich 6, falls n, < 151 fiir alle 0 =I- 5 E 6 
und alle n E Z gilt. Umgekehrt heiJ3t , beziiglich 6 unendZich grojJ, falls 5 < hi fur alle 
5 E 6 gilt. 
b) r heiBt archimedisch iiber 6, falls es in r kcine bezuglich 6 unendlich groBen Elemente 
gibt. r heiBt (schlechthin) archimedisch, falls flir alle a, (3 E r mit (3 =I- 0 ein n E Z mit 
a < nl(31 existiert (also falls r uber jeder von {OJ verschiedenen Untergruppe archimedisch 
ist ). 

Bemerkungen. 
1. Man kann eine angcordnete abelsche Gruppc natiirlich auch del1nieren als ein Paar 
(r, II), r eine abelsche Gruppe und II ~ r eille Teilmenge mit II+II ~ II, IIn( -II) = {OJ 
und II U (-II) = r. 
2. Fur jeden angeordneten Karpel' (K,:::;) sind (K, +,:::;) und (K~,.,:::;) angeordnete 
abelsche Gruppen. (Hier bezeichnet K~ die Menge der positiven Elemente in K.) 
3. Angeordnete abelsche Gruppen sind torsionsfrei (d.h. fiir 0 =I- a E r und 0 =I- n E Z ist 
auch na =I- 0). 

ISind keine l\IiBverstandnisse zu erwarten, so werden wir :S meist weglassen. 
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4. Sei f eine angeordnete abelsche Gruppe. Die konvexen Hiillen von Untergruppen von 
f sind wieder Untergruppen. Eine Untergruppe .6. ist genau dann konvex, wenn aus 
IE f, {) E .6. und 0 :::; I :::; {) folgt: IE .6.. Die konvexen Untergruppen von f bilden eine 
Kette (d.h. je zwei sind beziiglich Inklusion vergleichbar). 
5. 1st tp: f --+ f' ein ordnungstreuer Homomorphismus angeordneter abelscher Gruppen, 
so ist kern ( tp) konvex in f. Umgekehrt gibt es zu jeder konvexen Untergruppe .6. von 
f genau eine Ordnung IT auf r = f /.6., die r zu einer angeordneten abelschen Gruppe 
und 7r: f --+ r ordnungstreu macht, namlich IT = 7r(II) , wobei II := {ex E f: ex :::: O} 
(Bemerkung 1). Stets wird r = f /.6. mit dieser Ordnung versehen. Es besteht ein 
offensichtlicher Homomorphiesatz fiir angeordnete abelsche Gruppen. 
6. In der Literatur werden die konvexen Untergruppen haufig auch als die isolierten 
Untergruppen bezeichnet (etwa in [BAC, chap. VI]). 

Beispiele. 
1. Seien f 1, ... , fT angeordnete abelsehe Gruppen. Versieht man f = f1 X ... x fT mit 
der lexikographisehen Ordnung (i.e. (/1, ... , IT) > 0 q es gibt ein i E {O, ... ,r - I} mit 
11 = ... = Ii = 0 und li+1 > 0), so wird f zu einer angeordneten abelsehen Gruppe, 
die wir mit (f1 x ... x fT)lex bezeiehnen. Die Projektionen f --+ (f1 X ... x f;)lex, 
i = 0, ... ,r, sind ordnungstreu, ihre Kerne.6.i also konvexe Untergruppen von f, und es 
gilt f = .6.0 :2 .6.1 :2 ... :2 .6.T = O. Sind die fi iiberdies arehimediseh, so sind .6.0, ... ,.6.T 

die einzigen konvexen Untergruppen von f. 
2. 1m Spezialfall f1 = ... = f r = Z nennen \Vir (e1,' .. ,eT ) die lexikographische Basis 
von Z[ex (ei := i-ter Einheitsvektor). 

1m folgenden sci (J(, P) ein angeordneter Karper. Hier und aueh spater werden wir die 
Anordnung P nieht immer explizit erwahnen, solange es sieh von selbst versteht, worauf 
sieh Konvexitat, :::;-Zeiehen usw. beziehen. 

Satz 1. Sei A ein Teilring von J(. 
a) Die konvexe Hiille von A in J( ist ein Teilring von J(. 
b) A ist konvex in J( genau dann, wenn [0, 1] ~ A gilt. Insbesondere ist mit A auch 

jeder Oberring von A in J( konvex. 

Beweis. a) ist klar. b) Offenbar ist [0, 1] ~ A notwendig flir die Konvexitat von A. Gilt 
umgekehrt [0, 1] ~ A und sind a E A, b E J( mit 0 < b < a, so ist ba- 1 E A und daher 
b = ba-1 . a E A. 0 

Definition 4. Sei (J(, P) ein angeordneter Karper und A ~ J( ein Teilring. 
a) Die konvexe H iiIle von A in J( (beziiglieh P) wird mit 0 p (K / A) oder aueh nur 0 (K / A) 
bezeiehnet. Der kleinste beziiglieh P konvexe Teilring von Kist op(K) := op(K/Z). 
b) Spreehen wir von unendlich kleinen oder grojJen Elementen von K in bezug auf A (und 
P), so beziehen wir uns stets auf die unterliegenden additiven Gruppen. Insbesondere 
heiBt (K,P) iiber A archimedisch, wenn op(K/A) = Kist; der angeordnete Karper 
(K, P) heiBt archimedisch, wenn op(K) = Kist, also wenn K keine echten konvexen 
Teilringe besitzt. (Letzteres ist aquivalent zum bekannten "Axiom des Archimedes", 
welches besagt, daB fiir aIle a E K ein n E IN mit a < n existiert.) 
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Man beachte, daB ein gegebener (formal reeller) Korper i.a. sowohl archimedische als 
auch nicht-archimedische Anordnungen besitzt. (Fur die einfach-transzendente Erweite
rung Q(t) von Q wurden in I, §I Beispiele beider Falle angegeben.) 

Wir wollen in einem (nicht-trivialen) Beispiel die konvexe Hulle eincs Teilkorpers ex
plizit bestimmen. 

Beispiel 3. Sei (F, P) ein angeordneter Korper, sei K = F(t) der rationale Funktio
nenkorper in einer Variablen liber F, und sei Q := Po,+ die in I, §I, Bespiel3 beschriebene, 
P fortsetzende Anordnung von K (unter welcher t positiv und unendlich klein gegenliber 
Fist). Wir zeigen oQ(K/F) = F[t](t). In (K,Q) gilt latTI < Ibl fur alle rEIN und alle 
a, bE F*. 1st also g(t) = aotd + ... + ad E F[t] mit g(O) = ad -=I- 0, so gilt 

1 
-lg(O)1 < Ig(t)1 < 2Ig(0)1 
2 

in (K, Q). Hieraus folgt 

~lf(O)1 < If(t)1 < 41f(0)1 
4 

fur alle f E F(t) mit f(O) ~ {O, oo}. Sei nun h(t) = t T f(t) E F(t)*, wobei r E Z und 
f E F(t) mit f(O) ~ {O, oo} sei. Nach dem eben Gezeigten gibt es a, bE F mit 0 < a < b 
und atT < Ih(t)1 < btT. Hieraus folgt: 

h(t) E oQ(K/ F) -¢=::> r ~ 0 -¢=::> h(t) E F[t](t). 

Der folgende klassische Satz von Holder gibt (im Prinzip) einen Uberblick liber alle 
archimedisch angeordneten abelschen Gruppen und Korper: 

Theorem 2 (0. Holder [Ho] 1901). 
a) Sei r eine archimedisch angeordnete abelsche Gruppe, und sei 0 < I E r. Dann gibt 

es genau einen ordnungstreuen injektiven Gruppenhomomorphismus c.p: r '---+ IR mit 
c.pb) = 1. 

b) 1st (K, P) ein archimedisch angeordneter /(orper und c.p: K '---+ IR gemafJ a) die ord
nungstreue Einbettung von (K,+,P) mit cp(1) = 1, so ist c.p ein Ringhomomorphis
mus. 

Korollar 1. Bis auf ordnungsvertragliche Isomorphie sind die al'chimedisch angeordneten 
abelschenGruppen genau die Untergruppen von (IR, + ), und die archimedisch angeordneten 
[(orper genau die Teilkorper von IR (jeweils mit der von IR induzierten Anordnung). 0 

Korollar 2 (Satz von Staudt). Die Identitat ist der einzige Endomol'phismus des [(oryers 
IR der reellen Zahlen. 0 

Korollar 3. Ein echter Oberkorper von IR besitzt keine archimedischen Anordnungen. 0 



54 Kapitel II 

Beweis des Theorems. Mit etwas Heuristik sieht man rasch, wie man den Beweis fiihren 
muB. Falls namlich ein c.p wie in a) existiert, so gilt fiir alle a E r und m E Z, n E IN: 

Daher definiert man fiir a E r: 

U(a):= {m:m E Z,n E IN,m,:::; na}, 0(00):= {m:m E Z,n E IN,m, > na}. 
n n 

Das Paar (U(a), 0(00)) bildet einen echten Dedekindschnitt von Q. Das heiBt (vgl. §9, 
Definition 1): 

(1) U(a) U 0(00) = Q; 
(2) U(a), 0(00) sind nicht leer; 
(3) fiir aIle a E U(a) und b E 0(00) gilt a < b. 

Hierbei ist (1) trivial, bei (2) braucht man die Archimedizitiit und bei (3) die Torsions
freiheit von r. 

In der axiomatischen Einfiihrung der reellen Zahlen werden diese bekanntlich gerade 
durch solche Schnitte definiert. Zu jedem a E r gibt es also genau ein c.p( a) E IR, so 
daB U(a) = ]-=,c.p(a)]lR n Q und 0(00) = ]c.p(a),=[lR n Q sind. I\Ian verifiziert fiir 
aIle 00,(3 E r, daB U(a) + U((3) S;;; U(a + (3) und 0(00) + 0((3) S;;; 0(00 + (3) gelten, 
woraus c.p( 00+ (3) = c.p( a) + c.p((3) folgt. Aus, > 0 und der Archimedizitiit von r folgt die 
Ordnungstreue von c.p, und wegen kern ( c.p) = {a E r: -,:::; na :::; , fiir aIle n E Z} ist c.p 
injektiv. 

1st im Fall b) r = K ein angeordneter Karper und , = 1, so ist c.p auch multiplikativ: 
Hier ist (wegen Q S;;; K) niimlich U( a) = ]-=, a]J(n Q und O( a) = ]00, =[J(n Q (a E K), 
woraus die Homomorphie von c.p folgt. 0 

Vorsicht! Nach dem Satz von Halder liegt Q in jedem archimedisch angeordneten 
Karper (K, P) dicht (beziiglich der durch P auf K induzierten Topologie, vgl. §6). Die 
zuniichst naheliegende Vermutung, dies miisse bei archimedischen Erweitcrungen K / L 
angeordneter Karper stets so sein, ist aber falseh! Es gibt sogar einen angeordneten 
Karper (K,:::;) und einen Teilkarper L, so daB K liber L endlich algebraisch ist, aber 
Elemente a, bE K existieren mit a < b und [a, b]J( n L = 0. (Es genligt, K := F(t) und 
L := F(t 2 ) zu nehmen, wobei K wie in Beispiel 3 angeordnet sei. Das Intervall [t,2t]J( 
enthiilt keine Elemente aus L.) 

Als eine in bezug auf angeordnete Gruppen, Ringe und Karper sehr ausflihrliche Quelle 
sei an dieser Stelle das Buch [PC] genannt. 



2. Bewertungsringe 55 

§2. Bewertungsringe 

Wir beginnen hier mit den Grundlagen der Krullschen Bewertungstheorie. Diese bewegt 
sich urn drei Grundkonzepte: Bewertungen, Bewertungsringe und Stellen. Alle drei sind 
mehr oder weniger zueinander iiquivalent, aber je nach gegebener Situation kann eines 
von ihnen giinstiger als die anderen sein. Daher ist es wichtig, mit allen drei Begriffen 
vertraut zu werden und je nach Bedarf von einem zum anderen iibersetzen zu kannen. 
Bewertungen werden in §4 und Stellen in §8 eingefiihrt werden. 

Definition 1. Ein Teilring A eines Karpers J( heiBt ein Bewertungsring von J(, wenn fiir 
jedes a E J(* gilt: a E A oder a-I E A. Ein beliebiger Ring A heiBt ein Bewertungsring, 
wenn er nullteilerfrei ist und ein Bewertungsring seines Quotientenkarpers ist. 

Definition 2. Ein Ring A heiBt lokal, wenn A =f:. 0 ist und A nur (genau) ein maximales 
Ideal besitzt. Dieses wird meist mit mA oder m bezeichnet. Weiter set zen wir K(A) := 

A/mA und nennen K(A) den Restklassenkorper von A. 

Satz 1. Jeder Bewertungsring ist ein lokaler Ring. 

Beweis. Sei A ein Bewertungsring. Wir haben zu zeigen, daB m := A - A* ein Ideal in 
A ist. Klar ist am ~ m fiir a E A. Seien also 0 =f:. a, bE m, und o. E. ab- I E A. Dann ist 
a - b = (ab- I - l)b Em. Foiglich ist m ein Ideal. D 

Die folgende Tatsache ist zwar fast trivial, aber von groBer Bedeutung fiir reelle Algebra 
und Geometrie: 

Satz 2. 1st (J(, P) ein angeordneter J(orper, so ist jeder beziiglich P konvexe Teilring von 
J( ein Bewertungsring von J(. 

Beweis. Sei A ~ J( ein konvexer Teilring und a E J(*. 1st lal ::; 1, so ist a E A, andernfalls 
ist a-I E A. D 

Definition 3. Ein Bewertungsring A heiBt residuell reell, wenn der Karper K(A) = A/mA 
formal reell ist. 

Bemerkungen. 
1. Sei (K, P) ein angeordneter Karper, A ~ K ein konvexer Teilring von K und 7r: A ---+ 

K(A) = A/mA der Restklassenhomomorphismus. Man iiberzeugt sich sofort, daB P := 
7r(Anp) eine Anordnung des Restklassenkarpers Ii:(A) ist; insbesondere ist A also residuell 
reell. Man nennt P die von P auf K(A) induzierte Anordnung. 
2. Sei (K, P) ein angeordneter Karper und L ~ [( ein Teilkarper. Das maximale Ideal 
des Bewertungsringes 0 p( K / L) besteht genau aus den beziiglich L unendlich kleinen 
Elementen von K (also aus den a E K mit nlal < Ibl fiir alle n E IN und 0 =f:. bEL). 

Satz 3. Sei (K, P) ein angeordneter J(orper und A ~ K ein Bewertungsring von K. 
Dann sind iiquivalent: 
(i) A ist konvex in K; 
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(ii) rnA ist konvex in K; 
(iii) rnA ist konvex in A; 
(iv) rnA ~ J-l, 1[; 
(v) l+mA>O; 

(vi) op(K) ~ A. 

f(apitel II 

Beweis. (i) '* (ii) Seien a, b E K mit 0 < b < a und a E rnA. Aus a-I rf- A und 
o < a-I < b-1 folgt b-1 rf- A, also bEmA. 
(ii) '* (iii) '* (iv) '* (v) sind trivial. 
(v) '* (vi) Sei 0 < a E op(K) und sei n E IN mit a < n. Ware a rf- A, so a-I E rnA, und 
1 - na-1 < 0 gabe einen Widerspruch zu (v). 
(vi) '* (i) folgt aus §1, Satz 1. 0 

Weitere Beispiele von Bewertungsringen erhalt man aus 

Satz 4. 1st A ein faktorieller Ring und 7r E A ein Prim element, so isl die Lokalisierung 
A1l'A ein Bewertungsring (genauer: ein diskreter Bewertungsring vom Rang eins, vgl. §4). 

Beweis. Jedes 0 -=I- bE Quot A hat eine DarsteIlung der Form b = 7re . a/a' mit e E Z und 
a, a' E A nicht durch 7r teilbar. 1st e ~ 0, so ist bE A1l'A, andernfaIls ist b-1 E A1l'A. 0 

Wir kommen jetzt zu einem wichtigen Zusammenhang zwischen den Primidealen eines 
Bewertungsringes A und seinen Oberringen in K := Quot A. :tvIan beachte, daB jeder 
Oberring von A in K selbst ein Bewertungsring von Kist (wie sofort aus der Definition 
folgt ). 

Satz 5. Sei A ein Bewertungsring von f(. 
a) Fur jedes Primideal p von A gilt P = pAp. Es ist also p das maximale Ideal des 

Bewertungsringes B := Ap. 
b) Fur jeden Oberring B von A in Kist p := m B in A enthalten, also ein Primideal 

von A, und es ist B = A p . 

c) Die Menge der Oberringe von A in f( ist bezuglich Inklusion total geordnet. Dasselbe 
gilt fur die Menge der Primideale von A. 

Korollar 1. Es besteht eine inklusionsumkehrende Bijektion zwischen den Primidealen p 
von A und den Oberringen B von A in K, gegeben durch p 1-+ Ap =: B. Die Inverse ist 
B 1-+ mB =: p. Beide Mengen sind (durch Inklusion) total geordnet. 0 

Korollar 2. Fur je zwei Bewertungsringe A, B von K gilt: 

A ~ B {=:::} rnA ~ mB. o 

Beweis des Satzes. 
a) Seien a E p, b E A - p. Ware ab- 1 rf- A, so (ab- 1 )-1 = ba-1 E A, und folglich 
b = (ba- 1)a E p, Widerspruch. Es ist also ab-1 E A, und aus a = (ab-1)b und b rf- P folgt 
ab-1 E p. 
b) Fur aIle 0 -=I- b E mB =: P ist b-1 rf- B, also auch b-1 rf- A, also bE A. Dies zeigt p ~ A. 
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Die Inklusion Ap ~ B folgt aus A - j:J ~ B - j:J = B*. Umgekehrt sei bE B. 1st b (j. A, so 
ist b-I E A und b- I (j. j:J = mB. Folglieh ist b = l/b- 1 E A p. 

e) Seien B, B' 0 berringe von A in J(. Angenommen, es gabe b E B - B' und b' E B' - B. 
Betraehte a := b-Ib' E J(*. Es ist a (j. B (sonst ware b' = ba E B) und a-I (j. B' (sonst 
ware b = b'a- I E B'). Insbesondere ist a (j. A und a-I (j. A, Widersprueh. Somit gilt 
B ~ B' oder B' ~ B. 0 

In §4 werden wir sehen, daB sogar je zwei belieb'ige Ideale eines Bewertungsrings mit
einander vergleiehbar sind. 
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§3. Ganze Elemente 

Definition 1. Sei B ein Ring und A <;;; B ein Teilring. 
a) Ein Element bE B heiBt ganz iiber A, wenn es n E IN und al, .. . ,an E A gibt mit 

bn + albn- l + ... + an = o. 
(Entscheidend ist, daB bn den Koeffizienten 1 hat!) 
b) 1st jedes b E B ganz tiber A, so heiBt B ganz iiber A, oder A C B eme ganze 
Ringerweiterung. 

Satz 1. 1st B ein Ring und A <;;; B em Teilring, so bilden die iiber A ganzen Elemente 
von B einen Teilring von B. 

Bekanntlich heiBt ein A-l'vIodul AI treu, \Venn fiir jedes 0 =1= a E A gilt aM =1= o. Wir 
benotigen folgendes 

Lemma. Ein Element b E B ist genau dann ganz iiber A, wenn es einen treuen A[b]
Modull'vf gibt, der als A-Modul endlich erzeugt ist. 

Beweis des Lemmas. 1st b ganz tiber A, so ist A[b] em endlich erzeugter A-Modul. 
Umgekehrt gebe es ein M wie im Lemma; sei etwa AI = AUI + ... + Aun. Es gibt 
Elemente aij E A (1 :::; i,j :::; n) mit bUi = L:j aijuj fiir i = 1, ... , n, wir haben also ein 
Gleichungssystem 

L (aij - Mij) U j = 0 (i = 1, ... , n) 
j 

(Oij = Kronecker-Symbol). Sei f(t) E A[t] das charakteristische Polynom der Matrix (aij). 

Da ftir jede n x n-Matrix S (iiber A) S5 = 5S = det(S) . 1 gilt (5 := Adjungierte von 
S), folgert man f(b)Ui = 0 fiir i = l, ... ,n, also f(b)M = o. Da M treu ist, ist f(b) = 0, 
und man hat eine Ganzheitsgleichung fiir b wie in Definition 1a gewonnen. D 

Beweis von Satz 1. Sind b, b' E B ganz tiber A, so ist A[b, h'] als A[b]-Modul und A[b] als 
A-Modul, also auch A[b, b' ] als A-Modul endlich erzeugt. Dieser ist ein treuer A[c]-Modul 
ftir jedes c E A[b, b' ], und die Behauptung folgt aus dem Lemma. D 

Definition 2. 
a) 1st B ein Ring und A <;;; B ein Teilring, so heiBt der Teilring der tiber A ganzen Elemente 
von B der ganze AbschlujJ von A in B. 
b) Ein Ring A heiBt ganz abgeschlossen, wenn er nullteilerfrei ist und mit seinem ganzen 
AbschluB in Quot A tibereinstimmt. 

1st {Aa} eine Familie von Teilringen eines Rings B und sind aile An: ganz abgeschlossen 
in B , so ist auch n Aa ganz abgeschlossen in B. 

a 

Theorem 2 (Cohen-Seidenberg). Sei A <;;; Beine ganze Ringerweiterung. 
a) Fiir jedes Primideal p von A gibt es ein Primideal q von B mit p = An q. 
b) Fiir jedes Primideal q von B gilt: q ist maximal in B ~ An q ist maximal in A. 
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Beweis. Wir zeigen zuniichst b). Hierfiir geniigt es, fiir jede ganze Erweiterung K ~ L 
von nullteilerfreien Ringen K, L zu zeigen: Genau dann ist K ein Karper, wenn Leiner ist 
(man betrachte die ganze Erweiterung A/An q ~ B/q). 1st K ein Karper und 0 =I- bEL, 
so gibt es ein normiertes irreduzibles Polynom f E K[tJ mit f(b) = 0, und es folgt b-1 E L. 
1st L ein Karper und 0 =I- a E K, so gibt es a1, . .. , an E K mit a-n+a1a1-n + .. ·+an = 0, 
und Multiplikation mit an- 1 zeigt a-I E K. 

Nun zum Beweis von a). Sei p ein Primideal von A und sei S := A - p. Der natiirliche 
Homomorphismus AI' = S-l A -t S-l B ist injektiv, und AI' ~ S-l B ist ebenfalls eine 
ganze Ringerweiterung. Wiihlt man ein maximales Ideal q' von S-l B, so ist qlnAp = pAp 
nach b) (AI' ist lokal), und folglich ist q n A = P fiir das U r bild q von q' in B. 0 

Satz 3. Bewertungsringe sind ganz abgeschlossen. 

Beweis. Sei A ein Bewertungsring von K, seien b E K und a1, ... , an E A mit bn = 
a1bn-1 + ... + an. Ware b rt A, so b-1 E mA, und folglich 1 = a1b-1 + ... + anb-n E mA, 
Widerspruch. 0 

Es ist also auch jeder Durchschnitt von Bewertungsringen eines Karpers ganz abge
schlossen. Hiervon gilt auch die Umkehrung: 

Theorem 4 (Krull [Krl). Sei K ein Korper und A ~ K ein Teilring, sowie Al der ganze 
Abschlufl von A in K. 

a) Al ist der Durchschnitt aZZer Bewertungsringe B von K mit A ~ B. 
b) Man kann sich in a) sogar auf diejenigen Bewertungsringe B von K mit A ~ B 

beschriinken, fUr die p := An mB ein maximales Ideal von A und A/p ~ K(B) eme 
algebraische J(orpererweiterung ist. 

Vor dem Beweis noch eine 

Definition 3. Sind A, B lokale Teilringe eines Karpers K, so sagt man, daB A von B 
dominiert wird, wenn A ~ B und mA ~ mB (also mA = An mB) gelten. 1st dies der 
Fall, so induziert A ~ Beine Einbettung K(A) ~ K(B). 

Man beachte, daB die Relation des Dominierens transitiv ist, also eine partielle Ordnung 
auf der Menge der lokalen Teilringe von K bildet. 

Beweis von Theorem 4. 
Al ~ nB folgt aus Satz 3. Umgekehrt sei nun x E J( nicht ganz iiber A, d.h. x rt AI. 
Dann ist x rt A[x-1], denn sonst bestiinde eine Gleichung xn = a1Xn-1 + ... + an mit 
ai E A. Folglich hat A[x-1J ein maximales Ideal q mit x-I E q. Sei p := An q. Dann ist 
A/p -t A[x-1 J/ q ein Isomorphismus, insbesondere ist p ein maximales Ideal von A. 

Sei A' := A[x-1Jq. Nach Zorn gibt es einen lokalen Ring B ~ K, der maximal ist unter 
1) B dominiert A', und 
2) K(B) ist algebraisch iiber K(A'). 

Wegen x-I E q ~ mA' ~ mB ist x rt B. Das Theorem ist bewiesen, wenn gezeigt ist, dafi 
B ein Bewertungsring von Kist. Sei dazu y E K*; zu zeigen ist y E B oder y-1 E B. 
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Sei zunachst y nicht ganz iiber B. Indem man in der bisherigen Argumentation A durch 
B und x durch y ersetzt, erhalt man einen lokalen Ring C <:;;; J(, welcher B dominiert und 
fiir den y-I E C und K(C) algebraisch iiber K(B) ist. Dann erfiillt C auch 1) und 2); aus 
der Maximalitat von B folgt also B = C, und somit y-I E B. 

1st dagegen y ganz iiber B, so hat B[y] nach Theorem 2 ein maximales Ideal n mit 
mB = Bnn. Der lokale Ring C := B[Y]n dominiert also B. Die Erweiterung K(B) <:;;; K(C) 
ist zudem algebraisch, da K( C) durch die Restklasse von y iiber K(B) erzeugt wird, und 
eine Ganzheitsgleichung fiir y die gewiinschte Relation gibt. Foiglich ist wieder B = C, 
also y E B. 0 

Korollar 1. Die Bewertungsringe von J( sind genau diejenigen lakalen Teilringe, die von 
keinem anderen lokalen Teilring echt dominiert werden. 

Beweis. Aus Theorem 4 folgt, daB der ganze AbschluB eines lokalen Teilrings A <:;;; J( der 
Durchschnitt aller Bewertungsringe von J( ist, welche A dominieren. \Vird also A von 
keinem lokalen Teilring echt dominiert, so muB A ein Bewertungsring sein. Die umgekehrte 
Richtung aus §2, Satz 5. 0 

Korollar 2. Zu jedem Teilring A eines J(orpers J( und jedem Primideal p von A gibt 
es einen Bewertungsring B von J( mit A <:;;; B und p = A n mE, fur den K(B) uber 
K(p) = Quot Alp algebraisch ist. 

Beweis. Man wahle B so, daB B den lokalen Ring Ap dominiert und K(B) iiber K(Ap) = 

K(P) algebraisch ist (Theorem 4). Dann ist An mB = An Ap n mB = An p Ap = p. 0 

Korollar 3. Die J( orper J( ohne echte (d.h. von J( verschiedene) Bewertungsringe sind 
genau die algebraischen J(orpererweiterungen endlicher J(orper. 

Beweis. Sei J( iiber F p algebraisch. Da jeder Teilring von J( den Primkarper F p enthaJt, 
ist J( der einzige in J( ganz abgeschlossene Teilring von J(. Umgekehrt sei J( ein Karper 
ohne Bewertungsringe =1= J(. Dann ist char J( =: p > 0, denn sonst ware J( nach 
Theorem 4 ganz iiber Z im Widerspruch dazu, daB Z in Q ganz abgeschlossen ist. Giibe 
es ein iiber Fp transzendentes t E J(, so ware t- I nicht ganz iiber Fp[t], Widerspruch. 0 
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§4. Bewertungen, Ideale von Bewertungsringen 

f{ sei ein Karper. 
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Ist r eine angeordnete abelsche Gruppe, so bezeichnen wir mit r U 00 stets die disjunkte 
Vereinigung r U {oo} (mit einem zu r fremden Element 00). Wir fassen r U 00 als eine 
total geordnete Halbgruppe auf, indem wir fur aile a E r definieren: a < 00, und 
a + 00 = 00 + a = 00 + 00 = 00. 

Definition 1. Sei f{ ein Karper und r eine angeordnete abelsche Gruppe. Eine (Krull-) 
Bewertung I von f{ mit Werten in r ist eine Abbildung v: f{ --+ r U 00 mit 

(1) v(a)=009a=0; 

(2) v(ab) = v(a) + v(b); 

(3) v(a + b) ~ min{v(a),v(b)} 

fiir aile a, bE f{. Gibt es ein a E f{* mit v(a) -# 0, so heiBt v nicht-trivial, andernfalls 
trivial. Die angeordnete abelsche Gruppe v(f{*) heiBt die Wertegruppe von v und wird 
mit r v bezeichnet. 

Bemerkungen. Sei v: f{ --+ r U 00 eine Bewertung von f{. 
1. v ist durch seine Restriktion auf f{* festgelegt. Man kann Bewertungen von f{ auch 
definieren als solche Homomorphismen f{* --+ r, welche (3) fiir aile a, bE f{* mit a+b -# 0 
erfullen. 
2. Fiir aile Einheitswurzeln a E f{* ist v( a) = 0, da r torsionsfrei ist. 
3. Fur aile a,b E f{ mit v(a) -# v(b) gilt sogar v(a + b) = min{v(a),v(b)}. Denn 
ist etwa o. E. v(a) < v(b), so wiirde aus v(a + b) > v(a) wegen v( -b) = v(b) folgen 
v(a) = v((a + b) - b) ~ min{ v(a + b),v(b)} > v(a), was unsinnig ist. 

Beispiel 1. Ist A ein faktorieller Ring und f{ := Quot A, so definiert jedes Primelement 
7r von A eine Bewertung v".: f{* --+ Z von f{, die Ordnung in 7r: v". ist definiert durch 
v". ( 7re ab- I ) = e fiir e E Z und a, b E A nicht durch 7r teilbar. Der Bewertungsring A".A 
von f{ (vgl. §2, Satz 4) ist der "zu v". geharende Bewertungsring" im Sinne von 

Satz 1. Ist v: f{ --+ r U 00 eine Bewertung von f{, so ist 0v := {a E f{: v( a) ~ O} ein 
Bewertungsring von f{ mit maximalem Ideal mv:= {a E f{: v(a) > O}. Man nennt Ov 
den zu v geharenden Bewertungsring von f{. 

Beweis. Ist a E f{ und a f/. 0v, so ist v( a) < 0, also a-I E mv wegen v( a-I) = -v( a) > O. 
o 

Wir wollen nun einsehen, daB auch umgekehrt jeder Bewertungsring von emer (im 
wesentlichen eindeutigen) Bewertung herkommt (daher der Name). 

IDie hier definierten Bewertungen werden gelegentlich auch als Krull-Bewertungen bezeichnet, urn 
sie von den Absolutbetriigen (§6) zu unterscheiden. 
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Sei dazu v: J(* --+ r eine Bewertung, die wir als surjektiv voraussetzen. Dann lassen 
sich v und r aus dem Bewertungsring 0v rekonstruieren: Zunachst induziert v wegen 
kern v = 0; einen Gruppenisomorphismus v: J(* / o;....:::::...r. Da fiir a, bE J(* gilt 

wird vein ordnungstreuer 1somorphismus, wenn man J(* /0; anordnet durch 

(Der Leser lasse sich nicht dadurch verwirren, daB jetzt eine multiplikativ geschriebene 
angeordnete abelsche Gruppe vorliegt!) 

1st nun A ein beliebiger Bewertungsring von J(, so definieren wir analog 

aA* :::; bA* ¢=} a-1b E A (a, bE J(*), 

und man iiberzeugt sich sofort, daB J(* / A * durch diese Definition zu einer angeordneten 
abelschen Gruppe wird. 

Definition 2. Sei A ein Bewertungsring von J(. Die Wertegruppe von A ist die wie 
oben angeordnete abelsche Gruppe rA := J(* / A *. Den kanonischen Epimorphismus 
VA: J(* --+ rA bezeichnet man als die zu A gehorende kanonische Bewertung von J(. 

Die zweite Bezeichnung wird gerechtfertigt durch 

Satz 2. Sei A ein Bewertungsring von J(. Dann ist VA: J( --+ rA U 00 eme Bewertung 
von J(, und fur den zugehorigen Bewertungsring gilt OVA = A. 

Beweis. vAIJ(* ist ein Homomorphismus, es bleibt also nur (3) zu priifcn. Seien a, bE J(* 
mit a+b i= 0 und vA(a) :::; vA(b). Dann ist a-1b E A, und es folgt vA(a+b) = (a+b)A* = 

a(l + a-1b)A* ;::: aA* = vA(a). Klar ist OVA = A. 0 

1st umgekehrt v: J( --+ r U 00 cine Bewertung mit Bewertungsring A := Ou , so existiert 
genau eine ordnungstreue Einbettung i: r A '----+ r mit v = i 0 VA. Eine Bewertung von 
J( laBt sich daher auffassen als ein Paar (A, i), wo A ein Bcwertungsring von J( und 
i: r A '----+ r eine ordnungstreue Einbettung angeordneter abelscher Gruppen ist. 

Definition 3. Sind v und v' Bewertungen von J(, so heiBt v eine Vergroberung von v', 
wcnn Ov ~ Ov' ist. 1st Ov = ov', so heii3en v und v' aquivalent. 

Lemma. Seien v: J(* --+ r und v': J(* --+ r ' Bewertungen von J(, und sei v surjektiv. 
Dann sind aquivalent: 
(i) v' ist Vergroberung von v; 

(ii) es gibt einen ol>dnungstreuen Homomorphismus <p: r --+ r ' mit v' = <p 0 v. 
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Beweis. (i) =} (ii): Sei A := oV, A' := Ov'. Bezeichnet 7r:f{*IA* -+ f{*IA'* den 
kanonischen Epimorphismus, so hat man ein kommutatives Diagramm 

v v 
, 

r' r f---- f{* -----+ 

q~ ,/ VA VA' ~ ii' 
f{* IA* 

7r 
[(* IA" 

wo i, i' ordnungstreu sind und i ein 1somorphismus ist. Setze 'P := i' 0 7r 0 i-I. 

(ii) =} (i) ist trivial. D 

Definition 4. 1st (f{, P) ein angeordneter Korper und v: f{ -+ ru 00 eine Bewertung von 
f{, so heiBen v und P miteinander vertraglich, wenn Ov ein bezliglich P konvexer Teilring 
von f{ ist. Eine Reihe aquivalenter Bedingungen wird durch §2, Satz 3 gegeben. 

Beispiele. 
2. Jede angeordnete abelsche Cruppe r kommt als Wertegruppe einer surjektiven Be
wertung vor. Sei dazu k ein Korper und A := k[ r + 1 die Halbgruppenalgebra von 
r + := {a E r: a ~ O}. (A hat also eine Vektorraumbasis {x",: a E r +} liber k (x", i= xp 
fiir a i= (3), und die Multiplikation von A isL definiert durch x",xp = x",+p (a,{3 E r+).) 
Zu 0 i= a = 2:"'Er + a",x", E A (mit a", E k und fast allen a", = 0) sei 

v(a) := min{a E r +:a", i= O}. 

Man verifiziert leicht fiir 0 i= a, b E A, daB v( ab) = v( a) + v( b) und v( a + b) 2: 
min {v( a), v(b)} gelten (letzteres, falls a + b i= 0 ist). Sei f{ := Quot A (A ist nullteilerfrei). 
Dann setzt sich v eindeutig zu einem surjektiven Homomorphismus v: f{* -+ r fort, und 
v ist eine Bewertung von f{. 
3. Wir bleiben in der eben skizzierten Situation und nehmen zusatzlich an, daB k eine 
Anordnung P tragt. Dann gewinnen wir aus Peine Anordnung Q auf f{, die sich wie 
folgt beschreiben liiBt: \-Vir definieren fiir 0 i= a = 2:", a",x", E A den "Leitkoeffizienten" 
von a als 

L(a):=av(a) (Ek*). 

Dann sei Q := {O} U H: 0 i= a, bE A und L(ab) E Pl. Q ist tatsachlich eine Anordnung 
von f{, denn fiir 0 i= a, b E A ist L(ab) = L(a)L(b) und, falls a + b i= 0 ist, 

L(a + b) _ {L(a) + L(b) falls v(a) = v(b) und L(a) + L(b) i= 0 
- L(a) falls v(a) < v(b) 

Wir behaupten, daB der Bewertungsring Ov konvex in f{ beziiglich Q ist. Sei dazu 
o i= x E mv. Es gibt a, b E A mit v(a) = v(b) = 0 und 0 < a E r mit x = x", . a/b. 
Es folgt 1 + x = b-2 (b2 + abx",) E Q, denn L(b2 + abx",) = L(b)2 E P. Wir haben also 
1 + mv ~ Q gezeigt, woraus die Behauptung nach §2, Satz 3 folgt. 
4. Nun sei (f{, P) ein angeordneter Korper, F ~ f{ ein Teilkorper und A = 0 p(f{ / F) 
seine konvexe Hiille in f{. Man kann rA und VA wie folgt beschreiben: Wir nennen 
a, b E f{* archimedisch aquivalent iiber F, wenn es \ J-l E F* gibt mit lal S; Albl und 
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Ibl :::; pial· Dann ist fA die (multiplikative) Gruppe der entsprechenden Aquivalenzklassen, 
angeordnet durch den inversen Absolutbetrag, und VA ist die Restklassenabbildung. 
5. Fur jeden Bewertungsring A eines reell oder algebraisch abgeschlossenen Karpers ist die 
Wertegruppe fA dividierbar2 (also ein Q-Vektorraum), da im Karper beliebige Wurzeln 
aus positiven bzw. aus beliebigen Elementen existieren. 

Wir kommen nun zur Idealtheorie von Bewertungsringen. Dabei wird folgende Sprech
weise vereinbart: 1st (M,:::;) eine geordnete Menge und X S;; Meine Teilmenge, so nennen 
wir X eine obere Teilmenge von lvI, falls aus x E X, Y E ilil und x :::; y stets y E X folgt 
(X = 0 ist erlaubt). 

Satz 3 (Ideale von Bewertungsringen). Sei A ein Bewertungsring von [{ mit surjektiver 
Bewertung v = VA:[{ -+ f U 00. Sei f+:= {a E f:a ~ a}. 

a) Durch (l f---+ v( (l- {o}) wird eine inklusionserhaltende Bijektion zwischen den Idealen 
von A und den oberen Teilmengen von f + definiert. Die Inverse ist gegeben durch 
Mf---+V-I(MU{oo}). 

b) Durch p f---+ v(A;) = v(A-p)u( -v(A-p)) wird eine inklusionsumkehrende Bijektion 
zwischen den Primidealen von A und den konvexen Untergruppen von f definiert. Die 
Inverse ist .0.. f---+ {a} U v-l(f + - .0..). 

c) Die ldeale von A bilden eine [{eite (sind also durch Inklusion total geordnet). 
d) A ist ein Bizoutring, d.h. A ist nullteilerfrei und jedes Endlich erzeugte Ideal ist 

ein Hauptideal. Genauer gilt fur al,"" an E A und (l = Aal + ... + Aan: 1st 
v(al) :::; v(ad, i = 1, ... ,n, so ist (l = Aal. 

e) 1st (l f:. A ein Radikalideal (d.h. gilt CI = vIci), so ist CI ein Prim ideal. 

Beweis. a) und b) sind elementar, c) folgt sofort aus a), und d) ist klar. e) Seien a,b E A 
mit ab E CI. Wir kannen alb in A annehmen, also b = ac mit c E A. Dann ist b2 = abc E CI, 

also bE CI. 0 

Satz 4. Seien A,B Bewertungsringe von [(, und es gelte A S;; B. Sei 7r: B -+ K(B) der 
Restklassenhomomorphismus von B. 

a) C:= 7r(A) = A/mB ist ein Bewertungsring von K(B). 
b) Es besteht eine naturliche kurze exakte Sequenz 3 

aus ordnungstreuen Homomorphismen. 

Beweis. a) 1st C E K(B)* und b E B* mit c = 7r(b), so ist b E A oder b-l E A, also 
c E Coder c- l = 7r(b- l ) E C. - b) Wegen A * S;; B* hat man einen ordnungstreuen 
Epimorphismus fA = [{*/A* -+> [(*/B* = fB, dessen Kern die (konvexe) Untergruppe 

2Eine abelsche Gruppe G heiBt dividierbar, wenn nG = G fiir aIle n > 1 ist. Die torsionsfreien 
dividierbaren abelschen Gruppen sind genau die ~-Vektorraume. -

3Eine Sequenz· .. --+ Gi - I 'Pi-I, Gi--'£.i.--.Gi+1 --+ ... von Homomorphismen abelscher Gruppen heiBt 
exakt, wenn BiId( 'Pi-I) = Kern( 'Pi) fiir aIle i gilt. Sequenzen der Form 0 --+ G' --+ G --+ G" --+ 0 
heiBen kurz. 
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B*IA* =: fB/A von fA ist. Weiter ist 1I"IB*:B* -+ K(B)* ein Epimorphismus, und es gilt 
1I"-1(C*) = A*. Folglich induziert 11" einen 1somorphismus fB/A = B* IA* ~ K(B)* IC* = 
fe, den man sofort als ordnungstreu erkennt. 0 

Korollar. Sei A ein Bewertungsring von [{ mit naturlicher Bewertung VA: [{* -+ fA. 
Dann besteht eine kanonische inklusionstreue Bijektion von der Menge der Oberringe B 
von A in [( auf die Menge der konvexen Untergruppen .6. von fA, niimlich 

B f--+ fB/A := B* IA* = vA(B*). 

Die Inverse ist .6. f--+ {O} U VA: 1 (.6. U f +). Weiter hat man dabei fur jeden Oberring B von 
A einen kanonischen ordnungstreuen Isomorphismus 

Beweis. §2, Korollar 1 und Siitze 3 und 4. o 

Definition 5. 
a) Sei f eine angeordnete abelsche Gruppe. Der Rang rang f von fist die Anzahl der 
von f verschiedenen konvexen Untergruppen von f (also eine ganze Zahl oder 00). 
b) Sei A ein Bewertungsring. Der Rang rang A von A ist definiert als der Rang der 
Wertegruppe fA = [{* I A * ([{ = Quot A). 

Bemerkungen. 
4. Manche Autoren (z.B. Bourbaki) bezeichnen den Rang von f als die Hohe von f. 
5. Nach dem Korollar und nach §3 ist der Rang eines Bewertungsringes A auch gleich der 
Anzahl der von {O} verschiedenen Primideale von A (der "Krull-Dimension" von A), oder 
auch gleich der Anzahl der von [{ verschiedenen Oberringe von A in [{. 
6. Die Bewertungsringe vom Rang 0 sind die Korper. Die angeordneten abelschen Grup
pen vom Rang 1 sind genau die nicht-trivialen Untergruppen von (JR, +) (§l, Theorem 2). 
Die einzigen "diskreten" unter diesen sind die unendlich zyklischen Gruppen, weshalb man 
definiert: 

Definition 6. Ein Bewertungsring A heiBt diskret vom Rang eins, wenn die Wertegruppe 
fA unendlich zyklisch ist. 

Satz 5. Sei A ein Bewertungsring, kein [{orper. Dann sind iiquivalent: 
(i) A ist diskret vom Rang einsj 

(ii) A ist noetherschj 
(iii) A ist ein Hauptidealring. 

Beweis. (i) =? (ii) folgt aus Satz 3a, (ii) =? (iii) aus Satz 3d. (iii) =? (i) Sei mA = A1I", 
also insbesondere 11" ein Primelement von A. 1st 11"' ein wei teres Primelement von A, so 
gilt 11"111"' oder 11"'111" (da A ein Bewertungsring ist), und folglich sind 11" und 11"' assoziiert, 
d.h. A1I" = A1I"'. Da A faktoriell ist, hat jedes 0 =I a E A die Form a = U1I"e mit U E A* 
und e ~ O. Somit ist fA zyklisch mit positivem Erzeuger v(1I"). 0 
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§5. Restklassenkorper und Teilkorper von konvexen Bewertungsringen 

Sei J{ ein Korper. 

Theorem 1. Sei A ein Bewertungsring von J{, und ... (A) = A/rnA. 
a) 1st J{ algebraisch abgeschlossen, so auch ... (A). 
b) 1st J{ reel! abgeschlossen, so gilt: 

... (A) reel! abgeschlossen <=} A tf- ... (A) <=} A ist konvex in J{. 

Beweis. Sei f E A[t] ein normiertes Poly nom. Hat f in J{ eine Wurzel, so liegt diese 
wegen der ganzen Abgeschlossenheit von A schon in A. Insbesondere hat dann auch das 
mod rnA reduzierte Polynom eine Wurzel in ... (A). Hieraus folgt a) sofort. 

Sei jetzt J{ reell abgeschlossen. Mit dem eben gegebenen Argument folgt, daB ... (A) 
keine echten Korpererweiterungen von ungeradem Grad hat und daB P := K(A? die 
Axiome (1) und (3) einer Anordnung erfiillt (I, §1). Daher ist K(A) genau dann reell 
abgeschlossen, wenn -1 tf- K(A)2 ist (I, §5, Satz 1). 

1st A in J{ konvex, so ist rnA n [1, oo[ = 0 (§2, Satz 3). Es ist also 1 + a2 tf- rnA fiir 
a E A, folglich -1 tf- ... (A)2. Sei umgekehrt A nicht konvex. Dann gibt es ein a E J{ 
mit 1 + a2 E rnA (§2, Satz 3). Es ist a E A, denn sonst ware a-I E rnA und somit 
1 = a-2(1 + a2) - a-2 E rnA. Foiglich ist -1 E K(A? 0 

Sei A ein Bewertungsring von J{. 1st J{ angeordnet und A in J{ konvex, so enthalt 
A Teilkorper von J{ (z.B. q). Allgemeiner sieht man leicht, daB A genau dann einen 
Teilkorper enthalt, wenn char J{ = char K(A) ist (sogenannter "charakteristik-gleicher 
Fall"; der charakteristik-ungleiche Fall tritt nur ein, wenn char J{ = 0 und char K(A) > 0 
ist). Jeder Teilkorper F von A ist in einem maximalen Teilkorper von A enthalten 
(Zornsches Lemma). Wir betrachten F via F '--+ A ---; ... (A) stets auch als Teilkorper 
von K(A). 

Satz 2. Sei A ein Bewertungsring von J{ und Fein maximaler Teilkarper von A. Dann 
ist F in J{ algebraisch abgeschlossen, und die J{arpererweiterung K(A)/ Fist algebraisch. 

Beweis. A ist ganz abgeschlossen in J{, enthalt also den algebraischen AbschluB von F 
in J{. Sei 7r: A ---; K(A) der Restklassenhomomorphismus. Gabe es ein a E A, fiir welches 
7r(a) liber 7r(F) transzendent ist, so ware F[a] n rnA = {O} und folglich F ~ F(a) ~ A, 
Widerspruch zur Maximalitat von F. 0 

Satz 3. Sei Rein reell abgeschlossener Karper, A ein konvexer Teilring von R und F 
ein maximaler Teilkarper von A. Dann ist die Restriktion von 7r: A ---; K(A) auf Fein 
lsomorphismus von F auf ... (A). 

(1m algebraisch abgeschlossenen Fall gilt die analoge Aussage fiir beliebige Bewertungs
ringe des Korpers.) 

Beweis. Fist algebraisch abgeschlossen in R (Satz 2), also selbst reell abgeschlossen (I, §5, 
Korollar). Da K(A) iiber 7r(F) algebraisch (Satz 2) und ... (A) formal reell ist (Theorem 1), 
ist K(A) = 7r(F). 0 
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Satz 4. Sei (K, P) ein angeordneter [(orper und A ein konvexer Teilring von K. Dann 
ist A die konvexe Hiille eines jeden seiner maximalen Teilkorper. 

Beweis. Sei Fein maxi maier Teilkorper von A und B:= op(K/F), sowie a E A. Nach 
Satz 2 gibt es ein n E IN und Elemente bl , ... , bn E F mit an + blan- I + ... + bn 
E mA ~ mB. Ware a rt B, so ware a-I E mB, und Multiplikation mit a-n ergabe 
1 + (bIa- I + ... + bna-n) E mB, Widerspruch. 0 

Nennt man einen Teilkorper F von [( archimedisch saturiert in I< (bezuglich P), wenn 
I< keine echten Oberkorper F' von F enthalt , die uber F archimedisch sind, so folgt: 
Die in I< archimedisch saturierten Teilkorper sind genau die maximalen Teilkorper der 
konvexen Teilringe von K. 

Satz 5. 1st A ein konvexer Teilring eines angeordneten [(orpers I< und F ~ A em 
Te ilk orpe 1', so ist tr.deg.(I</ F) ~ rang A. 

Beweis. Sei A = Aa ~ Al ~ ... ~ Ar = I< eine Kette von Oberringen von A. Sei Fa 
ein maximaler Oberkorper von F in A a, und F; ein maximaler Oberkorper von Fi-I in 
Ai, i = 1, ... , r. Wegen Ai = o(I</ Fi) (i = 0, ... ,1') sind die Fi alle verschieden. Nach 
Satz 2 ist tr.deg.(Fi/F;_I) ~ 1 (i = 1, ... ,1'), also tr.deg.(I</F) ~ r. 0 

Satz 6. Sei K ein reel! abgeschlossener [(orper und F ~ K ein Teilkorper. Sind 

und 
F ~ F~ ~ F{ ~ ... ~ F~ = K 

zwei nicht mehr verfeinerbare [(etten von archimedisch saturierten Teilkorpern F;, FI von 
K, so ist l' = s, und F; ~ Fi fiir i = 0, ... , r. 

Beweis. Da die o(I</ Fi) bzw. die o(K/ Ff) genau die verschiedenen konvexen Oberringe 
von F in K sind (Satz 4), ist l' = S = rang o([(/F) und o(I</F;) = o(K/Ff) fur 
i = 0, ... ,1'. Nach Satz 3 ist F; ~ K,( o (K/Fi)) ~ Ft. 0 

Beispiel (E. Artin). Fur die Isomorphie F; ~ F: kann man auf die reelle Abgeschlossen
heit von I< nicht verzichten! 

Sei Ra der reelle AbschluB von Q (also der relative algebraische AbschluB von Q in IR) 
und F der relative algebraische AbschluB von Q(e) in IR (e = 2.71828 ... transzendent). 
Sei weiter I< = F(t), versehen mit der Anordnung Pa,+ (I, §1, Beispiel 3). Es ist also ° < t < a fur alle ° < a E F. Sei schlieBlich F' := Ra(e + t) ~ K. Da F' nicht reell 
abgeschlossen ist, sind Fund F' nicht isomorph. Aber wir behaupten, daB sowohl F als 
auch F' in I< archimedisch saturiert sind. Fur Fist dies klar. Urn es fur F' einzusehen, 
mussen wir einen Satz aus der Korpertheorie zitieren (siehe etwa [JAA, vol. 3, p. 199]): 

1st E/k eine [(orpererweiterung, so daft kin E (relativ) algebraisch abgeschlossen ist, und 
ist E( x) / E eine einfach transzendente Erweiterung, so ist auch k( x) in E( x) algebraisch 
abgeschlossen. 
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In obiger Situation reicht es, die algebraische Abgeschlossenheit von F' in K nachzu
weisen, denn tr.deg.(KjF') = 1 und o(KjF') = o(KjZ) =I- I<. Dies aber ist eine direkte 
Anwendung des zitierten Satzes (Ro ist in F algebraisch abgeschlossen und K = F(e+t)). 

Man beachte in diesem Beispiel auch, daB es mit Ro (e) einen zu F' ordnungsisomorphen 
Teilkorper von J{ gibt, der in J{ nicht archimedisch saturiert ist (F ist archimedisch iiber 
Ro(e)). 
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§6. Die Topologie von angeordneten und bewerteten Korpern 

Sei (J(, P) ein angeordneter Karper. Dann bilden die offenen Intervalle 

la, b[p = {x E I<: a < x < b beziiglich P} 
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eine offene Basis einer Topologie auf J(, die wir mit Tp bezeichnen. Auch die auf 
J(n (n 2: 1) induzierte Produkttopologie wird mit Tp bezeichnet; sie macht J(n zu einem 
Hausdorffraum. AuBerdem ist (J(, Tp) ein topologischer Karper (das bedeutct, daB die 
Abbildungen (x, y) 1-+ X - y, (x, y) 1-+ xy von J( X J( in J( sowie die Abbildung J(* ----t J(*, 
X 1-+ x-I, stetig sind). Fiir jede rationale Funktion f = g/h E f{(t1, ... ,tn ) (g,h seien 
Polynome) ist daher auch die Auswertungsabbildung x 1-+ f(x) von {x E f{n: h(x) -I- O} 
nach J( stetig. Wir bezeichnen Tp haufig als die starke Topologie auf f{n (beziiglich P), 
urn sie von der "schwacheren" Zariski-Topologie zu unterscheiden (siehe III, §1). 

Es gibt jedoch nur einen einzigen Fall, in dem die Topologie Tp wirklich befriedigende 
Eigenschaften hat, namlich den Fall f{ = IR. Dies ist einer der Griinde, welche die Verwen
dung der semialgebraischen Topologie (siehe [DK 1-3] und die in [DK3] zitierte Literatur) 
unentbehrlich machen, will man Geometrie iiber beliebigen reell abgeschlossenen Karpern 
treiben: 

Satz 1. Sei (J(, P) ein angeordneter J(arper. 1st f{ -I- IR, so ist der topologische Raum 
(f{, Tp) total unzusammenhiingend. Fur a, b E f{ mit a < b ist das Interval! [a, b] nicht 
kompakt, insbesondere ist (f{, Tp) nicht lokalkompakt. 

Beweis. 1st (f{, P) archimedisch, so gibt es eine ordnungstreue Einbettung f{ '----t IR, und 
Tp ist gerade die von IR auf J( induzierte Teilraum-Topologie. 1st f{ -I- IR, so priift man 
die Behauptungen direkt nacho 

Sei jetzt (f{, P) nicht archimedisch. Dann gibt es einen echten konvexen Teilring A 
von f{, und A ist offen und abgeschlossen in f{. Sei x E f{ und 0 < E E f{. Wahlt 
man ein a E J(* mit E/ a f/- A, so ist x + aA t:;:: ]x - E, X + E[, und x + aA ist eine offen
abgeschlossene Umgebung von x. Das zeigt, daB J( total unzusammenhangend ist. Seien 
weiter a, b E J( mit a < b. Dann gibt es ein E E f{, E > 0, mit nE < b - a fiir aIle n E IN 
(ist b - a E rnA, so kann man E = (b - a)2 wahlen, andernfalls geniigt E E rnA). Die 
Familie {]x - E, X + E[: x E J(} enthiilt keine endliche Teiliiberdeckung von [a, b]. 0 

Nun sei f{ ein beliebiger Karper und v: J( ----t r U 00 eine surjektive Bewertung von J(. 
Dann bilden die Mengen 

Ba(a) := {x E I<: v(x - a) > o:} (a E f{, 0: E r) 

eine offene Basis einer Topologie Tv auf f{. Auch hier ist (f{, Tv) ein topologischer Korper. 
Genau dann ist Tv die diskrete Topologie, wenn v die triviale Bewertung (also r = 0) ist. 

Die "verschiirfte Dreiecksungleichung" (3) in §4, Definition 1 hat zur Folge, daB alle 
Mengen v-1(0:) (0: E r) offen in f{ sind (fiir jedes a E J( mit v(a) = 0: ist Bcx(a) t:;:: 
v-1(0:)). Wegen f{ - V-I (0:) = Ba(O) U U,s<a V-I (./3) ist v-1(0:) auch abgeschlossen. AIle 
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Mengen Bcx( a) in der Tv definierenden Basis sind also offen-abgeschlossen, insbesondere 
ist (J(, Tv) total unzusammenhangend. Insbesondere ist auch die vielleicht naheliegende 
Vermutung, AbschluB bzw. Rand von Bcx(a) seien {x: v(x-a) 2': a} bzw. {x: v(x-a) = a}, 
falsch. 

Satz 2. Sei (I<, P) ein angeordneter I<orper und v: I< -+ r U (Xl eine mit P vertriigliche 
nicht-triviale surjektive Bewertung. Dann stimmen Ordnungs- und Bewertungstopologie 
auf I< iiberein: Tp = Tv. 

Beweis. Zu jedem 0 < a E J( gibt es ein a E r mit B,,(O) <;;; ]-a,a[, etwa a = v(a). 
1st namlich x E J( und v(x) > a = v(a), so ist x/a E mv <;;; ]-1,1[, also Ixl < a. 
Umgekehrt gibt es zu jeclem a E rein 0 < a E J( mit ]-a, a[ <;;; Bcx(O) - man wahle 
a so, daB v(a) > a ist; ist namlich Ixl < a, so Ix/al < 1, also v (x/a) 2': 0, und folglich 
v(x) 2': v(a) > a. 0 

Die Umkehrung dieses Satzes ist nicht richtig, d.h. es kann Bewertungen geben, die 
nicht mit P vertraglich sind, aber die gleiche Topologie wie P induzieren. Dies folgt leicht 
aus der folgenden Tatsache: Sind v, Vi surjektive nicht-triviale Bewertungen von J( und 
ist Vi eine Vergroberung von v, so ist Tv = Tv" Der Leser mag dies als (einfache) Ubung 
beweisen. 

Vor allem in cler Zahlentheorie braucht man neben Krull-Bewertungen auch das folgende 
Konzept: 

Definition. Sei J( ein Korper. Ein Absolutbetrag1 auf J( ist eine Abbildung f: I< -+ IR, 
so daB fiir aIle a, b E I< gilt: 

(1) f(a) 2': 0, und f(a) = 0 {=> a = 0; 
(2) f(ab) = f(a) f(b); 
(3) f(a + b) ~ f(a) + f(b). 

Gilt statt (3) sogar 
(4) f(a + b) ~ max{j(a),f(b)} fiir alle a,b E J(, 

so heiBt f ein ultrametrischer Absolutbetrag. 

Bemerkungen. 
1. 1st cp: J( '--r C eine Korpereinbettung, so ist a f-t Icp( a) I ein nicht ultrametrischer Ab
solutbetrag auf I<. Hiervon gilt im wesentlichen auch die Umkehrung, wie der folgende 
klassische Satz von A. Ostrowski ([Os], 1918) zeigt: 
1st f: J( -+ IR ein nicht ultrametrischer Absolutbetrag eines Korpers I<, so gibt es eine 
Einbettung cp: I< '--r C und eine reelle Zahl s, 0 < s ~ 1, so daB f(a) = Icp(a)IS fiir aIle 
a E J( gilt. (Siehe etwa auch [JBA, vol. II, §9.5].) 
2. 1st v: I< -+ r U (Xl eine surjektive Bewertung mit archimedischer Wertegruppe r, so 
erhalt man auf I< einen ultrametrischen Absolutbetrag fv wie folgt: Man wahlt eine ord
nungstreue Einbettung i: r '--r IR (§1) sowie eine reelle Zahl emit 0 < c < 1 und setzt 

1 In der Literatur findet man haufig auch die Bezeichnung "Bewertung" fur einen Absolutbetrag. Je 
nachdem, ob dieser ultrametrisch ist oder nicht, wird diese "Bewertung" dann "nicht-archimedisch" 
oder "archirnedisch"genannt. Dies kann naturlich Ieicht zu Millverstandnissen fiihren. 
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fv(a) := ci(v(a» (a #- 0), fv(O) := o. Umgekehrt gibt jeder ultrametrische Absolutbe
trag durch "Logarithmieren" wieder eine Bewertung vom Rang ~ 1. Definiert man in 
naheliegender Weise einen A.quivalenzbegriff fiir Absolutbetrage, so folgt, daB auf diese 
Weise eine bijektive Korrespondenz zwischen den A.quivalenzklassen von Bewertungen 
vom Rang ~ 1 und jenen von ultrametrischen Absolutbetragen hergestellt wird. Zusam
men mit Bemerkung 1 erhalt man so also eine Ubersicht tiber aIle Absolutbetrage eines 
Korpers. 

Jeder Absolutbetrag f auf K definiert durch (a, b) f-t f(a - b) eine Metrik auf K 
und macht K zu einem metrischen topologischen Korper. Wir bezeichnen die zugehorige 
Topologie mit If. 

Satz 3. Sei (K, P) ein angeordneter J{orper, und K sei entweder archimedisch oder 
enthalte einen echten konvexen Teilring von endlichem Rang. Dann gibt es einen Abso
lutbetrag f auf K mit Ip = If (insbesondere ist also Ip metrisierbar). 

Beweis. 1st (K, P) archimedisch und cp: K ~ IR die ordnungstreue Einbettung, so erhiilt 
man f wie in Bemerkung 1. 1m anderen Fall hat K einen maximalen echten konvexen 
Teilring Ai die Bewertung VA = v hat Rang 1, und man erhiilt f wie in Bemerkung 2. Es 
ist klar, daB If = Tv ist, und Satz 2 gibt If = Ip. 0 
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§7. Der Satz von Baer-Krull 

Wir haben gesehen, daB fiir jeden konvexen Teilring A eines angeordneten Korpers (J(, P) 
eine Anordnung P auf dem Restklassenkorper K(A) induziert wird (§2, Bemerkung 1). 
Seien umgekehrt ein Bewertungsring A eines Korpers J( und eine Anordnung Q von K(A) 
gegeben. Gibt es dann eine Anordnung P von J(, die A konvex macht und fiir die P = Q 
ist? 

Hierauf gibt der Satz von Baer-Krull eine (positive) Antwort. Die Aussage ist sogar 
noch wesentlich praziser, da aIle solchen Anordnungen Q bestimmt werden. 

Sei also v: J(* ----» f eine surjektive Bewertung und A := ov. Durch v wird ein surjektiver 
Homomorphismus Vz: J(* / J(*z ----» f /2f induziert. Sei {/i: i E I} <;;; f eine Teilmenge, fur 
die {/i + 2f: i E I} eine Basis des F z-Vektorraums f /2f ist und /i > 0 (i E 1) gilt. Wir 
wahlen Elemente Jri E J(* mit V(Jri) = /i (i E I). AIle Jri liegen in rnA. 

Das System {Jri: i E I} wird im folgenden festgehalten und als ein quadratisches 
Repriisentatensystem von J( beziiglich A bezeichnet. Jedes a E J(* hat namlich eme 
Darstellung der Form 

a = uc2 IT Jrj (*) 
JEI 

mit J <;;; I endlich, c E J(* und u E A*, wobei J durch a eindeutig bestimmt ist. (J ist 
charakterisiert durch vz( aJ(*2) = L bj + 2f); wegen v( a II Jrjl) E 2f erhalt man dann 
die Form (*).) JEJ JEJ 

Theorem (Baer-KruIl). Sei A ein Bewertungsring von J(, Q eine Anordnung auf K(A) 
und {Jri: i E I} ein quadratisches Repriisentantensystem wie oben. Es sei YQ die Menge 
aller Anordnungen P von J(, fur die A konvex und Q = P ist. Dann ist die Abbildung 
P f-+ (signp(Jri))iEI eine Bijektion von der Menge YQ auf die Menge {±lV. 

Insbesondere sagt das Theorem, daB YQ im FaIle I = 0, d.h. f = 2f, genau ein Element 
enthalt. 

Beweis. Wir bezeichnen den Homomorphismus A -t K(A) mit a f-+ a. Sei E = (Ei)iEI E 
{±lV· Dann gibt es hochstens ein P E YQ mit signp(Jri) = Ei (i E 1), denn fur jedes 
a E J(* ist das Vorzeichen von a beziiglich P durch (*) bestimmt. Urn die Existenz eines 
solchen P E YQ zu zeigen, konnen wir Ei = 1 fiir aIle i annehmen (man ersetze Jri durch 
EiJri, i E 1). 

Sei a E J(*, und seien 

a = u c2 IT Jrj = U' c'z IT Jrj 
JEI jEJ 

zwei Darstellungen der Form (*). Dann ist 2 E A*, und wegen u' = (2)2 u folgt 

signQ( u') = signo(u) . Somit ist 0": a f-+ signQ(u) eine wohldefinierte Abbildung 0": J(* -t 

{±l}. Diese ist homomorph, denn sind 

a = uc2 IT Jrj und 
JEI 
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Darstellungen der Form (*), so gibt es eine Darstellung 

der Form (*) mit w = uv. 

Wir zeigen, daB P := {OJ U kern(CT) eine Anordnung von f{ ist. Wegen CT(-l) = -1 
sind PP ~ P, P U (-P) = f{ und P n (-P) = {OJ klar, zu zeigen bleibt P + P ~ P. 
Seien also 0 i- a, b E P mit a + b i- 0, und 

a-uc2 IT7r" - J' 

JEJ 
b = vd2 IT 7r1 

IEL 

Darstellungen der Form (*). Es sind U, v E Q. Wir unterscheiden zwei FaIle. 

1. Fall: J = L. Nach eventuellem Vertauschen von a und b ist x := J E A, und folglich 

a + b = (uc2 + vd2) II 7r j = (ux 2 + v) . d2 II 7r j , 

JEI JEJ 

woraus man wegen ux2 + v E Q abliest: CT(a + b) = 1, also a + b E P. 

2. Fall: J i- L. Wieder nach etwaigem Vertauschen gilt v(a) < v(b). Es gibt also 
x E rnA mit b = ax, und es folgt 

a + b = (1 + x)a = (1 + x)u. c2 IT 7rj, 

JEI 

also a + b E P. Damit ist gezeigt, daB Peine Anordnung von f{ ist. Aus der Definition 
folgen unmittelbar die Konvexitat von A beziiglich P (wegen 1 + rnA ~ P), sowie P = Q. 

o 

Korollar. 1st A ein residuell reefier Bewertungsring von K (§2, Definition 3), so gibt es 
eine Anordnung von f{, welche A konvex macht. 0 

Ein Spezialfall hiervon ist in §5, Theorem 1 enthalten. 

Bemerkung. Die hier gegebcne Formulierung des Satzes von Baer~Krull enthalt mit der 
Auswahl eines Reprasentantensystems noch eine gewisse Willkiir. Wir erwahnen kurz, 
wie man die Aussage des Theorems "invarianter" fassen kann. 

Sei also v: f{* -4> r eine surjektive Bewertung mit Bewertungsring A. Sei k := K:(A), sei 
Y die Menge der Anordnungen P von f{, welche A konvex machen, und sei Xk die Menge 
aller Anordnungen von k. Fiir abelsche Gruppen G bezeichnen wir mit G := Hom( G, 51) 
ihre Charaktergruppen (51 = {( E C: 1 (I = I}). lndem wir eine Anordnung P von f{ mit 
dem Charakter () p: af{*2 >-+ sign p( a) von f{* / f{*2 identifizieren, fassen wir Pals Element 
von (I{* / K*2r auf. Insbesondere wird Y so zu einer Teilmenge von (f{* / K*2r. 

Ein quadratisches Reprasentantensystem II = {7ri: i E I} ist nichts anderes als 
ein Homomorphismus s: r /2r --t f{* / f{*2 mit V2 0 s = idr /2r (II korrespondiert zu 
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Ii + 2f ~ 7rj](*2). Halt man einen solchen Schnitt s fest, so hat man eine Abbildung 
Y ----> (f /2fr X Xk, namlich P ~ (iJP 0 s, P). Die Aussage von Baer-Krull ist, daB diese 
eine Bijektion ist. 

Urn in der Formulierung nun auch die willkiirliche Auswahl eines Schnittes s zu ver
meiden, beachten wir, daB der Epimorphismus V2: J(* / ](*2 _ f /2f durch Dualisieren 
eine Einbettung v'2: (f /2fr '-+ (J(* / ](*2r induziert (fur X E (f /2fr ist v'2(X) = X 0 V2)' 

FaBt man (f /2fr via V2 als U ntergruppe von (I{* / J{*2 r auf (und Y als Teilmenge von 
(J{* / J{*2r, wie oben erklart), so ist (f /2fr· Y <;;; Y, d.h. (f /2fr operiert durch Trans
lation auf Y. Das ist es namlich gerade, was wir im wesentlichen Schritt des Beweises des 
Theorems gezeigt haben. Fur X E (f /2fr und P E Y ist die Anordnung Q := X . P von 
J{ durch folgende Signatur gegeben: 

a ~ X ( v( a) + 21') . sign P ( a) (a E J{*) . 

Dabei ist die Abbildung P ~ P von Y nach X k invariant unter dieser Operation von 
(f /2ft und nimmt auf verschiedenen Bahnen verschiedene \I\'erte an. \I\'ir haben also 
das 

Theorenl von Baer-Krull ("Invariante" Formulierung). Sei v: J{* _ f eine surjektive 
Bewertung mit Bewertungsring A und Restklassenkorper k = A/rnA. Sei Y die Menge 
aller mit v vertriiglichen Anol'dnungen von ]( und X k die Menge aller Anordnungen von 
k. Dann gibt es eine naturliche freie Operation von (f /2fr auf Y und eine kanonische 
Bijektion Y / (f /2fr ----> X k . 
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§8. Reelle Stellen 

I<, L seien stets Korper. 

Mit K bezeichnen wir die disjunkte Vereinigung K = I< U {oo}. Die Verkniipfungen + 
und . werden auf K durch folgende Definition partiell fortgesetzt: 

a + 00 = 00 + a = 00 (a E I<) 

a·oo = oo·a =00 (aEK,a=rfO). 

Nicht definiert sind also 00 + 00, ° . 00 und 00 . 0. Die Inversenbildung beziiglich + und . 
wird fortgesetzt durch 

-00 = 00; 0-1 = 00, 00-1 = 0. 

Man schreibt wieder x - y = x + (-y) und ~ = xy-l, sofern die rechten Seiten definiert 
sind. Man kann nachpriifen, daB Assoziativ- und Distributivgesetz erfiillt sind, so lange 
"alles" definiert ist. 

Definition 1. Eine Stelle von I< mit Werten in List eine Abbildung A: K --+ L derart, 
daB fiir aIle a, b E K gilt: 

(1) A(a) + A(b) ist definiert ==* a + b ist definiert, und A(a + b) = A(a) + A(b); 
(2) A(a) A(b) ist definiert ==* ab ist definiert, und A(ab) = A(a)A(b); 
(3) A(1) = 1. 

1st k ~ I< ein Teilkorper, ist j: k '-+ L eine feste Einbettung und gilt A(a) = tea) fiir aIle 
a E k, so heiBt A eine Stelle uber k (beziiglich j). Wir schreiben dafiir A: I<"T!L (beziiglich 
j wird es keine Zweifel geben). 

Beispiele. 
1. Sei A ein Bewertungsring von I< und L := K:(A), sowie a I-t a der Restklassenhomo
morphismus A --+ L. Definiert man A: K --+ L durch A(a) = a fiir a E A und A(a) = 00 

fiir a E K - A, so ist A eine Stelle. Wir schreiben haufig A =: AA und nennen AA die 
kanonische Stelle von I< zum Bewertungsring A. 
2. Jeder Korperhomomorphismus 'P: f( --+ L definiert eine Stelle rj;: K --+ L durch rj;1I< = 'P 
und rj;( 00) = 00. Solche Stellen heiBen trivial. 

Wir werden gleich sehen, daB diese Beispiele von Stellen im wesentlichen die einzigen 
sind. 

Eigenschaften von Stellen. Sei A: K --+ L eine Stelle. 
a) A(O) = 0, A(OO) = 00. 

b) A(-a) = -A(a), A(a-1) = A(a)-1 fur alle a E K. 
c) 1st 1': L --+ Meine weitere Stelle, so ist auch I' 0 A: K --+ if eine Stelle. 

Beweis. a) Ware A( 00) =rf 00, so ware A( 00) + A( 00) definiert, also auch 00 + 00, 

Widerspruch zu (1). Ware A(O) =rf 0, so ware A(O) . A( 00) definiert, also auch ° . 00, 

Widerspruch zu (2). - b) ist klar fiir a E {O,oo} wegen a). Sei a E I<*. 1st A(a) = 
A( -a) = 00, so gilt A( -a) = -A(a). Andernfalls ist A(a) + A( -a) definiert, und nach a) 
folgt A(a) +),( -a) = A(O) = 0, also A(-a) = -A(a). Analog sieht man ),(a-1) = ),(a)-I. 
- c) ist trivial! 0 
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Satz 1 (Zusammenhang zwischen Stellen und Bewertungsringen). 
a) 1st A:K -+ I eine Stelle, so ist A:= A-1(L) = {a E [{:A(a) =I oo} ein Bewertungs

ring von J( mit maximalem Ideal m = A-I (0). Es gibt genau einen Homomorphismus 
<p: K(A) -+ L, so dajJ A = 00 AA ist (vgl. Beispiele 1 und 2). 

b) 1st umgekehrt A ein Bewertungsring von J( und <p: K(A) -+ L ein Homomorphismus, 
so gilt fur die Stelle A := 0 0 AA: K -+ I, dajJ A = A-1 (L) ist. 

[(urz: Eine Stelle von J( mit Werten in List "dasselbe" wie ein Bewertungsring A von 
J( zusammen mit einem Homomorphismus K(A) -+ L. 

Beweis. a) Klar ist, daB A ein Teilring von J( und AlA: A -+ L ein Homomorphismus ist. 
1st a E J( und a tf. A, so ist A(a) = 00, also A(a-1) = 0 nach Eigenschaft b). Folglich ist 
A ein Bewertungsring von J( und A -1(0) sein maximales Ideal, sowie <p: K(A) -+ L der 
durch AlA induzierte Homomorphismus. - b) ist klar. 0 

Bezeichnungen. 
a) 1st A: K -+ I eine Stelle, so schreiben wir dafur in Zukunft A: J( -+ LUoo. 1st <p: J( -+ L 
ein Homomorphismus, so bezeichnen wir die zugehorige triviale Stelle J( -+ LUoo ebenfalls 
mit <p (statt mit 0, wie bisher). 
b) Sei A: J( -+ LUoo eine Stelle. Den Bewertungsring A-1(L) von J( bezeichnen wir mit 0)., 

sein maximales Ideal mit m). und seinen Restklassenkorper 0). / m). mit K).. \Vir schrei ben 
); fur den induzierten Homomorphismus K). -+ L. Schliefilich bezeichnet r). := J(* / o~ die 
Wertegruppe von 0). und v).: J(* -+ r). die zugehorige kanonische Bewertung. 

Mit dem Stellenbegriff steht nun eine andere Sprechweise fiir Aussagen uber Bewertun
gen und Bewertungsringe zur Verfugung. Hier einige Beispiele fur die Ubersetzung bereits 
bekannter Resultate: 

Satz 2. Sei A ~ J( em Teilring. Ein Element a E J( ist genau dann ganz uber A, wenn 
A( a) =I 00 ist fur jede auf A endliche Stelle A von J(. 

Beweis. §3, Theorem 4a. o 

Theorem 3 (Chevalley) (Fortsetzung von Stellen). Sei A ~ J( ein Teilring des J(orpers 
J( und <p: A -+ L ein Homomorphismus in einen algebraisch abgeschlossenen J(orper L. 
Dann liijJt sich <p zu einer L-wertigen Stelle von J( fortsetzen, d.h. es gibt eine Stelle 
A: J( -+ L U 00 mit AlA = <po 

Beweis. Sei P = kern <p und <p': K(P) = Ap/p Ap -+ L der von <p induzierte Homomorphis
mus. Nach §3, Theorem 4 gibt es einen Bewertungsring B von J(, welcher Ap dominiert 
und fiir den K(B) uber K(P) algebraisch ist. Folglich faktorisiert <p' durch einen Homo
morphismus 1/;': K(B) -+ L. Die Komposition A := 1/;' 0 AB leistet das Verlangte. 0 

Wir betrachten nun Stellen auf angeordneten Korpern. 
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Definition 2. 
a) Eine Stelle >.: f{ --+ L U 00 heiBt reell, wenn L formal reell ist. 
b) Seien P bzw. Q Anordnungen von f{ bzw. L. Eine Stelle >.: f{ --+ L U 00 heiBt mit P 
und Q vertriiglich (oder ordnungstreu beziiglich P und Q), wenn >.(P) ~ Q U {oo} gilt. 

Satz 4. Seien (f{, P) und (L, Q) angeordnete [(orper sowie >.: f{ --+ L U 00 eine Stelle. 
Dann sind gleichwertig: 
(i) >. ist mit P und Q vertriiglich; 

(ii) 0). ist ein beziiglich P konvexer Teilring von f{, und der Homomorphismus),: K,). --+ L 
ist ordnungstreu beziiglich P und Q. 

Beweis. (i) =} (ii) Aus >.(1 + m).) = {I} folgt 1 + m). ~ P, also die Konvexitiit von 0). 

beziiglich P. Die Ordnungstreue von), ist klar. - (ii) =} (i) Sei a E P no). und a das 
Bild von a in K,).. Dann ist a E P, also >.(a) = ),(a) E Q. 0 

Korollar 1. Sei >.: [{ --+ L U 00 eine Stelle. Zu jeder Anordnung Q von L gibt es eine 
Anordnung P von f{, so dajJ >. mit P und Q vertriiglich ist. 

Beweis. Das folgt aus dem Satz von Baer-Krull (§7) und aus Satz 4. o 

Beispiel 3. 1st f{ reell abgeschlossen und (L, Q) ein angeordneter Korper, so ist jede 
Stelle f{ --+ L U 00 ordnungstreu beziiglich Q. 

Wir wollen nun einen Fortsetzungssatz fiir reelle Stellen beweisen. Zuniichst zwel 
Lemmata: 

Lemma 1. Sei f{ ~ L eine [(orpererweiterung und B ~ L ein Bewertungsring von L. 
Dann ist A := f{ n B ein Bewertungsring von f{, und es ist rnA = f{ n mB. 1st L iiber 
f{ algebraisch , so auch K,(B) iiber K,(A). 

Beweis. Es ist klar, daB A ein Bewertungsring von [{ ist. Fiir a E f{* gilt: a E rnA ~ 
a-I (j. A ~ a-I (j. B ~ a E mB. Sei nun L iiber f{ algebraisch und b E B. Es 
gibt ao, ... ,an E f{ mit ao i:- 0 und aobn + ... + an = o. Sei m der kleinste Index i mit 
vA(ai) ~ vA(aj) fiir j = O, ... ,n. Division durch am gibt 

/jn-m + CI /jn-m-I + ... + Cn- m = 0 

in K(B), wobei die Cj = aj+mjam in K(A) liegen. Also ist /j algebraisch iiber K(A). 0 

Lemma 2. Sei [{ ~ L eine algebraische [{orpererweiterung und seien B, C Bewertungs
ringe von L mit f{ n B = [{ n C und B ~ C. Dann ist B = C. 

Beweis. Sei A := f{ n B = [( n C. Dann hat man Inklusionen K(A) = AjmA '--+ 

Bjme '--+ Cjme = K(C). Da Bjme ein Bewertungsring von K,(C) ist (§4, Satz 4a) und 
K,(C) iiber K(A) algebraisch ist nach Lemma 1, folgt Bjme = K,(C), also B = C, denn 
Bewertungsringe sind ganz abgeschlossen. 0 
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Theorem 5 (Fortsetzung von reellen Stellen). Sei (K, P) ein angeordneter Karper und 
A: K -; R U CXJ eine mit P vertragliche Stelle in einen reell abgeschlossenen Karper R. 
Sei L ;;::> K eine algebraische Karpererweiterung und Q eine Fortsetzung der Anordnung 
P auf L. Dann gibt es genau eine mit Q vertragliche Stelle J-l: L -; R U CXJ, welche A 
fortsetzt. 

Beweis. A:= 0,\ ist ein beziiglich P konvexer Teilring von K, und '\: I\:(A) -; R ist 
ordnungstreu beziiglich P (Satz 4). Sei B die Q-konvexe Riille von A in L. Nach Lemma 1 
ist I\:(B) tiber I\:(A) algebraisch, und Q ist eine Fortsetzung von P. Folglich gibt es (genau) 
einen ordnungstreuen Romomorphismus 1/;: I\:(B) -; R mit 1/;11\:(A) = ,\ (Eindeutigkeit des 
reellen Abschlusses, I, §ll, Theorem 1). Die Stelle J-l := 1/; 0 AB: L -; R U CXJ erfiillt also 
J-lIK = A und ist mit Q vertriiglich. - Zur Eindeutigkeit von J-l: Sei auch J-l': L -; R U CXJ 

eine Q-vertriigliche Fortsetzung von A, sei B' := OJLI. Es geniigt, B = B' zu zeigen. Da 
B' konvex beziiglich Q und K n B' = K n B = A ist, folgt B ~ B', und Lemma 2 gibt 
B=a. 0 

Korollar 2. Sei A: K -; R U CXJ eine Stelle in einen reell abgeschlossenen Karper R. 
Es gibt einen reellen AbschlujJ S von K, fiir den eine Fortsetzung AS: S -; R U CXJ von 
A existiert. Genauer gilt fiir jeden reellen AbschlujJ S von K: A hat genau dann eine 
Fortsetzung AS: S -; R U CXJ, wenn A mit der durch S auf K induzierten Anordnung 
vertraglich ist. 

Beweis. Theorem 5 und Korollar 1. o 
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§9. Die Anordnungen von R(t), R((t)) und QuotIR{t} 

R sei stets ein reell abgeschlossener Korper. Wir werden in diesem Abschnitt die Anord
nungen der in der Uberschrift erwiihnten Korper explizit bestimmen. 

Zuniichst betrachten wir den rationalen Funktionenkorper R(t) in einer Variablen. Sei 
e E R. Dann bestimmt e eine Stelle >'c: R(t) ---t R U 00, niimlich >'c(J) = f(e) (wobei wie 
ublich f(e) = 00 zu set zen ist, wenn f in e einen Pol hat). (Dieses Beispiel erkliirt die 
Verwendung des Wortes "Stelle"!) Der Bewertungsring zu >'c ist R[t](t-c); er ist diskret 
vom Rang eins, und t - e ist ein Erzeuger des maximalen Ideals. Nach Baer-Krull hat 
R(t) genau zwei mit >'c vertriigliche Anordnungen Pc ,+ und Pc,- ,und diese sind durch 

t - e E Pc,+ und - (t - e) = e - t E Pc,-

charakterisiert. Es handelt sich dabei naturlich urn die in I, §l explizit angegebenen 
Anordnungen. 

Es gibt noch eine weitere R-wertige Stelle von R(t), niimlich >'00: R(t) ---t R U 00. 

Sie ist definiert durch >'00 := >'0 0 0', wobei 0' der R-Automorphismus von R(t) mit 
O'(t) = rl sei. Bei richtiger Interpretation gilt also auch >'00(J) = f(oo), fur f E R(t). 
Der Bewertungsring von >'00 ist 

R[C1](t-') = {L f,g E R[t], 9 f:. 0, degf'::; degg}. 
9 

Sein maximales Ideal wird von rl erzeugt, und wie oben gibt es genau zwei mit >'00 
vertriigliche Anordnungen Poo,+ und Poo,- ,charakterisiert durch rl E Poo,+ und _rl E 
Poo,_. 1 

Die folgende geometrische Deutung der Anordnungen ist hilfreich. 1st 0 f:. f E R(t), 
so hat f nur endlich viele Nullstellen und Pole. Daher macht es fur jedes e E R Sinn, 
von dem Vorzeichen von f unmittelbar rechts oder links von e zu sprechen. Es bedeutet 
also etwa "f > 0 unmittelbar rechts von e", daB es ein c > 0 gibt mit f(a) > 0 fur aIle 
a E ]e, e + cr. Ebenso hat f( e) fur e ---t +00 bzw. e ---t -00 wohlbestimmte Vorzeichen. 
Mit diesen Bezeichnungen ist 

Pc,+H = {O} U {J E R(t)*:f > 0 unmittelbar rechts (links) vone} , 

Poo,+H = {O} U {J E R(t)*:f(e) > 0 fure ~ 0 (e ~ O)}. 

Satz 1. Die Anordnungen Pc,+ und Pc,- (e E RU{oo}) sind genau siimtliehe Anordnun
gen von R(t), die iiber R nicht-archimedisch sind. 1st R = IR, so sind es aile AnordnunfJen 
von IR(t). 

Beweis. Sei Peine uber R nicht-archimedische Anordnung von R(t), und sei A := 

op(R(t)/R) die konvexe Rulle von R. Sei zuniichst tEA. Dann ist p := rnA n R[t] 
ein Primideal von R[t] (das Zentrum von A in R[t]). Wegen R[t]p ~ A und A f:. R(t) 

lIn gewissem Sinne ware die umgekehrte Bezeichnung konsistenter. Vergleiche aber die nachfolgende 
geometrische Deutung. 



80 Kapitel II 

folgt P i= (0), also P = R[t]· f fiir ein normiertes irreduzibles f E R[t]. Da K(A) formal 
reell und R[tJl(f) ein Teilkorper von K(A) ist, gibt es c E R mit f = t - c. Da R[t](t-c) 
ein Bewertungsring von R(t) ist (§2, Satz 4) und von A dominiert wird, ist A = R[t](t_c) 
(§3, Korollar I), und es folgt P = Pc,+ oder P = Pc,- wie oben. 
1st dagegen t (j. A, so substituiert man u := rl und findet wie eben A = R[u](u), also 
P = Poo ,+ oder P = Poo ,- • Der Zusatz iiber IR folgt aus §1, Korollar 3. 0 

Korollar 1 (zum Beweis). 1st k (irgend) ein Karper, so sind die k enthaltenden nicht
trivialen Bewertungsringe von k(t) genau die folgenden: 

1) A = k[tl(f), fur f E k[tl normiert und irreduzibel; 

2) A = k[t-1l(t-'). 
Die Wertegruppe ist jeweils Z, und der Restklassenkarper ist eine endliche einfache (d.h. 
von einem Element erzeugte) K arpererweiterung von k. 0 

Zur Bestimmung der iibrigen Anordnungen von R(t) set zen wir fur jede Anordnung P 
von R(t) 

Up : = {a E R: t - a E P} und 0 p : = {a E R: a - t E P}. 

Das Paar Tfp = (Up,Op) ist ein verallgemeinerter Dedekindschnitt von Rim Sinne von 

Definition 1. Sei (M,::;) eine total geordnete Menge. Ein (verallgemeinerter) Dedekind
schnitt von Mist ein Paar (U,O) von Teilmengen von M mit U U 0 = Ai und u < v 
fur alle u E U, v E O. Sind U und 0 nicht leer, so spricht man von einem echten 
Dedekindschnitt. 

Die bisher gefundenen Anordnungen von R(t) liefern also 

fur P = Poo ,+ bzw. Poo,- : Tfp = (R, 0) bzw. (0, R); 

fur P = Pc ,+ bzw. Pc,_: Tfp = (J-oo, c], lc, ool) bzw. (J-oo, c[, [c, ool). 

Diese Dedekindschnitte sind nicht frei: 

Definition 2. Ein Dedekindschnitt (U,O) von M heiBt frei, wenn er echt ist und weder 
U ein groBtes noch 0 ein kleinstes Element enthiilt. 

Es ist klar, daB die nicht-freien Dedekindschnitte von R genau die Tfp sind, wo P die 
iiber R nicht-archimedischen Anordnungen von R(t) durchliiuft. 

Sei daher ~ = (U, 0) ein freier Dedekindschnitt von R. Wir konstruieren dazu eine iiber 
R archimedische Anordnung P = PE. von R(t) mit ~ = Tfp wie folgt. Sei 0 i= f E R(t). 
Sind -00 < Cl < ... < Cr < 00 die verschiedenen Null- und Poistellen von f in R, so 
hat f auf den 1ntervallen 10:= l-oo,q[, 1;:= lCi,Ci+l[ (i = 1, ... ,r -I), Ir := lcr,oo[ 
jeweils konstante Vorzeichen cO, Cl, ... , Cr (1, §7, Satz 2). Es gibt genau ein i E {O, ... ,r} 
mit Ii n U i= 0 i= Ii n 0, und wir sagen, f habe bei ~ das Vorzeichen ci. Setzen wir also 

PE. := {OJ U {f E R(t)*: fist positiv bei ~} = 

= {f E R(t): es gibt u E U, v E 0, so daB f in lu, v[ keinen Pol hat und 2: 0 ist} , 
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so ist unmittelbar klar, daB P := Pe eine Anordnung von R(t) und daB ~ 
Tatsachlich haben wir damit alle Anordnungen gefunden: 

81 

1]p ist. 

Satz 2. Fur jede uber R archimedische Anordnung P von R(t) ist 1] := 1]p ein jreier 
Dedekindschnitt von R, und es ist P = P". Es besteht also eine kanonische Bijektion 

{P: P ist eine iiber R archimedische Anordnung vonR(t)} ~ 

~ {1]: 1] ist jreier Dedekindschnitt von R} , 

gegeben durch P 1-+ 1]p und 1] 1-+ P.". 

Beweis. Sei P archimedisch iiber R und 1]:= 1]p = (Up,Op). Dann ist Up i- 0 i- Op, 

und zu jedem a E Up gibt es ein 0 < b E R mit b < t - a (sonst ware t - a unendlich 
klein gegeniiber R), also mit a + b E Up. Daher enthiilt Up kein groBtes Element. Analog 
sieht man, daB Op kein kleinstes Element besitzt, also TJp frei ist. Urn P = P." zu zeigen, 
geniigt es, P n R[t] = P." n R[t] zu beweisen. Sei 0 i- j E R[t], etwa 

r s 

j(t) = a II(t - a;) IIUt - bj)2 + cD 
i=1 j=1 

mit a E R*, a;,bj,cj E R und Cj i- 0 (i = 1, ... ,r, j = 1, ... ,s). Die quadratischen 
Faktoren sind positiv unter jeder Anordnung von R(t), und fiir i = 1, ... , r gilt naeh 
Definition: t - aj E P «=} aj E Up «=} t - ai E P.". Somit gilt aueh j E P «=} j E P.", 
w.z.b.w. 0 

Korollar 2. Es besteht eine naturliche Bijektion zwischen den Anordnungen von R(t) 
und den verallgemeinenen Dedekindschnitten von R. 0 

Nun sei A = R[[t]] der Ring der formalen Potenzreihen (einer Variablen) tiber R, 
und R((t)) sein Quotientenkorper (also der Korper der formalen Laurentreihen 2:i>n aiti, 

nEZ, aj E R). Indem man fiir 0 i- j(t) = 2:;>n ait; mit an i- 0 definiert v(J) := n~erhalt 
man eine Bewertung v von R((t)) mit Bewertungsring A, maximalem Ideal mA = tA, 
Wertegruppe Z und Restklassenkorper A/mA = R. Da fiir jedes j E mA das Element 

l+j= (~C~2)ir 
ein Quadrat in A ist (binomisehe Reihe !), ist A unter jeder Anordnung von R((t)) konvex. 
Naeh Baer-Krull (§7) hat R((t)) also genau zwei Anordnungen, niimlieh 

P+ = {O} U {tnj(t):n E Z,j E A,J(O) > O} 

und 
P- = {O} U {(-t)nj(t):n E Z,j E A,j(O) > O}. 

AbsehlieBend sei B := IR{ t} der Ring der konvergenten Potenzreihen (in einer Vari
ablen) iiber IR, also der Ring aller in Null reell-analytisehen reellen Funktionskeime, und 
J( = Quot B <:;;: IR((t)) sein Quotientenkorper. Dureh Restriktion der oben betraehteten 
Bewertung von IR((t)) auf J( erhiilt man eine Bewertung w von J( mit Bewertungsring 
B und Wertegruppe Z. Das gleiehe Argument wie eben zeigt, daB J( genau zwei Anord
nungen hat, namlieh die Restriktionen der beiden Anordnungen von IR((t)). 
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§10. Komposition und Zerlegung von Stellen 

J(, L, M seien Karper. 

Satz 1 (Faktorisierung von Stellen). Seien A: J( ---> L U 00 und 11: J( ---> M U 00 Stellen, 
und sei 11 eine Vergroberung von A (also 0 p. ~ 0).). 1st A surjektiv, so gibt es genau eine 
Stelle v: L ---> M U 00 mit 11 = v 0 A, und dabei gilt 0" = A( 01')' 

Beweis. Seien A := 0)., B := op. und C:= A(B); nach §4, Satz 4 ist C ein Bewertungsring 
von L. Die Restriktion AlB induziert einen Isomorphismus B / m A ~C und folglich einen 
Isomorphismus a: K(B)~K(C), fiir den 

B ~ C 

"B 1 l"c 
K(B) ~K(C) 

a 

kommutiert. Sei ji: K(B) ---> M die durch 11 induzierte Einbettung und 7/J ._ ji 0 a-I: 

K( C) ---> M, sowie v := 7/J 0 AC: L ---> 111 U 00 die durch 7/J induzierte Stelle. Dann ist 
0" = C, und es gilt 11 = v 0 A. Die Eindeutigkeit von v ist Idar (A ist surjektiv). 0 

Wir formulieren Satz 4 aus §4 flir Stellcn: 

Satz 2. Seien A: J( ---> L U 00 und v: L ---> AI U 00 Stellen. 1st A surjektiv, so bcsteht eine 
kanonische exakte Sequenz 

aus ordnungstreuen Homomorphismen. o 

In manchen FiiJlen kann man in dieser Situation r "0). aus r" und r). berechnen, wenn 
namlich die exakte Sequenz spaltet. (Man sagt, daB eine kurze exakte Sequenz 0 ---> G' ---> 

G~G" ---> 0 abelscher Gruppen spaltet, wenn es einen Homomorphismus s: G" ---> G mit 
Jr 0 S = idc" gibt (einen Schnitt von Jr). Alsdann ist G ---> G" X G', x f-+ (JrX, X - sJrx), 
ein Isomorphismus.) 

Lemlna. Seien r,r',r" angeordnete abelsche Gruppen und sei 0 ---> r' ---> r~r" ---> 0 
eine kurze exakte Sequenz aus ordnungstreuen Homomorphismen. Hat Jr einen Schnitt s 
(als Gruppenhomomorphismus), so ist 

rp: a f-+ (Jra, a - sJra) 

ein ordnungstreuer lsomorphismus von r auf (r" X r')lex' (Wir identifizieren hierbei r' 
mit seinem Bild in r.) 

Bewcis. rp ist ein Isomorphismus abelscher Gruppen. Sei 0 < a E r. 1st a E r', so ist 
rp(a) = (0, a) > O. 1st a rf. r', so ist rp(a) > 0 wegen Jr(a) > O. 0 
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1st zum Beispiel f" eine freie abelsche Gruppe, so hat 7r stets einen Schnitt. Dasselbe 
gilt, wenn f dividierbar, also ein Q-Vektorraum ist (denn dann ist auch f" ein Q
Vektorraum, und 7r ist Q-linear). 

Seien nun wieder A: J( -t L U 00 und v: L -t M U 00 Stellen, und A sei surjektiv. 
Wir set zen voraus, daB v,\ diskret vom Rang eins, also f,\ ~ Z ist. Nach Satz 2 und 
dem Lemma gibt es dann einen (i.a. nicht eindeutigen) ordnungstreuen Isomorphismus 
f /10'\ ~ (f,\ x f /I )lex = (Z x f /I )lex, den wir explizit beschreiben wollen, um V/lO'\ aus v,\ 
und V/I zu erhalten. 

Dazu sei h E m,\ ein Erzeuger von m,\, also ao := v,\(h) der positive Erzeuger von 
f,\. Nach 'Vahl von h erhalten wir einen Schnitt s: f,\ -t f /10'\ von 7r: f /10'\ -t f,\, 
via s(ao) = v/lo,\(h). Sei cp:f/lo,\~(f,\ x f/l)lex der wie im Lemma zu s konstruierte 
Isomorphismus. Unter Identifizierung von kern (7r) = 011 o~o'\ mit f /I (via A, vgl. §4, Satz 
4) folgt 

CPOV/lo,\(f) = (V,\(f),V/I 0 A(fh-v>U))) 

fur alle f E J(*. Damit ist die Aufgabe gelost, die Bewertung V/lO'\ mit Hilfe von v,\, V/I 
und A auszudrucken. (N aturlich funktioniert dies auch ohne die spezielle Voraussetzung 
an f,\, doch wird dann i.a. die Angabe eines Schnittes s komplizierter sein.) 

Wir wollen nun diese Uberlegungen auf Stellen von rationalen Funktionenkorpern (in 
mehreren Variablen) anwenden. Sei k ein beliebiger Korper, seien tl,' .. , tr algebraisch 
unabhiingige Variable uber k und sei](j := k(tl, ... ,ti) (0 :::; i :::; r). Zu gegebenem 
c = (CI, ... ,Cr) E kT konstruieren wir eine Stelle A: J(r -t k U 00 mit A(f) = f( c) fur alle 
f E k[tl, ... ,tr] wie folgt. 

Fur jedes i = 1, ... , r gibt es genau eine Stelle Aj: J(j -t J(j-l U 00 uber J(i-l mit 
Ai(tj) = Ci (§9, Korollar 1). Wir set zen A := Al 0 ... 0 Ar. Wegen f,\. = Z (i = 1, ... , r) 
findet man mit Satz 2 und dem Lemma induktiv, daB f,\ ~ Z[ex ist. Um die Bewertung 
v,\ explizit anzugeben, bezeichnen wir mit Z:ntilex die antilexikalisch angeordnete Gruppe 
zr (d.h. die positiven Elemente sind die (aI, ... ,as, 0, ... ,0), 1 :::; s :::; r, mit as > 0)\ fur 
a = (al,'" ,ar) E zr sei wie ublich (t - c)'" := (tl - Cl)""··· (tr - cr)"'r E ]{r. 1st nun 
f E k[tl, ... , tT], so hat f eine eindeutige Darstellung der Form 

f = L a",(t - c)'" (a", E k, fast alle a", = 0). 

"'EZ+ 

Durch induktives Anwenden der oben beschriebenen Uberlegung findet man: v,\(f) ist 
der in Z:ntilex kleinste Index a mit a", =f. O. Insbesondere folgt 

Satz 3. Zur oben beschriebenen Stelle A: k(tl' ... ,tr) --+ k U 00 mit A(f) = f( c) fiir aile 
f E k[tl, ... , tr] gehort die Bewertung v: k(tl, ... , tr)* -t Z:ntilex! welche durch 

v (( tl - CI )"" ... (tr - Cr )"'r) = (al, ... , a r ) 

definiert ist. Insbesondere ist v( tr - cr), ... , v( tl - cd die lexikographische Basis von f,\. 
o 

INatiirlich ist Z~tilex ~ zrex als angeordnete abelsche Gruppe. Wir benutzen die antilexikalische 
Anordnung nur zur Vereinfachung der Notation. 
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Es sei angemerkt, daB es natiirlieh noeh viele weitere Stellen )../: k(t) --+ k U 00 iiber k 
gibt mit )..I(t) = c. Man kann etwa eine andere Transzendenzbasis u = (U}, ... ,ur ) mit 
k[tJ = k[uJ wahlen und hat dann c dureh u(c) zu ersetzen. 

Sei jetzt speziell k = R reell abgeschlossen, J( := R( t}, ... ,tr) und )..: J( --+ R U 00 die 
oben besehriebene Stelle. Sei Peine mit).. vertragliehe Anordnung von J( (nach Baer
Krull gibt es genau 2r solche!) und S der reelle AbschluB von (J{, P). Naeh §8, Theorem 5 
hat).. genau eine Fortsetzung f-t: S --+ R U 00. 

Satz 4. r /l ist zu Q[ex isomorph. 

Allgemeiner gilt namlieh 

Satz 5. Sei L ;;;:> J{ eine algebraische J(orpererweiterung und sei L reell oder algebraisch 
abgeschlossen. 1st f-t: L --+ FUoo eine Stelle und)" := f-t1J{, so gibt es einen ordnungstreuen 
lsomorphismus r A Q9 Q~r /l" 

(Fiir jede angeordnete abelsehe Gruppe r hat r Q9 Q genau eine Anordnung, welche die 
Einbettung r '---+ r Q9 Q ordnungstreu maeht. Mit dieser Anordnung wird r A Q9 Q in obiger 
A ussage versehen.) 

Beweis. Dureh J{* ~ L* wird eine ordnungstreue Einbettung r A ~ r/l induziert. Dabei 
ist r /l/r A eine Torsionsgru ppe. Sei namlich bEL *, seien ao, ... ,an E J{ mit anbn + ... + 
a1b+ao = 0 und an I- o. Dann gibt es i,j mit 0::::: i < j ::::: n und v/l(aibi) = v/l(aj/)) < 00 

(sonst ware v/l("L, akbk ) = min v( akbk ) < 00), und es folgt (j - i)v/l(b) = V/l(~) ErA· -

Da L reell oder algebraiseh abgesehlossen ist, ist f /l dividierbar (jedes positive bzw. jedes 
Element in L besitzt beliebige Wurzeln), und folglieh ist f /l = Q . fA = fA Q9 Q. 0 

Sei k ein Korper, sei J{o := k und J{i := J{i-1((t;)) = QuotJ{i-1[[tilJ (i = 1,2, ... ). 
(Vorsicht: Fur r 2: 2 ist k((t1, ... , t r)) ein echter Teilkorper von J{r = k((t1))··· ((tr))!) 
Sei )..i: J{i --+ J{i-} U 00 die zum Bewertungsring J{i-1 [[ tilJ gehorende Stelle iiber J{i-1, 
und sei ).. = )..1 0 ... 0 )..r: J{r --+ k U 00. Wie in Satz 3 folgt, daB fA ~ Z[ex mit lexikogra
phiseher Basis VA (tr), ... ,vA( t}) ist. Ist also k ~ J{ ~ J{r irgend ein Zwisehenkorper mit 
t1, ... , tr E J{, so ist aueh fAIl( = Z[ex. 

Unter Verwendung von mehr kommutativer Algebra gewinnt man daraus eine interes
sante Anwendung. Diese wird jedoeh im folgenden nieht weiter benutzt: 

Sei A eine lokale regulare noethersche k-Algebra mit II:(A) = k und A = ~A/mA 
ihre Komplettierung, sowie (fJ, ... , ir) ein minimales Erzeugendensystem von m A. Dann 
gibt es bekanntlieh einen k-Isomorphismus A~k[[ t1, ... , tr JJ mit ii f-+ ti (i = 1, ... , n) 
([Ma, p. 206J oder [BAC, eh. IX, §3, no. 3]). Sei J{ := Quot A. Wegen J{ ~ Quot A ~ 
k((tJ, ... , tr)) ~ J{r hat die Stelle )..II<: J{ --rk U 00 ebenfalls Wertegruppe Z[ex' mit lexi
kographiseher Basis (v(Jr), ... , v(fJ)) (v := vAIK), und ihr I3ewertungsring dominiert A. 
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§11. Existenz von reellen Stellen auf Funktionenkorpern 

Es sei kurz an einige Tatsachen aus der Korpertheorie erinnert. 1st L ;;::> K eme 
Korpererweiterung, so haben je zwei maximale Familien von iiber K algebraisch un
abhiingigen Elementen aus L dieselbe Miichtigkeit. Jede solche Familie heiBt eine Trans
zendenzbasisvon L iiber K, und ihre Miichtigkeit wird als Transzendenzgradtr.deg.(LjK) 
bezeichnet. Man nennt Leinen d-dimensionalen Funktionenkorper iiber K, wenn L iiber 
K endlich erzeugt und tr.deg.(Lj K) = d ist. (Die Bezeichnung riihrt daher, daB dies bis 
auf K-Isomorphie genau die Korper der rationalen Funktionen auf irreduziblen algebrai
schen K-Varietiiten der Dimension d sind. Vgl. [Sf, I §3) oder [H).) 

Das Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis von 

Theorem 1. Sei Rein reell abgeschlossener Korper und K ein r-dimensionaler formal 
reeller Funktionenkorper uber R. Sei (t1,"" tT) eine feste Transzendenzbasis von K 
uber R. Dann gibt es Elemente ai, bi E R mit ai < bi (i = 1, ... , 1'), so dajJ fur jeden reell 
abgeschlossenen Oberkorper S ;;::> R gilt: Zu jedem c = (q, ... , cT) E ST mit ai < Ci < bi 
(i = 1, ... ,1') gibt es eine Stelle ,\: K ---+ S U 00 uber R mit '\(ti) = Ci, i = 1, ... , r. 

Man beachte, daB eine solche Stelle ,\ trivial (d.h. ein Homomorphismus) sein muB, 
sobald C1, ... ,CT iiber R algebraisch unabhiingig sind (Jenn wegcn R[iI, ... ,q n.\ -1 (0) = 

{O} ist dann R( t1, ... ,tT) ~ 0 A, also 0 A = K wegen der Ganz-A bgeschlossenheit von 0 A)' 

Korollar (Einbettungssatz von S. Lang). 1st R reell abgeschlossen und K ein formal 
reeller Funktionenkorper iiber R, so gibt es zu jedem reell abgeschlossenen Oberkorpel' S 
von R mit tr.deg.(Sj R) ::::: tr.deg.(Kj R) einen R-Homomorphismus K ---+ S. 

Beweis. Das folgt aus Theorem 1 und der anschlieBenden Bemerkung, da es Elemente 
Ci E S mit ai < Ci < bi (i = 1, ... ,1') so gibt, daB C1, ... , CT iiber R algebraisch unabhangig 
sind - dies ist klar fiir I' = 1 und folgt mittels Induktion fiir alle r. 0 

Zuniichst werden zwei Hilfssiitze bereitgestellt. 

Lemma 1. Sei L ;;::> K eine endliche J(orpererweiterung, sei B em Bewertungsl'ing 
von Lund A = K n B. Dann sind del' Verzweigungsindex e = [f B: fA) und del' 
Restklassengrad f = [K(B): K(A)) endlich, und es gilt ef:::; [L: K). 

Beweis. Sei v = VB, seien b1, ... , bT E B - {OJ derart, daB die Bilder del' V(bi) in fBjf A 

verschieden sind, und seien C1, ... ,Cs E B derart, daB die Bilder Cj der Cj in K( B) linear 
unabhiingig iiber K(A) sind. Wir zeigen fiir alle aij E J( (1 :::; i :::; 1', 1 :::; j :::; s): 

Insbesondere sind dann also die biCj iiber K linear unabhiingig. 
Man kann annehmen, daB zu jedem i E {1, ... , r} ein j E {1, ... , s} mit aij =1= 0 

existiert (andernfalls kann bi weggelassen werden). Zu jedem i E {1, ... , r} wird ein 
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k (i) E {I, ... , s} mit v( aik(i)) = min v( aij) gewahlt. Dann ist aik(i) i- 0, und folglich gilt 
flir alle i J 

L aijbiCj = aik(i)bi L aijcj 
j j 

mit aij := aij/aik(i) EA. Da die Cj liber K(A) linear unabhangig sind (und aik(i) = 1 ist), 

ist I: aijcj E B*, also 
J 

Diese Werte sind nach Voraussetzung alle verschieden, und cs folgt 

v (L L aijbiCj) = min( v( aik(i)) + v(bi)) = n~~n v( aijbi) . o 
• J 

Lemma 2. Sei J( ein J(orper und L ein Funktionenkorper iiber J(, sowie n := 

tr.deg.(L/J(). Sei B i- L ein echter Bewertungsring von L mit K ~ B. Dann ist 
tr.deg. (K(B)/ K) ::; n - 1, und im Falle tr.deg. (K(B)/ K) = n - 1 ist B diskret vom Rang 
eins und K(B) ein Funktionenkorper (d.h. endlich erzeugt) iiber K. 

Beweis. Seien uI, ... ,ur E B derart, daB ihre Bilder UI, ... ,Ur in K(B) algebraisch un
abhangig liber K sind. Dann sind auch UI, ... , U r (in L) liber K algebraisch unabhangig, 
also ist r::; n. Weiter ist K[ur, ... ,ur ] n mB = {O}, somit K(UI, ... ,Ur ) ~ B. Ware 
r = n, so ware L liber K( UI, ... , u r ) algebraisch, also ganz, und folglich B = L, Wi-
derspruch. Sei nun r = tr.deg.(K(B)/K) = n -1. Setze F := K(UI, ... ,Un-I), und 
wahle tEL derart, daB (UI, ... , Un-I, t) eine Transzendenzbasis von L/ K bildet. Dann 
ist A := B n F(t) ein echter Bewertungsring von F(t), und F ~ A. Nach §9 (Korollar 1) 
ist [K(A): F] < 00 und r A ~ Z, und nach Lemma 1 sind [K(B): K(A)] und r B/r A endlich. 
Folglich ist K(B)/K endlich erzeugt und r B ~ Z. 0 

Urn Theorem 1 zu beweisen, zeigen wir zunachst, daB es genligt, fiir alle r ::::: 1 die 
folgende schwachere A ussage (1' r) zu zeigen: 

(Tr) Die Vomussetzungen seien wie in Theorem 1. Dann gibt es ai,bi E R mit 
aj < bj (i = 1, ... , r), so dafJ es zu jedem reell abgeschlossenen S ~ R und jedem 
C = (CI, ... ,Cr ) E sr mit aj < Ci < bi (i = 1, ... ,r) und iiber R algebraisch 
unabhangigen CI, ... , Cr einen Homomorphismus y: K -+ S mit y(ti) = Cj 

(i = 1, ... , r) gibt. 
Bezeichnen wir mit (Tr) die Aussage von Theorem 1 (zu festem r ::::: 1), so gilt 

Hilfssatz 1. ('ir ) impliziert (Tr), fiir alle r ::::: 1. 

Beweis. Sei C E sr mit ai < Cj < bi und nicht notwendig liber R algebraisch unabhangigen 
CI, ... , Cr. Seien UI,· .. , U r iiber S unabhangige Variable und T' := S( UI, ... , u r) der 
r- dimensionale rationale Funktionenkorper liber S. Sei f.L': T' -+ S U 00 die in §10 
beschriebene Stelle liber S mit f.L'( Ui) = 0, i = 1, ... , r. Nach §8, Korollar 2 gibt es einen 
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reellen AbschluB T von T' zusammen mit einer Fortsetzung Jl: T -+ S U 00 von Jl'. Da 
die Uj unendlich klein gegeniiber S sind, gilt aj < Ci + Ui < bi fiir i = 1, ... , r, und wegen 
der algebraischen Unabhangigkeit der Cj + Ui iiber R gibt (1\) einen Homomorphismus 
c.p: J( -+ T mit c.p(tj) = Cj + Uj. Fiir die Stelle). := Jl 0 c.p: J( -+ S U 00 ist dann Jl(tj) = Ci, 
i=l, ... ,r. 0 

Wir beweisen nun zunachst (1\). Dazu seien also r = 1 und R, J( wie in Theorem 1, 
sowie F := R(t) (t := tl). Sei tr: J( -+ F die Spur der endlichen Erweiterung J( :;2 F, und 
seien gl, ... ,gn E F* mit tr*({l)K) ~ (gl, ... ,gn). Man kann die gi mit den Quadraten 
der Nenner multiplizieren und so 0.E. gi E R[tJ annehmen. Es seien dl < ... < dN die 
verschiedenen Nullstellen von gl ... gn in R, sowie do := -00, dN+1 := +00. Auf Jdj-1, dj[ 
(aufgefaBt in R, oder auch in einem beliebigen angeordneten Oberkorper von R) hat jedes 
gj ein festes Vorzeichen ejj E {±1} (j = 1, ... ,N + 1, i = 1, ... , n). 

Da J( formal reell ist, gibt es eine Anordnung Q von J(. Sei P := F n Q, und sei 
j E {I, ... , N} bestimmt durch dj-l < t < dj (beziiglich P). Dann ist signp(g;) = e;j 

(i = 1, ... ,n), und da 
n 

I'>ij = signp tr* ({l)K) 
;=1 

die Anzahl der Fortsetzungen von P auf Kist (I, §12, Korollar 2), ist diese Zahl ~ l. 
Wir zeigen, daB (Tt) fiir jede Wahl von aI, b1 mit Jal, b1[ ~ Jdj-b dj[ erfiillt ist. 

Sei S ein reell abgeschlossener Oberkorper von R und C E S - R mit dj_1 < C < dj, 
sowie 1/;: F -+ S der R-Homomorphismus mit 1/;(t) = c. Die Fortsetzungen c.p: J( -+ S von 
1/; stehen nach I, §11, Theorem 2 in Bijektion zu den Fortsetzungen der clurch 1/; auf F 
induzierten Anordnung Pc auf J(. Ihre Anzahl ist gleich 

n n 

signpctr*({l)K) = LsignpJgi) = Leij ~ 1, 
i=1 ;=1 

insbesondere gibt es eine solche Fortsetzung c.p, w.z.b.w. 

Bevor wir Theorem 1 im allgemeinen Fall zeigen, ziehen wir aus clem schon bewiesenen 
(T 1) einige Folgerungen. Zunachst ein Hilfssatz: 

Hilfssatz 2. 1st).: J( -+ L U 00 eine reelle Stelle, sind Zl, . .. ,zn E J( und ist ). (2:: zl) 
i- 00, so ist auch ).(z;) i- 00 fur i = 1, ... , n. i 

Beweis. Es gibt eine mit). vertragliche Anordnung P von J( (§8, Korollar 1). Da 0A 

konvex beziiglich P und 0 :::; Z[ :::; Z[ + ... + z~ E 0A ist, folgt Z[ E 0A, also Zj E 0A 

(i=l, ... ,n). 0 

Theorem 2 (Stellensatz von Artin-Lang). Sei R reell abgeschlossen und J( ein formal 
reeller Funktionenkorper uber R. Zu je endlich vie/en Zl, . .. ,Zn E J( gibt es dann eine 
Stelle ).: J( -+ R U 00 uber R mit ).(Zi) i- 00 fur i = 1, ... , n. Es gibt sogar eine solche 
mit rA ~ Z[ex' wobei r = tr.deg.(J(/ R). 
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Beweis. Wegen Hilfssatz 2 konnen wir n = 1 annehmen. Induktion nach r; der Beginn 
r = 0 ist trivial (K = R). 1m Fall r = 1 folgt die Existenz von>. aus (Tl)' und 
hier ist f). ~ Z fiir jedes solches >. (Lemma 2). Sei also r > 1 und t1, ... , tT eine 
Transzendenzbasis von Kf R mit Z E R(t!, ... , tT-I) =: F. Sei T ein reeller AbschluB 
von K und S der algebraische AbschluB von Fin T, sowie L := KS (der von K und S 
erzeugte Teilkorper von T). Da L ein eindimensionaler formal reeller Funktionenkorper 
uber S ist, gibt es eine Stelle L~S U 00 (Fall r = 1), und per Restriktion erhiilt man 
eine Stelle p,:KyS U 00. Diese ist wegen tr.deg.(KfF) = 1 (und SfF algebraisch) 
nicht-trivial und erfullt p,(z) -I- 00. Sei A := OIL und >'A: K -t II:(A) U 00 die kanonische 
Stelle zu A. Nach Lemma 2 ist [II:(A): FJ < 00 und f A ~ Z. Da auBerdem II:(A) formal 
reell und tr.deg.(II:(A)fR) = tr.deg.(FfR) = r -1 ist, gibt es nach Induktionsannahme 
eine Stelle v: II:(A) -t R U 00 iiber R mit V(>'A(Z)) -I- 00 und fv ~ Zre~l. Setzt man 
>. := v 0 >'A: K JiR U 00, so ist >'(z) -I- 00 und fA ~ Z[ex nach §10. 0 

Theorem 3 (Verschiirfter Stellensatz von Artin-Lang). In der Situation von Theorem 2 
sei zusiitzlich eine A nordnung Q auf /{ vorgegeben. Dann gibt es eine Stelle >.: /{ It R U 00 

wie dort, fur die aufJerdem signQ (Zi) = sign >.( Zi) (i = 1, ... , n) gilt. 

Beweis. Nach Multiplikation von Zi mit signQ(zi) erreicht man 0.E. Zi > 0 unter Q 
(i = 1, ... , n). Wendet man Theorem 2 an auf K' := K( Ft, ... , y!Z;;") und die Elemente 
ZI, ... , Zn, Zl'~'Zn E K', so erhiilt man eine Stelle >.': /{' JiR U 00 mit >.' (Zi) f/. {O, oo}, und 
folglich mit >" (Zi) = >" (fo)2 > 0 (i = 1, ... , n). Setze >. := >.'If{. Da fA' ffA endlich ist 
(Lemma 1), ist rang fA = rang fA' = r, und man folgert leicht, daB auch fA ~ Z[ex ist. 0 

Nun konnen wir den Beweis von Theorem 1 vollenden, indem wir (1\) fur r ~ 2 
zeigen. Sei also tl, ... , tT eine Transzendenzbasis von K f R und F := R( tl, ... , tT)' Seien 
wieder gl, ... ,gn E R[tI, ... ,tTJ mit tr*((l}K) ~ (gI, ... ,gn) (n = [K:FJ). Es gibt 
eine Anordnung Q von /{. Mit Theorem 3 finden wir eine Stelle p,: K JtR U 00 mit 
p,(td -I- 00 (i = 1, ... ,r), p,(gj) -I- 00 und signp,(gj) = signQ(gj) (j = 1, ... ,n). Wir 
set zen p := (p,(tl)'" . , P,(tT)) E RT und P := F n Q. Wie zuvor folgt 

n n n 

1 ~ signp tr*((l}K) = Lsignp(gj) = Lsignp,(gj) = Lsigngj(p) 
~l ~l ~l 

(letzteres wegen p,(f) = f(p) fur alle f E R[tl, ... , tT J). Wir brauchen nun 

Hilfssatz 3. 1st 9 E R[xI, ... ,xrJ ein Polynom und pERT mit g(p) -I- 0, so gibt es 
t: E R, t: > 0, so dafJ fur jeden reell abgeschlossenen Oberkorper S von R und jedes q E ST 
mit Pi - t: < qi < Pi + t: (i = 1, ... , r) gilt: 

signg(p) = signg(q). 

Beenden wir zuerst den Beweis von Theorem 1. Sei ein 0 < t: E R zu p und simultan zu 
g1, . .. ,gn wie im Hilfssatz gewiihlt. Sei S :2 Rein reell abgeschlossener Oberkorper 
und c = (C1, ... , cT) E ST mit uber R algebraisch unabhiingigen CI, ..• , CT, fur die 
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Pi - c < Ci < Pi + C (i = 1, ... , r) gilt. Sei 1/;: F -+ S die durch 1/;(ii) = Ci gegebene 
Einbettung und Pc die mittels 1/; auf F zuriickgezogene Anordnung. Wie im Beweis von 
('1'1) folgt 

n n n 

CemaB I, §§ 11 und 12 hat 1/; also eine Fortsetzung rp: J( -+ S, wie gewiinscht. 

N achzutragen bleibt der Beweis von Hilfssatz 3. Sei x = (Xl, ... ,Xr ) und 

g(p + X) - g(p) = LCax'" 

die Taylorentwicklung von 9 in P (die Summe iiber alle 0 i- a E INo, fast alle Ca = 0). Ist 
a E sr mit lail < c: ::; 1 (i = 1, ... , r), so folgt Ig(p+ a) - g(p)1 ::; c:L:lcal. Es geniigt also, 
c > 0 so zu wahlen, daB c· L: ICa I < Ig(p) lund c ::; 1 ist. a 0 

a 
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§12. Artins Losung des 17. Hilbertschen Problems und das Zeichenwechsel 
Kriterium 

1st (k, P) ein fester angeordneter Korper, so versehen wir stets kn mit der starken Topolo
gie Tp (§6). 1m folgenden seien tI, . .. ,tn stets iiber k algebraiseh unabhangige Variable; 
wir sehreiben oft t fur (tI, ... ,tn). 

Satz 1. Sei (k, P) ein angeordneter Korper und U ~ kn eine nicht-leere offene Teilmenge, 
sowie f E k[tI' ... ,tnl ein auf U identisch verschwindendes Polynom. Dann ist f = o. 

Beweis dureh Induktion naeh n. Der Satz ist klar fiir n = 1 und sei fur n - 1 
schon bewiesen. Sei t' := (tI, ... ,tn-I) und f = f(t',tn) = fo(t')· t~ + ... + fa(t') 

n 
(d :::: 0, fa, ... , fa E krill). Man kann o.E. annehmen, daB U die Form U = IT lai, bi[ 

i=I 
n-I 

hat (ai,bi E k). Fur jedes e' E U' := IT lai,bi[ versehwindet das Polynom f(c',t n) = 
i=I 

fo(c')t~ + ... + fa(c') identiseh auf lan, bn[, woraus fo(c') = ... = fa(c') = 0 folgt. 
Die Ii versehwinden also identiseh auf U', woraus naeh Induktionsvoraussetzung folgt 
fa = ... = !d = o. 0 

Die Nullstellenmenge von Polynomen f =1= 0 in kn ist also dunn in dem Sinne, daB ihr 
Inneres leer ist. 

Definition 1. Sei k ein Korper, t = (tI, ... , in). 
a) Fur ein Polynom f E k[tl sei Zk(f) (oder nur Z(f)) die Nullstellenmenge von f in 
P, also Zk(f) = {a E kn: f(a) = OJ. 
b) Fiir eine rationale Funktion f E k(t) mit gekiirzter Darstellung f = g/h (g,h E k[t], 
h =1= 0) sei Dk(f) (oder nur D(f)) der Definitionsbereich von f in kn , also Dk(f) = 

{a E kn: h(a) =1= OJ. Ferner setzen wir Zdf) := Zk(g) n Dk(f). 

1st k angeordnet, so ist der Definitionsbereieh jeder rationalen Funktion offen und dieht 
in kn unter der starken Topologie (Satz 1). 

Definition 2. Sei (k, P) ein angeordneter Korper und f E k(t). 
a) Fur eine Teilmenge M ~ Dk(f) heiBt f positiv definit auf A1 (bzw. positiv semidefinit 
(p.s.d.) auf M), wenn f(a) > 0 (bzw. f(a) :::: 0) fiir aile a E M gilt. 1st M = Dk(f), so 
heiBt f einfaeh positiv (semi-) definit uber k. 
b) f heiBt negativ (semi-) definit (auf ... ), falls - f positiv (semi-) definit (auf ... ) ist. 
c) f heiJ3t indefinit (auf ... ), wenn f weder positiv noeh negativ semidefinit (auf ... ) ist. 

Satz 2. Sei (k, P) ein angeordneter K orper. 
a) lst f E k(t) p.s.d. auf einer offenen dichten Teilmenge von Ddf), so ist f p.s.d. 

uber k. 
b) Die uber k p.s.d. Funktionen bilden eine P7'aordnung von k(t). 
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Beweis. a) folgt aus der Stetigkeit der Auswertungsabbildung Dk(f) ~ k, a f-+ f(a). 
b) Seien f,g E k(t)* p.s.d. iiber k. Da f + 9 und fg auf der dichten offenen Teilmenge 
Dk(f) n Dk(9) von kn p.s.d. sind, sind sie p.s.d. iiber k nach a). Analog sieht man, daB 
f2 p.s.d. ist fiir jedes f E k(t). 0 

Bemerkung 1. Sei (k, P) ein angeordneter Korper mit reellem AbschluB R. Aus Satz 
2b) folgt, daB jede Funktion der Form ad? + ... + aT!'; mit ai E P und fi E k(t) p.s.d. 
iiber R ist. Eine iiber k p.s.d. Funktion f braucht jedoch i.a. iiber R nicht mehr p.s.d. 
zu sein! Das liegt daran, daB kin R in der Regel nicht dicht liegt und f (iiber R) in den 
"Liicken" auch negativ werden kann. (Man konstruiere ein Beispiel zur eben aufgestellten 
Behauptung - vgl. §1.) 

1m Jahre 1900 hielt D. Hilbert auf dem Internationalen MathematikerkongreB in Paris 
seinen beriihmt gewordenen Vortrag, der die Formulierung von 23 ungelosten mathema
tischen Problemen enthielt. Die Bemiihungen der Mathematiker haben seither nicht nur 
zur Losung vieler dieser Probleme, sondern oft auch zur Entwicklung ganzlich neuer Me
thoden gefiihrt. Dies trifft insbesondere zu fiir das siebzehnte Problem, "Darstellung 
definiter Formen durch Quadrate", und seine Losung durch E. Artin im Jahre 1927 ([AJ, 
[AS)). Artin fand dabei den Begriff der Anordnung eines Korpers und setzte ihn iiberaus 
elegant und erfolgreich ein. Artins Ideen gaben die Initialziindung fiir eine Entwicklung 
der reellen Algebra in unserem Jahrhundert auf neuen Bahnen (vgl. Vorwort). 

Das 17. Hilbertsche Problem laBt sich sinngemaB wie folgt formulieren: 

Hilberts 17. Problem. Gegeben sei ein positiv semidefinites Polynom f = 
f(tl, ... ,tn ) E lR[tl, ... , tnJ. Gibt es ein r ;::: 1 und rationale Funktionen g1, ... ,gT E 
lR(t t) ·t f - 2 + ... + 2 ? 1, ... , n ID1 - g1 gT' 

Zusatz: Falls k ~ lR ein Teilkorper ist, der die Koeffizienten von f enthalt, kann man 
dann auch die 9i in k(t1,.'" tn) finden? 

Bemerkungen. 
2. In der Formulierung des (auch von Hilbert stammenden) Zusatzes zum eigentlichen 
Problem sollte man besser von Darstellungen wie in Bemerkung 1 sprechen, da sonst die 
Unmoglichkeit der Losung im allgemeinen Fall sofort klar ist. 
3. Zunachst wird man sich fragen, ob man nicht sogar eine Darstellung f = gr + ... + g; 
mit Polynomen g1, ... , gT erreichen kann. Schon 1888 hatte Hilbert gezeigt, daB dies fiir 
n = 1 zutrifft, fiir n ;::: 2 aber im allgemeinen unmoglich ist. (Hilberts Beweis gab noch 
genauere Informationen.) Das erste Beispiel eines p.s.d. Polynoms, welches nicht Summe 
von Quadraten von Polynomen ist, wurde jedoch erst 1967 von Motzkin veroffentlicht 
[MoJ, und zwar (in homogener Form) 

f(x,y, z) = x4y2 + x 2y4 + z6 _ 3x2y2z2. 

Die positive Semidefinitheit von f folgt aus 

~(x4y2+x2y4+z6);::: {/x6y6z6 : 
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das arithmetische Mittel ist nicht kleiner als das geometrische. Ein weiteres Beispiel ist 

g(x, y, z) = x4y2 + y4 z2 + z4x 2 _ 3x2y2z2 . 

In [CL] findet man eine einfache Methode fiir den Nachweis, daB fund 9 nicht Summen 
von Quadraten von Polynomen sind, sowie verwandte Beispiele. 

Hier nun die Losung des 17. Hilbertschen Problems: 

Theorem 3 (E. Artin). Sei (k, P) ein angeordneter Korper mit reellem AbschlufJ R, und 
sei f E k( tl, ... ,tn) eine iiber R positiv semidefinite rationale Funktion. Dann gibt es 
ein r ;::: 1 sowie Funktionen gl, ... ,gr E k(tl' ... ,tn) und (beziiglich P) positive Elemente 
al, ... , ar E k mit 

Beweis. Der Beweis ist nicht konstruktiv. Betrachte 

T:= {algi + ... + arg;:r;::: I, ai E P, gi E k(t)}. 

T ist eine Praordnung von k(t), und ist daher genau der Durchschnitt aller Anordnungen 
Q von k(t) mit P <;;; Q (I, §1, Theorem 1). Ware die Aussage falsch, so gabe es eine 
Anordnung Q von k(t) mit P <;;; Q und f tf- Q. Ist S der reelle AbschluB von k(t) beziiglich 
Q, so kann man R als Teilkorper von S auffassen (I, §l1, Theorem 1) und insbesondere den 
Teilkorper R(t) von S mit der induzierten Anordnung Q' betrachten. Wegen f rf- Q' gibt es 
eine Stelle >.: R(t)JtR U <Xl mit >.(tl) =J <Xl, ••• , >.(tn) =J <Xl, >.(f) =J <Xl und >.(f) < 0 (§ll, 
Theorem 3). Fur a := (>'(tl), ... , >.(tn)) ERn ist dann f(a) = >.(f) < 0, Widerspruch zu 
f p.s.d.! 0 

Damit ist die von Hilbert gestellte Frage vollig beantwortet. Dennoch schlieBen sich 
viele weitere Fragen an dieses Problem an, die zum Teil noch ungeklart sind. So mochte 
man wissen, ob es (zu festem k,P und n) eine Zahl r gibt, so daB jede iiber R p.s.d. 
Funktion f E k(tl, ... , tn) eine Darstellung f = algi + ... + arg; der Lange r wie im 
Theorem erlaubt, und weiter, welches das kleinste r ist. Wir bezeichnen es mit r(k,n). 
(Genauer muBte man r p( k, n) schreiben. Aber in den folgenden Beispielen hat k jeweils 
nur eine Anordnung.) Man weiB zum Beispiel fiir reell abgeschlossenes k = R, daB 
r(R,l) = 2 und n + 1 :s r(R,n) :s 2n fiir alle n gilt (Cassels [Cal, Pfister [Pf]) , sowie 
r(R,2) = 4 (Cassels, Ellison, Pfister [CEP]). Fiir den Grundkorper k = Q ist bekannt 
r(Q,l) = 5 (Pourchet [Pou]) und r(Q,2):S 8 (Kato, Colliot-Thelene [KCT]). Aber man 
weiB nicht einmal, ob r( Q, 3) endlich ist. 

Als eine Anwendung von Theorem 3 beweisen wir das folgende "Zeichenwechsel Krite
rium": 

Theorem 4 (D. Dubois, G. Efroyrnson). Sei (k,P) ein angeordneter Karper mit reellem 
AbschlufJ R, und f E k[tl, ... , t n] ein nicht-konstantes irreduzibles Polynom. Dann sind 
iiquivalent: 
(i) Die Anordnung P liijJt sich auf den Funktionenkorper f{ = Quot k[tl, ... , tnJ/(f) 

fortsetzen; 
(ii) fist indefinit iiber R. 
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(Die Bezeichnung des Kriteriums erklart sich aus Bedingung (ii), welche besagt, daB f "in" 
der Hyperflache H := {f = O} das Vorzeichen wechselt. J{ ist der Korper der rationalen 
Funktionen auf H, wie man in der algebraischen Geometrie lernt.) 

Beweis. (i) '* (ii). Es sei f semidefinit, o.E. f 2: 0 auf Rn. Nach Artin besteht dann eine 
Gleichung , 

fh 2 = Lajg; 
j=l 

mit 0 -=I aj E P, gj, h E k[tJ und (o.E.) ggT(gl, ... ,g" h) = 1. Folglich teilt f nicht aile 
gj, d.h. modulo (f) verschwinden nicht aile Summanden der rechten Seite. Dann kann P 
aber keine Fortsetzung auf J{ haben (I, §3, Satz 1). 
(ii) '* (i). Nun sei f indefinit liber R. tiber R braucht f nicht mehr irreduzibel zu 
sein, hat aber mindestens einen indefiniten irreduziblen Teiler h in R[tJ. O.E. komme 
die Variable tn in h (also auch in 1) tatsachlich VOL Wir setzen t' := (tl, ... , tn-I), 
A := k[t'l, E := k(t'), B := R[t'l, F := R(t') und betrachten das kommutative Diagramm 

k[tJ/(f) =A[tnJ/(f) ~ B[tnJ/(fd= R[tJ/(h) 

1 1 
E[tnJ/(J) ~ F[tnJ/(fd 

in dem die Pfeile die kanonischen Homomorphismen bezeichnen. 

Hilfssatz. lst A ein faktorieller Ring} E = Quot A und f E A[uJ - A ein in A[uJ 
irreduzibles Polynom in einer Variablen u} so ist A[uJ/(f) --> E[uJ/(f) injektiv} und 
E[uJ/(f) ist ein J(orper (also der Quotientenkorper von A[uJ/(f)). (Beweis spater.) 

Aus dem Hilfssatz folgt, daB in (*) 1j; eine Korpereinbettung von J{ = Quot k[tJ/(f) = 
E[tnJ/(f) in L := Quot R[tJ/(fd = F[tnJ/(fl) ist. Es geniigt zu zeigen, daB L formal reell 
ist, denn jede Anordnung von L gibt auf J{ eine Fortsetzung von P. Wir konnen also 0.E. 
k = R und f = h annehmen und miissen zeigen, daB J{ formal reel 1 ist. 

1st n = I, so ist f linear, also J{ = R. Sei daher n 2: 2, und seien p, q E Rn mit f(p) < 
0< f(q) gewahlt. Nach linearem Koordinatenwechsel kann man p = (al,"" an-I, b) und 
q = (al, ... ,an-l,c) annehmen. Sei weiter t' = (tl, ... ,tn-l), F:= R(t'), und Q eine 
Anordnung von F, die aile tj - aj (i = 1, ... ,n - 1) unendlich klein gegenliber R macht 
(§10). Dann ist f = f(t', tn) E F[tnJ indefinit iiber F beziiglich Q; denn mit 0 := oQ(F/ R) 
gilt t; == ai mod mo (i = 1, ... , n -I), also f(t', b) == f(al,"" an, b) = f(p) mod m o, also 
f(t', b) < 0, und analog f(t', c) > O. GemaB dem Hilfssatz ist f irreduzibel in F[tnJ. Nach 
dem schon erledigten Fall n = 1 hat daher F[tnJ/(f) eine Anordnung, welche Q fortsetzt, 
und die Einbettung J{ "--' F[tnJ/(f) (siehe Hilfssatz) zeigt, daB J{ formal reell ist. -

Beweis des Hilfssatzes: Dieser folgt unmittelbar daraus, daB mit A auch A[u] faktoriell 
ist (eine Konsequenz des GauBschen Lemmas, siehe etwa [LaAJ V, §6 oder [JBA] vol. I, 
§2.16): 1st g E A[u), h E E[u] mit g = fh in E[ul, so gibt es 0 -=I a E A und h' E A[u] 
mit ag = fh' (in A[u)). Da f kein Teiler von a ist, folgt fig in A[u]. Genauso leicht sieht 
man, daB fin E[u] irreduzibel bleibt. 0 



Kapitel III 
Das reeUe Spektrum 

Das zentrale Objekt in diesem Kapitel ist das reelle Spektrum eines Rings, wie es um 
1979 von M.P. Roy und M. Coste gefunden wurde, mit seinen elementaren Eigenschaften. 
Dabei arbeiten wir meist mit ganz allgemeinen kommutativen Ringen. Jedoch ergeben 
sich in der "geometrischen Situation", also fur die Koordinatenringe affiner Varietiiten 
uber reell abgeschlossenen Grundkerpern, zum Teil spezielle Aspekte. 

Da das reelle Spektrum viele Analogien zum iiblichen Zariski-Spektrum aufweist (man 
betrachtet im wesentlichen Homomorphismen in reell abgeschlossene statt in algebraisch 
abgeschlossene Kerper), und da wir die einfachsten Eigenschaften des letzteren verwen
den, erschien es nicht iiberfliissig, in einem erst en Abschnitt einige Grundtatsachen zum 
Zariski-Spektrum zusammenzustellen. Sowohl Zariski- wie auch reelles Spektrum werden 
hier nur als topologische Riiume betrachtet, wir gehen also nicht auf die Strukturgarben 
ein. Der Begriff der affinen Varietiit wird im Sinne von A. Weil gebraucht, da Reduziert
heitsfragen keine Rolle spielen werden und so der technische Aufwand geringer gehalten 
werden kann. Wir empfehlen jedoch jedem, der es noch nicht getan hat, sich mit der 1110-

derneren Sprache der algebraischen Geometrie anzufreunden (wie sie etwa in dem Buch 
[HaJ von Hartshorne entwickelt wird). 

§1. Das Zariski-Spektrum. Affine Varietaten 

Sei A ein Ring (das heiBt stets: ein kommutativer Ring mit Eins). Wir erinnern daran, 
daB fiir jedes Ideal a in A die Menge 

Va = {a E A:an E a fiir ein n E IN} 

ein Ideal in A ist, das Radikal von a. 1st a = va, so heiBt a ein Radikalideal. Man be
zeichnet Nil A := y'(O) als das Nilradikal von A, und A heiJ3t reduziert, wenn Nil A = (0) 
ist. Ublicherweise setzt man Ared := A/Nil A. 

Definition 1. Das (Zariski-) Spektrum Spec A von A ist die Menge aller (von A ver
schiedenen) Primideale p von A. Zu jedem p E Spec A geheren der Restklassenkorper 

I\:A(P) = lI:(p) = QuotA/p 

und der Auswertungs-Homomorphismus 

PA,p = Pp: A -t lI:(p), f 1-+ fmodp. 

Dabei schreiben wir f(p) fur pp(f) = fmodp. 
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Bemerkungen. 
1. 1st A der Nullring, so ist Spec A = 0. Fiir jeden anderen Ring ist Spec Ai- 0. 
2. Es ist oft niitzlich, die folgende Vorstellung von Spec A im Kopf zu behalten: Man denkt 
sich die Elemente f E A als "Funktionen" auf der Menge (bzw. dem topologischen Raum, 
siehe Definition 2) Spec A. Jedem Punkt p E Spec A wird unter f der Funktionswert 
f(p) = f mod p E K(P) zugeordnet. (Man beachte, daB die Funktionswerte in jedem 
Punkt in einem anderen Korper liegen!) Formal gesprochen betrachtet man also den 
Ringhomomorphismus 

p: A -+ IT K(P), p(f) = (J(P))PESpecA· 
PESpecA 

Dieser hat den Kern n p = Nil A (siehe Satz 3), ist also genau dann injektiv, wenn 
PESpecA 

A reduziert ist. In diesem Fall kann man A via pals einen Teilring von IT K(P) auffassen. 
P 

1m allgemeinen lassen sich die Funktionswerte von f in verschiedenen Punkten p nicht 
vergleichen, da sie in verschiedenen Korpern liegen. Aber man kann z.B. sinnvoll von der 
N ullstellenmenge von f sprechen (das ist also {p E Spec A: f E p}). Die Idee bei der 
Definition der Zariski-Topologie ist es, diese Nullstellenmengen von Funktionen f E A als 
Erzeuger fiir die abgeschlossenen Mengen zu nehmen: 

Definition 2. a) Fiir f E A setzt man 

DA(f) :={p E SpecA:f(p) i- O}= {p E SpecA:f 1. p}, 

VA(f) :={p E SpecA:f(p) = O}= {p E SpecA:f E p}, 

und allgemeiner fiir Teilmengen T von A 

DA(T) := n DA(f), 
JET 

(die Indizes A werden wir haufig weglassen). 

V A(T) := n V A(f) 
JET 

b) Die Zariski-Topologie auf Spec A hat {DA(f):f E A} als Subbasis offener Mengen. 

Wir fassen SpecA stets als topologischen Raum auf. Man beachte, daB die Subbasis 
{D(f): f E A} sogar eine Basis der Topologie bildet, denn fiir f, 9 E A ist D(f) n D(g) = 

D(fg). Nach Definition sind alle Mengen V(T) (T s;:: A) abgeschlossen. 

Satz 1. 
a) Fur T s;:: A ist V(T) = V( va), wobei a := I:tET At das von T erzeugte Ideal ist. 
b) Jede abgeschlossene Teilmenge von Spec A hat die Form V( a) fur ein (Radikal-) Ideal 

a von A. 

Beweis. a) Wegen T s;:: va ist ,,;;2" trivial. Umgekehrt sei p E V(T) und f E va. Dann 
gibt es r,n E IN und tj E T, aj E A (i = 1, ... ,r) mit r = altl + ... +aTtT. Wegen 
ti E P (i = 1, ... ,r) folgt f E p, also p E V(f). ~ b) folgt aus a) und daraus, daB jede 
offene Teilmenge Vereinigung von Mengen D(f) mit f E A ist. 0 
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Definition 3. Flir eine Teilmenge Y von Spec A bezeichnet 

I(Y) := {f E A: flY == O} = n p 
!lEY 

das (Radikal-) Ideal der auf Y verschwindenden Funktionen. 

Satz 2. Fur jede Teilmenge Y von Spec A ist Y = V (I(Y)). 

Beweis. ,,~" wegen Y ~ V(I(Y)) und der Abgeschlossenheit von V(I(Y)). Umgekehrt 
sei a ein Ideal in A mit Y = V(a) (Satz 1). Dann ist a ~ I(Y) ~ I(Y), also Y = V(a) :2 
V(I(Y)). 0 

Korollar 1. Die abgeschlossenen Punkte von Spec A sind genau die maximalen Ideale 
von A. 0 

In der Regel ist die Zariski-Topologie also sehr schwach und nicht einmal eine T1-

Topologie. Das To-Trennungsaxiom ist allerdings stets erflillt (Ubung).l 

Lemma. Sei Seine multiplikative Teilmenge von A (d.h. es gelte SS ~ S und 1 E S). 
Dann ist jedes beziiglich an S = 0 maximale Ideal a von A ein Prim ideal. 

Beweis: Ubung, oder ein beliebiges Buch liber element are kommutative Algebra. 0 

Satz 3 (Abstrakter oder Schwacher Nullstellensatz). 1st a ein Ideal von A, so gilt 
I(V( a)) = Va. 

Korollar 2. Fur je zwei Ideale a, b von A gilt: V(a) ~ V(b) ~ Va:2 0). 

Beweis von Satz 3. Man muB zeigen, daB Va = n{p E SpecA: a ~ p} ist, wobei ~ klar 
ist. Sei also f E A, f ~ Va. Es gibt ein a umfassendes Ideal p, welches maximal unter 
p n {1,f,J2, ... } = 0 ist (Zornsches Lemma). Nach dem Lemma ist p ein Primideal, und 
es ist f ~ p. 0 

Flir a = 0 besagt Satz 3, daB Nil A der Durchschnitt aller Primideale von A ist. 
Wir sehen insbesondere, daB A und Ared "dasselbe" Zariski-Spektrum besitzen (genauer: 
A -+ Ared induziert einen Homoomorphismus Spec Ared -+ SpecA). 

Definition 4. Ein topologischer Raum X heiBt irreduzibel, wenn er nicht Vereinigung 
von zwei echten abgeschlossenen Teilriiumen ist. Ein Punkt x E X heiBt ein generischer 
Punkt von X, falls X = {x} ist. 

Besitzt X einen generischen Punkt, so ist X irreduzibel. Hiiufig interessiert man sich 
fur die Umkehrung. Man beachte, daB X hochstens einen generischen Punkt haben kann, 
falls X ein To-Raum ist (also z.B. Teilraum eines Spec A). 

lEin topologischer Raum X heiBt bekanntlich ein To-Raum, wenn fiir je zwei verschiedene Punkte 

x,y E X gilt: x ~ {y} oder y ~ {x}. Ersetzt man "oder" durch "und", so erhiilt man das T1-Axiom. 
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Satz 4. Jeder nicht-leere abgeschlossene irreduzible Teilraum von SpecA besitzt (genau) 
einen generischen Punkt. Die nicht-leeren abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen von 
SpecA sind also genau die V(p), P E Spec A. 

Beweis. Sei 0 of Y 5;;; Spec A abgeschlossen und irreduzibel, und sei a := I(Y). Nach 
Satz 2 ist zu zeigen, daB a ein Primideal ist. Wegen Y of 0 ist a of A. Sind 1, 9 E A mit 
Ig E a, so ist Y 5;;; V(J) U V(g), also o.E. etwa Y 5;;; V(J) wegen der Irreduzibilitiit von 
Y, und insbesondere 1 E a. 0 

Satz 5. Fur jedes 1 E A ist D(J) quasikompakt. 2 Insbesondere ist SpecA D(I) 
quasikompakt. 

Beweis. Fur jede Teilmenge T von A gilt: 

D(J) 5;;; U D(g) 
gET 

¢=} V(J) ;2 V(T) 

¢=} IE VLAg (Kol'ollar 2) 
gET 

¢=} IE VL Ag fur ein endliches T' 5;;; T 

gET' 

¢=} D(J) 5;;; U D(g) fur ein endliches T' 5;;; T. 0 
gET' 

Bemerkung 3. Mit K(Spec A) bezeichnen wir die Menge aller endlichen Vereinigungen 
D(h)U" ·UD(Jr) (r ~ 1, Ii E A). Wegen Satz 5 besteht K(SpecA) genau aus den offenen 
quasikompakten Teilmengen von Spec A. Insbesondere ist K(Spec A) allein durch den 
topologischen Raum Spec A bestimmt, wiihrend dies fur die offene Basis {D(J): 1 E A} 
i.a. nicht richtig ist. (Vergleiche auch §4.) 

Nun zum funktoriellen Verhalten des Zariski-Spektrums. Sei <.p: A --+ B ein Homomor
phismus von Ringen (mit 1 f---+ 1, wie stets). Fur jedes q E SpecB ist <.p-l( q) ein Primideal 
in A. Daher induziert <.p eine Abbildung 

SpecB --+ SpecA, q f---+ <.p-l(q) 

der Spektren (in umgekehrter Richtung), die mit Spec <.p oder <.p' bezeichnet wird. Wegen 
(Spec <.p)-l (DA(J)) = DB (<.p(J)) fiir 1 E A ist diese stetigj Spec ist also ein Funktor von 
der Kategorie der kommutativen Ringe in die Kategol'ie del' topologischen Riiume. 

2Wie iiblich bezeichnen wir einen topologischen Raum nur dann als kompakt, wenn er quasikompakt 
ist und das Hausdorffsche Trennungsaxiom erfiillt. 
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Weiter induziert r.p Einbettungen der Restklassenkorper: 1st q E Spec B, so wird durch 
die Einbettung Alr.p-1( q) '-+ B I q eine Korpereinbettung r.pq: ~A( r.p* q) '-+ ~B( q) induziert. 
Es kommutiert also 

A 

Dies zeigt: FaBt man (wie in Bemerkung 2 erklart) die Ringe als Ringe von Funktionen 
auf ihren Spektren auf, so ist r.p: A ~ B nichts anderes als Zuruckziehen von Funktionen 
auf Spec A mittels r.p*: Spec B ~ Spec A und mittels der Einbettungen r.pq der Restklas
senkorper. 

Wir betrachten zwei Spezialfalle etwas naher. Sei zunachst Seine multiplikative Teil
menge von A und is: A ~ S-l A der kanonische Romomorphismus a 1-+ all. 

Satz 6. Spec(is) = is: Spec S-l A ~ SpecA ist ein Homoomorphismus von Spec S-1 A 
auf den Teilraum DA(S) von SpecA. Alle Restklassenhomomorphismen (is)q fur q E 
Spec S-l A sind Isomorphismen. 

Beweis. Zu is invers ist die Abbildung 

Da fur i E S-1A gilt: is(Ds-IA(i)) = DA(a) n DA(S), ist is offen aufs Bild, also ein 
Romoomorphismus. Fur die zweite Behauptung sei q E Spec S-1 A und p := is( q) = 
iS1(q) (also q = S-1p). Zu zeigen ist, daB die Einbettung Alp '-+ (S-lA)/(S-l p) einen 
Isomorphismus der Quotientenkorper induziert. Aber das ist unmittelbar klar. 0 

Wegen Satz 6 kann man Spec S-1 A mit dem Teilraum D A(S) = {p E Spec A: pnS = 0} 
von Spec A identifizieren. Insbesondere kann jede basische offene Menge D A (f) als Zariski
Spektrum eines Ringes interpretiert werden, namlich von f- oo A (wobei wir f- oo A := 
S-l A fur S := {I, f, f 2, • •• } gesetzt haben). 

Nun sei a ~ A ein Ideal und r.p: A ~ AI a der Restklassenhomomorphismus. 

Satz 7. r.p*:SpecAla ~ SpecA ist ein Homoomorphismus von SpecAla auf den ab
geschlossenen Teilraum VA(a) von SpecA. Alle Einbettungen r.pq (q E Spec Ala) der 
Restklassenkorper sind Isomorphismen. 

Beweis. Analog wie bei Satz 6. Rier ist r.p*(DA/a(f + a)) = DA(f) n VA(a) fur f E A. 0 

Fur die Ringe AI a gilt mutatis mutandis das eben fur S-l A gesagte. Auch die 
abgeschlossenen Teilraume von Spec A sind also Spektren von Ringen. 
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Zum SchluB solI nun noch erkliirt werden, was wir unter affinen Varietiiten iiber einem 
Karper verstehen wollen. Dabei nehmen wir im wesentlichen den Weilschen Standpunkt 
ein (alle Varietiiten sind also reduziert) und zeigen, wie man durch Betrachtung der 
zugeharigen Funktionenalgebren eine koordinatenfreie Darstellung gewinnt. 

Sei k stets ein Karper mit algebraischem AbschluB le. 1st l( ;;2 k ein Oberkorper, T 
eine Teilmenge von k[tl, ... ,tn] und V eine Teilmenge von l(n, so schreiben wir 

ZK(T) := {x E Ie: f(x) = 0 fiir alle f E T} 

und 
h(V):= {f E k[tl, ... ,tn]: f(x) = 0 fiir aIle x E V}. 

Definition 5. Eine affine k- Varietat ist eine Teilmcnge V von len der Form V = Zk( n), 
ftir ein Ideal n S;;; k[tl, ... , tn]. 1st k S;;; l( S;;; le ein Zwischenkarper, so nennt man die 
Elemente von Vel() := V n J(n die J(-rationalen Punkte von V. Sind V S;;; km und 
W S;;; len affine k-Varietiiten, so heiBt eine Abbildung rp: V ---+ W ein k-Morphismus von V 
nach W, wenn Polynome h, ... , fn E k[tl, ... , tm ] mit rp(x) = (h(x), ... , fn(x)) (x E V) 
existieren. 

Bemerkungen. 
4. Es gentigt nicht, nur die k-rationalen Punkte V(k) von V zu betrachten, da sie i.a. zu 
wenig Information tiber Venthalten. Zum Beispiel kann V(k) leer sein, ohne daB V die 
leere Varietiit ist (etwa fiir die durch 1 + ti + t~ = 0 definierte IR-Varietiit in der Ebene). 
5. 1st V S;;; kn eine k-Varietiit, so ist offensichtlich heY) das graBte Ideal n in k[tl, . .. , in] 
mit V = Zk(n). 
6. Die gegebene Definition ist abhiingig von der Wahl von Koordinaten, was in vielfa
cher Hinsicht unbefriedigend ist. Wir werden gleich sehen, wie man affine k-Varietiiten 
koordinatenfrei beschreiben kann. 

Dazu sei weiterhin V S;;; len eine affine k-Varietiit. \Vir set zen 

k[V] := k[tl, ... ,inJ/ heY) 

und nennen k[V] die affine (k-)Algebra von V. Offenbar ist k[V] eine affine (d.h. endlich 
erzeugte) reduzierte k-Algebra, die man als die Algebra der k-Morphismen V ---+ k 
interpretieren kann. 1st rp: V ---+ W ein k-Morphismus affiner k-Varietiiten, so induziert rp 
einen Homomorphismus rp*: k[W] ---+ k[V] von k-Algebren durch "Zuriickziehen". 

Wir wollen nun einsehen, daB V und k[V] bis auf Isomorphie "dassel be" sind, genauer: 
V ist dasselbe wie k[V] plus Wahl von Koordinaten. Dazu beobachten wir, daB fiir jeden 
Oberkorper J( von k eine kanonische Bijektion 

besteht3 (wobei r: := ti + heY) E k[V]), insbesondere fiir l( = le also eine Bijektion 
Homk(k[V],k) ---+ V. Daher definieren wir: 

3Homk(-,·) meint stets die Homomorphismen von k-Algebren. 
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Definition 6. 1st A eine affine k-Algebra und f{ ein Oberkorper von k, so setzen 
wir VA(f{) := Homk(A,f{). Speziell heiBt VA := VA(k) = Homk(A, k) die (abstrakte) 
Varietat von A. Zu jedem Homomorphismus <p: A -. B affiner k-Algebren gehort eine 
Abbildung <P'K: VB (f{) -. VA(f{), namlich y f--+ yo <p. Insbesondere induziert <p eine 
Abbildung <p*: VB -. VA der Varietaten. 

Ahnlich wie beim Zariski-Spektrum fassen wir die Elemente f E A als Funktionen (mit 
Wert en in k) auf der Varietat VA auf, indem wir setzen f(x) := x(f) (x EVA). 

Wahlt man ein System Ul,.'" un von Erzeugern von A, so kann man VA mit einer af
finen k-Varietat im Sinn von Definition 5 identifizieren, denn die Auswertungsabbildung 
VA -. kn, X f--+ (Ul (x), ... ,Un( x)) ist eine Bijektion von VA auf die k-Varietat Z),,( a) <;;; kn 
(a:= Kern des Homomorphismus k[tl' ... ,tn ] -. A, tj f--+ Uj). Ein anderes Erzeugenden
system von A gibt eine dazu k-isomorphe k-Varietat. Wir haben der k-Algebra A also 
mit VA eine (k-) Isomorphieklasse von affinen k-Varietaten zugeordnet; die Wahl eines 
Reprasentanten dieser Isomorphieklasse entspricht der \Nahl von Erzeugern von A. 

Weiter ist klar, daB fiir jeden Homomorphismus <p: A -. B affiner k-Algebren die 
Abbildung <p*: VB -. VA ein k-Morphismus der k-Varietaten (Definition 5) ist (fiir jede 
Wahl von Koordinaten). 

Wir wollen einsehen, daB die beiden Zuordnungen V f--+ k[V] und A f--+ VA invers 
zueinander sind, wenn wir uns bei der zweiten auf reduzierte k-Algebren besclu·anken. 
Zunachst sei V <;;; kn eine affine k-Varietat, und sei A := k[V] = k[tl,.'" tn]1 h(V). 
Wahlt man als Erzeuger von A = k[V] gerade die Ii = tj + h(V) (i = 1, ... , n), so 
gibt die Auswertungsabbildung von VA = Homk(A, k) nach kn eine Bijektion von VA auf 
Zk(h(V)) = V. Die k-Varietat VA kann daher in kanonischer Weise mit V identifiziert 
werden. 

Urn fiir reduziertes A umgekehrt einzusehen, daB k[VA] zu A isomorph ist, braucht 
man einen fundamentalen Satz der algebraischen Geometrie, den wir hier nicht beweisen 
wollen: 

Theorem (Hilberts Nullstellensatz). 1st A eine affine k-Algebra, so ist Nil A der Durch
schnitt aZZer maximalen ldeale m von A, und fur jedes solche mist der [(orpergrad [Aim: k] 
Endlich. 

Die wesentliche Arbeit besteht darin, zu zeigen, daB Aim eine endliche Korperer
weiterung von kist fiir jedes maximale Ideal m einer endlich erzeugten k-Algebra A. 
Haufig wird auch nur diese Aussage als Hilbertscher Nullstellensatz bezeichnet. Durch 
Lokalisieren folgert man daraus leicht, daB die abgeschlossenen Punkte von Spec A in 
Spec A dicht liegen, woraus wegen dem schwachen Nullstellensatz (Satz 3) das Theorem 
folgt. Fiir einen Beweis von Hilberts Nullstellensatz siehe z.B. [Ku], [BAC, ch. V, §3.3]. 

1st nun A eine affine reduzierte k-Algebra, so besagt Hilberts Nullstellensatz gerade, 
daB zu jedem 0 i- f E A ein x E VA mit f(x) i- 0 existiert. Das aber heiBt, daB der 
kanonische Homomorphismus A -. k[VA] = AI n kern(x) ein Isomorphismus ist. 

xEVA 
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Zusammenfassung: Wir haben gesehen, daB eine affine k-Varietat V ~ kn "dasselbe" 
ist wie eine affine reduzierte k-Algebra A zusammen mit einem System von Erzeugern 
von A. Wir werden daher in Zukunft unter einer affinen k-Varietat meist eine affine 
reduzierte k-Algebra A zusammen mit der Menge VA = Homk(A, k) verstehen, was den 
Vorteil der Koordinatenfreiheit hat. 

Bemerkung 7. Die Beschrankung auf reduzierte affine k-Algebren ist kiinstlich, wie schon 
Grothendieck erkannte. Urn nicht-reduzierte k-Algebren geometrisch zu verstehen, muB 
man den Standpunkt aufgeben, eine algebraische Funktion V -+ k (auf einer k-Varietat 
V ~ kn) sei schon durch ihre 'Verte in den Punkten von V bestimmt. Hierfiir, sowie fiir 
das Studium nicht-affiner Varietaten, ist der Garbenbegriff das geeignete Hilfsmittel. Fur 
unsere Zwecke jedoch geniigt die vorgestellte "naive" Interpretation von Varietaten. 

Wir bemerken abschlieBend, daB die k-rationalen Punkte einer affinen k-Varietat III 

kanonischer vVeise als Teilmenge des Zariski-Spektrums aufgefaBt werden konnen. 1st 
namlich A eine affine k-Algebra, so ist 

VA (k) -+ Spec A, x f--+ kern x 

eine Bijektion von VA(k) = Homk(A, k) auf die Menge aller maximalen Ideale m von A, fur 
die k -+ A -+ Aim ein Isomorphismus (d.h. A = m + k ·1) ist. Die von Spec A auf VA(k) 
induzierte Topologie wird auch als die Zariski-Topologie auf VA (k) bezeichnet. Dagegen 
laBt sich (fiir k =I k) die Varietat VA = VA (k) von A i.a. nicht in Spec A hineinzwangen: 1st 
mE Spec A ein abgeschlossener Punkt, so gibt es i.a. mehrere k-Einbettungen Aim '--7 k, 
und entsprechend mehrere zu m gehorende Punkte in VA. 

1st jedoch k = k algebraisch abgeschlossen, so ist x f--+ kern x eine Bijektion von 
VA auf den Raum der abgeschlossenen Punkte in Spec A. Man nennt daher die durch 
VA '--7 Spec A auf VA induzierte Topologie auch die Zariski-Topologie der Varietat VA. 
Historisch gesehen war es freilich umgekehrt, denn O. Zariski studierte die nach ihm 
benannte Topologie auf k-Varietaten V ~ kn schon lange, bevor der Begriff des Spektrums 
in den 1950er Jahren gepragt wurde. 
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§2. Realitat in kommutativen Ringen 

A sei stets ein (kommutativer) Ring. Wie schon friiher bezeichnet 2;A2 := {ai + ... + a~: 
n ~ 1, ai E A} den kleinsten in A enthaltenen Halbring. 

Will man den Begriff der (formalen) Realitat von Karpern auf beliebige Ringe iibertra
gen, so flihren die beiden liber Karpern aquivalenten Bedingungen bei allgemeinen Ringen 
zu verschiedenen Konzepten. Daher unterscheiden wir reelle und halbreelle Ringe. 

Definition 1. 
a) A heif3t halbreell, falls -1 t/. 2;A 2 ist. 1st A nicht halbreell (d.h. gibt es al, .. . ,an E A 
mit 1 + ai + ... + a~ = 0), so nennen wir A unreel!. 
b) A heif3t reell (oder auch formal reel!), falls fiir al, ... ,an E A gilt: ai + ... + a~ = 0 =} 

al = ... = an = O. 
c) Ein Ideal a ~ A heif3t halbreell bzw. reel!, falls der Ring A/a halbreell bzw. reell ist. 

In der Literatur sind die Bezeichnungen fur diese Eigenschaften leider uneinheitlich. 
Wir folgen einem Vorschlag von T.Y. Lam [LRA], der sich gut zu bewiihren scheint. 

Bemerkungen. 
1. Der Nullring ist reell, aber nicht halbreell. Jeder andere reelle Ring ist auch halbreell. 
Der Ring IR[x,y]/(x2 + y2) ist halbreell (Bemerkung 5), aber nicht reell. 
2. 1st A reell, so auch reduziert, und jeder Teilring ist auch reell. 
3. Ein nullteilerfreier Ring A =J {OJ ist genau dann reell, wenn sein Quotientenkarper dies 
ist. Ein Karper J( ist genau dann (halb-) reell, wenn er eine Anordnung besitzt (I, §1). 
4. Ein Bewertungsring A ist genau dann reell, wenn er halbreell ist. Dies ist z.B. der Fall, 
wenn A residuell reell ist (II, §7), aber i.a. nicht umgekehrt. (Beweis: Sei A halbreell und 
ai + ... + a~ = 0 mit ai E A, ai =J O. Man kann v( al) S; ... S; v( an) < 00 annehmen, und 
es folgt fiir bi := ai/al E A (i = 1, ... , n): 1 + b~ + ... + b~ = 0, Widerspruch. - Der 
Zusatz aus Bemerkung 5.) 
5. 1st rp: A -+ B ein Homomorphismus und ist B halbreell, so auch A. 
6. 1st rp: A -+ B ein Homomorphismus und b ~ B ein reelles bzw. halbreelles Ideal, so ist 
auch rp-1 (b) reell bzw. halbreell. 1st rp surjektiv, so ist b genau dann (halb-) reell, wenn 
rp-l(b) dies ist. 
7. Ein direktes Produkt A = Al X ••. X AT (mit Ai i- 0) ist genau dann (halb-) reell, wenn 
alle Faktoren dies sind. 
8. 1st S ~ A eine multiplikative Teilmenge mit 0 t/. s, so gilt: 

A reell ==} S-IA reell ==} S-lA halbreell ==} A halbreell, 
aber i.a. keine der Umkehrungen. (Beweis der ersten Implikation: Aus L-i(a;js;)2 = 0 in 
S-1 A folgt L-i( a;t;)2 = 0 in A fiir geeignete ti E S. 1st A reell, so folgt also ait; = 0 und 
damit adsi = 0 fiir aIle i.) 

Bezeichnung. Es sei (Spec A)re die Menge aller reel!en Primideale von A, d.h. 
(SpecA)re:= {p E SpecA: K(p) ist reell}. 

Wir kannen nun die reellen Ringe auch auf andere Weise charakterisieren: 
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Satz 1. Fur einen Ring A sind iiquivalent: 
(i) A ist reell; 

(ii) A ist reduziert, und alle minimalen Primideale von A sind reell; 
(iii) A ist reduziert, und (Spec A)re ist dicht in SpecA; 
(iv) der Durchschnitt aller p E (SpecA)re ist {OJ. 

J(apitel III 

Beweis. (i) =} (ii) Fur jedes Primideal p von A ist Ap reell (Bemerkung 8), also auch 
reduziert (Bemerkung 2). 1st p minimal, so ist pAp das einzige Primideal von Ap. Folglich 
ist pAp = 0 und somit Ap = I\:(p), d.h. P ist reell. 
(ii) =} (iii) ist klar (in jedem Ring A ist die Menge der minimalen Primideale dicht in 
Spec A). 
(iii) =} (iv) Da (SpecA)r~ dicht in Spec A ist, ist n{p:p E (SpecA)re} = n{p: p E 

Spec A} = Nil A (§1, Satz 3), also gleich (0), da A reduziert ist. 
(iv) =} (i) Seien aI, ... , aT E A - {OJ. Nach Voraussetzung (iv) gibt es ein p E (Spec A)re 
mit a1 rf- p. Da p reell ist, ist ai + ... + a; rf- p, also insbesondere i- O. 0 

Korollar 1. Die reellen Ringe sind genau die Teilringe von (i.a. unendlichen) direkten 
Produkten formal l'eeller J( orper. 0 

Urn auch die halbreellen Ringe zu charakterisieren, fuhren wir folgende Sprechweise ein: 
Ein Ideal a E A heiJ3t maximal reeli, wenn a reell, a i- A und a maximal unter diesen 
Eigenschaften ist (d.h. aus a ~ a' und a' reell folgt a' = a oder a' = A). Analog wird 
maximal halbreell definiert. 

Satz 2. Ein Ideal von A ist genau dann maximal reell, wenn es maximal halbreell ist. 
Die maximal (halb-) reelien Ideale sind genau die beziiglich p n (1 + L:A2) = 0 maximalen 
(Prim-) Ideale p von A. 

Beweis. Sei 5 = 1 + L:A2. Die halbreellen Ideale von A sind genau die Ideale a mit 
an 5 = 0. O.E. sei 0 rf- 5, also A halbreell, da sonst nichts zu zeigen ist. Jedes echte Ideal 
b von 5-1 A ist (in 5-1 A) halbreell, denn aus 1 + (T,)2 + ... + (~)2 E b (ai E A, Si E 5) 

folgt b := s2 + a~2 + ... + a~2 E b fur geeignete s E 5, ai E A (Hauptnenner), ein 
Widerspruch wegen b E 5. 1st nun a ein maximal halbreelles Ideal von A, so ist a ein 
Primideal (§1, Lemma). Da 5-1 a ein maximales Ideal von 5-1 A ist, ist nach dem eben 
Gesagten 5-1 AI 5-1 a ein reeller Karper. Aus der Einbettung AI a ~ 5-1 AI 5-1 a folgt, 
daB a reell ist. ~ 1st umgekehrt a ein maximal reelles Ideal, so ist wegen der schon 
gezeigten Richtung a auch maximal halbreell. 0 

Korollar 2. Ein Ideal a von A ist genau dann halbreell, wenn es ein p E (Spec A)re mit 
a ~ p gibt. 5peziell: Ein Ring A ist genau dann halbreell, wenn er ein reelies Primideal 
enthiilt (also wenn Sper A i- 0 ist, siehe §3). 

Beweis. 1st a halbreell, so ist a in einem maximal halbreellen Ideal p enthalten, und 
p E (SpecA)re nach Satz 2. Die Umkehrung ist klar. 0 

Auf andere ~ iiberraschende ~ Weise ausgedriickt heiBt das: 
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Korollar 3. 1st -1 eine Summe von Quadmten in jedem Restklassenkorper von A, so 
auch schon in A selbst! D 

1m reellen Kontext gibt es, analog zum klassischen Fall (§1), einen schwachen und einen 
starken Nullstellensatz. Der schwache Nullstellensatz beschreibt den Durchschnitt aller 
reellen Primideale in einem beliebigen Ring: 

Satz 3 (Schwacher reeller Nullstellensatz). 1st a C A em Ideal, so sind fur f E A 
aquivalent: 
(i) f E P fur aUe reellen Primideale p :;2 a; 

(ii) es gibt N E IN und al, ... , aT E A mit f2N + ai + ... + a; E a. 

Beweis. Indem man zu dem Ring AI a libergeht, kann man a = (0) annehmen. 
(i) =? (ii) Die Voraussetzung besagt D A(J) n (Spec A)re = 0, also (Spec f- oo Ahe = 0. 
Nach Satz 2 besteht in f- oo A eine Gleichung 

( al)2 (aT)2 
1 + fn + ... + r = 0 . 

Es folgt f2m(J2n + ai + ... + a;) = 0 in A fiir ein m ;::: 0, also (ii). 
(ii) =? (i) Fiir p E (SpecAhe folgt aus (ii) f2N E p, also f E p. D 

Definition 2. 1st a <:;;; A ein Ideal, so ist das reelle Radikal va von a definiert als der 
Durchschnitt aller reellen Primideale p :;2 a. 

Bemerkungen. 
9. Ein Ring ist genau dann reell, wenn y'(O) 
red uziert" ist. 
10. N ach Satz 3 ist 

(0) ist (Satz 1), also wenn er "reell 

va = {J E A: "3 N E IN,"3 aI, ... ,aT E A mit f2N + ai + ... + a; E a}. 

Will man direkt einsehen, daB die rechte Seite ein Ideal bildet, so bereitet die Abgeschlos
senheit unter der Addition Miihe. Man kann so vorgehen: Es gelte f2M + ai + ... +a; E a, 
g2N + bi + ... + b; E a. Man hnn dabei M = N annehmen. Nun ist (J + 9 )4N + (J _ 9 )4N 
Summe von Elementen der Form f2m g2n mit m + n = 2N. In jedem solchen Term ist also 
m;::: N oder n ;::: N. Daher ist - f2m g2n modulo a eine Summe von Quadraten, woraus 
man eine Darstellung (J + g)4N + ci + ... + c; E a gewinnt. 

Sei jetzt Rein reell abgeschlossener Korper, C = R( H), und A eine affine R
Algebra, sowie VA = HomR(A, C) die Varietat zu A. Wir interpretieren wieder VA(R) = 

HomR(A, R) als Teilraum von Spec A (§1), tatsachlich sogar von (Spec A)re, und geben 
neue Formulierungen der in Kapitel II bewiesenen Satze von Artin und Lang: 

Theorem 4 (Stellensatz). Eine affine R-Algebm A ist genau dann halbreell, wenn die 
Varietat VA reelle Punkte besitzt, d.h. wenn VA (R) =1= 0 ist. 

Beweis. Eine Richtung ist klar. Sei daher A halbreell. Dann gibt es p E (Spec Ahe 
(Korollar 2), und J{ := K(P) ist ein reeller Funktionenkorper liber R. Seien iI, ... ,fr 
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Erzeuger von A und fl, ... , IT ihre Bilder in J(. Nach II, §11, Theorem 2 gibt es eine 
Stelle A: J( -+ R U 00 tiber R mit ACli) i:- 00, i = 1, ... ,r. Die Komposition A 0 Pp ist ein 
Element aus VA(R). 0 

Tatsachlich gilt sogar die folgende starkere Aussage: 

Korollar 4. Fur jede affine R-Algebra A ist VA(R) Zariski-dicht in (Spec A)re. 

Beweis. Sei 1 E A mit D A(J) n (Spec A)re i:- 0. Dann ist 1-00 A eine halbreelle affine 
R-Algebra, also HomR(J-oo A,R) i:- 0 nach Theorem 4. Jedes Element darin gibt (durch 
Komposition mit A -+ 1-00 A) ein Element in D A(J) n VA(R). 0 

Der folgende (starke) reelle Nullstellensatz ist daher eine Kombination aus schwachem 
reellem Nullstellensatz und dem Satz von Artin-Lang: 

Theorem 5 (Reeller Nullstellensatz, D.W. Dubois, J.-J. Risler 1969/70). 
Sei A eine affine R-Algebra und 1 EA. Genau dann verschwindet 1 aulVA(R), wenn es 
N E IN und al, ... , ar E A gibt mit 12N + at + ... + a; = O. 

Beweis. 1 verschwindet auf VA(R) ~ 1 E I(VA(R)). Nach Korollar 4 ist I(VA(R)) = 
I(SpecA)re) , und die zweite Menge wird in Satz 3 beschrieben. 0 
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§3. Definition des reeIIen Spektrums 

Sei A ein Ring. 

Definition 1 (M. Coste, M.-F. Roy, 1979). 
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a) Das reelle Spektruml Sper A von A ist die Menge aller Faare 0: = (p, T), wo p E Spec A 
und T eine Anordnung des Karpers K(P) = Quot A/p ist. Man bezeichnet pals den Tra'ger 
von 0:, i.Z. P = supp 0:. 

b) Fur 0: = (p, T) ESper A bezeichnet k(o:) den reellen AbschluB von K(P) bezuglich T. 
Es besteht ein kanonischer Homomorphismus 

statt ra(f) schreiben wir f(o:) fiir f E A. Relationen wie "f(o:) 2 0" beziehen sich stets 
auf die eindeutige Anordnung von k(o:). 
c) Fur Teilmengen T von A set zen wir 

HA(T) := {o: ESper A: f(o:) > 0 fiir alle f E T}, 

HA(T):= {o: E SperA:f(o:) 20 fiir alle f E T}, 

ZA(T):= {a E SperA:f(o:) = 0 fiir alle f E T} 

(den Index A werden wir hiiufig unterdrucken). 1st T = {II, ... , ir} endlich, so schreiben 
wir naturlich H A (fI, ... , fr) etc. anstelle von H A ( {II, ... , fr }) etc. 

d) Die Harrison-Topologie auf Sper A ist die von itA := {HA(f): f E A} als Subbasis 
offener Mengen erzeugte Topologie; itA wird als die Harrison-Subbasis bezeichnet. \Vir 
fassen Sper A stets als topologischen Raum auf. 

Bemerkungen. 
1. Anders als beim Zariski-Spektrum bildet die Harrison-Subbasis i.a. keine offene Basis; 
eine solche ist etwa {H(fl, ... '!r):r 2:: 1,1; E A}. Man beachte Z(f) = H(-f2) und 
Z(fI, ... , fr) = Z(fl + ... + f;) = H( - Jf - ... - f;). Alle Mengen H(T) und Z(T) 
(T ~ A beliebig) sind abgeschlossen. 
2. Die Schreibweise f( 0:) fur ra(f) signalisiert, daB wir die Elemente i E A wieder als 
"Funktionen" auf Sper A auffassen, analog wie beim Zariski-Spektrum erliiutert (§1). 
Auch hier variieren also die Wertekarper k( 0:) von Funkt zu Funkt. Diese Interpretation 
ist "treu" (d.h. r = (ra):A --t IT k(o:) ist injektiv) genau dann, wenn A reell ist (§2, 
Satz 1). aESper A 

3. Jeder Homomorphismus rp: A --t K in einen angeordneten Karper (K, P) definiert ein 
Element 0:", in Sper A, niimlich 0:", := (kern rp, Pi), wo pi die durch P auf K(kern rp) 
induzierte Anordnung ist. Man kann Sper A daher auch definieren als die Menge aller 
Homomorphismen von A in angeordnete (oder: reell abgeschlossene) Karper, modulo 
einer geeigneten A.quivalenzrelation. Wir gehen nicht niiher darauf ein (vgl. [BCR, §7.1]). 
4. 1st speziell A = k ein Karper, so ist Sper k der Raum aller Anordnungen von k. Da 

lEs sind auch die Notationen SpecrA oder SpecRA im Gebrauch. Fiir eine Motivation unserer 
Bezeichnung siehe §6. 
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Ih(J) = ih(J) fur alle f E k* gilt, sind alle Mengen der Harrison-Subbasis offen und 
abgeschlossen. Insbesondere ist Sper k ein total unzusammenhiingender Hausdorff-Raum. 
(Da Sper A stets quasikompakt ist - das wird in §4 gezeigt -, ist Sper k ein Boolescher 
Raum, also kompakt und total unzusammenhiingend.) Harrison hat diese Topologie (im 
Fall von Korpern) urn 1970 gefunden, daher unsere Bezeichnung "Harrison-Topologie" 
auch im allgemeinen Fall. 
5. Ein Ring A ist genau dann halbreell, wenn Sper A =I- 0 ist. Das folgt aus §2, Korollar 2. 

Satz 1. Die Abbildung supp: Sper A -> Spec A ist stetig und hat als Bild den Teilraum 
(Spec A)re der reellen Primideale. 

Beweis: supp-l(DA(J)) = HA(J2). Die zweite Behauptung ist klar. 0 

Da eine Anordnung T von K:(p) durch Tn (Alp), also durch p;l(T), bestimmt ist, kann 
man die Elemente von Sper A auch als gewisse Teilmengen von A interpretieren. Fur 
0= (p,T) E SperA sei Po::= p;l(T) = {f E A:f(o) ~ OJ. Dann gilt fur P = Po:: 

(1) P+P~P, PP~P; 
(2) P U (-P) = A; 
(3) supp P := P n (-P) ist ein Primideal von A. 

Da (1) und (2) schon implizieren, daB supp P ein Ideal in A ist, kann man (3) ersetzen 
durch 

(3') a ¢ P, b ¢ P =? -ab ¢ P (a, bE A). 
Man sieht leicht, daB jede Teilmenge P ~ A mit (1) - (3) ein Element op ESper A 
definiert, niimlich op = (p, P), wobei p := supp P und P die von P auf K:(p) induzierte 
Anordnung ist (fur a, bE A, b ¢ P gilt: pp(a)1 pp(b) E P ~ ab E P). Daher 

Definition 2. Eine Ordnung von A (engl.: ordering, cone, prime cone) ist eine Teilmenge 
P von A, welche (1) - (3) erfullt. 

Wir haben also gesehen: 

Satz 2. Sper A kann auch als die Menge aller Ordnungen von A interpretiert werden. 
Die Topologie wird durch die offene Subbasis {HA(J): f E A} erzeugt, wobei HA(J) die 
Menge aller Ordnungen P von A mit - f ¢ P ist. 0 

Uns stehen daher fur die Punkte von Sper A zwei mogliche Deutungen zur Wahl. 1st 
P ~ A eine Ordnung, so schreiben wir wieder k(P) fur den reellen AbschluB von K:(supp P) 
unter P, f(P) fur das Bild von f E A in k(P), usw. 

Definition 3. Sei X ein topologischer Raum und seien x, y E X. 1st Y E {x}, so heiBt 
y eine SpeziaZisierung von x und x eine Generalisierung von y, i.Z. x >- y. 1st X ein 
To-Raum, so ist durch x S; y ~ x >- y eine (partielle) Ordnung auf X definiert. 

1st X = Spec A, so gilt fur p, q EX: p >- q ~ p ~ q, d.h. die Spezialisierungsrelation 
ist die Enthaltensrelation. Ahnliches gilt auch im reellen Spektrum: 
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Satz 3. Sind P, Q ESper A Ordnungen von A, so ist P >- Q (in Sper A) aquivalent zu 
pc;;.Q. 

Beweis. P>-Q 

{=> fur f E A mit Q E fl(f) ist P E fl(f) 

{=> fur 9 E A mit 9 E P ist 9 E Q 
{=> pc;;.Q. 

Korollar 1. Sper A ist ein To-Raum. 

o 

o 

Korollar 2. 1st a ESper A und supp (a) ein maximales Ideal von A, so ist a em 
abgeschlossener Punkt in Sper A. 0 

(Die Umkehrung ist falsch, siehe Beispiele 2 weiter unten.) 

Bevor wir einige Beispiele naher betrachten, kommen wir noch zum funktoriellen Ver
halten von Spero Hier ist die Situation ahnlich wie beim Zariski-Spektrum. 

1st r.p: A ---+ B ein Ringhomomorphismus und Q c;;. Beine Ordnung von B, so ist r.p-1(Q) 
eine Ordnung von A. Daher induziert r.p eine Abbildung 

Sperr.p = r.p*: Sper B ---+ Sper A, Q I-t r.p-1(Q). 

Sperr.p ist stetig wegen (Sperr.p)-l(flA(f)) = flB(r.p(f)). Auch Sper ist also ein Funk
tor von kommutativen Ringen zu topologischen Raumen. (Wegen sUPPA 0 (Sperr.p) = 
(Spec r.p) 0 supp B ist uberdies supp ein Morphismus Sper ---+ Spec von Funktoren.) Durch 
r.p werden des weiteren Einbettungen der reell abgeschlossenen Korper induziert: Fur 
(3 ESper B und a = r.p*((3) ESper A induziert r.p eine (beziiglich a, (3) ordnungstreue 
Einbettung r.psuppp:x:(suppa) '-+ x:(supp(3), also auch r.pp:k(a) '-+ k(f3) (I, §11). Es 
kommutiert also (1' := supp a, q := supp (3) 

"",,pp p, /' 

1 A~B 1 
,/Ta T{3 \.. 

k( a) 'P{3 ) k((3) 

Wieder kann man r.p als Zuruckziehen der auf Sper B definierten "Funktionen" 9 E B 
mittels Sperr.p (und mittels der Einbettungen r.pp) deuten, wie beim Zariski-Spektrum. 

Satz 4. Sei S c;;. A eine multiplikative Teilmenge und is: A ---+ S-l A der kanonische 
Homomorphismus. Dann ist Sper (is) ein Homoomorphismus von Sper S-l A auf den 
Teilraum {a ESper A: S n supp a = 0} = nsEs flA (s2) von Sper A. Fur (3 ESper S-l A 
und a = (Speris)((3) ist r.pp: k(a) ---+ k(f3) ein Isomorphismus. 
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Satz 5. Sei a <;;; A ein Ideal und 7r: A -+ A/ a die Restklassenabbildung. Dann ist 
Sper7r ein Homoomorphismus von SperA/a auf den abgeschlossenen Teilraum ZA(a) = 
{a ESper A: a <;;; supp a} von Sper A. Fur {3 ESper A/ a und a = (Sper 7r )((3) ist 
'Pj3: k(a) -+ k({3) ein Isomorphismus. 

Beweis von Satz 4 (Satz 5 geht ahnlich): 
Sper S-1 A von Sper (is) ist P f-+ S-2p 
Homoomorphie folgt aus 

Sei X := nsEs HA (s2). Die Inverse X -+ 

{f/s2:f E P,s E S} (P E X). Die 

Da 'Psuppj3 ein Isomorphismus ist (§l) und ordnungstreu ist, ist auch 'Pj3 ein Isomorphis
mus. 0 

Korollar 4. Fur P E Spec A besteht ein natiirlicher Homoomorphismus Spcr K(P) -+ 

{a ESper A: supp a = P}, induziert durch Pv: A -+ K(P). 0 

Beispiele. 
1. Sei Rein reell abgeschlossener Korper und A = R[[ t]] der Ring der formalen Po
tenzreihen iiber R. In A gibt es nur die Primideale (0) und rnA = (t), und es ist 
K(A) = A/rnA ~ R. Nach II, §9 besteht Sper A folglich aus drei Ordnungen Po, P_, P+ 
von A, wobei supp Po = rnA und supp P_ = supp P+ = (0) ist. Wegen P_UP+ <;;; Po ist Po 
abgeschlossen und hat P_ und P+ als Generalisierungen (in den folgcnden symbolischen 
Diagrammen sind Spezialisierungen durch Pfeilc dargesteIlt): 

Po 
• 

2. Sei weiter R reell abgeschlossen und A = R[ t]. Die reellen Primideale von R[ t] sind 
(0) und aIle (t - c), c E R. Die Anordnungen von R(t) wurden in II, §9 bestimmt. Die 
Punkte in Sper R[ t] sind daher genau die folgenden: 

1. zu jedem c E Rein abgeschlossener Punkt Pc sowie zwei Generalisierungen 
Pc,- und Pc,+ von Pc (wir schreiben kurz c, c_, c+); 

2. abgeschlossene Punkte P- oo , P+oo mit Trager (0) (kurz: -00, +00); 
3. zu jedem freien Dedekindschnitt ~ von Rein abgeschlossener Punkt Pf. 

(kurz: 0 mit Trager (0). 
Dabei existieren die Punkte vom Typ 3 nur fiir R =f. lR. 

• -00 
• 

a 
• 

• 
L 

b 
• 

• 
~ 

• 

c 
• 

• 
+00 



3. Definition des reellen Spektrums 111 

Das Bild zeigt, daB man auf Sper R[tj eine natiirliche lineare Ordnung ,,:S;" hat, welche 
die Anordnung von R fortsetzt. Die Topologie von Sper R[ t j hat alle offenen Intervalle 
ja,b[, sowie die [-oo,b[, ja,ooj (a,b E R) als offene Basis (wobei z.B. ja,b[ := {a E 
SperR[tj:a < a < b} die Punkte a+, L enthiilt, die Punkte a_,a,b,b+ dagegen nicht). 
Man kann sich an diesem konkreten Beispielleicht klarmachen, daB Sper R[ t j quasikom
pakt ist und daB die auf R c Sper R[ t j induzierte Teilraumtopologie gerade die starke 
Topologie von R ist. Dies ist ein ganz allgemeines Phiinomen, wie wir jetzt sehen werden. 

Sei Rein reell abgeschlossener Korper, C = R( Ff), A eine affine R-Algebra und 
V := VA = HomR(A, C) ihre Varietiit, sowie V(R) := VA(R) die Menge ihrer reellen 
Punkte. Durch Identifikation von x E V(R) mit mx := kern (x) hat ten wir V(R) als 
Teilmenge von Spec A aufgefaBt (§1). Da I\:(mx) = R genau eine Anordnung triigt, kann 
man V(R) auch mit einer Teilmenge von Sper A identifizieren, d.h. es gibt eine kanonische 
Injektion 

V(R) '-+ Sper A, x f-4 Px := {f E A: f(x) ~ O} 

(deren Bild aus allen P ESper A besteht, fiir die R --+ A~k(P) ein Isomorphismus ist). 
Nach Korollar 2 besteht dabei V(R) aus abgeschlossenen Punkten von Sper A. 

Seien UI, .•. , Un Erzeuger von A und sei j: V(R) '-+ Rn die zugehorige Einbettung, also 
j(x) = (Ul(X), ... ,un(x)). Die starke Topologie auf Rn (II, §6) induziert viaj auf V(R) 
eine Topologie, die wir ebenfalls die starke Topologie nennen. (Wir werden sogleich sehen, 
dafi sie nicht von der Einbettung j abhiingt.) Die folgende Tatsache ist ein Indiz fiir die 
Niitzlichkeit des reellen Spektrums beim Studium der Geometrie reeller Varietiiten: 

Satz 6. Die Relativtopologie von VA(R) in Sper A stimmt mit der starken Topologie auf 
VA(R) iiberein. Insbesondere ist die letztere unabhiingig von der Wahl einer Einbettung 
VA(R) '-+ Rn. 

Beweis. Eine Basis fiir die starke Topologie auf V(R) ist gegeben durch das System aller 
Mengen {x E l;;(R): h(x) > 0, ... , fr(x) > O} (1' ~ 1,1; E A). Aber diese Menge ist 
gerade V(R) nHA(h, ... , fT) (wobei V(R) mit seinem Bild in Sper A identifiziert wurde). 

o 

Bemerkung 6. Die reellen Punkte von V, versehen mit der starken Topologie, bilden also 
einen Teilraum von Sper A, d.h. beim Ubergang zu Sper A hat man keine Information iiber 
V(R) eingebiiBt. Zudem hat aber Sper A gegeniiber V(R) einen groBen Vorteil: Wiihrend 
V(R) fiir R i- IR topologisch schlechte Eigenschaften hat (total unzusammenhiingend, 
fast nie (lokal) kompakt), ist Sper A quasikompakt und hat (das zeigen wir hier nicht, 
siehe etwa [BCR, §7.5j und [HRAJ) nur endlich viele Zusammenhangskomponenten, was 
die Definition eines nicht-trivialen Zusammenhangsbegriffs auch fiir R i- IR ermoglicht2. 

Durch die Hinzunahme "idealer" Punkte hat man also einen sehr viel geometrischeren 
Raum gewonnen. Es liiBt sich schon am Beispiel der affinen Geraden (A = R[ t j, s.o.) 
sehr gut beobachten, wie die zusiitzlichen Punkte in Sper A "die Locher schlieBen" (fiir 
R i- IR) und den Raum quasikompakt machen. 

2Einen anderen Zugang ohne Verwendung des reellen Spektrums findet man in [DIG). 
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Tatsachlich ist V(R) als Teilraum von Sper A dicht! Das ist eine unmittelbare Folgerung 
aus dem Satz von Artin - Lang: 

Theorem 7. VA(R) ist ein dichter Teilraum von Sper A. 

Beweis. Seien iI, ... , iT E A mit H(iI, ... , iT) =1= 0, etwa mit a: = (p, T) E H(iI, ... , iT). 
Dann ist K(P) ein Funktionenkorper tiber R und T eine Anordnung von diesem, unter 
welcher iI, ... , iT > 0 sind (li := PV(Ji) E K(p)). Nach II, §ll, Theorem 3 gibt es 
einen R-Homomorphismus <.p: Alp -t R mit <.p(h) > 0, i = 1, ... , r. Die Komposition 
x: A -t Alp~R ist ein Punkt in V(R) n H(iI, ... ,iT). 0 

In §5 (Theorem 1) wird diese Aussage noch wesentlich verallgemeinert werden. 
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§4. Konstruierbare Teilmengen und spektrale Raume 

A sei stets ein Ring. 
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Es wird jetzt auf Sper A eine zweite Topologie eingefiihrt, die sich vielfach als niitzlich 
erweist. Dennoch betrachten wir die Harrison-Topologie als die "eigentliche" Topologie 
von Sper A, wahrend der "konstruierbaren Topologie" eher eine Hilfsfunktion zukommt. 
Wird daher in topologischen Aussagen iiber Sper A die Topologie nicht prazisiert, so ist 
stets die Harrison-Topologie gemeint. 

Definition 1. 
a) Eine partiell geordnete Menge (L,~) heiBt ein Verband (mit 0 und 1), falls jede endliche 
Teilmenge X ~ L eine groBte untere Schranke inf X und eine kleinste obere Schranke 
sup X in L hat. Insbesondere existieren 0 := sup 0 = inf Lund 1 := inf 0 = sup L. Man 
schreibt fiir x, y E L kurz 

x II y:= inf{x,y}, x Vy:= sup{x,y}. 

b) Ein Boolescher Verband ist ein Verband (L,~) mit folgenden Eigenschaften: 
(1) xII(yVz)=(xlly)V(xllz) (x,y,zEL) (Distributivitat); 
(2) fiir x E L existiert x' E L mit x II x' = 0 und x V x' = 1 (Komplement). 

Bemerkungen (siehe etwa [GrJ). 
1. In Booleschen Verbanden ist das Komplement x' von x eindeutig bestimmt, und es gilt 
auch die zu (1) duale Identitat (bei der die Zeichen II und V vertauscht sind). 
2. Boolesche Verbande kann man auch als diejenigen Z/2Z-Algebren B definieren, welche 
x 2 = x fiir aIle x E B erfiillen (Boolesche Algebren). Ein Boolescher Verband L bildet 
niirnlich mit 

x + y := (x II y') V (x'II y) und xy:= x II y 

eine solche Algebra, und umgekehrt jede Boolesche Algebra durch 

x II Y := xy, x V y := x + y + xy , X':= 1 + x 

einen Booleschen Verband. 

Definition 2. 
a) Mit K(Sper A) wird der von cler Harrison-Subbasis itA von Sper A in cler Potenzmenge 
2SperA erzeugte Boolesche Teilverband bezeichnet. Die Elemente aus K(Sper A) heiBen 
die konstruierbaren Teilmengen von Sper A. Wir set zen 

K(Sper A) := {Y E K(Sper A): Y ist offen}, 

K:(Sper A) := {Y E K(Sper A): Y ist abgeschlossen}. 

b) Die konstruierbare Topologie auf Sper A ist die von K(Sper A) als offener Basis erzeugte 
Topologie. 
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Bemerkungen. 
3. K(Sper A) ist die kleinste Teilmenge K von 2Sper A mit itA t;:; K, welche unter Bildung 
von endliehen Durehsehnitten und von Komplementen stabil ist. K(Sper A) besteht genau 
aus den endliehen Vereinigungen von Mengen der Form 

oder aus solchen der Form 

oder aus solchen der Form 

{aESperA: sgn!I(a) =cl,Oo.,sgnfr(a) =cr} (jiEA,CiE{-l,O,l}). 

4. Die konstruierbare Topologie ist feiner als die Harrisonsehe. 1st A = k ein Korper, so 
stimmen beide iiberein, da die Harrison-Subbasis komplementstabil ist ((Sper k)- ih(J) = 
Hd - f), fiir f E K*). 

Wir werden jetzt sehen, daB die konstruierbare Topologie dennoeh grob genug ist, urn 
angenehme Eigensehaften zu besitzen. Der Beweis von Theorem 1 hat primar mit reeller 
Algebra gar niehts zu tun und gehort eigentlieh in die Modelltheorie. 

Theorem 1. Sper A, versehen mit der konstruierbaren Topologie, ist ein iotal unzu
sammenhiingender kompakter (Hausdorff-) Raum. Die konsiruierbaren Teilmengen sind 
genau die darin offenen und abgeschlossenen Mengen. 

Beweis. Zunaehst zur letzten Aussage: Sper A trage die konstruierbare Topologie. Naeh 
Definition sind alle Y E K(Sper A) offen und abgesehlossen. 1st umgekehrt Y t;:; Sper A 
offen und abgesehlossen, so ist Y wegen der (noeh zu zeigenden) Kompaktheit von Sper A 
Vereinigung von Endlich vielen konstruierbaren Mengen und daher selbst konstruierbar. 

Fiir den Kompaktheitsbeweis sei Z = ITjEA {O, I}, verse hen mit der Produkttopologie. 
Z ist total unzusammenhiingend und, nach Tykhonov, kompakt. "Vir identifizieren ein 
Element (cf)fEA mit der Teilmenge {f E A:cf = I} von A, also Z mit der Potenzmenge 
von A. Daher definiert j(a) := {f E A:f(a) ~ O} = Fa eine 1njektion j:SperA '----+ Z, 
und die durch Z (via j) auf Sper A induzierte Topologie ist genau die konstruierbare 
Topologie (Bemerkung 3). Wir haben also die Abgeschlossenheit von j(Sper A) in Z 
zu zeigen, bzw. die Offenheit von Z - j(Sper A). Dazu sei S t;:; A eine Teilmenge mit 
S rt j(Sper A), d.h. S sei keine Ordnung von A. Eines der folgenden Axiome ist dann 
verletzt (§3): 

(1) S+St;:;S, 
(2) SS t;:; S, 
(3) S U (-S) = A, 
(4) artS, b rt S ='? -ab rt S (a,b E A). 

Damit aber ist das betreffende Axiom auch in einer Umgebung von S in Z verletzt! 
Wir zeigen dies am Beispiel von (4): Es gebe a, b E A - S mit -ab E S. Dann ist 
U := {T t;:; A: art T, b rt T, -ab E T} eine Umgebung von S in Z, und fiir alle T E U ist 
(4) aus demselben Grund verletzt, wie es fiir S der Fall war. 0 
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Korollar 1. Die Harrison-Topologie auf Sper A ist quasikompakt. 

(Denn sie ist grober als die konstruierbare.) 
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o 

Sei r.p: A -+ B ein Ringhomomorphismus. Dann ist Sl?er r.p: Sper !3 -+ Sper A auch stetig 
in den konstruierbaren Topologien, denn (Sperr.p)-l (HA(J)) = HB(r.p(J)) (J E A), und 
Urbildnehmen vertauscht mit den Booleschen Operationen. Jedoch ist das Bild einer 
konstruierbaren Menge i.a. nicht mehr konstruierbar (der Leser zeige dies fur R[ t 1 Co..4 R(t) 
und die Menge Sper R(t)). Daher ist es vielfach notwendig, allgemeinere Teilraume zu 
betrachten. 

Definition 3. Eine Teilmenge Y von Sper A heiBt prokonstruierbar, wenn Y Durchschnitt 
von (beliebig vielen) konstruierbaren Teilmengen von Sper A ist, oder aquivalent, wenn Y 
abgeschlossen in der konstruierbaren Topologie ist. 

Bemerkungen. 
5. Die Aquivalenz folgt daraus, daB das Komplement einer Teilmenge Y, welche abge
schlossen in der konstruierbaren Topologie ist, Vereinigung von konstruierbaren Teilmen
gen von Sper A ist. 
6. Beispiele prokonstruierbarer Teilraume von Sper A sind Sper S-l A und Sper AI a. Sind 
S (als Halbgruppe) bzw. a (als Ideal) endlich erzeugt, so sind diese konstruierbar. Je ein 
weiteres Beispiel bilden die Mengen HA(T) und HA(T) (T ~ A beliebig). 

Satz 2. Fur jeden Homomorphismus r.p: A -+ B ist Sper r.p stetig in den konstruierbaren 
Topologien. Urbilder und Bilder prokonstruierbarer Teilmengen sind wieder prokonstru
ierbar. 

Beweis. Die erste Aussage wurde schon bemerkt. 1st Y ~ Sper B prokonstruierbar, so 
ist Y kompakt in der konstruierbaren Topologie. Dasselbe gilt also auch fur (Sperr.p)(Y), 
d.h. (Sperr.p)(Y) ist abgeschlossen in Sper A in der konstruierbaren Topologie. 0 

Korollar 2 (zu Theorem 1). 
a) 1st Y eine prokonstruierbare Teilmenge von Sper A, so hat jede Uberdeckung von Y 

durch konstruierbare Teilmengen von Sper A eine endliche Teiluberdeckung. 
b) Hat eine Familie prokonstruierbarer Teilmengen von Sper A leeren Durchschnitt, so 

gilt dies auch schon fur eine endliche Teilfamilie. 0 

Zum Beispiel ist eine offene Teilmenge von Sper A genau dann prokonstruierbar, wenn 
sie quasikompakt, also konstruierbar (d.h. in K(Sper A)) ist. Diese Mengen sind demnach 
genau die endlichen Vereinigungen von Mengen der Form H(h, ... , fT)' 

Eine sehr wichtige Konsequenz ist auch 

Satz 3. Fur jede prokonstruierbare Teilmenge Y von Sper A ist Y = U {y} (bezuglich 
der Harrison-Topologie). yEY 
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Korollar 3. Eine prokonstruierbare Teilmenge von Sper A ist genau dann (Harrison-) 
abgeschlossen, wenn sie stabil unter Spezialisierung (in Sper A) ist. Eine konstruierbare 
Teilmenge ist genau dann offen, wenn sie stabil unter Generalisierung ist. 

Beweis von Satz 3. Nur ,,~" ist nicht trivial. Sei z E Y, und sei {Ui: i E I} die Familie 
der offenen konstruierbaren Umgebungen von z in Sper A. Fur alle i ist Y n Ui i- 0, und 
demnach Y n n Ui i- 0 nach Korollar 2. Fur y E Y n n Ui ist z E {y}. 0 

~I i0 

Wahrend der AbschluB prokonstruierbarer Mengen trivialerweise wieder prokonstru
ierbar ist, gibt es Falle, in denen der AbschluB einer konstruierbaren Menge nicht mehr 
konstruierbar ist. Dies kann allerdings in den reellen Spektren von affinen Algebren uber 
Karpern (allgemeiner: von exzellenten Ringen) nicht passieren. Vergleiche hierzu [ABR, 
Theorem 3.1]. 

Korollar 4. 1st Y eine abgeschlossene irreduzible Teilmenge von Sper A und Y i- 0, so 
besitzt Y (genau) einen generischen Punkt. 

Beweis. Sei Z der Durchschnitt von Y mit allen U E K(Sper A), fiir die Y n U i- 0 ist. 
Da Y irreduzibel ist, trifft Y den Durchschnitt von je endlich vielen solcher U, es ist also 
Z i- 0 nach Korollar 2. Fur z E Z ist Y = {z }, denn gabe es y E Y - {z }, so hatte yeine 
Umgebung V mit z tf- V, Widerspruch. 0 

Bemerkungen 
7. 1st A ein noetherscher Ring, etwa eine affine Algebra uber einem Karper, so hat 
X = Spec A nur endlich viele irreduzible Komponenten (d.h. A hat nur endlich viele 
minimale Primideale), welche in der algebraischen Geometrie eine wichtige Rolle spielen. 
1m Gegensatz dazu haben die Raume X = Sper A, auch in der "geometrischen" Situation, 
fast immer unendlich viele minimale Punkte, weshalb hier der Begriff der irreduziblen 
Komponenten nicht so niitzlich sein durfte. 

Wir verlassen nun (vorubergehend) die reelle Algebra und unternehmen einen Exkurs 
in die mengentheoretische Topologie. Den nun zu definierenden spektralen Raumen kom
men alle topologischen Eigenschaften zu, die wir bisher fur Zariski-Spektrum und reelles 
Spektrum fanden. Auf diese \Veise wird die Grenze zwischen reell-algebraischen und rein 
topologischen Argumenten verdeutlicht. AuBerdem erhalt man die gemachten Aussagen 
sogleich fur eine Vielzahl neuer Raume, die beim Studium der Spektren in natiirlicher 
Weise auftreten (z.B. sind prokonstruierbare Teilraume selbst spektral). Neben den reel
len Spektren sind vor allem die Zariski-Spektren die Hauptbeispiele fiir spektrale Raume; 
tatsachlich sind es sogar aUe Beispiele, wie Hochster [Ho] gezeigt hat. 

Definition 4. 
a) Ein spektraler Raum ist ein topologischer Raum X mit folgenden Eigenschaften: 

(1) X ist ein quasikompakter To-Raum; 
(2) der Durchschnitt von je zwei offenen quasikompakten Teilmengen von X ist 

wieder quasikompakt; 
(3) die offenen quasikompakten Mengen bilden eine Basis der Topologie von X; 
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(4) jeder nicht-leere abgeschlossene irreduzible Teilraum von X hat (genau) 
einen generischen Punkt. 

b) Eine spektrale Abbildung f: X -+ Y zwischen spektralen Raumen X, Y ist eine Ab
bildung, bei der fur aIle V ~ Y gilt: 1st V offen und quasikompakt, so auch f-l(V). 
(Ins besondere ist f stetig.) 

Definition 5. Sei X ein spektraler Raum. 
a) K(X) bezeichnet den von den offenen quasikompakten Teilmengen von X (in 2x) 
erzeugten Booleschen Verband. Die Elemente aus K(X) heiBen die konstruierbaren Teil
mengen von X; JC(X) bzw. K(X) bezeichnen das System der offenen bzw. der abge
schlossenen konstruierbaren Mengen. 
b) Die konstruierbare Topologie auf X hat K(X) als offene Basis. Den mit dieser Topolo
gie versehenen Raum X bezeichnen wir mit Xcon und nennen die originale Topologie von 
X zur Unterscheidung manchmal auch die spektrale Topologie von X. 

Beispiele 
1. Die spektralen Abbildungen sind diejenigen stetigen Abbildungen X -+ Y, fur die auch 
Xcon -+ ¥Con stetig ist. 
2. Sper A ist ein spektraler Raum, und die Definition der konstruierbaren Teilmengen 
stimmt mit der fruheren uberein. Sper c.p ist eine spektrale Abbildung. Ebenso ist Spec A 
ein spektraler Raum und Specc.p eine spektrale Abbildung (c.p ein Ringhomomorphismus). 
3. Jeder Boolesche (d.h. kompakte und total unzusammenhangende) Raum ist spektral. 
Die konstruierbaren Mengen sind genau die offen-abgeschlossenen Mengen, weshalb hier 
spektrale und konstruierbare Topologie ubereinstimmen. Die Booleschen Raume sind 
genau die Hausdorffschen spektralen Riiume. 

Satz 4. Sei X ein spektraler Raum. Dann ist Xcon kompakt und total unzusam
menhiingend. Die identische Abbildung Xcon -+ X ist spektral, und (Xcon)con = X con . 

Beweis. Der Beweis ist komplizierter als bei Theorem 1, da uns die "Modelltheorie" fehlt. 
Einzig nicht-trivial ist die Quasikompaktheit von X con , d.h. die endliche Durchschnitts
Eigenschaft fur K(X). Da jedes konstruierbare Y ~ X endliche Vereinigung von Mengen 
der Form U - V mit U, V offen quasikompakt ist, genugt es, zu zeigen: 1st y = {Y;: i E I} 
eine Familie von offen-quasikompakten oder abgeschlossenen Mengen in X mit n lj =I- 0 
fur aIle endlichen J ~ I, so ist n Y; =I- 0. iE] 

iEI 
O.E. sei Y unter der angegebenen Eigenschaft maximal (Zorn). 1st Z cler Durchschnitt 

der abgeschlossenen Mengen in y, so ist Z =I- 0 (da X quasikompakt ist), also auch Z E y. 
Wir zeigen, daB Z irreduzibel ist. Ware Z = Zl U Z2 mit abgeschlossenen Zi ~ Z, so 

gabe es wegen Zj ¢ Y offene Ul,U2 E Y mit Ui n Zj = 0 (i = 1,2), insbesondere mit 
(Ul n U2) n Z = 0. Aber U1 n U2 E Y wegen der Maximalitat von y, Widerspruch. Nun 
ist klar, daB der generische Punkt von Z in n Y; liegt. 0 

• 
Korollar 5. JC(X) besteht genau aus den offenen quasikompakten Teilmengen von X. 0 
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Definition 6. Sei X ein spektraler Raum. Eine Teilmenge Y von X heil3t prokonstru
ierbar, wenn Y Durchschnitt konstruierbarer Teilraume ist (aquivalent: wenn Y in Xcon 
abgeschlossen ist). 

Wie fruher ergibt sich 

Korollar 6. Sei X ein spektraler Raum. 
a) Jede Uberdeckung einer prokonstruierbaren Menge durch konstruierbare li1engen hat 

eine endliche Teiluberdeckung. 
b) Hat eine Familie prokonstruierbarer Mengen in X leeren Durchschnitt, so gilt dies 

schon fur eine endliche Teilfamilie. 
c) Fur jede prokonstruierbare Teilmenge Y von X ist 17 = U {y}. 0 

yEY 

Ebenso gilt Korollar 3 ganz entsprechend. 

Satz 5. Sei X ein spektraler Raum und Y ein Teilraum von X. 
a) Y ist genau dann prokonstruierbar in X, wenn Y selbst ein spektraler Raum und die 

Inklusion Y '-+ X spektral ist. 
b) Sei Y prokonstruierbar. Dann gelten 

K(Y) = Y n JC(X), K(Y) = Y n K(X), K(Y) = Y n K(X) 

(hier schreiben wir Y n K(X) fur {Y n J(: J( E K(X)}, usw'). Die konstruierbare 
Topologie auf Y ist die Spurtopologie der konstruierbaren Topologie von X. 

Beweis. Dies folgt leicht mit Hilfe von Satz 4. Die Einzelheiten seien dem Leser iiberlassen. 
o 

Zum Abschlul3 sei noch ein oft nutzliches Konzept vorgestellt: 

Definition 7. Sei X ein spektraler Raum. Mit X* bezeichnen wir die Menge X, versehen 
mit der durch K(X) als offener Basis erzeugten Topologie, und nennen X* den zu X 
inversen spektralen Raum. 

Die Bezeichnung wird gerechtfertigt durch 

Satz 6. Sei X ein spektraler Raum. Dann ist auch X* ein spektraler Raum, und fur 
~,y E X !J.ilt: x >- y in X ~ y >- x in X*. Es ist JC(X*) = K(X), K(X*) = K(X), 
JC(X*) = JC(X), also auch (X*)con = Xcon und X** = X. 

Beweis. Fur x, y E X gilt: x >- y in X ~ fiir alle Y E K(X) mit x E Y ist 
y E Y ~ y >- x in X*. Somit ist X* ein To-Raum. Weiter besteht K(X) genau 
aus den in X* offenen und quasikompakten Mengen, denn jedes Y E K(X) ist wegen 
der Kompaktheit von Xcon quasikompakt in X*. Damit sind die Eigenschaften (1) - (3) 
eines spektralen Raums fur X* schon klar. Zu (4): Sei 0 f. Y ~ X, abgeschlossen und 
irreduzibel in X*, und sei Z := {Z E K(X): Y n Z f. 0}. Fur je endlich viele Zi E Z ist 
Y n Zl n··· n Zr f. 0 (Irreduzibilitat), aul3erdem ist Y ein Durchschnitt von Mengen aus 
K(X), also prokonstruierbar in X. Nach Korollar 6b) gibt es also ein y E YnnzEz Z, und 
y ist generischer Punkt fiir den Teilraum Y von X*. Damit ist X* als spektral erkannt, 
und die restlichen Behauptungen folgen sofort. 0 
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§5. Die geometrische Situation: Semialgebraische Mengen und Filtersatze 

Mit "geometrischer Situation" ist der Fall einer affinen Varietat (bzw. einer affinen Alge
bra) tiber einem reell abgeschlossenen Karper gemeint. Rier gibt es eine recht anschauliche 
geometrische Interpretation von Sper A und seinen konstruierbaren Teilraumen durch se
mialgebraische Teilmengen von VA(R). 

Sei stets Rein reell abgeschlossener Karper, A eine affine R-Algebra, V = VA = 
RomR(A, C) ihre Varietat und V(R) = VA(R) = HomR(A, R) deren reelle Punkte. Wir 
fassen V(R), versehen mit der starken Topologie, als Teilraum von Sper A auf, wie in §3 
erklart. Fur jede Teilmenge Y von Sper A kann man dann die Teilmenge Y n V(R) von 
V(R) betrachten. 

Definition 1. a) Wir set zen 

6(V(R)):= V(R) nJC(SperA) = {Yn V(R):Y E JC(SperA)} 

und nennen die Mengen M E 6 (V(R)) die semialgebraischen Teilmengen von V(R). 
Allgemeiner sei fur M E 6(V(R)) 

6(M) := M n JC(Sper A) = M n 6(V(R)) = {N E 6(V(R)): N ~ M} 

die Menge der semialgebraischen Teilmengen von 111. Offensichtlich ist 6(M) ein Boole
scher Teilverband von 2M. 

b) Fur jede semialgebraische Teilmenge M von V(R) sei 

6(M) := {N E 6(M): N ist offen in M} , 

6(M):= {N E 6(M):N ist abgeschlossen in M}, 

bezogen jeweils auf die starke Topologie. 

Bemerkung 1. Die semialgebraischen Teilmengen von V(R) sind also genau diejenigen 
Teilmengen, welche sich durch endlich viele (Gleichungen und) Ungleichungen beschreiben 
lassen, also die endlichen Vereinigungen von Mengen der Form 

{x E V(R): f(x) = 0, gl(X) > 0, ... ,g,(x) > O} 

(r ~ 0, f,gl, ... ,g, E A) (vgl. §4). Fur A = R[ t 1 etwa, wo also V(R) = R ist, handelt es 
sich genau urn die Vereinigungen von endlich vielen (eventuell degenerierten) Intervallen. 

Entscheidend ist nun, daB beim Ubergang von einer konstruierbaren Teilmenge Y von 
Sper A zur semialgebraischen Teilmenge Y n V(R) von V(R) keine Information verloren 
geht, daB man also Yauch wieder zuruckgewinnt! Der Grund ist wieder der Satz von 
Artin-Lang: 

Theorem 1. Fur jede konstruierbare Teilmenge Y von Sper A ist Y n V(R) dicht in Y 
bezuglich der konstruierbaren Topologie (und erst recht bezuglich der Harrison-Topologie). 

Beweis. ~s genugt zu zeigen, daB fur Y -I- 0 auch Y n V(R) -I- 0 ist. O.E. sei Y = 
ZA(J) n HA(gl, ... ,9,) (J,9j E A). Sei B := A/Af und W(R) := VB(R) = HomR(B, R) 
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(die reellen Punkte der Varietiit von B). Zu zeigen ist W(R) n HB(91, ... ,gr) # 0 
(9i := Bild von 9i in B). Nach Voraussetzung ist HB(91, ... ,gr) # 0, die Behauptung 
folgt also aus der Dichtheit von W(R) in Sper B (§3, Theorem 7). 0 

Korollar 1. Fur x ESper A ist {x} genau dann konstruierbar, wenn x E V (R) ist. 0 

Korollar 2. Durch Y 1-+ Y n V(R) ist ein Isomorphismus K(Sper A) -+ 6(V(R)) der 
Booleschen Verbiinde definiert. Allgemeiner ist fur jede konstruierbare Teilmenge Z von 
Sper A und fur M := Z n V(R) die Abbildung Y 1-+ Y n V( R) ein Verbandsisomorphismus 
von K(Z) auf 6(M). 0 

Definition 2. Die zu Y 1-+ Y n V(R) inverse Abbildung 6(V(R)) -+ K(Sper A) wird 

mit ~ (tilde) bezeichnet. Fiir eine semialgebraische Teilmenge M von V(R) ist also M 
die (eindeutig bestimmte) konstruierbare Teilmenge von Sper A mit M = M n V(R), und 
zwar ist M der AbschluB von M in Sper A unter der konstruierbaren Topologie. 

Dabei ist folgende Tatsache sehr wichtig, die wir jedoch erst im zweiten Band [HRA] 
beweisen werden: 

Theorem. Seien M,N semialgebraische Teilmengen von V(R) mit N ~ M. 1st N 
in M offen, so auch N in if (die Umkehrung gilt trivialerweise). Es gilt also auch 
6(M) = M n K(Sper A) und 6(M) = M n K(Sper A). 

Eine iiquivalente Formulierung ist 

Theorem I (Endlichkeitssatz). Seien U, M ~ V(R) semialgebraisch mit U ~ M, und sei 
U offen in M. Dann ist U Vereinigung von endlich vielen Mengen der Form {x E A1: 
h(x) > O,··.,fr(x) > O} (1' E IN, h, ... ,fr E A). 

Beispiel 1. Sei A = R[ t], also V(R) = R. Eine explizite Beschreibung von Sper A findet 
sich in §3; wir verwenden die natiirliche totale Ordnung ::; auf Sper R[ t]. Die Abbildung 
-: 6(V(R)) -+ K(Sper R[ t]) hat auf den Intervallen M ~ R folgende Gestalt: 

fiir M= [a,b] ist M = [a,b], 

fiir M= [a,b[ ist il = [a,b[ = [a,L], 

fiir M=]a,b[ ist il = ]a,b[ = [a+,L] 

fiir M = ]-oo,a[ ist M = [-oo,a_] = [-oo,a[, usw. 

(die Intervalle M beziehen sich natiirlich auf Sper R[ t] und die Ordnung ::; dort). Man 
beachte, daB stets noch andere, nicht konstruierbare Teilmengen Y # M von Sper R[ t ] 
mit M = V(R) n Y existieren (z.B. ist Y := [a_, b+] eine solche Menge fiir M = [a, b], 
welche sogar ebenfalls abgeschlossen ist). Eine Bijektion erhiilt man also nur, wenn man 
sich auf konstruierbare Teilriiume von Sper A beschriinkt. 

Fur das Weitere werden einige Begriffe gebraucht. Sei X eine Menge und L ein 
Teilverband von 2x (d.h. es ist {0,X} ~ L, und List unter endlichen Durchschnitten 
und Vereinigungen abgeschlossen). 
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Definition 3. Sei L ein Teilverband von 2X. 
a) Ein Filter in List eine nicht-leere Teilmenge F von L mit 0 (j. F, fur die gelten: 

(1) A, B E F ::::} An BE Fj 
(2) A E F, BEL, A ~ B::::} BE F. 

b) Ein Filter F heiBt Primfilter von L, wenn fur alle A, BEL gilt: 

A U B E F ::::} A E F oder B E F. 

c) Die maximalen Filter von L heiBen mtrafilter. 
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d) Die Mengen der Filter, Primfilter, Ultrafilter auf L bezeichnen wir mit Filt(L), Prim(L), 
Ultra(L). 

Bemerkungen. 
2. 1st E eine Teilmenge von L mit nAEE' A f= 0 fur alle endlichen EI ~ E, so ist E in 
einem Filter von L enthalten. Der kleinste solche ist 

{B E L: es gibt eine endliche Teilmenge EI ~ Emit n A ~ B} . 
AEE' 

Ein Filter Fist also genau dann ultra, wenn fur alle BEL - Fein A E F mit An B = 0 
existiert. Jeder Ultrafilter ist ein Primfilter. 
3. 1st L ein Boolescher Teilverband von 2x (d.h. ist mit A E Lauch X - A E L), so 
sind Prim- und Ultrafilter in L dasselbe. Es sind dies genau die Filter F mit A E F oder 
X - A E F, fiir alle A E L. 

Die folgende Bezeichnung wurde ad hoc gewahlt: 

Definition 4. Ein Teilverband L von 2x heiBe kontrollierbar, wenn fur alle Teilmengen E 
von Lund alle BEL mit n A ~ Beine endliche Teilmenge EI von Emit n A ~ B 
existiert. Mit AEE AEE' 

pro-L := {y ~ X: es gibt E ~ L mit Y = n A} 
AEE 

bezeichnen wir den Verband der pro-L-Mengen in X. 

Beispiel 2. 1st X ein spektraler Raum, etwa X = Sper A, so sind K(X),K:(X),.K:(X) 
kontrollierbare Teilverbande von 2x j zudem ist K(X) Boolesch. Wir werden gleich sehen, 
daB die Filter dieser Verbiinde eine andere Moglichkeit der Beschreibung von X bieten. 

Lemma. Sei X eine Menge und L ein kontrollierbarer Teilverband von 2x. Dann ist die 
Abbildung 

Filt(L) ~ (pro-L) - {0}, F ~ n A, 
AEF 

eine inklusionsumkehrende Bijektion. Die Umkehrabbildung ist 

Y ~ Fy := {B E L: Y ~ B} . 
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Beweis. Klar ist, daB Fy ein Filter in List fiir 0 =f Y ~ X. 1st F E Filt(L) und 
Y = nAEF A, so ist Fy = F zu zeigen, wobei ,,2" trivial ist. Die umgekehrte Inklusion 
folgt aus der Kontrollierbarkeit von L. 0 

Hieraus folgt unmittelbar 

Korollar 3. Sei L ein kontrollierbarer Teilverband von 2X. Unter obiger Bijektion 
Fi1t(L) -+ (pro-L) - {0} entsprechen 

a) die Primfilter von L den pro-L-Mengen 0 =f Y ~ X mit: 

A, BEL, Y ~ Au B '* Y ~ A oder Y ~ B; 

b) die Ultrafilter von L den minimalen nicht-leeren pro-L-Mengen. o 

Sei jetzt X ein spektraler Raum. Bevor wir zur angekiindigten Beschreibung von X 
durch Filter auf Verbanden konstruierbarer Teilmengen kommen, noch eine 

Definition 5. 1st X ein spektraler Raum, so setzen wir 

Xmax := {x EX: y E {x} '* y = x}, Xmin:= {x EX: x E {y} '* y = x} . 

Es handelt sich also urn die beziiglich der Spezialisierungsrelation maximalen bzw. 
minimalen Punkte. Man beachte, daB xmax genau die Teilmenge cler abgeschlossenen 
Punkte von X ist, und daB xmin = (x*)max und xmax = (x*)min gelten (X* = zu X 
inverser spektraler Raum, §4). 

Satz 2. Sei X ein spektraler Raum. 
a) Es besteht eine kanonische inklusionsumkehrende Bijektion 

FiltK(X) -+ {Y ~ X: Y ist abgeschlossen und Y =f 0}, 

niimlich F f-t nAEFA. Die Inverse ist Y f-t Fy = {A E K:(X): Y ~ A}. 
b) Es besteht eine kanonische Bijektion 

X -+ PrimK(X), x f-t Fx = {A E K(X): x E A}. 

c) Die Abbildung aus b) induziert eine Bijektion 

Xmax -+ UltraK(X), x f-t Fx. 

Beweis. a) folgt aus dem Lemma wegen pro-K(X) = {Y ~ X: Yabgeschlossen}. Aus 
Korollar 3 folgt, daB unter der Bijektion a) PrimK(X) den abgeschlossenen irreduzi
bIen Teilmengen Y =f 0 von X entspricht; indem wir Y mit seinem generischen Punkt 
identifizieren, erhalten wir b) und c). 0 
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Durch Interpretation von K(X) als K(X*) und von K(X) als K(Xcon) gewinnt man 
weitere derartige Aussagen: 

Satz 3. Sei X ein spektraler Raum. Dann besteht eine Bijektion 

X ~ PrimK(X), x f-4 Fx = {A E K(X): x E A}, 

welche eine Bijektion xmin ~ UltraK(X) induziert. 

Satz 4. Sei X ein spektraler Raum. Es besteht eine Bijektion 

Pilt K(X) ~ {Y ~ X: Y ist prokonstruierbar und Y i= 0}, 

o 

namlich F f-4 nAEF A, mit Inverser Y f-4 Fy = {A E K(X): Y ~ A}. Diese induziert 
eine Bijektion X ~ PrimK(X) = UltraK(X), x f-4 Fx = {A E K(X): x E A}. 0 

Vor allem der letzte Satz wird haufig in der geometrischen Situation benutzt: 

Korollar 4. Sei R reell abgeschlossen, A eine affine R-Algebra und V(R) die Menge der 
reellen Punkte der Varietat V = VA von A. 

a) (Ultrafiltersatz, 1. Brocker 1981) Es besteht eine Bijektion 

SperA ~ Ultra6(V(R)), x f-4 Fx = {M:x E M} 

mit Inverser F f-4 nMEF M. 
b) Es besteht eine Bijektion von Pilt 6 (V(R)) auf die Menge der nicht-leeren prokon-

struierbaren Teilmengen von Sper A, namlich F f-4 nMEF M. 0 

Sei weiterhin A eine affine Algebra iiber einem reell abgeschlossenen Korper R und V = 
VA die zugehorige Varietat. Wir geben im folgenden einige Beispiele, die die Entsprechung 
zwischen reellem Spektrum und Ultrafiltern illustrieren sollen. Piir x ESper A sei stets 
Fx = {M E 6 (V(R)): x E M} der zugehorige Ultrafilter. Unter Identifikation von Sper A 

mit Ultra6(V(R)) ist also !If = {F:M E F}, fiir semialgebraisches M ~ V(R). 

Beispiel 3. Sei A = R[ t], also V(R) = R (siehe §3, Beispiel 2). Die Korrespondenz 
Sper A ~ Ultra 6(R) sieht wie folgt aus: 

fiir x ESper A besteht Fx aus allen M mit 

x=cER cEM • 
c 

x = C (c E R) ]c - c:, c[ ~ M fiir ein c: > 0 +a 
c 

x = c+ (c E R) ]c,c+c:[ ~ Mfiir einc: > 0 a+ 
x=-oo ]-oo,a[ ~ Mfiir eina E R + 
x = +00 ]a,oo[ ~ Mfiir eina E R + 
x = ~ (freier Schnitt) 3 a,bmita < ~ < bund ]a,b[ ~ M ~ ~ 
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Beispiel 4. Betrachten wir die Elemente von Sper A als Ultrafilter auf 6(V(R)), so 
lassen sich die zugehorigen Ordnungen von A leicht angeben. Fur x ESper A und J E A 
gilt 

J(x) ~ 0 

J(x) > 0 

es gibtM E FxmitJIM ~ 0, 

es gibt M E Fx mit JIM> 0, usw. 

Der Trager p = supp (x) von x liiJ3t sich so beschreiben: Die zu p gehorende Untervarietat 
W := VAIl' von V ist die kleinste abgeschlossene Untervarietat von V mit W(R) E Fx; 
also W(R) = nw' W'(R), Durchschnitt uber aIle abgeschlossenen Untervarietiiten W' 
von V mit W'(R) E Fx. 

Beispiel 5. Fur x, y ESper A gilt: 

x >-- Y (d.h. y E {x}) <=? Fx n 6(V(R)) ~ Fy <=? Fy n 6(V(R)) ~ Fx. 

1st M ~ V(R) semialgebraisch und x E £1, so ist genau dann x E iirmax, wenn es fiir 
jedes N E 6(M) mit N E Fx ein in M abgeschlossenes N' E Fx gibt mit N' ~ N. 

Beispiel 6. Sei A = R[x, yJ. Betrachte die Homomorphismen 

CPO: A --+ R 

CPl: A --+ R(x) 

CP2: A '--+ R( x, y) , 

J ...... J(O, 0) 

J ...... J(x ,O) 

J ...... J. 

Sei R(x, y) so angeordnet, daB x gegeniiber R und y gegeniiber R(x) jeweils unendlich 
klein und positiv sind; R( x) trage die induzierte Anordnung. Sei Cti ESper A der durch 
CPi (und diese Anordnungen) definierte Punkt, i = 0,1,2 (§3, Bemerkung 3). Es ist 
supp (Ct2) = (0) ~ supp (Ctl) = (y) ~ supp (Cto) = (x,y), und man iiberzeugt sich 
leicht, daB Ct2 >-- Ctl >-- Cto in Sper A gilt. Die zugehorigen Ultrafilter lassen sich wie 
folgt beschreiben. Fiir semialgebraisches M ~ R2 gilt 

Cto EM<=? Cto = (0,0) EM; 

Ctl EM<=? 30: > 0 mit JO,o:[ x {O} ~ M; 

Ct2 EM<=? 30: > 0, 3g E R[tJ mit g(t) > 0 fiir t E JO, c:[ , 
so daB ((a, b) E R2:0 < a < 0:, 0 < b < g(a)} ~ M. 

I 
I 
I 
I --- -.- -----

tv 
~o E M 

I 
I 
I 
I 

- - - -<jl---

tv 

~1 E M 

- - - ...... 0 -== 

tv 
~2 E M 
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(Die Verifikation bereitet nur bei 0:2 Miihe. Da 0:2 E (Sper A)min ist, gilt: 0:2 EM{=} es 
gibt fl, ... ,fn E A mit 0:2 E HA(fl, ... ,fn) und ni{x E R2: fi(X) > O} ~ M. Man muB 
sich nun iiberlegen, daB fiir jedes f E A mit f(0:2) > 0 die Menge {x E R2: f(x) > O} 
eine Menge der oben angegebenen Form enthiilt.) 

Man kann sich also 0:1 als den Keirn des positiven Astes der x-Achse im Ursprung 
vorstellen, und 0:2 als den Keirn des "oberen Ufers" der durch die positive x-Achse 
halbierten rechten Halbebene. Wir sehen daher, daB 0:0 = (0,0) eine Generalisierungskette 
der (maximal moglichen) Liinge 2 hat. Man kann leicht zeigen (§7, Beispiel 2), daB jeder 
Punkt x E Rn in Rn eine Generalisierungskette der Liinge n hat. (Allgemeiner gilt die 
analoge Aussage fiir glatte R-Varietaten.) 

Beispiel 7. Sei A nullteilerfrei und l( = Quot A. Die Anordnungen von l( kann 
man wie folgt in V(R) "sichtbar" machen. Wir nennen eine semialgebraische Teilmenge 
M ~ V(R) dunn, wenn M in SpecA nicht Zariski-dicht ist.1 Fiir x ESper A ist genau 
dann supp (x) = 0 (d.h. x ESper l( ~ Sper A), wenn Fx keine diinnen Mengen enthiilt. 
Man kann das auch so ausdriicken: Auf <5 (V(R)) wird durch 

M ~ N {=} M 6,. N := (M - N) U (N - M) ist diinn 

eine Aquivalenzrelation definiert, und die Quotientenmenge <5 (V( R)) / ~ triigt eine von 
<5 (V(R)) induzierte Verbandsstruktur. Dabei entsprechen die Ultrafilter von <5 (V(R)) / ~ 
genau den Ultrafiltern von <5 (V(R)), welche keine diinnen Mengen enthalten. Es gilt also 

Satz (G.W. Brumfiel). Es besteht eine kanonische Bijektion 

Sperl( -+ Ultra (<5(V(R))/ ~). o 

Anmerkung. Wir haben gezeigt, daB fiir jeden spektralen Raum X eine natiirliche 
Bijektion X -+ PrimK(X) existiert. Man kann also die Menge X aus dem Verb and 
K(X) wieder "erkennen". Tatsachlich geht die Beziehung viel weiter, denn da man aus 
K(X) auch wieder die Topologie von X erhalt, sind (der topologische Raum) X und 
(der distributive Verb and) K(X) im wesentlichen dasselbe. Diese Dualitat sei hier (ohne 
Beweis) kurz skizziert. 

1st L ein distributiver Verband (mit 0 und 1), so tragt die Menge PrimL eine natiirliche 
Topologie, bei der die Ux := {F E PrimL: x E F} (x E L) eine offene Basis bilden. Dieser 
topologische Raum heiBt der Stone-Raum St (L) von L. Er ist ein spektraler Raum, und 
List (via x 1-+ Ux ) kanonisch zu K(St (L)) isomorph. 1st umgekehrt X ein spektraler 

Raum, so ist X kanonisch zu St K(X) homoomorph (die Bijektion haben wir beschrieben). 
Es gilt (siehe etwa [Gr, p. 103], [Jo, p. 65 f.J) die 

Stone-Dualitat. Die Zuordnungen X 1-+ K(X) und L 1-+ St L liefern eine Dualitiit (= 
Anti-Aquivalenz) zwischen der J(ategorie der spektralen Riiume (und spektralen Abbildun
gen) und der J(ategorie der distributiven Verbiinde. 

1 Definiert man die Dimension einer semialgebraischen Teilmenge als Dimension ihres Zariski
Abschlusses in SpecA, so ist M genau dann diinn, wenn dimM < dimA = tr.deg.(K/R) = dimV 
ist. 
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§6. Der Raum der abgeschlossenen Punkte 

Erstmals begegnen wir nun Eigensehaften der reellen Spektren, welche fur allgemeine 
spektrale Raume ganz falseh sind. Sei A stets ein Ring. 

Satz 1. 1st X ein quasikompakter To-Raum und xmax der Teilraum seiner abgeschlosse
nen Punkte, so ist xmax quasikompakt, und fur alle x EXist {x} n xmax -I- 0. 

Beweis. Es genugt, {x} n xmax -I- 0 fur x E X zu zeigen, denn daraus folgt, daB X 
die einzige Umgebung von xmax in X ist. Sei also x E X und Y := {x}. Dann ist Y 
dureh y ::; y' ~ y »- y' geordnet. 1st Meine total geordnete Teilmenge von Y, so ist 
nyEM {y} -I- 0, da Y quasikompakt ist. N aeh Zorn enthalt Y ein maximales Element. 0 

Bemerkungen. 
l. 1st X spektral, so folgt die Aussage schon aus §5, Satz 2. Dureh Ubergang zum 
inversen spektralen Raum X' sieht man, daB X = U {x} ist (aber xmin ist i.a. nieht 
quasikompakt!). xEXmin 

2. Wegen §4, Korollar 6e) ist der Teilraum xmax eines spektralen Raums X genau dann 
prokonstruierbar, wenn er abgesehlossen ist. Das braueht aber in der Regel nieht der Fall 
zu sein. 1st etwa A eine affine R-Algebra mit Varietat V (R reell abgesehlossen) , so ist 
naeh §5 sagar schon V(R) dieht in SperA, erst reeht also (SperA)max. 
3. Sei R reell abgesehlossen und X = Sper R[ t]. Dann besteht xmax aus R U {-oo, +oo} 
und allen freien Dedekindsehnitten von R. 1st speziell R = IR, so ist x max = IR U {±oo} 
die natiirliehe Kompaktifizierung (mit zwei Enden) von IR! 

Wie schon angekiindigt, kommen wir jetzt an eine Stelle, wo die reellen Spektren von 
Ringen speziellere Eigensehaften als allgemeine spektrale Raume aufweisen. So einfach 
das nachste Lemma ist, so weit reichen seine Konsequenzen! 

Lemma. Seien P und Q Ordnungen von A. Dann sind iiquivalent: 
(i) P r;. Q und Q r;. P (d.h. bezuglich Spezialisierung sind P und Q unvergleichbar); 

(ii) es gibt f E A mit P E HA(J) und Q E HA( - J); 
(iii) es gibt ofJene U, V ~ Sper A mit Un V = 0 und P E U, Q E V. 

Beweis. (i) =} (ii). Wahle a E P-Q und b E Q-P. Dann leistet f := a-b das Verlangte: 
Ware namlieh - f E P, so auch b = a - f E Pi ware f E Q, so auch a = b + f E Qi 
beides ein Widerspruch. ~ (ii) =} (iii) =} (i) ist trivial. 0 

Theorem 2. Sei X ein prokonstruierbarer Teilraum von Sper A. Dann ist x max 

Hausdorff, also kompakt. 

Beweis. Unmittelbar aus dem Lemma und Satz l. 0 

Bemerkungen. 
4. Die Aussage von Theorem 2 ist fur das Zariski-Spektrum i.a. vollig falsch: 1st A eine 
affine C-Algebra mit Varietat V = V(C), so tragt (SpecA)ma" = V(C) die (induzierte) 
Zariski-Topologie, welche hochgradig nieht-Hausdorff ist, falls nur dim A > 0 ist. 
5. Sei R reell abgesehlossen und A eine affine R-Algebra mit Varietat V = VA. Da 
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V(R) in (Sper A)max dicht liegt, ist (Sper A)max eine naturliche Kompaktifizierung von 
V(R). 1st XI, ... ,Xn ein Erzeugendensystem von A und a E (SperA)max, so ist, wie wir 
noch einsehen werden, genau dann k(a) archimedisch uber R, wenn es ein C E R mit 
xI(a)Z + ... + Xn(a)Z < c gibt. (Die Bedingung ist offenbar aquivalent zur Archimedizitat 
von A/supp (a) uber Rj in §7 werden wir sehen, daB k(a) uber A/supp (a) archimedisch 
ist fur aIle a E (SperA)max.) Die a E (SperA)max mit k(a)/R archimedisch nennen 
wir die endlichen Punkte, aIle ubrigen a E (Sper A)max die unendlich fernen Punkte 
von (Sper A)max. Die Menge der endlichen Punkte bildet also einen offenen dichten 
Teilraum von (SperA)max (sie ist gleich (SperA)max n UCERHA(C - xi - ... - x~)). 
Das ist besonders im Fall R = IR interessant, da hier die Menge der endlichen Punkte 
gerade V(IR) ist (II, §1). Wir sehen also, daB V(IR) als offener dichter Teilraum in seiner 
Kompaktifizierung (Sper A)max enthalten ist. Diese Tatsache ist von G.W. Brumfiel fur 
eine Interpretation der Thurstonschen Kompaktifizierung von Teichmuller-Riiumen mit 
Hilfe des reellen Spektrums benutzt worden [Bru4]. 

Eine weitere, mindestens eben so fundamentale Konsequenz ist 

Theorem 3. Fur jedes x ESper A bildet {x} bezuglich Spezialisierung eine J(ette, d.h. 
fur y, z ESper A gilt: 

x ~ y und x ~ z => y ~ z oder z ~ y. 

Korollar. Sei X ~ Sper A prokonstruierbar. Fur alle x E X enthiilt {x} n xmax genau 
ein Element. 0 

Beweis des Theorems. Fur jede Umgebung U von y und V von z ist x E Un V. Nun das 
Lemma. 0 

Bemerkungen. 
6. Fur jedes x ESper A kann man sich {x} als "Speer" vorstellen, mit der abgeschlossenen 
Spezialisierung von x als Spitze. Die Bezeichnung Sper fur das reelle Spektrum spielt 
darauf an, ebenso auf den franzosischen Terminus "spectre reel" . 
7. Auch Theorem 3 ist fur Zariski-Spektren i.a. ganz falsch. Man sieht insbesondere, 
daB nur ganz spezielle spektrale Raume zu reellen Spektren homoomorph sein konnen 
(im Gegensatz zu Zariski-Spektren). Ob etwa die Eigenschaft aus Theorem 3 die reellen 
Spektren unter den spektralen Raumen charakterisiert, scheint nicht bekannt zu sein. 
8. In §5 wurde erwahnt, und in §7 wird gezeigt, daB es zu jedem Punkt Xo E Rn 
einen Speer Xn ~ Xn-l ~ ... ~ Xl ~ Xo (Xi =I Xi-I, i = 1, ... ,n) der Lange n in 
Rn = Sper R[tI, ... ,tn] gibt, der in Xo endet. Geht man umgekehrt von einem beliebigen 
Punkt a ESper R[tl, ... , t n ] mit supp (a) = (0) aus, so folgt aus Satzen der kommutativen 
Algebra und aus Theorem 3 leicht, daB a hochstens n verschiedene Spezialisierungen hat. 
(Man betrachte die Tragerideale der Spezialisierungen: Sie bilden eine Kette.) In der Tat 
kann aber der Speer {a} kurzer sein, und zwar aus zwei Grunden: Erstens braucht die 
abgeschlossene Spezialisierung von a nicht in Rn zu liegen (z.B. a = ±oo in R). Und 
zweitens kann der Speer "Lucken" haben. Dies sei an folgendem Beispiel im IR2 erlautert. 
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Sei P:= {f E IR[x,yJ::3 c > 0 mit f(t,e t -1) :::: 0 fiir 0 < t < c}. Dann ist Peine 
Ordnung von IR[x, yJ mit supp (P) = P n (-P) = (0), und es ist klar, daB (0,0) E IR2 die 
abgeschlossene Spezialisierung von P in Sper IR[x, y] ist. Man kann sich nun iiberlegen, 
daB IR( x, y) nur einen nicht-trivialen konvexen Teilring (beziiglich der durch P induzierten 
Anordnung) besitzt, namlich die konvexe Hiille o(IR(x,y)/IR) von IR. Dies impliziert 
(wie in §7 gezeigt wird), daB P tatsachlich nur eine echte Spezialisierung hat. Heuristisch 
gesehen ist das ziemlich klar, denn hatte Peine eindimensionale Spezialisierung, so konnte 
deren Trager nur die Kurve y + 1 = eX sein - aber diese ist nicht algebraisch. 

Satz 4 ("Normalitat" von Sper A). Sind Y, Z abgeschlossene disjunkte Teilmengen von 
Sper A, so gibt es ofJene quasikompakte Umgebungen U von Y und V von Z mit unv = 0. 

Beweis. 1st X <:;; Sper A abgeschlossen und y ESper A mit {y} n X = 0, so hat jedes 
x E X eine offene quasikompakte Umgebung Ux mit {y} n Ux = 0. Da X quasikompakt 
ist, wird X von endlich vielen Ux iiberdeckt, es gibt also U <:;; Sper A, offen quasikompakt, 
mit X <:;; U und {y} n U = 0. Seien nun {U;:i E I} bzw. {Vj:j E J} die Systeme 
der offenen quasikompakten Umgebungen von Y bzw. Z. Nach dem eben Gesagten ist 
n Uj = {x ESper A: {x} n Y -=I- 0}, analog fiir die Vj. Folglich ist 

I 

nUi n n Vj = 0, 
iEI JEJ 

denn fiir x in dem Durchschnitt, mit abgeschlossener Spezialisierung X, ware x E Y n Z. 
Nach §4 (Korollar 2) gibt es endliche ]' <:;; ], J' <:;; J, so daB fiir U := n Ui und 
V:= n Vj schon Un V = 0 ist. iEI' 0 

jEJ' 

Bemerkung 9. Der Beweis zeigt, daB ein spektraler Raum X die Normalitatseigenschaft 
aus Satz 4 hat, wenn nur I {x} n xmax I = 1 fiir alle x E X erfiillt ist. Hiervon gilt auch 
die Umkehrung [Ce]o Ebenso bleiben die Satze 5 und 6 fiir diese sogenannten normalen 
spektralen Riiume richtig. Man beachte aber, daB die (fiir Sper A stets erfiillte) Eigenschaft 
aus Theorem 3 noch spezieller ist. 

Definition. Sei X <:;; Sper A prokonstruierbar. Mit p = PX: X --+ xmax wird die durch 
p(x) E {x} n xmax (x E X) eindeutig bestimmte Abbildung bezeichnet. Es ist p2 = p, 
wir bezeichnen pals die kanonische Retraktion von X auf xmax. 

Satz 5. Sei X <:;; Sper A prokonstruierbar. Die kanonische Retraktion p: X --+ xmax ist 
eine stetige und abgeschlossene Abbildung. 

Beweis. Fiir abgeschlossenes Y <:;; X ist p(Y) = Y n xmax abgeschlossen in xmax. Zur 
Stetigkeit: Sei Y' <:;; x max abgeschlossen in x max , etwa Y' = YnXmax fiir abgeschlossenes 
Y <:;; X. Dann ist 

P -1 (Y') = {x EX: { x } n Y -=I- 0} = n Ui , 
iEI 

Durchschnitt iiber alle quasikompakten offenen Umgebungen von Y (siehe Beweis von 
Satz 4). Insbesondere ist p-1 (Y') prokonstruierbar, und somit abgeschlossen, da p-1 (Y') 
unter Spezialisierung stabil ist. 0 
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Satz 6. Sei X ~ Sper A prokonstruierbar. Dann ist Y I-t p(Y) eine Bijektion von der 
Menge der Zusammenhangskomponenten Y von X auf die Menge der Zusammenhangs
komponenten Y' von xmax. Die Inverse ist Y' I-t p-l(y,). 

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB jedes abgeschlossene Y ~ X, fiir das p(Y) zusam
menhiingend ist, selbst zusammenhiingend ist. Sei Y = Yi U Y2 mit Y1 , 12 abgeschlossen, 
Yi n 12 = 0. Dann ist auch p(Yi) n p(Y2) = 0, und p(YI), p(Y2) sind abgeschlossen in 
xmax (Satz 5). Daraus die Behauptung. 0 

Man erkennt also, daB die Riiume X max (X ~ Sper A prokonstruierbar) nicht nur wegen 
ihrer Kompaktheit topologisch angenehm sind, sondern auch, weil sie noch einige Informa
tionen iiber den Raum X enthalten. So kann man z.B. p dazu benutzen, die Kohomologie 
von X auf jene von xmax zuriickzufiihren; beide haben isomorphe Kohomologie [CC]. In 
der geometrischen Situation scheint es wichtig zu sein, Mmax als natiirliche Kompaktifi
zierung von 111 ~ V(R) zu betrachten. Trotz all dem diirfte jedoch Sper A das zentrale 
Objekt und (Sper A)max eher ein niitzlicher Hilfsraum sein. 
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§7. Spezialisierungen und konvexe Ideale 

A sei stets ein beliebiger Ring. 

J(apitel III 

Sei P ~ A eine Ordnung von A und p := supp (P). Wir bezeichnen mit 7r: A -+ Alp 
den natiirlichen Homomorphismus und mit P ~ K(P) die durch P induzierte Anordnung 
von K(P). Will man die beziiglich P konvexen Ideale von Alp studieren, gelangt man zu 
folgender 

Definition 1. Ein Ideal a von A heiilt P-konvex, wenn fur alle f, 9 E P gilt: 

f + 9 E a '* f, 9 E a. 

Lemma 1. Durch a f--+ 7r(a) ist eine Bijektion von der Menge der P-konvexen Ideale von 
A auf die Menge der (in Alp) bezuglich P konvexen Ideale von Alp gegeben. Die Inverse 
ist n f--+ 7r-l(n). 

Beweis. Alp sei mit der durch P induzierten totalen Anordnung versehen. Da f E P 
und - f E P fur jedes f E P gilt, ist p in jedem P-konvexen Ideal enthalten, weshalb die 
beiden Zuordnungen invers zueinander sind. 1st a ~ A ein P-konvexes Ideal, so ist 7r( a) in 
Alp konvex, denn sind a E a, f E A mit 0 :::; 7r(f) :::; 7r(a), so f E P und a - f E P, also 
f E a nach Voraussetzung. 1st umgekehrt n ~ Alp ein konvexes Ideal und sind f, 9 E P 
mit f + 9 E a := 7r-1(n), so ist 0 :::; 7r(f) :::; 7r(f + g) E n, also auch 7r(f) E n. 0 

Korollar 1. 
a) Die P-konvexen Ideale bilden eine J(ette, und p = supp (P) ist das kleinste unter 

ihnen. 
b) Fur jedes P-konvexe Ideal a von A ist P + a = P U a. 

Beweis. a) II, §1, Bemerkung 4. - b) Seien pEP und a E a. 1st p + a tf. P, so ist 
-(p + a) E P, und aus -a = p - (p + a) E a folgt p + a E a. 0 

Theorem 2. Sei P ESper A eine Ordnung von A und p = supp (P). Dann stehen 
folgende Mengen zueinander in kanonischer Bijektion: 
(1) {P} (die Menge der Spezialisierungen Q von P in Sper A); 
(2) die Menge der P-konvexen Primideale q von A; 
(3) die Menge der bezuglich P konvexen Primideale q von Alp. 
Die Bijektion (1) -+ (2) ist durch Q f--+ supp (Q) gegeben, die Umkehrabbildung durch 
q f--+ P + q = P U q. Die Bijektion zwischen (2) und (3) ist durch q f--+ 7r( q) bzw. 
q f--+ 7r-l(q) gegeben. 

Beweis. Die Bijektion zwischen (2) und (3) wurde im Lemma gezeigt. Sei Q "2 P 
eine Ordnung von A und q := Q n (-Q). Seien f,g E P mit f + 9 E q. Wegen 
- f = 9 - (f + g) E Q folgt daraus f E q. Also ist q P-konvex, und es ist auch wieder 
Q = P U q (~: ist f E Q - q, so ist -f tf. Q, also - f tf. P, also f E P). Umgekehrt sei q 
ein P-konvexes Primideal. Dann ist Q := P + q = P U q eine Ordnung von A mit Trager 
q; denn Q n (-Q) = (P n -P) U (P n q) U (q n -P) U q = q ist ein Primideal. D. 

Wir sehen erneut, dail {P} stets eine Kette bildet. 
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Beispiel 1. Sei A: K -+ L U 00 eine surjektive Stelle mit Bewertungsring B = o~. 

Identifizieren wir Sper K bzw. Sper L mit denjenigen Punkten von Sper B, welche Trager 
(0) bzw. mB haben, so gilt fiir x ESper K: Genau dann ist A mit x vertraglich, wenn x 
eine Spezialisierung Y mit Trager mB hat; ist dies der Fall, so ist y die von x auf L ~ B/mB 
induzierte Anordnung im Sinne von II, §2. Den Satz von Baer - Krull (II, §7) konnen wir 
daher so formulieren: 1st r die Wertegruppe von A und y ESper B mit supp(y) = mB, so 
operiert (r /2r) ~ transitiv und frei auf der (nicht-Ieeren) Menge der Generalisierungen von 
y mit Trager (0). 1st also etwa r ~ Zi:,x und sind (0) = Po c ... C Pn = mB die Primideale 
von B, so besitzt jedes y ESper B mit supp(y) = mB genau 2n - i Generalisierungen mit 
Trager Pi (i=O, ... ,n). 

Definition 2. 1st B ein Bewertungsring und A ein Teilring von B, so wird das Primideal 
An mB von A als das Zentrum von B auf A bezeichnet. Analog nennt man fiir eine 
Stelle A: K -+ L U 00 und einen Teilring A von K, auf dem A endlich ist, den Kern des 
Homomorphismus AlA: A -+ L das Zentrum von A auf A. 

Beispiel 2. Sei A: K -+ L U 00 eine Stelle und A ein Teilring von K, auf dem A endlich 

ist und das Zentrum P hat. Induziert durch die Homomorphismen A ~ o~~L hat man 
Abbildungen Sper L -+ Sper o~ -+ Sper A; dicsc Komposition sei mit A* bezeichnet. Dann 
folgt aus Beispiel 1: Fiir jedes z ESper L hat das Element A*(Z) ESper A (mit Trager p) 
eine Generalisierung mit Trager (0) in Sper A. 

Sei allgemeiner A = An 0 ... 0 AI: K -+ L U 00 eine Komposition von Stellen, die auf 
A ~ K endlich ist und Zentrum P hat, und sei Pi das Zentrum von Ai 0 ... 0 Al auf A 
(i = O, ... ,n). Dann ist (0) = Po ~ PI ~ ... ~ Pn = p, und fiir jedes Z E SperL hat 
A*(Z) eine Generalisierungskette mit den Pi als Tragern, d.h. es gibt Yo, . .. , Yn ESper A 
mit SUPP(Yi) = Pi, so daB yo ~ Yl ~ .. , ~ Yn = A*(Z) gilt. 

Dies zeigt beispielsweise, daB fiir einen reell abgeschlossenen Korper R jeder Punkt 
a E R n in Sper R[tl,' .. ,tn] Generalisierungsketten der Lange n hat: In II, §10 wurde 
namlich eine Stelle A = An 0 ... 0 AI: R(tl,"" tn) -+ R U 00 iiber R konstruiert, fiir die 
Ai 0'" 0 Al auf R[tl, ... , t n] das Zentrum (tn - an, ... , t n-i+l - an-i+l) hat (i = 0, ... , n). 

Definition 3. Ein Bewertungsring B heiBt reell abgeschlossen, wenn Quot B ein reell 
abgeschlossener Korper und B residuell reell ist (zur zweiten Bedingung aquivalent ist: B 
ist konvex in Quot B - II, §5). 

Satz 3. 1st B ein reell abgeschlossener Bewertungsring, so ist supp: Sper B -+ Spec B 
ein Homoomorphismus, und fur alle P E Spec B ist K(P) r:eell abgeschlossen (fur alle 
a ESper B ist also k(a) = K(SUpp a)). 

Beweis. Sei P E SpecB. Mit B ist auch Bp in R:= QuotB konvex, und folglich K(P) = 
Bp/pBp = K(Bp) reell abgeschlossen (II, §5, Theorem 1). Daraus die Bijektivitat von 
supp. Wir zeigen, daB supp auch offen ist. Sei fEB. 1st f < 0 (in R), so ist HB(f) = 0. 
Andernfalls gibt es 9 E B mit f = g2, und es folgt HB(f) = {a ESper B: f(a) i= O}, also 
suPpHB(f) = DB(f). 0 
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Sei jetzt Rein reell abgeschlossener Karper und A ~ Rein Teilring. Mit M C bezeichnen 
wir die konvexe Rulle einer Teilmenge M ~ R in R; speziell sei B := AC die konvexe Rulle 
von A. Sei Po := {a E A: a?: O} ESper A; die Po-konvexen Ideale von A sind einfach die 
in A (bezuglich der von R induzierten Totalordnung) konvexen Ideale. 

Fur jedes Ideal 0 ~ A ist oC ein Ideal von B, und genau dann ist 0 Po-konvex, wenn 
o = A n OC ist. Es ist also b ~ An b eine Surjektion 

{Ideale von B} --+> {Po-konvexe Ideale von A} . 

1st P ~ A ein Po-konvexes Primideal, so braucht pc nicht prim zu sein. Trotzdem gilt 
aber 

Lemma 2. Die Abbildung 

Spec B -+ {Po -kon vexe Primideale von A}, q ~ A n q 

ist surjektiv. 

Beweis. 1st p ein Po-konvexes Primideal von A, so ist JPC ein Primideal von B (II, §4, 
Satz 3e), und es ist An JPC = vIP = p. 0 

Korollar 2. 1st C ein konvexer Oberring von A in R, so ist A n me ein Po-konvexes 
Primideal von A, und die Abbildung Spec C -+ Spec A hat als Bild genau die Po -konvexen 
Primideale p von A mit p ~ A n me. 

Beweis. Klar, wegen C = Brne (II, §2). o 

Wegen Theorem 2 und Satz 3 kann man diese Tatsachen auch anders formulieren (A sei 
jetzt ein beliebiger Ring): 

Satz 4. Sei cp: A -+ Rein Homomorphismus in einen reel! abgeschlossenen Korper, sei B 
die konvexe Hiille von cp(A) in R und cpo: A -+ B der induzierte Homomorphismus. Dann 
besteht das Bild von Sper cpo genau aus den Spezialisierungen von a<p in Sper A. Hierbei 
ist a<p das durch cp dejinierte Element in Sper A (siehe §3, Bemerkung 3). 

Beweis. Fur den generischen Punkt 130 von Sper B ist a<p = (Sper cpo)(f3o), woraus 
Bild(Spercpo) ~ {a<p} folgt. Sei P = cp-l [O,oo[R die zu a<p geharende Ordnung von A. 
Nach Lemma 2 und Satz 3 gibt es zu jedem P-konvexen Primideal q von A ein 13 ESper B 
mit supp ((Spercpo)(f3)) = q. Wegen Theorem 2 folgt die Behauptung. 0 

Satz 5. Sei cp: A -+ B ein Homomorphismus in einen reel! abgeschlossenen Bewer
tungsring B, seien 130,131 generischer und abgeschlossener Punkt von Sper B, und sei 
aj = (Spercp)(f3i) (i = 0,1). Dann ist das Bild unter Spercp genau das ,Jntervall" 
{a ESper A: ao >- a >- ad. 

Beweis. Das folgt mit Korollar 2 wie bei Satz 4. o 
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Seien A, B beliebige Ringe. 1st cp: A ~ B ein ganzer Homomorphismus (d.h. ist B iiber 
cp(A) ganz), so ist wohlbekannt, daB Speccp eine abgeschlossene Abbildung ist. (Dies 
ist eine Umformulierung des sogenannten "Going-Up" Theorems von Cohen-Seidenberg, 
welches aus II, §3, Theorem 2 sofort folgt, vgl. [BAC, ch. V, §2, no. 1] oder [Ku, p. 49].) 
Als Anwendung des Bisherigen zeigen wir, daB dasselbe auch fur Sper cp gilt: 

Satz 6. 1st cp: A ~ B ein ganzer Ringhomomorphismus, so ist Sper cp eine abgeschlossene 
Abbildung. 

Beweis. Sei cp* := Spercp. 1st Y ~ Sper B abgeschlossen, so ist cp*(Y) prokonstruierbar, 
es reicht also, die Stabilitat unter Spezialisierung zu zeigen. Sei daher (3 ESper B 
und 0: = cp*«(3), zu zeigen ist cp*{(3} = {o:}. Sei r(3:B ~ k(f3), b f-+ b«(3), der zu (3 
gehorende Auswertungshomomorphismus, sowie G die konvexe Hulle von r(3cp(A) in k«(3). 
Da B iiber A, also auch r(3(B) iiber r(3cp(A), ganz ist, ist auch r(3(B) ~ G. Definiere 
1/;: A ~ G, r: B ~ G durch das kommutative Diagramm 

A~B 

'" t / T t Tfj 

G --+k«(3) 

Nach Satz 4 ist r*(SperG) = {(3} und 1/;* (Sper G) = {o:}, woraus cp*{(3} = {o:} folgt. 0 

Wir wollen die Aussage von Lemma 2 bzw. Satz 4 noch etwas prazisieren. Man kann 
Lemma 2 auch so formulieren, daB zu jedem Po-konvexen Primideal p von A ein konvexer 
Oberring G von A mit Zentrum p auf A existiert. Genauer: 

Satz 7. Sei Rein reell abgeschlossener J(orper, A ~ Rein Teilring und P = An [0, oo[R' 
1st P ~ A ein P-konvexes Primideal, so ist G := (Ap)C der kleinste und G" mit c := #, 
der grojJte konvexe Oberring von A in R mit Zentrum p auf A. 

Beweis. Sei B ~ Rein konvexer Oberring von A mit Zentrum p auf A. Dann ist Ap ~ B, 
also auch G = (Ap)C ~ B, und B = Gq fiir ein Primideal q von G. Wegen p ~ mB = q 
muB auch pc ~ q und c = # ~ q, d.h. B ~ G, sein (c ist ein Primideal in G, vgl. 
Lemma 2). 0 

Korollar 3. Sei A ein beliebiger Ring. Zu 0:, (3 ESper A mit 0: ~ (3 gibt es einen 
Homomorphismus cp: A ~ B in einen reell abgeschlossenen Bewertungsring B, so dajJ 
Sper cp als Bild genau das ,,Intervall" {, ESper A: 0: ~ , ~ (3} hat. 

Beweis. Sei q := supp (3 sowie A' := r,,(A) und q' := r,,( q). Es geniigt, fur B die konvexe 
Hiille von A~I in k(o:) zu nehmen (und cp induziert durch r,,: A ~ k(o:)). 0 

Korollar 4. ("Konvexitat" von Sper cp) Sei cp: A' ~ A ein Homomorphismus zwischen 
beliebigen Ringen, und seien 0:, (3 ESper A mit 0: ~ (3. Dann ist das Bild des Intervalls 
{, ESper A: 0: ~ , ~ (3} in Sper A' wieder ein lntervall, d.h. zu " ESper A' mit 
(Spercp)(o:) ~ " ~ (Spercp)«(3) gibt es ein Urbild, von " mit 0: ~,~ (3. 
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Beweis. Direkte Folgerung aus Korollar 3 und Satz 5. o 

Korollar 5. Sei a ESper A. Genau dann ist a abgeschlossen in Sper A, wenn k( a) iiber 
r",(A) archimedisch ist. 

Beweis. Wir konnen 0.E. suppa = (0), also R := k(a) als reellen AbschluB von /( := 
Quot A voraussetzen. Da R tiber /( archimedisch ist (I, §7, Satz 1), ist C = R fiir p = (0) 
in Satz 7, d.h. jeder von R verschiedene konvexe Oberring B von A induziert eine echte 
Spezialisierung von a. Genau dann also ist {a} = {a}, wenn es keinen solehen gibt. 0 

Da konvexe Bewertungsringe eines reell abgeschlossenen Korpers R und reelle Stellen 
R ---t S U 00 im wesentlichen dasselbe sind, lassen sich die vorangegangenen Aussagen 
auch in der Sprache der Stellen formulieren. Wir geben ein Beispiel. 

Sind R, S reel 1 abgeschlossene Korper, ist rp: A ---t Rein Homomorphismus und A: R ---t 

S U 00 eine Stelle, die auf rp(A) endlich ist, so ist das Element a.xo<p eine Spezialisierung 
von alP in Sper A, und zu jeder Spezialisicrung von alP gibt es soleh ein A. Genauer: 

Definition 4. Ein Homomorphismus rp: A ---t R in einen reell abgeschlossenen Korper 
heiBe straff, wenn R iiber Quot rp(A) archimedisch ist. 

Satz 8. Sei rp: A ---t Rein Homomorphismus in einen reel! abgeschlossenen /(orper. 
Zu jeder Spezialisierung j3 von alP gibt es eine surjektive, auf rp(A) endliche Stelle A = 
Af3: R ---t S U 00 in einen reel! abgeschlossenen /(orper S, so dafJ A 0 rp straff und a.xo<p = j3 
ist. 1st I eine weitere Spezialisierung von a<p, so gilt: j3 >- I ~ A/, faktorisiert durch 
Af3: 

SU 00 

.x~ \. 
TUoo 

Beweis. Das ist nur eine Umformulierung der schon erzielten Ergebnisse. o 
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§8. Das reelle Spektrum und der reduzierte Wittring eines Korpers 

1m vorigen Abschnitt haben wir die Spezialisierungsketten - die "Speere" - im reellen 
Spektrum eines Rings niiher untersucht. Zu diesen liegen, anschaulich gesprochen, die 
Fasern der Triigerabbildung supp: Sper A -T Spec A transversal, da jeder Speer mit solch 
einer Faser hochstens einen Punkt gemeinsam hat. Diese Fasern sind gerade die reellen 
Spektren der Restklassenkorper von A (§3, Korollar 4). Urn den spektralen Raum Sper A 
besser zu verstehen, liegt es daher nahe, allgemein das reelle Spcktrum von Korpern 
eingehender zu studieren. Damit solI in dies em Abschnitt begonnen werden. 

Sei im folgenden F stets ein Korper, den wir 0.E. als formal reell voraussetzen. Der 
Kurze halber schreiben wir XF statt Sper F. Der spektrale Raum XF ist Hausdorffsch, 
also kompakt und total unzusammenhiingend, seine (Harrison-) Topologie stimmt mit 
der konstruierbaren Topologie uberein, und die konstruierbaren Teilmengen von XF 
sind genau die offen-abgeschlossenen Teilmengen (vgl. §3, Bemerkung 4, und §4). Sind 
al, ... , an Elemente von F*, so schreiben wir einfach HF(al, ... , an) oder H(al, ... , an) 
fur HF( aI, ... ,an) = HF( aI, ... ,an). 

Als topologischer Raum ist also XF = Sper F ziemlich uninteressant. Durch die Ele
mente des Korpers bzw. die durch sie gegebenen Vorzeichenverteilungen auf XF steht 
jedoch eine stiirkere Struktur zur Verfugung. Urn diese nutzbar zu machen, kehren wir 
zu quadratischen Formen zuruck. Es hat sich gezeigt, daB die Theorie der quadratischcn 
Formen ein iiuBerst wichtiges Werkzeug fur reelle Algebra und Geometrie darstellt. Dabei 
muB man auch quadratische Formen iiber allgemeineren (kommutativen) Ringen studie
ren, was allerdings dem zweiten Band [HRA] vorbehalten bleiben solI. Hier werden wir nur 
einige element are Gesichtspunkte im Wechselspiel von quadratischen Formen und reellem 
Spektrum eines Korpers behandeln. 

Es sei daran erinnert, daB jede Anordnung P von F einen Ringhomomorphismus 
signp: W(F) -T Z definiert, die Signatur beziiglich P (I, §2). 

Definition 1. Fiir <p E W(F) heiBt die Abbildung 

sign <p: XF -T Z, P f--t signp(<p) 

die totaZe Signatur von <po 

Bezeichnen wir den Ring der stetigen (= lokal konstanten) Abbildungen von XF nach 
Z mit C(XF, Z), so gilt 

Satz 1. Fur jedes <p E W(F) ist die totaZe Signatur von <p eine stetige Abbildung von XF 
nach Z. Die so definierte AbbiZdung 

sign: W(F) -T C(XF' Z), <p f--t sign<p 

(die totaZe Signatur von F) ist ein Ringhomomorphismus und hat aZs [(ern genau das 
Nilradikal von W(F). 
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Beweis. Da die signp homomorph sind, ist <p f-t sign<p ein Homomorphismus von W(F) 
in den Ring aller Abbildungen X F --+ Z. Fiir <p = (a) (a E F*) ist die Stetigkeit von 
sign <p offensichtlich, somit ist sign <p stetig fiir alle <p E W(F). Der Kern von sign ist der 
Durchschnitt der Kerne aller signp, und diese sind genau die minimalen Primideale von 
W(P) (I, §4), woraus die Behauptung folgt. 0 

Definition 2. Man nennt 

W(P) := W(P)red = W(P)j Nil W(P) 

den reduzierien Wittring von F. Mit J(F) = I(P)j Nil W(P) wird das Bild des Funda
mentalideals I(P) in W(P) bezeichnet. 

Fiir <p E W(P) bezeichnen wir das Bild von <p in W(P) mit cp. Nach Satz 1 kann man 
W(P) kanonisch mit einem Teilring von C(XF' Z) identifizieren, was wir auch meist tun 
werden; unter dieser 1dentifikation wird also cp = sign <po 

Fiir die zweidimensionale Form <p = (1, a) (a E P*) etwa ist cp = 2· XH(a) (wir be
zeichnen mit Xy die charakteristische Funktion einer Teilmenge Y <;;;; XF). Da I(P) als 
additive Gruppe von den Formen (1, a) erzeugt wird (es ist (1, a) ..L (-1, b) ~ (a, b) !), wird 
J(P) in C(XF, Z) als additive Gruppe von den Funktionen 2· XH(a) mit a E F* erzeugt. 
Man beachte W(P) = Z + J(P), und somit W(P) <;;;; Z + 2· C(XF, Z). 

Definition 3. Eine quadratische Form der Gestalt (1, al) ® ... ® (1, an) (mit ai E P*) 
heiBt eine n-fache Pfisterform iiber F. 

Fiir <p = (1, al) ® ... ® (1, an) ist offensichtlich cp = 2n . XH(a" ... ,an ). Da I(P) von den 
1-fachen Pfisterformen additiv erzeugt wird, wird die n-te Potenz In(F) := I(F)n von den 
n-fachen Pfisterformen additiv erzeugt, und somit In(p) := J(F)n von den Funktionen 
2n . XH(al, ... ,an ), mit al, ... , an E P*. 

Lemma 1. Sei Y eine konstruierbare Teilmenge von XF. Dann gibt es eine endliche 
Folge aI, ... ,an von Elementen in P*, so dafJ Y (disjunkte) Vereinigung von 111engen der 
Form H(Elal,'" ,Enan) mit Ej E {±1} ist. 

Beweis. Es gibt endlicheTeilmengen SI, ... ,Sr vonP*, so daB Y = H(SI)U·· ·UH(Sr) ist. 
Sei {al,' .. ,an} := SI U· . ·uSr . Da die Elemente der Si auf jeder Menge H(Elal,' .. ,Enan) 
konstantes Vorzeichen haben, ist jedes H(Sj) (und damit auch Y) Vereinigung von solchen 
~1engen. 0 

Satz 2. Die abelsche Gruppe C(XF, Z)jW(P), also der Kokern der totalen Signatur von 
P, ist eine 2-primiire Torsionsgruppe. 

Beweis. Jedes Element aus C(XF, Z) hat eine Darstellung der Form mlXYi + ... + mrXYr 

mit r 2 1, mj E Z und Y; <;;;; XF konstruierbar. Nach Lemma 1 wird also C(XF, Z) als 
additive Gruppe von den f = XH(a" ... ,an ) mit n 2 1, ai E P* erzeugt. Fiir solches fist 
2n f E W(P), woraus die Behauptung folgt. 0 
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Definition 4. Die kleinste Zahl s ~ 0 mit 28 • C(XF, Z) ~ W(P) (bzw. s = 00, falls es 
keine solche gibt) wird Stabilitatsindex von P genannt und mit step) bezeichnet. 

Der Stabilitatsindex hat sich als eine in reeller Algebra und Geometrie sehr bedeutsame 
Invariante eines formal reellen Kerpers erwiesen. In vielen wichtigen Fallen ist step) 
endlich, und haufig auch gut berechenbar. 

Wegen W(P) ~ Z + 2· C(XF, Z) ist step) = 0 offenbar gleichwertig dazu, daB P nur 
(genau) eine Anordnung besitzt. Wir charakterisieren nun die Kerper mit step) ~ 1. 

Lemma 2. 1st Y ~ XF konstruierbar, und ist 2 . Xy E W(P), so gibt es ein a E P* mit 
Y = H(a). 

Beweis. Sei cp = (al," . ,azn ) eine Form mit cp = 2 . Xy (notwendigerweise hat cp gerade 
Dimension). Dann hat a := al'" aZn auf Y das Vorzeichen (_1?-1 und auf XF - Y das 
Vorzeichen (_I)n. Somit ist Y = H(a) oder Y = H( -a). 0 

Definition 5. Der formal reelle Kerper P heiBt SAP-J(orper (SAP = strong approxima
tion propertyl), wenn zu je zwei disjunkten abgeschlossenen Teilmengen Y und Y' von 
XF ein a E P* mit alY > 0 und alY' < 0 existiert. 

Satz 3. Fiir einen formal reellen J(orper P sind aquivalent: 
(i) step) ~ 1; 

(ii) jede konstruierbare Teilmenge von XF hat die Gestalt H(a), a E P*; 
(iii) W(P) = Z + 2· C(X, Z); 
(iv) P ist ein SAP-J(orper. 

Beweis. (i):::} (ii) 1st Y ~ XF konstruierbar, so ist 2 . Xy E W(P) wegen (i), also 
Y = H(a) fur ein a E P* nach Lemma 2. - (ii) :::} (iii) Fur jedes konstruierbare Y ~ XF 
ist 2· Xy E W(P), folglich 2 . C(XF' Z) ~ W(P). - (iii) :::} (i) ist trivial. - (ii) {:} (iv) 
Sind Y, Y' ~ XF abgeschlossen und disjunkt, so gibt es eine konstruierbare Umgebung Z 
von Y mit Z n Y' = 0. Jedes a E P* mit Z = H(a) trennt Y und Y'. Umgekehrt folgt 
(ii) fur konstruierbares Y ~ XF, indem man die SAP-Eigenschaft auf die Mengen Y und 
Y' := XF - Y anwendet. 0 

Um ein besseres Gefuhl fur den Stabilitatsindex zu vermitteln, seien hier zwei Siitze 
angefuhrt, die wir erst im zweiten Band beweisen werden: 

Theorem I (Spezialfall von [Bre], Satz 4.8). Sei Rein reel! abgeschlossener J(orper, und 
sei J( ein reeller n-dimensionaler Funktionenkorper iiber R. Dann ist st(I<) = n. 

Theorem II (Spezialfall von [BeKe], Satz 15). Sei F formal reel! und n E IN mit 
n ~ step). Zu jeder (n+l)-fachen Pfisterform cp iiber P gibt es eine (n-fache) Pfisterform 
t/J iiber P mit cp = 21[;. 

lWir vermeiden hier den Gebrauch des Terminus "starke Approximation", da dieser schon eine andere 
wichtige Bedeutung in der Zahlentheorie erlangt hat. 
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Aus Theorem II kann man un schwer neue Charakterisierungen von st(F) ableiten. Da 
wir Theorem II hier nicht bewiesen haben und das folgende Korollar im Rest dieses Bandes 
nicht verwenden werden, iiberlassen wir seinen Beweis dem Leser als Ubungsaufgabe. 

Korollar zu Theorem II. 1st F formal reell, so sind fur jedes s E IN iiquivalent: 
(i) st(F) ::::; S; 

(ii) jede Menge H(al, ... , aN) mit ai E F* und N :::: 1 kann in der Form H(b1 , .•. , bs) 
mit bj E F* geschrieben werden; 

(iii) fur jede (s + 1 )-fache Pfisterform 'P uber F existiert eine (s-fache) Pfisterform 1j; uber 
Fmit0=2;J;; 

(iv) ]s+I(F) = 2]S(F). 

Die Bezeichnung Stabilitiitsindex fur st(F) erkliirt sich aus der Charakterisierung (iv): 
st(F) ist der kleinste Index, von dem an die Folge (]n(F) : n = 1,2, ... ) stabil im Sinne 
von (iv) wird. 2 

Wir wenden uns abschlieBend endlich erzeugten Korpererweiterungen 7,U. 1st F ~ J( 
eine Korpererweiterung, so schreiben wir rI</p fur die Restriktionsabbildung von XI< := 

Sper J( nach Xp = Sper F. Zuniichst betrachten wir endliche Korpererweiterungen: 

Satz 4. Sei J( ;2 F eine J(orpererweiterung vom Grad n < 00. Dann gilt: 
a) r:= rI</p: XI< -+ Xp ist eine offene (und abgeschlossene) Abbildung, d.h. die Bilder 

konstruierbarer M Engen sind konstruierbar. 
b) Die Fasern r- 1 (x) (x E Xp) sind endlich, und fur ihre Miichtigkeiten t gilt t ::::; n 

und t == nmod2. 
c) Setzt man Ut := {x E Xp: #r- 1(x) = t} (t :::: 0), so ist jcdes Ut konstruierbar, und 

r ist uber jedem Ut topologisch trivial (d.h. es gibt eine Zerlegung von r-1(Ut ) in t 
disjunkte offene Teilmengen WI"'" vVt , so dajJ rlWi ein IIomoomorphismus von H/i 
auf Ut ist fur jedes i = 1, ... , t). 

d) Die Abbildung f: Xp -+ Z, x ...... #r- 1 (x), liegt in W(F). 

Beweis. Fur die Spurform 'P:= tr*((lhd zu J(IF ist f = 0 nach Korollar 2 aus I, §12, 
womit d) sowie die Konstruierbarkeit der Ut gezeigt ist. AuBerdem folgt sofort b) wegen 
dim'P = n. Wir zeigen a): Wie jede stetige Abbildung zwischen kompakten Riiumen ist r 
abgeschlossen. Des wei teren ist zuniichst r( X I<) = U1 u· .. U Un konstruier bar in X p. Sind 
al,···,am E J(*, so ist HJ((al, ... ,am) = rL/I«XL) fur L:= J((,fiil, ... ,va;;;) (I, §3, 

Satz 2), und folglich ist auch rI</p(HI«al, ... ,am)) = rI</p(rL/I«XL)) = rL/p(XL) 
konstruierbar in Xp. Da diese HI«al,"" am) eine Basis der Topologie von XI< bilden, 
folgt a). 

Es bleibt die zweite Aussage von c) zu zeigen. Sei dazu t :::: 0 und ein x E Ut fixiert. 
1st r-1 (x) = {Yl, . .. , Yt}, so gibt es paarweise disjunkte konstruierbare U mgebungen W: 
der Yi in r- 1(Ut) (i = 1, ... , t). Dann ist V(x) := r(W{) n··· n r(W;) eine konstruierbare 
Umgebung von x in Ut , und die Restriktion von r auf jedes Wi(X) := WI n r-1 (V (x)) ist 
ein Homoomorphismus auf V (x). 

2Es handelt sich hier urn eine Stabilitiit im Sinne der K-Theorie, siehe etwa [.III). 
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Nun iiberdeckt man Ut durch endlich viele V(Xi) (i = 1, ... , N) und macht diese 
Uberdeckung durch eventuelles Verkleinern der V(x;) disjunkt. Zu jedem 1 SiS N 
ist r-I(V(xi)) = U}=l Wj(x;} (disjunkte Vereinigung), und rIWj(xi) ist ein Homoomor-

phismus von Wj(Xi) auf V(x;). Setzt man also Wj .- U{:l Wj(Xi) (j = 1, ... , t), so 
leisten WI, ... , Wt das Verlangte. 0 

Aussage a) aus Satz 4 konnen wir mit Hilfe des Zeichenwechsel Kriteriums (II, §12) auf 
endlich erzeugte Korpererweiterungen verallgemeinern: 

Satz 5 (R. Elman, T.Y. Lam, A. Wadsworth [ELW]). 1st J( ;2 F eine endlich erzeugte 
J(orpererweiterung, so ist rK/r XK -t XF eine offene (und abgeschlossene) Abbildung. 

Beweis. Das im Beweis von Satz 4a) verwendete Argument zeigt, daB es geniigt, rK/F(XK) 
als offen in XF nachzuweisen. Sei a!, . .. , ad eine Transzendenzbasis von f{ iiber F, und 
sei (3 E f{ derart, daB f{ = F( a!, ... ,ad, (3) ist (Satz vom primitiven Element). 1st 
p E F[tl, ... , td, td+l] = F[t] ein irreduzibles Polynom mit p(al, ... , ad, (3) = 0, so ist der 
Quotientenkorper von F[t]/(p) iiber F isomorph zu f{ (vgl. den Hilfssatz in II, §12). 

Sei x E rK/F(XK) vorgegeben, sei k(x) der zugehorige reelle AbschluB von f{. Nach 
dem Zeichenwechsel Kriterium (II, §12) gibt es a, bE k(x)d+l mit p(a) < 0 < p(h). Sei 
L = F(a, b) die von den Koordinaten von a und b in k(x) iiber F erzeugte endliche 
Erweiterung von F, und sei x' die Restriktion der Anordnung von k(x) auf L. Es ist 
x' E HL( -p(a),p(b)). Nach Satz 4 ist Y := rL/FHL (-p(a),p(b)) eine konstruierbare 
Umgebung von x in XF. Aus dem Zeichenwechsel Kriterium folgt nun Y ~ rK/F(XK ): 
Denn ist y' E HL( -p(a),p(b)) und y = rL/F(y') E Y, so ist k(y) = k(y') ein Oberkorper 
von L, und nach Wahl von y' ist p iiber k(y) indefinit. Dies impliziert, daB y eme 
Fortsetzung auf I( hat, wie gewiinscht. 0 

Bemerkung. Unter Verwendung von modelltheoretischen Argumenten (Quantoreneli
mination in der Theorie der reell abgeschlossenen Korper) haben Coste und Roy in [CR] 
eine weitreichende Verallgemeinerung von Satz 4a) bewiesen: 1st r.p: A -t B ein Ring
homomorphismus von endlicher Prasentation (d.h. ist B als A-Algebra endlich erzeugt 
und kern r.p ein endlich erzeugtes Ideal von A), so ist Sper r.p: Sper B -t Sper A eine offene 
Abbildung beziiglich der konstruierbaren Topologien. Benutzt man dieses Resultat, so 
ergibt sich auch ein weiterer Beweis von Satz 5. 
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§9. Praordnungen von Ringen und Positivstellensatze 

A sei stets ein Ring. 

Kapitel III 

Das Ziel dieses Abschnitts ist eine Untersuchung der folgenden Frage: Sei X ~ Sper A 
ein Durchschnitt von Mengen der Form {I > O}, {I ~ O}, {f = O} (f E A), und als 
solcher explizit beschrieben. Welches sind dann die auf X positiven (bzw. nicht-negativen, 
bzw. verschwindenden) Funktionen in A? 

Definition 1. Eine Priiordnung von A ist eine Teilmenge T ~ A mit 
(1) T + T ~ T, TT ~ T (T ist Teilhalbring von A); 
(2) a2 E T fur alle a E A. 

Gilt zusiitzlich 
(3) -l~T, 

so heiBt T eine echte, andernfalls eine unechte Praordnung von A. 

Beispiele und Bemerkungen. 
1. 1st A = k ein Korper, so hatten wir fruher (I, §1) als Praordnungen bezeichnet, was wir 
jetzt echte Priiordnungen nennen. Diese Inkonsistenz sollte jedoch zu keinen lrritationen 
fuhren. 
2. Die Urbilder von (echten) Priiordnungen unter Homomorphismen sind wieder (echte) 
Praordnungen; Bilder von Praordnungen unter surjektiven Homomorphismen sind wieder 
Praordnungen. 
3. Jede Ordnung von A ist eine echte Priiordnung von A. Beliebige Durchschnitte und 
aufsteigend gerichtete Vereinigungen von Priiordnungen sind wieder Priiordnungen. Die 
kleinste Priiordnung von A ist ~A2. Genau dann also besitzt A eine echte Praordnung, 
wenn A halbreell ist. 
4. 1st 1/2 E A, so ist T = A die einzige unechte Priiordnung von A (wegen 4a = 

(a+1?-(a-1)2). 
5. Fur eine Teilmenge F ~ A bezeichne P[F] die von F (in A) erzeugte Priiordnung. 
P[F] besteht aus den endlichen Summen von Elementen der Form a . iI ... In, a E ~A2, 
n ~ 0, iI, ... , In E F (0.E. paarweise verschieden). Man beachte insbesondere, daB 
HA(F) = HA(P[FJ) gilt (denn :;2 ist trivial, und ~ folgt aus der gegebenen Beschrei
bung). 
6. Fur Korper k mit char k i= 2 (insbesondere fur reelle Korper) ist ~k2 der Durch
schnitt aller (An-)Ordnungen von k (I, §1). Fur Ringe gilt so etwas i.a. nicht - z.B. ist 
A = IR[tI, ... , t n ] ein reeller Ring, in dem ~A2 fur n ~ 2 vom Durchschnitt aller Ord
nungen verschieden ist. 1st niimlich K = Quot A, so kann man (Sper A)min mit Sper K 
identifizieren (das haben wir nicht ganz gezeigt, vgl. aber §7, Beispiel 2), und der Durch
schnitt der Ordnungen von A ist daher An ~J{2, besteht also aus den positiv semidefiniten 
Polynomen. Fur n ~ 2 ist aber nicht jedes solche eine Summe von Quadraten in A (vgl. 
II, §12). 

Wie bei Korpern gilt jedoch 

Satz 1. Jede echte Priiordnung von A ist in einer Ordnung enthaltem. 
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Beweis. Es genugt, von maximalen echten Praordnungen zu zeigen, daB sie Ordnungen 
sind (Zornsches Lemma). Dazu dient 

Lemma. 1st T ~ A eine echte Priiordnung und a E A, so gilt 
a) (aT) n (1 + T) = 0 oder (-aT) n (1 + T) = 0; 
b) ist (aT) n (1 + T) = 0, so ist auch T - aT eine echte Priiordnung von A. 

Beweis. a) Ware as = 1 + s' und -at = 1 + t' mit s, s', t, t' E T, so folgte -a2st = 
1 + s' + t' + s't', also -1 = a2st + s' + t' + s't' E T, Widerspruch. 
b) -1 E T - aT ist zu aT n (1 + T) =j:. 0 aquivalent. 0 

Sei also T eine maximale echte Praordnung. Aus dem Lemma folgt sofort TU( -T) = A. 
Damit ist p := Tn (-T) ein Ideal in A. Urn zu zeigen, daB p ein Primideal ist, nehmen 
wir an, es gebe a, bE A - P mit ab E p. Dann konnen wir auch a, bET annehmen, also 
a, b f/. -T. Nach Teil b) des Lemmas ist (aT) n (1 + T) =j:. 0 und (bT) n (1 + T) =j:. 0, etwa 

as=l+s' und bt=l+t' (s,s',t,t'ET). 

Durch Multiplikation folgt 
abst = 1 + s' + t' + s't' , 

also -1 = (-ab)st+s' +t' +s't' E T, Widerspruch. o 

Die folgenden Satze beschreiben die auf Mengen der Form HA(F) positiv (semi-) 
definiten Funktionen: 

Satz 2. Sei F eine Teilmenge von A und T = P[F] die erzeugte Priiordnung. Dann sind 
fur a E A iiquivalent: 
(i) a > 0 auf HA(F);l 

(ii) es gibt t, t' E T mit at = 1 + t'; 
(iii) es gibt t, t' E T mit a(l + t) = 1 + t'. 
Beweis. (i) ::::} (ii) 1st -1 E T, so ist HA(F) = HA(T) = 0, und man kann t = 0, t' = -1 
wahlen. Daher sei -1 f/. T; angenommen (aT) n (1 + T) = 0. N ach dem Lemma und nach 
Satz 1 gibt es dann eine Ordnung P von A mit P ;2 T - aT ;2 T, wegen a(P) :S 0 und 
P E HA(F) ein Widerspruch. 
(ii) ::::} (iii) Aus at = 1 + t' folgt a(l + t') = a2t, und Addition ergibt a(l + t + t') = 
1 + (a2t + t'). 
(iii) ::::} (i) Fur a E HA(F) ist t(a) ~ 0, t'(a) ~ 0, also a(a) > O. 0 

Korollar 1. 1st F eine Teilmenge von A und T = P[F], so sind fur a E A iiquivalent: 
(i) a verschwindet nirgends auf HA(F); 

(ii) a teilt ein Element aus 1 + T. 

Beweis. Fur (i) ::::} (ii) kann man a durch a2 ersetzen und Satz 2 anwenden, und (ii) ::::} 
(i) ist klar. 0 

Igemeint ist natiirlich "a (a) > 0 fiir aile a E HA(F)"; analog in allen weiteren Fallen. 
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Korollar 2. Sei A = R[tb ... , t n] (R ein reel! abgeschlossener Korper) und B := 
{f f g: f, 9 E A, g( x) =I- 0 fur alle x E Rn} £;; Quot A der Ring der auf Rn reguliiren 
Funktionen. Dann ist B = S-1 A, mit S := 1 + ~A 2 . (Ein analoges Resultat besteht fiir 
eine beliebige affine R-Algebra A mit VA(R) statt Rn.) 

Beweis (von £;;). 1st 9 E A mit g(x) =I- 0 auf Rn, so verschwindet 9 auf SperA nirgends, 
da ZA(9) konstruierbar ist (§5, Theorem 1). Nach Korollar 1 gibt es s E S und a E A 
mit ag = s, also mit ! = !!. 0 

9 s 

Satz 3. Sei F eine Teilmenge von A und T := P[F]. Fur a E A sind iiquivalent: 
(i) a:2: 0 auf HA(F); 

(ii) es gibt t, t' E T und n :2: 0 mit at = a2n + t'; 
(iii) es gibt t, t' E T und n :2: 0 mit a( a2n + t) = a2n + t'; 
(iv) es gibt t, t' E T und n :2: 0 mit a(a2n + t) = t'. 
Beweis. (i) =} (ii). Sei B := a-OO A und U := {tf a2n : n ~ 0, t E T} die von T in B 
erzeugte Priiordnung. Wir identifizieren Sper B mit HA(a2) £;; Sper A (siehe §3). Da a 
auf HB(U) positiv ist, gibt es (nach Satz 2) m, n ~ 0 und t, t' E T mit 

t t' 
a . -2- = 1 + -2- in B . am an 

Man kann o.E. m = n annehmen, und es folgt 

at = a2n + t' in B , 

also 
a. a2Nt = a2(N+n) + a2Nt' inA 

fiir ein N :2: o. Das ist eine Relation der Form (ii). 
(ii) =} (iii) Aus at = a2n + t' folgt wieder a(a2n + t') = a2t, also durch Addition 
a(a2n + t + t') = a2n + (a2t + t'), eine Relation der Form (iii). 
(iii) =} (iv) und (iv) =} (i) sind klar. 0 

Wir kommen nun zu Verallgemeinerungen dieser Satze, die die auf X positiv (semi-) 
definiten Funktionen nicht nur fiir Mengen des Typs X = HA(F), sondern fiir allgemeinere 
prokonstruierbare Mengen X beschreiben. 

Dazu seien F, G, E £;; A Teilmengen und X die folgende prokonstruierbare Teilmenge 
von SperA: 

also 

X = {a ESper A: f(a) > 0 Vf E F, g(a) ~ 0 Vg E G, e(a) = 0 Ve E E}. 

(Wegen ZA(a) = HA ( _a2) = HA(a)nHA( -a) ware der Anteil ZA(E) fiir die Beschreibung 
von X nicht notig, macht aber natiirlich manchmal die Darstellung einfacher.) Es sei S 
die von F in A erzeugte Halbgruppe (beachte 1 E S!), T = P[F U G] die von Fund G 
erzeugte Priiordnung, a = L: Ae das von E erzeugte Ideal. 

eEE 
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Theorem 4 (Positivstellensatz). Fur a E A sind iiquivalent: 
(i) a > 0 auf X j 

(ii) 3s E S, 3t, t' E T mit at == s + t'mod aj 
(iii) 3s E S, 3t, t' E T mit a(s + t) == s + t' mod a. 

Theorem 5 (Nichtnegativstellensatz). Fur a E A sind iiquivalent: 
(i) a ~O aufXj 

(ii) 3s E S, 3t, t' E T, 3n ~ 0 mit at == a2n s + i' mod aj 
(iii) 3s E S, 3t, t' E T, 3n ~ 0 mit a(a2ns + t) == a2n s + t' mod a. 

Theorem 6 (Nullstellensatz). Fur a E A sind iiquivalent: 
(i) a verschwindet identisch auf X j 

(ii) 3s E S, 3t E T, 3n ~ 0 mit a2ns + tEa. 

143 

Theorem 4 enthaJt Satz 2, Theorem 5 enthalt Satz 3 und Theorem 6 enthalt den 
schwachen reellen Nullstellensatz (§2, Satz 3) als Spezialfall. 

Beweise. 
Zunachst ist es eine einfache, wenn auch etwas langwierige Aufgabe, zu zeigen, daB man 
sich auf den Fall a = 0 beschranken kann. Wir iiberlassen sie dem Leser und set zen also 
0.E. E = 0 voraus. Sei B := S-l A und U = {tf s2: t E T, s E S} die von T in B erzeugte 
Praordnung. Identifizieren wir Sper B kanonisch mit einem Teilraum von Sper A, so ist 
X ~ Sper B, genauer X == HBCU). Fur alle a E A gilt also: 

a > 0 (~ 0, = 0) auf X ~ Sper A {=} 
a "1 > 0 (~ 0, == 0) auf X ~ Sper B . 

Man beachte, daB alle s E S auf X positiv und alle t E T auf X nicht-negativ sind. 

Theorem 4. 
(i) =} (ii) Sei a > 0 auf X. Nach Satz 2 (angewandt auf B) gibt es s, s' E S, t, t' E T mit 

t t' 
a . -2 == 1 + -2 in B . 

s s' 

Umformung gibt die Existenz eines s" E S mit 

a(s's"?t = (ss's"? + (ss"?t' in A, also (ii). 

(ii) =} (iii) folgt mit demselben Trick wie im Beweis von Satz 2, und (iii) =} (i) ist klar. 

Theorem 5. 
(i) =} (ii) Sei a ~ 0 auf X. Nach Satz 3 gibt es s, s' E S, t, t' E T und n ~ 0 mit 

t 2n t' . B 
a·-2 ==a +-2 III . 

S s' 

Es gibt also s" E S mit 
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eine Identitiit der Form (ii). 
(ii) =? (iii) folgt wie bei Satz 3, und (iii) =? (i) ist klar. 

Theorem 6. 
(i) =? (ii) Sei a = 0 auf X. Nach dem schon bewiesenen Theorem 5 gibt es Sl,S2 E S, 
t1,t~,t2,t~ E T und m,n 2': 0 mit 

t 2m 2 t' a 1 = a sl + 1 und 

Multiplikation ergibt 
-a2t1t2 = a2(m+n)(SlS2? + t 

fur ein t E T, also eine Identitiit der Form (ii). Die Umkehrung ist wieder klar. 0 

Anmerkung. Sei Rein reell abgeschlossener Korper und A eine affine R-Algebra mit 
Varietiit V. Sind F, G, E <;:::; A und alles weitere wie zuvor, so erhiilt man geometrische 
Stellensiitze, wenn man Fund Gals endlich voraussetzt. Dann niimlich ist X konstruier
bar (da A noethersch ist, spielt die Kardinalitiit von E keine Rolle), und in den Theoremen 
4 ~ 6 kann man in (i) jeweils X durch X(R) := X n V(R) ersetzen. 

Beispiel. Aus Theorem 5 kann man die Losung des 17. Hilbertschen Problems ableiten: 
1st A = R[t1, ... , t n ] und a E A positiv semidefinit auf Rn , so gibt es j, 9 E ~A2 und 
m 2': 0 mit a = (a2m + f) / (a2m + g) (und a2m + 9 # 0). Nach Erweiterung wird 

a= 
(a 2m + f)(a 2m + g) 

(a2m +g)2 

als Summe von Quadraten in Quot A erkennbar. Man kann also zudem erreichen, daB 
die Nenner der in dieser Darstellung auftretenden rationalen Funktionen hochstens in 
Nullstellen von a verschwinden. 

Zur Illustration des Erreichten geben wir zwei Anwendungen von Prestels Positivstel
lensatz (Satz 2) und eine Anwendung des Nullstellensatzes (Theorem 6). 

Sei A ein beliebiger kommutativer Ring und Peine Ordnung von A. Wir geben 
eine Beschreibung der maximalen Spezialisierung Q von P in Sper A (vgl. §6, Korollar). 
Bezeichnet Q+ das Komplement von q := supp Q in Q, so ist A die disjunkte Vereinigung 
von Q+, -Q+ und q, insbesondere ist also Q durch Q+ bestimmt. 

Satz 7. Q+ ist die Menge aller a E P! die in A ein Element aus 1 + P teilen. 

Beweis. Da der Speer {P} = HA(P) aus Generalisierungen von Q besteht, ist Q+ die 
Menge aller a E A, die auf HA(P) positiv sind. Die Behauptung folgt also aus Satz 2 
(angewandt auf T = P), denn aus ap = 1 + p' mit a E A, p, p' E P folgt a E P. 0 

Wir leiten jetzt einen Spezialfall eines Satzes von Hormander uber das Wachstum von 
Polynomen in mehreren Variablen her ([Hor]' siehe auch [Sw, p. 224]). Verfeinerungen 
dieses Satzes (Joc.cit., [Go], [eh], ... ) sind in der TheOl'ie der partiellen Differential
gleichungen (insbesondere bei konstanten Koeffizienten) von Nutzen, die uberhaupt ein 
reiches Feld fur Anwendungen der reellen Algebra ist. 



9. Priiordnungen von Ringen und Positivstellensiitze 145 

Sei Rein reell abgeschlossener Korper. Mit Ilxll bezeichnen wir die euklidische Norm 
auf Rn, also IIxl12 = xi + ... + x~. 

Satz 8. Seien f E R[tl, ... , tn ] und ein r ;::: 0 in R gegeben, so dafJ f(x) =1= 0 fur aUe 
x E R n mit Ilxll ;::: r gilt. Dann gibt es eine [(onstante C > 0 in R und eine naturliche 
Zahl N, so dafJ 

fur aUe x E R n mit II x II ;::: r ist. 

Beweis. Wir set zen g(tl, ... ,tn) := ti + ... + t~ - r2 und M := {x ERn: g(x) ;::: O}. 
Nach Voraussetzung verschwindet f nirgends in M. Nach Korollar 1 (angewandt auf 
A = R[tl, . .. ,tn] und F = {g}) gibt es daher ein Polynom h E R[tl, . .. ,tn], so daB 

If(x) h(x)1 ;::: 1 fur aIle x E M 

gilt. 1st N der Totalgrad von h, so hat h die Gestalt 

h(t) = L C", t'" 
I"'I~N 

mit Konstanten c'" E R. (Hier durchliiuft a = (al, ... , an) E INO' die Multi-Illdizes mit 
lal = al + ... + an ~ N.) Wegen IXil ~ 1 + IIxl12 ist 

Ih(x)1 ~ L Ic",1 (1 + IIxI12)1"'1 ~ (L 1e",1) (1 + Ilx112)N 
I"'I~N I"'I~N 

fur aIle x E Rn , und die Behauptung folgt aus (*). o 

Wir kehren zu einem beliebigen kommutativen Ring A zuriick. 

Satz 9. Sei X eine abgeschlossene Teilmenge von Sper A, und seien f, 9 E A derart, dafJ 
fur jedes x E X mit f(x) = 0 auch g(x) = 0 ist. Dann gibt es ein a E A und ein n E IN, 
so dafJ 

fur aile x E X gilt. 

1st umgekehrt eine solche Ungleichung fur alle x E X erfuIlt, so verschwindet 9 naturlich 
in den N uilstellen von f in X. 

Beweis. Nach Voraussetzung ist X n ZA(J) ~ ZA(9). Da X Durchschnitt von abge
schlossenen konstruierbaren Teilmengen von Sper A und ZA(9) konstruierbar ist, gibt es 
eine konstruierbare abgeschlossene Obermenge Y von X mit Y n ZA(J) ~ ZA(9) (§4, 
Korollar 2). Wir konnen X durch Y ersetzen, also 0.E. X als konstruierbar voraussetzen. 
Es gibt dann (endlich erzeugte) Priiordnungen TI , ... , Tr von A mit 
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(Urn dies einzusehen, stelle man das Komplement von X als endliche Vereinigung von 
Mengen der Form HA(h, ... ,fN) dar.) Anwendung des Nullstellensatzes (Theorem 6) 
gibt uns Gleichungen 

g2ni + ti = a;f2 

mit ni E IN, ti E Ti und ai E A (i = 1, ... ,r), und nach Multiplikation mit Potenzen von 
g2 erreichen wir nl = ... = nr =: n. Fur x E HA(Ti ) ist 

Daher gilt fur jedes x E X 

mit a := 1 + ai + ... + a;. o 

Historische Bemerkungen. Der erste Nichtnegativstellensatz (unser Satz 3 im wesent
lichen) stammt nach unserem Wissen von G. Stengle [StJ. Stengle arbeitet dort in der 
geometrischen Situation, beweist zuniichst einen "semialgebraischen Nullstellensatz" (un
ser Theorem 6 mit F = 0 und G endlich) und leitet daraus den Nichtnegativstellensatz 
abo Der hier gegebene 13eweis fuDt auf einer Idee von Prestel [Prl, p. 56f.], der iiber obiges 
Lemma 1 seinen "strikten" Positivstellensatz (Satz 2 oben) gewinnt. Beute findet man 
in der Literatur zahlreiche Varianten und Kombinationen der Methoden von Stengle und 
Prestel, urn zu den Siitzen in diesem Abschnitt zu gelangen. Als historisch von Stengle 
und Prestel weitgehend unabhangige Zugange seien [BrulJ und [Sw, §10J genannt. 

Lojasiewicz bewies 1959 [LJ in der geometrischen Situation eine zu Satz 9 ahnliche 
Aussage iiber semialgebraische Funktionen (das sind stetige Funktionen mit semialge
braischem Graphen). Wir verweisen auf [BCR, §2.6J fur eine moderne Darstellung dieser 
beruhmten und wichtigen Ungleichung von Lojasiewicz uber einem beliebigen reell abge
schlossenen Korper R. Die Theorie der abstrakten semialgebraischen Funktionen (siehe 
[SchwlJ oder [Schw2]) fiihrt zu der Einsicht, daD Satz 9 mit der Lojasiewicz Ungleichung 
nicht nur verwandt ist, sondern geradezu eine abstrakte Version derselben ist. (Lojasiewicz 
bewies seine Ungleichung - naturlich fiir R = IR - sogar fur semianalytische Funktionen. 
Es scheint moglich, die Ungleichung auch in diesem Fall auf Satz 9 zuriickzufiihren.) 
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§10. Die konvexen Radikalideale zu einer Praordnung 

Sei A stets ein Ring. 

147 

N achdem wir in §7 die beziiglich einer Ordnung P von A konvexen Ideale studiert haben, 
fiihren wir jetzt allgemeiner den Begriff der Konvexitiit beziiglich einer Priiordnung T ein. 
Die Stellensiitze aus §9 werden ein geometrisches Verstiindnis zumindest der T-konvexen 
Radikalideale ermoglichen. 

Fast aIle hier bewiesenen Resultate iiber T-konvexe Radikalideale gehen auf G. Brumfiel 
zuriick [Bru 1], [Bru 2]. Er und sein Schiiler R. Robson haben auch erfolgreich iiber 
allgemeinere T-konvexe Ideale gearbeitet ("completely convex ideals", [Bru 2], [RoJ). 

Sei T eine Priiordnung von A. Wir definieren die Relation· ::; . (T) auf A durch 

a ::; b (T) {::::=} b - a E T. 

Dann ist . ::; . (T) reflexiv und transitiv, aber nur dann antisymmetrisch (und damit 
eine Ordnungsrelation auf A), wenn Tn (-T) = 0 ist. (Jedoch kann . ::; . (T) stets als 
Anordnung der abelschen Gruppe A/T n (-T) aufgefaBt werden.) Fiir jede Untergruppe 
G der additiven Gruppe (A, +) sind iiquivalent: 

(i) Aus t,t' E T und t + t' E G folgt t E G (und t f E G); 
(ii) aus a, bEG, c E A und a ::; c ::; b (T) folgt c E G; 

(iii) aus a E G, c E A und 0 ::; c::; a (T) folgt c E G. 
(Fiir (i) => (ii) setze man t := c - a, t' := b - c, fiir (iii) => (i) a := t + tf, c := t. 
Hierfiir spielt die multiplikative Struktur von A keine Rolle, T braucht also auch keine 
Priiordnung zu sein.) 

Definition 1. Sei T eine Priiordnung von A. Eine Untergruppe G der additiven Gruppe 
von A heiBt T-konvex (oder konvex beziiglich T), wenn die iiquivalenten Bedingungen 
(i)-(iii) erfiillt sind. 

Dies verallgemeinert Definition 1 aus §7; vgl. auch II, §1, Definition 1. In diesem 
Abschnitt interessieren wir uns nur fiir T-konvexe Ideale von A, im niichsten dann fiir 
T-konvexe Teilringe. Da jeder Durchschnitt von T-konvexen Untergruppen von A wieder 
T-konvex ist, gibt es zu jeder Untergruppe (jedem Ideal, jedem Teilring) von A eine klein
ste T-konvexe Untergruppe (ein kleinstes T-konvexes Ideal, einen kleinsten T-konvexen 
Teilring) von A, welche(r) das gegebene Objekt enthiilt. 

1st T = A die triviale (unechte) Priiordnung, so ist A die einzige T-konvexe Untergruppe 
von A; dieser Fall ist also uninteressant. Fiir die kleinste Priiordnung To = ~A2 von A 
ist ein Ideal a genau dann To-konvex, wenn es reell ist (also wenn der Ring A/a reell ist). 
Da fiir Priiordnungen T ~ T' jede T'-konvexe Untergruppe auch T-konvex ist, folgt aus 
§9, Satz 1 und aus §7, daB zu jeder echten Priiordnung T auch ein von A verschiedenes 
T-konvexes Ideal existiert. 

Wir wollen zuniichst zeigen, daB jedes beziiglich der Eigenschaft pn(l + T) = 0 maximale 
Ideal p von A konvex beziiglich T ist. Sei stets T eine Priiordnung von A. Ohne Miihe 
verifiziert man die beiden ersten Lemmata: 
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Lemma 1. 1st n -I- A ein T -kon vexes I deal, so ist n n (1 + T) = 0. o 

Lemma 2. 1st S -I- 0 eine in 1 + T enthaltene multiplikative Teilmenge von A, so ist 

T' := {a E A: es gibt s E S mit as E T} 

eine T umfassende echte Praordnung von A. o 

Lemma 3. Fur alle a E A gelte ,,2a E T =;. a E T" (dies ist z.B. erfullt, falls 2 eme 
Einheit ist). Dann ist n := T n (-T) das kleinste T-konvexe Ideal von A. 

Beweis. n ist eine additive Untergruppe von A, welche ,,2c En=;. c E n" und c2 n <;;; n fiir 
jedes c E A erfiillt. Da fiir alle a E n und b E A 

gilt und die rechte Seite in n liegt, ist auch ba E n, und folglich ist n ein Ideal. Die 
T-Konvexitiit von n folgt sofort (sind t, t' E T mit t + t' E n, so ist t + t' E -T, also 
t = (t + t') - t' E -T), und es ist klar, daB n in jedem T-konvexen Ideal von A enthalten 
ist. 0 

Satz 1. Sei T eine Praordnung von A, und sei das Ideal p von A maximal bezuglich der 
Eigenschaft P n (1 + T) = 0. Dann ist p ein T-konvexes Primideal. 

Beweis. Nach dem Lemma in §1 ist p ein Primideal. Wir betrachten die echte Priiordnung 
U := T + p von A und die multiplikative Teilmenge S := {2n: n ~ O} <;;; 1 + U. Die 
beziiglich S aus U wie in Lemma 2 gebildete Priiordnung U' = {a E A : 2n a E U fiir ein 
n 2 O} erfiillt die Eigenschaft aus Lemma 3, folglich ist p' := U'n( -U') ein p umfassendes 
U'-konvexes, also auch T-konvexes, Ideal. Nach Lemma 1 ist insbesondere p'n(1+T) = 0, 
und somit p' = p. 0 

Aus Satz 1 folgert man wegen Lemma 1, daB die maximalen von A verschiedenen T
konvexen Ideale von A genau die unter p n (1 + T) = 0 maximalen (Prim-) Ideale p von 
A sind. Man beachte, daB im Falle To = ~A2 die Bedingung n n (1 + T) = 0 gerade 
die halbreellen Ideale n von A charakterisiert (§2); da die To-konvexen Ideale genau die 
reellen Ideale sind, haben wir in diesem Spezialfall gerade Satz 2 aus §2 vor uns. 

Satz 2. Sei n ein T-konvexes Ideal von A. Dann ist auch jedes minimale Primoberideal 
von n T -konvex. 

Beweis. Sei p ein minimales Primoberideal von A. Dann ist U := {:!> : t E T, sEA - p} 
eine echte Priiordnung von Ap. Wiire niimlich -1 E U, so giibe es sEA - p mit 
s2 E Tn (-T) <;;; n, ein Widerspruch zu n <;;; p und p prim. Das (echte) Ideal nAp ist 
U-konvex in A p, also nach Zorns Lemma und mit Satz 1 in einem U-konvexen Primideal 
von Ap enthalten. Aber pAp ist das einzige Primoberideal von nAp in A p, und folglich 
ist PAp U-konvex. Hieraus schlieBt man leicht, daB p T-konvex in A ist. 0 
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Folgerung: Sei a ein echtes Ideal von A. 
a) Mit a ist auch Va T -konvex. 
b) 1st a ein Radikalideal, so ist a genau dann T -konvex, wenn aUe seine minimalen 

Primoberideale dies sind. 0 

In §9 wurde schon bemerkt, daB eine Priiordnung im allgemeinen nicht Durchschnitt 
von Ordnungen ist. Wir zeigen als nachstes, daB man sich jedoch beim Studium von 
T-konvexen Radikalidealen auf dicscn Fall beschranken kann; Satz 2 erlaubt dabei die 
Reduktion auf Primideale. 

Lemma 4 (A. Klapper, vgl. [Bru 1], p. 63). Sind T und TI Priiordnungen von A und ist 
p ein (T n TI)-konvexes Primideal, so ist p konvex beziiglich T oder beziiglich TI. 

Beweis. Wir verwenden wieder die Relation· :::; . (T) vom Beginn dieses Abschnitts. Sind 
a, ai, b, bl E A und gelten 0 :::; a :::; b (T) und 0:::; al :::; bl (T), so ist auch 0 :::; aa l :::; W (T). 
Ware p weder T- noch TI-konvex, so gabe es a, bE P und u, v E A - P mit 

o :::; u :::; a (T) und 0:::; v :::; b (TI) . 

Es folgt 0 :::; u2 :::; a2 (T) und 0 :::; v2 :::; b2 (r), und daraus 

also 0 :::; u2v2 :::; a2v2 + b2u2 (T n TI). Wegen a2v 2 + b2u2 E p und u2v2 ¢ p ist das ein 
Widerspruch zur (T n TI)-Konvexitat von p. 0 

Definition 2. Fur eine Priiordnung T von A bezeichnen wir mit T den Durchschnitt 
aller Ordnungen P von A mit P ;2 T (fur T = A ist also T = A). 1st T = T, so nennen 
wir T saturiert. 

Nach §9, Satz 1 ist mit T auch T eine echte Praordnung. Nach dem Nichtnegativstel
lensatz §9, Satz 3 gilt 

T = {a E A : _a2n E T - aT fur ein n ~ O} 

= {a E A: es gibt t, t E T und n ~ 0 mit a(a2n + t) = t} 

fur jede Praordnung T von A. 

Satz 3. Sei T eine Priiordnung von A und a ein Radikalideal von A. Dann ist a genau 
dann T -konvex, wenn es T -konvex ist. 

Beweis. Wir konnen a = pals prim voraussetzen (Folgerung b) aus Satz 2). Nur eine 
Beweisrichtung ist nicht-trivial. Angenommen, p sei T-konvex, aber nicht T-konvex. 
Dann gibt es a,b E T mit a + bE P und a,b ¢ p. Es gibt u,U/,V,VI E T und m,n ~ 0 
mit au = a2m + u l und bv = b2n + Vi. Beide Elemente liegen in T, aber nicht in p, denn 
p ist T-konvex. Folglich liegen auch c := a . aubv und d := b· aubv in T, aber nicht in p. 
Wegen c + d = (a + b)aubv E p ist das ein Widerspruch zur T-Konvexitat von p. 0 
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Aus Korollar 1 in §9 folgt sofort, daB 1 + l' aus Teilern von Elementen aus 1 + T besteht. 
Das erhalt man jetzt auch aus den Satzen 1 und 3. (Ware a E l' und 1 +a kein Teiler eines 
Elementes aus 1 + T, so gabe es nach Satz 1 ein T-konvexes Primideal p mit 1 + a E p; 
dieses ist natiirlich nicht 1'-konvex, Widerspruch.) 

Definition 3. Wir nennen eine abgeschlossene Teilmenge X von Sper A basisch, wenn 
sie die Gestalt X = HA(F) fiir eine Teilmenge F von A hat. Da der Durchschnitt 
von basischen abgeschlossenen Mengen wieder basisch ist, gibt es zu jeder Teilmenge 
X C;;; Sper A eine kleinste basische abgeschlossene Obermenge von X, die wir mit X 
bezeichnen. 

1st X eine Teilmenge von Sper A, so schreiben wir kiinftig 

P(X) := {a E A: a(x) ;::: 0 \Ix E X} . 

Dies ist eine Praordnung von A, und ist gerade der Durchschnitt aller Elemente aus 
X, wenn man diese als Ordnungen von A interpretiert. Die Praordnungen der Gestalt 
P(X) sind also genau die saturierten Praordnungen von A. 1m Falle X = {x} ist 
P(x) := p({x}) nichts anderes als x selbst, aufgefaBt als eine Ordnung von A (vgl. §3). 

Man kann die Beziehung zwischen Praordnungen von A und basischen abgeschlosse
nen Teilmengen von Sper A formal wie folgt fassen. Wir haben ordnungsumkehrende 
Abbildungen 

fI 
{Teilmengen vonA} ~ {Teilmengen von Sper A} 

p 

zwischen den Potenzmengen von A und Sper A erklart. Fur jede Tcilmenge F C;;; A ist 
dabei 

P(H(F)) = PfFl, 
die Saturierung der von F in A erzeugtcn Praordnung, und fur jede Teilmenge X von 
Sper A ist 

H(P(X)) = X, 
die kleinste X enthaltende basische abgeschlossene Teilmenge von Sper A. Schrankt man 
H bzw. P ein auf die saturierten Praordnungen von A einerseits und die basischen abge
schlossenen Teilraume von Sper A andererseits, so vermitteln diese Operatoren zueinan
der inverse ordnungsumkehrende Bijektionen zwischen den jeweiligen Mengen: Saturierte 
Priiordnungen von A und basische abgeschlossene Teilraume von Sper A konnen via II 
und P also miteinander identifiziert werden. Wir werden im weiteren den Teilraumen 
von Sper A haufig den Vorzug geben, da diese den Vorteil ciner groBeren geometrischen 
Anschaulichkeit besitzen. 

Ist X C;;; Sper A, so sprechen wir daher in der Folge haufig auch von X-konvexen 
Untergruppen (Idealen, Teilringen) anstelle von P(X)-konvexen Untergruppen etc. (1st 
X = {x}, so sprechen wir auch von in x konvexen U ntergruppen, ... ) Satz 3 besagt 
also fiir Radikalideale a und beliebige Praordnungen T, daB a genau dann T-konvex ist, 
wenn es H(T)-konvex ist. Eine Untergruppe von A ist genau dann X-konvex, wenn sie 
X -konvex ist. 
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Da fur Teilmengen Y ~ X ~ Sper A trivialerweise jedes Y-konvexe Ideal auch X
konvex ist, ist insbesondere fur jedes x E X das Ideal supp (x) X-konvex. Wir zeigen 
nun, daB hiervon auch die Umkehrung gilt, falls X abgeschlossen ist. 

Lemma 5. Ixt X eine prokonstruierbare Teilmenge von Sper A und p ein Primideal von 
A, welches in keinem x E X konvex ist, so gibt es eine abgeschlossene konstruierbare 
Menge Y ~ X, so daft p nicht Y -konvex ist. Insbesondere ist p nicht X -konvex. 

Beweis. Zu jedem x E X gibt es Elemente ax,bx E A - P mit ax(x) ~ 0, bx(x) ~ 0 
und ax + bx E p. Die Mengen Y(x) := H(a x, bx) (x EX) bilden dann eine Uberdeckung 
von X durch abgeschlossene konstruierbare Mengen. Wegen der Kompaktheit der kon
struierbaren Topologie (vgl. §4, Korollar 2a) gibt es endlich viele X1, ..• ,Xr E X mit 
X ~ Y1 U ... U Yr =: Y, wobei Y; := Y(Xi). Fur kein i E {I, ... ,r} ist p Y;-konvex. Aus 
Lemma 4 folgt, daB p nicht Y-konvex ist, wegen P(Y) = np(y;). 0 

• 
Theorem 4. Sei X eine abgeschlossene Teilmenge von Sper A. Dann sind die X
konvexen Primideale von A genau die Trager supp (x) alter Punkte x EX. 

Beweis. Die Ideale supp (x) (x E X) sind X-konvex, wie schon bemerkt wurde. Umge
kehrt sei p ein X-konvexes Primideal. Nach Lemma 5 ist p konvex in einem x E X, also 
p = supp (y) fur eine Spezialisierung y von x (§7, Theorem 2). Da X abgeschlossen ist, 
ist y E X. 0 

Aus Theorem 4 laBt sich eine sehr anschauliche geometrische Interpretation der X
konvexen Radikalideale herleiten. 1st X ~ Sper A eine Teilmenge, so nennen wir im 
folgenden eine Teilmenge Z von X algebraisch in X, wenn es ein Ideal a ~ A gibt mit 
Z = ZX(a) := X n ZA(a) = {x EX: a(x) = 0 fur alle a E a}. Schreiben wir 
I(Y):= n supp (y) = {a E A: a(y) = 0 fur alle y E Y}, so gilt 

yEY 

Theorem 5. Sei X abgeschlossen in Sper A. Dann entsprechen die X -konvexen Radikal
ideale a von A bijektiv den in X algebraischen Teilmengen Z von X, vermoge 

Z = Zx(a) und a = I(Z). 

Beweis. Wegen Zx 01 oZx = Zx ist Zx oI(Z) = Z fur jede in X algebraische Teilmenge 
Z. Umgekehrt sei a ein X-konvexes Radikalideal; klar ist a ~ I(Zx(a)). 1st f ¢ a, so 
gibt es nach Satz 2 ein X-konvexes Primideal p ~ a mit f ¢ p. Nach Theorem 4 ist 
p = supp (x) fur ein x E X, also x E Zx(p) ~ Zx(a). Andererseits ist f(x) =I- 0, also 
f ¢ I(Zx(a)). 0 

Was bedeutet Theorem 5 im "geometrischen Fall"? Sei V eine affine Varietat tiber 
einem reell abgeschlossenen Korper R und A := R[V] die zugehorige R-Algebra. Sei 
M ~ VCR) eine abgeschlossene semialgebraische Teilmenge der Form 

M = U {x E V(R): f;l(X) ~ 0, ... ,f;s(i)(X) ~ o} 
i=l 
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mit endlich vielen J;j E A. (Nach dem (hier noch unbewiesenen) Endlichkeitssatz (§5) hat 
jedes abgeschlossene semialgebraische M die Form hl. Wir brauchen diese Voraussetzung 
nur, urn sicherzustellen, daB £1 abgeschlossen in V(R) ist.) Die zu M korrespondierende 
(abgeschlossene) konstruierbare Teilmenge £1 von Sper A ist der AbschluB von M in 
Sper A (beziiglich konstruierbarer oder Harrison-Topologie), somit gilt P(M) = P( £1) 
fiir die zugehorigen (saturierten) Praordnungen von A. 

Sei a ein Radikalideal von A und W die zugehorige abgeschlossene Untervarietiit von V. 
Nach Theorem 5 ist a genau dann M-konvex, wenn a = I(Z 1iI( a)) = 1(£1 n ZA( a)) gilt. 

Nun ist aber ZA(a) = W(R), also £1n ZA(a) = (Mn W(R))~. Wegen I(N) = I(N) 
fiir semialgebraisches N ~ V(R) konnen wir Theorem 5 im vorliegenden Fall also so 
formulieren: 

Theorem 5a. Sei V eine affine R- Varietiit, sei Meine abgeschlossene semialgebraische 
Teilmenge von V(R) (der Form (*)) und a ein Radikalideal von R[vL sowie W die zu a 
gehorende Untervarietiit von V. Genau dann ist a konvex beziiglich M, wenn M n W(R) 
Zariski-dicht in Wist. 

Wir kehren zu einem beliebigen kommutativen Ring A zuriick und ziehen aus den 
Theoremen 4 und 5 zwei Folgerungen. Sei T eine Praordnung und a ein Ideal von A. 

Definition 4. ciT(a) bezeichne den Durchschnitt aller T-konvexen Oberideale b von a 
(also das kleinste T-konvexe Ideal b ;2 a). (Hier steht ci fiir "convex ideal".) 

Satz 6. Fur jedes Ideal a von A ist 

V CiT( a) = {a E A: es gibt n ;:::: 0 und t E T mit a2n + tEa} . 

Beweis. Zunachst ist c := V CiT( a) das kleinste T -konvexe Radikalideal ;2 a (Folgerung 
a) aus Satz 2). Sei X := fJ(T), also P(X) = T. Da c nach Satz 3 auch X-konvex ist, ist 
c erst recht das kleinste X-konvexe Radikalideal;2 a. Theorem 5 gibt nun c = I(Zx(a)). 
Nach dem Nullstellensatz §9, Theorem 6 (angewandt auf F = 0, G = T, E = a) ist 
I(Zx(a)) gerade die rechte Seite in der Behauptung. 0 

Man beachte, daB Satz 6 eine Verallgemeinerung des schwachen reellen Nullstellensatzes 
(§2, Satz 3) ist (dieser entspricht dem Fall T = ~A2); das reelle Radikal y!ii von a ist 

gerade Vci}:;A2(a). 

Der folgende direkte Beweis von Satz 6 findet sich in [Bru 2], p. 59: Sei b = {a E A : 
a2n + tEa fiir ein n ;:::: 0 und ein t E T}. Offenbar ist b ~ vciT(a), und es geniigt zu 
zeigen, daB b + b ~ b ist. Seien also b, b' E b und b2m + t = a E a, b'2n + t' = a' E a mit 
t, t' E T; wir konnen m = n annehmen. Es ist 

mit u, u' E T, also 

((b + b')2 + (b - b,?)2n + tu + t'u' = au + a'u' Ea. 
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Da die linke Seite die Form (b + b')4n + v mit vET hat, folgt b + b' E b. 

Der niichste Satz betrifft die Beziehung zwischen einer Teilmenge X von Sper A und 
der von ihr erzeugten basischen abgeschlossenen Menge X: 

Satz 7. 1st X ~ Sper A abgeschlossen, so haben X und X unter der Triigerabbildung 
supp : Sper A --4 Spec A dasselbe Bild. 

Beweis. Das folgt sofort aus Theorem 4, denn es ist P(X) = P(X). o 

Es scheint ein interessantes und wohl auch schwieriges Problem zu sein, in verniinftigen 
Situationen die Beziehungen zwischen X und X zu kliiren. 1st etwa 

r 

X = U fl(jiI, ... , /;8(i)) 
;=1 

eine explizit gegebene abgeschlossene konstruierbare Teilmenge von Sper A, wie liillt sich 
dann X durch die /;j beschreiben? In welchen Fiillen ist X wieder konstruierbar? 
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§11. Beschranktheit 

In II, §1 war schon der Begriff einer bezuglich einer festen Anordnung archimedischen 
Korpererweiterung eingefiihrt worden. Dieses Konzept wird jetzt in zweifacher Rinsicht 
verallgemeinert: An die Stelle von Korpererweiterungen treten beliebige Ringerweiterun
gen A ~ A, und statt einer festen (An-) Ordnung werden beliebige Teilmengen X von 
Sper A betrachtet. So gelangt man zum Begriff des archimedischen Abschlusses von A 
in A auf X, welcher in diesem Abschnitt verschiedene Charakterisierungen erfahren wird. 
Tatsachlich laBt sich das Konzept des archimedischen Abschlusses auch als Bildung der 
konvexen Rulle eines Teilrings bezuglich einer Praordnung verstehen, wie weiter unten 
erlautert wird. 

1m folgenden sei stets <p: A ---> A ein Ringhomomorphismus. 

Definition 1. Sei X ~ Sper A eine Teilmenge. 
a) Ein Element a E A heiBt auf X beschrankt iiber A (oder beziiglich <p), wenn es em 
A E A gibt mit 

Ja(x)J ::; (<pA)(X) 

fur alle x EX. Die auf X uber A beschrankten Elemente von A bilden offensichtlich einen 
<p( A) umfassenden Teilring von A, der mit Ox (Aj A) oder Ox (A, <p) bezeichnet wird. 1st 
X = {x} einelementig, so schreiben wir ox(AjA):= o{x}(AjA). 
b) A heiBt auf X archimedisch iiber A (oder beziiglich <p), wenn Ox (Aj A) = A ist. 1st 
A ein Teilring von A und <p die Inklusion, so nennt man 0 x(Aj A) den archimedischen 
AbschlufJ von A in A auf X. 1st dabei A = ox(AjA), so heiBt A auf X archimedisch 
abgeschlossen in A. 

Ersetzt man <p durch die Inklusion des Teilrings <p( A) von A, so andert sich Ox (Aj A) 
nicht. Daher kann man sich A stets als Teilring von A (und <p als die Inklusion) denken. 

Ein Element a E A ist (schon) genau dann auf X beschrankt beziiglich <p, wenn ein 
fL E A existiert mit 

Ja(x)J ::; J(<PfL)(X)J 

fur alle x E X (man nehme etwa A = 1 + fL2). Die Bezeichnung von ox(AjA) als 
archimedischem AbschluB (von A in A auf X) ist gerechtfertigt, da ox(AjA) ersichtlich 
der groBte Teilring B von A ist, welcher uber A archimedisch auf dem Bild von X in 
Sper B ist. 

Man beachte, daB in Definition 1 eine (auf X) gleichmafJige Beschrankung durch Ele
mente aus A gefordert wird, d.h. es handelt sich urn eine beziiglich X glob ale Bedingung. 
Wir werden jedoch sehen, daB diese fur prokonstruierbares X zur entsprechenden lokalen 
Bedingung aquivalent ist (Korollar 6). 

Tatsachlich handelt es sich beim Begriff des archimedischen Abschlusses eines Teilrings 
von A urn die Bildung einer konvexen Riille beziiglich einer Praordnung. Sei namlich 
X ~ Sper A, und T := P(X) die zugehorige Praordnung, vgl. §1l; wie dort sprechen wir 
von X-Konvexitat anstelle von T-Konvexitat. Die Relation· ::;. (T) auf A interpretiert 
sich als 

a ::; b (T) {=::? a (x) ::; b( x) fiir alle x E X. 
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1st nun A ~ A ein Teilring, so iiberzeugt man sich sofort, daB der Teilring 0 x(A/ A) 
nichts anderes ist als die X-konvexe Riille von A in A (welche in der gegebenen Situation 
also wieder ein Teilring ist). Daher handelt dieser Abschnitt im Grunde iiber beziiglich 
einer Priiordnung konvexe Teilringe eines Rings; so ist A genau dann in A archimedisch 
abgeschlossen auf X, wenn A X-konvex in A ist. 

Die Bildung des archimedischen Abschlusses ist in folgender Weise funktoriell: 1st 

A'~A 

1 1 
A' --4 A 

ein kommutatives Diagramm von Ringhomomorphismen und sind X ~ Sper A, X' ~ 
Sper A' Teilmengen mit (Sper a)(X) ~ X', so ist a(oX1(A'/A')) ~ ox(A/A). (Beweis 
klar. ) 

Beispiele und Bemerkungen. 
1. 1st A = K ein Korper, A ein Teilring von K und besteht X = {x} aus nur emer 
Anordnung von K, so haben wir den Teilring ox(K/ A) schon in II, §1, Definition 4 
eingefiihrt: ox(1</A) ist die konvexe Hulle von A in K beziiglich x. 
2. In der allgemeinen Situation gilt fur jede Teilmenge X von Sper A 

Ox (A/A) = oj((A/A) = Ox (A/A) , 

wobei X der von X erzeugte basische abgeschlossene Teilraum ist (§10). Denn defini
tionsgemiiB liegt ein Element a E A genau dann in ox(A/A), wenn es ein ). E A gibt 
mit X ~ il(cp().)2 - a2). (Da es sich bei den Ringen um konvexe Hiillen beziiglich 

Priiordnungen handelt, folgt die Identitiit auch aus P(X) = P(X) = P(X).) 

Definition 2. 1st X eine Teilmenge von Sper A, so setzen wir ox(A) := ox(A/Z) und 
nennen die Elemente aus ox(A) die auf X absolut beschriinkten Elemente von A. (Dies 
versteht sich natiirlich in bezug auf den eindeutigen Homomorphismus Z -+ A.) 1m 
FaIle X = Sper A heiBen die Elemente aus o(A) := OSper A(A) die absolut beschrankten 
Elemente von A. 1st A = K ein Korper, so nennt man o(K) den {reellen} Holomorphiering 
von K. In §12 werden wir diesen eingehender studieren. 

Aus der oben erwiihnten Funktorialitiit des archimedischen Abschlusses folgt fiir jeden 
Homomorphismus a: A' -+ A, daB a( o(A)) ~ o(A') gilt. Allgemeiner ist a( Ox (A)) ~ 
oX1(A') fiir aIle Teilmengen X ~ Sper A und X' ~ Sper A' mit (Sper a)(X') ~ X. 

Beispiel 3. Sind all"" ar E A und ist 1 + ai + ... + a; eine Einheit in A, so ist 
al(l + ai + ... + a;)-l E o(A), also absolut beschriinkt. Insbesondere sind in einem 
formal reellen Korper FaIle Elemente al (1 + ai + ... + a;)-l (mit at, ... ,ar E F) absolut 
beschriinkt. AIlgemeiner ist fur eine Priiordnung T von A jedes Element b E A absolut 
beschriinkt auf il(T), zu dem es eine Gleichung b(l + a2 + t) = a mit a E A, t E T gibt. 
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Beispiele von archimedischen Ringerweiterungen erhiilt man aus 

Satz 1. Jede ganze Ringerweiterung A ~ A ist archimedisch (auf ganz Sper A). 

Beweis: Jedes a E A geniigt einer Gleichung 

mit Ai E A. Daraus folgt fiir jedes x ESper A 

la(x)l::::; max{l, IA1(X)1 + ... + IAn(x)l} 

(I, §7, Satz 1), also etwa 

la(x)l::::; (n+1+Ai+···+A~)(x), 

da IAI ::::; 1 + V in jedem angeordneten Karper gilt. o 

\Vir beweisen jetzt ein Resultat, welches uber Satz 1 wesentlich hinausgeht und den 
archimedischen AbschluB eines Teilrings A auf einer Teilmenge des reellen Spektrums 
charakterisiert. Dabei kannen wir char A = 0, also Z <;;; A voraussetzen, da sonst 
Sper A = 0 ist und die Begriffe inhaltsleer werden. 

Definition 3. Sei A ein Ring mit Z <;;; A. Wir nennen ein Polynom f(t) E A[t] fast 
normiert, falls sein Leitkoeffizient eine naturliche Zahl ist. 

Theorem 2 (G.W. Brumfiel [Bru1, ch. VI]). Sei A ein Ring mit Z <;;; A und A ein Teilring 
von A, sowie X eine Teilmenge von Sper A. Dann sind fur jedes a E A die folgenden 
A ussagen gleichwertig: 
(i) a E ox(Aj A), d.h. a ist auf X beschrankt uber A; 

(ii) es gibt ein fast normiertes nicht-konstantes Polynom f(t) E A[t] mit f(a 2) ::::; 0 auf 
X; 

(iii) es gibt ein fast normiertes nicht-konstantes Polynom f(t) E A[t] von geradem Grad 
mit f(a) ::::; 0 auf X. 

(Fur b E A solI "b::::; 0 auf X" naturlich heiBen, daB b( x) ::::; 0 fur aIle x EXist.) 

1st a E ox(AjA) und A E A mit la(x)1 ::::; A(X) fiir aIle x E X, so erfiillt das Polynom 
f(t) = t - A2 die Bedingung (ii). Die Implikation (ii) =* (iii) ist trivial (ersetze f(t) durch 
f(t 2 )), es bleibt also (iii) =* (i) zu zeigen. Hierzu dient das folgende bemerkenswerte 

Lemma (G.W. Brumfiel). Sei n E IN und seien t, U1, ... , U2n unabhangige Variable uber 
Q; sei u := (U1, ... ,U2n). Dann gibt es ein k E IN und Polynome b(u) E Q[u] sowie 
h1(u,t), ... ,hk(u,t) E Q[u,t] mit 

k 

b(u) + L h;(u,t)2. 
;=1 
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1st also A ein Ring mit Z ~ A und f E A[t] ein fast normiertes Polynom von geradem 
Grad 2n, so gibt es eine natiirliche Zahl s, ein fl(f) E A und ein Polynom h(t), welches 
Summe von Quadraten in A[t] ist, mit fl(f) = sf(t) - h(t). Wendet man dies in der 
Situation von Theorem 2, Voraussetzung (iii) auf die Polynome f(t) + t und f(t) - tan, 
so erhalt man eine natiirliche Zahl s, Elemente fl,j3 E A mit fl = s(J(t) + t) - h(t) und 

j3 = s( - f(t) + t) + h(t), wobei h, h Summen von Quadraten in A[t] sind. Einsetzen von 
t = a gibt dann 

fl(x) s:; sa(x) s:; j3(x) 

fiir aIle x EX, woraus sofort (i) folgt. 

Das Lemma selbst wird durch Induktion nach n bewiesen, wobei der Induktionsbeginn 
aus 

folgt. 1st n > 1, so nehmen wir die "Tschirnhausen-Transformation" s : = t - fn vor und 
erhalten 

mit Vi E Q[u]. Schreibt man die rechte Seite als 

( n+V2-1 n-2)2+(2n-2+ 2n-3+( (V2-1)2) 2n-4+ ) s -2- S S V3 S V4 - -2- S . . . , 

so kann man auf den zweiten Summanden die Induktionsvoraussetzung anwenden und 
erhalt so die Behauptung des Lemmas auch fiir n. DO 

Anmerkung. Brurnfiel benutzt den nach Theorem 2 naheliegenden Terminus "semi
integrally closed" fiir unser "archimedisch abgeschlossen". Zu einer wortlichen Ein
deutschung fehlte uns hier der Mut. 

Wir kommen zu einer anderen Beschreibung des archimedischen Abschlusses von A in 
A auf X, bei der starker die Priiordnung P(X) der auf X nicht-negativen Elemente aus 
A im Vordergrund steht. 1st T eine beliebige Praordnung von A, so schreiben wir auch 
oT(AjA) fiir ojj(T)(AjA) (und oT(A) fur oT(AjZ)). Es ist also oT(AjA) die T-konvexe 
HiiIle von A in A. Aufgrund von Beispiel 2 hat jeder Ring ox(Aj A) die Gestalt oT(Aj A), 
etwa mit T = P(X). 

Satz 3. Sei A ein Teilring von A und T eine Priiordnung von A. 
a) Ein Element a E A liegt genau dann in oT(Aj A), wenn es>. E A und t E T gibt mit 

b) Ein Element a E A liegt genau dann in 0T(A), wenn es n E IN und t E T gibt mit 

(l+t)(n+a)ET und (l+t)(n-a)ET. 
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Beweis: Aus der Existenz von ,\ (bzw. n) und t wie in den beiden Aussagen folgt 
_,\2 ::; a ::; ,\2 (bzw. -n ::; a ::; n) auf X := H(T). Es geniigt daher, die umgekehrte 
Richtung im Falle a) zu verifizieren. 1st also a E oT(AI A) gegeben, so wahlen wir ein 
11 E A mit la(x)1 ::; II1(x)1 fiir alle x E X und setzen'\ := 1+112. Wegen lal ::; 1111 < ,\ ::; ,\2 
auf X sind ,\2 ± a positiv auf X, und die Behauptung folgt aus Prestels Positivstellensatz 
(§9, Satz 2, lmplikation (i) =? (iii)). 0 

Korollar 1. 1st jedes Element aus 1 + T eine Einheit in A (etwa A ein Korper und T 
eine echte Praordnung), so ist 

OT( AI A) = {a E A: es gibt ,\ E A mit ,\2 ± a E T} 

und 
oT(A) = {a E A: es gibt n E IN mit n±a E T}. o 

Korollar 2. 1st jedes Element aus 1 + ~A2 eine Einheit in A, so ist 

o(o(AIA) I A) = o(AIA). 

Beweis: Sei B := o(AI A). Man muB zeigen, daB jedes b E B auf ganz Sper B beschriinkt 
iiber A ist. Anwendung von Korollar 1 (mit T = ~A 2) gibt ,\ E A, aI, ... ,aT E A und 
eine Gleichung 

,\4 - b2 = ai + ... + a; . 
Jedes lail ist auf ganz Sper A durch ,\2 beschriinkt, weshalb die aj in B liegen. Somit ist 
Ibl auf ganz Sper B durch ,\2 beschriinkt. 0 

1m KorperfallliiBt sich aus Korollar 1 eine Parametrisierung der Elemente aus oT(AI A) 
gewinnen: 

Satz 4. Sei K ein J(orper, T eine echte Praordnung von J( und A ~ K em Teilring. 
Dann ist oT(KI A) die Menge aller Elemente 

'\a 

1 + a2 + t 
mit'\ E A, a E K und t E T. 

Beweis: Jedes solche Element liegt in oT(J(1 A) (Beispiel 3). 1st umgekehrt ein Element 
z =I- 0 in oT(KIA) gegeben, so gibt es nach Korollar 1 ein ,\ E A mit ,\2 - z2 E T, also 

mit t := (~)2 - 1 E T. Setzt man a := ~, so ist 2 ~ a = 2a2 = 1 + a2 + t, woraus man 

2'\a 
z = ------:,----

1 + a2 + t 
erhiilt, wie gewiinscht. o 
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Korollar 3. 1st I( ein I(orper, X eine Teilmenge von Sper I( und A ein Teilring von 1(, 
so ist 

Ox (1(/ A) = A· ox(l() = {h:)' E A, z E ox(I<)} . o 

Korollar 4. 1st I( ein I(orper und T eine echte Priiordnung von 1(, so wird OT(I<) als 
additive Gruppe von den Elementen 1/(1 + t) mit t E T erzeugt. 

Beweis: Das folgt aus Satz 4 und der Identitiit 

2a (a+l)2-(a-l)Z 

1+a2+t = (a+1}2+(a-1)2+2t· 
o 

Wir kehren zu einem beliebigen (kommutativen) Ring A zuriick und fragen jetzt bei 
festgehaltenem Teilring A nach der Abhiingigkeit der Ringe 0 x(A/ A) von der Teilmenge 
X ~ Sper A. Da aus Y ~ X ganz allgemein oy(A/A);2 Ox (A/A) folgt, ist stets 

Ox (A/A) ~ n ox(A/A) , 
xEX 

aber i.a. gilt hier keine Gleichheit: 

Beispiel 4. Sei Rein reell abgeschlossener Korper, sei A = R[t] der Polynomring in 
einer Variablen und A = R. Jedes nicht-konstante Polynom f E R[t] ist in genau zwei 
Punkten aus Sper R[t] unbeschriinkt iiber R, niimlich in ±oo (vgl. §3, Beispiel 2). Aber 
auf der offenen Teilmenge X := (Sper R[tJ) - {±oo} von Sper R[t] sind nur die konstanten 
Polynome archimedisch iiber R, es ist also 

ox(R[tl/R) = R -# R[t] = n Ox (R[tl/R) . 
xEX 

Wir werden jedoch sogleich sehen, daB dies bei prokonstruierbarem X nicht passieren 
kann. Zuvor 

Satz 5. Sei A ein Teilring von A. Fur jedes a E A ist der "Unbeschriinktheitsort" 

D(a/A):= {x ESper A: a fj. ox(A/A)} 

von a uber A abgeschlossen in Sper A und enthiilt mit jedem Punkt auch dessen Genera
lisierungen. 

Beweis: Es ist 

D(a/A) = {x ESper A: V)' E A la(x)l2=: 1).(x)l} = n fJ(a 2 _ ).2). 

AEA 

Da man hierbei das 2=: durch ein > ersetzen kann, ist auch 

D(a/A) = n H(a2 - ).2). 

AEA 
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Aus dies en beiden Darstellungen folgen die Behauptungen. o 

Korollar 5. Sind x,y ESper A mit y >- x, so ist oy(A/A) = Ox (A/A). o 

Beispiel 5. Sei wieder Rein reell abgeschlossener Korper, und sei V eine affine R-Varietiit 
mit zugehoriger Koordinatenalgebra A = R[V]. Seien Ul, . .. , Un Erzeuger von RDJ iiber 
R und sei a := ui + ... + u~ E A. Dann besteht n(a/ R) aus allen x ESper A = V(R), fiir 
die der "Abstand von x zum Ursprung" (bei der durch Ul, ... , Un gegebenen Einbettung 
von V in den affinen Raum An) unendlich graB gegeniiber R ist. N ach Satz 5 besteht 
n (a / R) genau aus allen Generalisierungen von Punkten aus 

nmaX(a/R) ._ n(a/R) n (Sper A)max. 

Aus §7, Korallar 5 folgt 

nmax(a/R) = {x E (Sper A)max: k(x) ist nicht archimedisch tiber R}. 

Insbesondere ist n( a/ R) von der Wahl der Erzeuger von R[V] unabhiingig und kann daher 

als Menge der unendlich fernen Punkte in V(R) bezeichnet werden. Dies harmoniert auch 
mit §6, Bemerkung 5. 

Satz 6. Sei A ein Teilring von A und X eine prokonstruierbare Teilmenge von Sper A. 1st 
a E A in jedem x E X beschriinkt iiber A, so gibt es eine offene konstruierbare Umgebung 
U von X in Sper A, auf der a iiber A beschriinkt ist. 

Beweis: Nach Satz 5 ist a auch in jedem x E X beschriinkt iiber A, weshalb wir X = X 
annehmen konnen. Zu jedem x E X gibt es ein Ax E A mit la(x)1 < Ax(X). Da X 
quasikompakt ist, gibt es endlich viele Xl, •.• , x N E X mit 

N 

X c U {y ESper A: la(y)1 < Ax;(Y)} =: U. 
;=1 

Die Menge U ist eine offene konstruierbare Umgebung von X 
1 + A;, + ... + A;N gilt la(y)1 < A(y) fiir alle y E U. 

X, und mit A 
o 

Korollar 6. Sei A em Teilring von A und X eine prokonstruierbare Teilmenge von 
Sper A. Dann ist 

o x(A/ A) = n Ox (A/ A) , 
xEX 

und man kann sich auf der rechten Seite sagar auf die Punkte x aus xmax oder aus xmin 

beschriinken. 

Beweis: Satz 6 und Korollar 5. o 

Bemerkung. Sei V eine affine Varietiit iiber einem reell abgeschlossenen Korper R und 
A = R[V] ihre Koordinatenalgebra. 1st Meine semialgebraische Teilmenge von V(R) 
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und if die zugehorige konstruierbare Teilmenge von Sper A, so liegt es nahe zu fragen, 
ob 0 jj(A/ A) schon der Durchschnitt der Ringe ox(A/ A) mit x E Mist, etwa fiir A = R. 
Dies ist jedoch im allgemeinen zu verneinen. Trivialerweise ist Ox (A/ R) = A fiir aIle 
x E V(R), wahrend nur in besonderen Fallen die R-wertige Funktion x f-+ a(x) fiir jedes 
a E A auf M beschriinkt ist. In allen anderen Fallen ist 0 jj(A/ R) ein echter Teilring 
von A. An dieser Stelle wird in Verbindung mit Korollar 6 erneut die Niitzlichkeit "idealer 
Punkte" in if deutlich: Zu jeder auf M nicht beschriinkten polynomialen Funktion f E A 
gibt es einen solchen Punkt in if, in welchem f tatsiichlich einen beziiglich R unendlich 
groBen Funktionswert annimmt. 
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§12. Priiferringe und reeller Holomorphiering eines Korpers 

Dieser letzte Abschnitt ist einem niiheren Studium des Holomorphieringes o(F) eines 
(formal reellen) Korpers gewidmet. Die rnittlerweile weit entwickelte Theorie des Holo
morphierings - und allgemeiner der Ringe oT(F) - sowie interessante Anwendungen 
auf Potenzsummen in Korpern verdankt man vornehmlich E. Becker und seinem Schiiler 
H.-W. Schiilting ([Schii], [Bel]' [Be2]' ... ). Ein Schliisselbegriff fiir diese Fragen ist das 
Konzept des Priiferrings (siehe unten). Wir werden hier nur die Anfangsgriinde dieser 
Theorie erkliiren, welche zu einem wichtigen Teil schon auf D.W. Dubois zuriickgehen 
[DuJ. Unsere Darstellung unterscheidet sich dabei von dies en iilteren Arbeiten durch die 
(stiirkere) Verwendung des reellen Spektrums, welches sich auch hier hiiufig als klarend 
und hilfreich erweist. 

Definition 1. 
a) Ein lntegritiitsbereich A heiBt Priiferring, falls jede Lokalisierung Ap von A in einem 
Primideal l' ein Bewertungsring ist. 1st A dabei Teilring eines Korpers Fund ist zusatzlich 
F der Quotientenkorper von A, so heiBt A ein Priiferring von F. 
b) Der Priiferring A heiBt residuell reeller Priiferring, falls die Restklassenkorper K(p) = 
ApjpAp (1' E Spec A) siimtlich formal reell sind (d.h. falls die Bewertungsringe Ap 
siimtlich residuell reell im Sinne von II, §2 sind). Analog wird der Begriff residuell reelZer 
Priiferring von F erklart. 

Bemerkungen. 
1. Jeder Bewertungsring B ist ein Priiferring. 1st dabei K(B) = BjmB formal reell, so 
ist B konvex in F := Quot(B) beziiglich einer Anordnung P von F (II, §7, Korollar). 
Dasselbe gilt dann auch fiir jeden Oberring von B in F, und folglich ist BpjpBp formal 
reell fiir jedes l' E Spec B. Dies zeigt, daB die beiden fiir Bewertungsringe gegebenen 
Definitionen von "residuell reell" (Definition 1 b und II, §2, Definition 3) aquivalent sind. 
2. 1st A ein Priiferring von F, so ist auch jeder Oberring B von A in Fein Priiferring, 
denn fiir q E Spec B ist Bq ein Oberring von AqnA in F. Ebenso ist jeder Oberring (in 
F) eines residuell reellen Priiferrings von F wieder ein residuell reeller Priiferring (vgl. 
Bemerkung 1). 
3. Sei A ein nullteilerfreier Ring. Sind alle Lokalisierungen Am nach maximalen ldealen 
von A Bewertungsringe (bzw. residuell reelIe Bewertungsringe), so ist A schon ein 
Priiferring (bzw. ein residuell reelIer Priiferring). Denn fiir l' E SpecA mit l' ~ mist 
Ap ein Oberring von Am im Quotientenkorper von A. 
4. 1st A nullteilerfrei und F = QuotA, so ist A = nmAm, wobei der Durchschnitt iiber aIle 
maximalen ldeale m von A in F gebildet wird. (Das ist leicht zu sehen: Zu vorgegebenem 
A E nm Am ist das Ideal alIer Elemente a von A, fiir die aA E A ist, in keinem maximalen 
Ideal von A enthalten, also das Einsideal.) Daher ist jeder Priiferring von F Durchschnitt 
von Bewertungsringen von F, insbesondere also ganz abgeschlossen. 
5. 1st A ein Priiferring von Fund J( ein weiterer Korper, so besteht eine natiirliche Bijek
tion von der Menge der auf A endlichen Stellen A: F -t K U 00 auf Hom(A, K), namlich 
A ....... AlA. (Hier und spater bezeichnet Hom(·,·) die Menge der Ringhomomorphismen.) 
Denn jeder Homomorphismus <p: A -t Khat eine eindeutige Fortsetzung zu einem Homo
morphismus von einem A enthaltenden Bewertungsring (niimlich Akern <p) nach K, also zu 
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einer (auf A ganzen) Stelle F -+ J( U 00. 

6. 1st A ein Priiferring von F, so ist die Abbildung p f-+ Ap eine Bijektion von Spec A 
auf die Menge aller A enthaltenden Bewertungsringe B von F. Die Umkehrabbildung 
ist B f-+ An mB. (Klar ist p = A n pAp fiir p E SpecA. Sei umgekehrt B 2 A ein 
Bewertungsring und p := An mB. Dann ist B = Ap zu zeigen, wobei 2 sofort klar ist. 
1st c E F, c f/. A p, so ist c- I E pAp, also c- I = ajb mit a E p, b E A, b f/. p. Folglich ist 
bE B*, a E mB, also c = bja f/. B.) 

Die Bedeutung von Priiferringen fiir die reelle Algebra ergibt sich aus dem folgenden 
Satz von A. Dress [Dr) (vgl. auch [LOV, p. 86)): 

Satz 1. Sei Fein J(orper. Dann ist der von allen Elementen 

1 

1 + a2 
(a E F, a2 i- -1) 

erzeugte Teilring A von Fein Priiferring von F. 

Beweis. Sei p ein Primideal von A und B := A p, sowie ein x E F* vorgegeben; zu zeigen 
ist x E B oder x-I E B. Zunachst ist x2 E B oder x-2 E B. Dies ist klar, falls x2 = -1 
ist. Andernfalls folgt es aus der Identitat 

1 1 --+ = 1, 
1 + x 2 1 + x-2 

da nicht beide Summanden der linken Seite in p liegen, also einer von beiden in B 
invertierbar ist. Wir konnen o.E. x2 E B annehmen. Sei y := 1 + x. 1st y2 E B, so 
ist 2x = y2 - 1 - x2 E B, also x E B. Andernfalls ist y i- 0 und y-2 E B. Wegen 
(y - 1)2 = x 2 E B folgt auch 

y-2(y _ 1)2 = 1 _ 2y-I + y-2 E B, 

also y-I E B. Aus 1- x = y-I(1- x2) schlieBt man nun x E B, wie gewiinscht. 0 

Wir erinnern daran, daB o(F) den reellen Holomorphiering von F bezeichnet (§11, 
Definition 2). 

Theorem 2. Sei Fein formal reeller J(orper. Fur jeden Teilring A von F sind iiquivalent: 
(i) o(F) ~ A; 

(ii) A ist ein residuell reeller Priiferring von F; 
(iii) A ist archimedisch abgeschlossen in F, d.h. o(FjA) = A; 
(iv) A ist ein 'EF2-konvexer Teilring von F; 
(v) es gibt einen Teilring A von Fund eine Teilmenge X von Sper F mit A = ox(F/A). 
Insbesondere ist der reelle Holomorphiering o(F) von F der kleinste residuell reelle 
Priiferring von F. 
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Beweis. 
(i) =} (ii). Da o(F) alle Elemente (1 + a2)-I (a E F) enthalt, ist o(F) ein Priiferring 
von F wegen Satz 1. Sei B ein Bewertungsring von F mit o(F) ~ B. Ware B nicht 
residuell reell, so gabe es bI , ... , br E B mit 1 + bi + ... + b; E mB, was wegen 
(1 + bi + ... + b;)-I E o(F) ~ B nicht sein kann. Somit ist A ein residuell reeller 
Priiferring von F. 
(ii) =} (iii). Es geniigt, die archimedische Abgeschlossenheit von residuell reellen Be
wertungsringen in F nachzuweisen, da Durchschnitte von archimedisch abgeschlossenen 
Teilringen von F wieder archimedisch abgeschlossen in F sind. 1st B ein residuell reeller 
Bewertungsring von F, so ist B konvex in F beziiglich einem x ESper F (II, §7). Folglich 
ist ox(FIB) = B, erst recht also o(FIB) = oSperF(FIB) = B. 
Die Implikationen (iii) =} (iv) '* (v) =} (i) sind trivial. 0 

Korollar 1. Del" reelle Holomorphiering o(F) ist der Durchschnitt aller residuell reellen 
Bewertungsringe von F. 0 

Bemerkung. 
7. Dieses Korollar ist schon in friiheren Ergebnissen enthalten: Nach §11, Korollar 6 ist 
namlich o(F) der Durchschnitt der residuell reellen Bewertungsringe ox(F), x ESper F, 
und nach II, §7 enthalt jeder residuell reelle Bewertungsring von F soleh ein Ox (F). 
Allgemeiner ist nach §11 jeder Ring 0 x(FI A) (mit X ~ Sper Fund einem Teilring A ~ F) 
Durchschnitt der residuell reellen Bewertungsringe ox(FIA) mit x E X. 

1m folgenden halten wir einen Korper F fest, der o.E. als formal reell vorausgesetzt sei, 
und untersuchen das reelle Spektrum seines Holomorphieringes o(F) etwas naher. Zur 
Abkiirzung schreiben wir 0 := o(F). 

Satz 3. Sei A ein residuell reeller Priiferring von F. FajJt man Sper F in der iiblichen 
Weise als Teilraum von Sper A auf, so ist Sper F = (Sper A)ffiin. 

Beweis. Sei x ESper A und P := supp(x), sowie B := Ap und x die von x auf 
K(P) = BlmB induzierte Anordnung. Nach Baer-Krull gibt es eine Anordnung y von 
F, welche B konvex macht und auf BlmB die Anordnung x induziert. FaBt man y und 
x als Elemente von Sper B auf, so ist sofort klar, daB dort y ~ x gilt; die Inklusion 
Sper B ~ Sper A zeigt also, daB y eine Generalisierung von x in Sper A mit Trager (0) ist. 

o 

Wie steht es mit den maximalen (= abgeschlossenen) Punkten von Sper o? Sei 
x ESper 0, P := supp(x) und x die induzierte Anordnung von K(p). Nach §7, Ko
rollar 5 ist x genau dann ein abgeschlossener Punkt, wenn K(P) iiber o/p archimedisch 
beziiglich x ist. Da o/p nach Definition von 0 archimedisch iiber Z beziiglich x ist, ist 
die Abgeschlossenheit von x aquivalent dazu, daB x eine archimedische Anordnung von 
K(P) ist, also zur Existenz einer ordnungstreuen Einbettung K(P) '-t IR. Da diese durch 
x eindeutig bestimmt ist, erhalt man 
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Satz 4. Die kanonische Abbildung Hom( 0, lR) -+ Sper ° ist eine Bijektion von Hom( 0, lR) 
auf (Sper 0 )max. 0 

Korollar 2. 1st lR in F enthalten, so liefert die Triigerabbildung supp: Sper 0 -+ Spec 0 

eine Bijektion von (Sper o)max auf den Raum (Spec o)max der maximalen Ideale von o. 

Man beachte aber, daB diese Bijektion i.a. kein Homoomorphismus ist. 

Beweis. Da der Korper lR keine echten Endomorphismen besitzt (II, §1), ist jeder 
Homomorphismus rp: 0 -+ lR surjektiv, und rp ist durch seinen Kern bestimmt. Nach Satz 
4 ist supp( x) also ein maximales Ideal fiir jedes x E (Sper 0 )max. Da alle Primideale von 
o reell sind, ist supp: (Sper o)max -+ (Spec o)max surjektiv. 1m kommutativen Diagramm 

Hom( 0, lR) 

./ ""kern 

(Sper O)max supp I (Spec 0 )max 

ist kern injektiv; wegen Satz 4 ist also supp auch injektiv. o 

Durch Identifizierung von Hom( 0, lR) mit (Sper 0 )max erhaJt man also eine kompakte 
(Hausdorff-) Topologie auf Hom( 0, lR) (§6, Theorem 2). Diese liiJ3t sich auch ohne Bezug
nahme auf das reelle Spektrum einfach beschreiben: 

Satz 5. Die durch Hom( 0, lR) ~ Sper 0 auf Hom( 0, lR) induzierte Topologie stimmt mit 
der Teilraumtopologie von Hom( 0, lR) in lRo = I1lR iiberein. 

° Beweis. Sei T bzw. T' die Teilraumtopologie von Hom(o,lR) in Sper 0 bzw. in lRo. Eine 
Subbasis offener Mengen von T wird gebildet von allen 

S(a) := {rp E Hom(o,lR): rp(a) > o} 

(a E A), denn S(a) = Hom(o,lR)nHo(a). Da alle S(a) T'-offen sind, ist T' feiner als T. 
Eine Subbasis offener Mengen von T' wird gegeben durch alle Mengen 

S(a,p,q):= {rp E Hom(o,lR): p < rp(a) < q} 

mit a E A und p, q E Q, p < q. Nun ist S(a,p, q) = S(a - p) n S(q - a) (beachte Q ~ 0), 
und somit auch T feiner als T'. 0 

Wir bezeichnen im folgenden den kompakten Raum Hom(o,lR) mit Y und studieren 
den Ringhomomorphismus 

r: 0 -+ C(Y, lR), a I-t a. 
Hier bezeichnet C(Y, lR) den Ring der stetigen lR-wertigen Funktionen auf Y, und fiir 
a E 0 ist a definiert durch a(rp) := rp(a) (rp E Y). 

Unmittelbar aus der Definition folgt, daB die Funktionen a die Punkte von Y trennen. 
Weiter ist Q in 0 enthalten. Mit dem Satz von Stone-WeierstraB [BTG, chap. 10, §4, Th. 3] 
erhiilt man also, daB r( 0) ein dichter Teilring von C(Y, lR) ist, beziiglich der Topologie 
der gleichmiiBigen Konvergenz. 

1m Ring C(Y, lR) ist die Teilmenge C+(Y, lR) der nicht-negativen Funktionen eme 
Priiordnung (identisch mit der Menge der Quadrate). Fiir ihr Urbild unter r gilt 
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Satz 6. Fur a E 0 ist genau dann a E C+(Y, IR), wenn a + ~ fur jedes n E IN Summe 
von Quadraten (in F oder in 0) ist. 

Beweis. Zunachst ist klar, daB ~ 0 2 = 0 n ~F2 gilt, denn ist ai + ... + a; beschriinkt iiber 
Z (auf Sper F), so auch jedes der ai. 1st nun a + ~ E ~F2, so ist a + ~ E C+(y, IR); gilt 
dies fiir alle.n E IN, so folgt a E C+(Y,IR). Umgekehrt folgt aus a E C+(Y,IR), daB a als 
Funktion auf (Sper 0 )max nicht negativ ist (Satz 4). Fiir alle n E IN ist daher der Schnitt 
der abgeschlossenen Menge 

Ho(-a-~) = {x ESpero: ~+a(x)~O} 
n n 

mit (Sper o)max leer, und somit flo (-a -~) = 0, also a + ~ > 0 auf Sper o. Insbesondere 

ist a + ~ positiv auf Sper F (Satz 3), also Summe von Quadraten (I, §1). 0 

Korollar 3. Der Kern von T: 0 ---t C(Y, IR) besteht genau aus allen a E F, fur die ~ ± a 
fur alle n E IN Summen von Quadraten sind (in 0 oder F), also aus den auf ganz Sper F 
bezuglich Q }} infinitesimalen" Elementen von F. 0 

Ebenso wie fiir (Sper 0 )min gibt es auch fiir (Sper 0 )max eine rein korpertheoretische 
Beschreibung, die auf 0 nicht Bezug nimmt. Hierzu definieren wir 

Definition 2. Die Menge aller IR-wertigen Stellen F ---t IR U CXl von F wird mit M(F) 
bezeichnet. 

Nach Korollar 1 ist jedes >. E M(F) endlich auf 0, man hat also eine natiirliche 
Abbildung M(F) ---t Hom(o,IR), >. >-+ >'10. Nach Bemerkung 5 ist diese eine Bijektion, so 
daB wir die Menge M(F) im folgenden mit Y = Hom(o,IR) identifizieren konnen. Man 
beachte, daB somit M(F) auch zu (Sper 0 )max in natiirlicher Bijektion steht (Satz 4). 

Urn die (kompakte) Topologie von Hom(o,IR) bzw. (Sper o)max (Satz 5) auf M(F) 
zu iibertragen, fassen wir die Elemente >. E M(F) auf als Abbildungen von F in den 
kompakten Raum pl (IR) (die projektive Gerade iiber IR), indem wir c E IR mit dem 
Punkt (c : 1) und CXl mit (1 : 0) (homogene Koordinaten!) identifizieren. Fiir spater sei 
noch vermerkt, daB durch (c : d) >-+ (d: c) eine stetige Involution L von pl(IR) definiert 
ist, welche 0 und CXl vertauscht und c E IR in 1 I c ii berfiihrt. 

Fiir a E F definieren wir die Auswertungsabbildung a: M(F) = Y ---t IR U CXl = pl(IR) 
durch a(>.) = >.(a). Diese Definition stimmt fiir a E 0 mit der friiheren iiberein (CXl wird 
dann von a als Wert nicht angenommen), und es gilt 

Satz 7. Fur jedes a E Fist die Abbildung a: M(F) == Y ---t pl(IR) stetig (wobei Y die 
fruher definierte Topologie trage). Daher ist die Topologie von M(F) auch die grobste 
Topologie, welche alle a (a E F) stetig macht. 

Beweis. Sei 0.E. a i=- 0, und sei ein >. E M(F) vorgegeben; wir zeigen die Stetigkeit von 
a in >.. 1st zunachst >.(a) i=- CXl, so gibt es b,c E 0 mit a = blc und >.(c) 1: O. Auf der 
offen en Umgebung {Jl E M(F): Jl(c) 1: o} von>. stimmt a mit der stetigen Funktion hie 
iiberein, woraus die Stetigkeit von a in >. folgt. 1st dagegen >.( a) = CXl, so beachte man, 

daB a = L 0 (l/a) gilt (L ist die oben erwiihnte Involution von pl(IR)); aus dem schon 
bewiesenen Fall folgt also die Stetigkeit von a in >.. 0 
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Bemerkung. 
8. Sei p: Sper 0 -7 (Sper o)max = M(F) die (stetige) kanonische Retraktion, die jedem 
x ESper 0 die Spitze des Speeres {x} in Sper 0 (also die abgeschlossene Spezialisierung von 
x in Sper 0) zuordnet, vgl. §6. Es ist leicht, p(x) zu gegebenem x ESper F = (Sper o)min 
anzugeben, ohne auf den Holomorphiering 0 Bezug zu nehmen: p( x) ist namlich die 
zur Anordnung x von F gehorende sogenannte "kanonische" Stelle F -7 lR U 00, also 
die eindeutig bestimmte mit x vertragliche Stelle, deren Bewertungsring die konvexe 
Hiille ox(F) von Z in F beziiglich x ist. Die Restriktion Sper F -7 M(F) von p stellt 
dabei M(F) als topologischen Quotientenraum von Sper F dar (denn die Abbildung ist 
abgeschlossen) . 

Wir miissen es uns hier versagen, zu einem tieferen geometrischen Verstandnis des Stel
lenraums M(F) vorzudringen (etwa im Fall von Funktionenkorpern iiber reell abgeschlos
senem Grundkorper), da dies weiter reichende Kenntnisse in algebraischer Geometrie (z.B. 
Aufblasungen) erfordern und somit den Rahmen dieses Buches iiberschreiten wiirde. Doch 
geben wir zur Illustration zwei Beispiele. Diese sind recht speziell, weil "eindimensional". 
Es sei daher betont, daB der Holomorphiering o(F) und der Raum M(F) gerade auch fiir 
die mehrdimensionale Geometrie von Nutzen sind. 

Beispiel 1 (Schiilting [S chii , pp. llff.]). Sei N eine eindimensionale reell-analytische 
Mannigfaltigkeit und Meine nicht-Ieere kompakte zusammenhangende Teilmenge von N. 
Es sei O(M) := limO(U), wobei U die offenen Umgebungen von M durchlauft und O(U) 
den Ring der ree1f-'analytischen Funktionen U -7 lR bezeichnet. Dann ist O(M) nulltei
lerfrei. Sei F der Quotientenkorper von O(M), also der Korper der "auf M meromorphen 
Funktionen". Wir set zen voraus (was de facto stets der Fall ist [Schii, p. 13]), daB die 
Funktionen aus O(M) die Punkte von M trennen. Dann ist O(M) = o(F), und die kano
nische Auswertungsabbildung M -7 Hom( o(F), lR) ist ein Homoomorphismus. Es findet 
sich also M mit seiner Topologie als Stellenraum M(F) wieder, und der Holomorphiering 
o(F) entspricht den darauf holomorphen Funktionen. 

Zum Beweis: Jeder Punkt x E M liefert eine diskrete Bewertung Vx von F mit Rest
klassenkorper IR, namlich die (Nullstellen-) Ordnung in x. Dabei ist O(M) = {J E F: 
vx(f) ~ 0 fiir aIle x EM}, woraus o(F) ~ O(M) folgt. Umgekehrt ist jedes I E O(M) 
auf M, also auch auf einer offenen Umgebung U von M, beschrankt, da M kompakt 
ist. 1st etwa n E IN mit II(x)1 < n auf U gewahlt, so sind vn ± I analytisch auf U. 
Somit sind n ± I Quadrate in F, woraus lEo folgt. Es gilt also o(F) = O(M). Sei 
jetzt 0 := o(F) = O(M). Die Auswertungsabbildung M -7 Hom( 0, lR) ist trivialerweise 
stetig und ist nach Voraussetzung injektiv. Da beide Raume kompakt sind, geniigt es, ihre 
Surjektivitat nachzuweisen. Sei also cp: 0 -7 lR ein Homomorphismus, und sei p sein Kern. 
Wegen lR ~ 0 ist p ein maximales Ideal von o. Zu lEo sei Z(f) := {x EM: I(x) = o}. 
Ware der Durchschnitt aller Z(f) mit IE p leer, so gabe es endlich viele h, ... ,IT E P mit 
Z(h)n·· ·nZ(fT) = 0, da M kompakt ist. Dann ware aber 9 := Jl+ ... +!'; nullstellenfrei 
auf einer Umgebung von M, also 1/g E 0, was zum Widerspruch 1 = (fr+···+ f/)/g E P 
fiihrt. 1st nun x EMmit I(x) = 0 fiir aIle I E p, so folgt aus der Maximalitat von p 
sofort, daB cp(f) = I(x) fiir aIle lEo gilt. 0 
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Dieses Beispiel illustriert die Vorstellung, die zu dem Terminus "Holomorphiering" 
gefiihrt hat: 1st Fein Korper, so denkt man sich die Elemente von F als stetige pl(IR)_ 
wertige Funktionen auf dem kompakten Raum M(F) ("meromorphe Funktionen"); die 
Elemente von o(F) sind dann genau diejenigen Funktionen, die nirgends unendlich wer
den, also die "holomorphen Funktionen". 

Beispiel 2. Hier werden ein paar element are Tatsachen aus den Anfangsgriinden der 
algebraischen Geometrie benutzt, siehe etwa [Sf], [H, chapter I]. Sei V eine glatte pro
jektive irreduzible Kurve, welche iiber IR definiert (also durch homogene Polynome mit 
Koeffizienten in IR beschrieben) ist, und sei F = IR(V) ihr Funktionenkorper. Bekanntlich 
definiert jeder Punkt x E V(C) einen diskreten Bewertungsring Ox von F (den Ring der 
in x reguliiren Funktionen), wobei genau dann Ox residuell reell (mit Restklassenkorper 
IR) ist, wenn x E V(IR) ist. (Uberdies gilt Ox = Oy genau dann, wenn x und y komplex 
konjugiert sind.) Da die Ox (x E V(C)) siimtliche nicht-trivialen Bewertungsringe von 
F iiber IR sind, ist o(F) = O(V(IR)), der Ring der auf ganz V(IR) reguliiren Funktio
nen, und man hat eine kanonische Bijektion c::: V(IR) -+ M(F). Versieht man V(IR) wie 
iiblich mit seiner starken (= klassischen) Topologie, so ist V(IR) kompakt. Die auf V(IR) 
reguliiren Funktionen f: V(IR) -+ IR sind natiirlich stetig. Mit Satz 5 folgert man, daB E 

stetig, also ein Homoomorphismus ist. Wir konnen also V(IR) mit M(F) identifizieren. 

\Vir wollen nun einige Aspekte des Verhaltens von Priiordnungen und (residuell reellen) 
Priiferringen unter (reellen) Stellen diskutieren. 

Sei A: F --* J( U 00 eine surjektive Stelle und T eine Priiordnung von F. Dann ist 
A(T n OA) eine Priiordnung von J( (§9, Bemerkung 2; 0A ist der Bewertungsring zu A), 
die wir ~ etwas nachliissig ~ mit A(T) bezeichnen. 

Definition 3. Die Stelle A heiBt mit T vertraglich, wenn -1 (j. A(T), also A(T) eine echte 
Priiordnung von J( ist. 

Bemerkungen. 
9. Genau dann ist A mit der Priiordnung 2:,F2 von F vertriiglich, wenn A reell (also J( 
formal reell) ist, und dann gilt A(2:,F2) = 2:,[(2. 

10. 1st T = Peine Anordnung von F, so ist A genau dann mit P vertriiglich, wenn A(P) 
eine Anordnung von [( ist. Dies ist also iiquivalent zur Existenz einer Anordnung Q von 
](, so daB A mit P und Q vertriiglich im Sinne von II, §8 ist (und dann ist notwendigerweise 
Q = A(P)). 

Wir werden bald eine ganze Liste von Bedingungen angeben, die siimtlich zur Vertriig
lichkeit von A mit T iiquivalent sind. Gleichzeitig ergibt sich dabei eine Charakterisierung 
aller Stellen A von F mit oT(F) <;;; OA (man beachte, daB oT(F) der Durchschnitt all 
dieser ° A ist). Zuniichst jedoch einige Vorbereitungen. 
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Lemma 1. Sei T eine echte Priiordnung von Fund A ein Oberring von oT(F) in F. 
Dann ist jedes Ideal von A konvex in F beziiglich T. Insbesondere ist A ein T -konvexer 
Teilring von F. 

Beweis. Seien a E A und b E F mit 0 ::::; b ::::; a (T). 1st a = 0, so auch b = O. Andernfalls 
folgt 0 ::::; ba- I ::::; 1 (T), also ba-I E oT(F) ~ A (denn oT(F) ist die T-konvexe Rulle von 
Z in F), und somit b = (ba-I)a E Aa. 0 

Dies zeigt insbesondere, daB die T-konvexen Teilringe von F genau die Oberringe der 
T-konvexen Rulle 0T(F) von Z in F sind. 

Lemma 2. Sei T eine echte Priiordnung von F, sei A ein Priiferring von Fund p ein, 
Primideal von A. Dann sind iiquivalent: 
(i) Ap ist konvex in F beziiglich T; 

(ii) P ist konvex in A beziiglich Tn A. 

Beweis. Aus (i) folgt nach Lemma 1 die T-Konvexitat von pAp in F, also auch die TnA
Konvexitat von p = (pAp) n A in A. Umgekehrt gelte (ii), und seien a E A p, b E F 
mit 0 ::::; b ::::; a (T); angenommen, b (j. Ap. Dann ist b- I E pAp, also auch ab- I E pAp, 
und 0 ::::; 1 ::::; ab-I(T). Es gibt c, sEA mit c E p, s (j. p und ab- I = cs- I. Dann liegt 
(c - s)s = s2(ab- I - 1) in Tn A, aber nicht in p, und 

S2 + (c - s)s = cs E P 

gibt einen Widerspruch zur Tn A-Konvexitat von p. o 

Lemma 3 (G. Brumfiel). Sei A ein Integritiitsbereich, p ein Prim ideal von A und T eine 
echte Priiordnung des Quotientenkorpers F von A. Dann sind iiquivalent: 
(i) p ist ein Tn A-konvexes Primideal von A; 

(ii) es gibt eine Anordnung P von F mit P 2 T, so dajJ p ein P n A-konvexes Prim ideal 
von A ist. 

Beweis. (i) => (ii) Mit dem Zornschen Lemma erhaIt man eine Praordnung U 2 T 
von F, fur die p noch Un A-konvex ist und die maximal unter dieser Eigenschaft ist. 
Angenommen, U sei keine Anordnung von F. Es gibt also a E F, a (j. U u (-U), und 
folglich sind UI := U +aU und U2 := U -aU echte Praordnungen von F (I, §1, Lemma 1). 
Wir zeigen UI n U2 = U. Dazu sei b E UI n U2 gegeben, etwa b = u + av = u' - av' mit 
u,u',v,v' E U. Es folgt 

b(v + v') = uv' + u'v E U, 

und daraus b E U, denn ist v + v' = 0, so auch v = v' = O. Es ist also insbesondere 
UnA = (UI nA) n (U2nA). Nach dem Lemma von Klapper (§10, Lemma 4) ist p konvex 
beziiglich einem der Ui n A, ein Widerspruch zur Maximalitat von U. Die Implikation (ii) 
=> (i) ist trivial. 0 

Wir kommen nun zu den angekundigten aquivalenten Beschreibungen der Vertraglich
keit einer Stelle mit einer Praordnung. Wie friiher bezeichnet 0 ~ den Bewertungsring 
einer Stelle A von F und m~ des sen maximales Ideal. 
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Theorem 8. Sei A: F _ J( U 00 eine surjektive Stelle von F, und sei T eine echte 
Priiordnung von F. Es bezeichne 0 := o(F) den Holomorphiering von F. Die folgenden 
A ussagen sind iiquivalent: 

(i) A ist mit T vertriiglich; 
(ii) rnA n (1 + T) = 0; 

(iii) A ist endlich auf oT(F) (also oT(F) ~ OA); 
(iv) 0 A ist T -konvex; 
(v) es gibt eine Anordnung P ~ T von F, so daft 0A P-konvex ist; 

(vi) es gibt ein x E HF(T), so daft A mit x vertriiglich ist; 
(vii) es gibt eine Vergroberung f-l von A in M(F) (also 01' ~ 0A)' welche mit T 

vertriiglich ist. 
Fur die weiteren A ussagen sei A als reell vorausgesetzt. Dann ist 0 ~ 0 A, und fur das 
Prim ideal p := 0 n rnA von 0 gilt 0 A = Op. Zu den obigen A ussagen sind auch iiquivalent: 

(viii) Das Primideal p von 0 ist Tn o-konvex; 
(ix) es gibt ein Y E Ho(T no) mit supp(y) = p; 
(x) p n (1 + Tn 0) = 0. 

Beweis. Die notige Beweisarbeit ist schon getan, man muB nur die bisherigen Resultate 
zusammenfiigen: 

Die Aquivalenz von (i) und (ii) folgt direkt aus Definition 3, jene von (iii) und (iv) aus 
Lemma 1. Da oT(F) nach §11, Korollar 4 von allen (1 + t)-l mit t E T erzeugt wird, 
sind (ii) und (iii) iiquivalent. Die Aquivalenz von (v) und (vi) ist klar nach Bemerkung 
10 (vgl. II, §8, Satz 4), und (v) * (iv) ist trivial. Umgekehrt folgt aus (iv) nach Lemma 
2, daB rnA konvex bezuglich Tn 0 A ist; nach Lemma 3 gibt es also eine Anordnung P ~ T 
von F, so daB rnA konvex bezuglich P n 0A ist, und nochmalige Anwendung von Lemma 
2 gibt (v). (v) * (vii): Wiihlt man P wie in (v) und f-l als Stelle mit Bewertungsring 
op(F), so ist f-l mit T vertriiglich, vergrobert A, und f-l E M(F). Umgekehrt folgt (vii) 
* (iii) durch Anwendung der schon bewiesenen Implikation (i) * (iii) auf f-l. Damit ist 
schon die Aquivalenz von (i)-(vii) bewiesen. 

Nun sei A reell, also 0 ~ 0A (Theorem 2). Die Gleichheit OA = op wurde schon in 
Bemerkung 6 gezeigt, und aus Lemma 2 folgt die Aquivalenz von (iv) und (viii). Die 
Aquivalenz von (viii) und (ix) folgt aus §10, Satz 3 und Theorem 4, und (ii) * (x) ist 
trivial. Umgekehrt gelte jetzt (x). 1st q ein unter q n (1 + Tn 0) = 0 maximales Ideal 
von 0, so ist q prim und konvex in 0 bezuglich Tn 0 (§10, Satz 1), also Oq T-konvex in 
F nach der schon bewiesenen Implikation (viii) * (iv). Aus Oq ~ op und Lemma 1 folgt 
dann die T-Konvexitiit von oJ! = OA' also (iv). Damit ist das Theorem bewiesen. 0 

Satz 9. Sei A: F - J( U 00 eine surjektive Stelle und T eine Priiordnung von F. 1st A 
mit T vertriiglich, so gilt 

A(OT(F)) = OA(T)(J(). 

lnbesondere gilt A(o(F)) = o(J(), falls A reel! ist. 

Beweis. Nach §11, Korollar 4 wird oT(F) von allen (1 + t)-l mit t E T erzeugt. Die 
Voraussetzung besagt, daB A auf oT(F) endlich ist (Theorem 8). Fur t E T ist aber 

A (_1_) = { 1/(1 + A(t)) falls t E Tn 0A' 
l+t 0 fallstltoA. 
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Wegen A(T) = A(T no>.) folgt daraus die erste Behauptung. Die zweite ist der Spezialfall 
T = 'L,F2 (also A(T) = 'L,K2), vgl. Bemerkung 9. 0 

Da sich die Primideale p von o(F) und die residuell reellen Bewertungsringe von F 
entsprechen (via p f-+ o(F)p, siehe Bemerkung 6 und Theorem 2), kann man die zweite 
Aussage in Satz 9 auch so formulieren: 1st p ein Primideal von o(F), so ist o(F)/p der 
Holomorphiering des Quotientenkorpers Ii:(p) von o(F)/p. 

Korollar 4. 1st A ein residuell reeller Priiferring von Fund A: F --» K U 00 eine 
surjektive Stelle, die auf A ganz ist, so ist .>.(A) ein residuell reeller Priiferring von K. 

Beweis. Nach Theorem 2 ist o(F) ~ A, also o(K) ~ A(A) nach Satz 9. Nun erneut 
Theorem 2. o 

Satz 10. Sei T eine Praordnung von Fund .>.: F --» K U 00 eine mit T vertragliche 
surjektive Stelle. Sei Q eine Anordnung von K. Genau dann ist Q ;2 '>'(T), wenn es eine 
mit A vertragliche Anordnung P ;2 T von F mit Q = .>.(P) gibt. 

Beweis. Fur die nicht-triviale Richtung sei Q ;2 A(T), sei Q* := Q - {o}. 1st Peine 
Anordnung von F mit T U A-l(Q*) ~ P, so erfullt P offenbar das Verlangte. Daher ist 
zu zeigen, dafi T U .>.-l(Q*) eine echte Priiordnung von F erzeugt. Wiire dies falsch, so 
giibe es Sj E A-l(Q*), tj E T (i = 1, ... ,N) mit 

Fur mindestens ein i ist dann .>.(tj) = 00. Sei v die zu A gehorende Bewertung, und sei 
etwa v(td ::; ... ::; V(tN). Dann erhiilt man 

wobei tIl und aIle t: = t;/tl in Tn 0>. liegen. Anwendung von A auf diese Identitiit ergibt 
einen Widerspruch. 0 

Korollar 5. Sei A ein residuell reeller Priiferring von Fund T eine Praordnung von F. 
Dann ist HA(T n A) der AbschlujJ von HF(T) in Sper A (wobei Sper F = (Sper A)min als 
Teilraum von Sper A aufgefajJt wird). 

Beweis. Wegen HF(T) ~ HA(T n A) muB man zeigen, daB jedes y E HA(T n A) eine 
Generalisierung in HF(T) hat. Sei p := supp(y) und B := AI" Wir fassen yauch als 
Punkt in Sper B (mit Triiger mB) auf. Dann ist y E HB(TnB). Nun folgt die Behauptung 
durch Anwendung von Satz 10 auf die zu B gehorende Stelle F -+ Ii:(B) U 00. 0 

AbschlieBend diskutieren wir die Beziehungen zwischen den reellen Spektren von 0 := 
o(F) und anderen residuell reellen Pruferringen von F. 
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Satz 11. Sei A ein residuell reeller Proferring von F J also ein Oberring von 0 in F J und 
sei Y( A) das Bild von Sper A unter der Restriktionsabbildung r A: Sper A -+ Sper o. 

a) Y(A) ist ein unter Generalisierung in Sper 0 stabiler prokonstruierbarer Teilraum 
von Sper OJ und r A ist ein Homoomorphismus von Sper A auf Y(A); 

b) Y(A) besteht aus allen x ESper 0 mit osupp(x) :2 AJ oder iiquivalentJ mit A-supp(x) =f
A (hier bezeichnet A· supp(x) wie ublich das von supp(x) in A erzeugte Ideal); 

c) Y(A) ist die Vereinigung aller Y(B)J wo B die Bewertungsringe von F mit A ~ B 
durchliiuft· 

Beweis. Sei p ein Primideal von A. Da aus Bemerkung 6 opno = AI' folgt (beide 
Bewertungsringe haben dasselbe Zentrum in 0), kommutiert 

Spec A --+ { Bewertungsringe von F I A} 

1 n 
Spec 0 --+ { Bewertungsringe von Flo} 

wobei die horizontalen Pfeile die Bijektionen aus Bemerkung 6 (Lokalisierung) sind. Daher 
ist die Restriktionsabbildung Spec A -+ Spec 0 injektiv und erhii1t die Restklassenkorper, 
woraus schon folgt, daB r A injektiv und Y(A) = {x ESper 0: A ~ 0supp(x)} ist. Damit ist 
c) evident und auBerdem klar, daB Y(A) stabil unter Generalisieryng ist. A priori ist Y(A) 
prokonstruierbar. 1st a = ble E A mit 0 =f- b, e E 0, so ist rA(HA(a)) = Ho(be) n Y(A); 
folglich ist r A ein Homoomorphismus auf Y(A). Es bleibt noch die zweite Aussage unter 
b) zu zeigen. 1st q E Spec 0 und A ~ 0 q, so folgt A q ~ A n q 0 q =f- A. 1st umgekehrt 
Aq ~ P mit p E SpecA, so folgt A ~ AI' = opno ~ Oq. Damit ist der Satz bewiesen. 0 

Korollar 6. Sind A und A' residuell reelle Pruferringe von F mit Y(A) = Y(A')J so ist 
A=A'. 

Denn nach Satz 11 enthiilt Oq fur ein Primideal q von 0 genau dann A, wenn es A' enthiilt, 
und A bzw. A' ist der Durchschnitt all dieser Oq. 0 

Wegen Satz 11 kann man Sper A mit dem Teilraum Y(A) von Sper 0 identifizieren. 
Dieser liiBt sich wie folgt recht anschaulich beschreiben. Sei y ESper F = (Sper 0 )min. 

Via x 1--+ osupp(x) entsprechen die Spezialisierungen x von y in Sper 0 eineindeutig den 
bezuglich y konvexen Teilringen B von F. (Dies folgt aus Theorem 8 und Bemerkung 6.) 
Diese Entsprechung ist ordnungsumkehrend; es entspricht also y dem groBten solchen 
Teilring (niimlich B = F) und die abgeschlossene Spezialisierung jj von y in Sper 0 dem 
kleinsten solchen Teilring (niimlich B = oy(F)). 1st nun eine Spezialisierung x von y 
gegeben, so liegt x nach Satz lOb) genau dann in Y(A) = Sper A, wenn A in osupp(x) 

enthalten ist. Insbesondere hat die in Sper A abgeschlossene Spezialisierung von y als 
Triigerideal genau das Zentrum von A· oy(F) (der y-konvexen Hulle von A) in o. 

Man kann nun fiir die Ringe A = oT(F) zu echten Priiordnungen T von F iihnliche 
Resultate beweisen, wie wir sie in den Siitzen 4 bis 7 fur den Holomorphiering o(F) gezeigt 
haben. Wir deuten diese nur an und uberlassen die Beweise dem Leser. 

Die kanonische Abbildung Hom(A, JR) -+ Sper A ist ei~e Bijektion auf die Teilmenge 

Sper An (Sper 0 )max 
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von (Sper A)max. Diese Teilmenge enthalt die Spitzen aIler Speere {x} in Sper 0 fur 
x E HF(T), ist aber im aIlgemeinen groBer. Weiter steht Hom (A, lR) in natiirlicher 
Bijektion zu 

M(F/T):= {A E M(F):>. und T sind vertraglich}, 

einem abgeschlossenen (also kompakten) Teilraum von M(F). Satz 5 gilt entsprechend 
auch fiir A, und Satz 6 veraIlgemeinert sich wie folgt: Ist a E A und bezeichnet 
a:Hom(A,lR) ---7 IR die Auswertungsabbildung, so ist genau dann a 2: 0, wenn 

ist. 

1 
a + - E T fur aIle n E IN 

n 
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und Modelltheorie 
1986. XIV, 286 Seiten. 16,2 x 22,9 cm. 
(vieweg studium, Bd. 60, Aufbaukurs 
Mathematik; hrsg. von Gerd Fischer.) 
Paperback. 
Ein wesentliches Ziel dieses Buches 
ist, Studenten des Hauptstudiums und interessierten 
Mathematikern die Mbglichkeit zu erbffnen, die bekann
testen, in der Algebra zur Zeit Ublichen modelltheore
tischen SchlUsse kennen und verstehen zu lernen. 
Die Modelltheorie beschaftigt sich primar mit der Unter
suchung der Modelle von Axiomensystemen, die in der 
Sprache der Logik erster Stufe formuliert sind. Die meisten 
der in der Mathematik Ublichen Axiomensysteme gehbren 
dazu. 
In Kapitel 1 wird das formale System der Logik 1. Stufe 
behandelt, deren Untersuchung historisch gesehen we
sentlich zur Entwicklung der Modelltheorie beigetragen hat. 
Nach der EinfUhrung und Behandlung der wichtigsten mo
delltheoretischen Begriffe und Methoden in den Kapiteln 2 
und 3 werden in Kapitel 4 einige algebraische Theorien 
modelltheoretisch untersucht. 
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Wittrings 
1982. XI, 96 pp. 15,5 x 22,6 
cm. (Aspects af Mathematics, 
E 2; ed. by Klas Diederich.) 
Saftcaver. 
Contents: Basic facts about 
symmetric bilinear forms, and definition of the Witt
ring - The structure of Wittrings - Reduced Witt
rings. 
This book gives an introduction to some parts of the 
algebraic theory of quadratic forms which have 
developed rapidly in the last years. It presents the 
structure theory of Wittrings and reduced Wittrings 
over fields in the framework of "abstract" Wittrings. 
This approach has the advantage that the results 
carry over to the case of Wittrings over local theory 
of forms over algebraic varieties. 
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