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Sei R stets ein reell abgeschlossener Körper, sei C = R(
√
−1) in Aufgaben 51

und 52.

Aufgabe 49

Sei f : M → N eine surjektive semialgebraische Abbildung zwischen semialgebrai-
schen Mengen. Sei N semialgebraisch zusammenhängend, und sei f−1(y) semialge-
braisch zusammenhängend für jedes y ∈ N .

(a) Bildet f offene semialgebraische Teilmengen von M auf offene Teilmengen
von N ab, so ist M semialgebraisch zusammenhängend. Dasselbe gilt, wenn
man “offen” durch “abgeschlossen” ersetzt.

(b) Zeige an einem Beispiel, daß (a) ohne weitere Voraussetzung an f im allge-
meinen falsch ist.

Aufgabe 50

Sei M eine semialgebraische Menge. Genau dann ist M semialgebraisch zusam-

menhängend, wenn M̃ zusammenhängend ist.

Aufgabe 51

Sei d ≥ 1, und sei [0, 1] → C[x]≤d, t 7→ ft ein (stetiger) semialgebraischer Weg im
R-Vektorraum C[x]≤d mit deg(ft) = d für 0 < t ≤ 1 und mit f0 6= 0.

(a) Es gibt 0 < c ≤ 1 und semialgebraische Wege α1, . . . , αd, β : ]0, c[→ C mit

ft(x) = β(t) ·
d∏

i=1

(
x− αi(t)

)
für 0 < t < c.

(b) Es gibt 0 ≤ m ≤ d, so daß nach eventueller Umnumerierung gilt: Für
1 ≤ i ≤ m existiert γi = limt→0 αi(t) in C, für m + 1 ≤ i ≤ d gilt
|αi(t)| → ∞ für t→ 0. Weiter ist dann

f0 = c · (x− γ1) · · · (x− γm)

mit einer Konstante 0 6= c ∈ R.

Hinweis zu (a): Induktion nach d.

Aufgabe 52

Sei 1 ≤ m ≤ d, sei U ⊆ C eine offene semialgebraische Teilmenge. Die Menge aller
0 6= f ∈ C[x] mit deg(f) ≤ d, welche in U mindestens m Nullstellen haben (gezählt
mit Vielfachheit), ist offen in C[x]≤d.


