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ZUSAMMENFASSUNG. Bei diesem Manuskript handelt es sich um Notizen zu
einer Vorlesung Analysis II.
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Dies ist eine Fortsetzung des Skriptes zur Vorlesung Analysis I, siehe [3].

Wir orientieren uns an [2]|, was an [1] orientiert ist, und benutzen manchmal [5].

Wir empfehlen wiederum wie im ersten Semester, Resultate mit Banachraumen
zundchst im Fall R oder R™ zu verstehen. Wiinschenswert wire im zweiten Semester
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2 4. DIFFERENTIATION IN EINER VARIABLEN

nun insbesondere ab der Differentialrechnung in mehreren Variablen ein Verstdndnis
zumindest im Falle von R™.
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Wir beschrénken uns hier auf den Fall von auf Teilmengen von R definierten
Funktionen. Vieles lasst sich direkt auf den komplexen Fall iibertragen, dies wird
aber auch noch in der Vorlesung Funktionentheorie behandelt. Somit betrachten
wir hier in der Regel auch Banachrdaume iiber dem Koérper R.

4.1. Differenzierbare Funktionen.

Definition 4.1. Sei £2 C R offen, F' eine Banachraum und f: Q@ — F' eine Abbil-

dung.
(i) Dann heifit f in g € Q differenzierbar, falls
lim f(@) — f(zo)
Q3z—zq €Xr — xo
TzF#x(Q

existiert. Der Quotient heifst Differenzenquotient. Sein Grenzwert heifst Ablei-
tung. Wir bezeichnen ihn mit f’(xg) oder %(xo). Es gilt f/'(zo) € F.
(ii) Ist f in jedem Punkt zo € Q differenzierbar, so heift f in Q differenzierbar.
(iii) Ist f in Q differenzierbar und ist die Abbildung f': @ — F mit z — f/(z)
stetig, so heifst f in Q stetig differenzierbar.

Definition 4.2 (Landausymbole). Seien E, F' Banachrdume, @ C FE offen, f: Q —
F und g: Q — Ry Abbildungen. Sei zg € 2. Bei den nachfolgenden Definitionen
ist stets kenntlich zu machen, dass =y der Bezugspunkt ist.
(i) Gilt
e
so schreiben wir f(x) € o(g(z)). Wir sagen dann, f sei ein klein-o von g(x).
(i) Gilt

)

1/ )l

QSH;#QO g(x)

so schreiben wir f(x) € O(g(z)). Wir sagen dann, f sei ein grof-O von g(x).

9

Beispiele 4.3.
(i) Sei f: R — R die Abbildung z — z™ fiir ein n € N5 y. Dann gelten fiir o =0
f()=o0(z|*) firale 0O<a<n und f(z)=0(]z|").

(i) Fir f: R? —» R mit f(z) = 2' - 22 gilt f(z) = O (|z|*) und daher folgt fiir
zo=0und alle 0 < o < 2

f(x) =o(|z[).
(iii) Die Funktion f: R — R mit

B 22 cos (%), x #0,
o -{; o

ist in ganz R differenzierbar, aber f’ ist im Punkt 0 nicht stetig.

Beweis. Ubung fiir spiter oder unter Verwendung von Schulkenntnissen. [J
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Proposition 4.4. Sei F' ein Banachraum und sei Q2 C R offen. Dann ist f: Q@ — F
genau dann in xo € Q differenzierbar, wenn es ein a € F mit

(4.1) f(x) = f(xo) +a- (z—z0) + oz — x0)

fiir alle x € Q gibt. In diesem Falle gilt f'(x¢) = a.

Beweis. , = Ist f im Punkt xo differenzierbar, so wihlen wir a = f’'(x¢) und
erhalten

f(@) = f(zo) —a- (z — x0) = o[l — zol|)
nach Definition der Ableitung.
»<=* Nach (4.1) gilt fiir  # 2 mit z €

e =g | _loll =Dl
T — I |z — o]
fiir x — xo. Somit ist f im Punkt xg differenzierbar und es gilt f’'(z¢) = a. O

Da die linearen stetigen Abbildungen A: R — F' genau von der Form x — a-x fiir
einen Vektor a = A(1) € F sind, erhalten wir unter Verwendung der Konvention,
dass wir Argumente von linearen Abbildungen in spitzen Klammern schreiben

Proposition 4.5. Sei F' ein Banachraum und 2 C R offen. Dann ist f: Q — F
genau dann in xg € Q) differenzierbar, wenn es eine stetige lineare Abbildung A €
L(R, F) mit

f(x) = fzo) + A{z — o) + o([lz — zol])
fir alle © € Q gibt. Wir schreiben A = D f(x¢).
Proposition 4.6. Sei Q2 C R offen. Seien f, g: Q@ — R in xg € Q differenzierbar.

(i) Es gelten (f + g)(x0) = f'(x0) + g'(x0) sowie (\f) (xo) = Af'(xo) fiir alle
AeR.
(i) Es gilt die Produktregel
(f - 9)'(x0) = f'(z0) - g(x0) + f(0) - ¢ (20).
(111) Ist g(xg) # 0, so gilt die Quotientenregel
(f>’ (eg) = T @0)g(0) — F(z0)g'(z0)
g) " 9%(x0) '

Beweis von Proposition 4.6.

(i) Klar nach Definition und Grenzwertsétzen.
(ii) Es gilt

f(@)g(x) — f(xo)g(x0) = (f(2) — f(w0))g(x) + (9(x) — g(0)) f(20)-

Wir dividieren nun durch x — zg und gehen zum Grenzwert x — x( iiber. Die
Behauptung folgt.
(iii) Die Behauptung folgt direkt aus der Produktregel und der noch zu zeigenden

Identitat ,
1 9'(x0)
(5) =5,
9 9*(20)
Da g(xg) # 0 ist, gilt auch g(z) # 0 in einer ganzen Umgebung von xg, da g
in x¢ stetig ist. Wir erhalten also

11 gl@) g
g(x)  g(xo) 9(@)g(zo)
Wir dividieren wiederum durch x — xzg und gehen zum Grenzwert x — xq
iiber. Die Behauptung folgt. O
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Korollar 4.7. Sein € Nyg. Dann ist fr,: R = R mit x — x™ in ganz R differen-
zierbar und es gilt
fh(z) =na" L.

Beweis. Die Behauptung fiir n = 1 ist leicht einzusehen. Gelte daher die Aussage
bereits fiir alle Funktionen f,,, mit m < n. Mit Produktregel erhalten wir daraus

fu(@) =(farf1) (@) = fr1 (@) fu(@) + far (2) fi(2)

=(n—-12" % x+a2" - 1=nas""". O

Theorem 4.8 (Kettem:egel). Sei 0, Q) C R offen. Seien g: @ — R in zo und
f:Q = Rin g(zg) € Q differenzierbar, so ist f o g in einer Umgebung von xg
definiert, in xq differenzierbar und es gilt

(f09) (o) = f'(g(z0)) - 9'(20) = f'(9(z0))(g'(z0) ("))
Beweis.

(i) g ist in xg differenzierbar, somit auch stetig und daher ist f o g in einer
Umgebung von xg definiert. Betrachte daher ab jetzt nur noch Werte in einer
solchen Umgebung.

(ii) Aufgrund der Differenzierbarkeit von f im Punkt g(xo) gilt nach Proposition
4.5 mit g(x) und g(x) statt x und zo

(f o 9)(x) = (f o 9)(wo) = f(g(x)) = f(g(x0))
= f'(g(z0)){g(x) — g(x0)) + o(lg(x) — g(0))).
Weiterhin gilt aufgrund der Differenzierbarkeit von g in zq
9(z) — g(wo) = g'(wo)(z — z0) + o(|z — z0l)-
Zusammengenommen erhalten wir
(f o 9)(x) = (f o g) (o) = f'(9(x0)){g' (x0){x — x0))
+ ' (g(xo))(o(|z = o])) + o(lg(x) — g(wo)])-
(iii) Es fehlt noch der Nachweis, dass die beiden Terme in der letzten Zeile in
o(|]z — xo|) liegen. Fiir den ersten Term ist dies klar. Da wir eine Funktion

in o(|z — o) stets in der Form e(|z — x¢|) - | — 20| mit e(|Jz — z¢|) — O fiir
T — xo schreiben konnen, geniigt der Nachweis, dass

lim £(|g(x) — g(xo)]) - lg(z) — g(wo)|

T—xo r — X9

=0

gilt. Dies folgt nun aus der Stetigkeit und Differenzierbarkeit von ¢ in ¢ und
Grenzwertsétzen. O

Mit Hilfe der Kettenregel kann man die Ableitung der Inversen bestimmen. Es
gilt
Korollar 4.9. Seien Q, Q C R offen. Sei f: Q — Q invertierbar und sei g: Q — Q
die Inverse. Sei f in xg und g in f(xo) differenzierbar, so gilt
1
/
z9)) = ——.
g (f( 0)) f/(zO)
Beweis. Es gilt id = go f. Wir leiten dies ab und erhalten mit Hilfe der Kettenregel
1=id" = ¢'(f(x0)) - f'(x0).
Somit ist insbesondere f'(zg) # 0 und wir erhalten die behauptete Identitdt. O

Wir definieren iterativ hohere Ableitungen und zugehorige Funktionenrdume.

Definition 4.10. Sei F' ein Banachraum und sei 2 C R offen.
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(i) Fassen wir die Ableitung einer Funktion f: @ — F als Funktion Df: Q — F
auf, so kénnen wir induktiv die Abbildungen D°f = f: Q — F, D'f =
Df: Q — F, D*f = D(Df): Q — F sowie D"*'f = D(D"f): Q — F
definieren, soweit dies fiir die gegebene Funktion f moglich ist. Wir schreiben
auch D" f = f() = %. Existiert f(™ (in einem Punkt z¢ € Q), so heikt f
(in 20) n-mal differenzierbar und f) die n-te Ableitung von f.

(ii) Ist f(™): Q — F stetig, so heift f eine n-mal stetig differenzierbare Funktion.
Existiert f(") fiir alle n € N, so heift f unendlich oft differenzierbar.

(iii) Wir definieren die folgenden Funktionenrdume:

COQLF) :={f: (f: Q= F) ist stetig},

(Q,F) := {f: f ist stetig und beschréinkt auf Q fortsetzbar}
C*(Q,F):={f: Q— F: fistin Q k-mal stetig differenzierbar},
Ck( )z{fGCkQF) fﬁralleogngkistf(")

b

stetig und beschrankt auf fortsetzbar}

sowie den Raum der glatten Funktionen

C®(Q,F) = [ CHQ, F).
keN

Ist F =R, so schreiben wir C°(Q2) = C°(Q,R), C*(Q) = C*(LR), ....
Definition 4.11.

(i) Auf dem R-Vektorraum C° (Q, F) definieren wir eine Norm fiir eine Funktion
f:Q — F durch

[fllco = [[fllze := sup [ f(z)[|p-
z€eQ

(i) Sei k € N. Auf dem R-Vektorraum C* (Q, F') definieren wir eine Norm durch

Ifloxo,r =Y Hf g

CO(Q,F)

Theorem 4.12. Sei 2 C R offen und sei I ein Banachraum. Sei k € N. Dann ist
c* (Q, F) mit der C*-Norm ein Banachraum.

Beweis. Ubung. Benutze das spéter unabhéngig davon bewiesene Theorem 4.31
und dass C° (Q, F ) ein Banachraum ist. O

Proposition 4.13. Sei Q C R offen, sei n € Nyg und sei f: Q — R mit f =
(fi)1<i<n eine Abbildung. Dann ist f genau dann in xo differenzierbar, wenn die

Komponenten f', 1 <i<n, in xy differenzierbar sind und es gilt dann
N
F@o) = () (@0))

Beweis. Ubung. ]

1<i<n

Definition 4.14. Seien E ein metrischer Raum und f: F — R eine Abbildung.
Sei xg € E.
(i) Dann besitzt f in zq ein lokales Minimum, falls ein U € U(zg) mit f(xg) <
f(z) fir alle z € U existiert.
(ii) Dann besitzt f in zg ein (globales) Minimum, falls f(x¢) < f(z) fir allex € E
gilt.
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(iii) Gilt sogar f(z¢) < f(x) fiir alle entsprechenden x # x¢, so heifit = ein striktes
lokales/globales Minimum.

(iv) Lokale, globale und strikte Maxima sind analog oder als entsprechende Minima
von — f definiert.

(v) f besitzt in xg ein (lokales) Extremum, falls f in z( ein (lokales) Minimum
oder Maximum besitzt.

(vi) Besitzt f in 2 ein Extremum, so heifit zo eine Extremalstelle.

Proposition 4.15. Seiena < b € R, alsoa, b € Runda < b, sei f: (a,b) = R eine
Funktion mit einem lokalen Extremum in xo € (a,b). Ist f in xo differenzierbar, so

gilt f'(xo) = 0.

Beweis. Wir betrachten ohne Einschréankung nur den Fall, dass f in z¢ ein lokales
Minimum annimmt.
Dann gibt es € > 0, so dass fiir alle x € B.(xg) die Ungleichung f(z¢) < f(x)
gilt. Wir erhalten
f(z) = f(x0)
r — X
fiir alle € B(z) mit > xg. Somit folgt f'(z¢) > 0.
Durch analoge Betrachtungen fiir z < z( erhalten wir f/(z9) < 0. Somit ist
f/(xo) =0. O

>0

Definition 4.16. Sei Q2 C R offen. Sei f:  — R eine in zg € (2 differenzierbare
Funktion mit f'(z¢) = 0. Dann heillt x kritischer Punkt von f.

Bemerkung 4.17.

(i) Proposition 4.15 zeigt, dass jedes lokale Extremum einer auf einer offenen
Teilmenge von R definierten Funktion ein kritischer Punkt ist.
(ii) R 2 2 = 2% — 2% € R besitzt drei lokale Extrema und dies sind auch genau
die kritischen Punkte dieser Funktion.
(ili) R > @ +— 23 besitzt in # = 0 einen kritischen Punkt, aber keine lokalen
Extrema.

Proposition 4.18 (Satz von Rolle). Seien a < b € R. Sei f € C°([a,b]) in (a,b)
differenzierbar und gelte f(a) = f(b). Dann gibt es ein & € (a,b) mit f'(¢) = 0.

Beweis. Definiere

m = inf f und M :=sup f.
[a,b] [a,b]

Da [a, b] kompakt ist, werden Minimum und Maximum auch angenommen. Es gilt

M > f(a) = f(b) > m.

(i) Gilt in beiden Féllen Gleichheit, so ist f konstant und somit auch f’ = 0.

(ii) Sonst gelte ohne Einschréankung M > f(a). Dann gibt es ein £ € (a,b) mit
f(&) = M. Nach Proposition 4.15 folgt also f/(£) = 0. O

Theorem 4.19 (Mittelwertsatz (MWS)). Seien a < b € R. Sei f € C°([a,b]) und
in (a,b) differenzierbar. Dann gibt es ein & € (a,b) mit

f®) = f(a) = f'(§) - (b —a).
Beweis. Definiere die Funktion ¢: [a,b] — R durch

o(w) = 1) - O @

— (z —a).
Dann erfiillt g die Voraussetzungen des Satzes von Rolle und £ € (a,b) mit ¢’(§) =0
erfiillt gerade die Behauptung. O
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Fiir einen Mittelwertsatz fiir vektorwertige Funktionen bendtigen wir noch zwei
Resultate:

Proposition 4.20. Sei Q C R offen, F ein Banachraum und sei f: Q — F in xg
differenzierbar. Sei ¢: F — R ein stetiges lineares Funktional. Dann ist g := o f

in xqg differenzierbar und es gilt g'(xo) = @(f'(x0)) = (f'(z0), ).

Beweis. Wende ¢ auf die Gleichung (4.1) an und beachte, dass p(o(|x — zo|)) C
o(|x — x0]) gilt. Details: Ubung. O

Lemma 4.21. Sei E ein normierter K-Vektorraum. Sei w € E. Dann gilt

ul| = sup [(u,)].
pEE*
lell=1

Beweis. Wir konnen aktuell nur eine Ungleichung zeigen. Die andere folgt aus dem
Satz von Hahn-Banach, den wir hier verwenden und spéter unabhéngig davon in
der Funktionalanalysis beweisen werden.

,»=>“ Nach Definition der Operatornorm gilt fiir alle ¢ € E* gerade

lell = sup |e(u)| = sup [(u, @)l
flull=1 flull=1

Somit folgt insbesondere |{u, ©)| < ||| - ||u|-

»<“ Der Satz von Hahn-Banach liefert, dass es ein stetiges lineares Funktional
o € E* mit ||po|| = 1 und ¢o(u) = |Ju|| gibt. Somit folgt

Jull = o) < sup [, )l
pEE*
fell=1
Im Spezialfall eines Hilbertraumes (und insbesondere des R™) nehmen wir ohne
Einschridnkung ||u|| = 1 an. Dann ist dieses Funktional direkt durch ¢q = (-, u),
also @o(z) := (x,u) gegeben. In diesem Fall gilt ||po|| = sup [(z,u)| < sup |z] -
=]=1 =]=1
|lu]| = 1 aufgrund der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung. Schlieflich gelten noch
lleoll = Sup, ({2, u)] = [(u, u)| = [Jul]* = 1 und po(u) = [ju]* = 1. O
Theorem 4.22 (Vektorwertiger Mittelwertsatz). Seien a < b € R. Sei F' ein
Banachraum, sei f: [a,b] — F stetig und in (a,b) differenzierbar. Dann gilt
1£(0) = f(@)l < sup [If'(@)]|-(b—a)= sup [f'(z)]-[b—al.
z€(a,b z€(a,b
Beweis. Sei € F* mit ||¢|| = 1 beliebig. Wir definieren eine Funktion g: [a,b] — R
durch g(z) := (f(z),¢). Dann ist g € C°([a,b]) und in (a,b) differenzierbar mit
g (z) = (f'(z), ). Wir wenden nun den Mittelwertsatz auf g an und erhalten fiir
ein £ € (a,b) mit der Abschitzung vom Anfang des Beweises von Lemma 4.21

(f(0) = f(a),) =g(b) — g(a) = ¢'(§) - (b —a)

= ('), ¢) - (0—a) < [F (O -M-(b —a).
=1

Da dies fiir beliebige ¢ € F* mit ||| = 1 gilt, folgt die Behauptung nun aus Lemma
4.21. (]

Im folgenden Korollar ist [z, ] kein Intervall, sondern eine Verbindungsstrecke
wie in der Definition von Konvexitat. Somit miissen wir nicht ¢y < = annehmen.

Korollar 4.23. Sei 2 C R ein offenes Intervall, sei F' ein Banachraum und sei
f:Q — F differenzierbar. Seien x, zg € Q. Dann gilt

1f(x) = f(zo) = f'(20)(x — o) < sup ]Ilf/(y) = f'(20)| - |z = wol.

YyE[xo,x
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Beweis. Fiir festes zg € Q definieren wir g(z) := f(x)— f'(20){z) = f(x)— f'(20) - x.
Wegen ¢'(z) = f'(x) — f'(x0) folgt die Behauptung nun direkt aus dem (vektorwer-
tigen) Mittelwertsatz. O

Korollar 4.24. Sei ) C R ein offenes Intervall, F' ein Banachraum und f: Q — F
differenzierbar. Gilt f' =0, so ist f eine konstante Abbildung.

Beweis. Dies folgt direkt aus dem vektorwertigen Mittelwertsatz. O

Definition 4.25. Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f: I — R heift

(i) monoton wachsend, falls fiir alle x1, xo € I aus z; < 5 die Ungleichung

(ii) strikt monoton wachsend, falls fiir alle z1, xo € I aus z1 < x5 die Ungleichung

f(x1) < f(x2) folgt.
Proposition 4.26. Sei f: (a,b) — R differenzierbar.
(i) Dann ist f genau dann monoton wachsend, wenn f'(x) > 0 fir alle x € (a,b)

gilt.
(i1) Gilt f'(x) > 0 fir alle x € (a,b), so ist f strikt monoton wachsend.

Beweis.

(a) Ist f monoton wachsend, so ist der Differenzenquotient nichtnegativ und folglich
auch f'(x) > 0 fir alle z.

(b) Ist f'(z) > 0 oder f'(x) > 0 fiir alle z, so folgt die (strikte) Monotonie aus dem
eindimensionalen Mittelwertsatz. ]

Theorem 4.27. Sei I = (a,b) C R. Sei f: I — R differenzierbar und gelte f' # 0
in I. Dann ist J = f(I) C R offen und f besitzt eine differenzierbare Inverse
FfrJ =T miat

-1’ S ur alle x
U™ U@ = gy fir attew < 1

Beweis.

(i) f ist injektiv, denn sonst gébe es nach dem Satz von Rolle ein x € (a,b) mit
f'(z) =0.

(if) J ist als stetiges Bild einer zusammenhéngenden Menge wieder zusammen-
héangend und somit ein Intervall.

(iii) J ist offen, denn wenn einer der Endpunkte zu J gehort, so nimmt f in I
ein Maximum oder Minimum an, was aber wegen f'(z) # 0 fir z € (a,b)
ausgeschlossen ist.

(iv) Dieselbe Argumentation liefert, dass f eine offene Abbildung ist. Somit ist
ft: J — I stetig, f: I — J also ein Homdomorphismus.

(v) Da f ein Homéomorphismus ist, folgt

r—x0 = f(z) = f(zo)

Wir setzen nun ¢ = f(x) und & = f(x¢). Dann gilt
A1) w—z0 (f(x)—f($0)>_l
§—%o f(@) = f(zo) T —Xo .

Wir betrachten nun den Grenzwert x — xg mit  # zy oder, aufgrund der
obigen Aquivalenz und der Injektivitdt dquivalent dazu, £ — £ mit £ # &
und erhalten die Behauptung. O
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4.2. Die Regeln von de I'Hospital. Die Regeln von (de) I'Hospital oder die

I’Hospitalschen Regeln erlauben es, Grenzwerte wie lin%J =% =1 zu bestimmen.
T—
Als wichtiges Hilfsmittel bendtigen wir den folgenden Satz.
Theorem 4.28 (verallgemeinerter Mittelwertsatz). Sei I = (a,b) C R ein Intervall
und seien die Funktionen f, g € C°([a,b]) in (a,b) differenzierbar. Sei weiterhin
g'(x) # 0 fir alle x € (a,b). Dann gibt es ein & € I mit
) - @) _ £1©)
g9(b) —g(a)  ¢'(€)

Beweis von Theorem 4.28.

(i) Wegen ¢'(z) # 0 ist g nach dem Satz von Rolle injektiv. Aufgrund der Ste-
tigkeit ist g daher auch monoton. Ohne Einschrankung diirfen wir annehmen,
dass g monoton wachsend ist. Dann folgt g([a,b]) = [, 8] mit a = g(a) und
B = g(b). Weiterhin gilt ¢’ > 0 in I.

(ii) Nach Theorem 4.27 besitzt g daher eine in J := («, 3) differenzierbare Inverse
© mit ¢’ (g(z)) = ﬁ fiir alle € I. Wir definieren h := f o ¢ und erhalten
aus dem Mittelwertsatz

h(B) = h(a) = h'(7)(8 - a)
fiir ein v € (a, B). Es gelten h(B) = f(b), h(a) = f(a), B = g(b), a = g(a)

sowie
fle()
W () = fle())¢'(7) = :
() = ()¢ (7) 7o)
Setzen wir dies oben ein, so folgt das Theorem mit £ = (7). O

Wir formulieren das folgende Resultat nur fiir rechtsseitige Umgebungen von a.

Proposition 4.29. Seien a € R. Sei U eine offene rechtsseitige Umgebung von
a, d.h. eine offene Umgebung von a in [a,00). Seien f, g € CO(U) in U \ {a}
differenzierbar. Sei weiterhin f(a) = g(a) = 0 und ¢'(z) # 0 fir alle x € U \ {a}.
Dann existiert
!
im AP s lim %)

o g(x)’ vz g (@)

existiert, und die beiden Limites stimmen tberein.

Beweis. Gelte [a,b] C U. Sei « € (a,b] beliebig. Dann gibt es aufgrund des verall-
gemeinerten Mittelwertsatzes ein € = £(z) € (a,x) mit

[@) _ f@)- @) _ 11

g(x)  g(x) —gla)  g'(&)

Wir lassen nun ¢ — a und somit {(z) — a und erhalten die Behauptung. O

Bemerkung 4.30.

(i) Es gilt unter Benutzung von Schulwissen (sin’ z = cos )

. sinx . cosx
lim = lim

=1.
z—0 T x—0 1

4.3. Differentiation von Funktionenfolgen.

Theorem 4.31. Seien E, F' metrische Riume. Sei F' vollstindig. Sei (fn)n eine
Folge von stetigen Funktionen f,: E — F, die gleichmdfSig gegen eine Funktion
[ E — F konvergiert. Dann ist f stetig.
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Beweis. Sei z¢ € E beliebig. Sei weiterhin € > 0 beliebig. Aufgrund der gleichmé-
Bigen Konvergenz gibt es ein ng € N, so dass fiir alle n € N mit n > ng und alle
rel

d(f(@), ful@)) < 5 gilt.
Da f,, in xq stetig ist, gibt es ein § > 0, so dass fiir alle z € Bs(xg)
A(Fg (@), Fog (20)) < 5 gilt.
Insgesamt erhalten wir also fiir simtliche x € Bjs(xq)
d(f(x), f(z0)) < d(f(2), fno(¥)) + d(fng (2), fre (20)) + d(fn, (20), [ (20)) < e
<e/3 <e/3 <e/3
Somit ist f (in zg) stetig. O

Gleichmifige Konvergenz sichert auch, dass wir den Grenzwert in der Folge und
die Ableitung, letztlich auch ein Grenzwert, vertauschen diirfen, dass also

!/
lim f, = ( lim fn>
— 00 n—oo

n

gilt.

Theorem 4.32. Sei ) C R offen. Sei F' ein Banachraum und f,: Q@ — F eine
Folge stetig differenzierbarer Funktionen mit f,, — f und f! = g fir eine Funktion
g: Q — F. Dann ist auch f stetig differenzierbar und es gilt f' = g.

Beweis. Wir wollen nachweisen, dass f differenzierbar ist und dass f/ = ¢ gilt.
Dazu geniigt natiirlich der Nachweis von f’ = g. Die Stetigkeit der Ableitung folgt
aus Theorem 4.31, da f] = g gilt.

Sei zg € Q beliebig. Sei € > 0. Wir wollen nachweisen, dass es ein § > 0 gibt, so
dass fiir alle x € Bs(xp) mit x # xg

gilt. Es gﬂtw — 9(x0) ’
S ‘ f(xi : i(m) i f"(i - in(xo) ‘ + fn(l}l)j = in(xo) — g(wo) ’
S | 0

Wir zeigen zunéchst, dass der Term I, klein wird. Nach Korollar 4.23, einem ver-
allgemeinerten Mittelwertsatz, gilt fiir @ € Bs(zo)

I < sup )Ilfﬁ(f)—g(wo)\l

£€Bs(xo

< sup £ (&) =g+ sup [g(§) — g(xo)ll
£€Bs(xo0) £€Bs(xo)
e € 2 ¢

<-4-=—==

4 4 4 2

falls wir zunéchst 6 > 0 so klein wahlen, dass der letzte Term aufgrund der Stetigkeit
von g kleiner als £/4 ist und dann n so vergrofern, dass der erste Term aufgrund der
gleichméfigen Konvergenz f] = ¢ kleiner als £/4 ist. All dies kénnen wir so machen
(und tun es auch, ebenso im Folgenden), dass dies fiir alle groferen n ebenfalls wahr
bleibt.

Wir fixieren nun « € Bs(zo) und erhalten I; < ¢/4 fiir grofe n. Zusammenge-
nommen folgt gerade die Behauptung. O
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Damit kénnen wir die Ableitung einer Potenzreihe im Inneren ihres Konvergenz-
radiusses durch gliedweises Differenzieren ermitteln.

Dies funktioniert genauso fiir Potenzreihen in C, die in der Funktionentheorie
noch eingehend untersucht werden.

Theorem 4.33. Sei ((a,2")), oy eine Potenzreihe in R mit Konvergenzradius v >
0. Dann ist die Funktion

f: B.(0) = R,
f(z) = Z anz"”
n=0
in B,(0) stetig differenzierbar und es gilt fir x € B,.(0)

o0
f(x)= Znanm"_l.
n=1

Insbesondere ist eine Potenzreihe innerhalb ihres Konvergenzradiusses also beliebig
oft (stetig) differenzierbar.

Beweis.

(i) Die Potenzreihe ((na,z" !)),en hat (mindestens (es gilt sogar Gleichheit))
wieder den Konvergenzradius r: Man sieht direkt durch Ausklammern eines
Faktors z, dass die Reihe ((na,z™)),, genau fiir die Werte von x konvergiert,
fiir die die Reihe ((nanmnfl))n konvergiert.

Nach Lemma 4.34 gilt lim n'/" = 1. Damit folgt

n—oo
j A— S
~ = Tim |a,|"" = Tim (n|a,|)*/™
T n—oo n—o0

wie behauptet.

(ii) Sei p < r. Dann konvergiert die Potenzreihe ((nanz"’l))n in B,(0) gleich-
méfig (Analysis I) und ist nach Theorem ?? (wir diirfen Differentiation und
n — oo fiir die Partialsummen vertauschen) als gliedweise Ableitung der Po-
tenzreihe ((an2™)), in B,(0) die Ableitung von f. Da p mit 0 < p < r beliebig
war, hat f’ die angegebene Gestalt.

(iii) Per Induktion folgt, dass f in B,.(0) beliebig oft differenzierbar ist. Somit sind
auch sémtliche Ableitungen von f in B,.(0) stetig. d

Lemma 4.34. Es gilt

lim n'/" = 1.
n—oo

Beweis. Sei € > 0. Wire n'/™ > 1 + ¢ fiir unendlich viele n € N, so folgte fiir diese
aufgrund der binomischen Formel

n _ 1
n>(1+er=Y (Z) 1mkek > qn 4 %1”—15 + %1"—252.
k=0

Dies ist nicht moglich, da die linke Seite linear in n, aber die rechte Seite quadratisch
in n wéchst. [l

Beispiel 4.35. Fiir die Exponentialfunktion gilt mit Indexverschiebung

o0 o0 n

exp'(z) =Y (”;:) - inﬂ;l =3 T = expla).

n=0 n=0

Do 30.04.2020
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4.4. Elementare Funktionen. Wir beginnen mit einem Resultat {iber gewohnli-
che Differentialgleichungen, das wir erst im dritten Semester beweisen werden.

Theorem 4.36. Sei E ein reeller Banachraum, A € L(E) und xy € E. Dann
besitzt das Anfangswertproblem

i(t) = Az(t), teR,
x(0) =z

eine eindeutig bestimmte Losung x € C°(R, E).

Beweis. Drittes Semester. In diesem speziellen Fall kann man eine Losung direkt
hinschreiben, die Eindeutigkeit folgt aus dem Gronwallschen Lemma, das jedoch
Integrale benutzt. Vergleiche [6]. O

Definition 4.37. Seien E, F' metrische Raume und f,, f: E — F Abbildungen.

(i) Dann heilt f,, lokal gleichmdfig konvergent mit Grenzwert f, wenn jeder
Punkt zy € F eine Umgebung U besitzt, so dass f, = f in U gilt.

(ii) Dann heilt f,, kompakt konvergent mit Grenzwert f, wenn fiir jede kompakte
Teilmenge K C E gleichméfige Konvergenz f,|x = f|x vorliegt, d.h. fiir
jede kompakte Teilmenge K C E und jedes € > 0 gibt es ein ny € N, so dass
fiir alle n > ng und alle © € K die Abschétzung d(f,(z), f(x)) < € gilt.

Lemma 4.38. Seien E, F metrische Rdume und f,, f: E — F Abbildungen.

(i) Konvergiert f, lokal gleichmafSig gegen f, so ist (fn)n kompakt konvergent
mit Grenzwert f.

(ii) Ist E lokal kompakt, d. h. besitzt jeder Punkt in E eine kompakte Umgebung,
so folgt aus kompakter Konvergenz definitionsgemdfS auch lokal gleichmdfige
Konvergenz. (In dieser Situation spricht man eher von lokal gleichmdfiger
Konvergenz als von kompakter Konvergenz.)

Beweis. Ubung. O

Bemerkung 4.39. Unsere Aussagen iiber Reihen und deren gliedweise Ableitun-
gen erlauben es, zu zeigen, dass

tA i _ N\~ tA
z(t) = exg mit e :Z py

n=0
gilt. Dabei konvergieren die Reihe und die ihre Ableitung darstellende Reihe lokal
gleichméfig absolut.

Beweis. Ubung. ]

Wir erwdahnen zunéachst bereits Bekanntes oder direkt daraus Ableitbares iiber
die Potenzfunktionen und die Exponentialfunktion.

Bemerkung 4.40 (Potenzfunktionen). Seien n,m € Nsg. Dann ist die Funktion
fn: Ry — Ry mit f(x) = 2" unendlich oft differenzierbar mit f/ (x) = na" "1 und
wegen f;(x) > 0 fir z > 0 strikt monoton wachsend. Somit ist f,: Ry — Ry ein
Homd&omorphismus (kleine Ubung). Die Umkehrfunktion g,(z) = 2™ ist in R
stetig und wegen f/ (x) > 0 fiir x > 0 in R (unendlich oft) differenzierbar.

Sei a > 0. Dann gilt (a”)# = (a%)n, wie man durch Potenzieren mit m sieht.
Wir definieren

n 1 _n 1\ =
am = (a")™ und a~m=(a"")".
Damit gelten die Potenzgesetze
a*tV =aqa" - a¥ und (a®)” = a™"

fir z,y € Q, vergleiche auch die zugehorige Ubungsaufgabe.
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Bemerkung 4.41 (Exponentialfunktion). Wir hatten die Exponentialfunktion als

oo ;1;”
exp(z) = Z ol
n=0

fiir x € R definiert. Wir wissen bereits, dass

exp(z + y) = exp(z) - exp(y)
fiir alle z,y € R gilt. Wegen 1 = exp(0) = exp x - exp(—2x) gilt somit exp(x) # 0 fiir
alle € R und wegen exp(z) = exp (%) - exp (%) > 0 oder der letzten Identitét ist
exp(z) > 0 fiir alle € R. SchlieRlich gilt exp’ = exp.

Wegen exp’(z) > 0 fiir alle z € R ist die Exponentialfunktion invertierbar. Sie
ist ein Homéomorphismus exp: R — R+, da exp(z) — oo flir x — oo und somit
wegen 1 = exp(z) - exp(—z) auch exp(z) — 0 fiir x — —oo gelten. Wir definieren
den Logarithmus, log: Ryg — R, als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion.
Aufgrund der Regel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion gilt log’(z) = L. Daher
ist der Logarithmus beliebig oft differenzierbar.

Lemma 4.42. Seien v € R und y € Q. Dann gilt
(expz)? = exp(zy).

Insbesondere folgt mit x = loga fir a > 0 die Identitit a¥ = exp(yloga) fir alle
yeQ.

Beweis. Wir definieren f(z) := (expz)¥ und g(z) := exp(zy). Es gelten f(0) =1
und ¢(0) = 1. Die Funktionen f und g 16sen beide eine Differentialgleichung, niam-
lich f'(z) = yf(x) bzw. ¢’(x) = yg(x). Da die Losung dieser Differentialgleichung
bei gleichem Anfangswert eindeutig bestimmt ist, folgt f = ¢ und somit die Be-
hauptung. O

Motiviert durch diese Beziehung fiir rationale Exponenten definieren wir
Definition 4.43. Seien a > 0 und = € R. Dann definieren wir
a” = exp(zloga).
Bemerkung 4.44.

(i) Fiir € Q stimmt diese Definition mit der bereits bekannten Definition iiber-
ein.
(ii) Fir e := exp(l) = a und somit log(e) = 1 erhalten wir daher e = exp(z).

Die Exponentialfunktion wéchst schneller als jede Potenz fiir x — oo und fallt
schneller als jede Potenz fiir z — —oo.

Proposition 4.45. FEs gelten fiir beliebiges n € N

xT

lim — =00 und lim ez|" =0.

xz—oo L™ T——00
Beweis. Fiir z > 0 erhalten wir aus der Exponentialreihe e” > (anTT)' Hieraus folgt
die erste Behauptung. Fiir die zweite Behauptung benutzen wir e*|z|" = % und
die erste Behauptung. O

Proposition 4.46. Der Logarithmus erfillt fir alle x,y,e € Rsg und alle A € R

1
log(zy) = logx +logy, logz® = Alogz wund lim BT _p

r—oo €

Somit wachst der Logarithmus langsamer als jede Potenz.
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Beweis. Die ersten beiden Identitédten zeigt man durch Anwenden der Exponenti-

alfunktion, die dritte folgt aus der Regel von I'Hospital. O
Definition 4.47. Sei A = —01 (1) € R**2. Sei z € C* (R,R?) die eindeutig

bestimmte Losung der Differentialgleichung
z(t) = Az(t), teR,
z(0) = (0,1)T.
Dann definieren wir die Funktionen sin: R — R und cos: R — R durch sin(¢) :=
1 . . . ) — Sln(t)
x*(t) sowie cos(t) := x*(t), also z(t) = <cos(t)>'
Wir schreiben sin® t = (sint)* baw. cos® t = (cost) fiir alle zulissigen Exponen-
ten, also zumindest fiir alle £ € N.

Bemerkung 4.48.

(i) Es gelten sin’t = cost sowie cos't = —sint fiir alle ¢ € R.

(ii) Wir haben friither bereits die Potenzreihen fiir die Sinus- und die Kosinus-
funktion angegeben. Nun wollen wir jedoch die Definition als Losung einer
gewohnlichen Differentialgleichung verwenden und daraus dann spéter die Po-
tenzreihendarstellung herleiten.

Proposition 4.49. Es gilt
sin?t 4 cos?t =1
fiir alle t € R.
Beweis. Wir definieren ¢(t) := sin® t + cos®t. Es folgt
o(t) = 2sintcost — 2costsint =0
und wir erhalten die Behauptung, da (sin(0), cos(0)) = (0, 1) gilt. O
Sinus und Kosinus sind ungerade bzw. gerade Funktionen.
Proposition 4.50. Es gelten sint = —sin(—t) und cost = cos(—t).

Beweis. Fir t = 0 gilt die Behauptung. Definiere ¢(t) := —sin(—t) und ¥ (t) :=
cos(—t) Nun gilt

i (060) = (anih) = (50) = (5 0) (o)

Damit 16sen (sin(t),cos(t))” und (p(t),1(t))” dasselbe Anfangswertproblem mit
demselben Anfangswert fiir ¢ = 0 und stimmen daher {iberein. (|

Um sich die folgenden Additionstheoreme zu merken, vergleicht man eine Dreh-
matrix um den Winkel o + S mit dem Produkt von zwei Drehmatrizen um die
Winkel o und . Dies benutzt jedoch implizit, dass die Abbildung, die a auf die
Drehmatrix um den Winkel « abbildet, ein Gruppenhomomorphismus ist.

Proposition 4.51 (Additionstheoreme). Seien x, y € R. Dann gelten
sin(z +y) = sinz - cosy + cosz - siny
und

cos(z +y) = cosx - cosy —sinx - siny.

Mo 04.05.2020
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Beweis. Wir definieren ®(z) := (sin(z + y), cos(z + y))? und
sinx - cosy + cosx - siny)

() = (cosx -cosy —sinx - siny

Wir behaupten nun, dass ®(z) = ¥(z) fir alle z € R gilt. Fiir z = 0 gilt
®(0) = (sin(y), cos(y))" = ¥(0).

Weiterhin gelten
d _fcos(z+y)\ _(0 1
%é(‘r) - (— sinfz+y))  \-1 0 ()

cosx-cosy —sinx-siny \ (0 1
)- (5 e

sowie
L y(z) =
dx )= —sinx - cosy —cosx - siny
Da ® und ¥ also dieselbe lineare gewthnliche Differentialgleichung erfiillen und
(]

®(0) = ¥(0) gilt, folgt & = .
Aus sin® z + cos? z = 1 folgt sinz, cosz € [—1, 1] fiir alle z € R. Wir wollen nun

zeigen, dass imsin = im cos = [—1, 1] gilt. Dazu zeigen wir zunéchst

Lemma 4.52. FEs gibt ein x > 0 mit cosxz = 0.
Beweis. Es gilt cos0 = 1. Falls es kein x > 0 mit cosz = 0 gibt, so folgt aufgrund

des Zwischenwertsatzes cosz > 0 fiir alle > 0. Somit ist [0,00) 3 x +— sinx wegen
sin’ z = cosx > 0 strikt monoton wachsend und wir erhalten
0=sin0 <sinl <sinz fir alle z > 1.

Damit liefert aber der Mittelwertsatz fiir den Kosinus auf dem Intervall [1,z] fiir

ein ¢ € [1, 7]
cosx —cosl=—sing - (r—1) < —sinl-(z—1).
Fiir x — oo konvergiert die rechte Seite gegen minus Unendlich. Dies widerspricht
O

cos?z < 1.
Definition 4.53 (Die Kreiszahl 7). Wir haben gezeigt, dass

M :={zx € Ry: cosz =0}
nichtleer ist. Aufgrund der Stetigkeit des Kosinusses ist M abgeschlossen. Somit

gilt fiir m := 2 - inf M die Identitét cos § = 0.
’T} ist der Sinus strikt monoton wachsend und es gilt

Proposition 4.54. Auf [O, 3
0 =sin0 < sinx <sing =1 firale0<ax< T

Beweis. Nach Definition von 7 gilt sin’x = cosz > 0 fiir 0 < o < 5. Wegen
cos 5 = 0, der Monotonie und sin? z + cos? z = 1 insbesondere fiir z = 5 erhalten
wir sin § = 1. O
Korollar 4.55. Aufgrund der Additionstheoreme erhalten wir daraus
s 71' T T
sinm = sinf-cosf—i—cosf-sing =1-040-1=0,

2 2 2

™ ™ . T .
cos7r—cos§-0055—8111§-sm§—0-0—1~1——17
sin27 = sinmw-cosm+cosw-sinTr=2-1-0=0,
cos2m = cosm - cosT —sinw -sinw = (—1)-(—=1) —=0-0=1.

Beweis. Bereits in die Formulierung eingebaut.
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Allgemeiner gilt
Korollar 4.56. Fir alle x € R gelten

T
sin (ac + 5) = cosz, sin(x + 7) = —sinx, sin(z + 27) = sinx,
cos (:17+ g) = —sinx, cos(x + ) = — cosz, cos(x + 2m) = cosx.
Beweis. Benutze die Additionstheoreme. O

Korollar 4.57. Es gilt sin(R) = [—1, 1] = cos(R).

T =1, sin3" = cosm = —1 und cos0 = 1. Somit werden

Beweis. Es gelten sin 5 5
aufgrund des Zwischenwertsatzes simtliche Funktionswerte im Intervall [—1, 1] vom
Sinus und Kosinus angenommen. Wegen sin? z + cos? z = 1 fiir alle = € R ist dies

bereits das gesamte Bild. O
Nach Korollar 4.56 sind der Sinus und der Kosinus mit Periode 27 periodisch.

Definition 4.58. Sei E ein Vektorraum und F eine Menge. Sei 0 # £ € E. Eine
Abbildung f: EF — F heifft mit Periode £ periodisch, falls

flz+¢&) = f(xr) firallexe E
gilt. Hieraus folgt natiirlich auch f(z + k€) = f(x) fiir alle € F und alle k € Z.

Proposition 4.59. Die Abbildung
@: [0,27) = R?,
t — (cost,sint)

ist injektiv und es gilt imp = S' C R2.

Beweis. Im Intervall [O, g] ist der Sinus strikt monoton wachsend von 0 bis 1.

Somit ist ¢ dort injektiv. Wegen cos’ 2 = —sinz < 0 fiir 0 < 2 < 7 ist der Kosinus
in diesem Intervall von 1 nach 0 fallend, ist also insbesondere nichtnegativ. sinz
durchlduft in diesem Intervall alle Werte in [0, 1]. Da es zu jedem a = sinx genau
ein b > 0 mit a? + b = 1, das den Einheitskreis beschreibt, gibt und b = cosz die
Gleichung a? + b? = 1 erfiillt, folgt

S'nTy =s'n{z=(2') eR’: 2’ >0 fiirallei=1,2} Cime.

I'; heifst positiver Quadrant und wird im R™ entsprechend als die Menge definiert,
in der alle Koordinaten beziiglich der Standardbasis positiv sind.

Analoge Uberlegungen fiir die weiteren Quadranten und die Intervalle [g,ﬂ,
[77, 37”] sowie [37”, 27r] liefern nun die Behauptung iiber das Bild. Die Injektivitét
folgt aus der Injektivitdt auf jedem dieser Intervalle und Vorzeichenbetrachtungen.

d

Proposition 4.60 (Eulersche Formel). Firt € R gilt
e = cost +isint.
Fiir t = 7 vereint €™ 4+ 1 = 0 viele wichtigen Konstanten der Analysis in einer
einzigen Formel.

Beweis. Wir kénnen auch komplexe Potenzreihen definieren und innerhalb ihres
Konvergenzradiusses ableiten. Hier bedeutet der Ausdruck e® daher, dass wir it in
die Potenzreihe der Exponentialfunktion eingesetzt haben.

Nach Kettenregel folgt fiir z(t) := e

2(t) = ie' = iz(t).
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Fiir ¢(t) := cost + isint gilt ebenfalls ((t) = —sint + icost = i((t). Da die An-
fangswerte z(0) = 1 = ((0) tibereinstimmen, erhalten wir z = ¢ und daher die
Behauptung. O

Hieraus ergibt sich die angekiindigte Potenzreihenentwicklung fiir den Sinus und
den Kosinus.

Proposition 4.61. Es gelten fiir alle x € R

0 2n+1 3 5 7
: n_* — T
und
0 ann (EQ (E4 CEG
cosx:Z(—l) w::l_g—’_ﬂ_ai""
n=0

Insbesondere haben beide Potenzreihen den Konvergenzradius +oc.

Beweis. Wir betrachten die Exponentialfunktion an der Stelle iz, x € R, und er-

halten
o0 .
e = E .
n!

n=0

Da diese Reihe absolut konvergiert, konnen wir sie umordnen, nach Real- und Ima-
ginérteil sortieren und erhalten

) i x2n i x2n+1
e’ = (=" +iy (-1)t—m.
| |
o (2n)! o (2n 4+ 1)!
Die Eulersche Formel liefert nun die Behauptung. O

Proposition 4.62. FEs gilt fir z € C

(i) € =1 genau dann, wenn z = 2wik mit k € Z und
(i) e* = —1 genau dann, wenn z = in + 2wkt mit k € Z.

Beweis. Wir schreiben z = x + iy mit 2, y € R. Dann folgt e* = e% - ¢ und
le*] = e” - [e] = e®. Somit kann e* = +1 nur fiir = 0 erfiillt sein. Nun gilt
e = cosy +isiny. Da der Sinus und der Kosinus 27-periodisch sind und [0, 27) >
y + (cosy,siny) € St bijektiv ist, kann es bis auf Vielfache von 2mi jeweils nur
genau ein solches z geben. Da die angegebenen Zahlen z die Identitdten e* = +1
erfiillen, folgt die Behauptung. O

Allgemeiner folgt direkt aus der Eulerschen Formel
Korollar 4.63. Die Exponentialfunktion C 3 z — e* € C ist 2mi-periodisch.
Definition 4.64.

sinx
cosx’

(i) Fir z € (fg, g) definieren wir den Tangens, tanx, durch tanx =

Bemerkung 4.65.

(i) Aus der Eulerschen Formel erhalten wir
1, . , 1. A
cosT = (e” + e*”) und sinx = 5 (e”” — e*”) .
i
Somit definieren wir die komplexen trigonometrischen Funktionen durch

_1 iz —iz : _l iz _ iz
cosz—2(e +e ) und smz-m_(e e )

Do 07.05.2020
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Die Potenzreihendarstellungen stimmen mit den reellen Potenzreihendarstel-
lungen {iberein. Additionstheoreme und Ableitungsregeln gelten genauso wie
im Reellen, jedoch ist |sinz| < 1 nun im Allgemeinen falsch.

Beweis. Ubung. (]

Bemerkung 4.66 (Polarkoordinaten in R?). Sei z € R?\ {0}. Dann gilt =
|| - ﬁ =r- ¢ fiir r > 0 und € € S!. Somit lisst sich € € S! in eindeutiger Weise
als (cost,sint) mit ¢ € (—m, 7|, oder, wenn wir R? mit C identifizieren, als e
darstellen. (r,t) heiken dann Polarkoordinaten des Vektors z = re'’.

t heift auch Argument der komplexen Zahl z = re’, t = arg z. Die Argument-
funktion ist in R<g C C unstetig.

Lemma 4.67.
(i) Die Ezponentialfunktion bildet den Streifen
S={z=x+iy: —w<y<mw}

bijektiv auf C\ {0} ab.
(ii) Sei log: C\ {0} — S die Umkehrfunktion von exp: S — C\ {0}, so gilt
log’ z = % fiir alle Punkte im Inneren des Streifens S.

Beweis.

(a) Wir schreiben Punkte in S in der Form z + 4y und sehen zunéchst, dass e* = €%
nur bei gleichem Realteil von z und w moglich ist. Die Imaginérteile miissen
ebenfalls {ibereinstimmen, da (—, 7] 2 y — e € S! bijektiv ist.

(b) Die Surjektivitit folgt aus der Darstellung in Polarkoordinaten.

(c) Die Ableitung ergibt sich wie im reellen Fall aus der Formel fiir die Ableitung
der Umkehrfunktion. O

4.5. Taylorsche Formeln.

Bemerkung 4.68. Fiir Polynome

n

@)= arle - ao)*

k=0
mit € R und a; aus einem Banachraum gilt ay = %f(k) (o) und somit
n

k=0

f (z — z0)F.

g

Taylorreihen verallgemeinern solch eine Darstellung fiir beliebige Funktionen.

Theorem 4.69. Sei E ein reeller Banachraum, I = (a,b) ein Intervall mit 0,1 € I
und sei f € C™(I,E) mitn > 1. Dann gilt

= Z %f@)(o) + R, (f,0)(1),
k=0

wobei sich das Restglied R, (f,0)(1) in der Form

IRa(£,0)(1)] < sup | £0(t) ~ £ 0)|

(n Po<t<1

abschdtzen ldsst.
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Beweis. Wir miissen nur die Normabschitzung fiir das Restglied beweisen, da es
solch ein Restglied ndmlich stets gibt: Definiere es als die Differenz der anderen
beiden Terme.

Wir definieren fiir ¢ € I die Funktion

1 F(0) .
- z_:ﬁf(k)(t) 1=tk - ] (11—t

Man beachte die unterschiedlichen Argumente von f. Es gelten ¢(0) = R, (f,0)(1)
nach Definition des Restes sowie (1) = 0, da alle Terme mit (1 — ¢)*, k > 1, dort
verschwinden und die restlichen beiden sich gerade aufheben. Fiir die Ableitung
erhalten wir

n—1 n—1 (n)
== Y G0 (-0t Ym0 -0t L
k=0 k=1 "

n—1 n—2 (n)
== Y G0 -0t Y 0 -0t L g
k=0 " k=0

nach einer Indexverschiebung in der zweiten Summe

- (0 - 0 0) -

(n

Die Behauptung folgt nun aus dem Mittelwertsatz

1B (7,0)(1) = lle(1) = £(0)]| < sup [l¢'(1)]
sup | £ () — £ 0. O

T (n =1 o<t
Das folgende Theorem gilt auch noch fiir auf konvexen Teilmengen von C defi-
nierten Funktionen.

Theorem 4.70 (Taylorsche Formel). Sei  C R ein offenes Intervall, sei E ein
reeller Banachraum und sei f € C™(, E) mit n > 1. Seien x,x9 € Q, dann ldsst
sich f in der Form
"1
f(z) = Z Hf(k)(l’o) - (z = 20)" + Ru(f, m0) (x)
k=0
darstellen und es gilt die Restgliedabschétzung

|Ra(f,20) ()] < £ = £ @) -1z = wol

sup
(n - 1) 56 Zo, w

Dabei bezeichne (x,xq) die offene Verbindungsstrecke zwischen x und xg, also das
Intervall (x,x0) oder das Intervall (xg,x).

Beweis. Wir definieren

o(t) = f(tx 4+ (1 —t)xo)
fiir 0 < ¢ < 1. ¢ ist auch noch etwas iiber [0,1] hinaus von der Klasse C™. Daher
konnen wir Theorem 4.69 anwenden und erhalten mit

" (t) = fP bz + (1 = t)zo) - (2 — wo)"

sowie R, (p,0)(1) = R,(f,zo)(z) die Behauptung. O
Mo 11.05.2020

Definition 4.71 (Taylorsche Polynome). Sei E ein Banachraum iiber K.
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(i) Sei Q@ C K offen und f € C™(Q, E), n > 1, so heifit T,,(f,z¢) € P(K, E) mit
n

T m0) (@) = 3 2 f P o) - (o = 20)"

k=0
das Taylorpolynom n-ten Grades von f im Punkt xg.
(i) In Q definieren wir das n-te Restglied R, (f, o) durch

Ry (f,20) = [ — Ta(f, o).
(iii) Ist f € C*°(Q, E), so heikt die Potenzreihe

(]

Taylorreihe von f im Punkt zy € . Ihre n-te Partialsumme ist gerade
T,.(f,zo). Fir alle z, fiir die die Taylorreihe konvergiert, definieren wir

T(f,20)(w) = 3 21/ W (o) - (o — w0)
k=0 "

Aus der Taylorschen Formel erhalten wir

Proposition 4.72. Sei Q) C R ein offenes Intervall, sei E ein reeller Banachraum,
sei f € C™"(Q, E) mit n > 1 und sei xg € Q. Dann gilt
f(@) = Ta(f, x0) (@) + 0 (lz — o|")
und T,,(f,x0) ist das einzige Polynom mit dieser Eigenschaft.
Beweis. Aus der Taylorschen Formel und der Stetigkeit der n-ten Ableitung von f
erhalten wir, dass das Restglied von der Ordnung o (|z — zo|™) ist.
Gébe es ein weiteres Polynom, so liefert Differenzbildung ein Polynom vom Grade

< n in o(|x — zo|™). Dies kann nur das Nullpolynom sein und wir erhalten die
behauptete Eindeutigkeit. O

Bemerkung 4.73.

(i) Sei f € C*(Q, E). Dann gilt f = T(f,x¢) in Be(z¢) nach Definition genau
dann, wenn die n-ten Restglieder R, (f,xo) in Bc(xg) fiir n — oo punktweise
gegen Null konvergieren, wenn also fiir alle € B (zg)

gilt.
(ii) Gibt es zu g € Q ein solches ¢ > 0 mit lim T, (f,zo)(z) = f(z) baw.,
n— oo
dquivalent dazu, lim R, (f,zo)(xz) = 0 fiir alle x € B.(zp), so heift f in z
n—oo

(reell) analytisch. Ist A C Q und f in jedem x € A analytisch, so schreiben
wir dafiir f € C¥(A4, E).

(iii) In By/2(0) C C ist die Funktion f(z) = log(1 + z) durch ihre Taylorreihe mit
Entwicklungspunkt im Ursprung darstellbar. Es gilt also

00 k-1
fla =3 E ek
k=1

Beweis. Es gilt f € C*°(B1(0)). Per Induktion erhalten wir

n _(_ nfl(n_l)!

fir alle n > 1.
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Wir miissen also noch nachweisen, dass
Jim R, (f,0)(2) =

fiir alle z € By /5(0) gilt. Aus der Taylorschen Formel und unserer Darstellung
fiir die Ableitung erhalten wir nacheinander

1 n
(7,00 < E?ipl g 1]
‘ < <2 fir|¢] < 1,
K S 2
[Bn(f,0)(2)] < (1+27) - [2]"
und wegen |z| < § die Behauptung. O

(iv) Das folgende Beispiel zeigt, dass T'(f, z¢) zwar konvergieren kann, aber trotz-
dem nicht f = T(f, o) zu gelten braucht.
Betrachte dazu die Funktion f: R — R mit

Fz) = {ezz, x <0,

0, x> 0.

Per Induktion iiberzeugt man sich direkt, dass f € C* und f*)(0) = 0 fiir
alle k € N gelten. Somit folgt T'(f,zo) = 0, jedoch gilt in keiner Umgebung
des Ursprunges f = 0.

Wir leiten noch eine weitere Restgliedabschitzung her.

Theorem 4.74. Sei E ein reeller Banachraum, sei I C R ein offenes Intervall mit
0,1€1, sei f: I = E eine (n+ 1)-mal differenzierbare Funktion mit n > 0. Dann

gilt
=2

k=0

f + R (f,0)(1)

g

mit

|Ra(£.0)(D)] < (nj s [0

Beweis. Wir deﬁnieren
Z k'f (1—t)* und g(t)=(1—t)"""

@ und g sind in [ dlfferenmerbar und es gilt
©(0) =Tn(f,0)1), (1) = f(1), »(1)—=¢(0) = Rn(f,0)(1),
o(0)=1. g(1)=0,
o(1) = kzkl ARCROUEDY S -
= T (10,
g(t)=—-Mm+1A-1)"

Hierauf wenden wir nun den verallgemeinerten Mittelwertsatz, Theorem ?? (oder
Theorem 4.28), auf dem Intervall ( an und erhalten

1
1) —(0)]] £ su Sibu H ”H) H
(D) = ¢(0)] < sup |1£ e

wie behauptet. O
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Theorem 4.75 (Lagrangesche Restgliedabschitzung). Sei Q C K offen und kon-
vex. Sei E ein Banachraum tber K und f: Q — E sei (n + 1)-mal differenzierbar
mit n > 0. Dann gilt

f(@) = To(f, 20)(2) + Rn(f, z0)(2)

1
———— sup
(TL + 1)' £€(zo,x)

Beweis. Folge dem Beweis von Theorem 4.70 und benutze dabei Theorem 4.74 statt
Theorem 4.69. O

mat
[ B (f,20) (@) <

£ o = ol

5. INTEGRATION IN EINER VARIABLEN

Wir werden hier einen ersten Integralbegriff kennenlernen, das Riemannintegral.
Im dritten Semester werden wir das Lebesgueintegral behandeln, das es beispielswei-
se erlaubt, weitere Grenzwertsitze zu zeigen und mehr Funktionen zu integrieren.

Wenn man Integrale berechnet, verwendet man meist das Riemannsche Integral,
erhélt aber fiir das Lebesguesche Integral bessere allgemeine Satze.

5.1. Das Riemannsche Integral. Sei [a,b] C R kompakt und sei f: [a,b] — R
reell, nicht-negativ und beschrinkt. Dann wollen wir mit dem Integral iiber die
Funktion f den Fldcheninhalt der Menge

Q(f) — {(x,y)eRQ;angb und Oﬁyﬁf(x)}

in einer Weise beschreiben, dass fiir konstante Funktionen mit f(z) = h fiir alle «
gerade die Rechtecksfliche (b — a) - h herauskommt.
Um @ in kleine Stiicke aufteilen zu kénnen, definieren wir

Definition 5.1 (Partition). Sei I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall.
(i) Dann definiert P = {zg, 21, ..., Zn}, R EN mita =z < x1 < ... <z, =b
eine Partition von I, die aus den Teilintervallen I; = [z;, ;1] besteht.

Wir nennen P mit den angeordneten Punkten z; und die Intervalle I; eine
Partition von I. Anders als bei einer Partition aus Analysis I lassen wir Uber-
schneidungen an den endlich vielen Endpunkten der Intervalle zu. Die Punkte
aus P heiflen Teil- oder Endpunkte.

(ii) Sei P = {zg, x1, ..., x,} eine Partition. Dann heifst
n(P):= sup |zis1 —
0<i<n—1

die Feinheit der Partition P.

(iii) Eine Partition P’ heift feiner als P, P < P’, falls jeder Endpunkt der Parti-
tion P auch Endpunkt von P’ ist.

(iv) Seien P; und P, zwei Partitionen von I. Dann heift die Partition P; V P,
deren Menge der Endpunkte gerade die Vereinigung der Menge der Endpunkte
von P; und P, ist, die gemeinsame Verfeinerung von P; und Ps.

Lemma 5.2. Seien P; und P, Partitionen von I = [a,b]. Dann gilt
P1~<P2 E=4 77(P2)§77(P1)

Do 14.05.2020 Beweis. Klar. ]
Mit Partitionen kénnen wir einen naheliegenden Flacheninhaltsbegriff motivie-
ren.

Definiere f; := f|1,, @, := 1; x [0,inf f;] und Q, = I; x [0,sup f;]. Wegen

n—1 n—1
U Q,clc U Qi
i=0 1=0
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ist der Fléacheninhalt aller Qi’s addiert zu klein und der Flicheninhalt aller Q,’s
addiert zu grof fiir einen sinnvollen Fliacheninhaltsbegriff von @Q: |Q|. Dass diese
Rechtecke auf endlich vielen Linien iiberlappen tragt nichts zum Flécheninhalt bei.
Wir fordern also

n—1 n—1 n—1 . n—1
MR, =D inf fi- IL <1QI < Y [Qi| =) sup fi - | L]
=0 =0 =0 1=0

Der Ausdruck auf der linken Seite heiftt Untersumme, der auf der rechten Seite
Obersumme.

Wenn nun fiir eine beliebige Folge von Partitionen (Py) mit Feinheit n(Py) — 0
flir k — oo die Grenzwerte der linken und der rechten Seite existieren und iiberein-
stimmen, so nennen wir dies den Fldcheninhalt von Q.

Dies ist sicher nur moglich, falls es fiir jedes € > 0 eine Partition P mit

n—1
> (sup fi —inf fi) - |I;] < £
i=0

gibt.

Ersetzen wir sup f; — inf f; durch die Oszillation von f;, so kénnen wir dieses
Vorgehen auch auf banachraumwertige Funktionen verallgemeinern.

Definition 5.3. Sei I = [a,b] C R kompakt, sei E ein Banachraum und sei f: I —
E beschrankt. Sei P = {xg, 21, ..., ©,} eine Partition von I und seien I; sowie f;
wie oben.

(i) Wir definieren die Oszillation von f als
osc f:= sup [|f(z) = f(y)ll
z,yel
(Fiir reellwertige Funktionen gilt osc f = max flz) — mi? f(y).)
TE ye
(ii) Multiplizieren wir die Oszillationen auf den Teilintervallen mit den Intervall-
ldngen, so erhalten wir die Definition

n—1
o(f,P) =Y oscfi- L.
1=0

(iii) Seien & € I; beliebig und Z = {£: 0 < i < n — 1}. Die Punkte &, 0 <
1 < n — 1, heiken Zwischenpunkte der Partition P. Dann definieren wir die
Riemannsche Summe als

n—1

S(f,P,Z)ES(P,Z) :Zf(fz)|ll|

i=0
Lemma 5.4. Sei f: I — E beschrinkt, seien P und P’ zwei Partitionen von I mit
P < P’ und habe P’ genau \ Teilpunkte mehr als P. Dann gelten
(i) o(f,P") <o(f,P) und
(it) |o(f, P') = o(f, P)| < 2| fllLe - n(P).

Beweis.

(i) Seien I;, 0 <i < n—1 die Teilintervalle der Partition P und 1,0 <j <m—1
die Teilintervalle von P’. Dann setzen sich die Intervalle I; aus Intervallen I ]’
zusammen und wir erhalten mit f; = f|7, und f} = f| I

m—1

n—1
o(f,Py="Y oscfi-|I=> > oscfi-|Ij]

§=0 i=0 {j: I'CI;}
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n—1
SZoscfi Z |I]/-|=ZOSCfi'\Ii|:U(f»P)~
i=0

{: I)cL} i=0

(ii) Wir fithren den Beweis nur im Falle A = 1. Der allgemeine Fall folgt daraus
dann direkt per Induktion.
Sei dazu ohne Einschrénkung I; ein Teilintervall, das sich aus den beiden
Teilintervallen I1 und I} (bis auf einen Punkt) disjunkt zusammensetzt. Alle
anderen Teilintervalle stimmen {iberein. Dann folgt

0<o(f,P)—o(f,P')=oscfi-|] — (oscfi-|I}] +osc fy - |Iy])
<oscfi- L] <2-|[fllzee - [Ii] < 2| fllze - n(P). 0

Lemma 5.5. Seien I = [a,b] und E wie bisher. Sei f: I — E beschrinkt. Seien P
und P’ zwet Partitionen des Intervalles I mit Zwischenpunkten Z bzw. Z'.

(i) Gilt P < P', so folgt
IS(P,Z) = S(P',Z")|| < o(f,P).
(i) Sind P und P’ beliebige Partitionen von I, so gilt
1S(P,Z) = S(P'.Z)|| < o(f, P) +a(f,P).
Beweis.

(i) Seien I; mit 0 <4 < n — 1 die Teilintervalle von P und ]]’» mit0<j<m-—1
die Teilintervalle von P’. Da sich die Intervalllingen aller Intervalle I ]' mit
I} C I; zu |I;] aufaddieren, erhalten wir

FE&) 1L = > £(&) -1

{j: IjCL;}
< (&) - L] — f&) -4+ | £(&) — £ (&) -]
{j:%;n} j {a;f}ﬁ’f—j’ j
=0
< osc fi - |I;].

Diese Abschitzungen fiir die einzelnen Intervalle I; addieren wir nun und
erhalten

n—1

IS(P,2) — S(P'. 2')|| = ||3_ f(&) 1| - Z > )15
1=0

=0 {j: I’CI}

| /\

i NI SRR

{5: IjCI:}

n—1
< ZOSCfi il =o(f, P).
i=0
(ii) Sei P* = PV P’ oder eine beliebige andere gemeinsame Verfeinerung von P
und P’ mit beliebigen Zwischenpunkten Z*. Dann folgen P < P* und P’ < P*
und direkt nach der Dreiecksungleichung erhalten wir

|S(P,Z) - S(P', Z)|
<|S(P,Z) — S(P*, Z*)| + IS(P*, Z*) = S(P', Z')|
<o(f,P)+o(f P). O
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Lemma 5.6 (Riemannsches Integrabilitdtskriterium). Sei f: I = [a,b] — E be-
schrankt. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) 52/0133 o(f,P)<e und

(i) ¥, 3 Y n(P)<s = o(f.P)<e.

Beweis.
o . (i)=(ii)*: Sei € > 0 beliebig und P eine Partition mit o(f, P) < e. Wir

nehmen an, dass P gerade A\ Teilpunkte besitzt und diirfen weiterhin ohne
Einschrankung annehmen, dass || f||ze~ # 0 gilt. Wir wéhlen

€
2 fllze
Sei nun P’ eine beliebige Partition von I mit n(P’) < J. Sei P* := PV P’.
Dann besitzt P* maximal )\ zusétzliche Teilpunkte gegeniiber P’. Es folgt
o(f, P') alf, P*) + |o(f, P') — a(f, P*)
<a(f,P)+2)|fllLe= - n(P") (nach Lemma 5.4)
<e+42M||fllp= -0 =c+e=2e.

§ =

o . (ii)==(i)*: Ist klar. O
Damit definieren wir uns nun die Menge der Riemann integrierbaren Funktionen.

Definition 5.7 (Riemannsches Integral). Sei I = [a,b] C R kompakt und sei E ein
Banachraum.

(i) Eine beschrinkte Funktion f: I — FE heiflt Riemann integrabel oder integra-
bel, falls f eine der Bedingungen aus Lemma 5.6 erfiillt.
Wir sagen dann, dass f das Riemannsche Integrabilititskriterium erfiillt.
(ii) Sei f Riemann integrabel und (Py)x eine Folge von Partitionen von I mit
Zwischenpunkten (Z ), und n(Py) — 0 fiir & — oo. Dann definieren wir das
(bestimmie) Riemannsche Integral von f {iber I durch

/bf = /bf(x) do= [ fi= Jim S(P20)
a a I

(Der Zusatz ,bestimmt” deutet dabei an, dass wir das Integrationsintervall I
festgelegt haben.)

Theorem 5.8. Das Riemannsche Integral ist wohldefiniert.

Beweis.

(i) Sei e > 0. Wihle § > 0, so dass fiir jede Partition P mit n(P) < § die
Ungleichung o(f, P) < € folgt. Seien P und P’ zwei Partitionen mit n(P) < ¢
und n(P’) < § sowie Zwischenpunkten Z und Z’. Nach Lemma 5.5 folgt dann

(5.1) IS(P, 2) = S(P", Z")|| < o(f, P) + o(f, P') < 2.

(ii) Sei (Py)y eine beliebige Folge von Partitionen von I mit n(Py) — 0 fiir k — oo
und Zwischenpunkten Zj. Dann erhalten wir aufgrund der obigen Uberlegun-
gen fiir fast alle k, [ die Abschétzung ||S(Px, Zx) — S(F1, Z1)|| < 2¢. Somit ist
(S(Px, Zi))r C E eine Cauchyfolge und klggo S(Py, Z),) existiert.

(iii) Ein bekanntes Argument liefert, dass dieser Grenzwert nicht von der speziellen
Wabhl der Folge (Py)r, und ihren Zwischenpunkten Zj, k € N, abhéingt: Sei eine



Mo 18.05.2020

26 5. INTEGRATION IN EINER VARIABLEN

weitere Folge von Partitionen (P}); und Zwischenpunkten (Z}), gegeben.
Dann koénnen wir die obige Argumentation auch auf die Folge
Py, P}, Py, P, P, Py, ...

und ihre zugehdrigen Zwischenpunkte anwenden und erhalten eine Cauchy-
folge mit Gliedern S(Py, Zi) und S(Py, Z;,). Dies ist aber nur moglich, wenn
die Grenzwerte von S(Py, Zy) und S(P], Z},) iibereinstimmen. Somit folgt die
Behauptung. O

Wir halten gesondert fest, dass wir, durch Betrachtung einer Folge (P}, Z},)i, im
Grenzwert k — oo aus Gleichung (5.1) das folgende Korollar erhalten.

Korollar 5.9. Fir beliebiges € > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass fiir alle Partitionen
P mit n(P) < § und Zwischenpunkten Z die Ungleichung

b
/f—S(P,Z) <e

gilt.
5.2. Integrationsregeln.

Proposition 5.10. Sei f: I = [a,b] — E Riemann integrabel und sei [a, §] C [a,b].
Dann ist flia5: [, B] = E ebenfalls Riemann integrabel.

Beweis. Sei e > 0 und sei P eine Partition von I mit o(f, P) < e. Verfeinere P so
zu P’, dass auch o und § Teilpunkte der Partition P’ sind. Wir erhalten o(f, P’) <
o(f, P). Sei schlieklich P die Partition von [a, (], die genau die Teilpunkte aus P’
als Teilpunkte besitzt, die zu [a, 3] gehéren. Dann folgt o(f|a.5, P") < o(f, P’)
und wir erhalten die Behauptung. O

Proposition 5.11. Sei ¢ € [a,b]. Sei f (oder genauer dessen Einschrinkung auf
die entsprechenden Intervalle) iber [a,c] und dber [c,b] integrierbar. Dann ist f
auch iber [a,b] integrierbar und es gilt

jiojoejs

(i) Seien P und P’ Partitionen von [a, ¢] bzw. [¢,b]. Dann liefert die Vereinigung
der Teilpunkte von P und P’ eine Partition P” von [a,b] und es gilt

o(f,P")=0o(f,P)+a(f,P).
Hieraus folgt, dass f auch auf [a,b] das Riemannsche Integrabilitatskriterium
erfiillt.
(ii) Seien Z und Z' beliebige Zwischenpunkte der Partitionen P bzw. P’ und
7" = Z U Z'. Wir erhalten
S(P", 72"y =S(P,Z)+ S(P',Z".
Betrachten wir immer feinere Partitionen und gehen zum Grenzwert iiber, so
erhalten wir daraus gerade die obige Behauptung fiir die bestimmten Integrale.
O

Beweis.

Definition 5.12. Sei f iiber [a, b] integrierbar, so definieren wir

a a b
a/f_() und b/f_a/f.
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Mit Proposition 5.11 erhalten wir daraus

Proposition 5.13. Sei f: I = [a,b] — E integrierbar. Seien a; € I, 1 < i <n
beliebig. Dann folgt

an n1 %it1
/ =Y / I
a1 i=1 a;
Beweis. Dies folgt direkt per Induktion nach n. Details: Ubung. (]

Theorem 5.14 (Dreiecksungleichung). Sei f: [a,b] — E (Riemann) integrierbar.
Dann ist auch || f]|: [a,b] = R (Riemann) integrierbar und es gilt

b b
[ < [

(i) Nach Dreiecksungleichung gilt fiir alle z, y € [a, b]
@I = 1@< 11 (=) = FW)l

Somit erhalten wir osc ||f;|| < osc f; fiir alle Intervalle I; C [a,b]. Daher gilt
auch o(||f||, P) < o(f, P) fiir beliebige Partitionen von [a, b] und erhalten die
Integrabilitét.

(ii) Sei ¢ > 0. Da f und ||f]|| integrabel sind, gibt es ein § > 0, so dass fiir alle
Partitionen P von [a,b] mit n(P) < ¢ und beliebigen Zwischenpunkten die
Abschétzungen

Beweis.

b b
/f—S(ﬂRZ) <e und /IIfH—S(IIfH,P,Z) <e

gelten.
Wir verwenden nun die {iblichen Bezeichnungen. Aus

SULfI P, 2) = ISALf1l P, 2)]

Fisl

b
folgt im Limes = [||f|l. Somit erhalten wir

b b
/f < /f—S(f,P,Z) L IS(4.P.2)]

n—1
> F(&) - In|
=0

n—1

<e+ D IIFE - 1T
1=0

=e+ S/, P, 2) = e+ S /], P, 2)]

<e+

b b
<ot S(HfII,P,Z)—/IIfII n /an

b
§25+/||fH-
a



28 5. INTEGRATION IN EINER VARIABLEN

Mit e \, 0 folgt die Behauptung. O

Proposition 5.15 (Monotonie des Integrals). Seien f, g: [a,b] — R Riemann
integrabel. Gilt f < g, so folgt

b b

/ < / g-

Insbesondere gilt

b
—(b—a) | fll~ < /f < (b—a)-||fllz~.

Beweis.

(i) Die Ungleichung S(f, P, Z) < S(g, P, Z) bleibt auch im Grenzwert erhalten.
b
(ii) Benutze —||f|lre < f < || fllze und [¢= (b—a) - c fir alle ¢ € R. O

Der erste Teil des folgenden Korollars wird auch als Mittelwertsatz bezeichnet.

Korollar 5.16 (Mittelwertsatz). Sei I = [a,b] und seien f, g: I — R Riemann
integrabel. Gelten 0 < g und m < f < M, so folgen

m/bg</bfg<M/bg und m(b—a)</bf<M(b—a).

Proposition 5.17. Sei f: I = [a,b] — R™ mit f = (fi)1<z.<n gegeben. Dann ist f
genau dann Riemann integrabel, wenn dies fir die Komponentenfunktionen zutrifft

und es gilt
b b
Ve

Dieses Resultat gilt auch fiir Funktionen mit Werten in einem Produktraum

n
I E; von Banachrdumen E;, 1 <i <mn.
i=1

1<i<n

Beweis.

(i) Beschranktheit: Es ist klar, dass f genau dann beschrankt ist, wenn alle Kom-
ponenten f?, 1 < i < n, beschrankt sind.
(ii) Integrabilitit: Aus der Abschéitzung

/(@) = P < @) = F)l < D01 (@) = f(v)]
i=1
fiir alle z, y € I folgt
o (fi,P) <o(f,P)< ZO’ (fi,P)
i=1

und daher die Behauptung iiber die Integrabilitét.

(iii) Wert des Integrals: Die Riemannsche Summe S(f, P, Z) ist gleich dem Vektor,
dessen Komponenten die Riemannschen Summen S ( fi,P,Z ) sind. Gehen wir
nun zum Grenzwert {iber und beriicksichtigen, dass im R™ der Grenzwert
einer Folge gleich dem Vektor ist, dessen Komponenten die Grenzwerte der
Komponentenfolgen sind, so erhalten wir die Behauptung. O



5.2. INTEGRATIONSREGELN 29

Proposition 5.18. Sei E ein Banachraum idber dem Kdérper K. Dann bilden
die Riemann integrierbaren Funktionen f: I = [a,b] — E einen K-Vektorraum:
R(I,E). Wir schreiben R(I) = R(I,R). Es gelten fir alle f, g € R(I,E) und alle

rek
b b b

/(f+g)=/bf+/g und /)\f:Af.

a a a

Dies bedeutet, dass das Integral mit f — f f als Abbildung R(I, E) — E ein linearer
T

Operator (= lineare Abbildung) ist.

Beweis. Seien f, g € R(I, E). Die Beschrianktheit von f + g bzw. \f ist klar. Sei
J C I beliebig. Aus
osc(fls +gls) < osc(f|s)+ osc(gly)
erhalten wir
o(f+9,P)<o(f,P)+0olg,P)
fiir beliebige Partitionen P von I. Sor{nt ist f + g wieder Riemann integrabel.
Der Rest des Beweises ist einfach: Ubung.

Proposition 5.19. Seien E, F' Banachriume. Sei I = [a,b] und sei f € R(I, E).
Sei p: E — F Lipschitzstetig auf R(f). Dann gilt po f € R(I, F).
Bewets.

(i) Beschranktheit: Wegen f € R(I, E) ist R(f) beschrinkt, d.h. es gibt 29 € E
und 7 > 0 mit f(I) C By(xg). Fiir beliebige x € B,(xq) folgt nun |p(x) —
o(xo)|| < L ||z — xo|| < Lr. Also ist ¢ o f(I) C Br.(p(zp)). Somit ist p o f
beschrankt.

(ii) Integrierbarkeit: Sei L die Lipschitzkonstante von f auf R(f). Dann folgt
le(z)—pW)| < L-||lz—y| fir alle z, y € R(f). Sei J C I beliebig. Wir erhalten
dann osc(po f|;) < L-osc(f|s) und folgern, dass o(po f, P) < L-o(f, P) fur
alle Partitionen P von I gilt. Wir erhalten die Behauptung. t

Korollar 5.20. Sei I = [a,b]. Ist f € R(I,E) und ist p € [1,00), so folgt || f||” €
R(I,R).
Proposition 5.21. Sei I = [a,b] und seien f,g € R(I,K), so folgen
fg € R(I,K) und g € R(I,K), falls iIIIf lg| > 0.
Beweis.

(i) Die Beschéanktheit von fg und f/g ist jeweils klar.
(ii) Sei J C I beliebig und seien «, y € J. Dann folgt aus
f@)g(x) = fW)a(y) = f(2)(g(x) — 9(y) + (f(x) = F(¥)g(y)

die Oszillationsabschitzung
osc((fg)ls) < ISz - osc(gls) +osc(fls) - llgllzoe-
Somit ist fg € R(I,K).
(iii) Gehe analog vor. Ubung. O

Proposition 5.22. Sei I = [a,b] und seien f, g € R(I, E). Stimmen f und g auf
einer dichten Teilmenge von I tberein, so gilt

b b
fr-Js

Mo 25.05.2020
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Beweis. Wéahle in den approximierenden Riemannschen Summen die Zwischen-
punkte aus der dichten Teilmenge, in der f und g iibereinstimmen. O

Integration von Folgen und Reihen. Das Riemannsche Integral verhilt sich unter
gleichméfiger Konvergenz gutartig. Bei punktweiser Konvergenz werden wir im
dritten Semester sehen, dass sich das Lebesguesche Integral besser verhalt.

Theorem 5.23. Sei I = [a,b]. Sei (fn)n eine Folge von Riemann integrierbaren
Funktionen f, € R(I,E), die gleichmafig gegen eine Funktion f: I — E konver-
gieren. Dann gilt auch f € R(I, E) und fir das Integral erhalten wir

b b
lim [ f, = / 1.
n—oo

Beweis.
(i) Beschranktheit: Aus

IF @ < @)+ 11f (@) = fa(@) | < N Flle +1F = fallze

folgt die Beschranktheit von f.
(ii) Integrabilitét: f, = f ist dquivalent zu ||f — fn|lpee — O fiir n — oco. Sei
A C I beliebig und seien z, y € A. Sei n € N fest. Dann erhalten wir

1 (@) = F <[1f (@) = fa (@)l + [ (2) = fu(o)]| + 1 Fn(y) = FW)I
<f = fallze + o0sc(fula) + I fn = fllze

und somit

osc(fla) < ose(fula) +2[f = fullLe

sowie fiir eine beliebige Partition P von [

o(f, P) <o(fn, P) +2(b—a)llf = full=-

Fiir festes € > 0 wihlen wir nun zunéchst n so grofs, dass 2(b—a)|| f — fullL= <
e gilt. Nun wéhlen wir die Partition P so, dass auch o(f,, P) < € ist. Somit
gibt es eine Partition P von I mit o(f, P) < 2e und f ist integrabel.

(iii) Wert des Integrals: Mit Dreiecksungleichung und der Monotonie des Integrals
erhalten wir

b b b b
/f—/fn S/Il(f—fn)(m)HEd:z:S/Ilf—anLoc <(b—a)-|f — fullL~.
a a E a a

Dies liefert die Behauptung. 0

5.3. Monotone und stetige Funktionen. Bisher wissen wir nur, dass konstante
Funktionen Riemann integrierbar sind. In diesem Kapitel werden wir sehen, dass
auch alle monotonen Funktionen und alle stetigen Funktionen Riemann integrierbar
sind.

Proposition 5.24. Sei I = [a,b]. Sei f: I — E stetig, also f € C°(I,E). Dann
ist f € R(I,E).

Beweis. Da I kompakt ist, ist f auf I gleichméfig stetig. Zu € > 0 gibt es also ein
d > 0, so dass

z—yl<d = |f(@)—fyll <e
fir alle z,y € I gilt. Insbesondere gilt fiir alle Teilmengen J C I mit diamJ =

sup |z —y| < ¢ die Abschétzung osc(f|s) < e.
z,yeJ
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Sei nun P eine beliebige Partition von I mit n(P) < §. Dann erhalten wir
o(f,P)<e-(b—a).
Die Beschrénktheit von f ist klar. Somit ist f € R(I, E). O

Proposition 5.25. Sei f: I = [a,b] — R monoton, so ist f Riemann integrabel.

Beweis. Wir diirfen ohne Einschrinkung annehmen, dass f monoton wéchst. Sei
J = [a, B] C I ein beliebiges Teilintervall. Dann erhalten wir

osc(fls) = f(B) — f(@).

Wir zeigen nun das Riemannsche Integrabilitdtskriterium mit Hilfe der dquidistan-
ten Partition P,, n € Nyg, von I, die durch z;11 — x; = b*T“ firo<i<n-1
charakterisiert ist. Fir die Partition P, bekommen wir eine Teleskopsumme und
erhalten

D=0 (i) — fla) = 22 (50) — fla) = 0

=0

U(f7Pn) =

fiir n — oo. Die Beschrénktheit von f ist aufgrund der Monotonie klar. Somit ist
f € R(I,R). O

Definition 5.26.

(i) Eine Funktion f: I = [a,b] — E heilt Treppenfunktion, falls es eine Par-
tition P = {xo, 21, ..., x,} von I gibt, so dass f auf den Teilintervallen
I; = [x;,x;11) konstant ist. Es gilt dann

n—1
f = Z aiX1;
=0

fiir geeignete a; € E, 0 <i <n — 1, (aufer in x,), wobei x4 die charakteris-
tische Funktion einer Menge A mit

(2) 1, z€A,
xTr) =
xa 0, z¢ A

bezeichnet. Wir sprechen auch von einer Treppenfunktion, wenn die Werte in
den Teilpunkten x; nicht zu dieser Definition passen.

(ii) Eine Funktion f: I = [a,b] — E heiflt stickweise stetig bzw. stiickweise von
der Klasse C™, m > 0, falls eine Partition P von I existiert, so dass f bzw.

alle Ableitungen von f bis zur Ordnung m auf allen Intervallen I; = (x4, z;41),
0 <14 < n—1, stetig sind und sich stetig auf jedes I; fortsetzen lassen.

(iii) Stiickweise affin lineare Funktionen, stiickweise quadratische Funktionen sowie
stiickweise polynomiale Funktionen und stiickweise konstante Funktionen (=
Treppenfunktionen) sind analog definiert.

Proposition 5.27. Stickweise stetige Funktionen und daher auch Treppenfunktio-
nen sind Riemann integrabel.

Beweis. Benutze, dass die Einschrankungen auf die Intervalle I; zu einer geeigneten
Partition stetig und daher auch Riemann integrabel sind. Nach Proposition 5.11
sind die Funktionen damit auch auf dem gesamten Definitionsbereich Riemann
integrabel. (]
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5.4. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Fiir das Integral gilt
das folgende Resultat, das gelegentlich auch als Mittelwertsatz bezeichnet wird.

Proposition 5.28 (Mittelwertsatz). Sei I = [a,b] und sei f € CY(I). Dann gibt
es em & € 1 mat

b
/f=f(£)(b—a)-

Beweis. Nach Korollar 5.16 erhalten wir (b —a)inf f < [ f < (b— a)sup f. Jede
Zahl in diesem Bereich lasst sich aber aufgrund des Zwischenwertsatzes fiir stetige
Funktionen in der Form f(§) - (b — a) schreiben. O

Fiir vektorwertige Funktionen erhalten wir ebenfalls eine Variante des Mittel-
wertsatzes.
Proposition 5.29 (Mittelwertsatz). Sei I = [a,b] und sei f € R(I, E), so gilt
b

/f <swp f@)]- (6= @) = 1o - (b= a).

Beweis. Nach Dreiecksungleichung gilt

b b b
/f S/Hfll S/HfIILw 1l - (b—a)

wie behauptet. O

Proposition 5.30. Sei I = [a,b] und sei f € R(I,E). Dann definieren wir eine
Abbildung

F: 1> F durch xr—>/f

Die Abbildung F ist Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante < || f]|pe.

Beweis. Seien x, y € I und gelte ohne Einschréinkung z < y. Dann erhalten wir
y

1F(y) - F(a)| = /yf—/xf = /f </yf||<||f||Loc-|y—$|

T

wie behauptet. O

Theorem 5.31 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei I = [a, )]
und sei f € C°(I, E). Dann ist die Funktion F aus Proposition 5.30 in (a,b) (stetig)
differenzierbar und es gilt dort F' = f.
To+E
Grundidee des Beweises ist, dass [ f =~ f(xzo) - € gilt.
zo
Beweis. Seien z, x¢ € (a,b). Dann folgt
|1 F'(z)—=F(z0) = f(z0) - (z—0)|| = /(f — f(@o))|| < sup [|f(&)—f(wo)ll-|z—wol-

§€[zo,z]
zo

Wenn wir nun durch |z — x| dividieren, konvergiert die rechte Seite fiir x —

aufgrund der Stetigkeit von f immer noch gegen Null. Dies besagt aber nach Defi-
nition der Differenzierbarkeit gerade, dass F' an der Stelle zg differenzierbar ist und
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die Ableitung f(zo) ist. Die Stetigkeit der Ableitung folgt aus der Stetigkeit von
f 0

Korollar 5.32. Sei Q C R ein offenes Intervall. Sei f € CY(Q, E). Dann gilt
f@) = f(eo) + [ F0yde

fiir alle x, z¢ € €.

Beweis. Sei xy € ) fest. Betrachte beide Seiten als Funktionen von x. Nach dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung stimmen die Ableitungen der rech-
ten und der linken Seite nach x in ) iiberein. Somit ist die Differenz nach Korollar
4.24 eine Konstante in E. Fiir x = xg gilt Gleichheit, somit ist die Konstante 0 € F
und die Behauptung folgt. (|

Aus Korollar 5.32 erhalten wir das folgende hiufig verwendete Resultat.

Korollar 5.33. Sei Q C R ein offenes Intervall. Sei f € C*(Q, E). Dann gilt
1

fltx 4+ (1 —t)zo) dt = /Df(tx + (1 —t)xo){x — x0) dt
0

S

f(x)f(fvo)/1
0

fiir alle x,xq € Q.

Beweis. Wir definieren o(t) := f(tx + (1 — t)xo) und erhalten aufgrund der Ket-
tenregel ¢'(t) = Df(tx + (1 — t)xo)(x — xo). Das Resultat folgt nun aus Korollar
5.32. (|

Definition 5.34. Sei 2 C R eine offenes Intervall. Sei f: Q — FE stetig. Eine
Funktion F: Q — E mit F' = f heifst Stammfunktion von f.

Bemerkung 5.35.

(i) Ist f stetig, so definiert F'(z) = [ f eine Stammfunktion von f.
zo
(ii) Ist F eine Stammfunktion von f und ¢ € E, so ist auch  — F(x) + ¢ eine
Stammfunktion von f.
(iii) Seien F und G zwei Stammfunktionen von f. Dann stimmen F' und G bis auf
eine additive Konstante iiberein.

Beweis. Es gilt F’ = G'. Somit folgt die Behauptung aus Korollar 4.24. [

(iv) Sei F' eine Stammfunktion von f. Dann folgt nach Korollar 5.32 fiir beliebige
x1, T2 € (a,b)

T2
P2

?Zf = F(x2) — F(21)

(v) Als unbestimmtes Integral [ f bezeichnen wir die Menge aller Stammfunktio-
nen von f.

Als Vorbereitung auf das folgende Kapitel halten wir noch einen Satz {iber die
Ableitung des Integrals in dem Fall, dass die obere Integrationsgrenze variabel ist,
fest.
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Proposition 5.36. Sei I = [a,b] und sei f € C°(I,E). Sei Q C R offen und sei
0 € CYHQ,R) mitimp C (a,b). Dann ist die Funktion
o(z)
Gl) = / (1) dt
a

in Q (stetig) differenzierbar und es gilt fir xo € Q
G'(w0) = f(p(x0)) - ¢'(20).

Beweis. In der Notation des Beweises des Hauptsatzes der Differential- und Inte-
gralrechnung gilt G(x) = F(p(z)). Daher folgt die Behauptung aus der Kettenregel.
Die Stetigkeit der Ableitung ist wieder klar. O

5.5. Integralsidtze und Transformationsregeln.
Die partielle Integration ist eine integrierte Version der Produktregel.

Theorem 5.37 (Partielle Integration). Sei I = [a,b] und seien f, g € C1(I,K).

Dann gilt
/ o= (fo)lZ, - / fd

Eine der beiden Funktionen kann auch banachraumwertig sein.

fiir alle x, ¢ € 1.

Beweis. In (a,b) gilt aufgrund der Produktregel (fg)' = f'g + fg’. Wir nehmen

zundchst an, dass z, z9 € (a,b) gelten. Wir integrieren dies [ und benutzen
Zo
T

[ (f9) = (fg)l;,- Somit folgt die Behauptung in diesem Fall. Durch Grenziiber-
o

gang erhalten wir aufgrund der Stetigkeit aller Summanden die Behauptung auch
fiir beliebige x, ¢ € I. O

Beispiele 5.38.
(i) Fiir a, b > 0 folgt mit f/(t) =t und g(t) = logt

/ 1 b1
tlogtdt = =t?logt| — [ =t2=dt
/ o8 2 %Y /2 ¢

a a

12 12
= (=t*logt — ~t
(a#est—5¢)

(ii) Fiir a, b € R folgt mit f'(¢t) =sint und g(t) =t
b b

/tsintdt: t(—cost)\l;—/l-(—cost)dt

a a

= (—tcost+ sint)|z.

b

a

Theorem 5.39 (Transformationsformel). Seien I = [a,b], J = [a, (], p € C1(J)
mit p(J) C I, a=p(a) und b= ¢(B). Sei f € C°(I, E), so gilt

/b f() d = i £ o o)/ (t) dt.

Die Transformationsformel ist letztlich eine integrierte Form der Kettenregel.
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Beweis. Wir betrachten beide Seiten als Funktion der oberen Grenze (3, also ins-
besondere auch b = ¢(8), benutzen ~ statt 8 und ¢ = ¢(v) statt b, da die obere
Grenze nun variabel sein soll und erhalten

2 [1war =1 [1@ar 20 - pop)

sowie mit Proposition 5.36

% /f op(t)p'(t)dt = f o ()¢ (7).

Daher stimmen die Ableitungen beider Seiten {iberein.
Fiir v = « sind beide Seiten Null. Somit folgt die Behauptung. ]

Beispiel 5.40. Seien f(t) = e~* und ¢(z) = 2%. Mit der Transformationsformel
kénnen wir nun das folgende in der Stochastik wichtige Integral bestimmen. Sei
a > 0. Es gilt

v(a)

/e‘mzxdxzéo/af(ga(x))@’(x) dx:% / e tdt

a

0 #(0)

a 2

1 : 1" 1 2
== [etdt=—zet :7(1— —a).
2/6 2° |, T2 €

0

5.6. Uneigentliche Integrale. In diesem Kapitel werden wir Funktionen integrie-
ren, die am Rand des Definitionsintervalles ,singular” werden.

Definition 5.41. Sei E ein metrisc}ﬁr Raum und V CiE. Dann heiit A C V
kompakt enthalten in V., A € V, falls A kompakt ist und A C V gilt.

Bemerkung 5.42.

(i) Ist E =V, soist A € V gleichbedeutend zur relativen Kompaktheit von A in
E.
(ii) Ist V offen in R™ und A € V, so gilt insbesondere dist(A, V) > 0.
(iii) Wir erinnern daran, dass ,” bzw. \, monotone Konvergenz bezeichnen.

Definition 5.43. Sei (z,), C R eine Folge und a € R.

(i) Fir z, — a fiir n — oo mit z,, < a fir alle n € N schreiben wir z,, T a fiir
n — oo. Man findet auch z,, — a~.

(ii) Fiir x, — a fiir n — oo mit x,, > a fur alle n € N schreiben wir x,, | a fir
n — 0o. Man findet auch z,, — a™.

Definition 5.44. Sei E ein Banachraum und sei ) # I C R ein beliebiges nicht-
leeres Intervall.

(i) Eine Funktion f: I — E heiflt lokal integrierbar, f € Rioc(I, E), falls f|; €
R(J, E) fiir alle Intervalle J € I gilt.
(ii) Sei I = [a,b) und gelte f € Ryoc(I, E). Dann sagen wir, dass das uneigentliche
b

Integral [ f existiert oder konvergiert, falls

a
b—6
)
i / f
a
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b
existiert. Wir definieren dann f f als diesen Grenzwert und schreiben f €
R(I,E).
Beispiel 5.45. Es gilt

1 1
1 . 1 o 1
0 5

Ganz analog definieren wir fiir unbeschrankte Integrationsbereiche

Do 04.06.2020

Definition 5.46.

(i) Sei I = [a,00) und f € Rjpc(I, E). Dann sagen wir, dass das uneigentliche

o0
Integral [ f existiert oder konvergiert, falls
0

lim [ f

oo

existiert und definieren in diesem Fall [ f als diesen Grenzwert.
a

Beispiel 5.47. Es gilt

oo xT

— . — . — x
/etdt:hm e t= lim —e t|O:1.
Tr—r00 Tr—r0o0

0 0

Lemma 5.48. Ist f € Rioe((a,b),R) mit f > 0 in (a,b), a, b € R bzw. (a,b) =
(—00,00), so gelten

b b—4§ [eS) T
[r=tm [s v [i=im [
a a+0 —o00 —x
wobei maglicherweise beide Seiten gleich 400 sind.
Beweis. Ubung. O
Bemerkung 5.49. Ist
+1, x>0,
xTr) =
/(@) {1, z <0,

o0
so existiert [ f nicht, es gilt jedoch

— 00

lim /f:().
Tr—r 00
Definition 5.50.

(i) Sei f € Rioc((a,b), E), a,b € RU{xoo}. Dann heifit das uneigentliche Integral

b b
[ [ absolut konvergent oder absolut integrierbar, falls [ | f| konvergiert.
a a

(ii) f € Rioc(R, E) heilt integrierbar (iiber R), falls [ f existiert.

—00
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Da uneigentliche Integrale als Grenzwerte definiert sind, existieren sie genau
o0

dann, wenn die zugehérigen Cauchykriterien erfiillt sind. Im Fall [ f geben wir es
hier an, in den anderen Fillen lauten sie analog.

o0
Proposition 5.51 (Cauchykriterium). Das uneigentliche Integral [ f existiert ge-
a

T Y Yy
El — =
EYO R>a x,ysz /f /fH /f <€

Beweis. Dies folgt direkt nach Definition. O

nau denn, wenn

gilt.

Damit erhalten wir direkt
Korollar 5.52. FEin absolut konvergentes Integral ist konvergent.

Beweis. Dies folgt direkt aus dem Cauchykriterium und der folgenden Folgerung

aus der Dreiecksungleichung
y y
JE B

Proposition 5.53 (Majorantenkriterium).
Sei I = [a,00) und gelten g € Ripe(I,Ry), f € Rioe(I, E) sowie ||f(x)| < g(x) fir

O

alle x € I. Existiert f g, so ist auch f absolut integrierbar.
a

Beweis. Fiir alle x > a gilt

/z||f||</x9<7g~

Hieraus folgt die Behauptung aufgrund der Monotonie der linken Seite in x. O

Bemerkung 5.54. Ist das Integrationsintervall nichtkompakt, so kénnen unerwar-
tete Effekte auftraten. Auch bei gleichméfiger Konvergenz gilt dann im Allgemeinen
nicht mehr

o0 o0

/ lim f, = lim | f,.
n—oo n—oo

0 0

Dies sehen wir an dem folgenden Beispiel. Definiere fiir n € N Funktionen f,,: R, —
R durch

1
= n<x<2n,

0, sonst.

Dann gilt einerseits f,, =% 0, andererseits gilt aber auch [ f, =1 /4 0 fiir n — oo.
0

xr
Ist der Grenzwert lim f fn in der Definition des uneigentlichen Integrales jedoch
Tr—r0o0
a

gleichméfig in n, so erhalten wir
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Theorem 5.55. Sei I = [a,00) und sei fn, € Rioc(I, E) eine Folge von Funktion-
en, die lokal gleichmdfig (und daher auch kompakt, d. h. gleichmdfig auf kompak-
ten Teilmengen) gegen eine Funktion f: I — E konvergieren. Konvergieren die

oo oo
uneigentlichen Integrale ffn gleichmdfig, so ist f lokal Riemann integrabel, ff
a a

[ee) o0
lim [ f, = / /.
n—oo

existiert und es gilt

Beweis.

(i) Die Behauptung f € Rjoc(I, E) folgt direkt aus Theorem 5.23.
(ii) Wir schreiben die gleichméfige Konvergenz der Integrale explizit als gleich-
méfige Cauchybedingung auf. Es gilt

e>0 R>a z,y>R neN

y
v 3 VvV _ Y /fn <e.

Mit Theorem 5.23 kénnen wir zum Grenzwert n — oo ibergehen und erhalten
fiir das € und das R von oben
Y

/f <e fir alle z, y > R.

x

Diese Cauchybedingung besagt aber gerade, dass [ f konvergiert.

(iii) Zur Behauptung iiber den Wert des Integrals: Sei € > 0. Dann gibt es aufgrund
der obigen Integralabschétzungen fiir f und f,, ein R > a mit

R/fn+R/f <2

fir alle n € N, da wir in den obigen Abschidtzungen nun zum Grenzwert
y — oo ilibergehen diirfen.
Da f, = f auf [a, R] gilt, gibt es ng € N, so dass fiir alle n > ng

R

J B

a

gilt. Zusammengenommen erhalten wir somit

00 R 00
(fffn) S (f*fn) + (f*fn)
Jommpslfomml|]
[
Die Behauptung folgt. O

oo
Bemerkung 5.56. Eine Folge von uneigentlichen Integralen [ f, ist gleichméfig

konvergent, falls es eine Funktion g € Rioc([a,00), R) mit [ g < oo und | f,, ()] <

g(x) fir alle n € N und alle z € [a, 00) gibt.
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Beachte, dass somit automatisch g(z) > 0 fiir alle z € [a, 00) gilt.
Beweis. Ubung. (]

5.7. Parameterabhingige Integrale. Sei f: I xQ) — F eine Funktion. Dabei ist
I = [a, b] ein kompaktes Intervall, 2 ein metrischer Raum, eine offene Teilmenge von
K oder ein Intervall, dann auch mit J = [a, 8] bezeichnet, und E ein Banachraum.

Proposition 5.57. Sei Q2 ein metrischer Raum und f € CO(I x Q, E). Dann ist

) —/bf@,x)dt

in Q stetig.
Beweis.

(i) Sei z, — =z eine konvergente Folge in Q. Dann ist K := {z;: i € N} 3 ¢
kompakt. Die Einschrinkung von f auf die kompakte Menge I x K ist somit
gleichméfig stetig. Sei nun f ohne Einschrankung auf I x K definiert und
daher gleichméfig stetig.

(ii) Wir definieren nun Funktionen f, := f(-,x9) und g := g¢(-,x¢). Aufgrund
der gleichméfigen Stetigkeit folgt f, = ¢ fiir n — oco. Da wir den Limes bei
gleichméfiger Konvergenz mit dem Integral vertauschen diirfen, erhalten wir

b b b b
/f(t,xo)dtz/g: lim [ f, = lim /f(t,xn)dt
n—oo n—oo

wie behauptet. [l

FEine Definition, die uns auch in Kapitel 6 noch intensiver beschéftigen wird, ist
Definition 5.58 (Partielle Ableitungen).

(i) Seien ©; C R, 1 < i < n, offene nichtleere Intervalle. Sei  := H Q; C R™ und

sei f: Q — FE eine Funktion. Dann heifst die Funktion f im Punkt Ty = ( 0)
nach 2 oder in Richtung k partiell differenzierbar, falls die Funktion

g: QU — E  mit g(t)::f(x(l),...,x’g*l,t,x’g“,...,xg)zf(a?’g,t)

im Punkt t= J:O € Qy, differenzierbar ist. Wir bezeichnen die Ableitung von

(%k, BT = f oder Dy f.

(i) Ist f in ganz Q partiell nach z* differenzierbar, so heifit f in Q nach z*
differenzierbar. Wir erhalten in diesem Fall eine Abbildung Dy f: Q — E.

(iii) Ist die partielle Ableitung Dy f stetig, so heikt f stetig partiell nach x* diffe-
renzierbar.

(iv) f heilit partiell differenzierbar, falls alle Ableitungen Dy f, 1 < k < n, existie-
ren und stetig partiell differenzierbar, falls diese zusétzlich stetig sind.

(v) Ist Dy f wieder partiell differenzierbar so schreiben wir fiir die entsprechenden

g mit

partiellen Ableitungen Dy Dy f = 8 k)2, D Dyf = :cl (%kf = (%Lafk oder
entsprechende Ausdriicke fiir hohere Ableitungen.

Theorem 5.59. Sei ) C K nichtleer und offen, seien f, Dof = g—i cC'IxQE).
Dann st

Mo 08.06.2020
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stetig differenzierbar und es gilt

b
_[9f
—/%(t,x)dt

Beweis. Sei xy € Q. Sei § > 0, so dass Bs(zg) C £ gilt. Dann erhalten wir fiir
x € Bs(xo)

F(z) — F(xo) 6f f(t, f(t,z0) Of _
T — X _/ b o) df = / L= Zo _%(t,%)dt:].

Wir schéitzen dies mit der Dreiecksungleichung fiir Integrale und dem Mittelwertsatz
in der Form von Korollar 4.23 ab und erhalten

1
|z — xo]

1]l S/be(tax)—f(t’l’o)—Zi(t’xo)'(fﬂ—xo) dt

b
<[
SE[xo,z]
a

wobei das £ von t abhdngen darf. Aufgrund der Stetigkeit von %, konvergiert die

rechte Seite fiir t — x¢ gegen Null und wir erhalten aus 0 = lim I die Behauptung.
r—x0

Die Stetigkeit der Ableitung folgt nun aus Proposition 5.57. O

af af
%(taf) 81;(’ )|,

Im Fall, dass auch noch die Grenzen des Intervalles von z abhéngen, erhalten
wir

Korollar 5.60. Sei Q) C R nichtleer und offen, seien f, E CI x Q, E). Seien

o, P Q— I in xg €  differenzierbar, so ist

e(x)
Flz) = / F(t2)dt
ne)
in xg differenzierbar und es gilt
e(z0)
F(a) = Flplan)an) -/ 20) = S(lao)szo) /w0 + [ FLtao)a
Y(zo)
Beweis.
(i) Gelte ohne Einschrinkung 0 € Q. Vermoge
o(x) o(x) ()
F(z) = / flt,x)dt = / ft,x)dt — / ft,x)de
() 0 0

geniigt es, die Behauptung im Fall ¢(z) = 0 zu zeigen.
(ii) Es gilt

() #(zo)

- O/f(t,x)dt— / f(t, o) dt

0
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o(z) o(x) ®(zo)
= f(t,l‘) —f(t,l‘o) dt + f(taxo) dt — f(tho) dt
/ [
®(zo) o(z) e(x)
= / f(t,l') —f(t,l'()) dt+ / f(t,{L') — f(t,!l?(]) dt+ / f(t, (E()) dt
0 @(zo) »(zo)

Wir dividieren nun durch z — zg und lassen x — xy. Dann konvergiert der
erste Term auf der rechten Seite wegen Theorem 5.59 gegen den Integralterm
aus der Behauptung und der dritte Term konvergiert nach Proposition 5.36
gegen den ersten Term auf der rechten Seite in der Behauptung.

(iii) Es geniigt also, die folgende Behauptung zu zeigen:

o(z)
0= lim /ftx f(t,xo)dt|| = lim I.
T—T0o xr — Z‘o T—T0o
¢(20)
Es gilt aufgrund des vektorwertigen Mittelwertsatzes
ft
/ H f(t, (t, o) ‘ dt
T — X0
(o)
f( J(t, o
R T
tefp(x),p(xo)] T —Zo
of
<lo(o) = pten)- s s [T
telp(x),p(x0)] E€[z,m0] 1| OF

Aufgrund der Stetigkeit von % ist der zweite Faktor beschrénkt. Aufgrund
der Stetigkeit von ¢ konvergiert der erste Faktor fiir x — zg gegen Null. Somit
folgt die Behauptung. O

Theorem 5.61 (Doppelintegrale). Seien I = [a,b] und J = [a, 5] kompakte Inter-
valle und f € CO(I x J, E), so gilt

B /b b /B
/ /f(t,x)dt dx:/ /f(t,x)d:c dt,

d. h. es kommt nicht auf die Integrationsreihenfolge an.

Beweis. Nach Proposition 5.57 ist das Ergebnis nach der jeweils inneren Integration
eine stetige und daher auch integrierbare Funktion. Somit sind die Doppelintegrale
auf beiden Seiten wohldefiniert.

Wir definieren nun fiir y € [«, 8] die Funktionen

)/y /bf(t,x)dt dr und (y / /fto: dz | dt.

Es gilt p(a) = 0 = ¢(a). Weiterhin sind ¢ und ¢ in («, 8) nach Theorem 5.59 (1))
(die dafiir notigen Voraussetzungen wollen wir nachfolgend priifen), Proposition
5.57 (¢ und ¥) und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (¢ und
) differenzierbar und es gilt dort

b

wwz/jmwmzww.

a
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Somit stimmen ¢ und 1) iiberein.
Fiir die Anwendbarkeit von Theorem 5.59 miissen wir noch die Stetigkeit von
g: I xJ— E mit

y
IxJ> (ty) r—)/f(t,:z:)das

und die Stetigkeit von Dog = f, die klar ist, tiberpriifen. Sei (to,yo) € I x J und
(t,y) € I x J mit |t —to| + |y — yo| < J. Sei € > 0. Wir wollen zeigen, dass fiir
hinreichend kleines 6 > 0 auch ||g(¢,y) — g(to,vo0)|| < € gilt. Da t — g(t, yo) nach
Proposition 5.57 stetig ist, gibt es ein § > 0, so dass ||g(¢, yo) — g(to,v0)|| < € gilt.
Wir erhalten

lg(t,y) — g(to, yo)ll <llg(t;y) — g, yo)ll + 1lg(t; yo) — g(to, yo)ll

< | [ ftrdol| +2 < Iyl Il +2 < 22
y
fiir 6 < m Da e > 0 beliebig war, folgt hieraus die Behauptung. O

6. DIFFERENTIATION IN BANACHRAUMEN

Sie sollten versuchen, die Resultate in diesem Abschnitt zumindest in dem Fall
zu verstehen, dass die Banachrdume euklidische Rdume R", n € N, sind.

6.1. Differenzierbarkeit.
Definition 6.1.

(i) Seien E, F Banachriaume. Sei Q) C E offen. Dann heift eine Abbildung f: Q —
F in zy € Q differenzierbar, falls es eine stetige lineare Abbildung A € L(E, F)
mit

F(@) = F(@o) + Alw — 20} + ol 1z — woll)
fiir alle z € Q gibt.

(ii) Wir nennen dann A die Ableitung von f im Punkt 2y und bezeichnen sie mit
Df(xo), df (zo) oder f'(zo).

(iii) Ist f in jedem Punkt in Q differenzierbar, so heiflt f in Q differenzierbar. Wir
nennen dann die Abbildung

Df:Q = L(E, F),
x—=Df(x)

Ableitung oder Differential von f.
(iv) Ist Df: Q — L(E, F) stetig, so heift f in Q stetig differenzierbar.

Bemerkung 6.2. Seien F, F' Banachraume, Q) C F offen und f: Q — F in 29 € Q
differenzierbar.

(i) Ist dim E < oo, so ist jede lineare Abbildung A: E — F automatisch stetig,
siehe Analysis I.
(ii) f ist im Punkt xg stetig.
(iii) Die Ableitung D f(zg) ist eindeutig bestimmt.
(iv) Ist E = K, so stimmt diese Definition mit der Definition fiir Funktionen in
einer Variablen iiberein.

Bemerkung 6.3. Seien E, F' Banachrdume und sei 2 C F offen. Seien f, g: Q —
F in zg € Q differenzierbar. Dann sind auch f + g und Af fiir beliebige A € K in
x¢ differenzierbar und es gelten

D(f + g)(xo) = Df(wo) + Dg(xo) und D(Af)(z0) = AD [ (o).
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Somit bilden die in einer vorgegebenen Menge V' C Q, z.B. V = {z}, differenzier-
baren Funktionen einen Unterraum des Vektorraumes aller Abbildungen Q@ — F'.

Beweis. Klar.

Beispiele 6.4.
(i) Konkretes Beispiel: Sei f: R? — R3 mit

x z*

(y) = | 2%y

y?

Wir benutzen die Definition der Ableitung

F((@,y) + (u,0)) = f((z,9)) = Df((2,9)){(u, v)) + o([|(u, v)))

und erhalten

T+ u T
1(G2)-(6)
(7 + u)? — 22
= | (@+uw)?(y+v)—a?y
(y+v)° -y

2% + 2zu + u? — 2?2

= | 2%y + 2zuy + v’y + %0 + 2zuv + uPv — 23y
y3 + 3y%v + 3y + 03 — B

2zu
= | 2zyu+ 20 | +o([[(w,v)]),
3y%v
da beispielsweise u? € o(||(u,v)||) wegen
ot | = [y = |y 1ol <
= = U -~ u
[(w, )| [max{lul, [v]} | [max{|ul, o[}

gilt.

Wir bemerken, dass wir unter Verwendung einer fiquivalenten Norm auf R?
dasselbe Ergebnis erhalten.

Somit gilt

2x 0
Df((z,y)){(uv)) = |22y 2> | (V).
) o) ()

Es ist kein Zufall, dass in dieser 3 x 2-Matrix gerade die partiellen Ableitungen
der Komponenten stehen. Wir werden dies spéater allgemeiner zeigen.

(ii) Sei f: Q — F konstant. Dann ist f in jedem Punkt aus  differenzierbar und
es gilt Df(z) =0¢€ L(E, F) fiir alle z € Q.

(iii) Ist f = A € L(E,F), dann ist f differenzierbar und es gilt Df(z) = A fiir
alle z € E, da

Az = Axo+ A{z — 29) +0

gilt.

Achtung, es sieht so aus, als ob die Ableitung von f wieder dieselbe Funk-
tion wére und somit alle Ableitungen von f gleich A wéren. Dies scheint der
eindimensionalen Erfahrung zu widersprechen. Es gelten jedoch f(z) = Az
und Df(x) = A. Somit ist Df eine konstante Abbildung wihrend f nichtkon-
stant ist.

Mo 15.06.2020
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Beim ersten Lesen betrachte man diese Definition nur fiir den Fall n = 2 und
E, =R.

Definition 6.5. Seien F4, Fo, ..., F,, F Banachrdume. Sei

A:ByxEyx...xE,=[[E > F
j=1
eine Abbildung.
(i) Sind die Abbildungen E; 3 z — A (z', ..., 27! 2z, 2™ ... ") fiir alle
(z*, ..., T z") € I] E; und alle 1 <i < n linear, so heift A multiline-
j=1

i
ar. Wir verwenden auch in diesem Fall spitze Klammern, A(...).
(ii) Wir bezeichnen den Banachraum aller stetigen multilinearen Abbildungen

HEi - F
i=1
als L(Ey, Ea, ..., En; F) und versehen ihn mit der Operatornorm
NA{(zt, ... 2"
HA” = Sup <1 n> :
otcier, @t lam]
(iii) Gilt By = Es = ... = E,, = E, so schreiben wir

L,(E;F)=L(FEy, Es, ..., E,; F).
Bemerkung 6.6.

(i) Sei A: Eqx...xE, — F eine multilineare Abbildung. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:
(a) A ist stetig.
(b) A ist in O stetig.
(c) Die oben definierte Operatornorm ||A|| ist endlich.
(d) Es gibt ein ¢ > 0, so dass die Abschétzung

Az 2™ <c =t (2]

n
fiir alle (wl, ceey x”) e [] E; gilt.
i=1
(ii) L(Ex, ..., E,; F) ist mit der angegebenen Norm ein Banachraum.
(iii) Ist A: By x By — F multilinear, so gilt A(\z, \y) = A2 A(x,y).
Ist A: Ey1 X E5 — F linear, so gilt A{(Az, A\y)) = AA{(z,y)).
(iv) Es gibt einen normerhaltenden Isomorphismus
L(El; L(EQ; F)) — L(El, EQ; F)
Er ist durch a — ((z,y) — (a(z))(y)) fiir o € L(Ey; L(Es; F)) gegeben.
Beweis. Wichtige Ubung. O

Beispiel 6.7. Seien F,, Es5, F Banachriume. Setze F := E; X Fs mit der Produkt-
metrik. Sei A € L(Ey, Ey; F') eine stetige bilineare Abbildung. Dann ist A in einem
beliebigen Punkt (2, yo) € E1 X Ey differenzierbar und es gilt D A(zq, yo){(u,v)) =
A(zg,v) + Au, yo).

Beweis. Es gilt

A(zo + u, yo +v) — Ao, yo)

A(zo, yo) + A(zo, v) + Au, yo) + A(u, v) — A(zo, yo)
Ao, v) + Ay, yo) + A(u, v)
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= DA(z0, yo){(u, v)) + o([[ull + [[v]])-
Fiir die letzte Gleichheit rechnen wir noch nach, dass A(u, v) € o(|lul| + ||v]) gilt,
wobei wir daran erinnern, dass |Ju| 4 ||v|| die Norm auf dem Produktraum F; x Es
ist. Es gilt
1A, )l < AL [lull - ol < NAL- (lall + 1lvl)? € o(lull + [[v]).-
Schlieflich miissen wir noch zeigen, dass DA(zo, yo) € L(Ey X Eo; F) ist. Die
Linearitét ist klar. Seien ||u|| + ||v]| < 1. Dann folgt

1D A(z0, yo){(u, v))|| < [|A(zo, v)]| + [|A(u, o)l
<AL llzoll - vl 4+ AL - [feell - [lyoll
<Al llwoll + LAl - [lyoll
und somit die Stetigkeit von DA(zg, yo). O

Ein entsprechendes Resultat gilt auch fiir multilineare Abbildungen.

Ohne den Darstellungssatz von Fréchet-Riesz kénnen wir den Gradienten zwar
definieren, dessen Existenz aber im Allgemeinen nicht zeigen.

Definition 6.8 (Gradient). Seien H ein Hilbertraum, Q@ C H offen und f: Q —
K in zy € Q differenzierbar. Dann ist Df(z¢) € L(H;K) = H*. Aufgrund der
allgemeinen Hilbertraumtheorie (Darstellungssatz von Fréchet-Riesz) gibt es einen
Vektor v € H mit (-,v)g = Df(x¢)(:). Dann heifit v der Gradient von f in xy. Wir
schreiben dafiir grad f(x¢) oder V f(x¢). Es gilt dann fiir alle w € H

(u, Vf(x0)) = Df(0)(u).
Beispiel 6.9.

(i) Sei H ein reeller Hilbertraum und f: H — R durch f(z) = ||z||* = (z,2)
definiert. Dann gilt V f(x¢) = 2z fiir alle xo € H.

Beweis. Es gilt fiir alle x € H

f(xo + ) = f(z0) + 2(x0, ) + f(2).
Hieraus folgt die Behauptung. O

Theorem 6.10 (Kettenregel). Seien E, F,G Banachrdume und seien Q) C E und
V C F offen. Seien g: Q — F in xg und f: V — G in g(xg) € V differenzierbar.
Dann ist die Verkniipfung fog in einer Umgebung Bs(xo) von xg wohldefiniert und
i xq differenzierbar. Es gilt

(f 0 9)(xo) = f'(g(z0)) © g'(x0).
Wir folgen im Wesentlichen dem eindimensionalen Beweis der Kettenregel und
wiederholen den Beweis, da die Kettenregel wichtig ist.

Beweis.

(i) Wohldefiniertheit: Wir haben angenommen, dass g(z¢) € V gilt. Da V offen
ist, gibt es eine Umgebung B,-(g(zo)) von g(zo) mit B,(g(z¢)) C V. Aufgrund
der Stetigkeit von g in xg gibt es ein 6 > 0 mit Bs(zo) C Q und g(Bs(zo)) C
B (g(z0)). Somit ist die Verkniipfung f o g in Bs(z() wohldefiniert.

(ii) Aufgrund der Differenzierbarkeit von f in g(x) erhalten wir

fog(x) = foglxo) = f(g(x0)){g(x) — g(xo)) + o(llg(x) — g(zo)l])-

Aufgrund der Differenzierbarkeit von g in x( erhalten wir

9(x) = g(xo) = ¢'(wo){x — wo) + o[l — o).
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Zusammengenommen erhalten wir also

fog(x) = foglxo) =f'(g(x0))(g' (xo){x — x0)) + f'(g(x0)){o(llz — zol]))
+ o(llg(x) = g(zo)l)-

(iii) Die beiden Restterme liegen in o(||x — x¢||): Dies ist fiir den ersten Restterm
klar. Den zweiten Restterm schreiben wir als

ollg(z) = g(zo)l) = e(llg(x) — g(xo)l]) - llg(x) — g(zo)||

mit einer Funktion €, die ¢ — 0 fiir g(x) — g(zo) erfillt. Wir erhalten nach
Anwendung der Norm und der Dreiecksungleichung auf die Definition von
Differenzierbarkeit fiir g

lg(x) — g(@o) |l < lg'(@o)l - llx — xoll + ol[|= — zol])-

Aufgrund dieser Abschitzung bleibt w im Grenzwert x — ¢ be-
schrénkt und da ¢ — x¢ aufgrund der Stetigkeit von g auch g(z) — g(zo)

impliziert, folgt e(||g(x) — g(zo)||) — 0. Somit erhalten wir
o(llg(z) = g(wo)ll) € ofllz = xoll)
und die Behauptung folgt. O

Korollar 6.11. Seien E,E’ Banachrdume, seien @ C E und ¥ C E’ offene
Teilmengen und sei f: Q — Q' invertierbar und g: Q' — Q die Inverse. Sei f
in xg € Q differenzierbar und g in f(xqg) differenzierbar, so gilt

g'(f(z0)) = (' (z0))

Beweis. Es gelten idg = go f und idg = f o g. Setze yo := f(xg). Wir erhalten
aufgrund der Kettenregel

idg = g'(f(z0)) o f'(w0) und ide = f'(9(p0)) © g'(y0) = f'(w0) o g'(f(x0))-

Somit ist ¢’(f(xo)) beidseitige Inverse von f’(xp) und nach Voraussetzung stetig,
also in L(E', E). O

Theorem 6.12. Seien E,E’ Banachriume. Seien Q@ C E und Q' C E' offene
Teilmengen. Sei f: Q — Q' ein Homoomorphismus mit Inverse g: Q' — Q. Falls
f in xo differenzierbar ist und f'(xo) ein Homdéomorphismus ist, ist g in f(zo)
differenzierbar und es gilt
-1
g'(f(zo)) = (f'(z0))
Beachte, dass wir hier nicht mehr voraussetzen, dass ¢ in f(zo) differenzierbar
ist.

Beweis.

(i) Fiir einen linearen Homdomorphismus A gilt allgemein folgendes: A~! ist
stetig (und linear). Somit gibt es ein ¢ > 0, so dass [[A7ly|| < ¢ - |y
fiir alle y gilt. Wir wéhlen speziell y = Az und erhalten c- ||z]| < ||Az||. Somit
erhalten wir in unserer Situation ein ¢ > 0 mit

cllz|| < |If (wo)(z)|| fiir alle x € E.

(ii) Aufgrund der Differenzierbarkeit von f in x( erhalten wir mit der schon be-
kannten Schreibweise &(]|a||) fiir eine Funktion mit £(||a||) — 0 fiir a — 0

I1f () = f@o)l Z I (zo){x — o}l = llo(llz — o))

> cflz = zol| = e(llz — xoll) - [l — 2ol
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> 5z = ol

fiir alle z € Bs(xg), falls wir § > 0 so klein wahlen, dass fiir € Bs(xg) bereits
(|l — ol < § it
(iii) Wir kiirzen nun y = f(z) und yo = f(xo) ab und erhalten
9(y) = 9(yo) = (f'(x0)) " (v — o)
=z — 20— (f'(20)) " (f(&) = f(wo))
= (f'(z0)) ™" (' (z0){w — o) — f(x) + f(x0))
= (f'(x0)) " {~olllz — zol)) = o(lly — woll).

Zur Begrindung der letzten Behauptung geniigt aufgrund der Stetigkeit von
(f'(z0))~" der Nachweis, dass o(||z — zol|) € o(|ly — yol|) gilt. Es gilt

(i)
o(llz = oll) = e(llz — @oll) - lz = zoll < e(llz = =oll) - 2lly — woll-

Wegen © — x¢ < y — yo folgt damit o(||x — zo]|) € o(||y — yol|) und somit
auch die Behauptung iiber die Differenzierbarkeit von g in f(xg). O

Proposition 6.13. Seien E ein Banachraum, Q@ C E offen und F = [] F; ein

=1
Produktraum von Banachrdumen. Sei f: Q — F mit f = (fi)1<i<n eine Abbildung.

Dann ist f genau dann in xo differenzierbar, falls jede Komponente f*, 1 < i <n,
i xq differenzierbar ist und es gilt

Df(xo) = (Df'(z0), ..., Df"(x0)) ,

wobei wir L(E, F) und [ L(E, F;) (mit Mazimumsnorm) wie nachfolgend angege-
i=1
ben identifizieren.

Beweis.

(i) Zur Identifikation:
(a) Zu A € L(E, F) definieren wir A; = m;0 A € L(E, F;).
(b) Umgekehrt ordnen wir den Abbildungen A; € L(E,F;), 1 < i < n, die
Abbildung A: x — (A1z, ..., A,x) zu
(¢) Nach Definition der Maximumsnorm auf dem Produktraum gilt ||Az| =
max ||A;z| und wir erhalten

1<i<n
[All = sup |[Az| = Sup max, lAizll = max sup [Asz]| = max [ A;].
llzll=1 llzll= "=zl=1

Damit sind die angegebenen Abbildungen normtreue Isomorphismen, wir
diirfen die beiden Riume also wie angegeben identifizieren.
(ii) Differenzierbarkeit:

(a) Die kanonische Projektion 7;: F' — F; ist eine lineare stetige Abbildung.
Ist f in g differenzierbar, so auch f* = 7; o f und nach Kettenregel gilt
Dfl(xo) =Tm; O Df(xo) )

(b) Seien umgekehrt die Abbildungen f*, 1 < i < n, in zo differenzierbar.
Dann erhalten wir fiir jedes ¢

fi(x) = f'(wo) + Df'(wo)(x — zo) + o[l — wo)).



48 6. DIFFERENTIATION IN BANACHRAUMEN
Diese Komponenten fassen wir zusammen und erhalten mit Hilfe der obi-
gen Identifikation
f(x) = f(xo) + (Dfl(zo), ce, Df”(xo)) (x — xq)
+ (o(llz — zol]), .., ol[|x — xol])),

€o(llz—=zoll)

wobei ,,€“ nach Definition der Produktnorm folgt. O

Proposition 6.14 (Produkt- und Quotientenregel). Seien E ein Banachraum,
Q C FE offen und f, g: Q = K in xo € Q differenzierbar.

(i) Dann ist auch h := fg in xq differenzierbar und es gilt
Dh(zo) = D f(xo) - g(wo) + f(x0) - Dg(o).
(Dabei ist Dh(xo) € L(E;K) durch
E 35w Df(x0)(v) - g(xo) + f(20) - Dg(xo){v) € K

gegeben.)
(ii) Ist f # 0 nahe g, so ist auch h := % in xo differenzierbar und es gilt dort
1
Dh =———D .
(1‘0) fz(zo) f(fﬂo)
Beweis.

(i) Statt dies von Hand zu zeigen, konnen wir wie folgt Bekanntes verwenden: Sei
a € Ly(K;K) definiert durch a(s,t) := s - t. Sei weiter p: Q — K2 die Abbil-
dung mit ¢(x) := (f(z),g(x)). Dann gilt h = a o ¢, h ist nach Kettenregel
differenzierbar und es gilt Dh(xzg) = Da(p(x0))(Dw(x0)(-)). Man iiberzeugt
sich anhand der bereits hergeleiteten Formeln fiir Da und D¢y, dass dies tat-
sdchlich die Behauptung zeigt.

(ii) Ubung. O

Theorem 6.15. Seien E ein Banachraum, Q0 C E offen und f: Q@ — R eine in
xg € Q differenzierbare Funktion, die in xq ein lokales Mazimum annimmt. Dann
gilt D f(zo) = 0.

Definition: Punkte xq mit D f(x9) = 0 nennen wir kritische Punkte.

Beweis. Sei e € E ein beliebiger Vektor. Dann gibt es € > 0, so dass zg + te €
fiir alle ¢ € (—¢,¢) gilt. Nach Kettenregel ist die Funktion ¢: R — R mit ¢(t) :=
f(zo + te) in t = 0 differenzierbar und nimmt in ¢ = 0 ein lokales Maximum an.
Somit gilt nach Proposition 4.15

0=¢'(0) = Df(zo){e).

Da e € E beliebig war, folgt Df(xo) =0 € L(E,R). O
Definition 6.16. Seien F, F' Banachrdume und €2 C E offen. Dann definieren wir
die folgenden Funktionenrdume:

(i) CYQ, F):={f: Q— F : fist in Q stetig differenzierbar}.

(i) C*(Q,F) :={f € C*Q,F): f und Df lassen sich stetig und beschrénkt auf

Q fortsetzen}.
(iii) Wir definieren die C*-Norm auf C* (Q, F) durch

1fller@ry = Ifller@r =1 ller = sup [f(@)llF +sup [ Df(@)l|ce,r)-
zEQ €N

(iv) Ist F =R, so schreiben wir auch C*(Q) = C*(Q,R), C* () = C' (Q,R) oder
gelegentlich auch |f|c1 = || f]lor-
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Theorem 6.17. Seien E, F Banachriume und sei Q C E offen. Dann ist C! (Q, F)
mit der C'-Norm ein Banachraum.

Beweis. Ubung.
Eulersche Homogenitdtsrelation.
Definition 6.18.
(i) Sei E ein R-Vektorraum. Dann heift I' C E ein Kegel, falls
zell! = txel

fiir alle t > 0 gilt.
(ii) Seien E, F' zwei R-Vektorraume und I' C F ein Kegel. Dann heifit eine Funk-
tion ¢: I' = F positiv homogen vom Grade a mit o € R, falls

p(tz) = 1% (x)
fiir alle t > 0 und alle x € T" gilt.
Proposition 6.19 (Eulersche Homogenitétsrelation). Seien E,F Banachriume,

Q C FE ein offener Kegel und sei p: Q — F differenzierbar. Dann ist ¢ genau dann
positiv homogen vom Grade o, wenn die Eulersche Homogenitatsrelation

Do(x)(z) = avp(x)
fiir alle x € Q gilt.
Beweis.

»=“ Sei  positiv homogen vom Grade «. Fixiere x € 2 beliebig und definiere
f(t) = p(tx) fir t > 0. Wegen f(t) = t*¢(x) konnen wir f auf zwei Arten
differenzieren und erhalten

f'(t) = Do(tz)(z) = at* " p(z).
Wir werten dies im Punkt ¢ = 1 aus und erhalten die Behauptung.
»<= Zusatzmaterial. O

6.2. Der Mittelwertsatz und Anwendungen. Den schon bekannten Mittel-
wertsatz konnen wir wie folgt verallgemeinern.

Theorem 6.20 (Mittelwertsatz (MWS)). Seien E, F Banachriume, Q C E offen
und sei f: Q — F differenzierbar. Seien x,y € Q mit [x,y] C Q. Dann folgt
1f(x) = FWl < sup [|Df(tz+ (1 =t)y)l - [lx —yll = sup [[Df(2)]]- [lz -yl
0<t<1 z€x,y

Beweis. Wir definieren ¢(t) := f(tz + (1 — t)y). (Manche Autoren bevorzugen
die dquivalente Definition ¢(t) := f(y + t(x — y)). Auf jeden Fall werden solche
Konvezkombinationen haufiger verwandt.) Da  offen ist, ist ¢ nicht nur auf [0, 1]
sondern auch noch auf (—e,1 + ¢) fiir ein kleines € > 0 definiert und aufgrund
der Kettenregel differenzierbar. Mit Hilfe des Mittelwertsatzes fiir auf Intervallen
definierte Funktionen und der Kettenregel erhalten wir

1f(z) = fFW)Il = lle(1) — p(0)]| < Jup. " @) - 11— 0]
S |Df(tr + (1 —t)y)(z —y)

sup [[Df(tz + (1 —t)y)l - [lz — yll
0<t<1

IN

wie behauptet. 0

Analog zum Eindimensionalen erhalten wir auch hier das folgende

Mo 22.06.2020
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Korollar 6.21. Seien E, F Banachrdume, Q C E offen und f: Q — F differen-
zierbar. Seien x,y,xo € Q beliebig mit [x,y] C Q. Dann gilt

1f(x) = f(y) = Df(zo){z —y)| < sup [Df(z) = Df(zo)l - = -yl

2€[z,y]

Beweis. Wende den Mittelwertsatz auf die Funktion

g9(z) == f(z) = D f(zo)(z)
an. U

Korollar 6.22. Seien E, F' Banachrdume, Q2 C E ein Gebiet, d. h. eine offene und
zusammenhdngende Menge, und f: Q — F differenzierbar. Gilt Df = 0 in Q, so
ist f konstant.

Beweis. Sei zg € 2. Aus Korollar 6.21 folgt, dass f auf Geradenstiicken in €2, d. h.
Mengen der Form [z,y] C 2, konstant ist. Somit folgt, dass A := {& € Q: f(z) =
f(zo)} offen, abgeschlossen und nichtleer ist, genauer:

e offen: Sei y € A. Dann gibt es ein € > 0 mit B.(y) C . Sei z € B.(y)
beliebig. Wegen [y, z] € Q ist f auf [y, z] konstant. Somit folgt insbesondere
z € A und A ist offen.

e abgeschlossen: Aufgrund der Stetigkeit von f ist A (relativ) abgeschlossen.
(Wie bei der Offenheit kénnte man hier auch vom Grenzwert einer in
konvergenten Folge her argumentieren.)

e nichtleer: Es gilt 2o € A.

Da ) zusammenhéngend ist, folgt die Behauptung. (|

6.3. Differentiation von Funktionenfolgen. Wir erhalten &hnliche Resultate
wie im Eindimensionalen, z. B. wie in Theorem 4.32.

Theorem 6.23. Seien E,F Banachriume, Q C E offen. Sei (fu)n C CH(Q, F)
eine Funktionenfolge mit f, — f und Df, = g fir Funktionen f: Q — F und
g: Q= L(E,F). Dann ist f ebenfalls stetig differenzierbar und es gilt Df = g. Ist
Q zusdtzlich konvex und beschrinkt, so folgt fr, = f.

Beweis.

(i) g ist als Grenzwert stetiger Funktionen unter gleichméfiger Konvergenz selbst
wieder stetig.

(ii) Df = g: Sei zp € Q) beliebig. Fiir den Nachweis, dass f differenzierbar ist und
Df = g gilt, diirfen wir ohne Einschrankung annehmen, dass ) ein Ball ist.

Seien x, xo € . Der Mittelwertsatz, Korollar 6.21, impliziert
[fn(z) = fa(@0) = D fu(wo){x — z0)|| < sup | 1D frn(y) = Dfnlzo)l - [l = zoll.
Yye|x,T0

Aufgrund der punktweisen Konvergenz f, — f und Df, — g konvergiert die
linke Seite fiir n — oo gegen ||f(x) — f(xo) — g(xo)(x — zo)]|. Fiir die rechte
Seite liefert die Dreiecksungleichung

sup || Dfn(y) — D fn(z0)]l

y€[z,z0]
< sup [|Dfu(y) =9l + sup lg(y) = g(zo)ll + llg(z0) — D fu(o)]-
y€[z,o] y€[z,xo]

Auf der rechten Seite konvergiert der erste Term aufgrund der gleichméfigen
Konvergenz D f, == g gegen Null und der dritte Term konvergiert aufgrund
der punktweisen Konvergenz ebenfalls fiir n — oo gegen Null. Somit folgt

1 (x) = f(x0) = g(wo)(z — mo)[| < sup |lg(y) —g(zo)| - [+ — zol-

ye[x,To



6.4. PARTIELLE ABLEITUNGEN 51

Da g stetig ist, folgt sup |g(y) — g(zo)|| = 0 fiir x — zy. Somit liegt die
y€lz,zo0]
rechte Seite in o(||z — xo||), f ist an der Stelle o differenzierbar und es gilt

g=Df.
(i) fn = f: Sei d := diam Q. Sei ¢ > 0. Sei z € § beliebig und sei y € Q
fest gewahlt. Dann impliziert der Mittelwertsatz, angewandt auf die Funktion

.fn - fmv
[(fn(z) = fm(2)) = (fn(y) = fm(®))]| < sup [Dfn(z) = Dfm(2)]| - d.

Aufgrund der gleichméfigen Konvergenz ist die rechte Seite fiir grofe n,m
kleiner als € und aufgrund der punktweisen Konvergenz gilt || fn (y) — fm (v)]] <
e fiir grofse n, m. Somit folgt aufgrund der Dreiecksungleichung fiir beliebige
x €

1fr (@) = frn ()]
SN (fn(@) = fm (@) = (fa(y) = @I+ [ fn(y) = fm @) < 2e.
Die Behauptung folgt. O

Differentiation von Reihen.

Beispiel 6.24. Sei E ein Banachraum. Definiere
exp: L(E) — L(E),
An

A»—)eXpAEeA::Z T
n!

neN

Wir méchten nun die Ableitung der Exponentialfunktion ausrechnen. Dies wird im
dritten Semester fiir lineare gewthnliche Differentialgleichungen wichtig.
(i) Definiere f,,: L(E) — L(F) durch A — A™.
(ii) Wir definieren weiterhin die lineare Abbildung ¢: L(E) — L(E)™ durch A —
(A,...,A) und erhalten Dyp(A)(B) = (B,...,B).
(iii) Definiere schlieflich die multilineare Abbildung a € L,,(L(FE); L(E)) durch

a(Ay,...,Ay) =A10...0A,.

Als multilineare Abbildung ist a differenzierbar und es gilt
Da(Aq,...,A){(B,...,B) :ZAl 0...0A; 1j0BoA;;10...0A,.
i=1

(iv) Es gilt f,, = a o ¢ und daher nach Kettenregel
Df,(A)B) = Da(p(A))(Dp(A)(B)) = ZA 0...0AcBoAo...0A.
i=1 ;1 Stiick n—1 Stiick
(v) Es gilt | Dfu(A)(B)|| < nf|A|"~"||B]| und somit folgt || D f(A)]| < nllAl"~".
Also konvergiert die Reihe ((%D f”()))n auf beliebigen aber festen Billen
B,.(0) C L(E) gleichméRig (Majorantenkriterium mit exp’(r) = exp(r)). So-
mit ist die Exponentialfunktion differenzierbar und es gilt

Dexp(A) = Z %Dfn(AMB)-

neN

(vi) Der Ausdruck fiir die Ableitung wird im Falle [4,B] = 0, d.h. AB = BA
iibersichtlicher. In diesem Fall gilt Df, (A)(B) = nA"~'B und wir erhalten

Dexp(A)(B) = e B = Be”.
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6.4. Partielle Ableitungen. Wir beschrinken uns hier auf den R™-Fall. Beim
ersten Lesen geniigt es, den Fall R-wertiger Funktionen zu verstehen. Der Banach-
raumfall ist herauskommentiert als Anhang vorhanden.

Definition 6.25. Sei {2 C R" offen. Sei F' ein Banachraum und sei f:  — F eine

Funktion. Sei zo = (), ., € Qundseic > 0,50 dass fiiralle z = (z) _,_ €R"

mit |z — zi| < ¢ auch z € Q gilt.
(i) Dann heifst f in xg in Richtung i, 1 < i < n, partiell differenzierbar, falls die
Abbildung
(xf) — s,xé +€) Sale f (axé,... ,xé‘l,xi,xéﬂ,...,x(’}) =f (i‘é,xi)

in 2} differenzierbar ist. Die Ableitung dieser Funktion heiRt partielle Ablei-
tung von f in xq in Richtung i (oder beziiglich %). Wir schreiben D; f(z0) =
OI (20) = fi(wo). Bs gilt D;f(x0) € L(R,F) = F.

(ii) f heifst in xg partiell differenzierbar, falls f in z( in alle Richtungen i, 1 < i <
n, partiell differenzierbar ist.

(iii) Ist f in allen Punkten z € Q partiell differenzierbar, so ist D;f eine Abbil-
dung D;f: Q — F und f heifst in Q partiell differenzierbar. Sind alle diese
Abbildungen D; f, 1 <1i < n, stetig, so heilst f stetig partiell differenzierbar.

Proposition 6.26. Sei 2 C R™ offen. Sei F' ein Banachraum und sei f: Q — F
in xg € Q differenzierbar. Dann ist f in y auch partiell differenzierbar.

Ist xi: R = R™ mit x — (0,...,0,2,0,...,0) die kanonische Einbettung (in die
i-te Komponente), so folgt

D; f(zo) = Df(zo) © Xs-
Beweis. Sei € > 0 so klein, dass (%,xi) = (x(l), e 7x671,xi,x6+1, e ,xg) € Q fir
alle 2° € (336 —&,xh+ 5) gilt. Wir definieren die Abbildung

o (zh —e,2h +¢) = Q,
PSS (536, a:l) .
Da ¢ affin linear ist, folgt
Dy (2%) (t) = (0,...,0,¢,0,...,0) = x;{t)

fiir alle 2° € (z}) — &, 2} +¢) und alle t € R, also Dy (z') = ;. Nun gilt

J (@h,at) = fop ().
Auf der linken Seite steht hier die Funktion aus der Definition der partielle Ablei-
tung. Wenden wir die Kettenregel auf die rechte Seite an, so erhalten wir

Dif(x) = Df (¢ (a7)) (D (a5)) = Df(x0) o xs
und daher gerade die Behauptung. O
Die Ableitung einer Funktion ergibt sich aus den partiellen Ableitungen.

Korollar 6.27. Sei Q C R™ offen und sei F' ein Banachraum. Sei f: Q — F in
xo € Q differenzierbar. Dann folgt

Df(zo)(u) =Y _ Dif(xo) (u') firu= (u),_,_, €R",
=1
d. h. es gilt
Df(zo) = _ Dif(wo) o mi,

i=1
wobei ;1 R™ — R die kanonische Projektion auf die i-te Komponente bezeichnet.

Do 25.06.2020
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Beweis. Es gilt nach Proposition 6.26 in der dortigen Notation und aufgrund der
Linearitat

ZDf o) ZDf z0) (xi (u')) = Df(xo <sz >=Df($0)<u>

wie behauptet. O

Bemerkung 6.28. Sei ) C R” offen und f: Q — R in z¢ €  differenzierbar, so
haben wir D f(zg) mit einem Vektor in R™ identifiziert. Nun gilt

Vi) = (fi,- s )

Umgekehrt braucht eine partiell differenzierbare Funktion nicht differenzierbar
Zu sein.

Beispiel 6.29. Definiere f: R?2 — R durch

flx,y) = {Siy Eiz; i gj

Insbesondere gelten f(x,0) = z und f(0,y) = 0. Daher ist f im Ursprung partiell
differenzierbar mit f1(0) = f;(0) =1 und f»(0) = f,(0) =0
Ware f im Ursprung differenzierbar, so folgte insbesondere

olel) = £w.) - 100 - ((3) (%)) = o -2 = 5=

Widerspruch.
Fiir stetig differenzierbare Funktionen gilt die Umkehrung jedoch

Theorem 6.30. Sei Q) C R" offen und sei F' ein Banachraum. Dann ist f: Q — F
genau dann in 0 stetig differenzierbar, wenn f in Q) stetig partiell differenzierbar
15t.
Beweis. Wegen Proposition 6.26 geniigt es zu zeigen, dass f in ) stetig differen-
zierbar ist, falls f in  stetig partiell differenzierbar ist, dass also ,,<=" richtig
ist.

Ist f differenzierbar, so kénnen wir nach Korollar 6.27 die Ableitung Df mit
Hilfe der partiellen Ableitungen D, f darstellen. Damit ist D f stetig, falls dies fiir
D; f gilt und wir miissen nur noch die Differenzierbarkeit von f in Q nachweisen.
Sei dazu xg € 2 beliebig und 2 ohne Einschrénkung konvex. Wir wollen zeigen,
dass .

f(x) = f(wo) + Y Dif (xo) (' — apy) + ol & — o))
i=1
gilt.

Zur besseren Ubersicht fiihren wir den Rest des Beweises nur im Falle n = 2

durch. Es gilt

f (xlva) - f (acé,x%) :f ('rlwa) - f (x07 ) + f (an ) f (.13(%,.1'(2))
(6.1) =Df (x(l),mz) <:c1 —m0>+0£2 (Hx —m(l)H)
+ Daf (20, 75) (2 = a5) + o ([Ja* — a5)) -
Auf der rechten Seite hat der erste Term noch das falsche Argument, der zweite
Term hingt noch in unerwiinschter Weise von 22 ab und die beiden letzten Terme
haben die gewiinschte Form.

Fiir den zweiten Term benutzen wir die Definition dieses Terms und den Mittel-
wertsatz und erhalten

lloz2 ([ = zal)[| = [If (", 2%) = f (w0,2”) = Duf (g, 2%) (&' = o)
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< swp |[Dif (&%) = Dif (zp,2%) | - |2 — o]
£e[z1,zé] m’
S T—To

Aufgrund der Stetigkeit von Dif sehen wir, dass der Term o,2 (Hacl — xé“) ein
o(||z — xo||)-Term ist. Insbesondere wird also der erste Faktor in einer kleinen Um-
gebung von (z{,23) unabhéingig von z? klein.

Nun zum ersten Term der rechten Seite in (6.1). Es gilt

Dy f (x(l),xz) <x1 — x(lJ> =D f (m(l,,xg) <x1 — x(l)>
+ (le (x(l),mz) —Dif (xé,x%)) <x1 — xé>
Da D f stetig ist, ist auch diese Differenz in o(||x — xq]|). d
In Kombination mit der Kettenregel erhalten wir

Theorem 6.31. Seien Q C R™ und ' C R™ offen. Sei F' ein Banachraum. Seien
f:Q— F und g = (gi)i 1 QY — Q C R” differenzierbar:

h
— o T
V—=Q—>F
n g n f

R™ R™

Dann ist auch h = f o g differenzierbar und es gilt
n
Dh=>"Dif(9)(Dg"),
i=1
d. h. mit Argumenten z' € Q' und u € R™ erhalten wir

Dh(a')(u) = Y D;if(g(a")) (Dg' (') (u))
=1

undfiirF:Rl und 1 < j<m sowiel <k <I

k n k
o) =3 gty

ozt
1

0g°

o'

(2').

Beweis. Nach Kettenregel gilt Dh = D f(g)(Dg). Explizit erhalten wir
Dh(z)(u) =D f(g(x))(Dg(x)(u)) = Df(9()) ((Dg" (x),...,Dg" (2)) (u))

= Z Dif(g(x)) (mi (Dg' (x){w),. .., Dg" (z){u)))

_ Z Dif(g(x)) (Dg' (z)(u))

wie behauptet. U

Bemerkung 6.32 (Jacobimatrix). Seien @ C R™ offen und f: Q — R™ differen-
zierbar. Nach Korollar 6.27 gilt fiir zg € Q und v € R”

ozt
i—1

(zo)u’.

Df(wo)(u) =Y Dif(wo)u’ =
i=1

n . )
Die j-te Komponente, 1 < j < m, davon lautet 21 gf (zo)u".
i

Die Ableitung kénnen wir beziiglich der kanonischen Basis des R™ bzw. R™
als Matrixmultiplikation darstellen. Die die lineare Abbildung D f(x) darstellende
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Matrix heift Jacobimatriz. Wir bezeichnen sie mit (%(960)) 1<y Oder J¢(xo).
<

In Matrizendarstellung erhalten wir

aft aft

(afﬂ’ Ot 1t Oam
390") = : :

1,7 afm 6fm

Ozl Tt ox™

Dann erhalten wir D f(xo){u) in Koordinaten als Matrixprodukt zwischen der Ja-
cobimatrix Jy(zo) und dem Spaltenvektor u = (u’), € R™.

Ist n = m, so heifit det Jy(xo) = |Jf(x0)| = gf
te.

Aus Theorem 6.31 erhalten wir fiir die Jacobimatrizen
Jn(x) = Jp(g(x)) - Jg().

Wir zeigen einen eindimensionalen Hebbarkeitssatz.

= ‘%’ Funktionaldeterminan-

Lemma 6.33. Sei QQ C R offen mit 0 € Q. Seien f,g: Q@ — R stetig und f in
O\ {0} stetig differenzierbar mit f' = g in Q\ {0}. Dann ist f in ganz Q stetig
differenzierbar und es gilt dort f' = g.

Beweis. Wir diirfen ohne Einschrinkung annehmen, dass €2 ein Intervall ist. Es
geniigt zu zeigen, dass f in 0 differenzierbar ist und f’(0) = ¢(0) erfiillt, dass also
f(@)— f(0) — g(0)x = of|x|) fiir alle 2z €
gilt. Dazu zeigen wir, dass es zu beliebigen £ > 0 ein § > 0 mit

[f(x) = f(0) = g(0)z| < &[]
fir alle |z| < § gibt.
Definiere dazu ¢: [0,1] — R durch
p(t) = f(x) = f(tz) — g(0)(1 — t)z.

Dann ist ¢ auf [0, 1] stetig und in (0,1) differenzierbar. Der Mittelwertsatz ist also
anwendbar. Es gelten

¢(1) =0,
!
lp(0)] =1f(z) — f(0) — g(0)z| < &[],
[(0)] =1(0) — (1)
< sup [¢'(8)] -1
te(0,1)
= sup | — f'(tx)x — g(0)(—1)x]
te(0,1)
= sup |f'(tx) — g(0)|-|z]
te(0,1)
< sup |f'(y) —g(0)] - |2| fiir |z] <9,
ly|<o
= sup [g(y) —g(0)| - [z[.
lyl<o
Die Behauptung folgt nun aus der Stetigkeit von g. O

Lemma 6.34. Sei Q C R” offen. Seien f: Q@ — R und g: Q — R™ stetig. Sei
H C R"™ eine Hyperebene, also ein n — 1-dimensionaler affiner Unterraum. Sei f in
O\ H stetig differenzierbar mit Df = g. Dann ist f in ganz Q stetig differenzierbar
und es gilt dort Df = g.

Mo 29.06.2020



56 6. DIFFERENTIATION IN BANACHRAUMEN

Beweis. Nach Theorem 6.30 geniigt es zu zeigen, dass f in €2 partiell differenzierbar
ist und dort f; = g{e;) gilt. Dies folgt in einem gedrehten Koordinatensystem, in
dem keiner der Basisvektoren e; in H liegt, aus Lemma 6.33. O

Richtungsableitung.

Definition 6.35. Seien F, F' Banachriume und Q2 C F offen. Sei e € F mit ||e]| = 1.
Sei f: ) — F eine Funktion. Dann heifst f in ¢ in Richtung e differenzierbar, falls
die Funktion ¢(t) := f(xo + te), die fiir kleine € > 0 in (—¢,¢) definiert ist, in
t = 0 differenzierbar ist. Dann heift ¢(0) Richtungsableitung von f im Punkt zg in
Richtung e. Wir schreiben dafiir D, f(x0), Ve f(zo) oder 2L.

Bemerkung 6.36.

(i) Ist E = R™, so sind die partiellen Ableitungen gerade die Richtungsableitun-
gen in Richtung e;, fi(xo) = D, f(z0).

(i) Ist f in xo differenzierbar, so gilt nach Kettenregel D. f(zg) = D f(zo)(e) fiir
alle e € E mit |le|| = 1.

(iii) Gelegentlich erlaubt man in der Definition der Richtungsableitung auch be-
liebige e # 0.

(iv) Die Funktion aus Beispiel 6.29 ist im Ursprung in jede Richtung differenzier-
bar, jedoch nicht differenzierbar.

6.5. Ableitungen héherer Ordnung. In der folgenden Definition werden wir
héhere Ableitungen induktiv definieren und zur besseren Anschauung die zwei-
te und dritte Ableitung zusétzlich explizit definieren. Beachte dabei, dass wir die
bisherige Definition von Differenzierbarkeit anwenden kénnen, da auch L(E,F),
L(E,L(E,F)), ...mit der Operatornorm wieder Banachrdume sind.

Definition 6.37. Seien E, F Banachridume, 0 C E offen und f: Q@ — F eine
Abbildung. Sei zg € Q beliebig.

(i) Wir definieren D°f := f: Q — F als die O-te Ableitung von f. Ist fin U C Q
differenzierbar, so definieren wir die erste Ableitung von f durch D'f :=
Df:U — L(E, F).

(ii) Ist Df in einer Umgebung U von xo definiert und die Abbildung Df: U —
L(E, F) in z, differenzierbar, so heit D(Df)(x¢) = D?f(x0): E — L(E, F),
also D% f(xg) € L(E, L(E, F)) zweite Ableitung von f in xg.

(iii) Ist D*f: U — L(E, L(E, F)) in einer Umgebung U von x( definiert und in
differenzierbar, so heifit die Ableitung dieser Funktion dritte Ableitung von f
in 2: D(D2f)(xo) = D*f(20) = DDD{(x0) € L(E. L(E, L(E, F))).

(iv) Ist die k-te Ableitung D* f von f in einer Umgebung U von g definiert und ist
D¥f:U — L(E,...,L(E,F)...) in z, differenzierbar, so heifit die Ableitung
dieser Funktion, D (D* f) (z¢) = D**! f(x0), die (k + 1)-ste Ableitung von f
in xg.

(v) Existiert die k-te Ableitung von f in allen z € €, so heift f in Q k-mal
differenzierbar.

(vi) Existiert die k-te Ableitung von f in allen z € Q und ist sie in ) stetig, so
heifit f in Q k-mal stetig differenzierbar oder von der Klasse C* (2, F).

(vii) Sind k € N, f € C*(Q, F) und alle Ableitungen von f bis zur Ordnung k
auf Q stetig und beschrinkt fortsetzbar, so ist f von der Klasse C* (ﬁ, F ),
/e Ct @, F).

(viii) Ist f € CF(Q, F) fiir alle k € N, so heift f glatt oder von der Klasse C>(, F).
Bemerkung 6.38.

(i) Da L(E, F) selbst wieder ein Banachraum ist, kénnen wir die Definition von
Differenzierbarkeit auf die Abbildung Df: U — L(FE, F) anwenden.
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(ii) Aus der linearen Algebra, siehe auch Bemerkung 6.6, kennen wir den (norm-
treuen) Isomorphismus

L(E,L(E,F)) = Ly(E; F),

A — a mit
a(u,v) = (A(u)) (v) fiir alle u,v € E.
——
€L(E,F)
Damit erhalten wir direkt

Proposition 6.39. Sei ) C E im Banachraum E offen. Sei f: Q — F in xg
zweimal differenzierbar. Dann ist, vermdge der Identifikation

L(E7L(E7F)) = LQ(E;F)a
D?f(xg) € Lo(E; F) und es gilt
D? f(xo)(u,v) = D? f(w0){u, v) = (D? f(20)(u)) (v).

Definition 6.40 (C*-Normen). Seien E, F Banachriume und 2 C E offen. Dann
definieren wir auf C* (ﬁ, F ) eine Norm, die C*-Norm, durch

k
Ifllex@.r) = Z HDZfHCO(Q,Li(E;F))
i=0

mit Lo(E,F)=F.

Genauso wie im eindimensionalen Fall sehen wir, dass die Rdume C* (ﬁ, F )
Banachrdume sind.

Theorem 6.41. Seien E, F Banachriume und sei 2 C E offen. Sei k € N. Dann
ist C* (Q,F) mit der C*-Norm ein Banachraum.

Beweis. Ubung. O

Lemma 6.42. Seien E, F' Banachriume und Q C E offen. Sei f: Q — F inxg € (2
zweimal differenzierbar. Sei U eine Umgebung von xq, in der f einmal differenzier-
bar ist. (U existiert nach Definition von zweimaliger Differenzierbarkeit.) Seiv € E
fest. Definiere : U — F durch p(x) = Df(x)(v). Dann ist @ in xq differenzierbar
und es gilt fir allew € E

De(o){u) = D? f(x0) (v, u).
Beweis. Wir schreiben ¢ als Komposition der linearen Abbildung
¢: L(E,F)— F mit A— Av
und der Abbildung Df: U — L(E,F): ¢ = ®oDf. Aus ®(A) — ®(A4p) = (A —
Ap){v) = DP(Ag)(A — Ap) wie bei jeder stetigen linearen Abbildung folgt hier
D®(Ap)(B) = B(v). Nach Kettenregel ist ¢ somit in z( differenzierbar und es gilt
Dy = D®(Df)o D?f und in expliziterer Form
Dep(x0)(u) = D(D f(20)){(D(Df(-){-))(x0)(u))
=D®(Df(x0)) (D*f(x0)(-){w)) = D*f(x0) (v, u),
wobei D f(-)(-) eine Funktion x — L(E, F) bezeichnet. O
Das folgende Resultat ist eine Variante des noch folgenden Satzes von Schwarz.

Beachte, das hier die Existenz der zweiten Ableitung in xy und nicht nur die par-
tieller Ableitungen gefordert wird.

Do 02.07.2020
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Theorem 6.43. Seien E, F Banachriume, Q C E offen und sei f: Q — F inxg €
Q zweimal differenzierbar. Dann ist die bilineare Abbildung D? f(xo) symmetrisch,
d. h. es gilt fir alle u,v € E

D?f(xo)(u,v) = D* f(x0)(v, u).
Beweis. Wir behaupten, dass
(6.2) f(xo+utv)—f(zotu)—f(zo+v)+f(x0) = D*f(x0)(u, v)+o (([lull +[lv])?)

gilt, falls u,v so gewdhlt sind, dass alle Ausdriicke wohldefiniert sind, also z.B.
u,v € B,(0) mit r > 0, so dass Ba,(zg) C Q gilt, was wir im Folgenden annehmen
werden.

Aus (6.2) folgt die Behauptung: Die linke Seite ist in u und v symmetrisch. Somit
gilt

1D f (o) (u, v) = D*f (o) (v, u)|| = o (([lull + [|v])?)

und fiir alle Einheitsvektoren (= Vektoren der Lénge eins) u,7 € E und alle |t| < r
erhalten wir daraus

|| D? f (o) (w, ) — D f(w0) (0, W)|| = 0 (¢?) .

Wir dividieren nun durch ¢? # 0 und erhalten im Grenzwert ¢t — 0 die Behauptung.
Somit ist noch (6.2) zu zeigen. Definiere fiir 0 < ¢ < 1 die Funktion

o(t) == fzo +u+tv) — f(xzo + tv).

Die behauptete Gleichheit werden wir dann aus einer Abschétzung fiir ¢(1)—p(0)—
©'(0) erhalten, vergleiche das Ende dieses Beweises.

Es gilt der Mittelwertsatz fiir auf Teilmengen von R definierte Funktionen in der
Form

(1) = 9(0) = " (0)] < sup [l¢'(t) — ¢"(0)]I.
0<t<1
Die rechte Seite wollen wir weiter abschétzen. Nach Kettenregel gilt
¢'(t) = Df(wo +u+tv){v) — Df (o + tv){v).

Wir addieren eine Null und schreiben die beiden Differenzen aufgrund der Differen-
zierbarkeit mit Hilfe der zweiten Ableitung, benutzen die Linearitét der Ableitungen
im ,,(-)“-Argument und erhalten

¢'(t) = {Df(xo + u+tv) = Df(xo) — [Df (wo + tv) — Df(x0)]} (v)
= {D?f(wo){u+ tv) + o||u + tvll) — D* f(zo)(tv) — o(|[tv]))} (v)
=D?f(x0)(u)(v) + o([[u+ tv]) [[v]| + o(lltv]]) ][v]]-

Wie man sich beispielsweise mit Hilfe der e-Notation leicht iiberzeugt, sind beide
Fehlerterme in o ((||ul| + ||v[|)?). Hieraus folgt einerseits

S le" () = &' (O < o ((llull + 1[1)?) ,

andererseits konnen wir den Ausdruck fiir ¢'(t), ausgewertet an der Stelle ¢t = 0,
auch in der Folgerung aus dem Mittelwertsatz einsetzen und erhalten

(1) = p(0) = D* f(z0)(u, v) + o (([[ull + [lv])?) -
Nach Definition von ¢ ist dies aber gerade die Behauptung. O

Auch fiir zweite Ableitungen bekommen wir einen Zusammenhang zwischen D? f
und zweiten partiellen Ableitungen.

Proposition 6.44. Sei Q C R" offen und sei F' ein Banachraum. Sei f: Q — F
in xg € Q zweimal differenzierbar und seien 1 <1i,j < n. Dann gelten
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(1)
D;D;f(x0) = D? f(x0){e;, €)
(i) und
DiD; f(x0) = D;Di f(x0),
d. h. die zweiten partiellen Ableitungen kommutieren.

Die Reihenfolge der linearen Argumente ist eine Konvention und kommt in der
Literatur auch anders herum vor.

Beweis.

(i) Fiir die ersten partiellen Ableitungen von f haben wir in Proposition 6.26
bereits D;f(-) = Df(-) o xj, 1 < j < n, mit der Standardeinbettung R —
R™ in die j-te Komponente gezeigt. Daraus erhalten wir D; f(-) = Df(-){e;)
durch Anwenden auf 1. Wir differenzieren dies nochmals und benutzen dabei
nochmals Proposition 6.26 und Lemma 6.42

DiD;f(x0) = D(Df(-){e;))(xo){es) = D f (o) e €i) -
(ii) Dies folgt nun unmittelbar aus Theorem 6.43. Es gilt ndmlich
DiD;f(xo) = D* f(xo)(ej, e) = D* f(x0){es, e5) = DjDi f () O

Existieren die zweiten partiellen Ableitungen und sind stetig, so existieren auch
die zweiten Ableitungen. Als Vorbereitung dafiir zeigen wir

Lemma 6.45. Sei F' ein Banachraum. Dann sind L(R™, F) und (L(R, F))" = F™
isomorphe Banachrdume, d.h. es gibt eine beschrinkte lineare Abbildung zwischen
ihnen mit beschrankter Inversen.
Ist x;: R < R" die kanonische Einbettung in die i-te Komponente und w;: R™ —
R die Projektion auf den i-ten Faktor, so ist ein mdglicher solcher Banachraumi-
somorphismus durch ®: A — (A;)i1<i<n mit A; = Ao x; und die Inverse dazu ist
n
durch A =" A; om; gegeben.
i=1
Beweis. Direktes Nachrechnen. Beachte, dass wir nicht behaupten, dass der Ba-
nachraumisomorphismus normerhaltend ist. U

Theorem 6.46. Sei Q) C R"™ offen und sei F' ein Banachraum. Sei f: Q — F eine
Abbildung. Dann ist f genau dann zweimal stetig in Q differenzierbar, wenn f in
Q zweimal stetig partiell differenzierbar ist.

Beweis. Nach Theorem 6.30 (stetige und stetige partielle Differenzierbarkeit sind
dquivalent) ist die Behauptung fiir die ersten Ableitungen bekannt.

»,=“ Sei f zunichst zweimal stetig differenzierbar. Nach Proposition 6.44 gilt
D;D; f(z0){-,-) = D?f(x0){e;, e;) und wir erhalten die Behauptung fiir die
zweiten Ableitungen.

»<" Seinun f umgekehrt zweimal stetig partiell differenzierbar, D; f und D;D; f,
1 < 4,7 < n existieren also und sind stetig. Nach Theorem 6.30 sind somit
f und D;f in Q stetig differenzierbar.

Wir verwenden nun ® aus Lemma 6.45 und erhalten eine Abbildung
®oDf: Q — F"™. Nach Proposition 6.26 sind die Komponenten dieser
Abbildung gerade die partiellen Ableitungen D; f.

Nach Voraussetzung sind die Funktionen D;f, die ja gerade die Kom-
ponenten der Abbildung ® o Df sind, in ) differenzierbar. Somit ist nach
Proposition 6.13 auch die Abbildung ® o D f in Q differenzierbar. Wir ver-
kniipfen diese Funktion noch mit der linearen Abbildung ®~! und erhalten,
dass Df = ® ' o®o Df in Q differenzierbar ist.
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Zur Stetigkeit der Abbildung z — D?f(x): Seien u = (ui)1<i<n ,U =
(vj)1<j<n € R". Es gilt
D f(a){u,v) = D*f(x) <Zuiei,zvf‘eﬁ>
i=1 j=1
= Z u' vl - D*f(x) (e, e5) = Z u' v D;D; f(z)
i,5=1 ,5=1
und somit erhalten wir
D?f(x) = Z mi(-) - (-) - Dy Dif(z).
i,j=1
Hieraus folgt die Stetigkeit. O

Korollar 6.47 (Satz von Schwarz). Sei Q@ C R™ offen und sei F' ein Banachraum.
Sei f: Q — F zweimal stetig partiell differenzierbar, so sind die zweiten partiellen
Ableitungen symmetrisch, d. h. fir alle 1 <i,5 <n und alle x € Q gilt

D;D;f(z) = D;D;f(x).

Beweis. Nach Theorem 6.46 ist f in (2 zweimal differenzierbar. Nun kénnen wir
Proposition 6.44 anwenden und erhalten die behauptete Vertauschbarkeit der par-
tiellen Ableitungen. O
Bemerkung 6.48.

(i) Sei Q C R™ offen und sei f: @ — R zweimal differenzierbar. Dann erhalten
wir fiir alle z € 2 und alle u, v € R™ nach Proposition 6.44 und der Linearitét
oder aus dem Beweis von Theorem 6.46

D?f(z){u,v) = z": DD, f(z)uv’.
ij=1

(ii) Wie in der linearen Algebra koénnen wir auch hier die symmetrische Bilinear-
form D?f(z) durch eine Matrix darstellen, nidmlich durch (D;D; f())1<i j<n,
die Hessematriz oder Hessesche von f.

Beispiele 6.49.
(i) Sei f: R? — R durch (z,y) — 22y gegeben. Dann ist
fr2((2,)) = D2(2xy) = 22 = D1 (2%) = far((2,y))-
(ii) Die Funktion f: R? — R mit

vy (2% — y?)
fay) = e 0 @700,

0, (mvy) = (070)7

ist im Ursprung zweimal partiell differenzierbar, jedoch sind die zweiten par-
tiellen Ableitungen dort weder stetig noch symmetrisch.

Beweis. Ubung. (|

(iii) Sei B: R™ x R™ = R"*™ — RF bilinear. B ist dann automatisch auch stetig.
Dann ist B € C* und D3B = 0.
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Beweis. Es gilt
DB(u,v){(a,b)) = B(a,v) + B(u,b).
Die Abbildung DB(-,-): R™ x R™ — RF ist linear. Somit gilt
D(DB(-,-){(a,b)))(u,v){(c,d)) = D*B(u,v){(a,b), (c,d))
= B(a,d) + B(c,b).
Dies ist von (u,v) unabhiingig. Also ist D3B = 0. O

(iv) Sei E ein Banachraum und GL(E) C L(FE) die (offene) Menge der Operatoren
in L(E) mit Inverser Abbildung in L(E). Dann ist

®: GL(E)> A A~ ¢ GL(E) C L(E)
in GL(E) differenzierbar und es gilt D®(A)(B) = —A"1BA~. (Vergleiche
dies mit (9’1)/ = 75—;.) Es gilt & € C°.
Beweis. Wir zeigen nur die Behauptung iiber D® und lassen es als Ubung, die
Glattheit von D® mit Hilfe der Glattheit der in (A, C') bilinearen Abbildung
U(A,C){B):= —ABC,

der Kettenregel und Induktion zu zeigen.
Differenzierbarkeit: Statt ®(A + B) — ®(A) — DP(A)(B) € o(||B]|) zu
zeigen, multiplizieren wir die Gleichung von links mit A und erhalten

o(|BI) =A(B+ A" — AA™' + AAT'BA™!
— (B+A)A™ ) —14+BA™!
— (BA™' 1) —14+BA
Die Behauptung folgt nun mit Hilfe der Neumannschen Reihe, denn es gilt
(1+BA ) =1-BA '+ (BA)’ - (BA™ ) + ...
fiir || BA™Y|| < 1. O
6.6. Taylorsche Formel.

Definition 6.50. Seien E, F Banachrdume, 2 C E offen und f: 0 — F eine k-mal
differenzierbare Abbildung. Seien u € E und z € . Dann setzen wir

D*f(z)(w)* := D" f(x) {u,..., )
—_——
k Stiick
fir k € Nxg und DO f(z)(u)? = f(z).

Lemma 6.51. Seien E, F Banachriume, Q C E offen und f: Q — F eine k-mal
differenzierbare Abbildung. Seien x,u € E mit [x,x +u] C Q. Dann ist [0,1] > ¢ —
o(t) = f(z +tu) € F ebenfalls k-mal differenzierbar und es gilt

e ") (1) = D f (& + tu) (u)*.
Beweis. Kettenregel und Induktion. O
Theorem 6.52 (Taylorsche Formel). Seien E, F Banachriume, Q C E offen und

feCr(Q,F), peN. Seix € Q. Dann gilt fir alle w € E mit x +u € Q die
Darstellung

Pl ) = D2 D F) ) + ofulP).

k=0

Mo 06.07.2020
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Beweis. Da 2 offen ist, diirfen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass 6 > 0 so
gewihlt ist, dass Bs(z) C Q gilt. Da die Behauptung nur im Falle, dass ||u|| klein ist,
nichttrivial ist, diirfen wir ohne Einschrinkung |lu|| < § annehmen. Wir betrachten
nun ¢ mit [0,1] 5t — (t) = f(x + tu) € F wie in Lemma 6.51. Dann ist ¢ sogar
noch in einer kleinen Umgebung von [0, 1] C R von der Klasse CP. Wir wenden nun
den eindimensionalen Satz von Taylor, Theorem 4.69, an und erhalten

=3 Lo 0) + Ry(,0)(1)
k=0

sowie die Restgliedabschétzung

12,2, 0)()]] < p [|¢ (1) - o)

Die Behauptung folgt nun direkt mit Hilfe der Formel fiir die Ableitungen von ¢
aus Lemma 6.51. (]

(p 1) O<t<1

Bemerkung 6.53 (Lagrangesche Restgliedabschiitzung). Ist f € CP*1(Q, F), so
erhalten wir mit einem analogen Vorgehen, diesmal unter Verwendung von Theorem
4.74, die Abschéitzung

p
1
f(x+u) :];z? u)® + O (||u]PHY).

Stellen wir totale Ableitungen mit Hilfe der partiellen Ableitungen dar, so erhal-
ten wir aus der Taylorschen Formel

Korollar 6.54. Sei Q C R™ offen, F ein Banachraum und f € CP(Q, F) mitp > 1.
Dann gilt fir alle x,x +u € Q

o +u) = ,% > Do D o),
k=0

=1
6.7. Lokale Extrema. Hinreichende und notwendige Bedingungen fiir lokale Ex-
trema benutzen die aus der linearen Algebra bekannte Definitheit.
Definition 6.55. Sei E ein Banachraum und a € Lo(E;R) eine symmetrische
Bilinearform. Dann heift a

(i) gleichmafig positiv definit, falls es ein ¢ > 0 mit a(z, ) > ¢ fir alle © € E mit

lz]| = 1 gibt.
(ii) Ist H ein reeller Hilbertraum und A € L(H) selbstadjungiert, so heift A
positiv semidefinit, ..., falls dies fiir die symmetrische Bilinearform (x,y) —

(Azx,y) gilt. Wir schreiben hier ebenso 4 = 0, ....

Theorem 6.56. Sei E ein Banachraum, Q C E offen und f € C?*(,R). Sei
o € Q eine lokale Extremalstelle von f.
(i) Dann ist xo ein kritischer Punkt von f, d. h. es gilt Df(xz¢) = 0.
(ii) Weiterhin gilt D?f(xo) = 0 in einem lokalen Minimum bzw.
D2 f(xg) < 0 in einem lokalen Mazimum.

Beweis.

(i) Sei u € FE beliebig. Dann ist 0 eine lokale Extremalstelle der Funktion ¢ mit
(—g,8) 2t = o(t) = f(zo +tu) € R, die fiir ein kleines € > 0 definiert ist. Da
 auf einer offenen Teilmenge von R definiert ist, folgt 0 = ¢’(0), also aufgrund
der Kettenregel D f(zo)(u) = 0. Da u € E beliebig war, folgt D f(z¢) = 0 und
xo ist ein kritischer Punkt von f.
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(ii) Aus der Taylorschen Formel folgt nun

Flao+u) = Flwo) + 5 D F (o) () + o ()

fiir alle v in einem hinreichend kleinen Ball B, (0), so dass B,(xo) C Q gilt.
Wir betrachten ab jetzt ohne Einschréankung den Fall eines lokalen Minimums.
Durch Verkleinerung von r > 0 kénnen wir erreichen, dass f(xo +u) > f(xo)
fiir alle u € B, (0) gilt. Setzen wir in die Taylorsche Formel nun speziell v = te
mit 0 < ¢t < r und ein beliebiges e € E mit |le|]| = 1 ein, so folgt

0.< flawo +te) — (o) = 32D [(wo){e€) +0(1?)

Wir dividieren nun durch #2, lassen t — 0 und erhalten, da e € E mit |le|| = 1
beliebig war, die Behauptung. O

Theorem 6.57. Sei E ein Banachraum. Sei Q C E offen und f € C%*(Q). Sei
xo € Q ein kritischer Punkt von f.
(i) Ist D f(zo) gleichmifSig positiv definit, so nimmt f in xq ein lokales Minimum
an.
(ii) Ist D?f(xo) gleichmifig negativ definit, so nimmt f in xq¢ ein lokales Maxi-
mum an.

Ist dim F < oo, also z. B. E = R", so geniigt die positive bzw. negative Definitheit
als Voraussetzung.

Beweis. Sei D?f(xg) ohne Einschriinkung gleichméRig positiv definit, d.h. es gibt
ein ¢ > 0, so dass D?f(zo)(u,u) > 2¢||lul|? fiir alle u € E gilt. Sei r > 0, so dass
By (z9) C Q gilt. Sei |lu|| < r. Dann folgt aus der Taylorschen Formel

flzo+u) > flzo) +cllull* +o (||“H2) .

Ist 7 klein genug, so erhalten wir |o (||ul|?)| < §u/|? und es folgt
c
Flzo +u) = flwo) + gllul’?
fiir alle w € B,.(0). Dies impliziert die Behauptung. O

7. EXISTENZSATZE

7.1. Banachscher Fixpunktsatz. Bereits bekannt.
Fiir spater benotigen wir jedoch noch die folgende Variante des Banachschen
Fixpunktsatzes.

Theorem 7.1. Sei E ein Banachraum und f: B,.(0) — E eine Kontraktion mit
Kontraktionskonstante k. Gelte ||f(0)|| < r(1 — k). Dann besitzt f einen Fizpunkt.

Im Unterschied zum Banachschen Fixpunktsatz nehmen wir hier nicht an, dass
f: Br(0) = B,(0) eine Selbstabbildung ist. Trotzdem gehen wir dhnlich wie beim
Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes vor und iterieren die Abbildung f.

Beweis. Wir definieren induktiv xg := 0 und z,,+1 := f(z,) fiir alle n € N. Solange
x, € B,(0) gilt, ist auch x,,; wohldefiniert. Sei N € N, so dass z,, € B,.(0) fiir alle
0 <n < N gilt. Wie beim Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes erhalten wir fiir
allen < N +1

zn = Znall = | f(zn-1) = f(@n_2)|| < K- lTn_1 — Tp_2]
=k |[f(@n—2) = flan=s)| < K> [lTn_2 — zn_sl| < ...
<Koy — woll = £ F(0)]

lenill = llwo — enill < llao — 2]l + ... + ey — 2l
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Al 1
< A FO < T 1F Ol <7
1=0

Hieraus folgt, dass auch noch xx 1 € B,.(0) gilt. Induktiv folgt also z,, € B,.(0) fiir
alle n € N.

Mit einer Abschétzung &hnlich wie oben oder wie im Beweis des Banachschen
Fixpunktsatzes folgt nun, dass (z,), eine Cauchyfolge ist und der Limes ist der
gesuchte Fixpunkt in B,.(0). O

7.2. Satz iiber die Umkehrabbildung. Wir beginnen mit etwas Vorbereitung.
Wichtig wird in diesem Kapitel die Menge der Diffeomorphismen.

Definition 7.2 (Diffeomorphismus). Seien E, F' Banachrdume und U C E sowie

V C F offen.

(i) Eine Abbildung f: U — V heift ein C*-Diffeomorphismus, k € Nug U {oc},
falls f bijektiv ist und f und f~! von der Klasse C* sind. Wir bezeichnen die
Menge aller C*-Diffeomorphismen von U nach V' mit Diff*(U, V).

(ii) Eine Abbildung f: U — F heifit lokaler C*-Diffeomorphismus, falls f eine
offene Abbildung ist (dies ist notig um spéater die Definition von Diff * anwen-
den zu kénnen) und jeder Punkt 2o € U eine offene Umgebung B, (z¢) C U
besitzt, so dass f € Diff*(B,(z¢), f(B,(z0))) gilt. Wir bezeichnen die Menge
aller lokalen C*-Diffeomorphismen von U nach F mit Difff (U, F).

(iii) Die (moglicherweise leere) Menge aller topologischen (linearen) Isomorphis-
men (oder linearen Homéomorphismen) von E nach F bezeichnen wir mit
Liop(E, F). (Eine Abbildung ¢ € Ly, (E, F) ist linear, stetig und bijektiv,
ebenso ¢~ 1. Weiterhin bemerken wir, dass Lo, (F, E) = GL(E) gilt.)

Theorem 7.3 (Satz iiber die Umkehrfunktion, Satz von der inversen Abbildung,
“Inverse function theorem”).

Seien E,F Banachriume, sei Q C E offen und f € C*¥(Q,F) mit k > 1. Sei
xo € E. Ist Df(x0) € Liop(E, F), so gibt es eine offene Umgebung U = B, (x9) C Q,
so dass V = f(U) offen ist und f € Diffk(U, V) gilt.

Gilt also Df(x) € Liop(E, F) fir alle x € Q, so folgt f € Diff¥ (Q,F).

loc

Beweis.

(i) Wir nehmen ohne Einschrankung an, dass E = F gilt. Sonst wenden wir das
Resultat auf die Abbildung g := (Df(x9))"! o f an. Es gelten g € C*(Q, F)
sowie Dg(zo) = id. Ist g ein C*-Diffeomorphismus, so auch f.

(i) Sei f € C*(Q, E) und Df(zo) € GL(E). Wir erinnern daran, dass GL(E) C
L(E) eine offene Teilmenge ist und dass die Abbildung ®: GL(E) — GL(E)
mit A — A~! von der Klasse C ist.

Wegen f € C!, also Df € C°, gibt es eine Umgebung U = B,.(zg), so dass
fiir alle x € B,(zg) auch Df(x) € GL(E) gilt.

Wir nehmen nun an, dass f: U — V := f(B,(z0)) ein Homdomorphismus
ist (und zeigen dies spiter noch). Sei g := (f|y)~!. Nach Theorem 6.12, dessen
Voraussetzungen in jedem Punkt x € U erfiillt sind, ist g differenzierbar und
fiir alle z € U gilt

Dyg(f(z)) = (Df(x))~" = ® o Df(w),

also Dg = ® o Df o g. Da wir vorausgesetzt haben, dass f|y ein Homdo-
morphismus ist, ist ¢ = (f|y) ! stetig und aufgrund der Formel fiir Dg gilt
geCt.

Da Df € C*~! ist, erhalten wir per Induktion g € C*(V, E).
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Bis auf den Beweis der nachfolgenden Behauptung beweist dies unser Theo-
rem.
Behauptung: Es gibt ein 7 > 0, so dass f|y: U = V mit U = B,.(zg) und V =
f(B.(x0)) ein Homdomorphismus ist. Dies werden wir in den noch folgenden
Punkten zeigen.
Surjektivitdat und Stetigkeit sind klar.
Injektivitdt: Wir gehen dhnlich wie beim Beweis von Theorem 6.12 vor. Wir
behaupten, dass f|y fiir hinreichend kleine r > 0 injektiv ist. Seien x,y €
B,.(x) beliebig. Dann folgt

f(@) = fy) = Df(y)({z —y) + o(llz — yl)).

In einer hinreichend kleinen Umgebung von zg gibt es eine Konstante ¢ > 0,
so dass fiir y aus dieser Umgebung || D f(y){(v)| > c||v| gilt. (Erkldrung dazu:
Aufgrund der Stetigkeit von (D f(x())~! gibt es eine Konstante ¢ > 0, so dass
|(Df (o))" u)| < 5=llul fiir alle w € E gilt. Wir setzen nun insbesondere
u = D f(x0)(v) und erhalten 2¢- ||v|| < ||Df(z¢){v}| fiir alle v € E. Indem wir
eine hinreichend kleine Umgebung von xg betrachten, diirfen wir fiir alle y in
dieser Umgebung annehmen, dass ||D f(y)— D f(zo)|| < ¢in der Operatornorm
gilt. Daher folgt fiir solche y

IDf(W) W) = 1D f(xo) (W) || = [ Df(z0){v) = Df(y)(v)l
=2c- ol = [Df(xo) = Df W) - l[oll =z - vl
wie oben behauptet.)
Indem wir die Umgebung gegebenenfalls weiter verkleinern, kénnen wir

erreichen, dass [[o(||z —y||)|| < §|lz —y]| fiir alle 2,y in dieser Umgebung gilt,
da wir aufgrund des Mittelwertsatzes die Abschéitzung

llo(llz = yIDIl =11/ () = f(y) = Df (y)(z = )l
<|lz—yll- sup | IDf(&) = Df(y)ll

§€lzy

haben und Df stetig ist. Wir erhalten somit fir z,y € B, (z¢) fiir geeignete
kleine » > 0
c
1 () = FWll = 5 llz =yl
und somit die Injektivitét. } }
flu ist eine offene Abbildung: Sei U C U offen und z € U beli~ebig. Wir
méchten nachweisen, dass es ein € > 0 gibt, so dass B.(f(z)) C f(U) gilt.
Ohne Einschrankung diirfen wir (nach Anwendung von Translationen) an-
nehmen, dass £ = 0 und f(Z) = 0 gelten.
Sei k mit 0 < k < 1 beliebig. Da D f stetig ist, gibt es ein p > 0, so dass
B,(0) C U und
1
id—(Df(0)" o /Df(tsc + (1= b)) dt|| <
0
fiir alle z,y € B,(0) gelten. (Erklirung dazu: Es gilt
1
id—(Df(0))"'o /Df(t;v + (1 —=t)y)dt

0
1

— | (0sO) o (DF ) - (DFO) o [ Dfta+ (1t e

0
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(D) o | DF(0) - / Df(tz + (1 - t)y) dt

[@s) - | [ Dr@yat~ [ Dfta+ (1~ vyt .

IN

da Df(0) von t unabhéngig ist,

— |[(Dr) - / DF(0) = Df(tr + (1 - t)y) dt

< |(DfO)7!| - sup [[DF(0) = Df(2)] -1

z€[z,y]

< [[(DFO)7H - sup [[DF(0) — Df(2)|
z€B,(0)
und dieses letzte Supremum kénnen wir aufgrund der Stetigkeit von D f durch
Verkleinern von p > 0 beliebig klein machen.)
Sei u € B.(0) beliebig, wobei wir ¢ > 0 gegebenenfalls noch verkleinern
diirfen. Wir definieren die Abbildung ¢: B,(0) — E fiir p > 0 wie oben durch

() =+ (Df(0)) " {u— f(x))

und wollen zeigen, dass ¢ fiir kleine ¢ > 0 die Voraussetzungen von Theo-
rem 7.1 erfiillt. Dann erhalten wir hieraus ndmlich einen Fixpunkt, was gleich-
bedeutend mit u — f(z) ist und die Offenheit liefert, da u € B.(0) beliebig
war.

Seien also x,y € BP(O). Dann folgt unter Verwendung des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung

p(z) = o(y) =z —y — (DF(0)) " (f(z) - fy)

1
vy < %fta:—f— 1—t)y)dt>

=z—y— (Df(z </th:17+ (1 —t)y) = y)dt>
0

= —(Df(0) /thx+ (1=t dt| (z—y).

[}

Somit erhalten wir aufgrund der Wahl von p

le(@) — el < 5 - [l =yl

fiir alle z,y € B,(0). Somit ist ¢ wie gewiinscht eine Kontraktion.
Mit Theorem 7.1 folgt nun die Behauptung, falls wir noch ||¢(0)]| < p(1—k)
beweisen kdnnen. Aufgrund unserer Annahme f(0) = 0 erhalten wir aber

eIl = [(DF(0)) " w| < [[(DFO)TH - llull < [[(DFO) 7] -e.

Somit erhalten wir die behauptete Abschitzung, indem wir € > 0 falls notig
verkleinern, so dass

e < D) o=
gilt. (]
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Als weiteres Korollar zum Satz uiber die Umkehrfunktion erhalten wir die fol-
gende globale Variante

Korollar 7.4. Sei Q C E offen und f € CF(Q,F), k > 1, injektiv. Sei wei-
terhin Df(x) € Lyop(E, F) fir alle x € Q. Dann ist f(Q) offen und es gilt f €
Diff* (0, £(2)).

Beweis. Ubung. (]

Sind E oder F endlichdimensional, so folgt aus der Bijektivitiat von D f(x), dass
E und F endlichdimensional sind. Wir betrachten also den Fall einer Abbildung
f:Q CR™ —» R™. Dann folgt aus der Bijektivitidt von D f(xg) bereits n = m und
wir erhalten

Korollar 7.5. Sei Q C R” offen und f € CF(Q,R"), k > 1. Gelte fiir die Jacobi-
matric |J¢(zo)| # 0 in xg € Q. Dann gibt es eine offene Umgebung U = B,(x), so
dass auch V := f(U) offen ist und es gilt f € Diff*(U, V).

Also folgt aus |J(x)| # 0 fir alle x € Q, dass f € Diff}, (9, f(2)) gilt.

Theorem 7.6. Seien E, F Banachriume. Sei Q C E offen und f € C1(Q, F). Sei
xo € Q ein Punkt, so dass Df(xg): E — F surjektiv ist und eine der folgenden
Bedingungen erfillt sind:

(i) E=R",
Dann gibt es ein € > 0, so dass B:(f(z9)) C f(Q) gilt.

Beweis. Aufgrund einer der drei vorausgesetzten Bedingungen gibt es zu F; :=
ker(D f(zg)) C E einen abgeschlossenen Unterraum Eo C E, so dass E = Eq x Es
mit einer zur Produktnorm aquivalenten Metrik ist. Entsprechend schreiben wir
Vektoren in E als z = (acl, x2).

Im Falle E = R™ erreichen wir dies beispielsweise, indem wir eine Orthonor-
malbasis von F; mit (ag,...,a,) zu einer Orthonormalbasis von E erginzen und
Es := {(ag,...,a,) definieren.

Nun gilt fiir u € E

D f(zo)(u) = Dy f(zo) (u') + Daf (x0) (u?) .

Nach Voraussetzung gilt D1 f(zo) (u*) = D f(xo) ((u',0)) = 0 und Dy f(z0): E» —
F ist surjektiv, da D f(xg) nach Voraussetzung surjektiv ist.

Dann ist die Abbildung Ds f(xg) offen, da

(i) D2f(zo) als injektive und surjektive Abbildung bijektiv ist.
Somit folgt in allen Féllen Dy f(x9) € Liop(E2, F'). Die Abbildung ¢ := f (ac(l)7 )
erfiillt daher die Voraussetzungen des Satzes von der inversen Abbildung. Somit gibt
es eine Umgebung U € U (x%) in By, sodass g: U — g(U) ein C*-Diffeomorphismus
ist. Insbesondere ist g(U) C f(€) offen. O

7.3. Satz von der impliziten Funktion.

Bemerkung 7.7. Der Satz von der impliziten Funktion verallgemeinert das fol-
gende Resultat aus der linearen Algebra: Sei A = (A; Az) eine Blockmatrix, so dass

Ay bijektiv ist. Dann gibt es fiir jedes 2! ein 22 = ¢ (acl), so dass A (;;) = 0 gilt.
Bemerkung 7.8.

(i) Den folgenden Satz iiber implizite Funktionen betrachten wir aufgrund der
einfacheren Notierbarkeit in einer Banachraumversion. Die Variante im Eu-
klidischen erhélt man mit offenen ©; C R", Qs C R™, fiir eine Funktion
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f: Ql XQQ-)Rm und

art aft
ozl Tt Qxn
ljlf(w7y):: E E ($,y)
arr afk
ozl ox™
sowie
aft aft
ayl AR ay'nL
Daf(z,y) =] Co | ().
ofm ofm
BT - oym

Die Bedingung Ds f (20, Y0) € Liop(R™,R™) wird dabei zu
det Dgf(xo, yo) 75 0.

Theorem 7.9 (Satz von der impliziten Funktion, Satz {iber implizite Funktionen,
“Implicit function theorem”).

Seien Ey, By, F Banachriume, Q; C E; offen, i = 1,2 und f € C*(Qy x Qu, F),
k> 1. Sei (xo,y0) € 21 X Qa2 und gelte

f(xo,90) =0 sowie Dy f(x0,Y0) € Liop(E2, F).

Dann gibt es eine offene Umgebung U von x¢ und ¢ € C*(U, Ey) mit o(z0) = vo
und

fx,o(x)) =0
fir alle x € U.
Die Abbildung ¢ ist eindeutig bestimmt und es gilt
Dy(x) = —(Daf(x,¢())) "' © D1 f(x, ¢(x)).
Gilt f € CF, 0 < a <1, so folgt auch ¢ € CF,
Beweis. Wir mochten den Satz von der Umkehrabbildung benutzen.
(i) Um die Existenz von ¢ zu zeigen, definieren wir
9: QU x Qo = Ey x F durch  (z,y) — (z, f(z,y)).
Es gilt g € C*(Qy x Qy, By x F), weil die Komponenten selber in C* sind und

fiir die Ableitung erhalten wir
Dg = (Didg,,Df).

Wir schreiben dies komponentenweise

Dg(x,y)(u, U> :Dlg(-r7y)<u> + Dgg(a:,y)<v>
= (u, D1 f(z,y)(u)) + (0, D2 f(z,y)(v))
= (U, le(il,', y)<u> + Dgf(il', y)<’l)>)
In Matrixnotation kénnen wir dies als
_ idg, 0
Dylz.y) = (le(w,y) szu,y))

schreiben.

(ii) Wir mo6chten nun nachweisen, dass Dg(zo,y0) € Liop(E1 X E2, E1 x F) gilt.
Das Argument (xq,yo) ist hier nicht so relevant, da stets gleich.
(a) Die Injektivitdt von Dg(xo,yo) folgt aus der Injektivitdt von Da f(xo, yo).
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(b) Surjektivitdt von Dg(xg,yo): Sei (@,7) € E1 X F beliebig und definiere
(U,U) = (17'7 (D2f($07y0))_1<17 - le(x07y0)<a>>) .

Durch Einsetzen in die obige Formel fiir ¢ sieht man direkt, dass sich
der Term Dy f(zo,yo)(@) weghebt und Dg(xo,yo)(u,v) = (4, v) gilt. Wir
haben damit als Formel fiir die Inverse

(Dg(@o,y0)) " (@, 0) = (@, (D2f (z0,0)) (0 — D1.f(w0,50)(T))) -

(c) Stetigkeit von (Dg(zo,0))~!: Aus der obigen Formel erhalten wir direkt
mit von ||(Dzf(z0,y0)) || und || D1 f(x0,90)|| abhiingigen Konstanten

ul, || (D2f(z0,50)) " (0 — D1 f (w0, %0)(w))]|)
(HUII [0 — D1 f(xo,y0)(@)l)

<c-max (||@l], ||| + ||D1f(x0,yo){@)||)
(

<c-max ([, [[o] + [|lul]) < c-max ([l [|o]]) -

|(Dg(wo, y0)) ™ (@, v) || = max (|
<c-max

Somit ist Dg(zo,yo) € Liop(Er X B9, By x F').
(iii) Nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion gibt es daher ein r > 0, so dass mit
Uy := B, (zg) und Vp := B,(yo) sowie der offenen Menge Wy := g(Uy x Vp) C
E; x F je nach Differenzierbarkeit von f

g € Difff(Uy x Vo, Wy) oder g e Diff**(Uy x Vi, Wo)
gilt. Wir bezeichnen die lokale Inverse von g mit h
h: Wy — Uy x V.
Wir schreiben i = (h', h?) und erhalten fiir (z,z) € Wy C Ey x F

(x,z) =go h(iL',Z) =g (hl(x,z),hQ(x,z)) = (hl(x»z)af (h1($7z)7h2($az))) .

Somit gelten fiir alle (x,z) € Wy die Identitéiten h! = 71 (Projektion auf die
erste Komponente) und f (z, h*(x,2)) = 2.

Wir definieren nun U := {z € Uy: (x,0) € Wy}. Wegen g(zo,y0) =
(o, f(x0,y0)) = (x0,0) folgt zg € U und U ist offen, da Uy und Wy offene
Mengen sind. Weiterhin definieren wir ¢: U — Vg durch ¢ := h%(-,0). Dann
gilt nach Definition f(z,(x)) = 0 fiir alle 2 € U und es ist ¢ € C*(U, E»)
bzw. p € CH2(U, Ey).

(iv) Eindeutigkeit: Wir zeigen, dass fiir die gewidhlte Menge U die Abbildung
p: U — FE5 die einzige Abbildung ist, so dass f(x,p(z)) = 0 gilt. Sei dazu
(z,y) € Uy x Vy beliebig mit f(z,y) = 0. Dann folgt g(x,y) = (z, f(z,y)) =
(2,0). Da g: Uy x Vy — Wy injektiv ist, kann es zu festem z maximal ein
solches y geben. Daher ist ¢ eindeutig bestimmt.

(v) Formel fiir die Ableitung: Da Dg(z,y) € Liop(Er X Eo, B4 x F) fiir (z,y) €
Up x Vp gilt, lesen wir aus der Matrixdarstellung von Dg ab, dass Ds f(z,y) €
Liop(E2, F') ebenfalls fir (z,y) € Uy x V; gilt.

Mit der Kettenregel erhalten wir aus f(x, ¢(x)) = 0 die Identitét

Dy f(x, o(2))(-) + Daf (2, p(x)){(De(x)(:)) = 0.

Fiir z € U gilt (z,¢(x)) € Uy x V. Somit ist Dy f(z,¢(x)) invertierbar und
durch direktes Auflésen der obigen Gleichheit nach D¢ erhalten wir die Be-

hauptung.
(vi) Ist f € C*®, so liest man an der Formel fiir Dy ab, dass dann auch ¢ € C*
gilt. O

Bemerkung 7.10.
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(i) Im Satz von der impliziten Funktion kann man durch Betrachten von f — z
statt f die Bedingung f(xg,yo) = 0 auch durch f(xg,yo) = 20 € F ersetzen.

(ii) Sei A € L(R™ R™). Dann gilt stets fiir den Rang von A die Abschéitzung
rk A < min(m,n). Gilt tk A = min(m,n), so sagen wir, dass A maximalen
oder wvollen Rang besitzt.

(iii) Wir bemerken, dass aus der Unterhalbstetigkeit des Ranges oder der Stetigkeit
jeder Unterdeterminante folgt, dass die Menge, in der eine Abbildung D f fiir
ein f € CY(Q,R™), Q C R” offen, maximalen Rang besitzt, offen ist.

(iv) Ist f: R™ x R™ = R*"™™ — R™ gegeben, so gilt die Bedingung Ds f (0, yo) €
Liop(R™,R™) aus dem Satz von der impliziten Funktion genau dann, wenn
Dy f(x0,yo) surjektiv (oder injektiv) ist.

(v) Ist f: R™*™ — R™ gegeben und D f(x¢, yo) surjektiv bzw. J¢(xo,yo) hat vol-
len Rang, so kénnen wir durch Umnummerierung der Koordinaten im R™*™
erreichen, dass wir eine Abbildung f: R"*™ — R™ mit bijektivem Ds f(zq, yo)
erhalten.

Aufgabe 7.11. Zeige, dass es unter den Voraussetzungen des Satzes {iber implizite
Funktionen eine Umgebung A von (z,yo) mit

{(z,y) € A: f(z,y) =0} ={(z,p(z)): z €U} N A=graphpnN A
gibt, d.h. dass sich lokal die gesamte Menge {f = 0} als graph ¢ beschreiben 148t.

Hinweis. Benutze den Teil des Beweises des Satzes iiber implizite Funktionen, in
dem wir die Eindeutigkeit von ¢ gezeigt haben. O

In diesem Zusammenhang verwendet man héufiger die folgende Definition. Sie
verallgemeinert auch die bisherige Definition eines kritischen Punktes.

Definition 7.12. Sei E ein Banachraum und Q C F offen. Sei f € C1(,R™).

(i) Dann heift z € Q ein reguldrer Punkt von f, falls D f(x) surjektiv ist. Sonst
heiflt x ein kritischer Punkt.

(ii) Ein Punkty € R™ heifit requlirer Wert von f, falls f~1({y}) nur aus reguliiren
Punkten besteht. Sonst heifdt y ein singuldrer Wert.

In der folgenden Bemerkung fiithren wir die spéter in der Differentialgeometrie
noch wichtigen Hyperflichen ein.

Bemerkung 7.13.

(i) Sei f € C*(€), Q@ C R" offen und k > 1. Die Bedingung, dass Vf bzw. J; in
einem Punkt ¢ € Q vollen Rang besitzt ist dann dquivalent zu V f(zq) # 0.
(ii) Seic € R. Gilt Vf # 0 tiberall in der Menge €2, so gibt es fiir jeden Punkt xg €
M, := f~1({c}) eine Umgebung, so dass in dieser Umgebung von x( die Menge
M, mit dem Graphen einer auf einer offenen Teilmenge von R”~! definierten
C*-Funktion iibereinstimmt, wobei R”~! senkrecht zu einer Richtung e; steht,
so dass Df(e;) # 0 gilt. Es geniigt sogar, die Bedingung V f # 0 nur auf M,

zu fordern.
(iii) Ist f(zo) = c und Df(zo){en) # 0, so gibt es aufgrund des Satzes iiber
implizite Funktionen eine Umgebung U von g = (x(l), ey %171) und eine > 0

sowie eine Funktion ¢ € C*(U) mit ¢(#() = 28 und
M.N (U x (zf —e,25 +¢€)) = graph ¢
bzw. f(&,p(2)) = c fir alle & € U.
(iv) Mengen M, mit dieser Eigenschaft heiken Hyperflichen der Klasse C* in Q C

R™ oder n — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeiten von £ C R™. Im Falle
n = 2 heifsen sie auch Niveaulinien und im Falle n = 3 Niveauflichen.
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Wir halten diese wichtige Definition noch einmal gesondert fest.

Definition 7.14. Seien Q C R" offen, f € C*(Q), k > 1, und c ein regulirer Wert
von f. Dann heift M, := f~1({c}) eine C*-Hyperfliche in Q C R".

Beispiel 7.15. Sei f: R® — R durch z ~ |z|? gegeben. Dann sind die Mengen
M. = f~'({c}) fiir alle ¢ # 0 glatte Hyperflichen in R". Es gilt M. = 9B /;(0) fiir

alle ¢ > 0. Es gilt M. N {z" > 0} = graph (& — \/c? — |2]?).

Aufgabe 7.16. Sei Q C R" offen. Sei f € C?(Q,R). Sei ¢ ein reguliirer Wert von
f. Dann gibt es fiir jedes o € M. = f~1({c}) eine offene Umgebung U von x, eine
Translation 7', eine orthogonale Abbildung O und eine Funktion ¢ € C?(R"~1), so
dass

(i) M.NU = (TOgraphp)NU,

(ii) TO(0) = o,

(iii) Ve (0) = 0 gelten und die Hessematrix (¢;;(0))1<i j<n—1 diagonal ist.

7.4. Extrema mit Nebenbedingungen.

Theorem 7.17 (Lagrangesche Multiplikatorregel). Sei Q@ C R™ offen. Sei f €
CH(Q) und sei ® = (®%) € C*(Q,R™) mit m < n. Erfille zo € Q die Bedingungen
(1) ®(z0) =0,
(ii) flio—o0y mimmt in 2o ein lokales Extremum an, d.h. wenn wir f nur auf der
Menge {®" = 0} betrachten, so nimmt f in zo ein lokales Extremum an,

(3
und

(11i) tk D®(z9) = m, d. h. es gilt dimim D®(zg) = m.
Dann gibt es A = (N\;); € (R™)*, so dass zy ein kritischer Punkt der (nun auf ganz
QO definierten) Funktion g:  — R

i=1

ist. Insbesondere gilt also

0= Vg(zo) = Vf(Z(]) + Z )\Z-VfIﬂ(zo).
i=1

Beweis. Falls notig nummerieren wir die Koordinaten um und schreiben R" =
R™™™ x R™ mit z = (x,y) sowie zg = (o, o). (Insbesondere fiir diese Aufsplittung
des Definitionsbereiches benotigt man in Banachrdumen die Zusatzvoraussetzun-
gen.) Damit konnen wir es erreichen, dass Da®(29) € GL(m) gilt. (Da GL(m) offen
ist, gilt Do®(z) € GL(m) auch noch fiir z in einer kleinen Umgebung von z.) Nach
dem Satz iiber die inverse Funktion finden wir eine Umgebung U von x in R~
und eine Funktion ¢ € C*(U,R™) mit ¢(z¢) = yo, so dass ®(z, p(x)) = 0 fiir alle
x € U gilt und (x, p(z)) lokal alle Punkte mit ® = 0 beschreibt, d.h. es gibt ein
r >0, s0 dass {z € B,(20): ®(2) = 0} = {(z,p(x)): x € U} N B(20) gilt. Wie im
Satz von der inversen Funktion gilt Do(z) = —(Da®(x, ¢(x)))~! o D1®(x, ¢(x))
fir allexz € U.

Nun haben wir {® = 0} lokal als graph ¢ geschrieben und erhalten daher, dass
die Funktion h: U — R mit h(z) := f(x,¢(x)) in 29 € U ein lokales Extremum
annimmt. Somit folgt nach Kettenregel

0 = Dh(xg) = D1 f(x0,¢(w0)) + Daf (w0, p(0)) © Dp(z0).

Nun benutzen wir die Darstellung fiir Dy und erhalten mit ¢(x¢) = yo

0 = D1 f(z0,%0) — D2f(x0,0) © (D2®(z0,10)) " 0 D1®(z0, o).
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Wir definieren nun \ := —Dy f(29) o (D2®(20))~! € (R™)*. Somit kénnen wir aus
Dh = 0 letztlich folgern, dass in z

0=Dif+Y M\D1®
j=1

gilt. Weiterhin folgt durch Umsortieren der Definition von A in z

0=Dof + Y A\Dy®.
j=1

Also ist zg ein kritischer Punkt der Funktion

g=f+Z)\j<I>j.

Jj=1

Dies war gerade die Behauptung. O

Als Beispiel erhalten wir eine Moglichkeit, Eigenwerte und Eigenvektoren sym-
metrischer Matrizen zu bestimmen.

Theorem 7.18 (Eigenwerte symmetrischer Matrizen).
Sei A € R™*" symmetrisch. Nehme die Funktion f: S*~! = R mit

f(@) = (Az,2)

ihr Minimum in xo € S*™! an. Dann ist x ein Figenvektor von A zum Eigenwert

f(zo)-

Beweis. Ohne Unterscheidung in der Bezeichnung kénnen wir auch annehmen, dass
f:R™ = R durch f(z) := (Az,z) definiert ist. Dann ist xg ein Minimum von f
unter der Nebenbedingung ® = 0 mit ®: R® — R und ®(z) = |z|? — 1. Es gilt
D®(zp) # 0. Nach der Lagrangeschen Multiplikatorregel folgt daher, dass es ein
A € R* = R gibt, so dass xg ein kritischer Punkt von g := f + A® ist. Wir erhalten
somit fiir alle y € R™ aufgrund der Symmetrie von A

0 =Dg(z0){y) = Df(20)(y) + AD®(z0)(y)
= <Ay,l'0> + <A(E0,y> + 2)‘<x07y>
:2<A$0 + Axg, y>

Da y € R™ beliebig ist, folgt Axg = —Axp.

Wir miissen noch nachweisen, dass —A = f(xo) gilt. Dazu setzen wir die Ei-
genwertgleichung Azg = —Azg in die Definition von f ein und erhalten f(z¢) =
(Ao, 20) = (—Aw0, T0) = —A, da |zo|> = 1 gilt. O

Korollar 7.19. Sei X ein metrischer Raum und A: X — R™*" eine stetige Funk-
tion, die fir jedes x € X eine symmetrische n x n-Matriz A(x) liefert. Dann hingt
der kleinste Eigenwert von A(x) stetig von x ab.

Beweis. Nach Theorem 7.18 geniigt der Nachweis, dass x + E1rrglinl<A(J:)§, &) stetig
esn-
ist.
Auf R™" sind alle Normen &quivalent. Daher konnen wir die Operatornorm
verwenden und erhalten fiir symmetrische n x n-Matrizen mit ||[A — BJ|| < e fiir

€l=1
min (A(,¢) < (AE,€) = (BE, &) + (A— B)E, &) < (B, &) + |A—BJ|- [¢]* .

¢esn—1 —_—
<e =1
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Nun folgt zunéchst mm (AC ¢) < (BEE) +¢ fiir alle € € S Da £ € S*!
beliebig war, erhalten wir auch len (AC,¢) < gnéln (B¢, ¢) +e. Im obigen Beweis
€s €

hétten wir die Rollen von A und B auch austauschen kénnen. Somit folgt die
behauptete Stetigkeit des Minimums mit § = e. O
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