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KAPITEL 1

Einleitung

Das Gebiet der partiellen Differentialgleichungen ist eines der anwendungsbezogensten der Mathema-
tik. Zu Beginn einer Vorlesung lernt man vor allem die elliptischen partiellen Differentialgleichungspro-
bleme kennen, welche in allen erdenklichen Varianten untersucht wurden. Die Bandbreite der moglichen
Problemstellungen ist enorm. Angefangen beim einfachen Anfangswertproblem bis zu komplexen Ran-
dabschatzungen, lassen sich unterschiedlichste Aussagen zu Existenz, Eindeutigkeit und Charakteristika
von Losungen treffen. Im Gegensatz zu den gewohnlichen Differentialgleichungen ist im Bereich der parti-
ellen sehr selten eine geschlossene Losungsformel anzugeben. Aus diesem Grund hat man es bei partiellen
Differentialgleichungen selten mit Fundamentallésungen oder Fundamentalsystemen zu tun.

Auf den Betrachtungen zu elliptischen Differentialgleichungen aufbauend, haben einige Mathematiker
sich mit Problemstellungen im parabolischen Fall beschéftigt. Durch ihre Arbeit in diesem Bereich wurden
Mathematiker wie N. V. Krylov und M. V. Safonov bekannt, die wesentliche Erkenntnisse in diesem
Bereich lieferten.

Die vorliegende Abschlussarbeit meines Mathematikstudiums wird sich im Folgenden mit Sachver-
halten genau aus diesem in Vorlesungen oft etwas im Schatten stehenden, aber nicht weniger wichtigen,
mathematischen Bereich befassen. Im allgemeinen beschreiben parabolische Gleichungen zweiter Ord-
nung in den physikalischen Anwendungen zum Beispiel die Verdnderung einer chemischen Konzentration
innerhalb einer bestimmten Menge. Der Term zweiter Ordnung beschreibt dabei die Diffusion, der Term
erster Ordnung die ortliche Verschiebung und der Term nullter Ordnung die Zu- oder Abnahme aufgrund
von Reaktionen.

Themen dieser Arbeit sind a priori Abschiatzungen fiir parabolische Differentialgleichungen zweiter
Ordnung. Diese Abschitzungen gehen auf Arbeiten von N. V. Krylov und M. V. Safonov [Kry2] be-
ziehungsweise L. E. Evans [Eva2] zuriick. Sie beweisen die Holderstetigkeit von Losungen, im Falle
messbarer Koeflizienten. (Wir bemerken, dass man in der Schaudertheorie [Gilb| holderstetige Koeffizi-
enten benotigt.) Weitere Referenzen fiir die sogenannten Abschétzungen von Krylov und Safonov sind
im elliptischen Fall [Gilb, Sch2, Tayl| und [Lieb] im parabolischen Fall.

In der geometrischen Analysis werden die Abschiatzungen von Krylov und Safonov bei unterschiedli-
chen Problemen angewandt. Solche sind:

e Der Yamabefluss [Bren] und der zweidimensionale Riccifluss [Hami, Wu, Schl] in der kon-
formen Geometrie.

e Voll nichtlineare partielle Differentialgleichungen, in denen die Gaufskriimmung auftritt, [Trud,
Baya, Tso|.

Das Hauptziel der vorliegenden Arbeit ist der Beweis der schwachen Harnackungleichung unter Dirich-
letrandwerten. Der Beweis ist sehr komplex und benétigt diverse Theoreme und technische Hilfsmittel.
Um die Ubersicht zu wahren, werden diese dem eigentlichen Beweis der Harnackungleichung vorangestellt
und zwar in der Reihenfolge ihres Auftretens in diesem. Es sei explizit darauf hingewiesen, wie wichtig
es ist, sich stets klar zu machen, welche Bedingungen und Sachverhalte auf welchen Mengen gelten.



KAPITEL 2

Notation und Definition

Um die Ubersicht zu wahren, werden einige vereinfachende Schreibweisen vorgenommen. Diese ent-
sprechen den iiblichen Gewohnheiten im Bereich der partiellen Differentialgleichungen. Die Differential-
operatoren werden mit Hilfe der Einsteinschen Summenkonvention folgendermafen gekiirzt geschrieben:

L:—%Jr > @D+ > b'D;+d

i,j=1 i,j=1
S +ad"D;; +b'D; +d
- 8t 1] (2 .

a¥,b" und d sind von (z,t) € G C R™ x R abhiingige reellwertige Koeffizientenfunktionen in L*°(G).
Hochgestellte Indizes bezeichnen Matrix- und Vektoreintriige. Der Ausdruck ¥/ meint den Eintrag in
der i-ten Zeile und der j-ten Spalte der Koeffizientenmatrix. Der Ausdruck b’ meint entsprechend den
i-ten Eintrag im Koeffizientenvektor. Tiefgestellte Indizes bezeichnen die partiellen Ableitungen einer
Funktion. Fiir die Funktion v : R” x R — R mit (z,t) € R” x R ist Djju(z,t) = u;; = %(m,t) die
zweite partielle Ableitung von u und % die Ableitung von u nach ¢ € R. Meist wird % als us oder u
geschrieben. Da z die rdumliche und ¢ die zeitliche Komponente einer Differentialgleichung sind, spricht
man von raumlicher und zeitlicher Ableitung.

L heifst gleichméfig parabolisch, falls Konstanten 0 < A < A < oo existieren, so dass

AJEP > ) a 685 > AgP
ij=1
fir alle (z,t) € G C R* xR, £ € R™ gilt. Es wird vorausgesetzt, dass die Koeffizienten a'. b und d
beschrinkt sind, wobei a® auferdem symmetrisch sein soll. Sei

H:=det(a”) und H*:= /(1)

Fiir eine beliebige Teilmenge G C R™ x R ist der parabolische Rand PG definiert als die Menge aller
Punkte (z,t) € 0G, fiir die B,(z) x (t — r2,t) fiir beliebiges (insbesondere kleines) » > 0 nicht in G
enthalten ist. Unsere Betrachtungen beziehen sich auf Zylindermengen, deshalb definieren wir die Menge
QT durch

Qr :=Q x (O,T),
wobei 2 C R" offen und beschrinkt und 7" > 0 sind. Fiir den parabolischen Rand von Q7 gilt nach
obiger Definition
PQr = P(Qx(0,7)) := (2 x {0})U(0Q x [0,T]).

Weiterhin ist der Schnitt mit einem Zylinder definiert als Q[r] := Q(r) N Qr, wobei der Zylinder durch
Q(r) = Q((x,t),r) := B.(x) x (t — r?,t) beschrieben wird. Der Einfachheit halber werden die Zylinder
in den meisten Féllen beziiglich eines gemeinsamen Referenzpunktes definiert, dieser wird, soweit nicht
anders angemerkt, der Ursprung sein. Fiir den parabolischen Rand von Q[r] gilt

PQr]) = (Q(r) N PQr) U (PQ(r) N Q).

Fiir eine Funktion v : G — R mit G C R™ xR ist die Menge der oberen Kontaktpunkte E(u) definiert
als die Menge aller Punkte (z,t) € G, fir die es ein £ € R™ gibt, so dass

fiir alle (y,s) € G mit s < t erfiillt ist. Dies gilt dann speziell fiir y =  und es folgt

u(x,s) <wu(x,t) firs<t.

6



2. NOTATION UND DEFINITION 7

LA
e U
0 h f\f// Q)
N R
Q[r] /VX?
- S — |

ABBILDUNG 1. Der Fall n =2 mit 7 > 0 und ¢t = 2

Sei R > 0. Ist |z| < R fiir (z,t) € G, dann ist ET(u) C F(u) definiert als die Teilmenge, in der u > 0
gilt und auflerdem

RIEl < u(w,t) - (6,2) < & suput
G
erfiillt ist. Dabei ist u™ definiert als u* := max{u,0}.

Zum Schluss sei angemerkt, dass auf Anderungen von Konstanten nicht explizit hingewiesen wird. Im
Allgemeinen steht fiir eine positive Konstante einfach nur c.



KAPITEL 3
Maximumprinzipien

Im ersten Teil werden verschiedene Maximumprinzipien angefiihrt, welche aufeinander autbauen. Den
Anfang macht dabei das schwache Maximumprinzip. Es wird vorausgesetzt, dass u stets glatt genug ist,
es reicht u € C?(Qr) N CY(Q x [0,T)).

LEMMA 1. Sei Q C R™ offen und beschrankt und T > 0. Sei d = 0 und die Differentialgleichung

Lu >0 in Qp erfillt. Dann gilt
sup u < sup  u.
Qx[0,T] P(%[0,T])
BEwEIS. Nehme zunéchst an, dass
Lu=—u-+ aijuij + blu; > 0in Qp

gilt. Es folgt ein Beweis durch Widerspruch. Sei angenommen, die Behauptung wére falsch. Dann gibt
es ein (zg,t0) € Qr, so dass

u(zop,to) > sup w
P(&2x[0,T7)

ist. Sei ¢; > 0 minimal mit supg u(-,t1) = u(zg, to) und sei x; € Q mit u(zy,t1) = u(xo, to).
Da t; > 0 minimal ist, folgt
ﬂ(ml,tl) Z 0.
Wegen supg u(-, t1) = u(x1,t1), ist
Uq (1‘1, tl) = 0
und D?u(x1,t1) ist negativ semidefinit,
uij(xl, tl) S 0
Also folgt in (x1,t1) die Differentialgleichung
—i 4 au; + bu; < 0.
Dies steht im Widerspruch zur Vorausstzung
—U+ aijuij + blu; > 0.
Die Behauptung ist also in diesem Fall richtig.

Sei nun € > 0. Wir definieren

w(z,t) == u(x,t) —et.

Die Funktion w erfiillt in Q7 die Differentialgleichung
—w+ aijwij +bw; = —u+ aijuij + blu; + e > 0.
Somit gilt
sup w < sup  w.

Qx[0,T] P(Qx[0,T))

Fiir (x,t) € Qp gilt

w(x,t) < sup w<  sup  w.
P(Qx[0,T7) P(Qx][0,T7)

Da
u(z,t) —eT < u(x,t) —et = w(z,t) <ulx,t)
gilt, folgt

sup u—eT < sup w< sup w < sup  u.
Qx[0,T) Qx[0,T)] P(Qx[0,T7) P(Qx[0,T7)

Mit € — 0 ist das die Behauptung.
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BEMERKUNG 2. Analog gilt das schwache Minimumprinzip, dass wenn in Qr die Differentialgleichung
Lu=—u+ aijuij +blu; <0
unter sonst gleichen Voraussetzungen erfillt ist, dann

min v < min u
Qx[0,T] P(Qx[0,T7)

folgt.

LeEMMA 3. Sei Q@ C R" offen und beschrinkt, R > 0, so dass Q@ C Bgr(0) und T > 0 mit Qr =
Q x (0,7). Sei u e C®(Qr), und gelte u < 0 auf dem parabolischen Rand PQp. Dann folgt

1/(n+1)
supu < ¢(n) - RV "+ / i det D?ul .
Qr B+ (u)
BEwEIS. Wir definieren die Funktion ® : Qp — R”*! durch

®(z,t) :== (Du(x,t), u(z,t) — cFug(z, t)).

Diese Funktion hat unter Beachtung der Summenkonvention das Differential

U1 e Uln Uit
0
(DO, @) =
8t Unpl e Unn Unt
uy — (xPup +u) v Uy — (PPupy Fun) g — 2Pugy

(e ).

Von dieser Matrix berechnen wir die Determinante, die sich unter Zeilenoperationen nicht dndert, indem
wir jeweils das z7-fache der j-ten Zeile zur letzten Zeile addieren, und erhalten

Uir ... Uln Uit
det(D, 2fI)) —det | : : R <(uij) (uit)> .
8t Un1 Unpn  Unt (0) Ut
0 . 0 Ut

Nach dem Transformationssatz fiir injektive und stetig differenzierbare Funktionen v : G — R"+!
auf einer offenen Menge G C R"*! gilt, dass v(G) beziiglich des Lebesguemafes fi,, 1 1-messbar und

1) [ (¢ )l det Doldnss =
G v(G

fir f € LY(v(G), ptn+1) ist. Da ® zwar stetig differenzierbar auf E*(u) ist, dort aber nicht unbedingt
injektiv sein muss, folgt hier lediglich

/ |det DO| :/ | det D2u| Z/ 1= |®(Et(u)|.
Et(u) Et(u) Q(ET(u))

BEMERKUNG 4. Benutzt man die Transformationsformel mit einer Funktion g : R” — R, so ergibt

sich
/ o(Duyur det D] > / g(6) > / 9(6),
E+(u) (&,h)e@(E+ (u)) (&;h)ex

fiir jede messbare Menge 3 C ®(E™ (u)).

| fdpnia

Wir setzen M := supg,, u und nehmen an, dass M > 0 gilt. Sei (zo, to) € Qr\PQr mit u(zo, to) = M.
Im Fall M <0 gilt die Behauptung des Lemmas 3 ganz offensichtlich, da die rechte Seite der Ungleichung
nichtnegativ ist. Sei ¥ definiert als die Menge aller (£, h) € R™! fiir die

M
R|€| <h< 7
erfiillt ist. Fiir ein festes Tupel (£, h) € ¥ sei die Funktion
Py;s) = (&y) +h
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definiert. Es folgt fiir y € Q

p(y,8) = (&) +h
> (& y) + RI¢]
> (& y) + [yl
> (& y)+ [y, |
>0

aus der Definition von ¥ und der Cauchy-Schwarz Ungleichung. Also ist p > 0 in Q7 und insbesondere
p > 0 > u auf dem parabolischen Rand P 7. Weiterhin liefert die Definition von ¥, dass
p(zo,t0) = (€, o) + I
< [llzo| + R
< [E[R+h
< 2h
<M

mit Hilfe der Cauchy-Schwarz Ungleichung und den vorigen Definitionen. Also ist p(zo,to) < M.

Es gibt somit einen Punkt (y1,s1) € Q7 mit 0 < s1 < tp, in dem

(2) p(ylvsl) :u(ylvsl)

und p(y, s) > u(y, s), fiir alle (y, s) € Q7 mit s < s; gelten. Aus obiger Ungleichung p > 0 > u auf PQyp
folgt, dass (y1, s1) nicht auf dem parabolischen Rand liegt, sondern in der offenen Menge Q.

Fiir (y,s) € Qr mit 0 < s < s1 gilt

u(y,s) <ply,s) = (Ey) +h=(&y—vy1)+py,s1) = (Ey—y1) +ulyr,s1)

nach Wahl von (y1,s1) und der Definition von p. Daraus folgt (yi,s1) € E(u) und wegen (2) ist
u(y1, 1) > 0. Nach Definition von ¥ und p folgt schlieflich

M

RI§| < h=p(y1,s1) = (§,v1) = ulyr,s1) — (&) =h < -

Somit ist (y1,s1) € BT (u).
Weil p(y, s) > u(y, s) fiir alle s < s1 ist und wegen (2), folgt an der Stelle y;
D'LL(', 81) = Dp(a 81) = D(<£a >) = 5

Erneut mit (2) erhalten wir

®(y1,51) = (Dulyr, s1), u(yr, 51) — yyur(ys, s1))
= (& p(y1,s1) — ¥ipE(y1,51))
= (&1, 81) — (¥1,6))
= (&, h).

Dabei ist wieder die Summenkonvention zu beachten. Fiir festes (£,h) € ¥ haben wir also einen
Punkt (y1,s1) € E*(u) mit der Eigenschaft ®(y1,s1) = (&, h) gefunden. Daraus schliefen wir, dass
Y C ®(Et(u)).

Geometrisch betrachtet ist ¥ ein Kegel mit einer n-dimensionalen Kugel vom Radius % als Grund-
fliche und der Kegelhohe %

Dementsprechend erhalten wir die Abschéitzung

1 1 ML ML
2n+1 n + 1 Rn | 1( )| c(n) Rn

@B (u))] = |3] =

Zusammen mit (1) folgt letztendlich

Mn—i—l N ,
c(n) Rn <|R(ET ()] < . )|ut det D?ul|
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h A

\

’_J‘ﬁ

ABBILDUNG 1. ¥ im Fall n =2

und damit die Behauptung

1/(n+1)
M< |

¢(n)R" / g det D?u
E+(u)
(]

THEOREM 5. Sei Q@ C Br(0) C R™ offen, T > 0. Gelte Lu > [ in Qp und erfille der konstante
Koeffizient d im Differentialoperator L die Ungleichung d < k fiir ein k > 0. Dann gilt

n
n+1
. BO
L7L+1(QT)

supu < ek (sup ut + ¢(n) T

QT PQT

;

n+1

mit By = (HHL Lt () —|—R) und [~ = max{0,—f} > 0.

BEWEIS. Sei

w(z,t) == e Fu(x,t) — sup e Ftut.

PQr

Der parabolische Rand PQr ist eine abgeschlossene Menge, auf der u stetig ist. suppg,,. e Fyut wird also
angenommen, ist konstant und fillt somit beim Ableiten weg. Weiterhin ist w < 0 auf PQr. Es gilt

—u + aijuij) + ke Rty

—wy + aijwij =e "

= e M (Lu — bu; — du) + ke *u
(
¢

v

® |
ol
o~

f—bug) +e ¥k — d)u

> —k _ —kt _

> ¢ 2 (f=bl[Dul)+ ¢ (k=d)u
0<...<1 0<...<1 >0

> _fi - |b||Dw|7

in BT (w), weil dort w > 0 und damit u > 0. Es sei darauf hingewiesen, dass mit den gegebenen Defini-
tionen f = fT — f~ gilt.
Sei p > 0 eine Konstante, die noch zu wahlen ist. Definiere die Funktion

ntl - ntl
g@%=0ﬂn +u")
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Mit Hilfe der Holderschen Ungleichung erhilt man folgende Ungleichung in £ (w)

wp — a9w;; < 7+ ||| Dw|
3
= [ X0 + I Delxa g (5)ds
0

3 _
:/0 (%X[O,l](s) + |b|X[2,3](5)) <MX[0,1](3) + |DW|X[273](5)) ds

’ B n+1 T
< </0 <%X[0,1](s) + |b|X[273](s)) ds) '
: (/O <MX[0,1](8) + |Dw|X[2,3](s)) ds)
(3) o » o
= (/0 (%X[o,1](8)> + <|b|x[273](5)> ds) _
’ e n+1 ey
. </0 (,UX[OJ](S)) ! + (|DW|X[2’3](S)) " dS)

f_ n+1 ﬁ-l . " n+1
(5w e )

1
=g(Dw) n+I

1
(M_(n+1)(f_)n'+1 4 |b|n+1) n+1
g(Dw)
Aufgrund der Bedingung an E(w), dass w(z,t) + ({,y — x) > w(y, s) fiir alle (y,s) € Q x (0,t] und ein
& € R™ gilt, folgt in ET(w) insbesondere, dass w(x,t) > w(x,s) fiir alle s <t und (x,t) € ET(w) ist. Auf
dieser Menge gilt somit w; > 0.

Wahlt man in oben genannter Ungleichung y = x + ne mit |n| klein genug und e einem beliebigen
Einheitsvektor, so dass y € 0, dann erhilt man nach Einsetzen

w(z,t) + (§,me) > w(z + ne,t)

und fiir y = = — ne, so dass y € (),

w(x,t) — (&,ne) > w(x —ne,t).
Ist n # 0, so ergibt die Addition der beiden Ungleichungen
h(n)  w(x+mnet)+wlx—ne,t) —2w(x,t)
U n?
Mit 7 — 0 laufen Zéhler und Nenner gegen Null. Da Qr in R™*! beschrinkt, offen und w zweimal

stetig differenzierbar auf dieser Menge ist, erhalten wir nach zweimaliger Anwendung der Regel von de
I’Hospital

<0

M) _ o wile e t) — e = e, t)

lim
n—0 n? n—0 2n
@il nest) + oi(o — e, )
n—0 2
= W;; ({E, t)
<0,

wobei e der i-te Einheitsvektor ist. Fiir beliebige Vektoren und analoger Rechnung folgt, dass w;je;e; <0
und —D?w positiv semidefinit ist. Fiir positiv semidefinite (symmetrische) (n + 1) x (n + 1)-Matrizen A
und B gilt die geometrisch-arithmetische Ungleichung fiir Matrizen
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Es gilt

w —awi; = tr{ ( (é) (a(i?;ij ) ( (Cgt) (_0(‘)01‘3)1']' ) }

=:A =:B
> (n+ 1)(det(a)i5) T (wq det(—wis)ij) ™1
= (n+ 1)(det(a¥);) ¥ |wy det D?w]|7T
= (n+ 1)H"|w;det D2w|ﬁ.

Kombiniert mit Bemerkung 4 und (3) erhalten wir hieraus

/ 9(§) < / |g(Dw)w; det Dw|
(&,h)ex E+(w)

i n+1
wt—a”wij)
4 < Dw)| (L=
@) L oo (55
<[ e
Et(w)

((n+1H=)m+t
wobei ¥ wie in Lemma 3 definiert ist. Es gilt

n41

90) = (I + ") " 2 elm) il + )~

und nach Definition von ¥ erhalten wir unter Verwendung von Polarkoordinaten fiir die Funktion ¢ die
nachstehende Abschitzung,

M/2 h/R Tn—l
Lo@zem [ [T e dran
M2 (MR
— _ n n —; dh
() / ( oy )

M/2 g R\" -
> c(n)/ S <<—) + u”) dh, falls M > 2uR,
nR 1% R

3=

M/2 1 B 1/n 1 .
> ¢(n) - =2 - —dh, dah > pR abgeschitzt werden kann,
nR H H

M/2 — puR
W

— o(n) (%—R).

Dabei wird vorerst angenommen, dass M = supw > 0 gilt. Zusammen mit (4) oder falls M < 2uR ergibt
sich

> ¢(n)

—(n+1)( g—\n+1 n4+1
[ () + bl
M <2uR+ c(n /

H ( ),u B+ () (H*)nJrl

f_ n+1

*

(5)

n+1

b

el | o=

1
< 2uR —
<2u +C(”)Mn L

Ln+1(Q7) LnH+1(Q7) .

Die letzte Abschiitzung ist nicht scharf, denn eigentlich wiirde es hierbei geniigen, iiber die Menge E*(w)
zu integrieren. Wire d < 0 und u < 0 auf PQy, dann kdnnte sogar iiber ET(u) integriert werden, da in
diesem Fall w(z,t) = u(x,t) gelten wiirde. Wir kénnen an spéterer Stelle genau so abschitzen.
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Falls H HL Lt () = 0 gilt, erhalten wir mit x4 — 0, dass M < 0. Sonst fixieren wir
" T
“ S
— b n n
e (0

H Ln+1(QT) H Ln+1(QT)
f— __1

= || - By "t

H H* || i1

und erhalten nach Definition von By

f* 1 _n_ b ntl -1
M =supw < || 2= | 2RBy " +¢(n)By*t + ¢(n) ’—* - B, "™

H* [ pnt1(ag) H* {[pnt1(ag)

f_ n+1 n
<%= 2RBy ! + ¢(n) + ¢(n) ’— Byt |- By

H Lr+1(Qr) T H Ln+1(Qr)

< >,
<c(n) f—* . B(;L%.
H L7L+1(QT)

Umordnen der Terme ergibt

u(z,t) < ekt (sup e Mt 4 ¢(n) T

i

n
n+1
- B
Ln+1(QT)

< ekt | sup ut + ¢(n) Byt
L"+1(QT)

PQr

I~
H*

und das Theorem folgt.

BEMERKUNG 6. Dieses Theorem bleibt auch fir Q C Br(xz) mit beliebigem x € R™ und fir beliebige
offene Teilmengen von Qp giltig und kann auferdem im Fall Lu < f auch als inf-Variante formuliert

werden. Dabei bleiben die ibrigen Voraussetzungen gleich. Wir betrachten dann —u und definieren im
Bewets

w(z,t) = e F(—u(z,t)) — sup e ¥ (—u)*t.

PQr
= _ektu(x,t) — sup e—ktu—7
PQr
mit u~ = max{—u,0}. Damit erhalten wir am Ende die Abschitzung
+
sup(—u) < kT sup u~ + ¢(n) ‘f—* . Bg/(”Jrl)
Qr PQr H* || g
+
infu > e [ inf —u™ — ¢(n) ’f_ B/
o For H* [ pnt1(ag)

THEOREM 7. Sei Lu > f in Qp = Q x (T,0) mit T < 0 und u < 0 auf PQ[2R]. Dann gibt es zu
jedem p > 0 eine Konstante ¢ = c(n,p, A\, A, R,sup(|b| + d™)), so dass

1/p
supu < ¢ (an/ (u™)P dX) + R/ D) 1 f 1l s opzmy)
Q[R] Q2R

gilt.
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BEWEIS. Fiir den Beweis definieren wir einige Hilfsfunktionen. Seien
- |z t
¢= < )\ i )

2ntl) falls p < n+1,

:= (7, wobei ¢ > 2 spéter zu fixieren ist, mit g = P
e 1= I {2 falls p > n+1,

und
v I= Nu.

In Q(2R) ist dann 0 < ¢ < 1 und auf PQ(2R) ist ¢ = 0.
Sei Ly ein Differentialoperator definiert durch Lg := —% +a¥ D;j;, dann gilt:

Lov = —v; + a“ Dyjv
= —(mu + nuy) + a” (niu + nu;) ;
= —U — Nut + aij(niju + miwg + i + nugg)
=nLou+ ulLon + 2aijumj
= n(Lu — bu; — du) + uLon + 2a”u;n;
> nf —n(b'u; + du) + uLon + 2aum;  in Q[2R)].

Um Lov weiter abschitzen zu konnen, folgen einige Voriiberlegungen. Zuerst gilt

D D D D
Dv =uDn+nDu :>Du:—v_u $|Du|§| U|—|—|u|| 77|.
n n n n

Betrachte nun (x,t) € ET(v) beziiglich Q[2R], dann gibt es ein £ € R™, so dass
'U(:E, t) + <£7 Y- {E> > U(y7 S) V(y, S) € (BQR N Q) X (max{—4R2, T}a t]
Sei (y,s) = (x + he;, t), dann folgt

v(x,t) + (£, he;) > v(x + he;, t)
v(x + he;, t) —v(x,t)

<£76i> > h
£ > v(x + he;, t) —v(x,t) o
h h— 0

Diese Abschitzung gilt vor allem fiir kleine » € R und da die Richtungsableitungen von v in (z,t)
existieren und stetig sind, ist & = v;, also £ = Dv und aus 2R|E| < v(x,t) + |€||z] folgt

9R|Dv| < v+ [Do|lz| = |Dv|(2R—|z|) <v = |Dv| < ﬁ'
— |

Durch Rechnung erhalten wir

22
4R?

t
(1+ 1)

|Dn| = |D¢Y| = ‘qC“ (—f—;) <1 + %Rg)‘ = }anl
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Dav=mnu>0und n>0in ET(v) gilt, folgt u > 0 auf dieser Menge und somit |u| = u.
Wir erhalten die Abschétzung

D D
Dl < D01 | ulDy
n n
< v +uq77C |4R2|(1+#)
n2R — |zf) n

2x

¢ t
<2R |x|+q‘4—R2 <1+4—R2>)
(2R —|a)@R +|a]) |20 t
( 1R2@R— [a]) *"W)O*TR?)
4R 1
<4—R2+QE>

()

da in ET(v) bzgl. Q)2R] = Q(2R) N Qr mit Q(2R) um (zg,t0) = (0,0) gilt |z| < 2R und t € (—4R2,0).
Weiterhin gilt

Als Rls &l= &l

1 |z qn Ja*
q—1 )
=9 i (1 4R2> ar \'" i
2x; t
L e B I _
77% qC < 4R2) (1+4R2)’
4, x; t\? t

R _ q—2 etV - _ qra—1 ” _

2
N4,z ; t qn20;; t
=qlg—1 1+— ) — 14—
-1 YR < N 4R2> care T ame

und damit

uLon = u(=n; + an;5)
7 |z|2 ndx;x; t
—u- 1 U |g(q—1 1
" < 1R ( 4R2> Fa¥ lala =) Jempr \ 1 12 4§R2 4R2

2 1 t
_4;;717‘32(_%(1 4|LF!32>+ (q—l)R ajxxj (1—1—4—]%2) —2¢Ca’s < )>

=:A =B =:C

)

Eine Abschitzung der einzelnen Terme ergibt:

2
A:_qg( 4|L]~lﬂ>> —q, daq>0,(€(0,1)und0§( g2)§1,

1 t 2 1 t 2
B= q(q—l)R—a 2 <1+4R> > qlg—1) 73 <1+4—R2) Nzl >0,

1] t i
C = —2gCa";; (1 + 4—R2> = —2¢¢ (1 + 4R2> Za > —2qC (1 + R2> nA > —2gnA  (Vgl. B).

Aufgrund der Positivitit kann der Term B weggelassen werden und es ergibt sich insgesamt

uLon > 4(2R2 (—q —2¢qnA) = e (—q—2gqnA) in ET(v) .
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Nach den obigen Uberlegungen, lisst sich Lov nun wie folgt in £+ (v) abschiitzen:
Lov > nf — n(b*u; + du) + uLon + 2a"u;n;
> il f| = nlbl|Dul — dv + (385 (—a — 2gnA) ) — 24| Dul| Dy

> —|f| = nlellDul — dv + (g7 (~a — 2anA) ) — 2ADul [ D)

> —|fl = nlbl (552) — dv+ gt (—q — 2qnA) — 202 (H59) gt - 22 (1 + &)
> —|f] = 1 (401 + )CIBI R + 4dC*R? + g + 2qnA + 8(1 + g)gA),  denn & =1
> —|f| = 327 (4(1+ @)|b|R + 4d" R? + ¢ + 2qnA + 8(1 + ¢)gA)

> —|f| = gergzela, Rysup([b] +d*),m, A).

Unter den geltenden Bedingungen lisst sich nun Theorem 5 auf Lgv beziiglich der Menge Q[2R]
anwenden. Dabei ist zu beachten, dass Lov > —|f| — gzgzc(q, R, sup(|b| + d"),n,A) lediglich in E*(v)
erfiillt ist. Grundsétzlich wiirde dies Probleme im Beweis von Theorem 5 verursachen. Da jedoch d =0
und v < 0 auf P(Q2[2R]), wegen u < 0 auf P(§2[2R)]) ist, folgt dort nach Definition, dass w(z,t) = v(z,t)
und damit E*(w) = ET(v). Damit geht der Beweis durch und wir erhalten die Abschiitzung

(—|f|—4<2%6)
sup v < c¢

o Y/ (1+1)
Q[2R] H* (2R)

L"+1(Q[2R])

(QR)H/(nJrl)

Ln+1(Q[2R]) H O+

) (QR)H/(HH)

¢ (IF1l s aromy + 753 1o+ - ¢ 77

Ln+1(Q[2R])

(2R) n/(n+1) ||f||Ln+1 2R])+ 1 p(=n=2)/(n+1) H 2/(1 o™ 2/(1}

<c (anwm[mﬁ PR ot

L"+1(Q[2R]))

1/(n+1)
<ec (2R)n/(n+1) ||fHLn+1(Q[2R])+ 1 p(=n— 2)/(”+1)(sup ,U)l 2/q (/ (u+)2(n+1)/(1> ,
Q[2R] Q[2R]

indem b und (H*)~! zusitzlich abgeschiitzt werden, nach Definition von v und weil supv > 0 (0.B.d.A).
Zu bemerken ist, dass dann auch supu > 0 ohne Einschrinkung angenommen werden kann.

Es werden nun die beiden moglichen Félle fiir p untersucht. Im ersten Fall ist p < n 4+ 1 und
dementsprechend ¢ = Q(W'Tjrl) > 2 gewéhlt. Dann gilt

1/(n+1)
sup v < ¢ (2R)n,/(n+1) ||fHLn+1(Q[2R]) + %R(—n—Q)/(n-i—l)(sup U)l—(P/(n—i-l)) </ (u+)p>
Q[2R) [2R]

P ntl—-p _
e =1 und ¢ > 0 liefert

1
T
(supv)lfﬁ <%R("+2)/ (qu)p) < esupv + c(e) (%R(n+2)/ (qu)p)
Q[2R] Q2R]

Zusétzlich gilt, wegen 1 > n > ¢(n) > 0 auf Q[R], dass

Anwendung der Youngschen Ungleichung mit

S

csupu < sup v
Q[R] Q[2R)

(6)

—> supu < c sup v.
Q[R] Q[2R]
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Ist € klein genug gewihlt, folgt die behauptete Aussage,

1/(n+1)
sup v < ¢ (2R)n/(n+1) Hf||L“+1(Q[2R]) + %R(—n—Q)/(n-l—l)( sup ,U)l—(P/(n-i-l)) (/ (u+)p>
Q2R] Q[2R] Q[2R]

B =

<ec (2R)n/(n+1) Hf||L“+1(Q[2R]) _|_€Qs[gg]v + c(e) (%R—(n+2) /Q[QR] (u+)p>

1/p
<c (R_"_Q/ (u+)p> + R/ (n+D) ||f||Ln+1(Q[2R])
Q2R
Mit (6) folgt

1/p
supu < ¢ <R_”‘2/ (u+)p> + R/ () 11| o2 o)
Q[R] Q[2R]

Im zweiten Fall ist p > n + 1 und ¢ = 2. Danach gilt (sup v)k% =1 und es folgt

1/(n+1)
sup v < ¢ (2R)n,/(n+1) ||fHLn+1(Q[2R]) + %R(—n—Q)/(n-i—l)(sup U)1—2/q </Q[2R] (u+)2(n+1)/(1>

Q[2R)
1/(n+1)
<c | (2R)M/(HD 1Nl o opzmy) + L R=n=2)/(n+1) </Q[2R] (u+)n+1>

Diesmal liefert die Holdersche Ungleichung das gewiinschte Ergebnis mit "Tfl + %f“) = 1. Zusammen

mit [Q[2R]| < |Q(2R)| = ¢(n)(2R)"*? folgt

n41

%ﬂ % (1- P )ﬁ
%R—(n+2)/ (ut)( D) < %R—Zﬁ / (ut)P / 1
Q[2R] Q[2R] Q[2R)
1
< clnp) pRERCHED ([
Q[2R]

1
P
B C(mp)% <R(n+2) /Q[ZR] (qu)p) .

Wegen (6) ergibt sich schlieflich insgesamt

1
supu < ¢ [ 2R)" V| fll puir gpamy) + ¢(n:p) 3 <R_(n+2)/ (u+)p>
Q[R] Q[2R]

1/p
<c (R_"_Q/ (u+)p> + R/(n+D) ||f||Ln+1(Q[2R})
Q[2R)]



KAPITEL 4

Die schwache Harnackungleichung

Die néchsten Abschnitte ebnen den Weg fiir die schwache Harnackungleichung. Die folgenden Theo-
reme 8 und 9 ermoglichen die spétere Vorgehensweise im Beweis. Wie in Kapitel 3 wird angenommen,
dass u glatt genug ist.

1. Mafitheoretische Infimumschranke

THEOREM 8. Seiu > 0 in Q(r) und gelte dort Lu < f. Definiere
k= Tn/(n-l-l) Hf||L"+1(Q(T)) und u:=u-+k.
Dann gibt es 1 > ( = ((n,A) >0, so dass
H{(z,t) € Q(r) : u < h}| < ¢|Q(r)]

bzw.
H{(z,t) € Q(r) > h}[> (1 -0)|Q(r)|
fiir festes h > k impliziert, dass

inf > e¢(n,\)h
Q(r/2)

gilt, falls 0 < r < ro(\, A, ||b]| Lo, ||d]| ) ist. Im Fall b = d = 0 gilt die Aussage fiir beliebige Radien
r>0.

Dieses Theorem beschreibt die Eigenschaft, dass u auf einem kleineren Zylinder grof$ ist, wenn es in
einem grofieren Zylinder keine Menge von grofsfem Maf gibt, in der u klein ist.

BEWEIS. Wir betrachten den Zylinder Q(r) beziiglich des Referenzpunktes (z,0), also ist
Q(r) = Q((x0,0),r). Das Theorem gilt natiirlich auch fiir Quader mit beliebigem Referenzpunkt.

_ 2 _
v:zh(l—im a:g| t) -
r

Q*(r) ={(z,t) € Q(r) : u < h}.

Definiere die Hilfsfunktion

und

Mit obiger Definition fiir v folgt

h
Ut = r_2 Ut,
v = —2r—2($ — To)i — Ui,
h
vij = _2r_25ij — Uiy,

h B , x —xol? —t
Lo = ~Lu— —(1+2a"6; + 2 (x — o);) + dh (1_ %> -

vV

h
—f—- ﬁ(l +2nA + 2|b||z — xo|) — |d|h — |d|k,

=
da h > 0 nach Definition von k und 0 < |z — x|?> —t < 2r? in Q(r) gilt. AuBerdem kann h > 0 ohne

Einschridnkung angenommen werden, da v > 0 auf Q(r) und daher infy(, 2y u > 0 nach Voraussetzung
erfiillt ist.

19
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Wir betrachten v auf dem Rand von Q*(r). Auf PQ(r) gilt —t = r? oder (|z—x¢| = r und —t > 0) und
2
darum v < —u = —u — k < 0 unabhéngig von h, da u > 0 in Q(r). Auf Q(r) gilt —1 <1 — % <1
und da @ = h auf PQ*(r) folgt v < 0. Somit ist v < 0 auf PQ*(r).

Im Folgenden wird Theorem 5 angewandt und zwar auf die Funktion v in Q(r). Nach Anwendung

ergibt sich
b ntl n/(n+1)
{(E—
Lnt1(Q*(r))

Lr+1(Q* ()
. _
: H <—f — (L4 208+ 2bllw — wol) — |d]h - |d|k>

b ntl n/(n+1)
(#)

LrT1(Q*(r))
n/(n+1
<H b ) /(n+1)
+r ‘

H*
) (—— 1+2nA+2|b||x—xo|)) +

+((= 1= taw)

§ +..2 -
sup v < eSwPdr sup vt +¢(n)

Q*(r) PQ*(r)

*

< et o) H

H*
L Lt (Q*(r))

< esupd+ 2 H

Hr Lo+1(Q (1))

!<

LTL+1(Q*(T))
n/(n+1)
1 b n+1
< eSupd+r2c(n) < H . (H_ + 7‘) )
H Loe H Ln+l(Q*(,r,))
_ h _
.<H(—f) ’ +H(——2(1+2nA+2|b||x_xO|)) "
L1 (Q*(r)) I Lo (G (r))
+{|(=1din — i) | )
(— ld|h —|d|k) ()
n/(n+1
<e<upd+r2 (’I’L) H 1 ||b||n+1 H 1 n+1+r /( )
* n+1 r —* .
H || oo \ Q) |
h
’ ||f||L”+1(Q*(r))+ —2(1+2nA—|—2|b||3;_3;0|) +
r L”+1(Q*(r))

A B s e ))

n/(n+1)
1 2 n
c(n, \)eswPd < () ||b||Lﬁ1 Q) T T) <||f||Ln+1(Q*(T)) +

h
=

(1 4+ 2nA + 2[b||z — z0|)

+ 1dl(h + E) [l pnsr (@ () ) .
L+ (Q*(r))

Angenommen, o > 0 ist nun so klein, dass
[d* ||z - 72 < [|d* || - 75

gleichméfig beschréinkt ist, nehme an durch eins. Wir schitzen weiter ab
1B ey < B 1QE] < ) - B! - #7+2 = () - L) -7+ o,

weil |Q(r)] = ¢(n)r"™? ist. Das ergibt fiir r < ro oder b =0

) n/n+1

( ( ) ||b||Ln+1(Q (1)) +r c(n, A)rn/n—i-l.
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Schliefslich folgt

Sll(p)v S C(TL, )\)T,n/(n-l-l) ||f||L"+1(Q*(r)) + C(TL, >\’ A)h,r.(n/(n—i-l))—Q ”1 + |b|r||Ln+1(Q*(r)) +

+ e, N O s e )

< c(n, )\)T,n/(nJrl) ||f||L"+1(Q*(r)) + ¢(n, A, A)hr*(n+2)/(n+1)|Q*(T,)|1/(n+1)(1 + 7)|b|| e )+
+ e, Vb D d| o |Q(r) V(4D

< c(n, Nk + c(n, A, A)hr*(”+2)/("+1)r(”+2)/("+1)Cl/(”“)(1 +7)|bl| <) + ¢(n, )\)h”d”Loo’rQ
< e(n, Nk + e(n, A, AR FD (1 4 7||b]| e ) + e(n, A)R||d|| poor?

< c(n, Ak + c(n, A\, A)h¢H "D 4 L,

falls b=d =0 oder r < ro(\, A, [|b]| o<, [|d|| L ). Fixiere ¢ > 0, so dass
cln, A, MG < 2

ist. Nach Definition von Q(r/2) gilt 0 < |z — z¢|? < (%)2 und 0 < —t < (5)2 Auf diesem Bereich erhilt

man also

_|x—xo|2_t21_ 2421.
r 2

1
r2

Daraus ergibt sich in Q*(r) N Q(r/2) die Abschitzung

h—a<wv<c(n\k+ th = > 1h —c(n, Ak.

SIS

Die Behauptung folgt, wenn k/h klein genug ist. Sonst ist die Ungleichung
inf u>k>c(n,A\h
Q(r/2)

bei geeigneter Wahl von c(n, \) trivialerweise erfiillt (Achtung, nicht obiges, sondern ¢ aus der Behaup-

tung). Das Lemma 8 gilt folglich fiir alle h > k.
O

2. Nicht-Abfallen

THEOREM 9. Sei u > 0 und Lu < f in Q(R), wobei d = 0 im Differentialoperator L gelte. Seien
0<ep<1l,0<a)s<a; <1undr < R. Dann gibt es zu jedem 0 < ¢ < g9 positive Konstanten
o(n,A) > 0 und k(n, \, A, g, a1,€0) > 0 mit der folgenden Eigenschaft:

Ist
a>A  auf {|z|<ert=-r?}
fiir eine positive Konstante A, mit

u=u-+k

/Y ||f||Ln+1(Q(R)) )
so folgt
u>6e"A  auf {lz| <L t=—(1—a)?}
fir beliebiges ap < o < ay, falls r < ro(n, A\, A, ap, ax, ||b|| L=, €,€0) ist. Im Fall b = 0 gilt die Aussage
fiir alle Radien r < R. Genauer gesagt reicht es, wenn ||b||r™/"* Klein ist.
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Aussage dieses Theorems ist, dass eine untere Schranke auf einem Ball zu einer festen Zeit spdter eine
untere Schranke auf einem dazu konzentrischen Ball impliziert. Der Beweis macht deutlich, dass die
Funktion u nur auf B, x (—r2, —(1 — a)r?) definiert zu sein braucht.

BEWEIS. Sei « fest und ag < o < ay. Wir definieren die Funktionen

(1=)(t+1?)

2.2

Yo(t) = +e’r

und
(@) = (o — o).
Als drittes definieren wir
W=y
mit 1 > 3 > 0 und einem noch zu bestimmenden ¢ > 2. Da 3 > 0 ist, gilt ¢ € C2.

2+8—
,lpoﬁq

L
ABBILDUNG 1. Glittung von ¢ (x) mit ¥ = 0,5,¢q =3,8=0,2
Die Funktion ¢ wird nur fiir —r? < ¢ < 0 betrachtet, da es geniigt, die Situation auf Q(r) zu
untersuchen. Auf diesem Bereich gilt 1)y > ¢%r?, die Funktion 1) ist somit wohldefiniert.

Fiir jeden Punkt mit |z|? > 1o gilt ¢ = 0 in einer Umgebung. Deshalb gilt in R\ {z € R™ : |x|? < ¢}
die Gleichung L1 = 0. Dies folgt auch fiir |x|? > ¢g. Fiir die Punkte mit |z|> < ¢y erhalten wir

U=+ B) v g+ (=) v v o
= [@+8) vl —qui™ v w5 v,

bi=2+8) 1 v, vg+ (=) Ui g o,
7

=(2+8) 177 v, vy,

Vi = [+ A1 +8) ) v, + ()@ +B) v gt v, ] v+ 2+ 8) vt g i,
g
(Achtung, das i kennzeichnet hier die Ableitung von 1 und NICHT die Funktion v;, wie z.B. oben fiir
1 angefiihrt.) Fiir die néchsten Schritte ist es sinnvoll, sich die Ableitungen von ¢ anzuschauen. Diese
sind fiir |2]? < 1

d}li = —2(Ei,
Y1, = —2045.
Definiert man folgenden Differentialoperator Low := —w + a*w;;, dann ergibt sich fiir [z]? < vy die

Ungleichung

Lot =~ +a"
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= [awtPugt = @+ el (552) vt + @+ B + ) 4V, o v -
— (2+8) 2076, v1 ™7 !

¢0_qu 5 2+l3 1+3 . wﬁ
_quu—e) L~ 2+ A1) Bt 4 0)(1 ) e -
B 1+
—(2—}—6)20&&”5@' 1)11}0 ]
> “”%[( - )j—g—mm(l—s>%+<2+ﬂ><1+m4ax'w'2 <2+m2anA%]

. ity 93 gy o
> m[( ) G- 2+0) (=) +2000) 240+ 0) 4 A%}

2
Sei nun zunichst 0 < lzI7 < 1 Dann gilt
Yo 2

1>t |33|2
~ o o
Wir erhalten dann Loy > 0, falls ¢ > go(a, n, A, £0).
Sonst ist ﬁ—lj > % und Loy > 0 folgt mit der Cauchyschen Ungleichung und ¢ > qo(g0, @, m, A, A).
Insgesamt schlieft man nun Loty = L — b'p; > 0 und in {|z|? < ¢} folgt
L > b,
= 2+ 8) ¥ uy(~20'a;)
~2(2+5) ¢17 4g bl
~2(2+ B)y "7 bll2]
—2(2 4 B)(er)* 21420 b,

l\D|’—‘

weil Y1 > g > e?r? und 1 — ¢ < 0 ist. 3 ist dabei als klein genug vorausgesetzt.

Bis hierher wurde die Funktion v beziiglich der Ortsvariable x untersucht. Jetzt erfolgt die Untersu-
chung beziiglich der Zeitvariablen t. Zunichst sei t = —r2. Dann gilt 1o = £2r? und fiir || < er ergibt
sich

(827'2) (827"2 N |x|2)2+5
(827'2) (627"2)2+ﬁ
(eryt-20+28.

dj(xv _T,Z)

IAIA

Fiir [z| > er gilt ¢(x, —r?) = 0. Ist jetzt t = —(1 — a)r?, so ist ¢y = r* und fiir |z| < % gilt

U@, —(1—a)r®) = r72(r% — |zf?)*+7
—2q (%TQ)QJrﬁ

vV

r
3\2+08 4-2¢+2
> (§)7 i,

Definiere die Testfunktion v durch
vi=17— Aer)272~4y

und dazu den Zylinder Q, := B,.(0) x (=72, —(1 — a)r?).
Das weitere Ziel ist es, Theorem 5 auf die Testfunktion v anzuwenden. Dazu wird v als erstes auf dem
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parabolischen Rand von Q, untersucht. Fiir [z| = r und ¢t < —(1 — a)r? gilt
(1—e) (=1 —a)r? +1r?)

’lﬁo < o —I—EQTQ
_ (- TR}
«
wl - 0)
=0
— v=u>u>0
Fiir t = —r? gilt
¢0 = ¢?
(E — |z?),

_ (82 2 |x|2)2+ﬁ(€2r2)7¢1
< (67")4 2q+2p

mit |z|? < 2r?. Mit der Voraussetzung @ > A auf {(z,t) € R" x R: |z| < er,t = —r?} folgt
v>u—A>0.

Fiir |z|? > ¢%r? ist ¢ = 0. Daraus folgt v = @ > u > 0.
Also ist v > 0 auf dem Rand PQ,,.
Weiterhin gilt

Lv = —b+ a” v + b,
= —0+ A(er)172P () — aVpy; — b)) + aug; + by,
= —0 4 a9 uij + biu; +A(er)2 2744 — aVyy; — biey)
~ —n
< f 4202+ B)A(er) 22874 b||z| (er) 220128
< [ 422+ B)A|b L= (e7) 2]
=f

24

Jetzt 1dsst sich Theorem 5 auf v in @), anwenden mit d = k = 0. Allerdings wird dieses Mal die

angesprochene Infimums- statt der gewohnten Supremumsvariante verwendet. Es folgt also

) ) 3 f~+ b n+1 n/(n+1)
infv> inf —v~ —c¢(n) . T +r
Ln+1(Qa) Lr+1(Qa)

Qa PQa
———

=0

*

> —otm | (7 + 262+ bl e ) o ]
a1 1 n/(n+1)
(1 [ _+7)
> —c¢(n) (|‘f|‘L7z+1(QQ) +2(24+ B)A ] oo (er) ™2 HxHL““(Qa)) HW -
. ) n/(n+1)
(1 s _+7)
>

e, N (Il (guy + 22+ B AN e 1) 2 el s ) - (0 ) IblEE g, +

=G =F

F wird folgendermafien abgeschitzt,

" n/n+1 n/n
F = (etn ) Bl ) < (el BIEE - rmar? 4 )" < i
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falls r < ro(c(n, A), ||b]| Lo, a1). Ist b =0, so gilt die Abschétzung fiir alle Radien » < R. Als zweites wird
G unter Verwendung von Polarkoordinaten abgeschitzt,

—r24ar? 1/(n+1)
22+ B) A1~ ()2 2] s ) = 22+ B)Albl] = (er)” ( / ; / |x|"“dtdw>
/(n+1)
=2(2+ B)A||b|| L (er) 2 (arz/ |x|"+1dx>

B,.(0)

r 1/(n+1)
2(2+ B)Albl= ()2 (arelw) [ 541 dp)

0

1/(n+1)
= 2(2 + B)A||b|| = (e7) 2 (arzc(n);ﬁm)

2n + 1
<22+ B)A||b|| L2 20 "V e(n )riilf
=2(2+ B)Ac(n)e 2 1/(n+1)||b|| .
= el >A€’Qai“"“>||b||mm
< c(n)Ae™?,

falls » < ro(||b||pe, 1, n). Ist b = 0, dann gilt die Ungleichung fiir alle Radien » < R und es geniigt
¢(n) = 0. Mit diesen beiden Abschitzungen erhalten wir nun

02 =) (Il rsn(n) + 22+ DAL= ) 2l i) ) - (e W) BT g +7

Z _C(n7 )\) (||f||Ln+1(Qa) + C(n)A57 ) . 27’n/n+1
- _C(n7 )‘) ||f||L"+1(Qa) . 27,n,/n+1 — C(TL, )\)c(n) A€—2 . 2rn/n+1
—_——
c(n,\)
—c(n,A) - 2k — e(n, \)Ae™? - 2r"/" L in Qo mit k= 7" f ] gy
= _C(nv )‘)k - C(n, )\)AEfzrn/”Jrl.

)n/n-l—l

Auf der Menge @, schrinken wir nun auf |z| < § und ¢t = —(1 — a)r? ein, dann ergibt sich dort
= v+ A(er)29728-4y)
> A ((57")2‘1 =4 — e(n, N)e 27‘”/("“)) —c(n, \)k

- A (( )2+6( )2(1—26—47,4—2(1-1—2[3 —e(n, /\)6—27,n,/(n+1)) —e(n, Nk

( 2q—20—4 (%)Hﬁ c(n, \)e f2rn/(n+1)) —c(n, Nk

— A€2q7472ﬁ ((%)24‘5 n )\) 2— 2q+26rn/(n+1)) _ C(?’l, /\)k
> Ag?a—4-28 (6—1 c(n, \)e?~ 2q7‘”/("+1)) c(n, Nk

3A€2q 4—0( )’

sofern r < ro(eg,n, A, q¢) und S klein genug sind.
Setzen wir k£ = 2q — 4, dann folgt mit Addition von ¢(n, A\)u (hier stimmen die ¢ iiberein) und wegen
u > 0 die Ungleichung

a+ c(n, \u > gAa" —c(n, Nk + c(n, Nu
S (1t e(n,\) > %Ae"‘ +e(n, Au

= a(l+c(n,A)) > gAs
Ae"

A3

N
vV
>,
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3 1

mit § = Sy

Daraus folgt Theorem 9.

3. Calderon-Zygmund Zerlegung

An dieser Stelle steht nun die Calderon-Zygmund Zerlegung in einer parabolischen Version. Zu deren
Beweis werden wir im Verlauf eine passende Version des Lebesguetheorems verwenden.

Sei (xg,t0) € R" x R, R > 0,7 > 0. Wir definieren den Quader
Ko = {max |z’ — z}| < R, |t —to| < T}.

Sei f € L*(Ky) eine nichtnegative Funktion. Im Grunde wiirde es geniigen, charakteristische Funktionen
zu betrachten, da wir die Aussage lediglich auf solche anwenden. Sei 7 > 0 eine Konstante, fiir die gilt

1
T>— | f
[ Kol Jk,

Zerlege Ky in 2"*2 disjunkte offene Teilquader
K171, ey K1’2(n+2)
von der Form

Ky = {max|e — i ;| < R/2,]t — ] < T/4}

fiir geeignete (21 ;,t1,;). Da die Quader offen sind, gibt es keine Uberschneidungen. Im Falle abgeschlosse-
ner Quader erfolgt die Zerlegung bis auf eine Nullmenge, ndmlich den Réndern, an denen sich die Quader
schneiden.

LA

A

ABBILDUNG 2. erster Zerlegungsschritt im Fall n = 2

%/Kfﬁf

nochmals mit der gleichen Vorgehensweise. Setze die Zerlegung beliebig lange fort und erhalte so im m-
ten Schritt eine endliche Menge von Quadern K,y 1,. .., Ky, k(m). Sei S die Menge aller so entstandenen

Quader, fiir die gilt
7l
— | [>T
K| Jx

Unterteile jeden Teilquader K mit
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Bezeichne fiir K € S den "Vorgéngerquader” , aus dem K durch Zerlegen entstanden ist, mit K. Da die
Zerlegung bei K abbricht, erhalten wir

1 1 1
T > — = — > .
~ K| /[(f 2n 2| K| /;zf_ 2”*2IKI/Kf

al,
< f§2n+27_
K/

= U K und G:=K)\B.
Kes
Jetzt benétigen wir die angekiindigte Variante des Lebesguetheorems.

und daraus

fir alle K € S. Definiere nun

LEMMA 10. Sei 0 < f € LY(Ky) und bezeichne fiir festes (z,t) € Ko (diese Zuordnung funktioniert fiir
fast-alle (xz,t) € Ko) mit K,,,(x,t) den Quader aus dem m-ten Schritt der Calderon-Zygmund Zerlegung
(ohne vorzeitig abbzubrechen), so dass (x,t) € K,,(x,t). Definiere

fm(z,t) := !

. 1.
K (2, 6)] Jre, (20)

Dann gilt f,, — f in L'(Kp).

BEWEIS. Bezeichne p,,(z,t) = (x(pm), t(pm)) den Mittelpunkt des Quaders K, (z,t). Sei K,, der
um —p,,(x,t) verschobene Quader K, (z,t), der also seinen Mittelpunkt im Ursprung hat. Es gilt

Joir=tal= [ - [ S+ ) dyas
dmdt)

“mr U

K—/KO/ [ (@,t) = f(pm(x,) + (y, )| dy ds dz dt

dx dt

1 f(a. t)dyds—/ F(pm(@,1) + (4, 5)) dy ds

Zm/ /KIf(x,t)—f(pm(x,t)+(y,s))|dxdtdyds.

Ist f eine stetige Funktion, dann gilt fiir ein festes ¢ > 0, dass

[f(z:8) = flpm(2,t) + (y,9))| <e,

wenn m grofs genug ist. Insgesamt schliefen wir daraus, dass

/Kolf—fml < |K—1m|/Km /Kolf(af,t)—f(pm(af,t)+(y,8))|dxdtdyds

e
< [ Kole dy ds
|K |

Ko | Kole
IK |

= [Kole.

Mit ¢ — 0 folgt daraus die Behauptung. Ist f nicht stetig, so kénnen wir es durch eine Funktion g
beliebig gut approximieren, da fiir jedes p > 1 der Funktionenraum C.(R™) dicht in LP(R"™) liegt, also zu
jedem f € LP(R") und jedem ¢ > 0 ein g € C.(R") existiert mit || f — g[|zrrn) < €.

Wir approximieren in L!'die Funktion f mit einer stetigen Funktion g bis auf /3. Sei g,,, analog wie f,,
definiert, dann gilt die obige Ungleichung fiir g und g,

1
/ 19— gl < —— / / 19(2) — glpm(@:t) + (g, 8))| dz dt dy ds.
KO |Km| m KO

Wir verwenden im Folgenden die Dreiecksungleichung, die Approximationsgiite § von g an f und die

Stetigkeit von g. Die Wahl von m (m wieder grof genug gewéhlt) hingt dabei vom Stetigkeitsmodul von
g ab. Wir erhalten

/K0|f_fm|:/Ko|f_fm+g_9+9m—gm|
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é/ (Uf = g1 + 1 — gonl + 19 — g
Ko

:/ |f(x,t) — g(z,t)| dxdt +
Ko

v
Ko

ﬁ (/Km Flom (@) + (,5) = glpm(z, 1) + (y. ) dy ds)‘ dz dt +

+ / 19(2 1) — g, 1) i it
Ko

< |K1 | (/Km (o) (05)) = 0.0 + 39| dy s ) ot + 5
9 5

=3t |Km||K| 3

=E.

Somit ist die Behauptung auch in diesem Fall gezeigt.
O

Aufgrund dieses Lemmas 10 konvergiert f,, oder zumindest eine Teilfolge davon fast iiberall gegen f.
Damit ist fast iiberall dort, wo f > 7 gilt, irgendein f,, > 7 und die entsprechende Zerlegung bricht nach
Definition ab. In diesem Fall liegen die betreffenden Quader in B und folglich gilt f < 7 fast {iberall in
G.

Definiere nun die Menge

B=|J &

KesS

wobei K wieder der "Vorgingerquader” von K sein soll, dann folgt

/Bf < 7lBl,

da dies nach Definition von K fiir jeden dieser Quader gilt und B als disjunkte Vereinigung (modulo
Nullmengen, nimlich den Rindern) solcher Mengen K dargestellt werden kann.

Sei nun f := xr die charakteristische Funktion einer messbaren Menge I' C Ky mit |I'| < 7| Kp| und
gelte 0 < 7 < 1. Wie bereits gesagt, konvergiert f,, (oder eine Teilfolge davon) fast iiberall gegen f.
Wegen der Definition von f,,,

fonli ) = :

S R T
|K (Z‘,t)| K, (z,t) |Km($,t)| K, (z,t)

ist die Konvergenz f,, — 1 (wegen der charakteristischen Funktion) nur mdglich, falls es einen entspre-
chenden Quader K, gibt, der I" so schneidet, dass

/ . Em Oy
- _
[ Ko K|

fiir ein beliebiges ¢ > 0 gilt. Im Komplement der Vereinigung solcher Quader gilt fast {iberall xp = 0.
Deswegen folgt insbesondere

(7) | = TN B| < 7|B|.

Xr

4., Mafitheoretisches Lemma von Krylov und Safonov

Im Beweis der schwachen Harnackungleichung wird es spater einen Fall geben, bei dem sehr technische
Hilfsmittel bendtigt werden. Zu diesen gehort das Lemma von Krylov und Safonov, welches hier folgt.
Zuvor jedoch noch einige kurze Definitionen.

DEFINITION 11. Sei (x0,t0) € R™ x R. Fiir R > 0 definieren wir den folgenden Quader

Ko = K((zo,t0),R) := {(m,t) eR"” xR:mzax|xi—x6| < R, t <t<to+R2}.
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Sein € (0,2). Seien weiter (x1,t1) und r derart, dass K((z1,t1),7) C Ko. K ist dabei analog zu Ko
definiert. Zu K gehorig definieren wir die Quader

Ki((x1,t1),7) := Ko N {(x,t) ER" xR:max|z’ — 2| <3r, t; =3P <t <ty +47‘2}
und
Ko((x1,t1),7) := {(x,t) €R™ x R:max|z' —2t| < 3r, max|z’ —zb| < R, t; +1r* <t <ty + (1 + 5) 7"2} .
Sei £ € (0,1), und I' C Ky eine messbare Teilmenge. Sei G* = G*(I',§) die Familie aller Teilquader
K = K((x,t),r) von Ko, fir die |K NT| > ¢|K| gilt und setze

vi= |J K, i=1.2
KeG~
Die K;, K, K¢ sind dabei wie oben definiert.

t A
b (14 /mre+ Li K,

A

ABBILDUNG 3. Die Quader im Fall n = 2

LEMMA 12. Sei I' C Ky messbar. Dann gelten

(i) [T < &[Ko| =|T'| < ¢|YA],
(iii) Y1 <(1+n)[Yzl.

Beweis. Falls [I'| > ¢| K| gilt, so wihle K = K und setze K1 = Ky. Damit gilt dann Y7 = K
und es ist [I'\Y;| = [I'\Ko| = 0 und damit (i) erfiillt. Fiir den Fall (ii) ist nichts zu zeigen, da die
Voraussetzung nicht erfiillt ist.

Im Fall |T'| < ¢|Kp| benutzen wir die Calderon-Zygmund Zerlegung aus dem vorigen Abschnitt mit 7 = &.
Ist K((x1,t1),7) € S, dann gilt fiir den Vorgingerquader K von K,

K cC {(x,t) €ER" x R:max|z! — 2% <3rt; —3r? <t <ty +47"2}.

Es gilt also K C K, ((z1, t1),r). Da B als Vereinigung der Vorgingerquader und Y; als Vereinigung der Ky
definiert sind, folgt daraus B C Y;. Die Calderon-Zygmund Zerlegung liefert nach (7), dass |I'| = [I'N B|,
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also erhiilt man zusammen I’ C B C Y;. Damit ist (i) auch in diesem Fall bewiesen. Aus (7) und |B| < ||
schlieflen wir weiterhin (ii).
Der Beweis von (iii) ist etwas aufwandiger. Zunéchst fixieren wir ein 2 € R™, so dass gilt

I(z) == {t: (x,t) € Yo} #0.

Da Vereinigungen von (beliebig vielen) offenen Mengen wieder offen sind und Y3 eine solche Vereinigung
ist, ist I(x) ebenfalls offen als Teilmenge von R. I(z) kann weiter als disjunkte Vereinigung offener
Intervalle I, = (tm,Tm) dargestellt werden. Jedes dieser Intervalle ist nach Definition von Y3 wieder
Vereinigung von offenen Intervallen der Form

4
I = (tm,k + rfmk,tm,k + <1 + 5) rfnk) )

Jedes dieser Intervalle entspricht dabei einer Menge K. Sie sind jedoch nicht notwendigerweise disjunkt,
da sich mehrere K5 schneiden kénnen, so dass einzelne Intervalle "zusammenfallen” oder sich iiberlappen.
Bezogen auf die Bedingung t; — 3r2 < t < t; + 4r% aus der Definition von K7, definieren wir

e = (tmgk = 370 st e + 475, 1)
und

I:;’L = U J:;’L.k?
- )

wobei wir die Vereinigung jeweils bis zu einem von m abhéngigen Wert fiir k£ bilden. Nach Definition der
Intervalle und Quader gilt also

(8) {teR: (z,t) eViUYa} C | JU, ULn).
Da I, die Vereinigung der Intervalle I,, j ist, folgt aufgrund der Inklusionen I,, ; C I,

4
(9) tm < tmk + T g < bk + (1 + ;) ok < T

Als nichstes wollen wir zeigen, dass
(10) J:n,,k C (tm =0 (Tm —tm) , Tm)

gilt. Fiir die rechte Seite von J;, ; verwenden wir 3 > 1 und erhalten mit (9)

4
Tm 2 tm,k + <]. + E) 7",,277(’]@ Z tm,k; + 47’,,2”4’]{;.

Die entsprechende Ungleichung fiir die linke Seite von Jy, , ist aufwéndiger. Wir addieren zunéchst die
beiden duferen Ungleichungen in (9) und multiplizieren dann mit n > 0. Es folgt

4
b + bk + <1 + 5) ok <tk + T e + T,

4 2 2
n tm+tm,k+ 1+; rm,k Sn(tm,k+rm7k+7m)a

Nlm + 4r72n,k < NTm,
4r72n,k < n (Tm - tm) 5
b =10 (T — tm) <t i — 317 erneut mit (9).

m,k>

Damit haben wir (10) gezeigt. Offensichtlich ist aber auch I,,, in dem eben angefiihrten Intervall enthalten.
Nach Definition von I}, folgt

Das Intervall auf der rechten Seite hat die Lange (1 4 0)(7m — ty). Zusammen mit (8) und weil I(z) die
Vereinigung der Intervalle I,,, ist, ergibt sich

[{t: (@) eV UYa} [ <D (141 (T — tw) = (L+0)|I()]:

Genauer gesagt haben wir die Abschétzung

{t: (z,t) eV} < [{t: (2,t) e Vi UYa}| < (M4 n){E: (2,1) € Y2}
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fiir « mit I(z) # 0. Sei mit x; und x2 jeweils die charakteristische Funktion zu Y7 und Y3 benannt, dann
gilt
[a@na < [ o+ - a0 d < @) [ e d
R R R
fiir jedes beliebige x € R™ mit I(z) # 0. Fir Punkte z mit I(z) = 0 gibt es keine Werte ¢, fiir die
(z,t) € Yo. Weil nach Definition entsprechende K7 und K> "iibereinander liegen”, kann es dann aber auch

keine Werte ¢ geben mit © € K; bzw. = € Y;. Beide Integrale verschwinden also.
Zum Schluf integrieren wir beide Seiten beziiglich # und erhalten mit dem Satz von Fubini

Vi < (1+n)[Yal.

5. Die schwache Harnackungleichung

Fiir das folgende Theorem seien der Quader
Ko :=(=R,R)" x (=5R? —4R?) = K((0, —5R?), R)
und der Zylinder
O(R) := Q((0,—4R?),R) = Br(0) x (—5R* —4R?)
definiert. Es gilt
@(R) C K.

THEOREM 13. Sei Lu < f in Qr, u > 0 in Qdy/nR|, m = inf oy mp v und sei

- inf{u,m} in Qp,
" m aufSerhalb Q.

Ist d =0, dann gibt es positive Konstanten C = C(n, \, A, ||b||L~) und p = p(n, A\, A), so dass

P
R~(n+2) / ubdX | <C ( inf w,, + R™ "+ . )
( o anf [ F s pavmry)

gilt.

BeweEls:  Es kann vorausgesetzt werden, dass ein (x,t) € Qr existiert, fiir das u(x, t) < m gilt, da die
Konstante C' auf der rechten Seite der Gleichung sonst nur grof genug gewahlt werden muss. Aufserdem
wird zunéchst vorausgesetzt, dass R > 0 so klein ist, dass es die Schranken aus den Theoremen 8 und
9 erfiillt, damit wir diese spéter anwenden kénnen. Es ist also R < Rg(n, A, A, ||b||z~). Die allgemeine
Aussage erhalten wir dann am Ende mit Hilfe eines modifizierten Kugelkettenarguments.

Sei 1 > ¢ =(¢(n,A) >0 wie in Theorem 8 und £ := 1 — (. Dabei kann £ nahe bei eins angenommen
werden. Wie schon des 6fteren, werden auch in diesem Beweis einige Hilfsfunktionen verwendet. Definiere

die Funktion
n = %min{%,f*l/2 — 1}.

Fiir die gewiinschten Abschétzungen arbeiten wir mit Theorem 8 und Theorem 9. Da die Funktion
U, in den Punkten (x,t) mit u(x,t) = m nicht unbedingt differenzierbar zu sein braucht, definieren wir
folgende Glattungsfunktion u$, durch

ut (Z‘ t) — {P(u(x,t)) fir (x,t) € Qr,

m— 5 fir (z,t) ¢ Qp,

wobei
(m—%)—l—e%(z—m)3—|—%(z—m)4 fir z€ (m—e,m),
plz) =42 fir z <m —e,
m— £ fiir z > m.

2
Die Ableitungen von p(z) auf (m — e, m) sind
P =5GE-—m’+5(-m’ =20

P2 = 5 (z = m)+ & (= —m)* <.
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An den Stellen z = m und z = m — 5 stimmen die definierten Funktionswerte als auch die rechts-
und linksseitigen ersten und zweiten Ableitungen iiberein. Die Funktion p ist somit eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion. Auf dem parabolischen Rand PQ[4\/nR] gilt © > m , deshalb folgt dort, dass
p(u) =m — 5. Fiir u;, stimmen in diesen Punkten die rechts- und linksseitigen Ableitungen iiberein.
Somit ist uf, ein zweimal stetig differenzierbare Funktion, welche fiir ¢ — 0 in C° gegen die Funktion u,y,

konvergiert.

m+ e

//
/

m — 2e ‘ :
m — 2e m—¢e m m—+e

ABBILDUNG 4. Plot von p(z) mit m =2 und ¢ = 0,5
uf, erfiillt in Qr die Differentialungleichung
Lug, = = (ug,)e + a” (ug,)ij + b (ur,)s
= —p(u)t + a” p(u)i; + b'p(u);

— w0 (o (u)uy), + b ()
— (e a7 (o s+ (whueg) + B ()
= p'(u) (—u + a”u; + b'w;) + a” p’ (w)uu,
< p'(w)f + auiu p" ()
—— ——
>0 <0

<pu)f

——

€(0,1)
<7l

Fiir f < 0 gilt immerhin LuZ, < 0. Da u$, auferhalb von Qp konstant ist, gilt dort Lu, = 0 < |f]|. Die
Bedingungen sind fiir die Anwendungen der Theoreme 8 und 9 mit Q(4\/nR) ausreichend, da lediglich
die Norm von f in die Aussagen eingeht.

Wir kénnen m > 0 annehmen, da die Behauptung sonst offensichtlich erfiillt ist. Ist ¢ klein genug
gewéhlt, gilt auferdem u8, > 0 in Q(4y/nR).

Weiterhin Sei h > k = Rn/n'+1 |‘fHLn+1(Q[4\/ﬁR]) 5 afn = uf”n + k und

T'(h) :={(z,t) € Ko : 4, > h}.

Bezeichne G*(T'(h), £) die Menge aller Teilquader K von Ky mit [K NT'(h)| > ¢|K|. In G*(T'(h), ) sind
die Teilquader enthalten, die die Bedingung erfiillen und insbesondere alle, die in I'(h) liegen.

(z1,%1) und r > 0 werden nun so fixiert, dass K = K((z1,t1),7) € G*(I'(h),§). Fiir den diesem
Quader einbeschriebenen Zylinder Q = Q((x1,t1 +12),7) C K gelten auferdem die Bedingungen

(1) 12%2Mb&
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(12) |Q\I'(h)| < [K\L'(R)],
und aufterdem

(13) QNI+ [Q\I'(h)| =1Q|,
(14) K AT(R)| + [K\T(h)| = |K].

Daraus lésst sich folgende Abschitzung gewinnen
QNT(h)| =1Q| — [Q\I'(h)]
> Q| — [K\L'(R)|
=1Q|— |K[+[KNT(R)|
> Q| — |K[+¢|K|

— Q- (1-©)|K|
> Q- —5>Tln>|c2|

Da ¢ nahe eins ist, folgt fir 1 > ¢ > (1 — f)% >0

c(n

Rnrm)| > (1-) QI =l
Somit kénnen wir nun Theorem 8 anwenden und erhalten eine untere Schranke fiir «f,, ndmlich

inf g, > Cyh,

wobei 5
Q1 :={lx — x| < g,tl + ZTQ <t<t+7r?}
ist.
A
K

—AREL Q(r)

TS |

. i

BRY oh

R R

ABBILDUNG 5. Ubersicht der Quader und Zylinder

Eine dhnliche untere Schranke soll nun auf der Menge K5 gefunden werden. Dazu untersuchen wir
verschiedene Félle, denn Ks((x1,%1),7) muss nicht in Ky liegen. Durch die entsprechende Wahl von r
kann er nach oben aus K ausbrechen. Das Gleiche gilt fiir den den Quader K5 enthaltenden und wie
folgt definierten Zylinder, der bei entsprechender Wahl von 7 zusétzlich seitlich aus Ky ausbrechen kann,

2
QQ :=Q<<x1,t1—|—zr2—|—max{3\/ﬁ, l+%} r2>,max{3\/ﬁ, 1+é}7‘>
8 Vs g V8 7

=7
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Im ersten Fall nehmen wir an, dass Q2 in Q(4y/nR) liegt. Nach Anwendung von Theorem 9 erhalten wir
eine untere Schranke in Q2 O Ko, durch
Uy, > Cy - h,

mit Cy = Co(Cy,n, A\, A,n) = Ca(n, A\, A E) = Ca(n, A\, A). Gegebenenfalls ist das Theorem mehrfach
anzuwenden. Wie in den Theoremen gefordert, muss r ein bestimmtes, von diversen Variablen abhéngiges
ro unterschreiten. Da aber ag, a1,¢,e0,n, A, A dort als feste, nur von n abhingige Konstanten gewihlt
werden konnen, geniigt es, R in Abhéngigkeit davon als klein genug vorauszusetzen, wie dies am Anfang
angenommen wird.

Ist 7 so grof, dass der Zylinder Q2 nicht in Q(4\/nR) enthalten ist, so muss er {iber ¢ = 0 nach oben
hinausreichen (Zu beachten ist, dass ab einem Radius 7 > v/5R der Zylinder Q- in jedem Fall nach oben
hinaus steht, wihrend er seitlich frithestens ab einem Radius von 7 > 3R iibersteht.) In diesem Fall liefert
der Beweis von Theorem 9

(15) ﬂfn >Cy-h in Kgﬁ{t<0}.
Wir setzen v := %Cg und diirfen ohne Einschrinkung 0 < v < 1 annehmen. Dabei gilt v = v(n, A, A),
weil Cy(n, A, A).

Es folgt eine weitere Fallunterscheidung beziiglich Ks. Nehme zuerst an, es gibt ein K ((x1,t1),7) €
G*(T'(h), &) mit einem iiber ¢ = 0 hinausreichendem K. Zunéchst lisst sich » dann nach unten abschétzen.

Aus t; + 72 < —4R? wegen K C Ky und ¢, + (1 + %) r2 >0 aus K folgt

4
~r2>4R?> und damit r > VnR.
n

Insbesondere gilt deshalb
ﬂfn > Csoh in (B\/;,R(xl)) X {t = —4R2}.
Erneutes Anwenden von Theorem 9 auf @ mit @ := Q((z1,0),2R) D Q((0,0), R) ergibt
iy, > Csh in Q(R),

mit C3 = C3(Cq,n, A\, A, 1) = C3(n, A\, A). Wir schiitzen nun |T'(h)| < |Ko| = 2"R"*2 ab und erhalten fiir
jedes feste ¢ > 0 eine Konstante ¢ = ¢(Cs, ¢, n), so dass

: =€ q
IT(h)| <c- (mfcil“m) . g2

gilt.
Nehme im zweiten Fall an, dass alle zum jeweiligen K ((x1,t1),7) gehorigen Ky in ¢ < 0 und damit
in Q(4y/nR) liegen. Zuerst betrachten wir die Fille, in denen die beiden Annahmen

(16) [T (h)| < &|Ko|
und
(17) ID(vh) < &V40(h))

erfiillt sind. Die anderen Félle folgen spiter. Nach Lemma 12 erhalten wir dann
1
V1| > EIF(h)I~

Aus der vorherigen Betrachtung (15) folgt, dass
Uy, > 2vh inYs.
Y1 und Y; sind wie in Definition 11 mit T' = I'(h) definiert. Mit (17) bekommen wir
[¥a 1 Kol < [{a5, > vh} 1 Kol = [D(v)| < €~ /4T (k)]
Weiterhin ergibt sich nach Lemma 12

1
Yo| > — |3
ol 2
und zusétzlich mit (16) oben
1 1
Yo| > ——=|T'(h)|.
Yol 2 gDk
Insgesamt schliefsen wir daraus
[Y2\Ko| = [Ya| = [Y2 N Ko
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b1 _-1/a
> gt - )
> 51/2§|r<h>| VAR

= (1-¢/) e rm),

da nach Definition n < £-1/2 — 1 gilt.

Wir betrachten nun den Quader K», der am weitesten nach oben, nach unten geht ja per Definition
nicht, aus Ky hinaus steht. Zu diesem wollen wir eine untere Schranke fiir das entsprechende r angeben.
Beachte, dass auch ein seitliches Ausbrechen aus K ebenfalls nach Definition nicht méglich ist. Fiir den
iiber K iiberstehenden Teil von K5 ergibt sich

Kl < @R a2 = (0 (1+2) )

und zusammen mit der letzten Abschitzung

. 4
(1= /) e il < Kol < 2R)" |4 = (n+ (147)12)
und damit 4
bt (1-€/) e 2 rm) (2R ~ 4R
Dabei ist (2R)™ die Querschnittsfliche von K. Da aber K ((z1,t1),7) noch in Ky liegt, gilt zusitzlich
t1 + 712 < —4R? und es folgt zusammen

2o (1 174\ ¢=1/29—np—n
7"24(1 ¢ )g 2" R="|T(h)).

Weil B,.(71) x {t = —4R?} C K3 ist, gilt auf dieser Kugel auch 4, > vh. Theorem 9 liefert uns dann
eine untere Schranke fiir @5, in Q(R), ndmlich

ry\K
. e > H — .
&1}2) as, > c(n,A) (—R) ~vh, mit K = k(n, A\, A)

Mit verdnderter Konstante ¢(n, \) gilt auch auf einer groferen Menge

r\R
inf us > A (= h.
K((O,IEIRQ),R) U 2 €(n, ) (R) i

Diese Tatsache wird im schon angekiindigten spéteren Kettenargument wichtig.
Mit der vorhergehenden Abschitzung von r erhalten wir

: " n 1/4 —1/20—np—n / —K
> —_ —

/2
> c(n, \,v,m,€) - <|£r(f}r)2|) h

Weil T'(h) C Ko und somit
ID(h)| < |Ko| = R*- (2R)",
l1af3t sich weiter abschitzen

inf
K((0,—R2),R)

r(n) "
ﬂin > C(TL, )\7’%,’775) : (|RT(L+)2|> : ha

auch mit ¢ = ¢(n, A\, A, €) = ¢(n, A\, A), wenn wir 0 < ¢ = ¢q(k,7,&) = q(n, \,A) < % so fixieren, dass
v >
gilt.
Fiir den Nachweis der unteren Schranke von @, auf K((0, —R?), R) hatten wir die Annahmen (16)

und (17) getroffen, aus denen dann die Abschétzung folgte. Aufgrund dieser Implikation ist fiir jedes
h > k mindestens eine der drei folgenden Bedingungen erfiillt

(i) IT(h)] < €40 (vh)],

inf o 3 q
(i) [P(B)] < e(n. A, A) - (m K01 “m) R,
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(ii) IT(h)| > & - [Kol.

Daraus wollen wir eine allgemeine Abschitzung fiir |I'(h)| ohne Fallunterscheidung herleiten. Dazu sei

ho > k so gewdhlt, dass
h
F(Jﬁ‘<aKd
Y

gelten. Mit Theorem 8 und Theorem 9 ergibt sich die Schranke

IT(ho)| = €| Kol und

Wir definieren
ian((O,—RQ),R) us,
Co '
Mit Hilfe der vollstdndigen Induktion wollen wir nun beweisen, dass

2)

fiir alle [ € N gilt. Wegen der Inklusion I'(hy) C K ist |T'(h1)| < |Ko| = ¢(n)-R"*? und damit die Aussage
mit geeigneter Wahl der Konstanten fiir [ = 0 erfiillt (Induktionsanfang). Beim Induktionsschritt treten
nur die Falle (i) und (ii) aus der obigen Fallunterscheidung auf, weil hy > hg ist und deswegen fiir [ > 1

die Abschéitzung
o(3)]<r ()l < e ()] <ol
v Y Y

gilt. Im Fall (i) ist der Induktionsschritt
h
(%)
v

hy 1/4

g <7“’1) ‘ =
<c(n, A A) - €/ TRM?
< e(n, A, A) - AUFDIRnH2,

Im Fall (ii) erhalten wir direkt ohne Verwendung der Induktionsannahme

hy infx((0,—r2),R) Ury \ ! n
’r (W) < e(mAA) - ( (« % ).R) (a2

hl =

<c(n, N\, A) -~ RH2

= C- Cg . fy(l+1)(1 . Rn+2
<e(n, A\ A) .7(l+1)q . Rn+2.

Die Behauptung ist also in allen drei Féllen von |T'(h)| erfiillt. Sei nun h > h; beliebig und I € N\{0}

derart fixiert, dass

h h
Moo ns
Y 0

h
NOEES
<c¢(n,\,A) - y(=Da . gn+2

< c(n, A\ A) o' R

h1 ! n+2
< c¢(n,\,A) - - - R"TE.

gegeben ist. Dann gilt

Fiir beliebiges p > 0 gilt
/ hpilX{ﬁgph}dh = / hP~tdh = —hP| = - ((a,)? — hY),
hl h1 p hl p

da hy < h. Mit der Abschétzung von |I'(h)| erhalten wir fiir alle 0 < p < ¢

1 oo
—/ <wm&w@=/ K= (h)|dh
P JK((0,-5R?),R) h1

< e MA)-R™2 R [ primagp,
h1

1
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1
=c(n, \A)-R"2 . pd . —— . pPa
( ) o
S C(n7 )‘a Avpa Q) : Rn+2 : hlf
Daraus folgt

/ (as,)? < c(n, A\, A, p,q) - R"2 - hY.
K((0,~5R?),R)

Mit fixiertem p = p(n, A, A) ergibt sich nach Definition von Ay

1/p 1/p
r0 [ y) < (me | (1"
O(R) a K((0,~5R?),R)

1/p
R (n+2) (ﬁfn)p
K((O —5R2),R)

( n+2)) (c(n, /\,A,p, Q) . Rn+2 . hlly) 1/p
< c(n,\A)

<c(n,\,A) - inf Uy,
K((0,—R?),R)

IN

< oA A) il + B £ MR»)

( inf
K((0,-R?),R)
C(’ﬁ,7 )\, A) . < inf ufn + Rn/(n-{—l) ||f||Ln+1(Q(4\/ﬁR))) .
Q(R)
Damit haben wir die Behauptung fiir «;, unter Einschrinkung von R gezeigt, denn um Theorem 8 und
9 anwenden zu konnen, hatten wir R < Ry klein genug angenommen. Fiir allgemeines R kénnen wir
die Behauptung durch Induktion zeigen. Der bisherige Beweis mit der Einschrinkung an R ist dabei

der Induktionsanfang. Im Induktionsschritt kommt nun das angekiindigte "Quaderkettenargument” zum
Einsatz. Wir nehmen an, dass

—(n+2) 1/p
((5) / 2 (@)P) <er-f @,
2 K((0,-5(5):8) K(0.~(5)).8)
schon gezeigt ist.

Unter Beriicksichtigung des vorher Gezeigten reicht es,

1/p
R—(n+2) / ﬂfn p < (e, m, . inf 'L_Lfn
( K((o,—5R2),R)( ) < elev,n,p) K((0,—R2),R)

zu zeigen. Die Konstante ¢ muss dabei nicht gleich bleiben. Sie darf sich um einem von n und p abhéngigen
Faktor verdndern.

Wie in der Calderon-Zygmund Zerlegung zerlegen wir den Quader K ((0,—R?), R) in 2"*2 kleinere
K(X,%) Quader mit X als dem zugehdrigen Mittelpunkt (z,t). Wir wihlen ein A; € R"*! so, dass
der um dieses A; verschobene Quader noch einen bestimmten Anteil des nicht verschobenen Qauders

iiberdeckt, d.h.
K X,E NK X—|—Ai,5 >0 |K X,E
2 2 2
mit einem 6 € (0,1). Auferdem gilt nach wie vor

|K(X,R)| = c(n)- R"2.

)

Zusammen mit, der getroffenen Annahme erhalten wir die Abschéitzung

1 1 1/p
inf @, > = / (7,)"
K(X, %) cacr,n,p) \ |K(X, ) K(X—(0,R2),2)

L1 (\K(X—(O,R%%)mK(X—<07R2>+A1,§>|>”‘°_
2

|5 (X, 5)]
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1 1/p
3 (a5,)7
|K(0, §) N K (AL 5)| Jr(x—(0,r2),8)nK (X~ (0,R2)+A1,2)
>i61/p_ |K( _(07R2)7§)0K(X_(05R2)+A15%)| .
S e |K(0, 8)nK(A, )
=1
1/p
inf ufn)p>
(X —(0,R2), B)NK(X—(0,82)+ Ay, &)
> Lsiw. inf as,
C2 K(X—(0,R?),E)nK(X—(0,R?)+A1,8)
> lél/p- inf Uy,
K(X—(0,R?)+A:1, &)
1/p
> —51/” s, )P
IK K(X (0,2R2)+A4,2)
1/p
> —52/P (a5,)P
|K K(X (0,3R2)+A,+44,8)
1/p
> - 53/P (@s,)P
|K K(X (0,4R?)+A1+A2+Ag, 1)

1/p
> %54/17 ;R / (g, )P )
Cy I[K(X, 5)| Jr(X=(05R)+ A1+ A0+ As+A,, 1)

Die jeweils grofétmoghche Verschiebung, die wir mit einem A; erreichen, betriigt fast £ 5 beziiglich

der z-Koordinate und fast £~ + beziiglich der t-Koordinate. Von einem beliebigen Quader K (X, —) aus
der Zerlegung von K ((0, RQ) R) ausgehend, kénnen wir mit K (X — (0,3R%) + Ay + Ay, &) K(X —
(0,4R%) + Ay + Ag + Az, ), K(X — (0,5R?) + Ay + Ay + Az + Ay, &) jeden beliebigen Quader der
Zerlegung von K ((0, —5R?), R) erreichen.

Sei K(X, %) so gewiihlt, dass

inf o
K((0,—R?),R) K(X,%)
gilt. Durch Addieren der gefundenen Abschitzungen (oder durch Betrachtung des maximalen der auf-
tretenden LP-Integrale) folgt die Induktionsbehauptung, in der C' auch von Ry abhéngt, fiir beliebige

Radien R > 0. Somit folgt das Theorem fiir u;, und mit ¢ — 0 folgt die Behauptung auch fiir w,,.
O
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Holderabschatzung

LEMMA 14. Seien w und o wachsende nichtnegative Funktionen auf dem Intervall (0, Ro]. Gibt es
positive Konstanten o, 0,7 mit 7 < 1 und 0 < «, so dass

r00(r) < s %0 (s) fiir alle 0 < s <r < Ry

und
w(rr) < 1%0(r) + o(r) fir 0 <r < Ry

gelten, dann folgt

w(r) < c(a,d,7) - ((RL) a w(Ro) + J(r)) .

0

BEWEIS: Im Falle r > 7Ry gilt die Behauptung mit ¢ = 77,
Im anderen Fall wihlen wir & € N so, dass

(18) 1Ry <r < 7*Ry

erfiillt ist. Fir j =0,...,k — 1 gilt
TjR() > TkR(),

woraus folgt, dass
(7' Ro) ™" 7 (7' Ro) < (" Ro) "o (7" o) ,
(19) o (' Ro) < 7U""% (7" Ry) .

Nach vollstéandiger Induktion erhalten wir, dass
k—1 ‘ ‘
w(rthr) < thew(r) + Y oD o (rir)
j=0

gilt. Induktionsanfang ist dabei die Voraussetzung
w(tr) < 7%0(r) +o(r)
mit k£ = 1. Der Induktionsschritt ergibt

w(th ) = w(Th - 7r)
k-1 ‘ ‘
< Tkaw(,rr) + ZTa(kflfﬂ)g(TJTr), nach Annahme,
=0

k—1
<T@l o) + 37" Do), nach Vor,
7=0

_ T(k+1)0é ( + 7— 0- + Z T()/(k 7) 7—]

rktDag, () 4 ZTa(k Do(rir)
Wir konnen nun folgendermafien weiter abschitzen

k—1
w(t*Ro) < *w(Ro) + Y r** 1o (17 Ry)
j=0

39
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k—1
< PRw(Ry) + 3 r k=D o2 Ry), mach (19),
j=0
k—1 ‘
— Tkaw(Ro) + Z T(k717j)(a75)7_750(7_kR0)
j=0

k—1
= Tkaw(R()) + Z T(ai(s)iTi(SO'(TkR())
i=0

< 7" W(Ry) + 7 %0 (7% Ry) Z rla=9)i
=0

————
geo. Reihe, da 797% < 1

= Tkaw(Ro) + iU(TkRo)il

70 1— 79

k
ko J(T RO)
= R .
T w( ()) + P S—

Wegen (18) gilt

und

()o(5) <o

r

o (;) <77%(r),

weil £ > r und wegen 7 < 1 nach Voraussetzung. Daraus und nochmals nach (18) mit r < 7%Ry und

w(r) < w(’TkR())

Mit ¢ = max { (%)a , —,;%} ist das die Behauptung.

T

Fiir die Anwendung des Lemmas 14 ist es hilfreich, sich folgendes zu iiberlegen.
BEMERKUNG 15. Seien w und o wachsend. Gibt es positives K und 3 mit 3 > 0, so dass
w(rtr) < KtPw(r) + o(r)

fiir kleine 7 > 0 gilt, so folgt
w(tr) < 7%0(r) + o(r)
fiir o € (8,8) und 7 so klein, dass K7° < 7 und die Aussage des Lemmas 14 gelten.

BEMERKUNG 16. Gibt es 7,¢ € (0,1), so dass
w(tr) <ew(r)+o(r)

gilt, dann folgt
w(tr) < 7%0(r) + o(r)

_ loge
~ logT”

mit o =log €
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BEMERKUNG 17. Erfillt Q2 eine duflere Kegelbedingung, siehe [Gilb, Kap. 8.10] vor Theorem 8.27,
so finden wir A <1 wie in Theorem 18 beschrieben.
Lést u

Lu=f inQr,
U= auf PQp,

mit p € C%P, so kinnen wir im folgenden Theorem o(r) = c-r® wéhlen, falls wir annehmen, dass 3 > 0
klein genug ist. In diesem Falle ist u fir (x,t) € PQr hélderstetig. Mit Hilfe von [Gilb, Theorem 8.29]
und inneren Krylov-Safonov Abschitzungen (den dem Theorem 18 entsprechenden Abschitzungen) folgt
dann die globale Hoélderstetigkeit.

THEOREM 18. Sei Lu = f in Qr. Gibt es positive Konstanten A < 1 und R > 0 fiir (xo,t0) € PQr,

so dass
|Q((zo,t0),7) N Q| <A
|Q((zo,t0), )|
fiir 0 < r < R erfillt ist, dann gibt es Konstanten C' = C(n, A\, A, |[b|| o , A,p) > 0 und
0<a=oan\A|b|,«,ADp) <1, p wie in Theorem 13, so dass

T « n n
Shgus¢ {(E) gscu+ "V f = dull i gy + 0(1)

gilt, sofern o(r) eine wachsende und r—°c(r) eine fallende Funktion von r > 0 mit § < a und P%b[c : u<
4r
o(r) ist.
BEWEIS: Sei ohne Einschrinkung angenommen, dass 0 < r < £ 1 gelte. Wir definieren

My := sup u, my:= inf wu,
Qlar] Q[4r]

My :=supu, mq:=infu

Q[r] Q[r]
und
M:= sup, m:= inf u.
PQ[4r] PQ[4r]

Sei Q(r) := Q((xo, to),r) fir (xo,to) € PQrp. In Q[4r] gilt
My—u>0, u—my=>0.
Mit Lo := — £ + a¥ D;; + b’ D; gilt in Qr
Lo(My —u) =—f+du, Lo(u—my)=f—du.

Mit Anwendung der schwachen Harnackungleichung auf (My — u) und (My — u)5 wie dort definiert
erhalten wir

1/p
r‘"‘Q/ (My —u)p, dX <C (inf (My — w)g + ™/ FD || f — du||m+1(9[4r]))
@(7‘) ) Q(T)

<€ (My= My + 570 | f = du s )

mit m = inf po,(Ms —u) = My — M. Da Qr Produktstruktur hat, gilt [©(r)\Qr| > |Q(r)\Qr|. Wir
benutzen, dass (My — u)7 = (M4 — M) ausserhalb von Qr gilt und erhalten

1 1/p 1 1/p
e / (My—w) dX | > [—r pne2 / (My — M) dX
<|B1(x07t0)| o(r) " | B1(z0, t0)| o(r\Qr

1Q(r)\2r| o\
( QM M)>

= (- ) v )p>1/p

> (1= A)YP(My - M).
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Es gilt die Ungleichung
(20) (1—A)VP(My—M)<C (M4 — My + /D || f — du||Ln+1(Q[4r])) -
Analog folgt fiir (u — my) die Abschitzung
(21) (1—A)YP(my —my) < C (m1 — g+ T f dullmlm[m)) :
Durch Addition von (20) und (21) erhalten wir
(1- A)l/p(M4 —M+m-—my)<C <M4 — My +my —my+ pr/ () f-= du"Ln+1(Q[4r]))

und nach Umformung

1
My =y < (M = ma e O | f = dullsgogany ) = (10— A7 (M= ma - m = M)
1 1p n/(n+1) 1 1/p
< (1= 0= DY) (Mg = ma) + 5D =l s gy + (L AP (M = m).
Sei
w(r) := oscu.
(r) g
Dann ist
1 1
W('f') S (1 _ 6(1 _ A)l/p) W(4'f') + ,r,’ﬂ/(n+1) ||f — du||L”+1(Q[4T]) + 6(1 — A)l/p P%S[,ST] u.

Sei 0 < oo = a(A,p,n, A, A, ||b]| L) < 1 so gewdhlt, so dass

1-— 1(1 — AP = G)a

c
gilt. Fiir 0 < r < R gilt dann die Abschitzung

) e 1\
1 1 n/(nt1) | _ — (=
w (4r> < (4) w(r) +r I1f = dull prsr (qary) + (1 (4) )P%Sffﬂu

1 (0%
< (3) w40 = dul gy + 00
Mit Hilfe von Lemma 14 ergibt sich
W(T) <C [( ) W(R) + rn/(n+1) ||f — du”L”‘“(QMr]) + O'(’I“):| .

r

R
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Anhang

Hoéldersche Ungleichung: Seien 1 < p < ¢ < oo und % + % = 1. Sei U C R" offen und beschrinkt.
Dann gilt fiir w € LP(U) und v € LY(U) die Ungleichung

/U|W| dr < |[u]lLrw) - IVl Loq)-

Youngsche Ungleichung: Seien 1 < p < ¢ < oo und % + % = 1. Dann gilt
P
abga——i—— fir a,b > 0.
p q
Youngsche Ungleichung mit : Seien 1 < p < ¢ < 0o und % + % = 1. Dann gilt
ab < ea? + ¢(e)b?  fir a,b,e > 0.

Im Fall p = g = 2 erhalten wir die Cauchysche Ungleichung bzw. die Cauchysche Ungleichung mit €.

Cauchysche Ungleichung: Seien a,b € R. Dann gilt
a?  b?
b< — + —.
W= T3
Cauchysche Ungleichung mit : Seien a,b € R und £ > 0. Dann gilt
2

b
ab < ea’® + —.
4e
Cauchy-Schwarz Ungleichung: Seien z,y € R", dann gilt

|z - y| < [z|]y|.

Regel von de I’Hospital (einfachste Version): Auf dem Intervall I = (a,b) seien f,g: I — R zwei
differenzierbare Funktionen. Es gelte ¢'(z) 20 Vx € I und es existiere der Limes

f'(x) _

—ceR
b @) S

Dann gelten die folgenden Regeln von de 'Hospital:

1) Falls lim,_; g(x) = lim,_, f(2) = 0 gilt, so ist g(z) #0 Vz € I und
f@) _

i
v=b g(x)
2) Falls lim,_.p g(z) = fo0 gilt, so ist g(x) # 0 fiir > x¢ mit 2o € I und

flz) _

1 =
a—b g(z)

Satz von Fubini: Seien ¢; und ¢ Mafe auf R™ bzw. R™, und sei ¢ = ¢ X ¢o das Produktmafs auf
R™Fn2 Sei f € L1(¢). Dann gilt:
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(i) Fiir ¢;-fast alle z ist f(z1,.) € LY(¢2).
(ii) Die (fiir ¢1-fast alle 1 definierte) Funktion

F:x1»—>/f(x1,.)d(b2

/Fd¢1 :/qus.

Die Rollen von ¢; und ¢4 lassen sich dabei vertauschen.
In der Kurzform lautet die Aussage

/fd¢=/</fd¢z) d¢1=/</fd¢1> dén,

falls die linke Seite existiert.

ist in £(¢1) und

Transformationssatz: Sei h: G — R” injektiv und auf der offenen Menge G C R” stetig differen-
zierbar. Dann gilt:

(i) h(G) ist Lebesgue-messbar.
(ii) Ist f € LY(h(G), pn), so ist (f o k)| det Dh| € LY(G, u,) und

/ Fdn _/( o )| det DA dyin.
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