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1 Einleitung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Regularitét fast minimaler Subgraphen
in R*1,

Seien eine offene Menge Q2 C R"*! und eine meBbare Menge £ C R™H!
vorgegeben. E sei fast minimal in 2, d. h. es gelten Abschitzungen der Form

/|D><E|§ / |Dxp|+ Kp"t>*

Bp(x) Bp(z)

fiir Vergleichsmengen F' mit £ A F € B,(x).

Unter diesen Voraussetzungen besteht der mafitheoretische Rand 0F N2 aus
dem relativ offenen reduzierten Rand 0* EN¢2 und einer Singularitdtenmenge
(OF \ 0*E) N Q. Die Regularititsresultate von [6] besagen nun

O*FE N Q ist C* — Mannigfaltigkeit

und

H((OE\O*E)NQ) =0 fir s >n—T1.

Besonders interessant ist der Fall n < 6, hier stimmen ndmlich mafitheo-
retischer und reduzierter Rand iiberein, da H°((OF \ 0*E) N Q) = 0 gilt.
Der maBtheoretische Rand ist damit eine orientierbare Mannigfaltigkeit der
Klasse C*.

Dieses Resultat beruht insbesondere auf der Tatsache, daf es in R” keine
minimalen Kegel gibt auer der leeren Menge, R” oder Halbraumen. In R®
sind nicht mehr alle minimalen Kegel von der erwahnten Art, und man findet
fast minimale Mengen in R®, deren mafitheoretischer Rand dC keine C'-
Mannigfaltigkeit ist.

In dieser Arbeit wird nun ein Regularitéitssatz bewiesen, der besagt, dafl mi-
nimale Kegel £ C R"*!, die zusitzlich die Eigenschaft haben, als Subgraphen
darstellbar zu sein, auch noch fiir n = 7, d. h. fiir £ C R8, Halbrdume (oder
0, R®) sind.

Dieser Regularitéitssatz ermoglicht es nun auch, Riickschliisse auf die Regula-
ritit des maBtheoretischen Randes gewisser fast minimaler Mengen £ C R®
zu ziehen. Ist £ C R® fast minimal und als Subgraph darstellbar, so erhélt



man unmittelbar aus dem Regularititssatz, dal auch in diesem Fall der maf3-
theoretische Rand OF eine C'*-Mannigfaltigkeit ist. Fiir £ C R? gilt ein
analoges Resultat nicht mehr, ein Gegenbeispiel ist angegeben.

Anwendbar ist der Regularitéitssatz auch, wenn man — in einer zu einer Tu-
benumgebung von S™ homéomorphen Menge — Hyperflachen vorgeschriebe-
ner mittlerer Kritmmung sucht, die homéomorph zu S™ sind. Nach [1] kann
man solche Hyperflichen insbesondere fiir n < 6 finden. Auch auf diese Fra-
gestellung kann man den Regularitidtssatz anwenden und erhélt auch noch

fiir n = 7 Hyperflachen vorgeschriebener mittlerer Kriimmung homéomorph
zu S™.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert: Kapitel 2 skizziert verschiedene Moglich-
keiten, den Rand einer melbaren Menge zu definieren. Kapitel 3 beschéaftigt
sich mit dem Blow-up-Verfahren, mit dessen Hilfe man aus fast minimalen
Mengen minimale Kegel bekommt, weiterhin wird gezeigt, daf3 die aus fast
minimalen Mengen — die zugleich Subgraphen sind — entstehenden Kegel wie-
der Subgraphen sind. In Kapitel 4 wird gezeigt, daf§ als Subgraph darstellbare
minimale Kegel in R"*! fiir n < 7 Halbriume sind. Kapitel 5 zeigt, wie diese
Resultate nun angewandt werden konnen, um nachzuweisen, daf§ der Rand
eines fast minimalen Subgraphen eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist.
Es wird auch ein Beispiel angegeben, das zeigt, dafl dieses Resultat beziiglich
der Dimension optimal ist. Wie man mit diesen Resultaten auch noch in
8-dimensionalen Mannigfaltigkeiten Hyperflachen vorgeschriebener mittler-
er Kriimmung wie in [1] erhélt, wird schlieBlich in Kapitel 6 beschrieben.
In Kapitel 7 werden einige zitierte Resultate, insbesondere aus [4] und [5],
aufgefiihrt.



2 Definitionen

Bezeichnung 2.1 Die charakteristische Funktion einer Menge M wird im
folgenden mit s bezeichnet. Treten Koordinaten in R*™! auf, so wird mit
(z,t) der Punkt (', ..., 2", t) bezeichnet. Auch x = (&, 2"™!) fafit die ersten
n Koordinaten zu & zusammen. Setze stets n > 2 voraus.

Definition 2.2 (Subgraph) Sei ¢ : A — R eine beliebige Funktion. Defi-
niere den Subgraphen sub ¢ der Funktion ¢ durch

subp :={(z,t) e AXR:t < p(z)}

Definition 2.3 (fast minimal) FEine mefbare Menge E C R™ heifit fast
minimal in Q C R, falls fiir ein X mit 0 < X\ < 1 und fiir alle Mengen
A € Q Zahlen R und K mit 0 < R < dist (A,0Q) und K > 0 existieren, so

dafs
/|D><E|§ / |Dxp|+ Kp"t>*

Bp(z) By (z)
firallex € A, 0 <p< Rund EAF € By(x) gilt.
E heifit (lokal) minimal, falls K = 0 gewdhlt werden kann.
Definition 2.4 (Topologischer Rand) Sei E C R™"! beliebig.
OPE = {r c R . B.(x)NE#0 und B.(x)NCE#0 Vr >0}

Die folgenden Definitionen entsprechen [4, S. 43]:

Da bei meBbaren Mengen die Definition des Randes nur von der L'-Aquiva-
lenzklasse abhéngen soll, ersetzt man die topologische Randdefinition durch:

Definition 2.5 (Maflitheoretischer Rand) Sei E C R™™ mefbar.

OF :={z €¢ R"™ .0 < |B.(x) N E| < |B.(x)] Vr >0}

Definiere weiterhin das mafStheoretische Innere und das majStheoretische
Komplement durch

E,:={x e R":3r >0:|B.(x)NE| = |B,.(2)|}
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und
C.E:={zeR":3r>0:0=|B.(z)NE|}.

Beachte, dafi damit E, und C,E offene Mengen sind. R™™ ist disjunkte
Vereinigung von £, EHE und OF. Schreibe spiter auch E oder CF fiir E,
oder C,E. Dies ist im Fall |[0E| = 0 sinnvoll, denn in diesem Fall liegen E
und E, sowie CE und EME in der gleichen L'-Aquivalenzklasse.

Definition 2.6 (Reduzierter Rand) Sei E C R""! Caccioppolimenge,
d. h. es gilt [|Dxg| < oo fiir alle offenen Mengen 2 € R™™. Der redu-
o)

zierte Rand O*E besteht aus den Punkten x € R™, fiir die

/|Dmﬂ>0‘w>o

Bﬂ(ﬂﬁ)

gilt, und der Limes
limv,(z) = v(z)

p—0
existiert, wobei
[,
B,(x
vy(r) = —=
g I [Dxgl
Bp(m)
und zusdtzlich
v(z)| =1

gilt. v(x) heif§t innere Normale an FE in .

Eine andere Methode, bei einer mefibaren Menge den Rand zu definieren,
besteht in der Verwendung der Dichte:

Definition 2.7 (Dichter Rand, vgl. [7, S. 249]) Definiere

Bf XE Bf XE
OuE == {2z e R limsup o) >0 und liminf 2% <1
p—0 f 1 p—0 f 1
Bp(x) Bp(x)



Einschrénkender kénnte man auch lim inf und lim sup vertauschen. Wie man
aber analog zu Lemma 3.1 zeigen konnte, hdtte man auch in diesem Fall
Ubereinstimmung von dichtem und maBtheoretischem Rand, solange die be-
trachteten Mengen fast minimale Caccioppolimengen sind.

Definition 2.8 (Singularitit) z € R"™! heifit Singularitit der mefbaren
Menge M C R™ falls x € OM\O*M. OM\0*M heifit Singularititenmenge

der Menge M. Man spricht auch von der Singularititenmenge der Menge
oM.

Nicht singuldre Randpunkte heiflen reguldr.

Definition 2.9 (Kegel) C' C R™! heifit Kegel mit Spitze x, falls
yeC=zx+7(y—2x)eC fird<r.

Falls C' # 0 und C # R" so heifst C nichttrivialer Kegel.



3 Das Blow-up-Verfahren und Darstellbar-
keit als Subgraph

Lemma 3.1 Sei E C R in der offenen Menge Q@ C R™ fast minimale
Caccioppolimenge. Dann stimmen in 2 dichter und maftheoretischer Rand
von E dberein.

Beweis: (Analog zu [4, Theorem 9.3])
Stets gilt Oy F C OF.

Nehme an, es existiert o € (OF \ Oy E) N §2. Nehme weiter o. E. zy = 0,
B1(0) € Q an. Definiere F; := {x € R"™ : tx € E} fiir t > 0. Da nach
Annahme zy ¢ Oy F N, gilt fiir eine beliebige Folge t; — 0, i — oo,
t; > 0, daB (wnﬂt’;*l)*l [ xr gegen 0 oder 1 konvergiert fiir ¢ — oo: Falls

23

beispielsweise lim ionf Ei% < 1 verletzt ist, gilt
p— P

| < liminf Be@) NV EL o Be@) O EL
=0 [ By(wo)] p—0 [By(z)ol

d. h. der Grenzwert dieser Folge existiert fiir p — 0. Nehme o. E. an, dafl

lim iglf% < 1 verletzt ist, also daf %70335‘]5' gegen 1 konvergiert.
p—

Daraus ergibt sich w,}y [ xg, — 1 fiir i — oo. Also gilt F;, — B in
By ’
LY(By).

Dies liefert einen Widerspruch, wenn man noch nachweist, dafl eine Teilfolge
in L}, .(R™"1) gegen eine Menge C' mit [ |Dxc| > 0= [ |Dxs,| konvergiert:
Bl Bl

Nach [5, S. 137, vgl. 7.15] gibt es eine Teilfolge, o. E. t;, so dal E;, — C
in L} (R™1) konvergiert, und C' minimaler Kegel in R™™! mit Spitze 0 ist.
Beachte, dal auch die reskalierten Mengen E}, fiir 0 < ¢; < 1 fast minimal
sind:

/\DXEJ = ’57"/|DXE|

Bp Bpt

< | [ IDxel + Kty

pt
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/ |DxE, |+ (Kt*)p" A

By

Fist dabei eine Vergleichsmenge wie in der Definition beschrieben, F; wird
analog zu FE; definiert.

Und weiter nach [5, S. 118, vgl. 7.10] erhélt man
o (1 = TR < / Dy =t / Dyl

Nach [5, S. 139, vgl. 7.16] gilt nun

[ 1pxel =it [ 1Dxel.
B

Byt

Zusammengenommen erhélt man

o [1Dxs] =0 <w, <57 [ |Dxcl

B, B,

fiir alle 1 > p > 0. Diese Gleichung zeigt C' N B 1 # B 1 liefert also den
gewiinschten Widerspruch. |

Bemerkung 3.2 Der Beweis von Lemma 3.1 garantiert insbesondere, dafl
beim Blow-up um einen Randpunkt einer fast minimalen Caccioppolimenge
E die Mengen E;, = {z € R"™' : t,z € F} in L} (R"™!) weder gegen die
leere Menge noch gegen R™*! konvergieren fiir eine beliebige Folge t; — 0,
t; > 0.

Bemerkung 3.3 In kleinen Dimensionen, d. h. fiir n+1 < 8, hat der Kegel
hochstens eine Singularitédt: Angenommen, C habe neben dem Ursprung noch
weitere Singularitdten, dann enthélt die Singularitdtenmenge 32, da C' Kegel
ist, mindestens eine Halbgerade, und deshalb folgt H'(X) = +o00. Nach [4,
Theorem 11.8, S. 134, vgl. 7.4] gilt aber H*(X) = 0 fiir s > n — 7. Also gilt
hier s = 1 < n — 7 im Widerspruch zu n + 1 < 8, und somit besitzt C' im
Fall n + 1 < 8 hochstens eine Singularitét.



Der Kegelmantel 0C' ohne die moglicherweise auftretende Singularitdt im
Ursprung ist dann nach Theorem [5, Theorem 2, S. 135, vgl. 7.12] eine diffe-
renzierbare Mannigfaltigkeit.

Weiterhin kann man o. E. annehmen, dafl C' das mafitheoretische Innere
des Kegels ist, da der Mantel ohne Ursprung, 0C' \ {0}, als differenzierbare
Mannigfaltigkeit eine H"**-Nullmenge ist, d. h. die meibare Menge C' besitzt
in ihrer Aquivalenzklasse einen offenen Vertreter.

Mit der gleichen Argumentation erhédlt man dimensionsunabhéngig, dafl jeder
minimale Kegel C' mit hochstens einer Singularitét o. E. offen ist. Ebenso ist
fiir eine minimale Menge E der reduzierte Rand 0*F eine reellanalytische
Mannigfaltigkeit.

Die folgende Definition erweitert den Begriff des Subgraphen, so dafl man
auch von Subgraphen von Funktionen mit Werten in R U {—o00, 400} =
[—00, +00] sprechen kann.

Definition 3.4 (Subgraph einer Funktion, vgl. [4, Definition 16.1,
S. 183]) Sei 2 C R™ eine offenene Menge, u : Q2 — [—o0, +0o0] mefibar.

subu = {(2,t) € QxR :t <u(z)}
heifit dann Subgraph zur Funktion w.

u heifst Quasi-Losung der Minimalflichengleichung, falls subu in Q X R mi-
nimal ist.

Bemerkung 3.5 Ist der Ursprung Randpunkt einer fast minimalen Cac-
cioppolimenge, so konvergieren die Mengen £E;, aus Bemerkung 3.2 in
Li (R nicht gegen die leere Menge oder gegen R™"!. Nach [5, Propo-

sition, S. 137, vgl. 7.15] konvergiert F;, fiir eine geeignete Teilfolge ¢; — 0
gegen einen minimalen Kegel C'. C ist also nichttrivialer minimaler Kegel.

Sei nun die Menge E zusitzlich Subgraph einer meBlbaren Funktion. Dann
sind auch die Mengen FE;, Subgraphen mefibarer Funktionen. Nach Lemma
[4, Lemma 16.3, S. 184, vgl. 7.7] ist nun auch C' Subgraph einer mefbaren
Funktion u : R" — [—o0,+00]. Da C aber auch ein Kegel mit Spitze im
Ursprung ist, ist u positiv homogen vom Grade 1. Weiterhin ist C' = subu
minimal, u also Quasi-Losung der Minimalflachengleichung.

10



4 Regularititssatz

Definition 4.1 Seiu: R™ — [—o00, 00| mefbar. Definiere
P:={2 e R":u(Z) =400}

und
N :={2 € R":u(2) = —o0}.

Falls eine Menge M als Subgraph einer mefbaren Funktion w darstellbar
ist, dann ordnet man M wvermdge u Mengen P und N gemafl der obigen
Definition zu.

Bemerkung 4.2 Die Mengen N und P einer als Subgraph darstellbaren
Menge M sind als L*-Aquivalenzklassen wohldefiniert.

Beweis: Zeige die Behauptung nur fiir N. Fiir P verlauft der Beweis analog.
Seien u; und uy zwei mefibare Funktionen, u; : R" — [—o0, +00], subu; = M,
1 = 1, 2. Definiere fiir + = 1,2 zur Funktion u; die Menge N;. Nehme an, es
gilt [Ny A N3| > 0. Man erhélt nun

[N1\ No| + [N\ Ni| > [(N1\ N2) U (No \ Np)| =[Ny A Np| > 0.

Nehme daher o. E. [N7\ Na| > 0 an. In Ny \ N, gilt u; = —oo und uy > —o0.
Damit gilt
Nl\NQI U{.ﬁi‘ENl\NQUQ(L%) > k}

keZ

Die Mengen Ay := {2 € N1 \ Ny : us(Z) > k} sind aber fiir beliebiges k € Z
n-dimensionale Lebesgue-Nullmengen: Sonst erhélt man fiir beliebiges k € Z

0 = [0 =[M\ M|

|sub us \ sub u, |

> |(subug \ subuy) N Ayl
> [Agl- (k= (—o0))

11



Also ist Ay, eine Nullmenge. Wegen N;\ Ny = U Ay, ist N7\ Ny also abzdhlba-

re Vereinigung von Nullmengen und damit selber wieder eine Nullmenge, ein
Widerspruch zur Annahme |N; A Ny| > 0. Dies zeigt die Wohldefiniertheit.
|

Bemerkung 4.3 Ist ein Kegel mit Zentrum im Ursprung als Subgraph einer
meBbaren Funktion u darstellbar, so sind die zugehorigen Mengen N und P
ebenfalls Kegel mit Zentrum im Ursprung, und w ist auf ganz R™ positiv
homogen vom Grade 1.

Lemma 4.4 Sei C C R ein Kegel, der in einer Umgebung der Kegelspitze
als Subgraph einer C*-Funktion u darstellbar ist. Dann stimmt OC mit der
Tangentialebene T' an OC' in der Kegelspitze tiberein und C' ist ein Halbraum.

Beweis: Vermoge einer Translation kann man o. E. annehmen, daf die Spitze
des Kegels der Ursprung ist. Da C' ein Kegel ist, ist u positiv homogen vom
Grade eins und besitzt eine eindeutig bestimmte Fortsetzung der gleichen
Homogenitét, die auf ganz R™ definiert ist und deren Subgraph somit gerade
C' ist. Nehme daher o. E. an, dafl u auf ganz R" definiert ist. Sei v € R"
beliebig. Es gilt

(Du(0), v) = Tim “0) =10)

t—0 t

Berticksichtigt man nun «(0) = 0 und die positive Homogenitdt von u, so
erhélt man fiir ¢ > 0
t-
(Du(0),v) = lim u(v) u(v).

t—0 t

Die linke Seite dieser Gleichung ist in v linear. Also ist auch u eine lineare
Funktion. C' ist nun Subgraph einer linearen Funktion und somit ein Halb-
raum. ]

Lemma 4.5 Sei K C R™! ein nichttrivialer mefbarer Kegel mit Spitze im
Ursprung. Dann gilt 0 € 0K .

Beweis: Zeige, dal weder 0 € K, noch 0 € [K gilt: Angenommen, es gilt
0 € K, so gibt es nach Definition des mafitheoretischen Inneren einer Menge
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ein p > 0 mit B,(0) C K. Da K Kegel ist, gilt daher auch B,(0) C K fiir alle
p>0,d h. K =R""!im Widerspruch zur Annahme, daf§ K nichttrivial ist.
Analog fiihrt man den Fall 0 € CK zum Widerspruch. Somit gilt 0 € K. R

Theorem 4.6 (Regularititssatz) Sei C C R™™, n <7, minimaler nicht-
trivialer Kegel mit Spitze im Ursprung. Ist C' als Subgraph darstellbar, dann
ist 0C' eine Hyperfliche und C' ein Halbraum.

Im Fall n < 6 gilt dieser Satz nach Theorem 7.3 auch schon fiir nicht als
Subgraph darstellbare Kegel.

Beweis: C besitzt nach Bemerkung 3.3 hochstens eine Singularitdt und diese
befindet sich, wenn sie auftritt, im Ursprung. Auflerdem kann man nach dieser
Bemerkung o. E. annehmen, dafl C' offen ist. Betrachte nun die Mengen N
und P wie oben definiert. Unterscheide zwei Félle:

(i) N # 0 oder P # 0:

Nehme o. E. N # () an. Fiir P # () verlduft der Beweis analog. Nach [4,
Theorem 16.6, S. 187, vgl. 7.8] ist N C R" minimaler Kegel. Wegen N = ()
und C' # 0 ist N von () und R" verschieden: Sei u : R” — [—o00, 00| eine
meflbare Funktion mit subu = C. Gilt N = R", so ergibt sich u = —o0
und weiterhin C' = (), was der Nichttrivialitéit von C' widerspricht. Also gilt
N #R".

Da es in R", n < 7, nach Corollar 7.3 keine minimalen nichttrivialen Kegel
aufler Halbrdumen gibt, ist N ein Halbraum. Ferner gilt 0 € ON nach Be-
merkung 4.3 und Lemma 4.5. Damit liegt aber auch C' in einem Halbraum.
Nach [4, Theorem 15.5, S. 174, vgl. 7.5] stimmt C' nun mit einem Halbraum
iiberein, wie behauptet war.

(i) N=P=0:
Sei u eine meBbare Funktion u : R — R mit subu = C. Nach [4, Propo-
sition 16.7, S. 188, vgl. 7.9] ist u in R™ lokal beschrankt: v € L;2 (R™). Sei

(2 € R" eine beliebige offene Kugel. Da der Subgraph von u/, in € x R end-
lichen Perimeter hat, d. h. [ |Dxsuww| < 00, und u € LS (R™) gilt, erhélt
QxR

loc

man nach [3, Theorem 1, p. 371, vgl. 7.2] v € BV(Q). Nach [2] ist dann
u € C%Y(Q). Da u aber auch schwache Losung der Minimalflichengleichung
ist, gilt u € C%(Q). Q war eine beliebige offene Kugel, also gilt u € C?*(R™).

Die Behauptung folgt nun unmittelbar aus Lemma 4.4. [
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5 Anwendungen

Theorem 5.1 (Regularitit fiir Subgraphen) Ist E C R"™ n <7, Sub-
graph und fast minimal in Q, Q C R"™ offen, dann gilt OE NQ = 0*E N Q.

Beweis: Nach Definition gilt stets 0*FE C OF. Sei xq € IENSQ beliebig. Zeige
To € O*FE: Vermoge einer Translation kann man o. E. zp = 0 annehmen.
Nach [5, Proposition, S. 137, vgl. 7.15] gibt es eine Folge ¢; — 0, t; > 0,
so daB8 By, := {z € R"" : t,z € F} fiir i — oo in Lj,.(R"™) gegen einen
minimalen Kegel C' konvergiert. Nach Bemerkung 3.2 ist C' nichttrivialer
Kegel. Dariiberhinaus gilt geméfl der erwahnten Proposition

0€0C <= 2y=0€0F.

Bemerkung 3.3 besagt, dafl man o. E. annehmen kann, da3 C' offen ist. Nach
Bemerkung 3.5 weifl man, daf§ C' als Subgraph darstellbar ist. Nach Theorem
4.6 erhdlt man nun, dafl 0C' eine Hyperebene ist. Wie in Lemma 3.1 kann
man 0 € JC nachweisen. Offenbar gilt 0C' = 9*C' nach Bemerkung 7.14, da
der Rand 0C' als Hyperebene eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist. Dies
zeigt vermoge der obigen Aquivalenz z, € 9*E und somit die Behauptung.

|
Theorem 5.2 Simons Kegel
2m om . N (02 2
K" :={zxcR Z(x) < > (x)
i=1 i=m+1
st fiir m > 4 ein minimaler Kegel.
Beweis: [4, Theorem 16.4, S. 185] [

Lemma 5.3 Theorem 5.1 gilt in R nicht mehr, d. h. ersetzt man die Vor-
aussetzung £ C R", n < 7, durch E C R™"!, n < 8, so folgt nicht mehr
OENQ =0"ENQ.

14



Beweis: Sei K := K?® der in Theorem 5.2 definierte minimale Kegel. K xR C
R? ist offenbar Subgraph der Funktion u mit

N 400 : €K
W)=Y Lo L id K

fiir £ € R® und nach [4, Beispiel 16.2, S. 183, vgl. 7.6] minimal. MaBtheoreti-
scher und reduzierter Rand stimmen in diesem Beispiel nicht iiberein, es gilt
I(K x R) = 0*(K x R)U({0} x R): Diese Gleichheit ergibt sich, da fiir fast
minimale Mengen E C R"™! der reduzierte Rand genau aus den Randpunk-
ten z besteht, fiir die OF in einer Umgebung von z eine C''-Mannigfaltigkeit
ist. |
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6 Vorgeschriebene mittlere Kriimmung

In der Arbeit [1] wird das folgende Problem betrachtet:

In einer vollstandigen lokal konform flachen (n + 1)-dimensionalen Riemann-
schen Mannigfaltigkeit N wird eine geschlossene zu S™ homoéomorphe Hy-
perfliche M vorgeschriebener mittlerer Kriimmung f, f € C%'(N), gesucht,
d. h. die Gleichung H|y = f(z) soll durch eine Hyperfliiche der Klasse C%
gelost werden. Die Hyperflache wird in einer offenen, zusammenhéngenden,
relativ kompakten Teilmenge 2 von N gesucht, die man vermdoge eines Diffeo-
morphismusses als Teilmenge des R™™! betrachtet. Der Rand von ) bestehe
aus zwei Komponenten M; und M, die sich in euklidischen Polarkoordinaten
(2%)0<a<n, 2° = r, mit Hilfe von Funktionen u; € C**(S™,(0,00)) als Gra-
phen {iber S™ darstellen lassen: M; = graph u;|q. = {(2,u;(2)) : 2 € S™*}. M,
und M, wirken als Barrieren, d. h. es gilt H|y, < fund H|y, > f, wobei der
Normalenvektor stets so ausgewahlt wird, daf§ die 0-te Komponente negativ
ist.

In der erwédhnten Arbeit wird bewiesen, dafl unter den oben angegebenen
Voraussetzungen eine solche Hyperflache M existiert, falls n < 6 ist. In die-
sem Kapitel wird nun gezeigt, dafl eine solche Hyperfliche auch noch im Fall
n = 7 existiert.

Theorem 6.1 Das Problem ,Finde eine geschlossene Hyperfliche M C
der Klasse C** mit H|,, = f, die homéomorph zu S™ ist.* besitzt unter den
oben angegebenen Voraussetzungen eine Losung, falls n <7 ist.

Der Beweis dieses Theorems benétigt noch einige Lemmata:

Lemma 6.2 Das metrische Produkt S™ x R st lokal konform dquivalent zu
R\ {0}. Man kann S™ x R mit R"™ \ {0} identifizieren. Der mafStheore-
tische Rand einer meffbaren Menge E in S™ x R stimmt mit dem mafstheore-
tischen Rand von E in R"\ {0} diberein, falls man S™ x R mit R™\ {0}
identifiziert. Der reduzierte Rand O*E in R"™\ {0} ist eine Teilmenge des
reduzierten Randes O*E in S™ x R, falls E in R"*! fast minimal ist.

Bewgis: Sei N = S™ x R das metrische Produkt von S und R. Die Metrik
von NN 148t sich darstellen als

dg?if = dt2 + O'Z‘jdl‘idl‘j,
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wobei (2')1<i<n Koordinaten von S™ sind, und ¢ € R ist. Identifiziere nun die
Mannigfaltigkeit N mit ihrem Bild in R"*! unter dem Diffeomorphismus

U:S"xR — R\ {0},
(z,t) — (x,¢") = (z,7).

U ist Isometrie, wenn man R™"\ {0} mit der Metrik
1 S
—2dr2 + o0y;dz' da?
,

versieht. ((2')1<;<n,7) sind dabei Polarkoordinaten des R"™!\ {0}. Nehme
vermoge dieser Isometrie

- " 1 P
(N,ds%) = (R"1\ {0}, T—er2 + odz'dx’)
an. Nun gilt
1 S
dg%/ = ﬁer + O'ideL'ZdZL'j
1 o
= ﬁ(d'r’2 + r?o;dx'da’)

1
—2
= —ds
Rn+1 .
T'2

Die letzte Gleichheit ergibt sich, da dr? 4 r?o;;dz’d2? die Darstellung der
Standardmetrik des R"*!\ {0} in Polarkoordinaten ist. ds% = L dSg.1 be-
sagt aber genau, dafl in beliebigen lokalen Koordinaten fiir die metrischen
Tensoren 7,5 von N und o5 von R"1\ {0} die Beziehung Top = 2008 =
e2loerg 5 gilt, d. h. (N,yaﬁ) und (R™"1\ {0}, gap) sind lokal konform dqui-
valent.

Da der grofite und der kleinste Eigenwert von g, 4 beziiglich g, auf kompak-
ten Mengen K, K C R"™\ {0}, nach oben bzw. unten durch ¢ = ¢(K) > 0
bzw. % beschréankt sind, ist auch das Verhéltnis von Weglédngen von Wegen in
K beziiglich der beiden Metriken beschréinkt. Dies bedeutet, dafl die geodéti-
schen Kugeln beziiglich der beiden Metriken fiir hinreichend kleine Radien
p > 0 geschachtelt sind:

Bip(az) C Bi(z) C pr(:c) flir ze€K,c=c¢(K)>0.
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Der maBtheoretische Rand und das mafitheoretische Innere/Komplement ei-
ner Menge sind im Fall einer Mannigfaltigkeit genauso wie in R"*! definiert.
Als Kugeln verwendet man hier jedoch geodiitische Kugeln. Sei € CE im
maBtheoretischen Sinn in N. Es gilt also fiir ein p > 0

/ xeVg = 0.

BY(x)

Da jede geoditische Kugel in N eine geoditische Kugel in R™™ enthilt,
existiert ein 7 > 0, so da8 BY(x) C BJ(x) gilt. Nun ergibt sich

[xe < [

BY(x) BY ()

1
< sup

—=" / XEVg =0
() VI

BJ(x)

Ganz analog zeigt man, daB z € CE in R**! auch z € CF in N impliziert.
Ebenfalls analog erhilt man

r€FEin N < z € E in R"!

und somit 5
r€IF in N < z € OF in R,

Dies bedeutet, daB die maBtheoretischen Mengendefinitionen in R und N
iibereinstimmen.

Sei schlieBlich z € 0*F in R""!. OF ist dann in einer Umgebung von x
eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Da ¥ Diffeomorphismus ist, und die
mafitheoretischen Rénder iibereinstimmen, ist auch OF in einer Umgebung
von z in N eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Somit gilt € 9*F in N.

|

Lemma 6.3 Sei £ C R"™ mefbar und als Subgraph iber S™ darstellbar,
d. h.
E={(2t) €S"xRT c R\ {0} :t < u()},
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sei in Polarkoordinaten als Subgraph darstellbar. Gelte H" " (OE) = 0,
u(2) > ¢ > 0. Sei 2o = (0,2") € R™ mit 25" > 0 beliebig. Konver-
giert

E, ={y e R : 2+ t;,(y — 20) € E}

fiir eine gegebene Folge t; — 0, t; > 0, i € N\ {0}, in L}.(R"™) gegen
einen Kegel C mit H™(0C) = 0, dann ist C als Subgraph iiber R = (z,)"

darstellbar.

Beweis: Identifiziere R™ mit <zo)l und fithre orthogonale Koordinaten ein.
Zeige, dafl es kein & € R™ gibt, so daB (2,t) € C UAJC und (z,7) € CC gilt
mit ¢t > 7 oder (z,t) € C'und (z,7) € 0C mit t > 7:

(i) Nehme vermoge einer Streckung um den Ursprung o. E. an, daf 2§ =1
gilt. Damit die folgenden Uberlegungen einfacher in Koordinaten darstellbar
sind, nimmt man nach einer Translation des Koordinatensystems zy; = 0 an.
Dann gilt

E, ={yeR"" : t,y € E}.

E und FEj, sind nun als Subgraphen iiber S™ mit Mittelpunkt (0, —1) bzw.
(0, —+) darstellbar.

(ii) (#,t) € CUAC und (2,7) e 0C =t < T

Nehme an, es gibt 2y € R", so daB (2, tg) € CUIC, (29, 7) € CC und ¢y >
gilt. CC ist eine offene Menge. Also gibt es ein p > 0, so daB B,((Zo, 7)) C CC
ist. Betrachte nun die Halbgeraden g;, die (¢, tg) und (O, —%) enthalten und

deren Endpunkt (0, —l) ist. Es gilt

(20, t0) — (0—%)} A > o}.

1
s {(o2) o

Schreibe auch g;(\) statt (0, —%) +A {(io, to) — (0, —%)} Fiir alle » > 0 gilt
xc > 2e(r) > 0, da (Zg,19) € CUIC. Da E;, in L} (R"!) gegen C

loc

Br((&0,t0))

konvergiert, erhélt man auch [ xpg, >e(r) > 0fiiri > ig(r). Setze r =
Br((Zo,to0))

£ und nehme o. E. an, daf} die obige Ungleichung fiir alle 7 gilt. Analog kann

man fiir hinreichend grofie ¢ auch Halbgeraden g/ durch y € B,.((#o, o)) und
(0, —%) definieren. Ist nun y € Ej,, so ist aufgrund der Darstellbarkeit von
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E, als Subgraph auch g7 () € Ey, fiir 0 < A < 1. y — ¢7(\) beschreibt genau
die Streckung mit Zentrum (0, —%) um den Faktor \. Da H""}(0E;,) = 0
ist, gilt fast iiberall

XE,(7) =1 <+

T € Eti'

Nehme o. E. an, daf} diese Relation {iberall gilt. Nun ergibt sich unter Beriick-
sichtigung von y € E;, = ¢/(\) € B, fir0 < A < 1

XE, (y)dy <

< / XE:, © 9 (A) dy
Br((20,t0)) Br((2o,t0))
1
NS / XEr;-
By (g:"0" (V)
Daraus folgert man

XE,, = XN"e(r) >0
Byr(9:(N))
Wahlt man insbesondere

1
TO_'_t_i
i

so gilt \; < 1 und o. E., d. h. fiir 7 > g, gilt auch \; > 0. Man erhélt

1 0+ &
gi(\i) = (07—;)+ 1

to

1
To,to+ —
+ ( > O+ti)
(To+l.

Fiir i — oo konvergiert A; gegen 1 und g;(\;) gegen (Zo, 79). Da r < p ist,
gilt fiir hinreichend grofles i

By (9:(Ni)) C Br(gi(Ai)) C B,((Z0, 7))
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Durch Kombination der obigen Aussagen schlieft man

0 = / Xc

By ((%0,70))

1—00 v
By((20,70))

> 1im / X Ey.
1—00 *
By, r(gi(Xi))
> lim \'le(r) = e(r) > 0.
1—>00

Dies fiihrt somit die Annahme zum Widerspruch und zeigt daher, dafl (z,t) €
C UAC und (z,7) € CC die Relation t < 7 impliziert.

(iii) (z,t) e Cund (2,7) € 0C =t < T:

Man geht ganz analog zu (ii) vor: Nehme (Zg,tg) € C' und (Zg, 79) € C mit

to > 7o an. Es existiert p > 0, so daf3 /' xce = 0 gilt. Definiere wieder
By ((20,t0))
Halbgeraden ¢7?. Analog zu oben kommt man zur Ungleichung

v ze(9) 0
By ((%0,70))
Die Darstellbarkeit als Subgraph iiber S™ liefert

t0+%

+ und Radius £A;. Wie in
tl

Betrachte nun Kugeln um ¢{*™ ();) mit \; = —
(ii) ergibt sich ein Widerspruch.

(iv) Man erhélt also, daf3 fir festes & € R™ Zahlen ¢; und ¢, mit ¢; < ¢, aus
[—00, +00] existieren, so dafl

{:i‘} X (—OO,tl) - C,
(3} x ([, 1] NR) C OC

und
{Zi‘} X (t2,+OO) C EC
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Fiir H"-fast alle ¢ € R"™ gilt ¢,(2) = to(2): Zeige nur, daf fiir H"-fast alle
& € R™ die Ungleichung t5(2) — t1(&) <  fiir k > 1 gilt. Setze Ay, := {2 €
R™ : t5(2) — t1(&) > +}. Es gilt 0 = H"™(8C) > £ H"(Ay). Also ergibt sich

H"(Ag) = 0. Daraus folgt aber auch, dafi {# € R" : ] < to} = OLCJ> A eine
k=1

H"-Nullmenge ist. Damit ist durch u(#) := #,(#) eine Funktion erkliirt, so
dafl C' = subu fiir einen Vertreter aus der Aquivalenzklasse von C' gilt. u ist
eine mefibare Funktion, da C' mefibar ist. |

Lemma 6.4 (C. Gerhardt, nach einer Seminarnotiz) Sei E in Q €
S" xR =N = (N,7,p) fast minimal. Betrachte N als Teilmenge des R"*'.

Da N lokal konform dquivalent zu R™ ! ist, ist E auch in Q C R =
(R™1,6,5) fast minimal. Falls E in N mit einer Konstanten 0 < \ < A
wie in der Definition der Fast-Minimalitdt, fast minimal ist, so kann diese
Konstante auch im R beibehalten werden.

Beweis: (i) In R"™! ist der Perimeter einer meSbaren Menge F in einer
offenen Menge (2 wie folgt definiert:

Pansi(F,Q) = / IDxr|

QCRn+1

= sup{/xpdivn :n € CHQ,R™), In(z)] <1 fiir z € Q}
Q

Diese Definition gilt auch in N:

Py(R.Q) = [ |Dxe|

= sup / xrdivy 1 n* € CHQ),0 < a <n,
QCcN

lIn(x)|| <1 firz € Q}

0
sup {/XF%(\/EHO‘) :n* € CHQ),0< a<n,
0
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ﬁaﬁ(:p)n“(:p)nﬁ(:p) <1firzxe Q}

Dabei ist {J,4}o<a,s<n die Metrik von N, g ihre Determinante. Uber doppelt
auftretende griechische Indices wird von 0 bis n summiert. Betrachte ab jetzt
die Situation stets in einem Koordinatensystem, in dem die Standardmetrik
des R*™! durch den metrischen Tensor (0ap)o<a,p<n dargestellt wird.

(ii) Die Fast-Minimalitét von E in N bedeutet, da fiir ein A mit 0 < \ < 1
und A € Q Zahlen R und K mit 0 < R < dist (4,0Q) und K > 0 existieren,
so daB fiir alle x € A, 0 < p < Rund F mit £ A F € BJ(x)

/ |Dxe| < / |Dxr| + Kp™
Bi(z)CN BY(z)CN
gilt. Der obere Index bei den Kugeln deutet an, beziiglich welcher Metrik es
sich um geodétische Kugeln handelt. Nehme o. E. an, daf§ R so klein ist, dafl
B(x) C BY,(x) gilt fiir ein ¢(A) > 0 und fiir alle z € A und p mit 0 < p < R.
Fiir p < R = & gilt also mit K = K¢ auch

/ |Dxz| < / |Dxr|+ Kp™+

B, (z)CN BY,(z)CN

falls E A F e Bﬁ(x). Da die symmetrische Differenz von E und F' kompakt
in Bg (x) enthalten ist, stimmen die beiden Integrale iiberein, wenn man nur
iiber BY (x) \ B)(x) integriert. Diesen Beitrag kann man auf beiden Seiten
abziehen und erhélt

/ |Dxe| < / |Dxr| + Kp"™.
B,(z)CN B,(z)CN

B, steht dabei fiir Bﬁ. Schreibe im folgenden auch wieder R statt R und

K statt K. Die obige Gleichung besagt insbesondere, daB es geniigt, die
Perimeter fiir euklidische Kugeln zu vergleichen.

(iii) Sei F eine beliebige Caccioppolimenge in N. Sei € > 0, o € A beliebig.
Wihle n® € CH(B,(20)), 0 < v < n, so daB  g,4men? <1 und

| Ipxel<e+ [ xeDae.

By (z0)CN By(zo)CN
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Nun gilt

By(z0)CN

/

Dxel < e+ [ xeDart
Bp(:L‘())CN

= et [ xep (A

BP(:BO)

0 g(x)
= €+ Faa | VIlTo Sl
o [ o (Vi (22

Es gilt fir x € B,(x), falls R = R(A) hinreichend klein ist, fiir 0 < p < R

IN

IN A

g(r) g(z)
Tap(T y(wo)ne( g(xo)n P(x)

sup sup g(z))
yEA z€B,(y) g(;po)
((Fap(0) = Jap(@))n*(@)0° (2) + op(x)n*(2)n° (2))
(14 pc(A)) - (pc(A) +1)

1+ pc(A).

Diese Abschitzungen beruhen insbesondere auf dem Mittelwertsatz. c(A)
steht unter Umsténden bei jedem neuen Auftreten fiir eine andere Konstante,
die aber jeweils nur von A abhéngt. Beachte auch, da R = R(A) = ¢(A)

Vi@ | o

gilt. Setzt man 72 = \/_(—na “(z), so erhélt man

[ xd < et [ xemm (o)

By(z0)CN

Bﬂ(ﬂﬁo)
) e
= e+/14 pc(A) XFA = (\/?(1’0)76)
Bp(/fo) o v L+ pe(4)
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IN

e+ (1+ pc(A)) ‘Sup{ / XFa;za ( ?(900)77&) :
By (o)

n® € Ci(By(19)),0 < o <,

gaﬁ(:co)na(:c)nﬁ(:c) <1firxe Bp(:co)}

e+ (14 pc(A)) - Prost giag)) (F, By(0))

Da € > 0 beliebig war, folgt

[ 1Dx#] < (1+ pe(A)) - Prasss ggany (P By(w0)).

Bp(:vo)CN

(iv) Sei F wieder eine beliebige Caccioppolimenge in N, seien 0 < p < R,
zo € A und n* € CH(B,(x0)) mit gz(xe)n™(x)n’(z) < 1. Fiir §%(z) =

V9(zo) “(z) gilt dann

Vi@ |
Gop(2)7" (2)7 (x)
= 7@ L @@
< (14 pe(A)) (Fap(@0)n™(@)10° (2) + (Gap(x) = Fap(x0))n™ (2)1° ()
< (14 pc(A)) (1 + pc(A))
< 1+ pc(A).
Also folgt
/ [Dxrl 2 1—|—pc / XF80‘ Vg
Bp(x0)CN Bp zo)
WB/) XFaaa( g(xo)n*(x))
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Gehe nun in dieser Ungleichung zum Supremum iiber alle n® € CL(B,(z))
mit Go5(20)n*(x)n°(x) < 1 iiber. Es folgt

1
/ |Dxr| > mp(w“@(mo))(ﬂ B,(10))

By(z0)CN

(v) Aufgrund der konformen Aquivalenz gilt Gap(T0) = V(10)dap(70) mit
0 < ¥(xg) < oo. Nun ergibt sich

Plrn+1 5(w0)) (£ Bp(20))

0
- sup{ | xrgs (a0t € CHBy @), 0 S a <,
By (zo)

p(J’?O

Top (o)1 (2)n° (2) < 1}

= sup{ [ oo (0 () Jae G -

n a @ fe%

Bﬂ(ﬂﬁo)
Sapn®(z)n’ (z) < 1}

= V8 a) [ Dyl

BP(:BO)

(vi) Sei nun wieder E A F € B,(x¢). Die in (iii) und (iv) hergeleiteten
Ungleichungen lassen sich mit diesem Resultat wie folgt umschreiben:

[ 1Dxel < (1 pe(A)0E () [ DX

By(z0)CN Bp(@o)
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und

1 n
D P — / D .
/ Xl 2 gyt [ 1Dl
Bp(zo)CN By (z0)

Diese Ungleichungen gelten fiir beliebiges xy € A. Aus (ii) erhilt man

/ |Dxp| < / |Dxr| + Kp"t>.
Bp(xo)CN Bp(xo)CN

Durch Kombination der obigen Ungleichungen schliefit man weiter

1

= pyszt! < 241 / =y
T perd)” (@) / [Dxel < (14pc(A)027 (z0) [ |Dxpl+Kp

Bp(xO) Bp(JfO)

Hieraus folgt

1

T L (A < —-5-1 n+2\
1+ pe(A) / [Dxel < (1+ pe(4)) / |Dye| + K937 (2)p

By (z0) By (z0)

und weiterhin

[ IDxsl < (Ut pe() [ 1Dx]
Bp(JfO) Bp(l"O)

+(1 + pe(A) KO3 (o) p" 2.
Der Konformitétsfaktor ¥(z) ist positiv und stetig in x. Daher kann man ihn
abschitzen mit ¥~271(z) < c(A):

/ |DXE| S (1+p6(A)) / |DXF| +C(A)pn+2>\.

Bp(xO) Bp(xO)

Sei r mit 0 < r < p so gewahlt, dafl

‘DXE‘ < wnJrlpn
By (z0)\Br(z0)
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gilt. Nun ergibt sich

/ | DX EUB, (20)|
By (o) By (x0)\Br(z0)
wn+1p" + (n + 1)wn+lrn
(0 + 21" = c(A)".

IN

|Dxe| + H" (0B (o))

<
<

E U B,(zo) ist eine zuldssige Vergleichsmenge, die man fiir I in die obige
Ungleichung einsetzen kann. Es ergibt sich daraus

[ 1Dx5] < clA) (o + p) < ()"
Bp(mo)

Multipliziert man diese Ungleichung mit pé(A) und addiert sie zur obigen
Ungleichung, so ergibt sich

(1 pe(A) [ 1Dxel < (U pi(A) [ 1Dxrl+ (A + ).

By (w0) Bp(xO)

Nehme nun o. E. an, daf§ A < % gilt, sonst kann man in der obigen Un-
gleichung A = 1 setzen, denn es gilt p?*~3) < R**~3) = ¢(A). Nun ergibt
sich

c(A)
D < / D 4+ 2
Bp(xO) Bp(xO)
< [ IDxal + ey
Bp(xo)

Diese Ungleichung besagt aber genau, da8 £ in Q C R"*! mit der euklidi-
schen Metrik fast minimal ist. |

Ein groBer Teil des Beweises von Theorem 6.1 in [1] ist dimensionsunabhéngig
giiltig. Der folgende Beweis konzentriert sich auf die notigen dimensions-
abhéngigen Anderungen.

Beweis von Theorem 6.1: Wie in der angegebenen Arbeit erhélt man
u, € C**(S™), k > 3, mit

H‘graph Ug = f - fyeim% [uk - ukfl]
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und u; < wup < uk_q. Diese Funktionen konvergieren punktweise, da u(z)
fiir festes x € S™ in k monoton fallend und beschréankt ist. Thr Limes heifle
u. Setze ¢ = loguy und ¢ = logu. Genauso wie in [1] erhdlt man, daf§
E :=subyp = {(z,t) : t < p(x), z € S"} fast minimal in S™ x R ist. S™ x R
ist dabei insbesondere auch metrisches Produkt von S™ und R. Lemma 6.2
zeigt nun, wie man die Menge E auch als Teilmenge des R™™! auffassen
kann, und dafl insbesondere die maBtheoretischen Rinder von E in R"*! und
N iibereinstimmen. Der Ursprung muf} nicht gesondert betrachtet werden,
da er wegen der Annahme w; > 0 automatisch zu E gehort. Lemma 6.4
besagt dann, dal £ auch als Teilmenge des R™*! fast minimal ist. Mit Hilfe
von Lemma 6.3 erhédlt man nun, daf§ die Blow-up-Kegel um Punkte =z €
OF als Subgraphen darstellbar sind. Nach dem Regularitéitssatz 4.6 ist jeder
solche Blow-up-Kegel ein Halbraum. Nun ist [5, Proposition, S. 137, vgl. 7.15]
anwendbar. Man erhélt OF = 0*E in R"*!. Mit Lemma 6.2 kann man diese
Aussage wieder in die Mannigfaltigkeit N iibertragen und erhilt auch hier
OF = O*E. Der Rest des Beweises in [1] ist wieder dimensionsunabhéngig
giiltig und kann also geméf dieser Arbeit gefithrt werden. [
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7 Zitierte Resultate

Bezeichnung 7.1 In diesem Kapitel bezeichnet {2 eine offene Menge. Falls
nicht anders angegeben, gilt {2 C R”. F und X sind melbare Teilmengen des
R+,

Theorem 7.2 (vgl. [3, Theorem 1, p. 371]) Seiu € L'(Q2), Q € R™ of-
fen. Dann gilt

u€ BV(Q) <<= / | D Xsubu| < +00.
QxR

Theorem 7.3 (vgl. [4, Kap. 10, p. 115]) Ist C C R"* minimaler nicht-
trivialer Kegel und n < 6, dann ist C' ein Halbraum.

Theorem 7.4 (vgl. [4, Theorem 11.8, S. 134]) Ist E in Q C R™" mi-
nimal und ¥ = (OE \ 0*E) NQ, dann gilt H*(X) =0 fir alle s >n — 7.

Theorem 7.5 (vgl. [4, Theorem 15.5, S. 174]) Sei E minimaler Kegel
in R"™ mit Spitze im Ursprung. Ist E im Halbraum H = {x € R :
Tni1 < 0} enthalten, so gilt E = H.

Beispiel 7.6 (vgl. [4, Beispiel 16.2, S. 183]) Sei E mefbar. Dann ist E
i Q genau dann minimal, wenn E X R in @ x R minimal ist.

Lemma 7.7 (vgl. [4, Lemma 16.3, S. 184]) Sei uy eine Folge mefbarer
Funktionen in 2. Nehme an, daf$ die charakteristischen Funktionen der zu-
gehdrigen Subgraphen Uy, xu,, in Li,.(Q X R) gegen xy konvergieren. Dann
ist U der Subgraph einer mefbaren Funktion u : Q@ — [—o00, +00], und eine
Teilfolge der uy konvergiert fast tberall gegen w.

Theorem 7.8 (vgl. [4, Theorem 16.6, S. 187])
Sei u Quasi-Losung der Minimalfidchengleichung in € x R. Dann ist P mi-
nimal in €.
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Proposition 7.9 (vgl. [4, Proposition 16.7, S. 188])
Seiu Quasi-Losung der Minimalflichengleichung in Q2 und gelte P # (). Dann
st w in € lokal nach oben beschrdinkt.

Theorem 7.10 (vgl. [5, Theorem 1, S. 118]) Ist X in Q C R™" fast
minimal mit Konstanten K und X\, dann gilt fir x € Q und 0 < p <
dist (z, 0€2)
n+1 n
DXl (By(a)) < ("~ + K™ o
Nimmt man zusdtzlich x € QN 0OX an, so erhdilt man als Abschdtzung nach
unten

n
DXl (Byl@) 2 9 (wn = S E 7).
Theorem 7.11 (vgl. [5, Theorem 1, S. 132])
Sei X in der offenen Menge Q C R"™ fast minimal mit Konstanten K
und N\, x € 0C N ). Existiert fiir ein hinreichend kleines n > 0 ein p > 0,
p < min {dist (x,00), ni}, mit

|Dxx|(By(7)) — [Dxx(B,(x))] < np",
dann existiert ein & > 0 mit

oXxX N Bg(l’) =0 XN Bg(l’)

Theorem 7.12 (vgl. [5, Theorem 2, S. 135])
Ser X faAst minimal in Q C R mit Konstanten K und X\, dann ist 9* X NS
eine C2 -Hyperfliche, und es gilt H*((0X \ 9*X)N Q) = 0.

Bemerkung 7.13 Unter den Voraussetzungen von Theorem 7.12 erhélt
man nach [6, 1.12, S. 11] fiir 0 < A < % sogar, dal 9*X N Q eine C™-
Hyperfléche ist.

Bemerkung 7.14 (vgl. [4, Beispiel 3.4, S. 44]) Ist C' in Q C R*! fast
minimal, so ist 0*C' eine orientierbare Mannigfaltigkeit, denn fiir x € 0*C
stimmt v(x) mit dem klassischen inneren Normalenvektor an E in z iiberein.
Es gilt allgemein: Ist OF in einer offenen Menge €2 eine C'-Hyperfliche, so
gilt OE N Q = 0*E N Q. Der Beweis dieser Tatsache kann unmittelbar auf
C'-Hyperflichen in Mannigfaltigkeiten iibertragen werden. Auch in diesem
Fall erhiilt man: OF ist C'-Mannigfaltigkeit = 0EF = 0*E.
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Proposition 7.15 (vgl. [5, Proposition, S. 137]) Ist X i Q C R*"!
fast minimal und 0 € 0X N Q, so enthilt die Familie {X,},~o eine Teil-
folge X), = X, mit p, = 0 und X;, = C in L (R™). C ist minimaler
Kegel und es gilt 0 € 0°C' <= 0 € 0" X.

Bemerkung 7.16 (vgl. [5, S. 139]) Unter den Voraussetzungen von Pro-

position 7.15 gilt
/|DXC| :ymt*"/|DXX|.
—0
By

Byt
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