STETIGKEITSWURFEL: SPIELERISCH DEN UMGANG MIT
DER DEFINITION DER STETIGKEIT ERLERNEN

OLIVER C. SCHNURER AND JAN-HENDRIK TREUDE

ZUSAMMENFASSUNG. Die Stetigkeitswiirfel sind ein mathematisches Spielzeug,
mit dem wir in einem zusétzlichen Kurs fiir Studienanfanger im Kontext der
Definition der e-6-Stetigkeit formales Arbeiten geiibt haben. Mit unserem Arti-
kel mochten wir diese Wiirfel bekannt machen und dazu einladen, sie auch an-
dernorts einzusetzen. Auch erfahrene Mathematiker kénnen durch die Wiirfel
vor kleine Herausforderungen gestellt werden.

EINFUHRUNG

Der Einstieg in ein Mathematikstudium fallt bekanntlich oft schwer und erfordert
neben dem Erlernen neuer mathematischer Inhalte auch das Erlernen einer fiir die
meisten Studienanfinger grofitenteils unbekannten Methodik, ndmlich den Umgang
mit formalen Begriffsdefinitionen und Argumentationen bzw. Beweisen. Um Studi-
enanfénger hierbei gezielt zu unterstiitzen findet an der Universitit Konstanz seit
dem Wintersemester 2016/17 eine neue freiwillige zweisemestrige Lehrveranstaltung
mit dem Titel Einfihrung in das mathematische Arbeiten (EmA) statt.!

Ein Begriff, der erfahrungsgeméf vielen Studienanfingern Schwierigkeiten bereitet,
ist die e-0-Definition der Stetigkeit einer Funktion f : R — R, welche lautet:

(1) VzeR:Ve>0:36>0:VyeR:|jz—y|<d = |f(z)— fly) <e.

Genau nachzuvollziehen, wie dieses logische Konstrukt den anschaulich so einfachen
Begriff der Stetigkeit erfasst und wie man korrekt mit (1) umgeht, bereitet im ersten
Semester héiufig schon in konkreten Beispielen Schwierigkeiten. Da wir es wichtig
finden, bereits frith im Studium Gewandtheit im Umgang mit diesem und dhnlichen
in der Analysis allgegenwértigen Begriffen zu erlangen, haben wir im Rahmen der
EmA die Stetigkeitswiirfel entwickelt. Diese ermoglichen einen spielerischen Zugang.
Sie lassen sich leicht mit normalen Wiirfeln und diesem Artikel imitieren.

BESCHREIBUNG DER STETIGKEITSWURFEL

Fiir die Stetigkeitswiirfel haben wir zunéchst die Bedingung (1) der Stetigkeit einer
Funktion f : R — R in drei Teile zerlegt. Fiir jeden der drei Teile haben wir uns
anschliefend fiinf unterschiedliche Variationen ausgedacht, die jeweils die Beschrif-
tungen der Seiten eines Wiirfels bilden, wobei die urspriingliche Variante aus der
Stetigkeitsdefinition stets doppelt enthalten ist:

Die EmA wird unabhiingig von diesem Artikel in [1] vorgestellt.
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e-6-Wiirfel x-y-Wiirfel

) Ve>0 J6>0 [ VzeR

() Ye>0 3F6>0 () VzeR

@ Vi>0 Je>0 55 dzeR

g de>0 Vi>0 © VzeR

Ve>0 Vi>0 . VeeR

de>0 F6>0 dz eR

Implikationswiirfel

O [z -yl <o = |f(@) - fly)l<e
O [z —y[ <§ = [f@)-fly)l<e
@ @ -fwl<éi =  |z-yl<e
B le—yl+ o5 <i = [fle)-flyl<e
[z +y[ <§ = [fe)—fly)l<e
min{[z], [y[} > 6 = [f(z) - fly)l <e

Mit dieser Tabelle und handelsiiblichen Wiirfeln lassen sich die Stetigkeitswiirfel
auch ohne Basteln einfach imitieren.

Der Einsatz der Stetigkeitswiirfel funktioniert nun so: Man wiirfelt jeden der drei
Wiirfel und setzt die gezeigten Seiten so zusammen, dass die erwiirfelten Ausdriicke
des e-0-Wiirfels in die beiden Leerstellen des z-y-Wiirfels platziert werden und der
Implikationswiirfel zuletzt kommt. Beispielhaft stelle man sich vor, dass das Wiirfeln

zu folgendem Ergebnis gefiihrt hat:

e Der e-6-Wiirfel zeigt (3):

de>0 Vdi>0

VyeR
VyeR
VyeR
Vy eR
VyeR
VyeR
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e Der z-y-Wiirfel zeigt (J: ... VzeR ... VyeR

e Der Implikationswiirfel zeigt (J: |z —z| <d = |f(z) — f(y)| <e
Hieraus setzt man nun die folgende Aussage zusammen:
(2) Fe>0:VzeR:Vi>0:VyeR: |Jz—yl<d = |f(z)— fly)| <e.

Mit den Wiirfeln kénnen so 125 Aussagen iiber eine Funktion f : R — R erzeugt
und so ohne grofle Miihe immer wieder neue Ubungssituationen geschaffen wer-
den.

EIN BEISPIEL FUR DEN EINSATZ IN EINER VORLESUNG

Anhand von (2) wollen wir nun exemplarisch erklidren, wie wir die Wiirfel in ei-
ner Vorlesung oder Ubung eingesetzt haben. Allgemein besteht das Ziel natiirlich
darin, die Aussage (2) zu verstehen. Dem kann man sich mittels unterschiedli-
cher Fragen nihern, wobei es stets zwei prinzipiell verschiedene Sichtweisen gibt:
Einerseits kann man iiberlegen, unter welchen Voraussetzungen an eine Funktion
f+ R — R die Eigenschaft (2) zutrifft. Hierbei wiirde man (2) als eine zu beweisen-
de Aussage behandeln. Andererseits kann man iiberlegen, welche Folgerungen sich
fiir eine Funktion f : R — R ergeben, die (2) erfiillt. Hierbei wiirde man (2) als
eine Voraussetzung behandeln. Diese beiden Sichtweisen entsprechen natiirlich den
Fragen nach hinreichenden bzw. notwendingen Bedingungen fiir (2).

e Welche Funktionen erfiillen (2) bzw. erfillen (2) nicht?

Die Studierenden priifen graphisch oder formal, ob (2) fiir konkrete Funk-
tionen erfiillt ist. Hierbei wird (2) natiirlich als zu beweisende oder zu wi-
derlegende Aussage angesehen. In einem weiteren Schritt denken sich die
Studierenden selbst Funktionen aus und iiberlegen sich, ob diese (2) erfiillen
oder nicht.

Beispielsweise sieht man fiir f(z) = sin(z), dass die Aussage mit ¢ = 3 gilt.
Im Falle f(x) = 2z gilt die Aussage nicht, da zu vorgegebenem ¢ > 0 die
Implikation fiir (z,d,y) = (0, 2¢, €) verletzt ist.

o [Erfillt jede stetige Funktion (2)? Gibt es unstetige Funktionen, die (2)
erfillen?

Wir haben bereits gesehen, dass (2) fiir die stetige Funktion f(z) = 2z
nicht gilt. Umgekehrt gilt (2) mit e = 2 fiir die charakteristische Funktion
einer beliebigen Teilmenge von R, die in der Regel unstetig ist.

o Wie ldsst sich (2) veranschaulichen? Wie sieht der Graph einer Funktion
f:R— R aus, die (2) erfullt?

Die Studierenden erstellen passend zu (2) eine Reihe kleiner Skizzen. Durch
die Abfolge der Skizzen — oder alternativ das sukzessive Erstellen einer
Skizze — wird die Bedeutung der Reihenfolge in (2) hervorgehoben.

In der folgenden Ausfithrung betrachten wir (2) als geltende Vorausset-
zung und wollen daraus Eigenschaften fiir f folgern. Dies spiegelt sich im
verwendeten Sprachgebrauch wider.
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(A) (B) & (€) (D)
J107] | p——
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I 9
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(A) Je > 0: Uns wird eine Linge € > 0 gegeben (in vertikaler Richtung).

(B) Vo € R Wir diirfen uns einen beliebigen Punkt € R aussuchen
(auf der z-Achse). Daraus ergibt sich ein Funktionswert f(x).

(C) Vé > 0: Wir diirfen uns eine beliebige Linge 6 > 0 aussuchen (ho-
rizontal).

D) VyeR:|z—y| <d=|f(x) = f(y)] <e  Wir diirfen uns einen
weiteren Punkt y € R beliebig aussuchen (auf der z-Achse). Ist dessen
Abstand zu z groer oder gleich 4, so ist die Implikation automatisch
erfiillt und es ergibt sich keine interessante Folgerung. Ist der Abstand
jedoch kleiner als §, dann folgt aus (2), dass f(y) von f(z) weniger als
¢ entfernt ist.

Entscheidend fiir das Verstédndnis von (2) ist
natiirlich, an welche Quantoren die einzelnen
Variablen gebunden sind. Die Konsequenzen }E
davon lassen sich anhand der Skizzen weiter f(#)["= = —¢
erkunden oder in weiteren Skizzen darstellen. I
So kénnte man von hinten beginnend zun#chst
iiberlegen, dass man fiir y jeden Punkt im Be- !
reich (z — d,z + §) einsetzen kann und folglich 29
der Graph von f iiber diesem Bereich in einer A
im Punkt (z, f(z)) zentrierten Box der Breite

20 und Hohe 2¢ liegen muss. AnschlieBend kann ) }5
man weiter feststellen, dass man ¢ beliebig grofl
wéhlen kann und somit der gesamte Graph von
f in einem horizontal unendlich ausgedehnten
und vertikal um f(x) zentrierten Streifen der
Hohe 2¢ liegt.

\

Wie lisst sich (2) in Worten beschreiben? Kann man (2) auf einfachere,
aber dquivalente Art und Weise ausdriicken?

Anhand der vorherigen Uberlegungen kénnten die Studierenden zunéichst
die Vermutung duflern, dass eine Funktion, die (2) erfiillt, beschrinkt sein
muss, oder auch, dass (2) sogar dquivalent zur Beschréanktheit ist. Im néchs-
ten Schritt kann man die Studierenden dann auffordern, eine formale Defi-
nition von Beschréanktheit zu geben, etwa

I3C>0:VzeR:|f(x)| <C,

und deren Aquivalenz zu (2) zu beweisen oder eben doch ein Gegenbeispiel
zu finden. Im vorliegenden Fall ist der Beweis der Aquivalenz (fiir erfahrene
Mathematiker) leicht méglich und fiir Studienanfinger eine gute Ubung
sowohl fiir das Nachweisen wie auch das Anwenden quantifzierter Aussagen.
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Beweis von ,(2) < (3)“. Sei f: R — R eine Funktion.

»=—=": Gelte (2). W&hle ein € > 0 mit

(%) VeeR:Vé>0:VyeR: |z—yl<d=|f(z)— fly)|<e.
Zum Nachweis von (3) setzen wir C' := €+ |f(0)]. Sei € R gegeben. Wir
wenden nun (*) mit diesem z, ¢ := || + 1 und y := 0 an. Wegen |z — y| =
|z| < |z|+1 =4 erhalten wir |f(z)— f(0)| < e. Mittels Dreiecksungleichung
folgt

[f(@)] = |f(z) = £(0) + FO)f < [f(2) = FO]+ [fO)] e+ [f(O)] =C.

Damit ist (3) nachgewiesen.

w<=": Gelte (3). Wihle ein C > 0 mit |f(z)| < C fiir alle x € R. Zum
Nachweis von (2) setzen wir € := 2C + 1. Seien z € R, § > 0 und y € R mit
|z — y| < & gegeben. Nach Wahl von C gelten |f(z)| < C und |f(y)] < C.
Mittels Dreiecksungleichung folgt nun

[f(@) = fWI <f@[+[fW) <C+C <20+ 1=e.

Damit ist (2) nachgewiesen. d

o Was ist, wenn man in (2) die Reihenfolge der Quantoren (als relative Quan-
toren samt ¢ > 0, x € R, ...) vertauscht oder einen oder mehrere der
Quantoren durch den jeweils anderen ersetzt? Wann ergeben sich dquiva-
lente, stirkere oder schwdchere Aussagen?

Im Gegensatz zu einem vollig neuen Wiirfeln kann so nochmals speziell die
Wichtigkeit der Reihenfolge bzw. der Wahl eines Quantors betont werden.
Als Lehrperson kann man ganz gezielt gewisse Abdnderungen vorschlagen,
so wiirde hier zum Beispiel das Verriicken von 3¢ > 0 an die dritte Stelle
zur Bedingung der lokalen Beschréanktheit fithren.

WEITERE BEISPIELE GEWURFELTER AUSSAGEN

Zweites Beispiel. Hat man mit (-] die Aussage
Ve>0:VzeR:36>0:VyeR: |z+y|<d = |flx)—fly)<e

erwiirfelt, so konnte Folgendes passieren: Zunéchst bemerkt man, dass man die
Reihenfolge der ersten beiden Allquantoren vertauschen darf und dass

VeeR:Ve>0:36>0:VyeR: |ty <d = |f(x)—fly)<e

bis auf das Vorzeichen bei = 4 y die e-d-Definition von Stetigkeit ist. Wahlt man
darin speziell stets y = —z, so gilt jeweils |z + y| = 0. Somit braucht man den
Quantor mit § nicht mehr und erhilt als Folgerung

VeeR:Ve>0: |f(z)— f(-2)|<e.

Da e > 0 beliebig ist, muss f eine gerade Funktion sein, also f(x) = f(—z) fiir alle
x € R erfiillen. Mit dieser Erkenntnis kénnen wir in der urspriinglichen Aussage
iiberall y durch —y ersetzen. Beim Allquantor ist keine Anderung nétig, aus = + y
wird z —y und f(z) — f(y) bleibt unveréndert, weil f eine gerade Funktion ist. Wir
erhalten also

VeeR:Ve>0:3§>0:VyeR: |[z—y|<d = |f(z)— fly)<e

und erkennen, dass f stetig sein muss. Insgesamt haben wir also gesehen, dass
aus der gewiirfelten Bedingung folgt, dass f gerade und stetig ist. Es auch nicht
kompliziert, einzusehen, dass dies sogar eine Aquivalenz ist.
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Drittes Beispiel. Bei () (] {3, also
Ve>0:VeeR:36>0:VyeR: min{lz|, ly|} > = |f(x) — fly)| <e

konnen wir

1 firx=0

wéhlen, womit min{|z|, |y|} > ¢ stets verletzt ist. Die gewiirfelte Aussage gilt somit
fiir beliebige Funktionen.

5 {2x| fiir x # 0,

Viertes Beispiel. Erwiirfeln wir uns mit (-] €2 2 die Aussage
Ve>0:36>0:VeeR:VyeR: min{lz|, ly|} >5 = |f(x) — f(y)] <e,

so beobachten wir zunéchst, dass die Einschrankung auf kleine ¢ > 0 und grofle
0 > 0 die dazu dquivalente Aussage

Vee (0,1):36>1:VezeR:VyeR: min{|z|, ly|} >0 = |f(zx) — f(y)| <e

liefert. Nach kurzem Uberlegen sehen wir, dass dies dquivalent dazu ist, dass die bei-
den Grenzwerte lim f(z) und lim f(x) existieren und iibereinstimmen.
T—r00 r—r— 00

Fiinftes Beispiel. Bei (2 (] (3, also

1
Ve>0:V6>0:3Jz0eR:VyeR: |x—y|+m<5 = |f(z) = fly)| <e
erkennt man, dass die Priamisse fiir kleine § > 0 nur wahr sein kann, wenn |z —
y| klein und |z| grof ist. Fiir diese Aussage haben wir keine schone #quivalente
Umschreibung. Dafiir bietet es sich nun an, wilde Funktionen zu suchen, die diese
Bedingung noch erfiillen. Beispiele dafiir sind alle Funktionen f: R — R mit

|f(x) —logz| < 1/z
fiir x > 1.

WEITERE MOGLICHE FRAGEN FUR LEHRVERANSTALTUNGEN
In der folgenden Liste haben wir einige weitere mogliche Fragen gesammelt, die
man Studierenden stellen kann.

o Wie kann man eine gegebene Funktion, die eine gewiirfelte Aussage erfiillt,
so abdndern, dass die Aussage weiterhin giiltig bleibt?

Man konnte hier, ausgehend von einfachen Funktionen wie etwa Polynomen
oder rationalen Funktionen, reichhaltigere Beispiele konstruieren.

o Wie wild kann eine Funktion bzw. thr Graph aussehen, die die gewiirfelte
Aussage noch erfillt?

o Welche anderen Aussagen sind hinreichend oder notwendig fir das Gglten
der gewirfelten Aussage? Welche Gegenbeispiele zeigen, dass keine Aqui-
valenz vorliegt?

Falls hierbei Vermutungen geduflert werden, die sich als falsch herausstellen,
kann man sich fragen, wie man die gewiirfelte Aussage abindern miisste,
sodass sie zu der geduflerten Vermutung passt.

o Wie lautet die Verneinung der Aussage? Ist diese leichter zu verstehen?

o Andert es die Aussage, wenn man e > 0 durche € (0,1) odere > 1 ersetzt?
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KOMMENTARE

e Trotz des Namens Stetigkeitswiirfel miissen die erwiirfelten Aussagen nichts
mit Stetigkeit zu tun haben, sie erinnern jedoch an die e-d-Definition von
Stetigkeit.

e Mit den Stetigkeitswiirfeln kann man nicht nur das formale Arbeiten, son-
dern auch die mathematische Intuition trainieren.

e Da die erwiirfelten Aussagen hiufiger zumindest fiir Anfinger nicht leicht
zu verstehen sind, sollte eine mathematisch erfahrene Person mitspielen.
Sie kann zum Beispiel vorgeben, bei welchen Aussagen nur Beispiele oder
Gegenbeispiele gesucht werden sollen und bei welchen sich eine dquivalente
Beschreibung anbietet.

e Es empfiehlt sich ein allm#ihliches Herantasten an die erwiirfelten Aussagen.
Dazu eignen sich die obigen Fragestellungen.

e Beim Einsatz in Veranstaltungen im ersten Studienjahr muss man sich fiir
jede erwiirfelte Aussage viel Zeit lassen.

e Dank jahrelanger GewShnung sind wir Dozenten mit der Stetigkeitsdefini-
tion vertraut, wihrend uns eine #hnliche erwiirfelte Aussage hiufig kom-
pliziert erscheint. Anfingern mag beides gleich schwer fallen. Wir kénnen
nun beim Spielen mit den Stetigkeitswiirfeln die Schwierigkeiten mit der-
artigen Aussagen fiir uns neu erfahren und so mehr Verstindnis fiir die
Schwierigkeiten der Studienanfinger bekommen.

e Eine Kombination mit Funktionen auf Spielkarten, fiir die jeweils die Giiltig-
keit der erwiirfelten Aussage gepriift werden soll, ist in Planung.
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