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ZUSAMMENFASSUNG

Im ersten Teil meiner Bachelorarbeit habe ich die Existenz eines unter dem mittle-
ren Kriimmungsfluss im Minkowskiraum translatierenden rotationssymmetrischen
ganzen Graphen bewiesen. Dieser ist asymptotisch zum Lichtkegel. Die Asymptotik
hierfiir habe ich bestimmt. Im zweiten Teil meiner Bachelorarbeit habe ich die Exis-
tenz eines unter dem mittleren Kriimmungsfluss im euklidischen Raum homothe-
tisch expandierenden rotationssymmetrischen ganzen Graphen bewiesen. Numeri-
sche Untersuchungen legen die Vermutung nahe, dass dieser ebenfalls asymptotisch

zu einem Kegel ist.
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1. GEOMETRISCHE GRUNDBEGRIFFE IM MINKOWSKIRAUM
Wir verwenden im Folgenden [1] und [3].
1.1. Normale, Metrik, 2. Fundamentalform, mittlere Kriimmung.

Definition 1.1.1 (Minkowskiraum).
(i) Als Minkowskiraum R*" bezeichnen wir den R"*! mit dem Pseudskalarpro-
dukt (-, )gre: R 5 R, (z,y) — —2%° + 2%6;;97.
(ii) Sei z € RL™. x heiRt
(a) raumartig, falls (x, z)g1.»n > 0,
(b) lichtartig, falls (z, z)g1.» =0,
(c) zeitartig, falls (x, z)g1.» < 0.
(iii) Als Lichtkegel bezeichnen wir die Menge aller zeitartigen Vektoren.
(iv) Sei Q C R"™ offen, X : Q — RY" eine Hyperfliche. X heift raumartig, falls alle
von Null verschiedenen Tangentialvektoren, d.h. Vektoren der Form p X;(z) #
0 mit u* € R, x € §, raumartig sind.

Die Hyperflachen, welche wir im Folgenden betrachten sind stets raumartig, oh-
ne dass wir dies explizit erwdhnen. Desweiteren verwenden wir im Folgenden die
Einsteinsche Summenkonvention.

Definition 1.1.2 (Normale).
Sei 2 C R” offen, X: O — RY™ eine immersierte Hyperflache. Eine stetige Abbil-
dung v: Q — RL™ mit

(1) (Xi(x),v(x))grn =0 fir alle z € Q und fir i = 1,...,n,

(ii) (v(z),v(z))gr» = —1 fir alle z € Q,
heifit Einheitsnormalenfeld an X. v(z) heift Normale an X im Punkt x.
Bemerkung 1.1.3 (Vorzeichenkonvention).

Im Folgenden wahlen wir bei graphischen Hyperflichen im Minkowskiraum stets
die obere Normale.

Lemma 1.1.4 (Raumartige Fléchen).
Sei Q C R™ offen, X: Q — RY™ eine Hyperfliche. Dann gelten

(i) X ist genau dann raumartig, wenn g;; > 0 in Q gilt.
(i1) Sei X = (u,id) eine graphische Lésung. Dann gilt g;; > 0 in Q genau dann,
wenn |Du| < 1 in Q gilt.

Bewets.
(i) ,="* Seiy € R", y # 0. Seien (gags), s die Koordinaten des Pseudoskalar-
produkts, d.h. gi1 = =1, oo =1 flir 2 <a <n+1und gog = 0 fiir a # 3.

Dann ist yigijyj = (leZa) Jop (ijjﬂ) > 0.
»<=" Sei u'X; # 0 ein Tangentialvektor. Dann ist
(1 X2) Gop (0 X)) = pigigpd > 0.
(i) ,=* Sei x € Q mit Du(x) # 0. Dann gilt an der Stelle =
(1 — |Dul?) |Du* = —|Dul?|Dul* + |Dul* = —u'wuju’ + u'd;u’
= uigijuj > 0.
Daraus folgt |Du| < 1.
»<e=" Sei y € R", y # 0. Dann ist
Y9y’ = —y'uiugy’ +y'izy’ > ~ly||Dul | Dully| + [y
= (1—|Dul’) [y|* > 0. O
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Beispiel 1.1.5.

Sei 2 C R” offen, u € C1(Q), X: Q@ — RY™ 2z — (u(x),z) eine graphische

Hyperflache, so gilt fiir die obere Normale v(x) = —LDu@) _ fiiy alle x € Q.
P & ( ) v/ 1—|Du(z)|?
Beweis. Fiiri =1,...,nist X; = (us, e;) und (X;, v)gin = —~tlh —
Y . ’ 1—|Dul?
i i — 14Dy
Desweiteren ist (v, V)gin = TDur = —1. O

Definition 1.1.6 (Metrik).
Sei Q C R™ offen, X: Q — RY™ eine C'-Immersion. Definiere die Metrik g =
(9ij)1<i,j<n von X durch

gij - Q— R, gij(x) = <X¢(x),Xj(x)>R1,n.
Mit (§%)1<4,j<n bezeichnen wir die Inverse von (g;;); j, d.h. (¢"); ; ist eine Matrix,
fiir die gilt g" g, = 0},.
Beispiel 1.1.7.
Sei 2 C R™ offen, u € C1(Q), X: Q@ — RY™ 2z — (u(x),z) eine graphische
Hyperflache. Dann gelten X; = (u;, e;) und somit

gij = <XZ‘7Xj>]R1.,n = —uju; + (5”

Desweiteren ist o
. . wru?
i — §U .
9 + 1 —|Dul?

Beweis. Fir i,k =1,...,n gilt

i i uiuj i i Ui|Du|2’U/k — UiUk
97 gk = (5 iy T TDeE Du|2) (—ujug + 0j5) = —u'ug, + 0, — e
= —uluy, + 0F — (fuiuk) =6L.
Somit hat die inverse Metrik die behauptete Gestalt. O

Definition 1.1.8 (Zweite Fundamentalform).
Sei Q C R” offen, X: Q — R eine C%-Immersion mit Normale v. Definiere die
zweite Fundamentalform (h;;)1<i j<n von X durch

hijl Q— R, h”(x) = —<Xl]($), V(Z’)>R1,n.

Beispiel 1.1.9.
Sei X = (u,id) eine graphische Hyperfliche. Dann gelten X;; = (u;;,0) und

- (9 -, -
Y 1—[Duf? 0 )\ Du )/ 1—[Dul?
Definition 1.1.10 (Hauptkriimmungen).

Die Eigenwerte von h;; beziiglich g;; heifen Hauptkriimmungen von X. Bezeichne
diese mit Aq,..., A\,

Definition 1.1.11 (Mittlere Kriimmung).
Wir nennen H := A\; + ...+ A\, mittlere Kriimmung.

Beispiel 1.1.12.
Im graphischen Fall gilt

H=qgih, = (54 u'? Ui
=97y = 1 — |Dul? 1 — |Dul?

89w n uuug; & Du
= =div| ——— | .
/1= |Dul? 1_ |Du|23 V1 —|Dul?
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Definition 1.1.13 (mittlerer Kriimmungsfluss).

Sei ' > 0, @ C R" offen. Eine Familie immersierter Hyperflichen X (-,)¢c(0,7),
welche zweimal im Ort und einmal in der Zeit differenzierbar ist, mit X (-, ¢): Q —
RY™ erfiillt den mittleren Kriimmungsfluss (MCF), falls

(X, V)gin = —H auf Qx(0,7)
gilt und X auf Q x [0,T) stetig ist.
1.2. Der graphische mittlere Kriimmungsfluss.

Lemma 1.2.1 (Graphischer mittlerer Kriimmungsfluss).

Sei T > 0, Q C R™ offen. Sei X: Q) x [0,T) — RY™ eine Lisung des mittleren
Krimmungsflusses, so dass es eine offene Menge Q0 C R™ und eine Funktion u €
C%L(Q x [0,T)) mit im(X(-,¢)) N (2 x R) = graph(u(-,t)) fir alle t € [0,T) gibt.
Dann erfillt u die Differentialgleichung

Du g,
1—[Dul2div| ——m— | = Au+ —+2> in Qx(0,7T).

b (,/1—|Du|2> 1= [Duf? 0.7)
Beweis. Bezeichne fiir (£,t) € Q x [0,T) mit z(¢,t) die orthogonale Projektion von

X(€,t) auf R" = {0} xR" C RL"™ beziiglich des euklidischen Skalarproduktes. Dann
ist fiir alle (§,¢) € 2 x [0,T) mit X(&,t) € 2 xR

X(&,t) = (u(=z(&,1), 1), 2(8, 1)),
d i
%X = (wz" 4 u, ),

—H = (X, v)pin = \/1—1ti <( uzfﬂ;+u ) ’ ( Dlu )>Rm

= 71 (—uzx‘ —u+ UZJL‘Z) =

/1 —|Du|?

—u

V1= [Duf?

Daraus folgt

. ) Du
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2. TRANSLATIERENDE LOSUNGEN IM MINKOWSKIRAUM

Wir betrachten im folgenden stets Losungen, welche in vertikaler Richtung trans-
latieren.

2.1. Reduktion auf eine gewShnliche Differentialgleichung.

Lemma 2.1.1 (Reduktion auf Geschwindigkeit eins).

Sei u: R™ X (—o00,00) — RY™ ein unter dem mittleren Kriimmungsfluss mit Ge-
schwindigkeit eins translatierender ganzer Graph, d.h. u erfiille die Differentialglei-
chung

D
l=u= \/ 1-— |.D'U,|2 div <I/|UD2> n R" x (—O0,00)
— u

Sei A€ R, A # 0. Dann ist
4: R™ x (—o0,00) = R iz, t) := %u()\m,)\Zt)
eine mit Geschwindigkeit A translatierende Ldsung.
Beweis. Sei (z,t) € R™ x (—o0,00). Dann gelten
a(x,t) = a(\x, A2t) = N, (e, 1) = ui(Ae, A2t), iz, 1) = Mg (A, A2t).
Daraus folgt

P
utul g

A=z, t) = Aa(Axz, A%t) = A (Au + 1_Du|2) (Az, A1)

O

Lemma 2.1.2 (Reduktion auf eine gewohnliche Differentialgleichung).
Sei A € R und u: R™ x (—00,00) — RV eine mit Geschwindigkeit X translatierende
Lésung des mittleren Krimmungsflusses, d.h. eine Ldsung von

D
A=14=+/1—|Dul?div ————)
V1= |Dul?
Dann gibt es U € CZ _(R™), mit u(z,t) = U(x)+ At fiir alle (z,t) € R" x (—00, 00).

Gibt es ein ® € CE (Rso) mit U(x) = ®(|z|) fir alle z € R, x # 0, so erfillt
o=@ auf Rsq die gewohnliche Differentialgleichung

n—1
¢ = (A—Tgo) (1-¢%).
Verwende dabei die Notation r = |x|.

Beweis. Sei U = ®(] - |). Fiir z € R”, « # 0 gelten

Z;
Us(z) = ‘I"(M)m,
iz, (|l Tk

1— DU =1— (@),
n—1

x|

AU(x) = @"(Jz]) + @' (J[)

Uviv;; = (9)° 9.
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Erhalte daraus fir r = |2| > 0

UiUiU,; n—1 (®)2®"
A=t=AU+ —— 9 ="+ & .
" T TDUp T T T T @
Mit ¢ = @' folgt
n—1 ¢ YA+ n-1 ¢ n—1
A= + " <,0+17902: g2 + @:17@2+ 2

Es folgt fiir ¢ die Differentialgleichung

n—1
sa’</\ . so) (1-¢%) auf R

O

Lemma 2.1.3 (Geschwindigkeit Null).

Sei u: R™ x (—00,00) — RY™ (2,t) — ®(|z|) eine rotationssymmetrische transla-
tierende Losung mit Geschwindigkeit Null. Dann ist u konstant.

Beuweis. ¢ := @' erfiillt auf R die Gleichung ¢’ = —2=Lp(1 — ©?).

Da wir raumartige Flichen betrachten, gilt |p| < 1, d.h (1 — ¢?) > 0. Aufgrund
der Regularitit der Losung im Ursprung, Lemma 2.2.1, gilt ¢’ — 0 fir r — 0.
Angenommen (1) # 0.

Sei (1) > 0. Angenommen, es gibt r € (0,1] mit ¢(r) = 0. Wahle r» maximal. Da
fiir alle s € (r,1] gilt ¢(s) > 0 und ¢'(s) < 0, folgt w(r) > ¢(1) > 0. Widerpruch.
Somit ist ¢(r) > 0 fiir alle r € (0, 1] im Widerspruch zu ¢ — 0 fiir r — 0.

Sei (1) < 0. Angenommen es gibt 7 € (0,1] mit ¢(r) = 0. Wahle » maximal. Da
fiir alle s € (r,1] gilt p(s) < 0 und ¢'(s) > 0, folgt p(r) < ¢(1) < 0. Widerspruch.
Somit ist ¢(r) < 0 fiir alle r € (0, 1] im Widerspruch zu ¢ — 0 fiir r — 0.

Es folgt ¢(1) = 0. Da ¢ das Anfangswertproblem

{cp’ =-2=lp(1—¢?%), re(0,00),

p(1) =0
16st und x = 0 die eindeutige Losung davon ist, folgt ¢ = 0. O

Bemerkung 2.1.4.
Aufgrund obiger Uberlegungen betrachten wir im Folgenden stets mit Geschwin-
digkeit eins translatierende Losungen und die dazugehorige Gleichung

(2.1) o(r) = (1 - som) (1 - ()

n—1

r

2.2. Existenz nahe r = 0.
Das folgende Lemma stammt aus [3].

Lemma 2.2.1 (Regularitdt im Ursprung).

Sei ® € C? (Rsg), n > 2 und U: R® — R, = — ®(|z|). Genau dann ist U
in einer Umgebung des Ursprungs von der Klasse C?, falls ¢ := ® die folgenden
Bedingungen erfillt: )

(i) lim @ = lim q’T(T) € R existiert,

N0 N0

i) i = lim ®'(r) = d

(i) i (1) = lim ©/(r) =0 un

1 M o _ 1 <I>/(7’) _ @// —0.

fii) tim 220 - o/ (r) = lim T~ 2(r) =0
Bewets.
7’:>“:
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(i) Fiir z # 0 gelten U; = <I>’””L und U;; = CP"T‘TQJ —l-%l(&j—%).
Da U” stetig ist folgt Uao(0) = hm Uga(rer) = li{‘% w.
(if) Mit (¢) folgt hm<I>( )= h\rﬁ)r hm LG

NOo T

(iii) Aus U11( ) = hm Uii(rer) = h{%@”( r) und Uy1(0) = li{(% Ui1(res)

= 11\rf1 folgt lim ) _ $7(r) = Uy1(0) — U1 (0) = 0.
="
1) Zeige U'(0) =
Zeige dazu Ve > 036 > 0Vax € R" : |z| < § = |U(x) —U(0) — 0(x — 0)| < ¢|z|.
Sei € > 0. Aufgrund von (ii) existiert ein § > 0 mit sup, <5 [®'(|y|)] <e.
Sei z € R, 0 < |z| < 4. Definiere v: [0,1] = R, ¢ — U(x) — U(tx). Dann gelten
v(0) = U(z) — U(0) und v(1) = 0. Da v € C1((0,1)) folgt mit dem Mittelwert-

satz
w(O)] = [0(0) — (1) < sup ['(B)(1—0) = sup [(VU(tx), )]
t€(0,1) te(0,1)
D' (|tx
2D | < sup (@ (lyDlla] < el
te01)| |tz 0<|y|<s

Es folgt VU(0) = 0. Aus VU(z) = ‘b'(l‘w‘ — 0 =VU(0) fir z — 0 folgt die
Stetigkeit von VU.

(2) Nach (i) existiert a := li{%@T(r) € R. Zeige HessU(0) = a - 1. Zeige dazu:
Ve > 030 > 0Vae € R* : |z| < § = |VU(z) — VU(0) — az| < elz|. Sei
g > 0. Nach Definition von a und wegen (iii) existiert ein § > 0, so dass

sup ‘I"(yl?\) +®"(Jy|)| < 5 und sup ’(I);?(Jll")’l) —a
0<|y|<d 0<|y|<d
R™ mit 0 < |z| < §. Definiere v: [0,1] = R", t — VU(z) — VU (tz) —a(l —t)z.
Es gelten v(0) = VU(z) — VU(0) — az und v(1) = 0. Da v € C1((0,1)) folgt
mit dem Mittelwertsatz
[v(0)] = |v(1) —v(0)| < sup |v'(t)[(1—0)= sup |HessU(tz)x — az|
te(0,1) te(0,1)

< 5 gelten. Sei nun x €

P’ Y Y5\
0<|yl<é |yl |yl |yl 1<i<n
‘P’(Iy\) Yiy; @' (|yl) ;
< sup |- D" (|y|) J 37 +|—F"—a ‘ 0ix?), .
i M ) e T 109 i
'(|ly yllyll> '(|y
[T g | ol () _ | o
o<lyl<s| 1Yl lyl o<lyl<s| Yl
<3 <%
< elx|.

Es folgt HessU(0) = a - 1. Hess U ist stetig, denn fiir x € R, x # 0 ist
P’ T T
Hess U (x) = “z') (11 - ”) + @/'(\xD%
x

>

(I)/ T
Pzl g 4 (<I>”(|1:|) - gx')) % — al = Hess U

fir x — 0, wegen (i) und (iii). O
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Lemma 2.2.2.
Sei ¢ eine Losung von (2.1) auf (0,00). Dann ist : R = R, ¥(r) := p(e™") eine
Losung von
(2.2) W' (r) = ((n = 1)w(r) — e (1 = $*(r)).
Ist andererseits 1v: R — R eine Losung von (2.2), so ist ¢: (0,00) = R, (r) :=
Y(—log(r)) eine Losung von (2.1). Erfillt ¢ die Regularititsbedingungen
(i’) lim e"(r) € R existiert,
T—>00
(i@’) lim ¥(r) =0,
r—00
(i) Tim e"(4(r) +¢'(r)) =0,
so erfillt ¢ die Regularitdtsbedingungen aus Lemma 2.2.1.
Beweis. Sei ¢ eine Losung von (2.1), (r) := ¢(e”"). Dann ist
Y(r) = - (eT) =~ (1 - (n—1)e"d(e™)) (1 - ¢*(e™))
— (= Dple™) = eT) (1= @3(e™)) = ((n— 1)) — ) (1 - 62(r))
Ist andererseits ¢ eine Losung von (2.2), ¢(r) := ¥(—log(r)), so ist

() = — L8 L1y og(r) — e o) (1 43 log(r)))

T T

=~ = Do) -1 (1= 20) = (1= e ) (1= 0).

r

Erfiille ¢ die Regularitdtsbedingungen. Dann folgt fiir ¢
Nl m — i — log(r) _1 — i r R ..
(1) lim lim e (—log(r)) lim e ¥(r) € R existiert,

(i) lim o(r) = lim (—log(r)) = lim 9(r) =0,
(i) lim £ — '(r) = lim e 50 y(— log(r)) — e~ 59/ (— log(1))

= lim e ((r) + /() = 0. O

Theorem 2.2.3.
Sein > 2. Es gibt genau ein a € (—1,1), so dass die Losung ¢ von

P'(r) = ((n = 1)ep(r) —e™") (1 = 93(r))
¥(0) = a,

auf [0, 00) existiert die Regularitdtsbedingungen (i’),(ii’),(iii’) aus Lemma 2.2.2 er-
falit.

Beweis.
Existenz:

(1) (2.2) hat die beiden konstanten Losungen ¢» = 1 und ¢ = —1. (Diese haben
keine geometrischen Bedeutung, da fiir eine raumartige Losung [¢] < 1 gilt,
sind im Folgenden jedoch niitzlich.) Eine Losung ¢ mit Anfangswert |1(0)] > 1
kann aufgrund der beiden konstanten Losungen und des Vergleichsprinzips die
Bedingung (¢') nicht erfiillen. Daher betrachten wir im Folgenden Losungen mit
¥(0) € (—1,1). Fiir eine Losung ¢ von (2.2) mit Anfangswert ¢(0) € (—1,1)
gilt somit aufgrund des Vergleichsprinzips, dass ¢ auf [0, c0) existiert und dort
die Abschétzung || < 1 erfiillt.

Bezeichne im Folgenden fiir a € (—1,1) mit ¢, die Losung von (2.2) mit An-
fangswert 1,(0) = a. Sei m € N. Dann ist 0 < 5:,1 < 1. Aufgrund der beiden
konstanten Losungen, der Langzeitexistenz und der stetigen Abhéngigkeit vom
n—1"°

Anfangswert existiert ein a,, € (—1,1) mit ¢,,, (m) =
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Sei ¢ eine Losung von (2.2) mit || < 1. Angenommen, es existiert ein rg €
[0, 00) mit 9’ (rg) > 0. Dann gilt ¢’(r) > 0 fiir alle r > ro: Es gilt 1—1)(r9)? > 0.
Aus ¢'(rg) > 0 folgt somit (n — 1)1(rg) — e~ > 0. Desweiteren ist

0= 100~ € hrmry = (1= DY)+ €y > 0.
Da stets (1 —1?) > 0 gilt, gibt es € > 0 mit ¢/(r) > 0 auf (rg, 70 +¢). Aufgrund
obiger Abschéitzungen bleibt diese Ungleichung auf (rg, co) erhalten.
Sei ¢ eine Losung von (2.2). Angenommen es existiert ein rg € [0,00) mit
—1 < 4(rp) < 0. Aufgrund des Vergleichsprinzips gilt || < 1 und (1 —2) > 0.
Somit ist 1'(rg) < —e~"(1 — ¥2(rg)) < 0 und ¥ < 0 auf (rg, 00). Anwendung
dieses Resultats mit 7o = 0 ergibt insbesondere: Fiir alle m € N gilt: a,, > 0.
Ansonsten wire 0 < iL__nll = 1)q,, (m) < 0.
Beh.: (a,;)m, ist monoton fallend.
Sei I > m. Angenommen a; > a,,. Aufgrund des Vergleichsprinzips ist dann

e ™

Ya, (M) > g, (m) = <= . Es folgt
Y, (m) = (0 = 1)pg, (m) — ™) (1 = 2 (m)) > 0.

>(n71)7€_m76_m:0 >0

n—1

Nach (2) ist somit 1}, > 0 auf [m,o00). Fiir [ > m ergibt sich der Widerspruch

efl —-m efl

= s (1) >y (m) > —— >

n—1 n—1"n-1
Nach (1) und (3) ist (@m)m C (0,1) und nach (4) monoton fallend. Daher
ist a == li_r>n am € [0,1). Fir m € N ist nach Vergleichsprinzip ¢,(m) <
m—00

Ya,, (M) = f:; Desweiteren ist aufgrund der stetigen Abhéngigkeit vom An-

fangswert 1, (m) = 1i_r>n tq,(m) > 0, denn fiir I > m ist wegen (3) ¢4, (m) > 0.
m—0o0

Somit gilt 1, (m) € [O, %) fiir alle m € N.
Beh.: Vr > 0:1,(r) € (O, Z;_Tl .
Sei r > 0. Angenommen 9, (r) < 0. Fiir | € N5, folgt dann mit (3) ¥, (l) < 0im

e "

Widerspruch zu (5). Angenommen 1, (r) > £—. Dann ist aufgrund von (2.2)
¥l (r) > 0. Aus (2) folgt, dass 9, auf [r, c0) wachsend ist im Widerspruch zu (5).

Sei im Folgenden v := t),. Sei € > 0 und x(r) := "9 (r).
Beh.: 3rg > 0Vr > rq : % < x(r) < %
Nach (6) gilt 0 < x(r) < -1 fiir alle r € [0,00). Da ¢(r) — 0 fiir r — oo,
existiert ro > 0, so dass fiir alle r > rg gilt: w2 (r) <e.Seir > rg. Dann gelten
X'(r) = e"(r) + ey’ (r)
e"P(r) + e ((n—1)(r) —e ") (1 — (1))
e"P(r) + ((n—1)e"p(r) — 1)(1 — ¢*(r))
X(r) + ((n = D)x(r) = 1) (1 = 4*(r))
<0 >1—¢

<x(r)+((n—1)x(r) —1)(1 —¢)
=nx(r) —e(n—1)x(r)-1+4+e¢

—_——

<0

(2.3) <nx(r)—1+e
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und
X' (r) = x(r) + ((n = Dx(r) = 1) (1 = ¢*(r)
<0 <1
> x(r)+(n—1)x(r) -1
(2.4) =nx(r) — 1L

Beh.: Es gilt x(r) < & fiir alle 7 > 0.
Angenommen es gibt 1 > 0 mit x(ry1) > % Sei x; eine Losung von y) =
nx1 — 1. Diese Gleichung 16sen wir nun explizit. Definiere u 1= x; — % Dann
ist u' = x| = nx1 — 1 = nu. Somit gilt u(r) = Ae™ fiir ein A € R und x1(r) =
u+ 2 = X"+ 1 Da x(r1) > L gibt es ein A > 0 mit x1(r1) < x(r1). Die
untere Abschitzung (2.4) fiir x’ gilt fiir alle » > 0. Mit dem Vergleichsprinzip
folgt somit x(r) > x1(r) fiir alle » > 1. Da A > 0 gibt es jedoch ein r > r; mit
x(r) = x1(r) > 1, was im Widerspruch zu x(r) < -5 steht.
Beh.: x(r) > == fiir alle r > 7.
Sei x2 eine Losung von x5 =nxs — (1 —¢), u := x2 — 1—;5 Dann ist v’ = x5 =
nx2 — (1—¢) = nu. Somit gilt u(r) = Ae" fiir ein A € R und x2(r) = u+ 122 =
Ae™ + 1=¢ Angenommen es gibt r1 > ro mit x(r) < 1=2. Dann gibt es A < 0
mit x2(r1) > x(r1). Mit dem Vergleichsprinzip und der oberen Abschitzung
(2.3) fur ' folgt x2(r) > x(r) fiir alle r > rg. Da A < 0 ist, gibt es jedoch ein
r > 71 mit x(r) < x2(r) < 0, was im Widerspruch zu x > 0 steht.

(8) Aus (7) folgt Tlgrolo e"p(r) = = € R. Dies zeigt (i'), woraus auch (i7") folgt.

Desweiteren gilt

1
n

& (r) = € ((n = 1)0(r) — )1~ (1))
= (0= 1) Y(r) ~1) (1= () =
N—— N———— n

_>% —1
fiir r — oo. Es folgt li_>m e"(¢(r) +¢'(r)) = 0. Dies zeigt (iii’).
Eindeutigkeit:

(10) Seien 91,19 Losungen von (2.2), welche die Regularitétsbedingungen erfiillen.
Inbesondere gilt 11,12 — 0 fiir 7 — 00. Sei 11 (0) > 12(0) und w = 1¥1 — Yo.
Sei € > 0 klein. Dann gibt es ein rg, so dass fiir alle r > ry die Abschétungen
1— (t1(r) + (1 = t)aha(r))? > 1 — g, 2|th1(r) + (1 — t)ho(r)] < 1 und
[(n— 1)1 (r) + (1 — t)pa(r)) — e 7| < € gelten. Damit folgt fiir r > r
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(n = 1)(¢1(r) = a(r)) (1 = (t1(r) + (1 = t)2(r))?) dt

>1l—¢

O\H

1
+ / (1= 1)(teor () + (1 — £ (r)) — ") 2t (r) + (1 — D)tha(r)) -
0 |'|<e l1<1
(=1 (r) = aba(r))dt
(1(r) — a(r)) (1 — £ —¢)
w(r

2

v

~—

\%

Sei u eine Losung von u' = % Dann ist u(r) = Xez" fiir ein A € R. Da
w(rg) > 0 existiert ein A > 0 mit u(ry) < w(rg). Aufgrund obiger Abschétzung
von w’ auf [rg,00) folgt w(r) > wu(r) fiir alle r > ry im Widerspruch zu
w(r) = 0 fir r — oo. O

2.3. Asymptotisches Verhalten fiir » — oo.
Das folgende Lemma zeigt zusammen mit Lemma 2.2.3 die Existenz eines rotati-
onssymmetrischen translatierenden ganzen Graphen.

Lemma 2.3.1.

Seirg > 0 und ¢ eine Lésung von (2.1) ¢'(r) = (1 — 22Lo(r)) (1 — ¢*(r)) mit
©(ro) € (—1,1). Dann ezistiert ¢ auf [rg,00).

Beweis. (2.1) besitzt die beiden konstanten Losungen ¢; = 1 und ¢g = —1, welche
auf [rg,c0) existieren. Sei I C R das maximale Existenzintervall von ¢ und I N

[ro,00) = [ro, R) mit 19 < R < oco. Angenommen es gilt R < oco. Aufgrund des
Vergleichsprinzips gilt |p| < 1 auf [ro, R) und somit ist mit (2.1) auch ¢’ beschrankt.

Setze ¢ durch ¢(R) = (rg) + f ¢ (s)ds fort. Aufgrund der Kurzzeitexistenz einer

Losung von (2.1), gibt es ein € > 0 so dass ¢ auf [rg, R+¢) existiert im Widerspruch
zur Wahl von R. Folglich gilt R = oco. (]

Theorem 2.3.2.
Sei 7 > 0 und ¢ eine Losung von (2.1), welche auf [F,00) existiert. Dann gibt es
ein cg € R, so dass fiir ¢ die folgende asymptotische Entwicklung gilt:

o(r) =1—e") mit

1
a(r)=—=2r+2(n—1)log(r) + co — 5672”2(”’1) log(r)+eotlog(14+9(r) ;4
2n—1) 2n—12—=mn—-1) 2n—-12-=3n-1>2+(n—-1)
g(T) = - 2 - 3
r r r
+o(r73).

fiir r — oo.
Dies ist dquivalent zu

co
pry=1- e“0r?" 2 exp [—2r — %r%_ze_?r +(n— l)ecor2"_3e_2r

—1
+ ((n —1)2 - z 5 ) eCop2n—de=2r

3(n —1)? -1
+ ((n _ 1)3 _ (n . ) 4 n . ) eCop2n=5,=2r 4 (T2n75ef2r)

fir r — oo.
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Beweis.
(1) Da 1 — ¢ > 0 gilt, ldsst sich ¢ in der Form ¢(r) := 1 — e*") mit a(r) :=
log(1 — ¢(r)) schreiben. Es gilt

&) = ~a(r)e"?
- (1- e - ¢0)

_ (1 _n=-1 ’Lleam) (2600 — e2)
T

,
Es folgt

r r

-1 -1
a(r) = (—1 + = - neam> (2 - ea(r)) .
———

T >0
<*1+Tl

Die Abschiitzung 2 — e*(") > 0 folgt aus ¢(r) € (=1,1) < ") € (0,2). Fiir
r >n — 1 ist somit a/(r) < 0.

Sei nun 7 > 2(n — 1). Da ") < 2 existiert ein € > 0 mit e*") 4 ¢ < 2. Da a
auf (n — 1,00) monoton fallend ist, gilt e*(*) + ¢ < 2 fiir alle s > 7. Fiir s > r
folgt

1
a'(s) < (—1—1—2—0) (2—(2—5)):—§<0.
Es folgen a(r) — —oo fiir r — oo und

() = (_1 LTIl Meam) (2 &
r T —~—
S—— = =0 —0

—0 —0

fiir r — oo. Insbesondere gibt es zu 0 < § < 2 ein R > 0, so dass a(r) < —or
flir r > R gilt.

(2) Schreibe a(r) = —2r 4 b(r) mit b(r) := a(r) + 2r. Dann erfillt b die Differenti-
algleichung

b'(r)
=ad(r)+2
-1 -1
_ (_1 L n e“m) (2 _ ea(r)) 12
r r
gy 2= 200—) ey ety _ L ey L e
r r r r
— 2(” — 1) _ 3(" — 1)611(7“) + ea(r) + L_le&z(r).
r r r
Sei € > 0. Fiir r grofs gelten a(r) < —r und somit
e2a(r) ~ palr) =7 ~ max{3(n€_1)7 i} )
Es folgen fiir &’ die Abschéitzungen
/ _ . a(r a(r a(r
b'(r)= " " &+t —
<5 >0
2(n—1) ¢
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und
2(n—1) 3(n—-1) n—1
/ — _ a(r) a(r) . '~ 2a(r)
b'(r) . e +e"" 4 —¢
20 <z <m=my
2(n—1 2
_2n-1) 2
T T

Wihle aufgrund dieser beiden Abschitzungen b(r) = 2(n — 1) log(r) + ¢(r).
Dann gilt ¢(r) = b(r) — 2(n — 1) log(r) und ¢ erfiillt die Differentialgleichung

_ 2(” — 1) _ 3(’]1 — 1)ea(r) + ea(r) + n-— 162(1(7‘) _ 2(” — 1)

T T T T
_ <1 - 3(71 B 1) + n— ]‘ea(r)) 6a('r) )
T T v
>0

>0 fiir r>3(n—1)

Auf [3(n—1), 00) ist somit ¢’ > 0 und ¢ streng monoton wachsend. Desweiteren
gibt es R > 3(n — 1), so dass fiir alle r > R gilt: a(r) < —r und somit

-1 -1
d(r) = (1 _3n=1) 4+ ea(r)) e <1.e

r r -

Fiir r > R folgt

c(r) = c¢(R) + / d(s)ds < ¢(R) + / e~*ds = c(R) —e " +e R
R R

Folglich ist ¢ auf [R,c0) beschrinkt und monoton wachsend. Daher existiert
co := lim ¢(r) € R.

700
Sei 0 < § < 2. Beh.: Es gibt ein C > 0 mit |co — ¢(r)| < Ce™" fiir alle r > 0.
Wie in (1) gesehen gibt es zu 0 < § < 2 ein R > 3(n — 1) mit a(r) < —dr fiir
aller > R. Fiir r > Rist 0 < ¢/(r) < e (vgl (3)). Seien r > s > R. Dann
gilt

) = c(s) = | [ dr| < [erim = Lot Lo

S S

Fiir r — oo folgt [co — c(s)| < e, Auf [ro, R] ist ¢ beschrénkt und e=" >
e~ > (. Somit existiert ein C' > 0 mit |cy — ¢(r)| < Ce™ fiir alle r > 0.

Sei 0 <e<1.Beh.: 3R >0Vr > R: ¢y —c(r) > 552",

Wahle R > 0 so groR, dass fiir alle r > R gilt: M < ¢, a(r) > —2r. Hierbei
haben wir a(r) = —2r 4+ 2(n — 1) log(r) + o(log(r)) verwendet. Fir r > R folgt
d(r) > (1 —g)e 2. Seien r > s > R. Dann ist

1—¢ 1—¢e _,

c(r) —c(s) = /c'(T)dT > /(1 —e)e *Tdr = — 5 e 2 4 5 ¢

S S

- —29

Fiir r — oo folgt cg — ¢(s

) >
Schreibe ¢ fiir r > 3(n — 1) in der Form c(r) = co — $e7 274", Dies ist
(n

wohldefiniert, den auf [3 1),00) ist ¢ streng monoton Wachsend folglich
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cp —c>0und

1
c(r) =c¢o — 5672”61(”

& e = 9(¢y — ¢(r))
& d(r) = log(2(co — c(r))e*) = log(2) + log(co — c(r)) + 2r.
Erhalte fiir d die Differentialgleichung
/
d(r) = fi +2
)

— (1 _ 3(” — 1) + n— 1ea(7‘)> ea(r)2e2re—d(7‘) +2
T T

_ 9 (1 _3(n—-1) 4+ = ]‘ea(r)> p2n=1) o) =d(r) 4 o
r r
Sei € > 0 klein. Nach (4) gibt es C, R > 0, so dass fiir alle r > R gilt:
1—e¢
2

Erhalte daraus fiir die Abschétzungen

d(r) <log(2) + log(Ce=2=9)") 4 2

= log(2) + log(C) — 2r +er 4+ 2r

=log(2C) +er

e <o —cr) < Ce= 29,

und

d(r) > log(2) + log( e_QT) + 27

2)

= log(2) + log( —2r+2r

= log(1l —¢).
Folglich ist d(r) = o(r) fir r — oo.

Beh.: d(r) = 2(n — 1) log(r) 4+ o(log(r)) fir r — cc.
Sei € > 0 klein. Wéhle R > 0 so grof, dass fiir alle r > R gilt:

2(n—1 3(n—1 2ec0
(n )—|—€< (n )<€<1, e
r re

e <1, g—e< e(r) < co, <1,

r
—2(1 —g)e® ™ r* < 3.
Angenommen, es gibt ein 7 > R mit d(r) > (2(n — 1) + ¢) log(r). Erhalte

2eco

d/(T) > _27,2(77,71)660672(7171) log(r)—elog(r) 492 =— +92>1.
= e =
Da fir s > r > R gilt: 1 > 202U — 4 ((9(p — 1) 4 ¢)log(s)), bleibt

die Ungleichung d’ > 1 auf [r,00) erhalten. Dies steht im Widerspruch zu
d(r) = o(r) fir r — oo.
Angenommen, es gibt ein r > R mit d(r) < (2(n — 1) — ¢) log(r). Erhalte

dl(T) < 72(1 o €)T2(n71)60076672(n71) log(r)+e log(r) +2
=-21—-¢gle r 42 < -1

Da fir s > r > R gilt: -1 < w = 24 ((2(n — 1) — £)log(s)), bleibt
die Ungleichung d’ < —1 auf [r,00) erhalten. Dies steht im Widerspruch zu
d(r) = o(r) fir r — oo.

Somit gilt d(r) = 2(n — 1) log(r) + o(log(r)) fir r — cc.
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(6) Schreibe d(r) = 2(n — 1) log(r) + f(r).

Esist f(r) = d(r) — 2(n — 1)log(r) = o(log(r)) und

7y = () - 20D

_ (1_ 3(n—1) +n—1ea(r)> ec(r)e—f(r)+2_m.
r r r

Beh.: f(r) — ¢ fir r — oo.
Sei € > 0 klein, so dass e™¢ > % gilt. Sei 0 :=e® —1 > 0. Wahle R > 0 so grof,
dass fiir alle r > R gilt:

6(n —1)e°

e <1, ¢g—e < e(r) < co, < 0.

Angenommen, es gibt ein 7 > R mit f(r) > ¢p + . Dann gilt fiir solche r

2(n—1 2(n—1
f/(T) Z _2 (1 _ (n )) ec()e—co—s +2 _ (n )
r T
=—2€_€+2+M e ¢ _M
——— r ~~~ r
>0 >3
n—1
- r .

Diese Ungleichung und f(r) > ¢ + & bleiben auf [r,00) erhalten. Erhalte fiir
s>r: f(s) > f(r)+ (n—1)log(s). Widerspruch zu f(s) = o(log(s)).
Angenommen, es gibt ein » > R mit f(r) < ¢y — 2¢. Dann gilt

-1
f/(T’) < —9 (1 7 3(” )> 6607667604*26 42
r
— 1)ef
— _265 + 2 + M
~—— T
—_92§ N———
<0
< —0.

Diese Ungleichung bleibt auf [r, 00) erhalten. Widerspruch zu f(r) = o(log(r)).
Somit gilt f(r) — ¢y fiir r — oo.

(7) Beh.: Seien ¢ > 0 und m € N, m > 1. Dann existiert ein R > 0, so dass fiir

2,

r e
<l-e2° <. 5.
< e. Mit ’Hopital folgt

aller > R gilt: 1 — e=3¢

=

e "

. —Llemrm € l1—e
Esist 1 —e 2¢ < 5 & 17—

T

H

1_—r _ _ 1
L3 lerendeT o gmil g
2

m

T—00 o r—00 — oI

(8) Schreibe f(r) = co+log(1+g(r)). Dann ist f(r)—co = log(1+g(r)), e/ =c0 =

1+ g(r) und g(r) = ef(M=c — 1. Somit gilt g(r) — 0 fiir r — oo.
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Erhalte fiir g die Differentialgleichung
g'(r)
= F(r)el
_ [_2 (1 _3n=1 - 1ea<r>> o=t 4o 20 =D s-co

r r r

— _9 (1 B 3(n — 1) + n — 1€a(T)> 67%8—27‘+d(r)
r r

+ (2— 2(n7n_1)> (1+g(r)).

Beh.: g(r) = f@ +0 (1) fiir r — oc.

Sei 0 < £ < 2(n —1). Wahle R > 0 so groft, dass fiir alle r > R gilt:

1 2(n—1)— 2(n—1
(n—1)e*" < (n—1)e " < -, (n 2) < 57 (n=1) <2,
r r r
17i<67%e—27‘+d(7‘) <1, 2 242(n—1)2(n—-1)+¢) <§
72 r2 r2 r

Dabei haben wir (1) und (7) verwendet.
Angenommen es existiert ein r > R mit g(r) > —M;ﬁ. Erhalte

g'(r)

> 913D 12 -1 272(%71) 17%
e 2 iy

— 24 -
r r r r
2(n—=1)(2(n—1) —¢)
)
>0

r o r2 roor r

Fir s > 7 > R gilt £ > % =4 (72("77:)76> Daher bleibt die Unglei-

chung ¢'(s) > £ auf [r, c0) erhalten. Dies steht im Widerspruch zu g(s) — 0 fiir
5 — 00.

Angenommen es gibt ein r > R mit g(r) < fw. Erhalte
g'(r)

(- ) (- 4] o202 o2

2 6(n—1 6(n—1 4n—1 2¢ 2(n—1
200D o), o) % 2nol)
T T T T r T
N———
<0
2(n—1)(2(n—1)+¢)
+ 2
r
2 € €
<77 —_ —_
r T T

Fiir s >r > Rist —< < 2n—De _ d ( 2(n—Dte) gopit bleibt die Unglei-

s2 ds s
chung ¢'(s) < —£ auf [r,00) erhalten. Dies steht im Widerspruch zu g(s) — 0
fiir s — oo.

Somit gilt g(r) = —M + 0 (1) fiir r — oo.

T



16 2. TRANSLATIERENDE LOSUNGEN IM MINKOWSKIRAUM

(9) Schreibe g(r) = 2(” D 4 h(r). Dann ist h(r) = g(r)+ 2= = (1). Erhalte
fiir h die Differentlalglelchung

W) =g - 20

L (1 3(n—1) L= 16“(T)) o dem2rae)
r

+<2 ”_1)<1—2(”_1>+h(r)>—2(”;1).

T T

Beh.: h(r):—ero( >) fiir r — oo.

T

Sei € > 0 klein. Wéhle R > 0 so grof, dass fiir alle r > R gilt:

2(n—1 1 i
(n_l)ea(r)<(n—l)e*T<T2’ ¥<27 1_r73<e,%e 2+d()<1’
4n—-1*-2(n—-1)—2c ¢

3 <5
r
2 24+2n-1D2n-1)%2 —=(—-1)+¢e) =
73< 3 <7
r r ,

Dabei haben wir (1) und (7) verwendet.
Angenomen es gibt ein 7 > R mit h(r) > —%. Erhalte

h'(r)
-1 1
>—2(1—3(" )+3) 1
T r
+<2_2(n—1)) (1_2(n—1)_2(n—1) 2(n—l) )
r r r
2(n—1)
)
:72+6(n71)7£+274(n71)74(n71) 2(n—1) 2
r r3 r r2 2 r2
2(n—1) 4(n-12% 2n-1)2"n-1)2-(n—-1)—¢)
r r2 r3
>0
2(n—1)
r2
2 2 2 e ¢
o R R
Fiir s > r > Rist & > 4(n— 1)2—23(" -2 _ di (_%) Somit

bleibt die Ungleichung h’(s) > 5 auf [r, 00) erhalten. Fiir t > s > r folgt

t

h(t) = h(s) + /h/(T)dT > —

S

2n—1)2 -(n—-1)—-¢ € e _ €

S

fiir s, t grofs und ¢ grofs im Vergleich zu s. Dies steht im Widerspruch zu h(t) — 0
fiir t — oo.
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Angenommen es gibt ein r > R mit A(r) < fw. Erhalte
W (r)

a2 )

+<2%ipn)<12m1)2m1y(nn+g>

r r
2(n—1)
-
2 -1 —1 4(n—1 4(n—1 2(n—1
L, 2, 60D G-l ) A1) 41?21
73 ré r r2 72
—_———
<0
2 2n-1) 4(n-1) 2n—1D)2n—-1)*—=(n—1) +¢)
72 r = r
2(n—1)
)
2e € €
STEtET TR
Firs>r > Rgilt —5 < 4("71)27822("71”25 = % (—w) Somit

bleibt die Ungleichung h’(s) < —%5 auf [r,00) erhalten. Analog zu oben steht

dies im Widerspruch zu h(s) — 0 fiir s — co.
2
Somit ist h(r) = *W +0(%) fiir r — oco.

chreibe h(r) = —=—7"— + ann ist k(r) = h(r) 4 2=’ (v=1)
10) Schreibe h 200" ~(=1) 4 f(y). D k h(r) 4 2n=D)

T 2
und

k' (r)
W) - Aln —1)2 —2(n— 1)
7‘3

5 (1 3(n—1) n -1 e“(")> o de2rae)
r

+(2 n—1)(1_2(n—1)_Q(n—1)22—(n—1)+km>
2

T r
n—l 4(n—1) —2(n-1)
73 '
Beh.: k(r) = 21’ _3(" D> +(n=1) + 0 (&) fiir r — oo.
Sei e > 0. Wihle r > 0 so groﬁ dass fiir alle r > R gilt:

2(TL— 1) (r) _ 1 1 _Lo—2r4d(r)
f<2,(n—1)ec”"<(n—1)e’“<r—3,1—r—4<e 2¢ <1,
6(n—13-9n—-12+3n—-1)—3 ¢
ré 3
6(n—1)3—9(n—12+3(n—1)+3 ¢

a st $37
2—4n—1)*+6(n—-1)2-2(n—-1)2+2(n— 1)

r4 r3
2+4n—1)*—6(n—1)*+2(n—1)?+2(n—1)e < £

A 73

Dabei haben wir (1) und (7) verwendet.
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Angenommen es gibt ein r > R mit k(r) > TR [T Dk G D 0 P 1

K (r)
> 9 (1_ 3(nr— 1) 7,14> 1
N (2 B Q(nr— 1)) (1 B Q(nr— 1) 2(n-— 1)27~2_ (n—1)
2 -1 =3(n—-1%+(n-1) —6)
r3
2(n—1) 4(n—-1)2-2(n-1)
T2 B r3
_ oy 6(n—1) % oo 4(71; 1) 4(n7; 1)2 2(nr2— 1)
4n—1)3 6(n—12 2(n-1) 2 2(n—1) 4(n-— 1)?
r3 r3 r3 r3 r r?
4(n—1)2 2(n-1)?
r3 o 3
4n—1)*—6(n—1)2+2(n—1)2—2(n— 1)
- —
2(n—1 4n—1)%2 2n-1
B RTCES Vol L)
2 ¢ 3

3 g3
—1)3— _1)2 1y
Fir s >r > Rist 5 > 6(n—=1)°-9(n i) +3(n—1)—3¢

=4 <_ 2("’1)373(”}1)2“”71)75). Somit bleibt die Ungleichung &(s) > & auf

S

[r,00) erhalten. Dies steht im Widerspruch zu k(s) — 0 fiir s — oc.
3 2
Angenommen es gibt ein r > R mit k(r) < _2(n—l) _3("_31) tn=Dte Frhalte

K (r)

r r r2
2n -1 -3(n—1)24+n—-1)+e
— 3
2(n—1) 4(n—-12-2(n—-1)
oz r3
2 -1 -1 4n—1 4(n—1)2 2(n-1
:72+74+6(n )76(715 )+27 (n—1) (ng) (n2 )
T T r T r r
—_————
<0
_4(71—1)3_’_6(11—1)2_2(n—1)_%_2(7L—1)_~_41(7”L—1)2
r3 r3 r3 r3 T r2
4n—1)% 2(n—1)2
+ 3 - 3

N 4(n—1)* —6(n—1)3 —&;Q(n —1)242(n—1)

r
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2(n—1) 4(n—1)2 N 2(n—1)

r2
2e € €

— 4 = =,
FRERLIE r3

r3 r3

<

3 2
Fir s >r > R ist 79% < 6(n—1) *9(71*8{1) +3(n—1)43¢

=4 —2("*1)3*3(";31)2“"71”5). Somit bleibt die Ungleichung £'(s) < —%
auf [r, 00) erhalten. Dies steht im Widerspruch zu k(s) — 0 fiir s — oc.
3 2
Somit gilt k(r) = —2n=l) 73(:{” Tl 4, (&) fiir r — oo.
(11) Die asymptotische Entwicklung fiir ¢ lasst sich folgendermafsen umformen:

Fir r > 0 ist

. le—2r+2(n—1)log(r)+co+10g(1+g(7“))

2
e
= - g e

e 2(n—1) 2(n—-1)2-(n—-1)
T2 (1_ T B r2

_2(” -1 =3(n—-1>%+4(n—-1) X 0(1"_3)) F2n—2,=2r

T2n72672r + (n o 1)6607’2”’736727‘

o(r)
=1—e

-1 €COT2n_2 exp |:—2’I" _ 16—27“—&-2(71—1) log(r)+00+log(1+g(r)):|
2
=1—er?"2Zexp {—27“ - %7“2"_26_% + (n — 1)eop?n=3e=2"
2 n=1\ o on_4 _o
+{(n—=1)°— 5 eor e

3(n —1)2 -1
+ ((n _ 1)3 _ (n . ) i n 5 > ecDT2n_5€_2r +o (,,,2n—5e—2r):| )

O

Bemerkung 2.3.3.
Seien ¢, a, d, g wie in Theorem 2.3.2. Fiir m € N gibt es wegen (1) und (7) ein R >
0, so dass fiir alle r > R gilt: 0 < "T_le“(” < T%, 1— Tl < emze I

m

< 1. Verwen-

det man aufgrund dieser beiden Abschétzungen die Naherungen ”Tfle“(r) ~ 0 und
e=Fe T o 1, so scheint die Vermutung naheliegend, dass eine weitergehende

asymptotische Entwicklung fiir g die Gestalt eines Polynoms in % hat.

Lemma 2.3.4 (Hauptkriimmungen).
Seiu : R"x(—00,00) — R eine graphische Losung des mittleren Kriimmungsflusses.
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Angenommen es gibt ein ® € C?_(Rxo) und ein X € R, so dass u(z,t) = ®(|z|)+ At
fiir alle (z,t) € R™ x (—00,00) gilt. Sei p := ®'. Dann gilt fir die Hauptkrimmgen:

AL = Ao = = A’n

_ ¥
1— 2 z|\/1 = ¢?
fiir alle x € R™, x # 0.
Beweis. Nach Beispiel 1.1.7 und Beispiel 1.1.9 gelten g;; = —u;u; + d;; und h;; =

U j

isrER Sei x € R, x # 0. Wie im Beweis von Lemma 2.1.2 gesehen, gelten
—|Du

P VP R Y (F W B I T Y S
w0 ) 1o el =1

Erhalte daraus

LT 5
gij = 5z’j - 902 |;‘2Ja

1 TiTj %) TiTj
s 2 (5, )
I \ﬁw<@m2 2l \7 7 Tal?
Aus g7 = (1 — ¢*)x; und hyja? = %mi folgt Ay = \/1‘9;23. Sei nun £ €
—
R™, ¢ 1 z. Dann ist ¢;;& = & und h;;&7 = W%&. Erhalte daraus Ay = ... =

Ap = —E2—. O
|z[y/1—p?

Lemma 2.3.5 (Asymptotik der Hauptkriimmungen).

Seiu : R"x(—00,00) — R eine graphische Losung des mittleren Kriimmungsflusses.
Angenommen es gibt ein ® € C?_(Rso), so dass u(z,t) = ®(|z|) + ¢ fir alle
(z,t) € R™ x (—00,00) gilt. Sei p := ®'. Dann gibt es ein ¢y € R, so dass die
Hauptkrimmungen die Asymptotik

1 co . .
)\1(7‘) = 76_77"_7%’_167 + o0 (T_n+1€7) s
V2
1 c
() = e T e 4o (r_"er) fir k=2,...,n

V2

erfillen. Verwende dabei die Notation r = |x|.

Beweis. )
(1) Nach Lemma 2.3.4 gelten \(r) = % und Ag(r) = T\/% fiir
k=2,...,n. Flr ¢ gilt auferdem die asymptotische Entwicklung aus Theorem
2.3.2, d.h es gibt ein ¢y € R, so dass p(r) = 1 — ") mit
a(r) = —2r + 2(n — 1)log(r) + co + o(1) fiir r — oo gilt. Es ist p2(r) =
1 — 22" 4 200" und @3 (r) = 1 — 3e(") 4 3¢24(") — ¢3¢(") Erhalte damit und
mit Gleichung (2.1.2)
d=(1-

n—1

@w)@—ﬁv»

n— n—1

1
=1- p(r) = ¢*(r) + ——¢*()
oot ol ety g geetr) _ g2an L ML
T T
1 1 1
3(1’L ) 3(7’L )6211(7‘) _ n e?)a(r)

_ 7@1“) +
T r r

_ <2 _2n=1) ey 301 ey ”162a<r>) salr)
T T T
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(2) Sei e > 0. Wéhle 0 < 6 < 2 so klein, dass

(2 —6)e? 2¢0

277 —e < = und 73<2_%+5
22 (2-90)2

gelten. Wahle nun R > 1 so groft, dass fiir alle r > R gilt:

—@ <r—(n—1)log(r)—%0+5, —@ >T—(n—1)log(r)—%0—6,
30 =1 w2021 ey 5 202 ey P e
r T

Sei r > R. Aus Obigem folgen (2 — §)e®") < ¢/(r) < 2¢*(") und (2 — §)e(") <
2e4(r) — ¢2e(1) = 1 — p?(r) < 2¢%"). Man erhilt nun

’ 2 a(r) 2) —alr)
() = o' (r) - < e = e 23
1= %(r) V(2 —=d)exr) (2-10)2
. g .
< 2 . er—(n—l)log(r)—%o-i-é _ 2e . G_TOT_n+16T
(2-9)2 (2-0)=
< (1 te)e Fptler = ie‘%or‘”“er e Tr e
V2 V2
und
2 — §)en) 2 —§)e %
ey > 2200 (20
v/ 2ea(r) 22
-5
22_3 g —(n—1)log(r)—2—6 _ (2 _263)6 676707477H>16r
2 2
1 -0 —ntlr I e —n+1_r -0 4l r
> ﬁ —€cle 2r e = 726 2r e —ege 2r €

fiir alle » > R. Dies zeigt Ai(r) =
(3) Seie > 0. Wihle 0 < 6 < 2 so klei

e _ _ ..
e~z "Tlem 4o (rHen) fiir r — oo.

1
V2
n, dass

1 .. ¢ 1.,
V2TV V2=0 V2

gelten. Wahle R > 1 so grof, dass fiir alle r > R gilt:

und

alr) <7"*(Tl*1)10g(7”)*cf0+5, _alr) >r—(n—1)log(r) — 6—0—5,
2 2 2 2
a(r)
e 2 )
- —n_r _a(r)
<ee zr "e e < 6,
V2
Fiir > R folgen (2 — 6)e®") < 1 — ?(r) < 2¢"). Erhalte fiir k = 2,...,n
1— a(r) —aln)
Ak(r) = 2 () < < < 2
r1—92(r)  r/(2-68)ea™ r\/(2-0)
< 1 er—(n=1)log(r)=F+6 _ ¢ e~ T e
™2 —0 26
1 co 1 c
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und
) o Lo
E\T = -
rvV 2611(7“) T\/i T\/i
> \1/§er—(n—1)log(r)—070—6 _ Ee—%’r—ner
r
e e <o

fir alle » > R. Dies zeigt Ax(r) = %e*%’r’”er + o(r~me") fiir r — oo und
k=2,...,n. O

Lemma 2.3.6.
Seiu : R™ x (—00,00) = R eine graphische Losung des mittleren Krimmungsflusses
mit Metrik (9ij),<; ; <,,- Angenommen es gibt ein ® € C?% (Rso), so dass u(z,t) =
O(|z]) + t fiir alle (z,t) € R™ x (—o0,00) gilt. Sei v: [1,00) = R™, ¢+ tey. Dann
gilt fiir die Linge von v beziiglich (g;;)

0]

L(v) ::/\/gij(y(t))w(tw(t)dt < .
1

Beweis. Es ist 4(t) = ey fiir alle t € (1,00) und, wie im Beweis von Lemma 2.3.4
gesehen, g;; = 6;; — ©> g”f; fiir alle z € R™, x # 0. Erhalte daraus

|z

0 < gi; (Y)Y (DF () = gui(ter) =1 - ¢*(t) < 1.
Mit der asymptotischen Entwicklung aus Theorem 2.3.2 erhélt man ein ¢y > 0, so
dass fiir alle t > ¢, gilt:

0<1—@?(t) =2e® — 2 < 2e71,

Es folgt

to o0

L(7) </1dt+/v2e*tdt<oo.
to

1

O

Bemerkung 2.3.7.

Nach [1] ist durch v: R™ x (0,00) — R, (z,t) — +/|z|?> + 2nt eine homothetisch
expandierende Losung des mittleren Kriimmungsflusses im Minkowskirum gegeben,
welche zu jedem Zeitpunkt asymptotisch zum positiven Lichtkegel ist. Sei u eine
translatierende Losung wie oben. Diese ist zu jedem Zeitpunkt asymptotisch zu
einem verschobenen Lichtkegel. Bei Wahl einer geeigneter Anfangshohe gilt u(-,0) <
v(+,0). Wahlt man to > 0 grof genug, gilt jedoch u(-,t) > v(-,¢) fiir alle t > tg, da
v immer asymptotisch zum selben Kegel ist, u jedoch translatiert.

Aufgrund der Rotationssymmetrie von u ist die Kurve v aus Lemma 2.3.6 eine

Geodaétische in (R”, (9i5), <ij <n). Man erhalt, dass diese Mannigfaltigkeit nicht

vollsténdig ist. Daher ist das Maximumprinzip aus [2] nicht auf u und v anwendbar,
liefert also insbesondere keinen Widerspruch zu den obigen Ungleichungen.
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3. GEOMETRISCHE GRUNDBEGRIFFE IM R"

Wir verwenden im Folgenden [3].

3.1. Normale, Metrik, 2. Fundamentalform, mittlere Kriimmung.

Definition 3.1.1 (Normale).
Sei Q C R™ offen, X: Q — R™™! eine immersierte Hyperfliche. Eine stetige Abbil-
dung v: Q — R*"! mit
(i) (X;(x),v(z)) =0 fir allexz € Qund firi=1,...,n,
(i) |v(z)| =1 fur alle z € Q,
heifit Einheitsnormalenfeld an X. v(z) heift Normale an X im Punkt z.

Bemerkung 3.1.2 (Vorzeichenkonvention).
Im Folgenden wiithlen wir bei graphischen Hyperflichen im R"*! stets die untere
Normale.

Beispiel 3.1.3.
Sei @ C R" offen, u € CH(Q), X: Q — R"" 2 + (x,u(z)) eine graphische

Hyperflache, so gilt fiir die untere Normale v(z) = Dul@).=D)_ fi5y alle 2 € Q.
14+|Du(z)|?

Beweis. Firi=1,...,nist X; = (e;,u;) und (X;,v) = \/ﬁ = 0. Desweiteren

ist ]2 = 1PuAL . O

| Dulz —

Definition 3.1.4 (Metrik).
Sei O C R" offen, X: Q — R"*! eine C'-Immersion. Definiere die Metrik g =
(9ij)1<i j<n von X durch

gij: =R, g;i(z) == (X;(z), X;(2)).
Mit (g%)1<4,j<n bezeichnen wir die Inverse von (g;;); j, d.h. (¢"); ; ist eine Matrix,
fiir die g"/ gjx = 0j, gilt.

Beispiel 3.1.5.
Sei 2 C R™ offen, u € CY(Q), X: Q@ — R 2 — (x,u(x)) eine graphische
Hyperflache. Dann gelten X; = (e;, u;) und

9i5 = (Xi, Xj) = bij + uiuy.
Desweiteren ist
i g4 _ .
g 1+ |Duf?

Beweis. Firi,k=1,...,n gilt

. . wiud . . uiuk —|—ui\Du|2uk
g, = (5§49 — Ss . — 1 o
979k ( 1+|Du2>(ﬂk+ujuk) kU U 1+ |Dul?
= 6] + u'uy, — u'uy, = 0f,.
Folglich hat (gij )l ; die behauptete Gestalt. O

Definition 3.1.6 (Zweite Fundamentalform).
Sei Q C R” offen, X: Q — R"*! eine C2-Immersion mit Normale v. Definiere die

zweite Fundamentalform (hi;),; ., von X durch

hij: Q@ =R, hij(z) := —(X ;;(x), v(z)).
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Beispiel 3.1.7.
Sei X = (id, u) eine graphische Hyperfliche. Dann gelten X ;; = (0, u;;) und

(5 (%)
Y 1T+ |DuP? \\ w; /' \ -1 1+ [Du?
Definition 3.1.8 (Hauptkriimmungen).

Die Eigenwerte von h;; beziiglich g;; heifen Hauptkriimmungen von X. Bezeichne
diese mit Aq,..., Ay

Definition 3.1.9 (Mittlere Kriimmung).
Wir nennen H := A\; + ...\, mittlere Kriimmung.

Beispiel 3.1.10.
Im graphischen Fall gilt

H=g"hy =67~ -
g7 ( 1—|—|Du|2> (./1+Du|2>

89wy, g Qi Du
= — = a1iv — .
VI+DuP Ty [Duf V1+ [Duf?
Definition 3.1.11 (Mittlerer Kriimmungsfluss).
Sei T'> 0, 2 C R" offen. Eine Familie immersierter Hyperflichen X (-, %):c[0,1), wel-
che zweimal im Ort und einmal in der Zeit differenzierbar ist, mit X (-, ¢):  — R"*?
erfiillt den mittleren Kriimmungsfluss (MCF) bis auf einen tangentialen Diffeomor-
phismus, falls '
(X,v)=—H auf Qx(0,7)
gilt und X auf Q x [0,T) stetig ist.
3.2. Der graphische mittlere Kriimmungsfluss.

Lemma 3.2.1 (Graphischer mittlerer Kriimmungsfluss).

Sei T > 0, Q C R" offen. Sei X: Q x [0,T) — R eine Lisung des mittleren
Krimmungsflusses, so dass es eine offene Menge Q0 C R™ und eine Funktion u €
C*HHQ x [0,T)) mit im(X(-,t)) N (2 x R) = graph(u(-,t)) fiir allet € [0,T) gibt.
Dann erfillt u die Differentialgleichung

Du uludug
i =1+ | Duldiv| —22 ) =Au— 2T Q% (0,7T).

Dl <1/1+|Du|2> 1+ [Duf? ©.1)
Beweis. Bezeichne fiir (£,t) € Q x [0,T) mit z(¢,t) die orthogonale Projektion von
X(§t) auf R = R" x {0} C R+ beziiglich des euklidischen Skalarproduktes.
Dann ist fiir alle (£,¢) € Q2 x [0,T) mit X(&,t) € 2 xR

X(& 1) = (x(& 1), u(x(§, 1), ),
d C
%X = (&, wz" + ),

_H:<X’V>:\/1+17Du|2<( uxx+u )( l—)?lL )>
-t (#'u; —ugd' —a) = —

V/1+|Dul? V1+|Dul?

Daraus folgt

D
i = /14 [Dul2H = \/1 + |Du|? div (“) .

I+ 1Du?
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4. HOMOTHETISCH EXPANDIERENDE LOSUNGEN IM R"

Reduktion auf eine gewShnliche Differentialgleichung.

Bemerkung 4.1.1 (Herleitung der gewohnlichen Differentialgleichung).

(1)

Sei u: R™ x (0,00) — R eine homothetisch expandierende Losung des graphi-
schen mittleren Krimmungsflusses, d.h. es gibt ein p: (0,00) — (0,00), so dass
fiir alle ¢ > 0 gilt: {(z, u(x,t))|z € R"} = u(t) {(y,u (y,3)) ly € R"}. Definiere
U:R" - R,y — u(y,%) Seien t > 0 und z,y € R™ mit u(t) (y,u(y,%)) =

(z,u(z,t)). Dann gelten y = 7 und u(z,t) = p(t)U(y) = pu(t)U (ﬁ)

Es gelten

i) = (00 (5) 0 () il

w0 (0 () v (i) o)

wi(z,t) = U M%) ,
w erfiillt den graphischen mittleren Kriimmungsfluss @ — (5%‘]‘ — %) uij.
Erhalte daraus ‘ — )
w0 (v (1) v (i) o) = (20~ 5 100) ()
Mit y = - folgt

1) (U10) ~ V(o)) = DU — 150 ).

Da u expandiert, gilt i > 0. Gilt U(y) — U;(y)y* = 0 fiir alle y € R", so ist
der Graph von U ein Kegel und aufgrund der Regularitit von U im Ursprung
ist U = 0. Ansonsten existiert ein ¢ > 0 mit ((¢)u(t) = c fiir alle ¢ > 0. Diese

Gleichung hat die explizite Losung pu(t) = /1 4 2¢(t — o).
Waihle ohne Einschrikung ¢ = 1:

Gelte U(y) — U;(y)y* = (AU - ﬂ%gl‘é) (y) und definiere V(z) = xU (£) fiir

ein £ > 0. Dann ist

v —x(v(2) - (2)2)
_ (AU - %) (f)
= K2 <Av - m) ().

Wihlt man to = 3, so gilt (0) =0 und p(t) = V2t
Angenommen es gibt ein v € C7 _(Rso) mit U(z) = v(|z|) fiir alle z € R",
x # 0. Schreibe r = |z|. Es ist, wie in Lemma 2.1.2 gesehen,
U(z) — Us(z)a' = v(r) — o' (r)r,
UUIU;; v (r) n—1,
“TrpuE Y T Ty T v

AU(z)
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Erhalte daraus fiir v die gewohnliche Differentialgleichung

(4.1) V() = (14 (o (1)) (v(r) e 1v’<r>) |

r

(4) Sei v eine Losung von (4.1). Dann ist 9(r) := —uv(r) ebenfalls eine Losung von
(4.1). Betrachte daher im Folgenden nur Losungen mit Anfangshéhe v(rg) > 0.

4.2. Existenz nahe r = 0.

Lemma 4.2.1.
Sei v eine Losung von (4.1), welche auf (0,1] existiert. Definiere w: (—o0,0] —
R, w(r) := v(e"). Dann ist w eine Losung von

(4.2) w"(r) = (¥ +w'(r)?) (w(r) — w'(r) = (n = e/ (r)) +w'(r).
Ist andererseits w: (—o0,0] — R eine Losung von (4.2), soistv: (0,1] = R, v(r) :=
w(log(r)) eine Lisung von (4.1). Erfullt w die Regularititsbedingungen

(i’) hm e~ 2w’ (r) € R existiert,
(i) hm e "w'(r) =0,
T——00
an? : —2r / o —
(111’) Tl}r_nooe (2w (r) = w"(r)) =0,
so erfillt v die Regularitdtsbedingungen aus Lemma 2.2.1.

Beweis. Sei zuniichst v eine Losung von (4.1) und sei w(r) := v(e”). Dann ist
w'(r) =e"v'(e") und
w”(r) — ervl(er) —|—€2T11N(6T)
— erv/(er) 4 e2r (1 +v/(er)2) (v(er) _ U/(er)er _ (TL _ 1) - /(er))
= (¥ +w'(r)?) (w(r) —w'(r) = (n = 1)e™"w/(r)) + ' (r).

Sei nun w eine Losung von (4.2) und v(r) := w(log(r)). Dann ist v/(r) = M
und

w(log(r)) ' (log(r))

1
= |+ 0/ (tog(r))) (wl1o8(r) ~ u(108(r)) ~ "0 lo(r) )
w'(log(r))
+ u/ (log(r) | — =5
-1
= (1+2/(r)?) (v(r) — o' (r)r — 1 ’U/(T)> .
r
Erfiille w die Regularitétsbedingungen (" ) (#), (i4i"). Erhalte daraus
(i) lim = 57) = lim % = lim e *w'(r) € R existiert,
N0 r——00 r——00
:: : / _ s 1(,T) — T
(i) }1{%1} (r) = hm v'(e") = Tl}mooe w'(r) =
oy e () V' (e7) ,
(iii) }{% - o' (r) = hm = =" (e")
_ : —2'r " _ 2T,/
—Tllr_nooe Tw'(r) — ( w”’(r) — e ?w'(r))
= lim e ?"(2u'(r) —w”(r)) = 0. O
r——00

Theorem 4.2.2.
Seien n > 2 und h > 0. Dann gibt es eine Lisung w von (4.2), d. h. w erfillt die
Gleichung

w”(r) = (¥ +w'(r)?) (w(r) —w'(r) = (n = Ve~ w'(r)) +w'(r),
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welche auf (—o0, 0] existiert und die Regularititsbedingen (i'), (i), (i3i') erfillt. Es
gilt auferdem Er_n w(r) = h.

Beweis.
(1) Betrachte zunéchst fiir £ € N, k£ > 1 das Anfangswertproblem
ug(r) = (62: +u(r)?) (ur(r) — i (r) — (n — e uj (r)) + uj(r),
—2
(43)  Jui(=k) =",
u(—=k) =h

Wir zeigen zunichst in mehreren Schritten, dass ug auf [—k, 0] existiert und
verwenden dann Arzeld-Ascoli, um die gesuchte Losung w zu erhalten. Sei zu-
néchst k € N, k > 1 fest und schreibe u := uy. Sei I C [k, 0] das maximale
Existenzintervall von wu.

(2) Definiere ¢: I — R, ¢(r) := u(r) —u'(r) — (n — 1)e=2"u/(r).
Beh.: Angenommen es gibt ein ro € I, so dass fiir alle r € [—k,rg) die Unglei-
chung v’ (r) > 0 gilt. Dann gilt: Vr € [—k,79) : ¢(r) > 0.
Es ist

—2k
b= (14 (n— 1)y "
n
72kh
>h—ne* 2 = h—h=0

Angenommen es gibt ein r € (—k, ro) mit ¢(r1) = 0. Wahle r; minimal. Dann
gilt fiir alle r € [—k, r1): ¢(r) > 0. Somit gilt ¢'(r1) < 0. Es ist

O(r)=u'(r) +2(n — De 2"/ (r) — (1 + (n — e ?")u" (r).
Erhalte daraus unter Verwendung von (4.3) an der Stelle r = ry
¢'(r1)
=1+ (n—"1De ) (r) + (n — 1)e 2"/ (1)
—(1+(n—1)e )" (1)
=1+ (n—-1De ) (r) + (n—1)e 2/ (1) — (1 + (n — 1)e™ ™).
. [(62” +/(r1)?) (u(r1) — (L4 (n — e ™)/ (1)) +u/ (1)

=¢(r1)=0

= (n—1)e ?"4/(ry) > 0.

Dies steht im Widerspruch zu ¢'(r1) < 0.
(3) Beh.: Auf I gilt v” > 0, d.h. u ist strikt konvex.

Es ist
672k
u'(—k) = (e + ' (—k)?) p(—k) + > 0.
N——
>0 >0 T

Angenommen es gibt ein rg € I mit v’ (rg) = 0. Wihle 7 minimal. Auf [—k, rg)
gilt ©” > 0 und wegen u'(—k) > 0 auch u’ > 0. Wie in (2) gesehen gilt somit
o(r) > 0 fiir alle r € [—k,79). Sei r € [—k,rg). Dann ist

u’(r) = (e +u/(r)?)p(r) +u'(r) > v’ (k) > 0.

>0
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Die Abschitzung u'(r) > u/(—k) folgt dabei aus u”/(s) > 0 fiir alle s € [—k,r).
Aus Stetigkeitsgriinden folgt u”(rg) > w/(—k) > 0. Dies steht im Widerspruch
zu u” (rg) = 0.

Beh.: VreI: 0 <u/(r) < &,

Die Abschéitzung v’ > 0 folgt aus u/(—k) > 0 und (3). Desweiteren ist

e—Qkh e—2k‘h

"(—k) = < :
w(=k) n n—1
Angenommen es gibt ein rg € I mit u/(rg) = e:flh . Wéhle rop minimal. Fiir alle

627'

r € [—k,10) gilt v/ (r) <

}f . Erhalte damit

n—

T0 / T0 eth
u(re) = u(—k)+ [ ' (r)dr <h+ — 1d7“
“k k
627-0h e—Qkh 627-0h
_h+mn—n_2m—n<h+n—r

Wegen «' > 0 auf I und (2) gilt auch ¢ > 0 auf I. Mit der obigen Abschitzung
fiir u folgt jedoch

_ e?"oh, e?"op,
plro) = ulro) = (1 (n = D) 2 = ufr) — 2
2r0h th
<h+ S S A

n-1 n-—1
Dies steht im Widerspruch zu ¢(rq) > 0.

Beh.: I = [-k,0].

Angenommen I # [—k,0]. Dann gibt es ein rg < 0 mit I = [—k,rg). Auf I gilt

To
0 < v < h gleichméRig in r. Somit ldsst sich u durch u(ro) := u(—k)+ [ «'(r)dr
“k

nach rqg fortsetzen. Desweiteren kann man v’ durch
o

u'(ro) :=u(=k)+ [ (e*" +u/(r)?) (u(r) — /' (r) = (n — D)e 2"/ (r)) + o/ (r)dr

nach rg fortsetzen. Hierbei haben wir ebenfalls verwendet, dass u und u’ auf I
gleichméfig beschrankt sind. Aufgrund der Kurzzeitexistenz einer Losung von
(4.2) mit obigen Anfangswerten bei rg gibt es ein € > 0, so dass u auf [—k, ro+¢)
existiert. Dies steht im Widerspruch zur Wahl von rg.

Beh.: Auf [k, 0] ist u gleichmifig in C3 beschriinkt unabhéngig von & und r.
Wie in (4) gesehen gilt 0 < u/(r) < 6%1 < h fir alle r € I. Erhalte daraus fiir
u die Abschétzung

n—

T

, / e?*h
0 <u(r)=u(-k)+ [ v'(s)ds < h+ 1ds
“k “k
2r —2k
g © h e *h <on

2n—1) 2(n-1)
fiir alle r € I. Fiir r € I ist desweiteren
0<u(r)= (¥ +u/(r)?) (ulr) — (1+ (n—1)e ")/ (r)) +/(r)
>0
< (e +d/(r)?)u(r) + ' (r) < (1 +h*)2h+h
= 2h® + 3h.
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Sei r € I. Differentiation von (4.3) ergibt

u///(r)
— (2@2" + 20/ (r)u” (r)) (u(r) = (14 (n—1)e 2y '(r))
>0 =¢(r)>0
+ (€ 4/ (r)?) (W(r) +2(n = De™/(r) —(1+ (n = De™*)u"(r) )
>0 >0 <0
+u’’(r).
——

>0
Fiir die Abschéitzungen haben wir (2),(3) und (4) verwendet. Desweiteren ist
u"(r) > — (e + 4/ (r)?) (1 + (n—1)e )" (r)

> — (eQ’" + m> (14 (n—1)e™2")(2* + 3h)

2rh2 .
— e <62’“ + (62> (2h3 + 3h)

(" my
( nzihf )(2h3+3h)(n_1)ij
> (1 i ) e B
(” o1 )(2h3+3h)(n_1)

und
W) < (267 4 200 (1))
(2 ! (1)) (w/ () + 2(n — D)™/ (7)) + (1)
< (2+1+ 2h(2h° + 3h))2h
2r

h
61> +2h% + 3h

+ (1+h?) (h +2(n—1)e 2"

= 4h + 8h° + 12h° + (1 + h?)(h + 2h) + 2h° + 3h
= 8h® 4 12h3 4 4h + 3h + 303 + 21> 4 3h
= 8h% + 17h3 + 10h < 0.

Folglich ist (uy), gleichmiRig in C* beschréinkt.

Beh.: Es existiert ein Losung w von (4.2), welche auf (—o0, 0] existiert.

Sei ¢: R — R eine glatte Abschneidefunktion mit 0 < ¢ < 1, ¢ = 0 auf (—oo, 1]
und 1 = 1 auf [2,00). 1 ist in C® gleichmé#Rig beschriinkt. Fiir k € N, k& > 1
definiere wy: (—o0,0] — R,

(r) := h, r<—~k
T 00 k) (w(r) — h) + b, —k <7 <0

Fiir alle r < —k + 1 gilt wy(r) = h. Desweiteren gilt auf (—k + 2,0]: wi = ug.
Insbesondere ist wy, auf (—k+2, 0] eine Losung von (4.2). Da ¢, (uy), gleichiRig
in C? beachréinkt sind, ist auch (wy), gleichmiRig in C*® beschréinkt. Erhalte
mit Arzela-Ascoli eine Teilfolge (wy, ); von (wy),,, mit wg, — w in CF ((—o0, 0]).
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Da fiir alle [ € N gilt, dass wy, auf (—k;+2, 0] die Gleichung (4.2) 15st, folgt mit
der C? -Konvergenz, dass w die Gleichung (4.2) auf (—oo, 0] 1ost. Wir zeigen
im Folgenden noch die weiteren behaupteten Eigenschaften von w.

Beh.: Es gilt Tgmoow(r) = h.

Sei k € N, k> 1. Aus ug > h und ¢ > 0 folgt wr > h. Fiir r < 0 ist somit
w(r) = lim wkl (r) > h.Seinun e > 0. Wihle R < 0 so klein, dass fiir aller < R

gilt: 0 < < e.8eir < R fest und sei l € N so grofs, dass —kl —i— 2 < r gilt.

2(n 1)

Mit der ersten Abschéitzung aus (6) folgt wg, (r) = ug, (1) < h+ 2(n 1) < h+e.

Erhalte daraus im Grenzwert w(r) = llim wg, (r) < h +e. Auf (—o0, R] gilt
—00

somit h < w < h + . Erhalte Erin w(r) = h.

Beh.: Fiir alle r <0 gelten

(a) h<w(r)<h+

(b) 0 <w'(r) < &4,

(¢) e7"w'(r) = 0 fur r — —o0.

(a) wurde bereits gezeigt. Sei r < 0 und I € N mit —k + 2 < r. Dann

(n 1)’

gilt 0 < wy (r) = wuy,(r ) :i}f (4). Erhalte daraus im Grenzwert
0 <w(r)= llim wy, (r) < e (c) folgt aus (b). Dies zeigt bereits die Re-
— 00

gularitdtsbedingung (i:').
Beh.: Es gilt lim e 2"w/(r) = L.
r——00

Sei ¢ > 0 und definiere x(r) := e~ 2"w'(r). Zeige: I < OVr < 1 :
x(r) <2 4e Seir < 0. Mit (4.2) ist

X (r) = =27 2w (r) + e 2w (1)
= (! (0)7) ()~ /() — (Ve (1)
+e 2w (r) — 2e7 2w (r)
= (1+ (77w (1)*) (wr) = w'(r) = (n = Dx() = (7).

Aufserdem gilt 0 < x(r) < %, d.h. x ist beschrankt. Wahle R < 0 so klein,
dass fiir alle r < R gilt:

3=
|
™
INA

9 ne 2r

(e7"w'(r))” < o w(r) < h+e, c

Wir haben dabei (9) verwendet.
Angenommen es gibt ein 7o < R mit x(ro) > % + . Dann folgt

X (r0) < (14 (7w (1)) (h te—0-(n—1) (Z + g>> - <Z + 5)
_ (1 + (e_rou/(ro))2> (Z +w> - % —e

hooh -
<1+2h>7_ﬁ_8

9
——§<0‘

Die Ungleichung x/(r) < —§ bleibt auf (—o0, ro] erhalten: Es reicht zu zeigen,

< (n—1e.

dass auf (—oo,r¢] die Abchéitzung x(r) > 2 + ¢ erhalten bleibt. Angenommen
es gibt ein r < ro mit x(r) = £ + . Wihle r maximal. Da auf (r, 7] die Un-
gleichung x'(s) < 0 gilt, folgt x(r) > x(ro) > 2 + . Widerspruch. Aus der
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Ungleichung x'(r) < —§ auf (oo, ro] folgt nun jedoch x(r) — oo fiir 7 — —oo.
Dies steht im Widerspruch dazu, dass x beschrinkt ist. Folglich gilt x(r) < %—1—5
fir alle r < R.

Angenommen es gibt ein rg < R mit y(rg) < 2 — e. Dann ist w'(ry) =

n
2rq
e?rox(rg) < &0 — h _ e2rog ynd

X' (ro)
20y ~1)h
> (1 + (e*”’w’(ro))2> <h < - + e?mog — % + (n— 1)5) - =+
27’0
_ =70,/ 2 ﬁ 2ro _ _ ¢ h _ﬁ
_<1+(e w(ro))><n+e e+ (n—1)e - ) ot
>0 A
h h
>———4+e=e>0.
n n

Diese Abschétzung bleibt auf (—oo, rg] erhalten. Es folgt x(r) — —oo fiir r —
—oo im Widerspruch dazu, dass x beschriankt ist. Erhalte x(r) > % — ¢ fiir alle

r<R.
Es folgt lim e 2"w/(r) = % € R. Dies zeigt die Regularititsbedingung (i').
r——00 g
(11) Beh.: lim e 2" (w”(r) — 2uw'(r)) = 0.

r——00

Wir verwenden (8) und (10). Sei r < 0. Dann ist
e 2" (w"(r) - 2w’(r))
=e (e +w'(r)?) (w(r) — w'(r) — (n — e~ w'(r))

+e 2w/ (r) — 2e7 2w (1)

= (1 + (e_rwl(r))2 ) (w—w—(n —1) 6_27"11/(7“)) —e ' (r)

—— —
—0 —h —0 b -4
—1h h
— h — (ni) —— =0
n n
fiir r — —oo. Dies zeigt die Regularitiatsbedingung (zii"). O

Bemerkung 4.2.3.

v(r) := w(log(r)) 16st (4.1) und existiert auf (0, 1]. Desweiteren gelten v > 0 und
v' > 0 auf (0,1]: Es ist o'(r) = M. v > 0 bzw. v’ > 0 folgen nun direkt aus
w > 0 bzw. w’ > 0. Die Funktion

- h =0
V:BI(0)CR" SR, x4 " .
v(|z|), sonst

ist von der Klasse C?.

4.3. Globale Existenz.

Mit Theorem 4.2.2, obiger Bemerkung und dem folgenden Lemma erhalten wir eine
Losung v von (4.1), welche auf (0, 00) existiert und die Regularitdtsbedingungen bei
r = 0 erfiillt.

Lemma 4.3.1.
Sei rg > 0 und v eine Losung von (4.1) mit v(rg) > 0, v'(rg) > 0. Dann ezistiert v
auf [ro, 00).

Beweis. Sei I C [rg,00) das maximale Existenzintervall von v. Zeige I = [0, 00).
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(1) Beh.: Es gilt v' > 0 auf I.
Es ist v'(rg) > 0. Angenommen es existiert ein r > rg mit v'(r) = 0. Wéahle r
minimal. Wegen v'(s) > 0 fiir alle s € [rg, ) gilt v(r) > v(rg) > 0 und v"(r) < 0.
Wegen (4.1) und v'(r) = 0 ist jedoch v"(r) = v(r) > 0. Widerspruch.

(2) Beh.: 3¢ >0Vr e I:v'(r) < So(r).
Sei ¢ := max {2, 2v(ro)ro } Definiere x(r) :=v'(r) — $v(r). Es ist

v(ro)
20’ (19)ro v(ro)

x(ro) < v'(ro) — (o) = —'(rg) < 0.
U To To
Desweiteren ist
Xr) =o'y~ L0y 2D
= (@ 0?) (olr) = v = 2R ) - S )

Angenommen es gibt ein r > 1o mit x(r) = 0. Wihle » minimal. Dann gelten
X'(r) > 0 und v'(r) = Sov(r). Erhalte
-1 2
X (r)=(1+2'(r)?) [v(r) —cv(r) _n v'(r) _colr) + cv(r)
—_————

>1

<o(r) —cv(r) < —u(r

)

Widerspruch. Erhalte 0 < v'(r) < fv( ) fur alle r € 1.
) :
)

< 0.

Sei A € Rund u: R — R, u(r . Dann ist «’ = Acrc! = Sy(r).
(3) v

Wihle A > 0 so grof, dass u(rg) > U(ro) gilt. Mit dem Verglelchsprmmp folgt
nun, dass v auf [rg, 00) existiert.

O
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ANHANG A. NUMERISCHE UNTERSUCHUNGEN

A.1. Translatierende Losungen.

Die folgende Graphik zeigt eine translatierende Losung zur Dimension n = 2 und
Anfangshéhe h = 0.5. Man sieht die Asymptotik zum Lichtkegel. Lésungen zu an-
deren Dimensionen und Anfagshéhen sehen sehr dhnlich aus.

5 T T T T T T T T T

Die exponentielle Konvergenz einer Losung von (2.1.2) lasst sich ebenfalls nume-
risch erkennen. Die folgende Graphik zeigt eine Losung mit n = 2 und ¢(1) = 0.5.
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A.2. Homothetisch expandierende L6sungen.

Numerische Untersuchungen legen die Vermutung nahe, dass eine homothetisch
expandierende Losung asymptotisch zu einem Kegel ist, dessen Steigung monoton
von der Anfangshéhe abhéngt. Die folgenden Graphiken zeigen einige Beispiele mit
Dimension n = 2 und unterschiedlichen Anfangshohen.
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Anfangshéhe h = 1, Endsteigung: v’(10) ~ 0.8150.
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