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ZUSAMMENFASSUNG. Im ersten Teil meiner Bachelorarbeit leite ich zuerst die Differential-
gleichung einer homothetisch schrumpfenden rotationssymmetrischen Lösung des mittleren Krüm-
mungsflusses her. Anschließend beweise ich die Existenz und Regularität einer solchen Lösung im
Ursprung. Im zweiten Teil betrachte ich dann speziellere Lösungen und beweise die Existenz ei-
ner, unter dem mittleren Krümmungsfluss homothetisch schrumpfenden rotationssymmetrischen,
Linse. Genauere Definitionen findet der Leser in Kapitel 1. Am Ende gehe ich noch kurz auf
numerische Vermutungen im Bezug auf die Gleichung ein.
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1. Geometrische Grundbegriffe

Wir verwenden im Folgenden [1] und [2].

1.1. Normale, Metrik, zweite Fundamentalform und mittlere Krümmung.

Definition 1.1.1 (Linse). Eine graphische LinseM ⊆ Rn+1 wird durch eine einfach
zusammenhängende Menge Ω ⊆ Rn und eine Funktion u ∈ C0(Ω,R) mit folgenden
Eigenschaften
(i) u = 0 auf ∂Ω,
(ii) u > 0 im Inneren von Ω,
(iii) der Schnittwinkel zwischen der Ebene Ω× {0} und graph(u) beträgt überall

60◦, d.h. in jedem Schnittpunkt von Ω×{0} und graph(u) beträgt der Winkel
der Normalenvektoren 60◦.

eindeutig bestimmt.
Die gesamte Linse wird dann durch graph(u), − graph(u) und (Rn\Ω) × {0} ge-
geben.

Definition 1.1.2 (Normale). Sei Ω ⊂ Rn offen. Sei X : Ω→ Rn+1 eine immersierte
Hyperfläche. Dann heißt eine stetige Funktion ν : Ω→ Rn+1 mit
(i) |ν(x)| = 1 für alle x ∈ Ω und
(ii) ν(x) ⊥ Xi(x) für alle x ∈ Ω und 1 ≤ i ≤ n, wobei Xi ≡ ∂X

∂xi ist,
ein Einheitsnormalenfeld an X. ν(x) heißt (Einheits-)Normale an X im Punkt x
bzw. X(x).

Bemerkung 1.1.3 (Vorzeichenkonvention). Bei geschlossenen Hyperflächen wol-
len wir stets die äußere Normale und bei graphischen Hyperflächen stets die untere
Normale wählen.

Beispiel 1.1.4. IstX(x) = (x, u(x)) ein Graph, wobei Ω ⊂ Rn offen und u ∈ C1(Ω)

sind, so gilt für die „untere“ Normale, ν(x) = (∇u(x),−1)√
1+|∇u|2(x)

.

Beweis. Es gilt Xi = (ei, ui) ∈ Rn × R mit ui ≡ ∂u
∂xi . Wir erhalten

〈Xi, ν〉 =
〈ei,∇u〉Rn − ui√

1 + |∇u|2
= 0.

Weiterhin gilt |ν| = 1. �

Definition 1.1.5 (Metrik). Sei Ω ⊂ Rn offen und sei X eine immersierte Hyper-
fläche. Definiere die Metrik g = (gij)1≤i,j≤n mit gij = gij(x) von X durch

gij(x) := 〈Xi, Xj〉 ≡ Xα
i δαβX

β
j .

Mit
(
gij
)

1≤i,j≤n bezeichnen wir die Inverse von (gij). Es gilt also gijgjk = δik.

Beispiel 1.1.6. Ist X(x) = (x, u(x)), so gilt Xi = (ei, ui). Wir erhalten also

gij = 〈Xi, Xj〉 = 〈(ei, ui), (ej , uj)〉 = 〈ei, ej〉Rn + uiuj = δij + uiuj .

Weiterhin gilt

gij = δij − uiuj

1 + |Du|2
,

wobei wir ui := δikuk gesetzt haben.
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Definition 1.1.7 (Zweite Fundamentalform). Sei Ω ⊂ Rn offen und sei X eine
immersierte C2-Hyperfläche mit Normale ν. Dann definieren wir die zweite Funda-
mentalform (hij(x))1≤i,j≤n von X durch

hij = −〈X,ij , ν〉

mit X,ij := ∂2X
∂xi∂xj . (hij) ist symmetrisch.

Beispiel 1.1.8. Ist X(x) = (x, u(x)), so gilt X,ij = (0, uij), wobei wir mit uij die
partiellen zweiten Ableitungen von u bezeichnen, und wir erhalten nach Definition
der Normalen

hij =
uij√

1 + |Du|2
.

Definition 1.1.9 (Hauptkrümmungen). Die Eigenwerte von hij (genauer (hij))
bezüglich gij heißen Hauptkrümmungen und werden mit λ1, . . . , λn bezeichnet.

Definition 1.1.10. Elementarsymmetrische Funktionen der Hauptkrümmungen
sind wohldefiniert. Wir nennen S1(λ) = λ1 + . . .+λn =: H die mittlere Krümmung
und Sn(λ) = λ1 · . . . · λn =: K die Gaußkrümmung.

Beispiel 1.1.11. Im graphischen Fall gilt

H = gijhij =
δijuij√

1 + |Du|2
− uiujuij√

1 + |Du|2
3 = div

(
Du√

1 + |Du|2

)
.

1.2. Der graphische mittlere Krümmungsfluss.

Definition 1.2.1 (Mittlerer Krümmungsfluss). Eine Familie (X(·, t))t∈[0,T ), T > 0,
von immersierten Hyperflächen X(·, t) : Ω → Rn+1 erfüllt den mittleren Krüm-
mungsfluss, falls

d

dt
X = −Hν

für alle (x, t) ∈ Ω× (0, T ) gilt und X auf Ω× [0, T ) stetig ist.

Theorem 1.2.2. Sei (X(·, t))t∈[0,T ) eine Lösung des mittleren Krümmungsflusses,
so dass ImX(·, t) = graphu(·, t) für alle t ∈ [0, T ) für eine C2;1-Funktion u gilt
(wobei C2;1 den Raum der im Ort zweimal stetig und in der Zeit einmal stetig
differenzierbaren Funktionen bezeichnet). Dann erfüllt u die Differentialgleichung

u̇ =
√

1 + |Du|2 · div

(
Du√

1 + |Du|2

)
= ∆u− uiju

iuj

1 + |Du|2
.

Beweis. Sei X auf Ω× [0, T ) definiert. Wir bezeichnen die Koordinaten in Ω mit ξ.
Wir bezeichnen die orthogonale Projektion von X(ξ, t) auf die Hyperebene Rn ≡
Rn × {0} mit x(ξ, t). Dann gilt

X(ξ, t) = (x(ξ, t), u(x(ξ, t), t)).

Aus der Evolutionsgleichung folgt
d

dt
X =

(
ẋ, uiẋ

i + u̇
)

= −Hν = H
(−u1, . . . ,−un, 1)√

1 + |Du|2
.

Dabei bezeichnet u̇ = ∂u
∂t und ui = ∂u

∂xi . Durch Komponentenvergleich erhalten wir

ẋi =
−Hui√

1 + |Du|2
,
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u̇ =
H√

1 + |Du|2
− uiẋi =

H√
1 + |Du|2

+
H|Du|2√
1 + |Du|2

=
√

1 + |Du|2 ·H.

Bis hier gelten die Rechnungen auch für andere Normalengeschwindigkeiten als H.
Die Formel für H im graphischen Fall haben wir bereits oben hergeleitet. Somit
folgt die Behauptung. �

2. Homothetisch schrumpfende Lösungen des mittleren
Krümmungsflusses

2.1. Reduktion auf eine gewöhnliche Differentialgleichung.

Bemerkung 2.1.1 (Herleitung der gewöhnlichen Differentialgleichung).
(i) Sei u : Rn × (−∞, 0) → R eine homothetisch schrumpfende Lösung des gra-

phischen mittleren Krümmungsflusses.
Weiter fordern wir für t, t0 ∈ (−∞, 0) mit t0 fest

µ(t) · {(y, u(y, t0)) : y ∈ Rn} = {(x, u(x, t)) : x ∈ Rn}

für µ(t) 6= 0.
Wir definieren U(y) := u(y, t0).
Dann gilt µ(t)U(y) = u(x, t) mit x = µ(t)y.
Somit gilt also u(x, t) = µ(t)U

(
x
µ(t)

)
.

Weiter gilt

u̇(x, t) = µ̇(t)U

(
x

µ(t)

)
+ µ(t)Ui

(
x

µ(t)

)
xi

µ(t)2
µ̇(t)(−1)

= µ̇(t)

(
U

(
x

µ(t)

)
− Ui

(
x

µ(t)

)
xi

µ(t)

)
,

ui(x, t) =Ui

(
x

µ(t)

)
,

uij(x, t) =
1

µ(t)
Uij

(
x

µ(t)

)
.

(ii) Da u die Differentialgleichung des graphischen mittleren Krümmungsflusses
u̇ = ∆u− uiju

iuj

1+|Du|2 erfüllt, erhalten wir daraus eine Differentialgleichung für U .

u̇(x, t) = µ̇(t)

(
U

(
x

µ(t)

)
− Ui

(
x

µ(t)

)
xi

µ(t)

)
= ∆u− uiju

iuj

1 + |Du|2

=
1

µ(t)
∆U

(
x

µ(t)

)
− 1

µ(t)

UijU
iU j

1 + |DU |2

(
x

µ(t)

)
.

Wir weisen darauf hin, dass Ui
(

x
µ(t)

)
für ∂

∂xiU(y)
∣∣
y= x

µ(t)

und nicht etwa für

∂
∂xi

(
U
(

x
µ(t)

))
steht.

Benutzen wir nun y = x
µ(t) , so erhalten wir

µ̇(t) · µ(t)
{
U(y)− Ui(y)yi

}
= ∆U(y)− UijU

iU j

1 + |DU |2
(y).
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Wir erhalten daraus eine zeitunabhängige Differentialgleichung für U , falls
µ̇(t) · µ(t) = c für ein c ∈ R ist. Für c 6= 0 lautet die allgemeine Lösung

µ(t) = ±
√

2ct− 2ct0 + µ(t0)2

für Zeiten t.
Da wir eine homothetisch schrumpfende Lösung betrachten, gilt µ > 0 und
µ̇ < 0 und damit c < 0. Wir fordern µ(t0) = 1 und wählen t0 = 1

2 . Somit
erhalten wir µ(t) = ±

√
2ct und µ(t) existiert so auf (−∞, 0).

Ohne Einschränkung darf man im Falle c < 0 annehmen, dass µ̇(t) · µ(t) =
−1 gilt. Ansonsten bekommt man eine Lösung U , deren Graph homothetisch
gestreckt ist.
Löst nämlich U die Differentialgleichung

−U + Uix
i = ∆U − UijU

iU j

1 + |DU |2
,

so folgt für V (x) := νU
(
x
ν

)
mit ν > 0

Vi(x) = Ui

(x
ν

)
Vij(x) =

1

ν
Uij

(x
ν

)
−V (x) + Vi(x)xi = ν

(
−U

(
x
ν

)
+ Ui

(x
ν

) xi
ν

)
= ν

(
∆U

(
x
ν

)
−
Uij
(
x
ν

)
U i
(
x
ν

)
U j
(
x
ν

)
1 + |DU |2

(
x
ν

) )

= ν2

(
∆V (x)− Vij(x)V i(x)V j(x)

1 + |DV |2(x)

)
.

Daher liefert eine andere positive Konstante nur eine Skalierung von U .
Wir erhalten als partielle Differentialgleichung für U

−U(x) + Ui(x)xi = ∆U(x)− Uij(x)U i(x)U j(x)

1 + |DU(x)|2
.

Diese Gleichung sichert, dass µ(t) · {(x, u(x, t)) : x ∈ Rn} eine homothetisch
schrumpfende Lösung des mittleren Krümmungsflusses ist. Wir haben wieder
x statt y geschrieben.

(iii) Betrachten wir nun zusätzlich noch eine rotationssymmetrische Lösung mit
U(x) = V (|x|) ≡ V (r), so erhalten wir

U(x) =V (r),

Ui(x) =V ′(r)
xi
|x|
,

Uij(x) =V ′(r)
1

|x|

(
δij −

xixj
|x|2

)
+ V ′′(r)

xixj
|x|2

,

−V (r) + V ′(r)r = − U(x) + Ui(x)xi

= ∆U(x)− Uij(x)U i(x)U j(x)

1 + |DU(x)|2
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=V ′(r)
1

r

(
n− r2

r2

)
+ V ′′(r)

r2

r2

−
V ′(r)3 1

r

(
r2

r2 −
r4

r4

)
+ V ′′(r)V ′(r)2

(
r4

r4

)
1 + |V ′(r)|2

=V ′′(r) +
n− 1

r
V ′(r)− V ′′(V ′)2

1 + (V ′)2

=
V ′′

1 + (V ′)2
+
n− 1

r
V ′(r).

Somit erhalten wir die Differentialgleichung

(2.1) V ′′(r) =
(
1 + (V ′(r))2

)
·
(
V ′(r)(r − n− 1

r
)− V (r)

)
für V .

2.2. Existenz nahe r = 0.

Lemma 2.2.1. Sei rmax ∈ R>0. Die Differentialgleichung 2.1 für r ∈ (0, rmax) ist
äquivalent zu

(2.2) W ′′(r) = W ′(r) +
(
e2r +W ′2(r)

) (
W ′(r)−W (r)−W ′(r)e−2r(n− 1)

)
mit W (r) := V (er) für r ∈ (−∞, log(rmax)).

Beweis. Setze W (r) := V (er), so erhalten wir

W ′(r) = erV ′(er)

W ′′(r) = erV ′(er) + e2rV ′′(er)

=W ′(r) + e2r
(
1 + V ′2(er)

) (
V ′(er)er − V (er)− V ′(er)e−r(n− 1)

)
=W ′(r) +

(
e2r +W ′2(r)

) (
W ′(r)−W (r)−W ′(r)e−2r(n− 1)

)
.

�

Theorem 2.2.2 (Existenz nahe r = 0.). Sei r0 ∈ R<−1. Für alle n ≥ 2 und
für alle h ∈ R>0 existiert ein h0 ∈ R≥0 und eine Lösung W ∈ C2((−∞, r0]) des
Anfangswertproblems{

W ′′(r) = W ′(r) +
(
e2r +W ′2(r)

) (
W ′(r)−W (r)−W ′(r)e−2r(n− 1)

)
,

W (r0) = h0

mit
lim

r→−∞
W ′(r) = 0 lim

r→−∞
W (r) = h.

Beweis. (i) Wir betrachten die Differentialgleichung nun auf [−k,−1] mit k ∈
N≥1, h ∈ R>0, beliebig, aber fest.
Betrachte also das Anfangswertproblem
W ′′(r) = W ′(r) +

(
e2r +W ′2(r)

) (
W ′(r)−W (r)−W ′(r)e−2r(n− 1)

)
,

W ′(−k) = −e−2kh
n ,

W (−k) = h.

Dieses Anfangswertproblem besitzt eine LösungWk auf dem maximalen Exis-
tenzintervall Ik ⊆ [−k,−1] mit −k ∈ Ik.
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Wir leiten nun Abschätzungen für Wk her.
(ii) Es gilt Wk > 0 auf Ik:

Angenommen, es existiert ein r1 ∈ Ik minimal mitWk(r1) = 0. DaWk(−k) =
h > 0 muss r1 > −k gelten.
Damit gilt für alle r ∈ Ik mit −k ≤ r < r1 Wk(r) > 0. Die Behauptung zeigen
wir später in (vi).

(iii) Wk ist strikt konkav auf [−k, r1]:
Es gilt

W ′′k (−k) =
−e−2kh

n
+
(
e−2k +W ′k(−k)2

) (
W ′k(−k)−Wk(−k)− (n− 1)e2kW ′k(−k)

)
=
−e−2kh

n
+
(
e−2k +W ′k(−k)2

)(−e−2kh

n
(1− (n− 1)e2k)− h

)
=
−e−2kh

n
+
(
e−2k +W ′k(−k)2

)(−e−2kh

n
+
h(n− 1)

n
− h
)

=
−e−2kh

n
+
(
e−2k +W ′k(−k)2

)(
−e
−2kh

n
− h

n

)
︸ ︷︷ ︸

<0

<
−e−2kh

n
< 0,

also gilt die Behauptung für r nahe −k.
Angenommen, es existiert ein r0 ∈ [−k, r1] minimal mit W ′′k (r0) = 0. Da
W ′′k < 0 für −k ≤ r < r0 gilt, muss W ′′′k (r0) ≥ 0 gelten.
Andererseits gilt

0 ≤W ′′′k (r0) =

2e2r0 + 2W ′k (r0)W ′′k (r0)︸ ︷︷ ︸
=0

(W ′k(r0)
(
1− (n− 1)e−2r0

)
−Wk(r0)

)
+W ′′k (r0)︸ ︷︷ ︸

=0

+
(
e2r0 +W ′k(r0)2

)W ′′k (r0)︸ ︷︷ ︸
=0

(
1− (n− 1)e−2r0

)
−W ′k(r0)

(
1− 2(n− 1)e−2r0

)
= 2e2r0

(
W ′k(r0)

(
1− (n− 1)e−2r0

)
−Wk(r0)

)
+
(
e2r0 +W ′k(r0)2

) (
−W ′k(r0) + 2W ′k(r0)(n− 1)e−2r0

)
= 2e2r0W ′k(r0)− 2e2r0Wk(r0)− 2e2r0W ′k(r0)(n− 1)e−2r0

− e2r0W ′k(r0) + 2e2r0W ′k(r0)(n− 1)e−2r0

−W ′k(r0)3 + 2W ′k(r0)3(n− 1)e−2r0

= e2r0W ′k(r0)− 2e2r0Wk(r0)− 2(n− 1)W ′k(r0)

+ 2(n− 1)W ′k(r0)−W ′k(r0)3 + 2W ′k(r0)3(n− 1)e−2r0

= e2r0W ′k(r0)︸ ︷︷ ︸
<0

− 2e2r0Wk(r0)︸ ︷︷ ︸
>0

+W ′k(r0)3︸ ︷︷ ︸
<0

(2(n− 1)e−2r0 − 1)︸ ︷︷ ︸
>0

< 0.

Widerspruch.
Somit existiert kein solches r0 und die Behauptung folgt.
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(iv) Es gilt W ′k
(
1− (n− 1)e−2r

)
−Wk ≤ 0 auf [−k, r1]:

Es gilt

W ′k(−k)
(
1− (n− 1)e2k

)
−Wk(−k) =− he

−2k

n

(
1− (n− 1)e2k

)
− h

= − he
−2k

n
+
h(n− 1)

n
− h

<
h(n− 1)

n
− h =

−h
n

< 0.

Die Behauptung stimmt also für r nahe −k.
Angenommen, es existiert ein r2 ∈ Ik minimal mit

W ′k(r2)
(
1− (n− 1)e−2r2

)
−Wk(r2) = 0.

Sei F (r) := W ′k(r)
(
1− (n− 1)e−2r

)
−Wk(r).

Es gilt F (r2) = 0 und

F ′(r2) =W ′′k (r2)
(
1− (n− 1)e−2r2

)
+ 2W ′k(r2)(n− 1)e−2r2 −W ′k(r2)

=W ′k(r2)
(
1− (n− 1)e−2r2

)
+
(
e2r2 +W ′k(r2)2

)
F (r2)︸ ︷︷ ︸

=0

(
1− (n− 1)e−2r2

)
+ 2W ′k(r2)(n− 1)e−2r2 −W ′k(r2)

=W ′k(r2)
(
1− (n− 1)e−2r2

)
+ 2W ′k(r2)(n− 1)e−2r2 −W ′k(r2)

=W ′k(r2)
(
1− (n− 1)e−2r2 + 2(n− 1)e−2r2 − 1

)
=W ′k(r2)(n− 1)e−2r2 < 0.

Also gilt F (r) ≤ 0 auf Ik.
(v) Es gilt W ′ke

2r > W ′′k auf [−k, r1]:
Für r = −k gilt

W ′k(−k)e−2k =
−e−4kh

n

W ′′k (−k) =
−e−2kh

n
+
(
e−2k +W ′k(−k)2

)︸ ︷︷ ︸
>0

(
W ′k(−k)−Wk(−k)− (n− 1)e2kW ′k(−k)

)︸ ︷︷ ︸
<0 mit (iv)

<
−e−2kh

n
<
−e−4kh

n
= W ′k(−k)e−2k.

Also gilt die Aussage nahe −k. Angenommen, es existiert ein r3 ∈ Ik minimal
mit

W ′k(r3)e2r3 =W ′′k (r3)

=W ′k(r3) +
(
e2r3 +W ′2k (r3)

) (
W ′k(r3)−Wk(r3)−W ′k(r3)e−2r3(n− 1)

)
⇔W ′k(r3)

(
e2r3 − 1

)︸ ︷︷ ︸
>0

=
(
e2r3 +W ′2k (r3)

) (
W ′k(r3)−Wk(r3)−W ′k(r3)e−2r3(n− 1)

)︸ ︷︷ ︸
<0

.

Widerspruch. Also gilt die Behauptung auf ganz Ik.
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(vi) Beweis für (ii):
Es gilt nun auch W ′′k (r1) < 0.

0 > W ′′k (r1) =W ′k(r1) +
(
e2r1 +W ′2k (r1)

)W ′k(r1)
(
1− e−2r1(n− 1)

)
−Wk(r1)︸ ︷︷ ︸

=0


=W ′k(r1) +

(
e2r1 +W ′2k (r1)

)W ′k(r1)
(
1− e−2r1(n− 1)

)︸ ︷︷ ︸
>0


>W ′k(r1) + e2r1W ′k(r1)

(
1− e−2r1(n− 1)

)
=W ′k(r1)

(
2− n+ e2r1

)
=

{
W ′k(r1)e2r1 n = 2 Widerspruch zu (v),
W ′k(r1)

(
2 + e2r1 − n

)
> 0 n ≥ 3 Widerspruch

also muss schon Wk > 0 auf Ik gelten.
Weiter gelten dann auch (iii), (iv), (v) auf Ik.

(vii) Es gilt Wk
′ > − 3he2r

n auf Ik:
Nach (iv) gilt W ′k

(
1− (n− 1)e−2r

)
−Wk ≤ 0. Für n ≥ 2 gilt

(n− 1)e−2r − 1 >
ne−2r

3

und damit erhalten wir

|Wk
′| ≤ Wk

(n− 1)e−2r − 1

<
h

ne−2r

3

=
3he2r

n
⇒Wk

′ > −3he2r

n
.

Die Behauptung folgt.
(viii) Es gilt −h < W ′k < 0 auf Ik

Für r = −k gilt −h < − e
−2kh
n = W ′k(−k) < 0.

Da Wk konkav auf Ik ist und W ′k(−k) < 0, gilt bereits W ′k < 0 auf Ik.
Angenommen, es existiert ein r4 ∈ Ik minimal, mit W ′k(r4) = −h. Dann gilt

0 ≥W ′k(r4)
(
1− (n− 1)e−2r4

)
−Wk(r4)

= − h
(
1− (n− 1)e−2r4

)
−Wk(r4)

≥ − h
(
2− (n− 1)e−2r4

)
> 0 für r4 ≤ −1.

Widerspruch.
Es gilt also −h < W ′k < 0 auf Ik ∩ [−k,−1].

(ix) Es gilt −h
(
2 + h2

)
< W ′′k < 0 auf Ik ∩ [−k,−1]: Da Wk konkav ist, folgt die

2. Ungleichung direkt. Die erste folgt mithilfe von (vii), denn

W ′′k (r) =W ′k(r) +
(
e2r +W ′k(r)2

)W ′k(r)
(
1− (n− 1)e−2r

)︸ ︷︷ ︸
>0

−Wk(r)


>W ′k(r)−

(
e2r +W ′k(r)2

)
Wk(r)
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≥ − h− h
(
e2r + h2

)
≥ − h− h

(
1 + h2

)
= −h

(
2 + h2

)
.

Die Behauptung folgt also.
(x) Es gilt −10h− 11h3 − 2h5 ≤Wk

′′′ ≤ h
(
2 + h2

)
(n− 1)

(
1 + 9h2

n2

)
auf Ik:

Es gilt

Wk
′′′(r) =Wk

′′(r) +
(
2Wk

′(r)Wk
′′(r) + 2e2r

)︸ ︷︷ ︸
≥0

(
W ′k(r)

(
1− (n− 1)e−2r

)
−Wk(r)

)︸ ︷︷ ︸
≤0

+
(
Wk
′(r)2 + e2r

)Wk
′′(r)

(
1− (n− 1)e2r

)
+Wk

′(r)
(
2(n− 1)e−2r − 1

)︸ ︷︷ ︸
<0

 .

Damit folgt mit (iv),(vii),(viii) und (ix)

Wk
′′′(r) ≤ 0 + 0 +

(
Wk
′(r)2 + e2r

) (
Wk
′′(r)(1− (n− 1)e−2r) + 0

)
= Wk

′′(r)
(
e2r − (n− 1)

)
+Wk

′′(r)
(
Wk
′(r)2 − (n− 1)

(
Wk
′(r)e−r

)2)
≤ h

(
2 + h2

)
(0 + (n− 1))− h

(
2 + h2

)(
0− (n− 1)

(
3her

n

)2
)

≤ h
(
2 + h2

)
(n− 1)

(
1 +

9h2

n2

)
und

Wk
′′′(r) ≥ −h

(
2 + h2

)
+
(
2h2

(
2 + h2

)
+ 2
)

(0− h) +
(
h2 + 1

)(
0 + 2 (n− 1)

(
−3h

n

))
≥ −h

(
2 + h2

)
− h

(
2h2

(
2 + h2

)
+ 2
)

+
(
h2 + 1

)
(2 (−3h))

= −10h− 11h3 − 2h5.

Wir erhalten also gerade das Behauptete.
(xi) Angenommen, es gilt Ik ( [−k,−1], dann können wir aufgrund der Abschät-

zung 0 < Wk ≤ h und −h < W ′k < 0 Wk über Ik hinaus fortsetzen und
erhielten einen Widerspruch. Somit muss [−k,−1] ⊆ Ik gelten.
Da −h < W ′k < 0, −h

(
2 + h2

)
< W ′′k < 0 und −10h − 11h3 − 2h5 ≤

Wk
′′′ ≤ h

(
2 + h2

)
(n− 1)

(
1 + 9h2

n2

)
, haben wir gleichmäßige Abschätzungen

für W ′k, W
′′
k und W ′′′k , unabhängig von k und r.

(xii) Sei ϕ : R → R eine glatte Abschneidefunktion mit 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ ≡ 0 auf
[−∞, 0), ϕ ≡ 1 auf (1,∞]. Dann ist ϕ in C3 gleichmäßig beschränkt.
Wir definieren

Zk(r) :=

{
ϕ(r + k) (Wk(r)− h) + h für r ∈ [−k,−1],

h für r < −k.

Dann gilt Zk ≡ h auf (−∞,−k] und Zk ≡Wk auf [−k+ 1,−1]. Außerdem ist
Zk auf [−k+ 1,−1] eine Lösung von (2.2). Da ϕ in C3 und Wk,W

′
k,W

′′
k ,W

′′′
k

unabhängig von k und r gleichmäßig beschränkt sind, ist auch Zk gleichmäßig
in C3 beschränkt.
Wir wenden nun den Satz von Arzela-Ascoli an und erhalten eine Teilfolge
Zkl mit Zkl →W in C2

loc ((−∞,−1]). Für alle l ∈ N löst Zkl auf [−kl + 1,−1]
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die Differentialgleichung. Damit folgt mit der C2
loc−Konvergenz, dass W die

Gleichung (2.2) auf (−∞, 0] löst.
(xiii) Es gilt lim

r→−∞
W (r) = h:

Es gilt Wk ≤ h für alle k ∈ N, damit folgt bereits W (r) = lim
l→∞

Zkl(r) ≤ h.

Sei nun ε > 0 beliebig und wähle r̄ < −1 mit h
ne

2r̄ < ε beliebig aber fest.
Weiter wählen wir l ∈ N beliebig, mit kl < r̄. Nun gilt mit (vii)

Zkl (r̄) =Zkl(−k) +

r̄ˆ

−k

Z ′kl(t)dt

≥h− 2h

n

r̄ˆ

−k

e2tdt

=h− h

n

(
e2r̄ − e−2k

)
≥h− h

n
e2r̄

≥h− ε.

Sei nun r ∈ [−kl, r̄] beliebig, dann erhalten wir

Wkl(r) ≥ Wkl (r̄) ≥ h− ε.

Wir erhalten also insgesamt im Grenzwert für r ≤ r̄

W (r) = lim
l→∞

Wkl(r) ≥ h− ε.

Damit folgt also auf (−∞, r̄] h− ε ≤W ≤ h.
Da ε > 0 beliebig war, folgt damit lim

r→−∞
W (r) = h. �

Bemerkung 2.2.3. Aus dem obigen Beweis erhält man neben der Existenz ei-
ner rotationssymmetrischen, homothetisch schrumpfenden Lösung des graphischen
mittleren Krümmungsflusses mit Geschwindigkeit −1 in r = 0 die folgenden Ab-
schätzungen an W auf (−∞,−1]

(i) 0 ≤W
(ii) W ′

(
1− (n− 1)e−2r

)
−W ≤ 0

(iii) W ′′ ≤ 0

Beweis. Aus dem Beweis von Theorem 2.2.2 erhalten wir W (r) = lim
l→∞

Zkl(r) in

C2
loc ((−∞,−1]).

(i) Es gilt Zkl(r) ≥ 0 auf [−kl,−1] unabhängig von kl. Damit gilt W (r) =
lim
l→∞

Zkl(r) ≥ 0 auf (−∞,−1].

(ii) Es gilt Z ′kl(r)
(
1− (n− 1)e−2r

)
−Zkl(r) ≤ 0 auf [−kl,−1] unabhängig von kl.

Damit gilt W ′(r)
(
1− (n− 1)e−2r

)
−W (r) ≤ 0 auf (−∞,−1].

(iii) Es gilt Z ′′kl(r) = Z ′kl(r)+
(
Z ′kl(r)

2 + e−2r
) (
Z ′kl(r)

(
1− (n− 1)e−2r

)
− Zkl(r)

)
≤

0 auf [−kl,−1] unabhängig von kl. Damit gilt W ′′(r) ≤ 0 auf (−∞,−1].

�
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2.3. Abschätzungen an W . Um genauere Abschätzungen an W zu erhalten, be-
trachten wir wie in Theorem 2.2.2 im aktuellen Kapitel die Lösung Wk des An-
fangswertproblems

W ′′(r) = W ′(r) +
(
e2r +W ′2(r)

) (
W ′(r)−W (r)−W ′(r)e−2r(n− 1)

)
W ′(−k) = −e−2kh

n

W (−k) = h

(?)

auf [−k,−1] mit k ∈ N≥1, h ∈ R>0, h ≤
√
n beliebig, aber fest. Um dann am Ende

analog wie in Theorem 2.2.2 und Bemerkung 2.2.3 im Übergang zum Grenzwert
die Abschätzung auch für W zu erhalten.

Lemma 2.3.1. Sei ε > 0 beliebig mit h
n > ε, rε =

− ln( 2h
nε )

2 > −k. Dann erfüllt die
Lösung Wk von (?) für alle r ∈ [−k, rε) die Ungleichung

W ′k(r)
(
1− (n− 1)e−2r

)
−Wk(r) ≤ −h

n
+ ε.

Beweis. Es gilt W ′k(r)
(
1− (n− 1)e−2r

)
−Wk(r) ≤ 0. Da W ′k < 0 und für r < 0

auch
(
1− (n− 1)e−2r

)
< 0, erhalten wir

0 ≤W ′k
(
1− (n− 1)e−2r

)
≤Wk

|W ′k| ≤
Wk

|1− (n− 1)e−2r|

und da |1− (n− 1)e−2r| = (n− 1)e−2r − 1 ≥ (n− 1)e−2r − 1
2e
−2r =

(
n− 3

2

)
e−2r

für r < −1, erhalten wir |W ′k| ≤
Wke

2r

(n− 3
2 )
≤ h

(n− 3
2 )
e2r.

Nun gilt für r ∈ [−k,−1]

Wk(r) =Wk(−k) +

rˆ

−k

W ′k(s)ds

≥h+

rˆ

−k

− h(
n− 3

2

)e2sds

=h− h

2
(
n− 3

2

) (e2r − e−2k
)

≥h

(
1− e2r

2
(
n− 3

2

))
≥h

(
1− 2e2r

)
.

Sei nun Cε := h
n − ε > 0 und F (r) := W ′k(r)

(
1− (n− 1)e−2r

)
−Wk(r). Es gilt

F (−k) = −e−2k h

n

(
1− (n− 1)e2k

)
− h

= −e−2k h

n
+ h− h

n
− h

< −h
n
< −Cε.
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Angenommen, es gibt ein minimales r0 > −k mit F (r0) = −Cε.
Da F (r0) > F (r) für alle r < r0 gilt, erhalten wir F ′(r0) ≥ 0. Weiter folgt mit
F (r0) = −Cε auch

W ′k(r0)−Wk(r0) + Cε = W ′k(r0)(n− 1)e−2r0 .

Damit gilt dann

0 ≤ F ′(r0) =Wk
′′(r0)

(
1− (n− 1)e−2r0

)
+ 2(n− 1)e−2r0Wk

′(r0)−Wk
′(r0)

=
(
W ′′k (r0)−Wk

′(r0)
) (

1− (n− 1)e−2r0
)

+ (n− 1)e−2r0Wk
′(r0)

= − Cε
(
e2r0 +Wk

′2) (1− (n− 1)e−2r0
)

+Wk
′(r0)−Wk(r0) + Cε

= − Cεe2r0 − CεWk
′(r0)2 + nCε − Cε

+ (n− 1)Wk
′(r0)e−2r0Wk

′(r0)Cε +Wk
′(r0)−Wk(r0) + Cε

= − Cεe2r0 − CεWk
′(r0)2 + nCε − Cε

+
(
Wk
′(r0)−Wk(r0) + Cε

)
Wk
′(r0)Cε +Wk

′(r0)−Wk(r0) + Cε

= − Cεe2r0 + nCε +

−Wk(r0)︸ ︷︷ ︸
≥−h

+Cε

Wk
′(r0)︸ ︷︷ ︸
<0

Cε +Wk
′(r0)−Wk(r0)

≤ − Cεe2r0 + nCε + (−h+ Cε)Wk
′(r0)Cε +Wk

′(r0)−Wk(r0)

=Wk
′(r0)

(
C2
ε + 1− hCε

)
− Cεe2r0 + nCε −Wk(r0)

=Wk
′(r0)

(
C2
ε + 1− hCε

)
− h

n
e2r0 + εe2r0 + h− nε−Wk(r0)

≤Wk
′(r0)

(
C2
ε + 1− hCε

)
− h

n
e2r0 + εe2r0 + h− nε− h+ 2he2r0

=Wk
′(r0)

(
h2

n2
+ ε2 + 1 + hε− h2

n
− 2hε

n

)
+ e2r0

(
−h
n

+ ε− nεe−2r0 + 2h

)

= Wk
′(r0)︸ ︷︷ ︸
<0

n− h2

n︸ ︷︷ ︸
≥0

+εh (1− 2

n
)︸ ︷︷ ︸

≥0

+
h2

n2
+ ε2

+ e2r0

−hn + ε︸ ︷︷ ︸
<0

−nεe−2r0 + 2h


< 0

für r0 <rε =
− ln

(
2h
nε

)
2

⇒ e2r0 < e− ln( 2h
nε )

⇔ e2r0 <
nε

2h

⇔ 2h− nεe−2r0 < 0.

Widerspruch. Somit existiert kein solches r0 und die Behauptung folgt. �

Proposition 2.3.2. Sei ε > 0 beliebig mit ε ≤ h
n , k ∈ N≥1. Es existiert ein

ck ∈
((
ε− h

n

)
e−k, εe−k

)
mit tan

((
h
n − ε

)
e−k + ck

)
= e−k hn . Weiter löst Pk(r) :=
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−er tan
((
h
n − ε

)
er + ck

)
das Anfangswertproblem{

Q′(r) = Q(r)−
(
h
n − ε

) (
e2r +Q(r)2

)
r ∈ [−k, 0]

Q(−k) = −e−2k h
n

.

Beweis. Es gilt h
n < 1 und er ≤ 1 für r ≤ 0, daher gilt h

ne
r ≤ 1. Weiter wissen

wir, dass tan(0) = 0 und tan
(
h
ne
−k) > h

ne
−k gilt. Aufgrund der Stetigkeit des

Tangens und der Exponentialfunktion existiert also ein ck ∈
((
ε− h

n

)
e−k, εe−k

)
mit tan

((
h
n − ε

)
e−k + ck

)
= e−k hn . Damit erhalten wir Pk(−k) = −e−2k h

n . Weiter
gilt

P ′k(r) = − er tan

((
h

n
− ε
)
er + ck

)
− er

(
1 + tan2

((
h

n
− ε
)
er + ck

))(
h

n
− ε
)
er

=Pk(r)−
(
h

n
− ε
)(

e2r + Pk(r)2
)
.

Damit löst Pk das Anfangswertproblem. �

Lemma 2.3.3. Sei ε > 0 beliebig mit ε < h
n , k ∈ N≥1, ck ∈

((
ε− h

n

)
e−k, εe−k

)
mit tan

((
h
n − ε

)
e−k + ck

)
= e−k hn und Pk Lösung des Anfangswertproblems aus

Proposition (2.3.2). Gilt ε ≤
(
h
n − ε

)
h2

n2 e
−2k, so erfüllt Pk die Ungleichung Pk(r) ≤

−e2r h
n auf [−k, 0].

Beweis. Sei ε ≤
(
h
n − ε

)
h2

n2 e
−2k, so erhalten wir ε ≤

(
h
n − ε

)
h2

n2 e
2r für r ≥ −k und

insbesondere h
n ≤

h
n−ε+

(
h
n − ε

)
h2

n2 e
2r. Definiere Lk(r) := −hne

2r auf dem Intervall
[−k, 0]. Dann gilt

L′k(r) = − 2
h

n
e2r

=Lk(r)− h

n
e2r

≥Lk(r)−
(
h

n
− ε+

(
h

n
− ε
)
h2

n2
e2r

)
e2r

=Lk(r)−
(
h

n
− ε
)(

e2r +
h2

n2
e4r

)
=Lk(r)−

(
h

n
− ε
)(

e2r + Lk(r)2
)
.

Da Lk(−k) = −hne
−2k = Pk(−k), liefert nun das Vergleichsprinzip Lk(r) ≥ Pk(r)

auf [−k, 0], also gerade −hne
2r ≥ Pk(r). �

Theorem 2.3.4. Sei h ≤
√
n. IstWk Lösung von (?), so erfülltWk die Ungleichung

e−2rWk
′ ≤ −hn ≤ −

Wk

n .

Beweis. Sei ε > 0 beliebig mit ε < h
n , ε ≤

(
h3

n3 e
−2k
)(

1 + h2

n2 e
−2k
)−1

.
Damit erhalten wir durch Umstellen die Ungleichung

ε+ ε
h2

n2
e−2k ≤ h3

n3
e−2k ⇔ ε ≤

(
h

n
− ε
)
h2

n2
e−2k.

Es gilt

Wk
′′(r) =Wk

′(r) +
(
e2r +Wk

′(r)2
) (
Wk
′(r)

(
1− (n− 1)e−2r

)
−Wk(r)

)
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≤Wk
′(r) +

(
e2r +Wk

′(r)2
)(
−h
n

+ ε

)
für r ≤ rε mit rε wie in Lemma 2.3.1. Sei Pk(r) wie in Proposition (2.3.2). Dann
gilt P ′k(r) = Pk(r) +

(
e2r + Pk(r)2

) (
−hn + ε

)
und Pk(−k) = −hne

−2k = Wk
′(−k).

Aufgrund des Vergleichsprinzips und Lemma 2.3.3 erhalten wir also Wk
′(r) ≤

Pk(r) ≤ −hne
2r ≤ −Wk(r)

n e2r. Durch Multiplizieren mit der Exponentialfunktion
folgt also e−2rWk

′ ≤ −hn ≤ −
Wk

n . �

Bemerkung 2.3.5. Wenn wir nun wieder zum Grenzwert übergehen, wie in Theo-
rem 2.2.2 und Bemerkung 2.2.3, so erhalten wir für W die Abschätzung e−2rW ′ ≤
−hn ≤ −

W
n .

2.4. Regularität im Ursprung.

Lemma 2.4.1 (Regularität im Ursprung). Die Funktion U : Rn → R, n ≥ 2, mit
U(x) = V (|x|) mit V ∈ C2

loc ((0, rm)) , rm > 0 ist genau dann im Ursprung von der
Klasse C2, wenn

(i) lim
r↘0

V ′(r)
r in R existiert und

(ii) lim
r↘0

V ′(r) = 0 und

(iii) lim
r↘0

−V ′(r)
r + V ′′(r) = 0 gelten.

Beweis. „ ⇐= “ :

(1) Es gilt ∇U(0) = 0:
Sei ε > 0 beliebig, x ∈ Rn\{0} beliebig. Wir definieren ϕ : [0, 1] → R, t 7→
U(x) − U(tx). Damit gilt ϕ(1) = 0 und ϕ(0) = U(x) − U(0). Da ϕ ∈
C1 ((0, 1)), erhalten wir mithilfe des Mittelwertsatzes

|U(x)− U(0)︸ ︷︷ ︸
=ϕ(0)

−0 · x| = |ϕ(0)− ϕ(1)|

≤ sup
t∈(0,1)

|ϕ′(t)| · 1

= sup
t∈(0,1)

|〈∇U (tx) , x〉|

= sup
t∈(0,1)

|V ′ (|tx|) |
|tx|

t|x|2

= sup
t∈(0,1)

|V ′ (|tx|) ||x|.

Da wir aus (ii) lim
r↘0

V ′(r) = 0 erhalten, existiert ein δ > 0, sodass für alle

x ∈ Bδ(0) |V ′ (|x|) | < ε gilt. Wir erhalten also insgesamt

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ Bδ(0) gilt |U(x)− U(0)− 0 · x| < ε|x|.

Damit folgt also gerade ∇U(0) = 0.
(2) ∇U ist stetig in 0:

Sei x 6= 0:

Es gilt ∇U(x) =
V ′ (|x|)
|x|

x→ 0 = ∇U(0) für |x| → 0 nach (i).
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(3) Es gilt HessU (0) = a · 1 mit a := lim
r↘0

V ′(r)
r ∈ R nach (i):

Sei ε > 0 beliebig, wir definieren ϕ : [0, 1] → Rn, t 7→ ∇U(x) − ∇U(tx) −
a(1 − t)x für ein x ∈ Rn\{0} beliebig. Damit gilt ϕ(1) = 0 und ϕ(0) =
∇U(x)−∇U(0)− ax. Da ϕ ∈ C1 ((0, 1)), erhalten wir mithilfe des Mittel-
wertsatzes

| ∇U(x)−∇U(0)− ax︸ ︷︷ ︸
=ϕ(0)

| = |ϕ(0)− ϕ(1)|

≤ sup
t∈(0,1)

|ϕ′(t)| · 1

= sup
t∈(0,1)

|HessU (tx)x− ax|

≤ sup
t∈(0,1)

|V ′′ (|tx|)− V ′ (|tx|)
|tx|

| |xx
t|

|x|2
|x|+ |V

′ (|tx|)
|tx|

− a||x|.

Da wir aus (i) lim
r↘0

V ′(r)
r − a = 0 und aus (iii) lim

r↘0

−V ′(r)
r + V ′′(r) = 0

erhalten, existiert ein δ > 0, sodass für alle x ∈ Bδ(0)

|V ′′ (|tx|)− V ′ (|tx|)
|tx|

| |xx
t|

|x|2
+ |V

′ (|tx|)
|tx|

− a| < ε

gilt. Wir erhalten also insgesamt

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ Bδ(0) gilt |∇U(x)−∇U(0)− ax| < ε|x|.

Damit folgt HessU (0) = a · 1.
(4) HessU ist stetig in 0:

Sei x ∈ Rn\{0}. Es gilt

HessU (x) =
V ′ (|x|)
|x|

(1− xxt

|x|2
) + V ′′(|x|)xx

t

|x|2

=
V ′ (|x|)
|x|

1+ (V ′′ (|x|)− V ′ (|x|)
|x|

)
xxt

|x|2
→ a1 = HessU (0).

„ =⇒ “ :

Ui(x) =
V ′ (|x|)
|x|

xi

Uij(x) =
V ′ (|x|)
|x|

(δij −
xixj
|x|2

) + V ′′ (|x|) xixj
|x|2

für x 6= 0.

(1) U ′′ ist nach Voraussetzung stetig, also gilt insbesondere

R 3 U22(0) = lim
r→0

U22 (re1) = lim
r→0

V ′(r)

r
,

damit erhalten wir (i).

(2) Angenommen, (ii) gilt nicht, dann existiert ein ε > 0 und eine Folge (rn)n ⊂
R>0 mit rn → 0 und V ′ (rn) > ε oder V ′ (rn) < −ε für alle n ∈ N. Damit
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gilt aber auch

V ′ (rn)

rn
≥ ε

rn
→∞ für n→∞.

oder
V ′ (rn)

rn
≤ −ε
rn
→ −∞ für n→∞.

Widerspruch zu (i). Also folgt (ii).
(3) Es gilt

U11(0) = lim
r→0

U11 (re1) = lim
r→0

V ′′(r)

U11(0) = lim
r→0

U11 (re2) = lim
r→0

V ′(r)

r

und damit folgt insgesamt

lim
r→0

V ′′(r)− V ′(r)

r
= U11(0)− U11(0) = 0.

�

Lemma 2.4.2. Die Regularitätsbedingungen aus Lemma 2.4.1 werden für W (r) =
V (er) zu
(i) lim

r→−∞
W ′(r)e−2r existiert in R

(ii) lim
r→−∞

W ′(r)e−r = 0

(iii) lim
r→−∞

e−2r (W ′′(r)− 2W ′(r)) = 0.

Beweis. Es gilt

(i) lim
r→0

V ′(r)
r = lim

r→−∞
V ′(er)
er = lim

r→−∞
W ′(r)e−2r,

(ii) lim
r→0

V ′(r) = lim
r→−∞

V ′ (er) = lim
r→−∞

W ′(r)e−r,

(iii) lim
r→0

V ′′(r) − V ′(r)
r = lim

r→−∞
−W ′(r)e−2r + V ′′ (er) = lim

r→−∞
−W ′(r)e−2r +

W ′′(r)e−2r − e−2rW ′(r) = lim
r→−∞

e−2r (W ′′(r)− 2W ′(r)) = 0.

�

Theorem 2.4.3. Sei n ≥ 2, h ∈ R>0, h ≤
√
n. Es existiert ein h0 ∈ R≥0 und eine

Lösung W ∈ C2 ((−∞, r0]) des Anfangswertproblems{
W ′′(r) = W ′(r) +

(
e2r +W ′2(r)

) (
W ′(r)−W (r)−W ′(r)e−2r(n− 1)

)
W (r0) = h0

.

Diese Lösung W erfüllt die Regularitätsbedingungen aus Lemma 2.4.2.

Beweis. (i) Die Existenz eines solchen h0 ∈ R≥0 und einer Lösung W liefert uns
Theorem 2.2.2.

(ii) lim
r→−∞

W ′(r)e−r = 0: Wie im Beweis von Lemma 2.3.1 erhalten wir für W ′(r)

die Abschätzung |W ′(r)| ≤ W (r)e2r

(n− 3
2 )

. Damit gilt auch |W ′(r)e−r| ≤ W (r)er

(n− 3
2 )
≤

her

(n− 3
2 )
→ 0 für r → −∞.

Wir erhalten lim
r→−∞

W ′(r)e−r = 0.
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(iii) lim
r→−∞

W ′(r)e−2r existiert in R:
Aus Theorem 2.3.4 erhalten wir die Abschätzung

e−2rW ′ ≤ −h
n
≤ −W

n
.

Sei nun ε > 0 beliebig und definiere X(r) := e−2rW ′(r). Wir wollen nun
zeigen, dass es ein r0 < 0 gibt, sodass für alle r ≤ r0 auch −hn −ε < X(r) gilt.
Sei r̄ < 0 so klein, dass für alle r ≤ r̄ gilt:(

e−rW ′(r)
)2
<
nε

2h
,

|W ′| < (n− 1)ε.

Aus dem Beweis von Lemma 2.3.1 erhalten wir die Abschätzung |X(r)| =

|e−2rW ′(r)| ≤ W (r)

(n− 3
2 )
≤ h

(n− 3
2 )
. Angenommen, es existiert ein r1 < r̄ mit

X (r1) ≤ −hn − ε.
Dann gilt insbesondere

X ′(r1) = e−2r1W ′′ (r1)− 2e−2r1W ′ (r1)

=
(

1 + e−2r1W ′ (r1)
2
) (
W ′(r1)

(
1− (n− 1)e−2r1

)
−W (r1)

)
− e−2r1W ′(r1)

=
(

1 +
(
e−r1W ′(r1)

)2) (
W ′(r1)− (n− 1)e−2r1W ′(r1)−W (r1)

)
− e−2r1W ′(r1)

>
(

1 +
nε

2h

)(
−(n− 1)ε− (n− 1)(−h

n
− ε)− h

)
−
(
−h
n
− ε
)

=
(

1 +
nε

2h

)(
−h
n

)
+
h

n
+ ε

= − h

n
− ε

2
+
h

n
+ ε =

ε

2
> 0.

Somit muss es ein r0 < 0 geben mit X(r0) > −hn − ε.
Diese Ungleichung bleibt dann auf (−∞, r0] erhalten:
Angenommen, es existiert ein r2 < r0 maximal mit X(r2) = −hn −ε, dann gilt
mit obigem Beweis X ′(r2) > 0. Für r < r2 erhalten wir dann die Abschätzung
X(r) < X(r2). Wir erhalten damit aber X(r) → −∞ für r → −∞. Wider-
spruch zu |X(r)| ≤ h

(n− 3
2 )
≤ ∞. Also bleibt die Ungleichung auf (−∞, r0]

erhalten.
Da ε > 0 beliebig war, erhalten wir für r → −∞ W ′(r)→ −hn . Also existiert
der Grenzwert.

(iv) lim
r→−∞

e−2r (W ′′(r)− 2W ′(r)) = 0: Es gilt

W ′′ =W ′ +
(
e2r +W ′2

) (
W ′
(
1− (n− 1)e−2r

)
−W

)
,

e−2rW ′′ = e−2rW ′ +
(

1 +
(
W ′e−r

)2) (
W ′
(
1− (n− 1)e−2r

)
−W

)
,

lim
r→−∞

W ′(r)e−2r = −h
n
,

lim
r→−∞

(
W ′(r)e−r

)2
= 0,

lim
r→−∞

W ′(r)
(
1− (n− 1)e−2r

)
= 0 +

h

n
(n− 1),
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lim
r→−∞

−W (r) = −h,

lim
r→−∞

2W ′(r)e−2r = −2
h

n
,

⇒ lim
r→−∞

e−2rW ′′(r) = −h
n

+ (1 + 0)

(
0 + h− h

n
− h
)

= −2
h

n
.

Wir erhalten lim
r→−∞

e−2r (W ′′(r)− 2W ′(r)) = 0.
�

3. 60◦-Bedingung

3.1. 60◦-Bedingung.

Proposition 3.1.1. Sei h > 0. Existiert eine Lösung V des Anfangswertproblemes
V ′′(r) =

(
1 + V ′(r)2

) (
V ′(r)

(
r − (n−1)

r

)
− V (r)

)
V ′(0) = 0

V (0) = h

auf einem Intervall 0 ≤ r ≤ rmax, so ist V strikt konkav.

Beweis. Sei W (r) := V (er) wie in Lemma 2.2. Dann gilt

W ′(r) =V ′ (er) er

W ′′(r) =V ′′ (er) e2r + V ′ (er) er = V ′′ (er) e2r +W ′(r)

⇒ V ′′ (er) = e−2r (W ′′(r)−W ′(r)) .

Mit Theorem 2.4.3 erhalten wir dann

V ′′(0) = lim
r→−∞

V ′′ (er) = lim
r→−∞

e−2r (W ′′(r)−W ′(r)) = lim
r→−∞

e−2rW ′(r) = −h
n
< 0.

Somit gilt die Behauptung für r nahe 0. Angenommen, es gibt ein minimales
r0 ∈ [0, rmax] mit r0 > 0 und V ′′ (r0) = 0. Dann ist(

1 + V ′(r0)2
)(

V ′(r0)

(
r0 −

(n− 1)

r0

)
− V (r0)

)
= 0

und da

1 + V ′ (r0)
2 ≥ 1 > 0. gilt V ′ (r0)

(
r0 −

(n− 1)

r0

)
− V (r0) = 0.

Wegen 0 = V ′′(r0) ≥ V ′′(r) für alle r mit 0 ≤ r ≤ r0 erhalten wir V ′′′(r0) ≥ 0.
Weiter gilt V ′(r0) < 0, denn V ′(0) = 0, V ′′(0) < 0 und r0 > 0 ist minimal mit der
Eigenschaft V ′′(r0) = 0. Es gilt

0 ≤ V ′′′(r0) =
(
1 + V ′(r0)2

)V ′′(r0)︸ ︷︷ ︸
=0

(
r0 −

(n− 1)

r0

)
+ V ′(r0)

(
1 +

(n− 1)

r2
0

− 1

)
+ 2V ′′(r0)V ′(r0)

(
V ′(r0)

(
1− (n− 1)

r0

)
− V (r0)

)
︸ ︷︷ ︸

=0



20 3. 60◦-BEDINGUNG

=
(
1 + V ′(r0)2

) (n− 1)

r2
0︸ ︷︷ ︸

>0

V ′(r0)︸ ︷︷ ︸
<0

< 0.

Widerspruch. Somit existiert kein solches r0 und die Behauptung folgt. �

Bemerkung 3.1.2. Der Schnittwinkel von V und der Ursprungsgeraden mit Stei-
gung 0 lässt sich durch die Gleichung |V ′ (r0) | = tan (α) berechnen. Wir fordern
einen 60◦ Schnittwinkel. Also erhalten wir V ′ (r0) = −

√
3.

Lemma 3.1.3. Sei n ∈ N>1, h ∈ (0,
√
n) und Vh Lösung von

V ′′(r) =
(
1 + V ′(r)2

) (
V ′(r)

(
r − (n−1)

r

)
− V (r)

)
V ′(0) = 0

V (0) = h

.

Falls V ′h beschränkt ist, existiert ein rh0 ∈ [0, 2ne+1] mit Vh
(
rh0
)

= 0 und Vh(r) > 0

für alle r ∈ [0, rh0 ).

Beweis. Wir erhalten durch Umformen und Anwendung von Lemma 2.3.1 mit
ε = h

2n

V ′′h (er) = e−2r (W ′′(r)−W ′(r))
= e−2r

(
e2r +W ′(r)2

) (
W ′(r)

(
1− (n− 1)e−2r

)
−W (r)

)
≤ e−2re2r

(
W ′(r)

(
1− (n− 1)e−2r

)
−W (r)

)
=
(
W ′(r)

(
1− (n− 1)e−2r

)
−W (r)

)
≤ − h

n
+

h

2n
= − h

2n

für alle r ∈ (−∞, rε] mit rε = − ln( 2h
nε )
2 = −

ln

(
2h

n h
2n

)
2 = − ln(4)

2 = − ln(2). Da
− ln(2) > −1, also auch für alle r ∈ (−∞,−1]. Damit erhalten wir also

V ′′h (r) ≤ − h

2n
für r ∈ [0, e−1],

V ′h(r) ≤ − h

2n
r für r ∈ [0, e−1],

V ′h(r) ≤ − he−1

2n
für r ∈ [e−1,∞), da V konkav ist.

Also erhalten wir insgesamt

Vh(r) ≤h− h

4n
r2 für r ∈ [0, e−1],

Vh(e−1) ≤h− h

4n
e−2,

⇒ Vh(r) ≤h− h

4n
e−2 − he−1

2n

(
r − e−1

)
= h+

h

4n
e−2 − he−1

2n
r für r ∈ [e−1,∞).



3.1. 60◦-BEDINGUNG 21

Es gilt

h+
h

4ne2
− h

2ne
r ≤ 0

⇔
(
h+

h

4ne2

)
2ne

h
≤ r

⇔ 2ne+
1

2e
≤ r

⇔ 4ne2 + 1

2e
≤ r.

Also existiert ein rh0 ∈ [0, 2ne + 1] mit Vh
(
rh0
)

= 0 und Vh(r) > 0 für alle r ∈
[0, rh0 ). �

Lemma 3.1.4. Sei n ∈ N beliebig. Kn(r) :=
√
n− r2. Dann löst Kn(r) das An-

fangswertroblem
V ′′(r) =

(
1 + V ′(r)2

) (
V ′(r)

(
r − (n−1)

r

)
− V (r)

)
V ′(0) = 0

V (0) =
√
n

für r ∈ [0,
√
n).

Beweis. Es gilt

K ′n(r) =
−r√
n− r2

K ′′n(r) =
−1√
n− r2

− r2

√
n− r2

3

=
−n

√
n− r2

3 .

Damit gilt also Kn(0) =
√
n, K ′n(0) = 0 und durch Einsetzen von K ′n(r) und K ′′n(r)

in die Differentialgleichung erhalten wir

−n
√
n− r2

3 =

(
1 +

r2

n− r2

)(
−r√
n− r2

(
r − (n− 1)

r

)
−
√
n− r2

)
⇔ −n
√
n− r2

3 =

(
1 +

r2

n− r2

)(
−r2 + (n− 1)− n+ r2

√
n− r2

)
⇔ −n
√
n− r2

2 =

(
1 +

r2

n− r2

)
(−1)

⇔ −n
n− r2

=

(
−1− r2

n− r2

)
⇔ −n

n− r2
=

(
−(n− r2)− r2

n− r2

)
=
−n

n− r2
.

Also löst Kn(r) das Anfangswertproblem. �



22 3. 60◦-BEDINGUNG

Lemma 3.1.5. Sei n ∈ N>1, h ∈ (0,
√
n) und Vh Lösung von

V ′′(r) =
(
1 + V ′(r)2

) (
V ′(r)

(
r − (n−1)

r

)
− V (r)

)
V ′(0) = 0

V (0) = h

.

Auf dem Intervall [0, e−1] erfüllt Vh die folgenden Abschätzungen:
(i) 0 ≤ Vh ≤ h <

√
n,

(ii) −
√
n

n− 3
2

e−1 ≤ − h
n− 3

2

r ≤ V ′(r) ≤ −hnr ≤ 0,

(iii) −5
√
n

3 ≤ V ′′h ≤ 0.

Beweis. Sei n ∈ N>1 und h ∈ (0,
√
n). Es gilt

Vh(er) =W (r)

V ′h(er) = e−rW ′(r).

(i) Bemerkung 2.2.3 liefert uns

0 ≤W auf (−∞,−1].

Damit gilt dann für Vh

0 ≤ V (er) auf (−∞,−1] ⇒ 0 ≤ Vh(r) auf [0, e−1].

Da Vh nach Lemma 3.1.1 strikt konkav ist, gilt insbesondere auch

Vh(r) ≤ h <
√
n auf [0, e−1].

(ii) Aus Theorem 2.3.4 und dem Beweis von Lemma 2.3.1 erhalten wir

− h

n− 3
2

er ≤ e−rW ′(r) ≤ −h
n
er auf (−∞,−1].

Wir erhalten also für V ′h

− h

n− 3
2

er ≤ V ′(er) ≤ −h
n
er auf (−∞,−1]⇒ − h

n− 3
2

r ≤ V ′(r) ≤ −h
n
r auf [0, e−1].

Insbesondere auch

−
√
n

n− 3
2

e−1 ≤ − h

n− 3
2

r ≤ V ′(r) ≤ −h
n
r ≤ 0 auf [0, e−1].

(iii) Es gilt für 0 ≤ r ≤ e−1

V ′′h (r) =
(
1 + V ′h(r)2

)
V ′h(r)︸ ︷︷ ︸
≤0

(
r − (n− 1)

r

)
︸ ︷︷ ︸

≤0

−Vh(r)


≥
(
1 + Vh(r)′2

)
(−Vh(r))

≥

(
1 +

( √
n

n− 3
2

e−1

)2
)

(−h)

≥
(

1 +
n

(n− 3
2 )2

)
(−h)
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≥

(
1 +

n
1
2

2

)
(−h)

≥ (1 + 4n) (−h) ≥ −5
√
n

3
.

Aus Proposition 3.1.1 und dem gerade Gezeigtem, gelten für V ′′h die Abschät-
zungen

−5
√
n

3 ≤ V ′′h ≤ 0 auf [0, e−1].

�

Lemma 3.1.6. Sei n ∈ N>1, h ∈ (0,
√
n) und Vh Lösung von

V ′′(r) =
(
1 + V ′(r)2

) (
V ′(r)

(
r − (n−1)

r

)
− V (r)

)
V ′(0) = 0

V (0) = h

.

Dann ist V (k)
h (0) = 0 für k ∈ N ungerade und V ′′′′(0) = −

3h
(

1+2( hn )
2
)

n2+2n .

Beweis. Wir schreiben nun statt Vh nur noch V .
(i) Wir können V durch V (−r) = V (r) ins Negative fortsetzen. Somit erhalten

wir für k ∈ N beliebig V (k)(r) = (−1)kV (k)(−r). Für k ungerade gilt also
V (k)(r) = −V (k)(−r). Ist nun r = 0, so gilt V (k)(0) = (−1)kV (k)(0). Damit
muss also schon V (k)(0) = 0 für k ungerade gelten.

(ii) Es gilt

V ′′(r) =
(
1 + V ′(r)2

)(
V ′(r)

(
r − n− 1

r

)
− V (r)

)
,

rV ′′(r) =
(
1 + V ′(r)2

) (
V ′(r)

(
r2 − (n− 1)

)
− rV (r)

)
,

(rV ′′(r))
′

=V ′′(r) + rV ′′′(r)

= 2V ′V ′′
(
V ′(r)

(
r2 − (n− 1)

)
− rV (r)

)
+
(
1 + V ′(r)2

) (
V ′′(r)

(
r2 − (n− 1)

)
+ rV ′(r)− V (r)

)
,

(rV ′′(r))
′′

= 2V ′′′(r) + rV ′′′′(r)

= 2
(
V ′′(r)2 + V ′(r)V ′′′(r)

) (
V ′(r)

(
r2 − (n− 1)

)
− rV (r)

)
+ 4V ′(r)V ′′(r)

(
V ′′(r)

(
r2 − (n− 1)

)
+ rV ′(r)− V (r)

)
+
(
1 + V ′(r)2

) (
V ′′′(r)

(
r2 − (n− 1)

)
+ 3rV ′′(r)

)
,

(rV ′′(r))
′′′

= 3V ′′′′(r) + rV ′′′′′(r)

= 2 (3V ′′(r)V ′′′(r) + V ′(r)V ′′′′(r))
(
V ′(r)

(
r2 − (n− 1)

)
− rV (r)

)
+ 2

(
V ′′(r)2 + V ′(r)V ′′′(r)

) (
V ′′(r)

(
r2 − (n− 1)

)
+ rV ′(r)− V (r)

)
+ 4

(
V ′′(r)2 + V ′(r)V ′′′(r)

) (
V ′′(r)

(
r2 − (n− 1)

)
+ rV ′(r)− V (r)

)
+ 4V ′(r)V ′′(r)

(
V ′′′(r)

(
r2 − (n− 1)

)
+ 3rV ′′(r)

)
+ 2V ′(r)V ′′(r)

(
V ′′′(r)

(
r2 − (n− 1)

)
+ 3rV ′′(r)

)
+
(
1 + V ′(r)2

) (
V ′′′′(r)

(
r2 − (n− 1)

)
+ 5rV ′′′(r) + 3V ′′(r)

)
= 2 (3V ′′(r)V ′′′(r) + V ′(r)V ′′′′(r))

(
V ′(r)

(
r2 − (n− 1)

)
− rV (r)

)
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+ 6
(
V ′′(r)2 + V ′(r)V ′′′(r)

) (
V ′′(r)

(
r2 − (n− 1)

)
+ rV ′(r)− V (r)

)
+ 6V ′(r)V ′′(r)

(
V ′′′(r)

(
r2 − (n− 1)

)
+ 3rV ′′(r)

)
+
(
1 + V ′(r)2

) (
V ′′′′(r)

(
r2 − (n− 1)

)
+ 5rV ′′′(r) + 3V ′′(r)

)
.

Weiter gilt nun da lim r → 0|V ′′′′(r)| <∞

lim
r→0

3V ′′′′(r) = lim
r→0

3V ′′′′(r) + 0

= lim
r→0

(3V ′′′′(r) + rV ′′′′′(r))

= lim
r→0

2 (3V ′′(r)V ′′′(r) + V ′(r)V ′′′′(r))
(
V ′(r)

(
r2 − (n− 1)

)
− rV (r)

)
+ lim
r→0

6
(
V ′′(r)2 + V ′(r)V ′′′(r)

) (
V ′′(r)

(
r2 − (n− 1)

)
+ rV ′(r)− V (r)

)
+ lim
r→0

6V ′(r)V ′′(r)
(
V ′′′(r)

(
r2 − (n− 1)

)
+ 3rV ′′(r)

)
+ lim
r→0

(
1 + V ′(r)2

) (
V ′′′′(r)

(
r2 − (n− 1)

)
+ 5rV ′′′(r) + 3V ′′(r)

)
.

Da V (0) = h, V ′(0) = 0, V ′′(0) = −hn , V
′′′(0) = 0, und lim r → 0|V ′′′′(r)| <

∞ erhalten wir

3V ′′′′(0) = 2

(
−3

h

n
0 + 0V ′′′′(0)

)
(0 (0− (n− 1))− 0h)

+ 6

((
h

n

)2

+ 0

)(
−h
n

(0− (n− 1)) + 0− h
)

− 6 · 0h
n

(
0 (0− (n− 1))− 0

h

n

)
+ (1 + 0)

(
V ′′′′(0) (0− (n− 1)) + 0− 3

h

n

)
= 0 + 6

(
h

n

)2(
h

n
(n− 1)− h

)
− 0 +

(
−V ′′′′(0)(n− 1)− 3

h

n

)
= − 6

(
h

n

)3

− 3
h

n
− V ′′′′(0)(n− 1).

Folglich ist

V ′′′′(0) = −
3h
(

1 + 2
(
h
n

)2)
n2 + 2n

.

�

Lemma 3.1.7. Sei n ∈ N>1, h ∈ (0,
√
n) und Vh Lösung von

V ′′(r) =
(
1 + V ′(r)2

) (
V ′(r)

(
r − (n−1)

r

)
− V (r)

)
V ′(0) = 0

V (0) = h

.

Die Lösung Vh ist eindeutig.
D.h. es gibt keine weitere Lösung Ṽh ∈ C2([0, rmax)) mit Ṽh 6= Vh, die das Anfangs-
wertproblem löst.
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Beweis. Wir betrachten die Lösung U der Gleichung

−U(x) + Ui(x)xi = ∆U(x)− Uij(x)U i(x)U j(x)

1 + |DU(x)|2

aus Bemerkung 2.1.1 (ii) auf BR(0) ⊆ Rn. Mit [3] erhalten wir, dass die Lösung U ,
falls sie in C2(Br(0)) liegt, schon in Cω(BR(0)) liegt, also reell analytisch ist.
Für unsere Lösung Vh gilt Vh(r) = U(|x|). Damit erhalten wir, da mit Theorem
2.4.3 Vh ∈ C2([−rm, rm]) gilt, also auch Vh ∈ Cω([−rm, rm]).
Wie in Lemma 3.1.6 erhält man für Vh alle höheren Ableitungen in 0. Es gilt

Vh(x) =

∞∑
n=0

V (n)(0)

n!
xn für x ∈ [−rm, rm].

Die Darstellung ist eindeutig, da V (n)(0) nur von h abhängt, damit ist also auch
Vh eindeutig. �

Proposition 3.1.8. Sei n ∈ N>1, h ∈ (0,
√
n) und Vh Lösung von

V ′′(r) =
(
1 + V ′(r)2

) (
V ′(r)

(
r − (n−1)

r

)
− V (r)

)
V ′(0) = 0

V (0) = h

.

Auf dem Intervall [0, e−1] hängt Vh und V ′h stetig von h ab.

Beweis. Angenommen, Vh oder V ′h hängt nicht stetig von h ab. Dann existiert

n ≥ 2, ε > 0 und h ∈ (0,
√
n), (hk)k ⊆ (0,

√
n) mit |hk − h| < 1

k und ||
(
Vhk
V ′hk

)
−(

Vh
V ′h

)
||C0([0,e−1],R2) > ε für alle k ∈ N.

Aus Lemma 3.1.5 erhalten wir gleichmäßige Abschätzungen für Vhk , Vh, V ′hk , V
′
h, V

′′
hk

und V ′′h auf [0, e−1]. Wir erhalten nun mit Arzela Ascoli eine konvergente Teilfol-

ge Vhl in C1([0, e−1]) mit
(
Vhl
V ′hl

)
→
(
Ṽh
Ṽ ′h

)
. Da nach Annahme ||

(
Vhk
V ′hk

)
−(

Vh
V ′h

)
||C0([0,e−1],R2) > ε gilt, muss

(
Vh
V ′h

)
6=
(
Ṽh
Ṽ ′h

)
gelten. Widerspruch zur

Eindeutigkeit nach Lemma 3.1.7. �

Proposition 3.1.9. Sei n ∈ N>1 beliebig. Es existiert ein h0 mit 0 < h0 <
√
n

und ein rh0
0 > 0, sodass Vh0

, Lösung von
V ′′(r) =

(
1 + V ′(r)2

) (
V ′(r)

(
r − (n−1)

r

)
− V (r)

)
V ′(0) = 0

V (0) = h0

V (rh0
0 ) = 0, V ′

(
rh0
0

)
= −
√

3, V (r) > 0 für r ∈ [0, rh0
0 ) erfüllt.

Dann ist beschreibt u : Bn
r
h0
0

(0)→ R, x 7→ Vh0
(|x|) mit Ω = Bn

r
h0
0

(0) eine graphische
Linse.
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Beweis. Sei 0 < h <
√
n und sei Vh Lösung des Anfangswertproblems

V ′′(r) =
(
1 + V ′(r)2

) (
V ′(r)

(
r − (n−1)

r

)
− V (r)

)
V ′(0) = 0

V (0) = h

auf dem maximalen Existenzintervall [0, Rh). Sei

S := {h ∈
(
0,
√
n
)

: ∃ rh0 ∈ (0, 2ne+ 1) mit Vh|[0,rh0 ) > 0, Vh
(
rh0
)

= 0, V ′h|[0,rh0 ] > −
√

3}.

Definiere h0 := supS.
Wir wollen nun zeigen, dass h0 die oben genannten Bedingungen erfüllt.
Um das zu zeigen, zeigen wir zuerst, dass S nicht leer und offen ist:
Falls V ′h beschränkt ist, erhalten wir mit Lemma 3.1.3 ein rh0 ∈ [0, 2ne + 1] mit
Vh(r) > 0 für r ∈ [0, rh0 ) und Vh

(
rh0
)

= 0.
V0 ≡ 0 löst das Anfangswertproblem. Damit erhalten wir aufgrund der stetigen
Abhängigkeit von h ein h1 mit h1 �

√
n und |V ′h1

| <
√

3
2 auf [0, 2ne+ 1].

Also existiert ein ε > 0 und ein rε0 > 0 mit Vε (rε0) = 0, Vε(r) > 0 für r ∈ [0, rε0) und
V ′ε (r) > −

√
3

2 für r ∈ [0, rε0].
Folglich ist S 6= ∅.
Da Vh nach Proposition 3.1.1 strikt konkav ist, ist Vh ist strikt monoton fallend für
r > 0 und h > 0. Weiter hängt rh0 stetig von h ab, falls V ′h

(
rh0
)
> −∞ gilt, auch

hängt V ′h stetig von h ab.
Damit erhalten wir S offen. Nun wollen wir noch h0 <

√
n zeigen:

Sei r−√3
h der Wert, mit V ′h

(
r−
√

3
h
)

= −
√

3. Sei Kn(r) :=
√
n− r2, dann löst

Kn(r) nach Lemma 3.1.4 mit h =
√
n das Anfangswertproblem. Weiter gilt

K ′n

(√
3n

4

)
=
−
√

3n
4√

n− 3n
4

=
−
√

3n
4√
n
4

= −
√

3.

Es gilt also r
√
n

−
√

3
=
√

3n
4 <

√
n und Kn(r) > 0 auf [0, r

√
n

−
√

3
].

Für h nahe h =
√
n hängt r−√3

h stetig von h ab, da Vh nach Proposition 3.1.1
strikt konkav ist. Kn existiert nicht bis r =

√
n, sondern nur auf [0,

√
n) als Lösung

der Gleichung und Kn(r) > 0 für alle r ∈ [0,
√
n). Damit gilt auch h0 <

√
n.

Es gilt h0 /∈ S, da S offen ist. Seien nun (hn)n ⊆ S mit hn → h0. Dann gilt
rhn0 → rh0

0 ≤ 2ne + 1. Damit muss aber auch schon V ′h0
(rh0

0 ) ≥ −
√

3 gelten. Aus
Stetigkeitgründen erhalten wir auch V ′h0

(rh0
0 ) ≤ −

√
3 und damit gilt V ′h0

(rh0
0 ) =

−
√

3. h0 erfüllt also gerade die Behauptung. �
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Anhang A. Numerische Untersuchungen

Die Konvergenz von W ′(r)e−2r → −hn für r → −∞ lässt sich numerisch sehr
gut erkennen. In den folgenden Graphiken sieht man für verschiedene k ∈ N>1

Wk
′(r)e−2r auf dem Intervall [−k,−1] für h = 1

2 und n = 2.

k = 10

; k = 100



28 A. NUMERISCHE UNTERSUCHUNGEN

Numerische Untersuchungen liefern für n = 2 eine Starthöhe h2 ≈ 0.79, für n = 3
eine Starthöhe h3 ≈ 0.9 und für n = 13 eine Starthöhe h13 ≈ 1.38, so dass man die
Lösung aus Proposition 3.1.9 erhält.
Folgende Graphiken die jeweilige Lösung für die Dimension 2, 3 und 13.

n = 2, h = 0.79

n = 3, h = 0.9

n = 13, h = 1.38
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Numerische Untersuchungen lassen vermuten, dass die Lösung aus Proposition
3.1.9 auch für n ≥ 2 eindeutig ist.
Die nachfolgende Graphik zeigt die Abbildung h 7→ V ′h(rh0 ) für n = 2. Für höhere
Dimensionen sieht die Abbildung sehr ähnlich aus. Man kann vermuten, dass diese
streng monoton fallend ist.
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