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ZUSAMMENFASSUNG. Im ersten Teil meiner Bachelorarbeit leite ich zuerst die Differential-
gleichung einer homothetisch schrumpfenden rotationssymmetrischen Losung des mittleren Kriim-
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ner, unter dem mittleren Kriimmungsfluss homothetisch schrumpfenden rotationssymmetrischen,
Linse. Genauere Definitionen findet der Leser in Kapitel 1. Am Ende gehe ich noch kurz auf
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1. GEOMETRISCHE GRUNDBEGRIFFE
Wir verwenden im Folgenden [1] und [2].
1.1. Normale, Metrik, zweite Fundamentalform und mittlere Kriimmung.

Definition 1.1.1 (Linse). Eine graphische Linse M C R™*! wird durch eine einfach
zusammenhiingende Menge  C R” und eine Funktion u € CY(2, R) mit folgenden
Eigenschaften
(i) w =0 auf 09,
(ii) w > 0 im Inneren von €,
(iii) der Schnittwinkel zwischen der Ebene © x {0} und graph(u) betrdgt {iberall
60°, d.h. in jedem Schnittpunkt von Qx {0} und graph(u) betrégt der Winkel
der Normalenvektoren 60°.

eindeutig bestimmt.
Die gesamte Linse wird dann durch graph(u), — graph(u) und (R™\Q2) x {0} ge-
geben.

Definition 1.1.2 (Normale). Sei 2 C R" offen. Sei X :  — R""! eine immersierte
Hyperfliiche. Dann heift eine stetige Funktion v: Q — R**! mit

(i) |v(x)] =1 fir alle € Q und

(ii) v(z) L X;(=) fiir alle € Q und 1 < i < n, wobei X; = 2% ist,
ein Einheitsnormalenfeld an X. v(z) heift (Einheits-)Normale an X im Punkt x
bzw. X ().

Bemerkung 1.1.3 (Vorzeichenkonvention). Bei geschlossenen Hyperflichen wol-
len wir stets die duftere Normale und bei graphischen Hyperflachen stets die untere
Normale wéhlen.

Beispiel 1.1.4. Ist X (z) = (z,u(x)) ein Graph, wobei 2 C R" offen und u € C*(£2)
(Vu(@),—1)

T+ V(o)

Beweis. Es gilt X; = (e;,u;) € R™ X R mit u; = 5’)7“ Wir erhalten

(X, v) = —<ei,Vu>Rn - 0

V14 |Vul?

Weiterhin gilt |v| = 1. O

sind, so gilt fiir die ,untere” Normale, v(x) =

Definition 1.1.5 (Metrik). Sei Q@ C R™ offen und sei X eine immersierte Hyper-
fldche. Definiere die Metrik g = (gi;)1<i,j<n mit gi; = gi5(2) von X durch
9i5(@) == (Xi, X;) = X0 X .

Mit (gij)lgi,jgn bezeichnen wir die Inverse von (g;;). Es gilt also g%/ g = d%.

Beispiel 1.1.6. Ist X(z) = (x,u(z)), so gilt X; = (e;, u;). Wir erhalten also
9ij = (Xi, X;5) = ((ei, uq), (€5,u5)) = (€3, €5)rn + usti; = dij + uiuy.

Weiterhin gilt

y y utul
ij — 51 _

g 1+ |Dul?’

wobei wir u? := §"%u;, gesetzt haben.
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Definition 1.1.7 (Zweite Fundamentalform). Sei @ C R™ offen und sei X eine
immersierte C2-Hyperfliche mit Normale v. Dann definieren wir die zweite Funda-
mentalform (h;;(2))1<i j<n von X durch

hij = —(X.ij,v)
. o 92X N s .
mit X ;j = 575 (hij) ist symmetrisch.

Beispiel 1.1.8. Ist X (z) = (z,u(x)), so gilt X ;; = (0,u,;), wobel wir mit u,; die
partiellen zweiten Ableitungen von u bezeichnen, und wir erhalten nach Definition

der Normalen
_ Ui

hij =
v/ 1+ |Dul?
Definition 1.1.9 (Hauptkrimmungen). Die Eigenwerte von h;; (genauer (h;;))
beziiglich g;; heifsen Hauptkriimmungen und werden mit Ay,..., A, bezeichnet.

Definition 1.1.10. Elementarsymmetrische Funktionen der Hauptkriimmungen
sind wohldefiniert. Wir nennen S;(A) = A1 +...+ A, =: H die mittlere Kriimmung
und S, (A) = A1 - ...\, =: K die Gaufkriimmung.

Beispiel 1.1.11. Im graphischen Fall gilt
y ¥y TRTERTEE Du
H= g”hij = Y — Y = =div | — | .
TP 1% Dl VIt Dup
1.2. Der graphische mittlere Kriimmungsfluss.

Definition 1.2.1 (Mittlerer Kriimmungsfluss). Eine Familie (X (-,t)):c[o,1), T > 0,
von immersierten Hyperflichen X(-,¢): @ — R"*! erfiillt den mittleren Kriim-
mungsfluss, falls

d
Yx__pg
di v

fiir alle (z,t) € Q x (0,7 gilt und X auf Q x [0,T) stetig ist.

Theorem 1.2.2. Sei (X (-,t)):eo,1) eine Lisung des mittleren Krimmungsflusses,
so dass ImX(-,t) = graphu(-,t) fir alle t € [0,T) fiir eine C*'-Funktion u gilt
(wobei C%Y den Raum der im Ort zweimal stetig und in der Zeit einmal stetig
differenzierbaren Funktionen bezeichnet). Dann erfillt u die Differentialgleichung

Du ugjut’
U=+/1+|Dul? -div| —]—— | = Au— —L——.
[ («/l+|Du|2> L+ [Duf?
Beweis. Sei X auf Q x [0,T") definiert. Wir bezeichnen die Koordinaten in Q mit ¢.
Wir bezeichnen die orthogonale Projektion von X (&,t) auf die Hyperebene R™ =
R™ x {0} mit x(&,t). Dann gilt
X(&t) = (2(& 1), u(z(& 1), 1))

Aus der Evolutionsgleichung folgt

d

. . g . (—ul,...,—u”,l)
%Xz (x,uix +u) =—-Hv=H

V14 |Dul?
Dabei bezeichnet @ = % und u; = 88;,. Durch Komponentenvergleich erhalten wir

—Hu!

1+ |Dul?’

)
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H . H H|Dul?

—_— — uijﬁz = + =
V14 |Dul? V1+[Du2  \/1+ |Dul?

Bis hier gelten die Rechnungen auch fiir andere Normalengeschwindigkeiten als H.
Die Formel fiir H im graphischen Fall haben wir bereits oben hergeleitet. Somit
folgt die Behauptung. O

1+ |Duf? - H.

2. HOMOTHETISCH SCHRUMPFENDE LOSUNGEN DES MITTLEREN
KRUMMUNGSFLUSSES

2.1. Reduktion auf eine gewdhnliche Differentialgleichung.

Bemerkung 2.1.1 (Herleitung der gewohnlichen Differentialgleichung).
(i) Sei u: R™ x (—00,0) — R eine homothetisch schrumpfende Lésung des gra-
phischen mittleren Kriimmungsflusses.
Weiter fordern wir fiir ¢,tg € (—o0,0) mit ¢ fest

p(t) - {(y,u(y, t0)): y € R"} = {(z,u(x,t)): x € R"}

fir p(t) # 0.

Wir definieren U (y) := u(y, to).

Dann gilt p(t)U(y) = u(z,t) mit x = p(t)y.
Somit gilt also u(x,t) = u(t)U (ﬁ)
Weiter gilt

sy (2, 1) = %t)Uij <u”(”t)) .

(ii) Da u die Differentialgleichung des graphischen mittleren Kriimmungsflusses

J

= Au— f—si-jlgsP erfiillt, erhalten wir daraus eine Differentialgleichung fiir U.
x x xt
wn-sofo) ) )
AV w(0)) (o)
wijutul
=Auy— —9
YTy | Du|?

Wir weisen darauf hin, dass U; (ﬁt)) fir 52U (y)|,__. und nicht etwa fiir

Oz’ Y=um
el T
5T (U (T(t))) steht.

Benutzen wir nun y = ﬁ, so erhalten wir

U, Uit

it p(t) {Uy) = Uilw)y'} = AUG) — 5

(y)-



(iii)

2.1. REDUKTION AUF EINE GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNG 5

Wir erhalten daraus eine zeitunabhéngige Differentialgleichung fiir U, falls
[(t) - u(t) = c fiir ein ¢ € R ist. Fiir ¢ # 0 lautet die allgemeine Losung

w(t) = £+/2ct — 2cto + p(to)?

flir Zeiten t.

Da wir eine homothetisch schrumpfende Lésung betrachten, gilt g > 0 und
£ < 0 und damit ¢ < 0. Wir fordern p(tp) = 1 und wihlen ¢y = % Somit
erhalten wir pu(t) = +v/2ct und p(t) existiert so auf (—oo,0).

Ohne Einschrankung darf man im Falle ¢ < 0 annehmen, dass f(t) - p(t) =
—1 gilt. Ansonsten bekommt man eine Losung U, deren Graph homothetisch
gestreckt ist.

Lost namlich U die Differentialgleichung

. U..UUI
- A ' =AU - H 9
U+ Uz U 11 DU

so folgt fiir V(z) :=vU (£) mit v > 0

Vi) = Ui ()
Vij(x) = %Uij <§)
—V(x) + Vz(x)aﬂ =V <_U (%) +Ui (%) x:)
oy Ui (5 U (5 U (3)
—v (AU(V) 1+ |DU]? (%) )
:ﬁ<Avu)—%T?E;?¥$@)'

Daher liefert eine andere positive Konstante nur eine Skalierung von U.
Wir erhalten als partielle Differentialgleichung fiir U

Uij(2)U* (x)U ()
1+|DU(x)]?

Diese Gleichung sichert, dass pu(t) - {(z,u(z,t)): x € R"} eine homothetisch
schrumpfende Losung des mittleren Kriimmungsflusses ist. Wir haben wieder
x statt y geschrieben.

Betrachten wir nun zusétzlich noch eine rotationssymmetrische Lésung mit
U(z) =V(|z|]) = V(r), so erhalten wir

Ulx) =V(r),

~U(z) + Ui(z)x = AU(x) —

T
Ui(z) =V’(T)m7

1 €T;T,; TiT;
Uij(z) =V'(7“)m (6,4 - |x|2j> +V7(r) sz’

~V(r) +V'(r)r = = U(x) + Us(w)a’
Uij(z)UH(2)U7 (x)

=AU~ T DU @E
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1 r? r?
=V'(r)-(n—-—= | +V"(r)=
02 (n=5) + Vi’

4

VPt (5 - %) + VIV (&)
- 1+ [V/(r)[?

n— 1"(Y7\2

I 4 L= 1
1+ (V)2
Somit erhalten wir die Differentialgleichung
(2.1) V' (r)= (14 (V'(r))?) (V’(r)(r -
fir V.

V'(r).

r

n—1

)

2.2. Existenz nahe r — 0.

Lemma 2.2.1. Sei 1., € Rsg. Die Differentialgleichung 2.1 fir r € (0, 7pmqq) st
dquivalent zu

(2.2)  W"'(r)=W'(r) + (eQT + W/Z(’I“)) (W’(r) —W(r) =W (r)e " (n — 1))
mit W (r) :=V(e") firr € (—o0,109(rmaz))-
Beweis. Setze W (r) := V(e"), so erhalten wir
W'(r)=¢e"V'(e")
W”(T) :erv/(er) 4 e2rv//(er)
—W/(r) + €2 (14 V() (V/(€N)e” = V(e") — V(e )e " (n — 1))
=W'(r)+ (¥ + W?(r)) (W'(r) = W(r) — W (r)e > (n—1)).
[l

Theorem 2.2.2 (Existenz nahe r = 0.). Sei 19 € Re_y. Fir alle n > 2 und
fiir alle h € Rsq existiert ein hg € R>q und eine Lisung W € C?((—oo,rq]) des
Anfangswertproblems

W'(r)y= W/(r)+ (e + W?2(r)) (W (r) = W(r) = W(r)e > (n - 1)),

W(To) = ho
mit

lim W' (r)=0 lim W(r)=h.
T—>—00 T——00

Beweis. (i) Wir betrachten die Differentialgleichung nun auf [—k, —1] mit k& €
N>i, h € Ry, beliebig, aber fest.
Betrachte also das Anfangswertproblem

W'(r)y= " W'(r)+ (e +W?2(r)) (W (r) = W(r)— W (r)e *(n—1)),
Wik = =
W(-k)= h.

Dieses Anfangswertproblem besitzt eine Losung Wy, auf dem maximalen Exis-
tenzintervall I, C [—k,—1] mit —k € Ij.
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Wir leiten nun Abschétzungen fiir Wy, her.

(ii) Es gilt Wy, > 0 auf Ij:
Angenommen, es existiert ein 71 € I minimal mit Wy (r1) = 0. Da Wy (—k) =
h > 0 muss r; > —k gelten.
Damit gilt fiir alle r € I}, mit —k < r < r; Wg(r) > 0. Die Behauptung zeigen
wir spéter in (vi).

(iii) Wy ist strikt konkav auf [—k,r]:

Es gilt
ok
WL (k) = = (e W) (WLR) = (k) — (n = )W ()
9k ok
= en h + (672’6 + W,é(—k)2) ( en h(l —(n—1)e*) — h)
_ 2k _ 72kh h -1
= en + (72 + Wi (—k)?) ( 6n + (nn ) —h)
2k 2k
_ €n h—|—(e_2k+W];(—k)2) (_e nh_Z)
[ S
<0
9k
< Th oy,
n

also gilt die Behauptung fiir » nahe —k.

Angenommen, es existiert ein 7y € [—k, 7] minimal mit W,/(rg) = 0. Da
W <0 fir —k < r < rg gilt, muss W}’ (ro) > 0 gelten.

Andererseits gilt

0 < W (1) = [ 2e2 + 2W] (ro) W} (o) (Wi(ro) (1= (n— 1)672”}) — Wi(ro)) + W{(ro)
hanra hn
+ (€™ + Wi(ro)?) | Wi (ro) (1 — (n—1)e™2") — W/(ro) (1 — 2(n — 1)e~?")
i
= 9¢2r0 (Wé(ro) (1 —(n— 1)6_2T0) - Wk(ro))
+ (€% + W (r0)?) (=Wi(ro) + 2Wj(ro)(n — 1)e=>™)
=2e*W] (ro) — 2e*° Wy (ro) — 2e*° W/ (ro)(n — 1)e= 2™
— &2 W/ (rg) + 2e2 W/ (ro)(n — 1)~ 2™
— W(ro)® 4+ 2W,(r0)* (n — 1)e™ 2"
=e2"W, (1g) — 22" Wi (r0) — 2(n — )W, (r0)
§2(n— 1)W(ro) — W (ro)® + 2 (ro)*(n — 1)~
= 2OW] (ro) — 2e* Wy (ro) + Wi (r0)? (2(n — 1)e™2 — 1)
—_—

<0 >0 <0 >0

<0.

Widerspruch.
Somit existiert kein solches rg und die Behauptung folgt.
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(iv) Es gilt W} (1 — (n—1)e~?")

— Wi <0 auf [k, r]:
Es gilt
672k
Wi(=k) (1= (n—1)e*) — Wi(~k) =—h (1—(n—1)e**) —h
n
—2k o
_pe h(n—1) b
n
-1 —
A ) —h= —h <0
n n

Die Behauptung stimmt also fiir r nahe —k.
Angenommen, es existiert ein ro € I minimal mit

Wi(r2) (1= (n—1)e™?"2) — Wy (rz) = 0.
Sei F(r) := Wi(r) (1 - (n—1)e™?") — Wi(r).
Es gilt F(r2) = 0 und

F'(r2) =W}/ (r2) (1 —(n— 1)6_2”) 4+ 2W, (r9)(n — 1)e~2"

— Wi(r2)
= W(ra) (1= (0 — 1)) + (27 + W(r2)*) F(ra) (1 - (n — 1)e™")
=0
+ 2W(ro)(n — 1) — Wi (r)
=Wi(r2) (1= (n—1)e™") + 2W(r)(n — 1)e=>"2 — Wj,(r2)
_Wk(T2

) (1= (n—1)e 2 +2(n—1)e > — 1)
=W/ (rs)(n —1)e” 22 < 0.
Also gilt F(r) <0 auf .
(v) Es gilt W/e* > W, auf [—k,r]:
Fir r = —k gilt

Wik = =

n
_e—2k -
Wi(=k) =———+ (e L Wi(=k)?) (Wi(—k) = Wi(=k) = (n = 1)e** Wi (—F))
>0 <0 mit (iv)
_ 2k _—4k
T oz Wi (—k)e 2.
n n

Also gilt die Aussage nahe —k. Angenommen, es existiert ein r3 € I minimal
mit
Wi (rs)e*s =W!(r3)

=Wi(rs) + (€ + WiZ(rs)) (Wi(rs) — Wi(rs) = Wi(rs)e™*(n
1) = (e + Wi2(rs)) (Wi(rs) — Wi(rs) — Wi(rs)e > (n —1)).

<0

Widerspruch. Also gilt die Behauptung auf ganz Iy,

- 1))
& Wi (rs) (e —

>0
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(vi) Beweis fiir (ii):
Es gilt nun auch W}/(r1) < 0.

0> WY (r1) =Wi(r1) + (¥ + WZ2(r1)) [ Wi(ry) (1 —e7*" (n — 1)) — Wi(r1)
=0
=Wi(r1) + (¥ + W2 (r1)) | Wi(r1) (1 — e (n — 1))
>0
> Wi (r1) + > Wi(r1) (1 — e 2™ (n — 1))
=W (r1) (2 —n+ 62“)
_ Wi (r1)e?" n = 2 Widerspruch zu (v),
Wi(r1) (2+€*t —n) >0 n >3 Widerspruch

also muss schon Wy > 0 auf I gelten.
Weiter gelten dann auch (iii), (iv), (v) auf I.
(vii) Es gilt W' > -3 auf [
Nach (iv) gilt W] (1 — (n—1)e™2") — Wj, < 0. Fiir n > 2 gilt

—2r
(n—1e % —1> ne
3
und damit erhalten wir
Wi
Wy < —m8M8 ————
Wil < e =1
h 3he?" 3he?"
W - ‘ = Wk, > - © .
n n

3
Die Behauptung folgt.
(viil) Es gilt —h < W] < 0 auf I},
Fiir r = —k gilt —h < —<—% — 1/ (~k) < 0.
Da W}, konkav auf I ist und W/ (—k) < 0, gilt bereits W, < 0 auf Ij.
Angenommen, es existiert ein r4 € I, minimal, mit W/ (r4) = —h. Dann gilt
0> Wy(rs) (1= (n—1)e7") — Wi(r4)
= —h(1—(n—1)e ) — Wi(rs)
> —h(2—(n—1) ")
>0 fir r4 < —1.

Widerspruch.
Es gilt also —h < W} < 0 auf I}, N [k, —1].

(ix) Es gilt —h (2+ h?) < W}/ <0 auf I N [—k, —1]: Da W}, konkav ist, folgt die
2. Ungleichung direkt. Die erste folgt mithilfe von (vii), denn

WE(r) = Wh(r) + (2 + Wir2) | Wher) (1 = (n = e") =Wi(r)

>0

>Wi(r) — (ezr + W (r)2) Wi (r)
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> —h—h(e* +h?)

>—h—h(1+h%)=-h(2+17).
Die Behauptung folgt also.
Es gilt ~10h — 116 = 21° < W, < h (2+82) (n = 1) (1+ 25 ) auf Iy;
Es gilt

Wi, (r) =W." (r) + (2Wk/(T)Wk//(T) + 2627') (W,é(r) (1 —(n— 1)6_27') - Wk(r))

>0 <0

+ (Wk'(r)2 + €2T) Wi (r) (1 —(n— 1)627') + Wi (r) (2(n —1)e 2" — 1)

<0
Damit folgt mit (iv),(vii),(viii) und (ix)

Wi (r) < 0+ 0+ (Wk/(r)2 + ezr) (W (r) (1 = (n— e ") + 0)

= W) (¢ = (n = 1)) + Wi (r) (W ()% = (n = 1) (Wi (r)e ™))

h(2+ k%) (0+ (n—1)) —h(2+h?) (0—(n—1)<3her) )

n

IN

IN

h(2+R%) (n—1) <1+9nh22>

und

Wk”/ (r)

(xi)

(xii)

—h (24 k%) + (2h* (24 1*) +2) (0—h) + (K* + 1) (o+2(n—1) <—3h

v

> —h(2+h*) —h(20* (24 1%) +2) + (h* + 1) (2(—3h))
= —10h — 11h° — 2R°.

Wir erhalten also gerade das Behauptete.

Angenommen, es gilt I, C [—k, —1], dann kénnen wir aufgrund der Abschét-
zung 0 < Wy, < h und —h < W) < 0 Wy, iber I; hinaus fortsetzen und
erhielten einen Widerspruch. Somit muss [—k, —1] C Ij, gelten.

Da —h < W] < 0, =h(2+h?) < W/ < 0 und —10h — 115 — 2> <
Wi, < h (24 h?) (n—1) (1 + ‘%,2), haben wir gleichméRige Abschatzungen
fur W[, W}/ und W}”, unabhéngig von k und r.

Sei ¢ : R — R eine glatte Abschneidefunktion mit 0 < ¢ < 1, ¢ = 0 auf
[—00,0), ¢ =1 auf (1,00]. Dann ist ¢ in C? gleichmiiRig beschriinkt.

Wir definieren

Zu(r) — {sa(r R (Wilr) —h) +h i r e [k, —1],
h fir r < —k.

Dann gilt Z = h auf (—oo, —k] und Zy = Wy, auf [-k + 1, —1]. Aulerdem ist
Zy auf [~k + 1, —1] eine Lésung von (2.2). Da ¢ in C? und Wy, W[, W[, W}
unabhéngig von k& und r gleichméfig beschrankt sind, ist auch Zj gleichméfig
in O3 beschriinkt.

Wir wenden nun den Satz von Arzela-Ascoli an und erhalten eine Teilfolge
Zy, mit Zg, — W in C2,_ ((—oo, —1]). Fiir alle [ € N 16st Z, auf [—k; + 1, —1]

l
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die Differentialgleichung. Damit folgt mit der C7 ,—Konvergenz, dass W die
Gleichung (2.2) auf (—o0, 0] 16st.
(xiii) Es gilt lim W(r) = h:
T——00
Es gilt W}, < h fiir alle & € N, damit folgt bereits W (r) = llim Zy, (1) < h.
— 00

Sei nun € > 0 beliebig und wihle 7 < —1 mit %62’7 < ¢ beliebig aber fest.
Weiter wihlen wir [ € N beliebig, mit k; < 7. Nun gilt mit (vii)

Zkl (’F) ZZkl(—k) + / Z//Cz (t)dt
—k
>h— 2h /thdt
n
—k

—h— ﬁ (62f o 672]6)

n
>h——e¥

n
>h—c¢

Sei nun r € [—k;, 7] beliebig, dann erhalten wir
Wkl(r) > Wy, (f) > h—e.
Wir erhalten also insgesamt im Grenzwert fiir r < 7

W(r) = ll_lf(r)lo Wi, (r) > h —e.

Damit folgt also auf (—oo0,7] h—e <W < h.
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt damit lim W(r) = h. O
rT——00

Bemerkung 2.2.3. Aus dem obigen Beweis erhilt man neben der Existenz ei-
ner rotationssymmetrischen, homothetisch schrumpfenden Lésung des graphischen
mittleren Kriimmungsflusses mit Geschwindigkeit —1 in » = 0 die folgenden Ab-
schitzungen an W auf (—oo, —1]

i) o<w
(i) W(1l—(n—1)e2)-W<0
(iii) W” <0

Beweis. Aus dem Beweis von Theorem 2.2.2 erhalten wir W(r) = llim Z,(r) in
—00
Cloc (=00, —1])-

(i) Es gilt Zy,(r) > 0 auf [—k;, —1] unabhingig von k;. Damit gilt W(r) =
lim Zy, (r) > 0 auf (—oo, —1].
l—00
(ii) Es gilt Z}, (r) (1 — (n —1)e™?") — Z,(r) < 0 auf [—k;, —1] unabhéngig von k;.
Damit gilt W/(r) (1 — (n — 1)e=?") = W(r) < 0 auf (—oco, —1].
(ili) Esgilt Z} (r) = Z;, (r)+(Z;, (r)? +e72") (Z;,(r) (1 = (n — 1)e™?") = Z, (1)) <
0 auf [—k;, —1] unabhéngig von k;. Damit gilt W (r) < 0 auf (—oo, —1].
]
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2.3. Abschitzungen an W. Um genauere Abschéitzungen an W zu erhalten, be-
trachten wir wie in Theorem 2.2.2 im aktuellen Kapitel die Losung W) des An-
fangswertproblems

W' (r) = W'(r) + (62’" + W’Z(r)) (W’(r) —W(r)—W'(r)e 2" (n— 1))
W/ (k)= =k ()
W(-k)= h

auf [—k, —1] mit k € N>1, h € Ryq, h < y/n beliebig, aber fest. Um dann am Ende
analog wie in Theorem 2.2.2 und Bemerkung 2.2.3 im Ubergang zum Grenzwert
die Abschitzung auch fiir W zu erhalten.

(2
Lemma 2.3.1. Seie > 0 beliebig mit % >e,re = # > —k. Dann erfillt die

Lisung Wy, von (%) fir alle r € [—k,r.) die Ungleichung
h
Wi(r) (1= (n—1)e") = Wi(r) < - te

Beweis. Es gilt W (r) (1 — (n—1)e™?") — Wi(r) < 0. Da W}, < 0 und fiir r < 0
auch (1 — (n—1)e™?") < 0, erhalten wir
0<Wi(1—(n— 1)6727") < Wy
Wi,
[1—(n—1)e?|
undda |1 —(n—1)e?[=n—-1)e > -1>Mn—-1)e 2 —de? =(n—32)e
fiir r < —1, erhalten wir |[W}| < Wie™ < _h__o2r,

—~ < e
(n=3) = (n=3)
Nun gilt fir r € [—k, —1]

W] <

Wi (r) = Wi(—k) + /W,g(s)ds

I A
>h(1-2€e™).
Sei nun C. := & — ¢ > 0 und F(r) := W}(r) (1 — (n — 1)e=2") — Wi(r). Bs gilt
F(—k) = —e_Qk% (1—(n—1)e*)—h
2N ~th - % —h
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Angenommen, es gibt ein minimales rq > —k mit F(rg) = —C..
Da F(rg) > F(r) fir alle r < rq gilt, erhalten wir F'(rg) > 0. Weiter folgt mit
F(rg) = —C;¢ auch

Wi (ro) — Wi(ro) + Ce = Wi (ro)(n — 1)e 2",
Damit gilt dann

0 < F'(ro) =Wy (ro) (1 = (n = 1)e™ %) 4 2(n — 1)e” Wy (ro) — Wy/(ro)
(W} (ro) = Wi'(ro)) (1 = (n— 1)) + (n — 1)e™ > W}/ (ro)
= —C. (¥ + W) (1= (n—1)e™2) + W' (ro) — Wi(ro) + C-
= — C.e* — C.W,/(r9)? +nC. — C.

+ (n — Wi/ (r0)e 2" Wy (r0) Ce + Wi/ (o) — Wi(ro) + C-
= — 0?0 — C.W) (r0)? + nC. — C.

+ (Wi'(ro) — Wi(ro) + C2) Wi (ro)Ce + Wi/ (r0) — Wi(ro) + Ce

= — C.e® +nC. + | =Wi(ro) +C. | Wi/ (r0) Cc + W3 (r0) — Wi(ro)
>—h <0

< — C.e®™ 4 nC. + (—h + C) Wy (10)Ce + Wi (10) — Wi(ro)

=Wy (r0) (C2 +1 — hC.) — Cee?™ +nC. — Wi(ro)

h
=Wy (o) (C’E2 +1-— hC’E) — 562” +ee?™ + h—ne — Wi (ro)

h
<Wi/(ro) (C2+1—hC:) — Ee% + €2 + h — ne — h + 2he?™

h? h?  2h h
=Wi'(ro) | — +e*+1+he — — — 6) + 270 < +&—nee 0 4 2h>
n n n n
— h? 2. h? h
= W (ro) | 2 +eh(1— =)+ +e> |+ | == +e—nee ™ +2h
N—— n n n n
20 —— —— ——
>0 >0 <0
<0
—1n (22
fir rg <r. = 7(715)
2
:627"0 < e—ln(%)
2rg ne
<:> —_
e” " < h
& 2h — nee” 20 < 0.
Widerspruch. Somit existiert kein solches rg und die Behauptung folgt. O

Proposition 2.3.2. Sei ¢ > 0 beliebig mit ¢ < %, k € N>i. Es existiert ein

e € ((e—L)e* ce™®) mit tan ((& —e) e +cx) = e "L, Weiter 16st Py(r) ==
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—e” tan ((ﬁ — 6) e’ + ck) das Anfangswertproblem

Q) = QM) — (5=2) (" + QM) r & (k0]
Qk) = —e |

n

Beweis. Es gilt % < 1l und e" <1 fiir r < 0, daher gilt %e’" < 1. Weiter wissen
wir, dass tan(0) = 0 und tan (%e‘k) > %e_k gilt. Aufgrund der Stetigkeit des
Tangens und der Exponentialfunktion existiert also ein ¢; € ((5 — %) e"‘”‘,se‘k)
mit tan ((£ —¢) e + ¢;) = e7* 2. Damit erhalten wir P,(—k) = —e~2* 2. Weiter
gilt

fﬂﬂzz—JMm<(Z—5>J+cO—w¥<1+mm2(cy—%er+%>>(Z—g)d
~nur) - (2 o) @+ me).

Damit 16st P, das Anfangswertproblem. O

Lemma 2.3.3. Sei ¢ > 0 beliebig mit € < %, k€ N>y, ¢ € ((E — ﬁ) eik,aefk)

n
mit tan ((% - 5) e k¢ ck) = e_k% und Py Lésung des Anfangswertproblems aus
Proposition (2.3.2). Gilte < (X —¢) Z—ze_%, so erfiillt Py die Ungleichung Py (1) <
—e¥ b quf [—k,0].
2

. . 2 . ..
Beuweis. Seie < (& —¢) Lze72F so erhalten wir e < (£ —¢) 22" fiir r > —k und

insbesondere 2 < & —c4 (L _¢) Z—zez”. Definiere Ly (r) := —2e?" auf dem Intervall
[—k,0]. Dann gilt
h T
Li(r)=— 2562
=Li(r) — —e*"

Da Ly(—k) = —2e=2F = P, (—k), liefert nun das Vergleichsprinzip Ly, (r) > Py(r)
auf [k, 0], also gerade —2e?" > Py (r). O

Theorem 2.3.4. Seih < +/n. Ist W, Losung von (%), so erfillt Wy, die Ungleichung
e Wy < B < D

Beweis. Sei € > 0 beliebig mit € < %, e < (Z—ie‘zk (1 + Z—Ze_%)il.
Damit erhalten wir durch Umstellen die Ungleichung
€+ 52—26_2’“ < Z—Ze_% S e < (Z — 5) h—Qe_Qk.
Es gilt
Wi (r) = W' (r) + (ezr + Wk'(r)Q) (Wk'(r) (1 —(n— 1)6_27") - Wk(r))
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<WE'(r) + (e + W' (r)?) (—Z + 5)

fiir r < 7. mit 7. wie in Lemma 2.3.1. Sei Py (r) wie in Proposition (2.3.2). Dann
gilt P/(r) = Py(r) + (e + Py(r)?) (-2 4+ ¢) und Pu(—k) = —Le=2F = W}/ (k).

Aufgrund des Vergleichsprinzips und Lemma 2.3.3 erhalten wir also W;'(r) <
Pi(r) < f% r < fW’“T(T)eQ’". Durch Multiplizieren mit der Exponentialfunktion
folgt also e~ 2"W},’ < —% < —%. O

Bemerkung 2.3.5. Wenn wir nun wieder zum Grenzwert iibergehen, wie in Theo-

rem 2.2.2 und Bemerkung 2.2.3, so erhalten wir fiir W die Abschiitzung e 2"W’ <
_h e W

2.4. Regularitiat im Ursprung.

Lemma 2.4.1 (Regularitidt im Ursprung). Die Funktion U : R™ — R, n > 2, mit
U(z) =V (z|]) mit Ve C%,((0,rm)), rm > 0 ist genau dann im Ursprung von der
Klasse C?, wenn
(i) li\r‘% @ in R existiert und
) i V' () —
(i) 7_1\r(%V (r) =0 und
(#3) lim #(7) + V'"(r) =0 gelten.
N0
Beweis. ,, <— “:
(1) Es gilt VU(0) = 0:
Sei € > 0 beliebig, x € R™\{0} beliebig. Wir definieren ¢ : [0,1] = R, t —
U(z) — U(tz). Damit gilt (1) = 0 und ¢(0) = U(xz) — U(0). Da ¢ €
C' ((0,1)), erhalten wir mithilfe des Mittelwertsatzes

|U(z) —=U(0) =0 - z[ =|p(0) — ¢(1)]
=¢(0)

< sup |¢'()]-1
te(0,1)

= sup (VU (tz),z)|
te(0,1)
V' (|t
o VD]
te0)  |tx]
= Sup)|V'(|m"|)||9C|-

s

tl?

Da wir aus (ii) li{‘% V'(r) = 0 erhalten, existiert ein § > 0, sodass fiir alle
x € Bs(0) |[V' (|z])| < e gilt. Wir erhalten also insgesamt
Ve > 03§ > 0Vx € Bs(0) gilt [U(x) —U(0) —0- x| < e|z|.

Damit folgt also gerade VU (0) = 0.
(2) VU ist stetig in 0:
Sei x # 0:
V' (Jx])
|z

Es gilt VU (z) = x — 0= VU(0) fur |x| — 0 nach (7).
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(3) Es gilt Hessy(0) =a -1 mit a := 1{% V() ¢ R nach (i):

Sei € > 0 beliebig, wir definieren ¢ : [0,1] — R", ¢t — VU(z) — VU (tx) —
a(l — t)x fir ein z € R™\{0} beliebig. Damit gilt ¢(1) = 0 und ¢(0) =
VU(z) — VU(0) — ax. Da ¢ € C*((0,1)), erhalten wir mithilfe des Mittel-

wertsatzes
| VU(z) — VU(0) — az | =[p(0) — ¢(1)]
=¢(0)
< sup [¢'(1)] -1
t€(0,1)
= sup |Hessy (tz)x — az|
t€(0,1)
V' (|tz]) |zt V' |tz
< sup [V (ftaf) - LU ]y VIR g,
te(0,1) tz| || 24

Da wir aus (i) lim @ —a = 0 und aus (iii) li\rr‘%#/m +V"(r) =0

N0
erhalten, existiert ein ¢ > 0, sodass fiir alle x € Bs(0)
V' (lta]) Jaat] V' (Jtx])
V// t _ _
V" (tal) = i 1 ol <

gilt. Wir erhalten also insgesamt
Ve > 036 > 0Vz € Bs(0) gilt |[VU(z) — VU(0) — az| < e|z|.

Damit folgt Hessy(0) =a - 1.
(4) Hessy ist stetig in 0:
Sei z € R"\{0}. Es gilt

V' (|x]) xxt " xat
H SN .
essu(w) =L 0 = 20 v 2
V' (=) " V' (|z]) | za?
= T+ (V" (z|) - —
—al = Hessy(0).
" : 13
V' (|z)
Ui xTr) = i
V' (=) Tt Ty .
Uij(z) = (0;; — —L)+V"(|z L fiir x # 0.
) =" O~ o D Toe

(1) U” ist nach Voraussetzung stetig, also gilt insbesondere

/
R > Uy (0) = limo Uss (req) = lim L(T),
r—r

r—0 r

damit erhalten wir (i).

(2) Angenommen, (ii) gilt nicht, dann existiert ein € > 0 und eine Folge (r,,), C
R mit r,, = 0 und V' (r,,) > ¢ oder V' (r,) < —¢ fiir alle n € N. Damit
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gilt aber auch

!/
V() zi%oofﬁrn—M)o.

Tn T'n

oder
V' (rn) = —¢ .
< — — —oo fiir n — oo.

Tn Tn

Widerspruch zu (i). Also folgt (ii).
(3) Es gilt

Ull(O) = }L{% U11 (7“61) = }E}I}) VN(T)

U11(0) = hH(l) U11 (’/’62) = lim

und damit folgt insgesamt

lim V() — L7)

r—0

=U11(0) — U11(0) = 0.
|

Lemma 2.4.2. Die Regularititsbedingungen aus Lemma 2.4.1 werden fir W (r) =
V(e zu

(i) lim W'(r)e=?" emistiert in R

r—=—00
(i) EIP W'(r)e " =0
(iit) lim e 2" (W"(r) —2W'(r)) = 0.

——00

Beweis. Es gilt

(i) lim @ = lim V'e(fr) = lim W'(r)e 2",
r—0 r——00 g r——00

i : !/ _ : / ™y — 3 !/ -

@) li V') = lim V') = lim W(r)e

(ifi) Lim V" (r) — Vi — lim —W/(r)e™ + V(") = lim —W/(r)e”® +
T T — 00

r——00

W'(r)e " — e 2"W'(r) = lim e~ 2" (W"(r) — 2W'(r)) = 0.
r——00
]

Theorem 2.4.3. Sein > 2, h € Ryg, h < \/n. Es ezistiert ein hg € R>q und eine
Lésung W € C2 ((—o0,10]) des Anfangswertproblems

W)= W(r)+ (¥ + W2(r)) (W'(r) = W(r) = W (r)e 2" (n — 1))
W(To) = ho '
Diese Lisung W erfillt die Regularititsbedingungen aus Lemma 2.4.2.

Beweis. (i) Die Existenz eines solchen hy € R>¢ und einer Lésung W liefert uns
Theorem 2.2.2.
(ii) lim W'(r)e™" = 0: Wie im Beweis von Lemma 2.3.1 erhalten wir fiir W’(r)

T——00

die Abschitzung |[W'(r)| < M Damit gilt auch [W'(r)e~"| < e <

(n=2) (n=2)

(nhfeé)—ﬂ)ﬁirrﬁ—oo.

Wir erhalten lim W'(r)e™" = 0.
r——00
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(iii) lim W’(r)e 2" existiert in R:
rT——00

Aus Theorem 2.3.4 erhalten wir die Abschétzung

efQTwl S 7@ S 7%
n n
Sei nun ¢ > 0 beliebig und definiere X (r) := e~2"W'(r). Wir wollen nun
zeigen, dass es ein 1o < 0 gibt, sodass fiir alle < rg auch f% —e < X(r) gilt.
Sei 7 < 0 so klein, dass fiir alle r < 7 gilt:
—Twl 2 E
(e (r)” < 57
W' <(n—1)e.
Aus dem Beweis von Lemma 2.3.1 erhalten wir die Abschatzung | X (r)| =
le=2"W'(r)| < (L(?) < ﬁ Angenommen, es existiert ein r; < 7 mit
n—g n—y
X (7'1) < —% —&.
Dann gilt insbesondere

X'(ry) =e W (r1) — 272 W (1)

(iv)

L €20 (1)) (W () (1= (0= 1)) = W(r)) = e 2 W/ (1)

L (e W/ (1)) (W (1) = (n = D)e™ 2 W/ (1) = W (1)) = e 2" W/ (1)

(
(

> (1+Z—;) ((nl)s(nl)(Ze)h) - (Ze)
(

3
= ———C+=+e=2>0.
n n

Somit muss es ein rg < 0 geben mit X (rg) > —2 —¢.
Diese Ungleichung bleibt dann auf (—oo, rg] erhalten:
Angenommen, es existiert ein ro < rg maximal mit X (r3) = —% —¢, dann gilt
mit obigem Beweis X'(r2) > 0. Fiir 7 < r9 erhalten wir dann die Abschéitzung
X(r) < X(r2). Wir erhalten damit aber X (r) — —oo fiir r — —oo. Wider-
spruch zu |X(r)| < ﬁ < o0. Also bleibt die Ungleichung auf (—oo, rg]

2
erhalten.

Da ¢ > 0 beliebig war, erhalten wir fiir r — —oo W’(r) — —. Also existiert
der Grenzwert.

lim e 27 (W"(r) — 2W'(r)) = 0: Es gilt

r——00
W// :W/ + (627’ + W/Q) (W/ (1 _ (n _ 1)6727‘) _ W) ,
e TW! =7 TW + (1 + (W’e_r)2) (W' (1=(n—1)e?)-W),

h

lim W'(r)e " = ——,

r——00 n
. fN 2

lim (W'(r)e ")" =0,

lim W (r)(1—(n—1)e ") =0+ %(n - 1),

r——00
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lim —W(r) = —h,

r—r—00
. 1N oy h
lim 2W'(r)e " = —2—,
r——o00 n
h h h
St W) =S 140 (04 -t n) 22,
r——00 n n n

Wir erhalten lim e=2" (W (r) — 2W'(r)) = 0.

r——00

3. 60°-BEDINGUNG
3.1. 60°-Bedingung.
Proposition 3.1.1. Sei h > 0. Existiert eine Losung V des Anfangswertproblemes
Vi) = 1+ V) (Vi) (r- S52) - vin)
V'(0)= 0
V)= h
auf einem Intervall 0 < 1 < rpgq, so ist V strikt konkav.
Beweis. Sei W(r) :=V (e") wie in Lemma 2.2. Dann gilt
Wi (r)y=V'(e")e"
W' (r)=V"(e")e* + V' (e")e" =V (e")e* + W' (r)
V() =e (W' (r)—-W(r)).
Mit Theorem 2.4.3 erhalten wir dann

V"(0)= lim V"(e") = lim e 2 (W"(r)—W'(r)) = lim e 2"W'(r) = —% < 0.

T——00 r——0Q0 r—— 00

Somit gilt die Behauptung fiir r nahe 0. Angenommen, es gibt ein minimales
7o € [0, Tmae] mit 79 > 0 und V" (r9) = 0. Dann ist

1+ 70 (Vo) (ro - P22 —vie)) —o

To
und da
(n—1)

To

1+ V' (r0)? > 1> 0. gilt V/ (ro) (ro — ) —V(ro) =0.

Wegen 0 = V" (rg) > V"(r) fiir alle r mit 0 < r < 7 erhalten wir V"’ (rg) > 0.
Weiter gilt V'(rg) < 0, denn V’(0) =0, V"(0) < 0 und r¢ > 0 ist minimal mit der
Eigenschaft V" (rg) = 0. Es gilt

0<V"(ro) = (1+V'(r0)?) w (ro - (”T_Ol)) +V'(ro) (1 + (”7% D _ 1)

2V (1) V' (r0) (V’(ro) (1 _(n- U) - V(m))

To

=0
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= @+ v0?) o v
’I“O N——

<0
>0
<0.

Widerspruch. Somit existiert kein solches o und die Behauptung folgt. O

Bemerkung 3.1.2. Der Schnittwinkel von V' und der Ursprungsgeraden mit Stei-
gung 0 ldsst sich durch die Gleichung |V’ (rg)| = tan () berechnen. Wir fordern
einen 60° Schnittwinkel. Also erhalten wir V' (rg) = —v/3.

Lemma 3.1.3. Sein € Nuy, h € (0,y/n) und V, Lésung von
Vi = (14 V)2 (Vo) (r- O52) - V)

V()= 0
VO)= h

Falls V| beschrinkt ist, existiert ein vl € [0,2ne+1] mit Vi, (r) = 0 und Vi, (r) > 0
fiir alle r € [0,70).

Beweis. Wir erhalten durch Umformen und Anwendung von Lemma 2.3.1 mit

e=L
Vil (e") =e 2" (W (r) = W'(r))
=e 7 (2 + W (r)®) (W (r) (1= (n—1)e™?") = W(r))
<e e (W'(r) (1—(n—1)e?") = W(r))
=(W'(r)(1—(n—1)e?)=W(r)
_h A __ R
n 2n  2n
2n In{ -2
fur alle r € (—oo,re] mit r. = _1n(2r'5) = — <;2"> = _ln;4) = —1In(2). Da
—1In(2) > —1, also auch fiir alle r € (—oo, —1]. Damit erhalten wir also

h
Vi) € - oo firr e [0,e7"],

h
Vi(r) < — o’ fiir r € [0,e7 1],
-1

h
Vi(r) < — ° firre [e™!, 00), da V konkav ist.

Also erhalten wir insgesamt
h .. _
Vi(r) <h-— Erz fiir r € [0,e7 1],

. h _
Vi(e 1)§h—ﬁe 2

-1
(r—e')=h+ i6_2 e

h he™ !
= Vi(r) <h-— —e 2 n

fii -1 .
n ™ r fir r € [e7", 00)




3.1. 60°-BEDINGUNG 21

Es gilt
h h
TP a<o
dne?  2ne ~
& (h+ D) 2ne <
e ) h ="
1
s 2ne+ — <r
2e
4 2
= L—’_l S r.
2e
Also existiert ein 7§ € [0,2ne + 1] mit Vj () = 0 und Vi (r) > 0 fiir alle r €
[0, 78). O

Lemma 3.1.4. Sein € N beliebig. K,(r) :== vn —r2. Dann lést K, (r) das An-

fangswertroblem

Vi = (V2 (Vo) (r- ) - vn)
0

V'(0) =
V)= i
fir r €[0,4/n).
Beweis. Es gilt
K’ __ "
-1 r?
K// — _
n(r) Y RN —
-n

vn — 7"23'

Damit gilt also K,,(0) = v/n, K/,(0) = 0 und durch Einsetzen von K}, (r) und K//(r)
in die Differentialgleichung erhalten wir

() (G (- ) v )

e (i r? 24+ (n—1)—n+r?
Vn—r% - n—r? vn —r?

_ 2
o= (1" Yy
Vr— n—r?

-n r?

& = -1-—
n —r2 < n—r2>

P <(nr2)7’2> “n

n—r? n—r? n—r?

Also 16st K, (r) das Anfangswertproblem. O
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Lemma 3.1.5. Sein € Nuy, h € (0,y/n) und V,, Lésung von
Vi = (14 vie)?) (Vo) (r- O52) - V)
V'(©0)= 0 .
V(0) = h

Auf dem Intervall [0,e™ Y] erfiillt Vi, die folgenden Abschitzungen:

(i) 0< Vi <h </,
(ii) =Lyt < —har <VI(r) < 27 <0,
2 2

(iii) —5y/n° < V' <0.
Beweis. Sein € Nsj und h € (0,+/n). Es gilt
Va(e") =W(r)
Vi(e") =e "W'(r).
(i) Bemerkung 2.2.3 liefert uns
0 < W auf (—oo,—1].
Damit gilt dann fiir V},
0 <V(e") auf (—oo, —1] = 0 < Vj(r) auf [0,e71].
Da V3, nach Lemma 3.1.1 strikt konkav ist, gilt insbesondere auch
Vi(r) < h < y/n auf [0,e7].

(ii) Aus Theorem 2.3.4 und dem Beweis von Lemma 2.3.1 erhalten wir

_3
n—3

Wir erhalten also fiir V]

h
el <e "W'(r) < —ger auf (—oo, —1].

h
e <V'(e") < ——e" auf (—oo0, —1] = — 3
~3 n n—3

Insbesondere auch
el<—

NG
3 — 3

(iii) Es gilt fiir 0 <7 <e”!

r<V'(r) < —ﬁr <0 auf [0,e7].
n

Vi(r)=(1+ V;i(T)Z) K,{Q (r — (n; 1)) —Vi(r)

<0

> (14 Va(r)?) (=Va(r)

<1 + (n\iﬁg el>2> (—h)

\Y]

Y
A~
=
+

=
Iz
W
Y
~_
|
=

r<V'(r) < —%r auf [0,e71].
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> (1 + Z) (—h)
2

> (144n) (—h) > —5y/n".

Aus Proposition 3.1.1 und dem gerade Gezeigtem, gelten fiir V;’ die Abschét-
zungen

75\/> <V <0 auf [0,e 1.

Lemma 3.1.6. Sein € Nsq, h € (0,y/n) und V}, Lésung von
Vi) = (1+V02) (Vi) (r= U5) - vin)
V()= 0 .
V)= h

3h(1+2( L
Dann ist V(k)( 0) =0 fir k € N ungerade und V""" (0) = —%-

Beweis. Wir schreiben nun statt Vj, nur noch V.

(i) Wir kénnen V' durch V(—r) = V(r) ins Negative fortsetzen. Somit erhalten
wir fiir k& € N beliebig V¥ (r) = (=1)*V ) (—r). Fiir k ungerade gilt also
VE (r) = ~VE) (=), Ist nun r = 0, so gilt V*)(0) = (=1)*V*)(0). Damit
muss also schon V) (0) = 0 fiir k& ungerade gelten.

(ii) Es gilt
V'(r)=(14+V'( (V’ < ) V(r)) ,
rV'(ry=1+V'(r)?) (V'(r) (r* = (n—1)) = rV(r)),
(V" (r)) =V"(r )+7"V"'(7")
=2V'V" (V'(r) (r* = (n—1) ) —rV(r))
+ (14 V'(r ) (V"(r ( (n—1))+rV'(r)=V(r),
(V" ()" =2V"(r) + V" (r)
=2(V"(r)? + V'(r)V"(r)) ( "(r) (r* = (n = 1)) =rV(r))
+ 4V () V" (r) (V" (r) (r* = (n — 1)) +rV'(r) = V(r)
+ (1 V/()?) (V7(r) (= (n = 1)) + 31V (1)),
(V" ()" =3V" () + V" (r)
=2V ()" (r)+ V' (r)V"(r)) (V'(r) (r* = (n = 1)) —rV(r))
+2 (V”(r)2 ( W 7’)) (V "(r) (r* = (n — 1)) +rV'(r) — V(T’))
+4 (V"(r)2 + V' (r)V"(r)) ( r)(r* = (n—=1)) +rV'(r) = V(r))
+ 4V (r)V"(r) (V’” ) (r* = (n—1)) +3rV"(r))
+2V/(r) V" (r) (V" (r) (r* = (n— 1)) + 3rV" (1))
+(1+V'(r)?) (V”" ) (r? (n 1) +5rV"(r) +3V"(r))
=23V (r)V"(r) + V' ()V""(r)) (V'(r) (r? = (n = 1)) =7V (r))

r

(
(
(
)
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H6 (VI ()2 + V)V () (V' () (r? = (n = 1)) +rV'(r) = V(1))
+6V/ (V" (r) (V" (r) (r* = (n = 1)) + 3rV"(r))
+ (L V(1)) (V) (2 = (n— 1)) + 50V (r) + 3V" (1)) .
Weiter gilt nun da limr — 0|V (r)| < oo
lim 3V"(r) = lim 3V""(r) +0
= hm BV (r) + V" (r))
= lim 2 (3V" (V"' (r) + V'(r)V"" (1)) (V'(r) (r* = (n = 1)) =V (1))
+ lim 6 (V"(r)? + V'(r)V"(r)) (V” r)(r* = (n—=1))+rV'(r) = V(r))
+ lim 6V'(r)V" (r) (V" (r) (r? —1)) +3rV"(r))
1)

+ hm (L+V'(r)?) (V" (r) (r* = ( = 1) +5rV"(r) 4+ 3V"(r)) .

Da V(0) = h, V'(0) =0, V"(0) = —%, V"(0) = 0, und limr — O|V""(r)| <
oo erhalten wir

3V////(0) =9 (_320 + OV””(O)) (() (() _ (n — 1)) — Oh)

+6<<Z)2+0> (—Z(O—(n—l))+0—h>

6~02(O(0(n1))0h>

n

+(140) (V’”’(O) 0—(n—1)+0— 32)

=0+6 (Z)2 (Z(n -1 - h) 0+ <—V”“(0)(n ~1) - 3Z>

~ (h)3 _ 3% —V0)(n — 1).

n
Folglich ist
VNN(O) _ _3h (1 +2 (%)2)
n? + 2n '

Lemma 3.1.7. Sein € Nxq, h € (0,v/n) und V, Losung von

Vi) = (V' 02) (V) (r= ) - vin)
V'(©0)= 0 .
V)= h

Die Losung Vi, ist eindeutig.

D.h. es gibt keine weitere Lisung Vi, € C2([0, Tmaz)) mit Vi, # Vi, die das Anfangs-
wertproblem l6st.
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Beweis. Wir betrachten die Losung U der Gleichung

Uy (0)U (2)U ()
1 +|DU(z)[2

aus Bemerkung 2.1.1 (ii) auf Bg(0) C R™. Mit [3] erhalten wir, dass die Lésung U,
falls sie in C?(B,.(0)) liegt, schon in C*(Br(0)) liegt, also reell analytisch ist.

Fiir unsere Losung V;, gilt Vi (r) = U(|x|). Damit erhalten wir, da mit Theorem
2.4.3 Vi, € C?*([~rpm,Tm)) gilt, also auch Vi, € C¥([~rpm, Tm))-

Wie in Lemma 3.1.6 erhilt man fiir V}, alle hoheren Ableitungen in 0. Es gilt

—U(z) + Us(x)2' = AU (z) —

>y (n)
Vi(z) = Z Vo) n'(O) " fir © € [—rm, Tm]-
n=0 :

Die Darstellung ist eindeutig, da V(”)(O) nur von h abhéngt, damit ist also auch
V3, eindeutig. (Il

Proposition 3.1.8. Sein € Nyy, h € (0,4/n) und Vi, Lésung von

V()= (1+V'(r)?) (V/(V") (7" - @) - V(r)>
V()= 0 '
V)= &

Auf dem Intervall [0,e] hingt Vi, und V. stetig von h ab.

Beweis. Angenommen, Vj, oder V) héngt nicht stetig von h ab. Dann existiert

n>2,e>0undh € (0,\/n), (h)r C (0,y/n) mit |y —h| < + und || ( 5@& > _
R

( “;? ) ||C0([O,e*1],R2) > ¢ fiir alle k € N.

Aus Lemma 3.1.5 erhalten wir gleichmiRige Abschitzungen fiir Vi, , Vi, Vi Vi, Vi

und V;” auf [0,e!]. Wir erhalten nun mit Arzela Ascoli eine konvergente Teilfol-

ge Vi, in C1([0,e71]) mit ( “j}ﬁl ) — ( Y}i > Da nach Annahme ||( yﬁ" ) —
hy Vh B hy

( g? ) l[co([0,e-17,r2) > € gilt, muss ( “;Z ) # ( gz ) gelten. Widerspruch zur

Eindeutigkeit nach Lemma 3.1.7. l

Proposition 3.1.9. Sei n € Nsy beliebig. Es existiert ein hg mit 0 < hg < /n
und ein rgo > 0, sodass Vy,,, Lésung von

Vi = (V2 (Vo) (r- ) - V)
V()= 0
V(0) = ho
V(rg?) =0, V’ (7"80) = /3, V(r) >0 fiirr € [0,70°) erfiillt.
Dann ist beschreibt u : B, (0) = R, & +— Vi, (Jz|) mit Q = B, (0) eine graphische
0

ho
To

Linse.
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Beweis. Sei 0 < h < y/n und sei V}, Losung des Anfangswertproblems

Vi) = (14 V)?) (Vi) (r - 2F2) - V)
V()= 0
V()= h
auf dem maximalen Existenzintervall [0, Ry). Sei
S:={h e (0,v/n): 3rg € (0,2ne + 1) mit Vil >0, Vi (r5) =0, Vil > —V3}.

Definiere hg := sup S.

Wir wollen nun zeigen, dass hy die oben genannten Bedingungen erfiillt.

Um das zu zeigen, zeigen wir zuerst, dass S nicht leer und offen ist:

Falls V beschriinkt ist, erhalten wir mit Lemma 3.1.3 ein r{! € [0,2ne + 1] mit
Vi(r) > 0 fiir 7 € [0,7]) und V;, () = 0.

Vo = 0 16st das Anfangswertproblem. Damit erhalten wir aufgrund der stetigen
Abhéngigkeit von h ein hy mit hy < /n und |V | < § auf [0, 2ne + 1].

Also existiert ein € > 0 und ein r§ > 0 mit V; (r§) =0, V() > 0 fir r € [0,r§) und
VI (r) > =2 fiir r € [0, 7).

Folglich ist S # 0.

Da V}, nach Proposition 3.1.1 strikt konkav ist, ist V}, ist strikt monoton fallend fiir
r > 0 und h > 0. Weiter hangt r(’)‘ stetig von h ab, falls V| (rg) > —oo gilt, auch
héngt V) stetig von h ab.

Damit erhalten wir S offen. Nun wollen wir noch hg < /n zeigen:

Sei rﬂ/gh der Wert, mit V/ (T‘i\/gh) = —V/3. Sei K,(r) := v/n—r2, dann 16st
K, (r) nach Lemma 3.1.4 mit h = \/n das Anfangswertproblem. Weiter gilt

K (\ﬁ) SR,
) hw Vi

Es gilt also rfn/g = /2 < /nund K, (r) > 0 auf [0, r‘_/?/g]

Fir h nahe h = y/n hingt r_\/gh stetig von h ab, da V}, nach Proposition 3.1.1
strikt konkav ist. K, existiert nicht bis r = y/n, sondern nur auf [0, 1/n) als Losung
der Gleichung und K, (r) > 0 fir alle € [0,+/n). Damit gilt auch hy < \/n.

Es gilt hg ¢ S, da S offen ist. Seien nun (hy,), € S mit h, — hg. Dann gilt
ron — b0 < 2ne + 1. Damit muss aber auch schon Vi (rio) > —/3 gelten. Aus
Stetigkeitgriinden erhalten wir auch Vj (rto) < —+/3 und damit gilt Vi (rio) =
—/3. hy erfiillt also gerade die Behauptung. (|
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ANHANG A. NUMERISCHE UNTERSUCHUNGEN

Die Konvergenz von W'(r)e 2" — f% fiir r — —oo lésst sich numerisch sehr
gut erkennen. In den folgenden Graphiken sieht man fiir verschiedene k € Nyj
W' (r)e=" auf dem Intervall [—k, —1] fiir h = J und n = 2.

k=10

-0.245 T T T T T T T T T

-0.25

-0.26 -

-0.265

-0.27

0275

-0.28 -

-0.285 |-

; k=100

-0.245 T T T T T T T T T

-0.25

-0.255

-0.265

027

0275

-0.28 - b

-0.285 |- 1

-0.29 T

-100 -80 -50 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 a
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Numerische Untersuchungen liefern fiir n = 2 eine Starthéhe ho ~ 0.79, fir n = 3
eine Starthohe h3 ~ 0.9 und fiir n = 13 eine Starthohe hi3 ~ 1.38, so dass man die
Losung aus Proposition 3.1.9 erhélt.

Folgende Graphiken die jeweilige Losung fiir die Dimension 2,3 und 13.

n=2h=0.79

08 T T T

o7 r S i

04 T

a3r T

02 B
01 4
0 .

a 05 1 15

n=3h=0.9
1 T T T T T T T T T
E] ——______\K g
—~—
L T J
08 =~
g
~~
-
LI ‘\ 4
\\\\
.
06 . i
™~
AN

asr \ T
04 1
03 4
0z 4
[N 1
0 .

a oz 04 06 oB 1 12 14 16 18

n=13h=1.38
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05 ™ 4

02 T

Numerische Untersuchungen lassen vermuten, dass die Losung aus Proposition
3.1.9 auch fiir n > 2 eindeutig ist.
Die nachfolgende Graphik zeigt die Abbildung h + V//(r}) fiir n = 2. Fiir hohere
Dimensionen sieht die Abbildung sehr &hnlich aus. Man kann vermuten, dass diese
streng monoton fallend ist.
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