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ZUSAMMENFASSUNG

Wir betrachten graphische, rotationssymmetrische, homothetisch expandierende
Losungen des mittleren Krimmungsflusses, die asymptotisch an einen Kegel sind
und deren Zeitfunktionen T'. Zunéchst beweisen wir einige grundlegende Eigen-
schaften von expandierenden Losungen und zeigen die Existenz von asymptotischen
Expandierern fiir eine Klasse von Kegeln. Schlieflich weisen wir starke Selbstkon-
kordanz und eine verschérfte Form der Konvexitat fiir F' = —log(T) nach, da Funk-
tionen mit diesen Eigenschaften eine wichtige Rolle in der konvexen Optimierung
spielen.
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EINLEITUNG UND HAUPTAUSSAGEN

Wir zeigen zunéchst die wichtigsten Aussagen und das Vorgehen der Arbeit auf,
ohne dafiir alle notwendigen Begriffe préazise einzufiihren.
Sei @ > 0 und K C R™*! von der Form

K = {(&2n41)" €R™ 1200 > al2]}
Wir betrachten Mengenfamilien (M;);e[0,00) mit den Eigenschaften
M, ist fiir alle ¢ > 0 der Graph einer C?-Funktion u : R — R,
M, ist fiir alle t > 0 rotationssymmetrisch zur z,11-Achse,
M, ist fiir alle ¢ > 0 asymptotisch an 0K,

(M¢)te(0,00) erfiillt den mittleren Kriimmungsfluss mit My = 0K,
(M¢)te[0,00) ist homothetisch expandierend.

Fiir solch eine Mengenfamilie blattert (M;):c(0,00) den Kegel K. Insbesondere exis-
tiert fiir jedes x € K genau ein t, > 0 mit x € M;_ . Wir definieren die Zeitfunktion
T: K — (0,00) durch T(z) := t,. Des Weiteren setzen wir F := —log(T).

Im Fall n > 1 weisen wir die beiden Ungleichungen

(VF(z),y)|* <2D*F(2){y,y),
(D*F(z){y,y,y))* < C(D*F(x)(y,y))?,

fir alle 2 € K, y € R™"! und mit einem C > 0 nach. Unter leicht stirkeren Vor-
aussetzungen an y kann C' = 4 gewahlt werden. Wir untersuchen diese Kriterien,
da sie in der konvexen Optimierung von Interesse sind.

Fiir die Berechnung der Ableitungen von F' moéchten wir die Symmetrie der M,
ausnutzen. Hierflir untersuchen wir zunéchst die Gestalt der M; genauer, um diese
nach dem Polarwinkel parametrisieren zu kénnen. Wir leiten eine Differentialglei-
chung fiir diese Parametrisierung her und zeigen eine Reihe von Abschitzungen fiir
deren Losungen, welche wir schlieblich fiir die Beweise der gewiinschten Kriterien
verwenden.

Um das Lesen einiger Rechnungen zu erleichtern, sind wichtige Zwischenergebnisse
in Anhang A festgehalten.



1. GRUNDLEGENDE EIGENSCHAFTEN HOMOTHETISCHER EXPANDIERER

In diesem Kapitel werden wir den mittleren Kriimmungsfluss einfithren und definie-
ren, wann dessen Losungen homothetisch expandierend sind. Des Weiteren werden
wir eine gewohnliche Differentialgleichung fiir graphische, rotationssymmetrische
Expandierer herleiten und Losungen dieser auf Konvexitdt untersuchen. Hierbei
orientieren wir uns an [6].

1.1. Geometrische Grundbegriffe. Um den mittleren Kriimmungsfluss fiir Hy-
perflachen definieren zu konnen, bendtigen wir einige geometrische Grundbegriffe.
Die Definitionen sind leicht abgeéndert aus [5] entnommen. Sei stets n € N.

Definition 1.1.1 (Immersion). Seien r € N und ©Q C R™ offen. Sei X : Q — R**!
eine C"-Abbildung. Wir nennen X eine C"-Immersion, oder auch immersierte
C"-Hyperflache, falls DX (z)(-) fiir alle € Q injektiv ist.

Bemerkung 1.1.2 (Notation). Wir werden partielle Ableitungen durch Subskripte
abkiirzen. Beispielsweise verwenden wir fiir eine Immersion X und i = 1, ..., n die
Schreibweise

0X

85@

Ist die partielle Ableitung nicht beziiglich einer Komponente im R™, so werden wir
beispielsweise auch

= X;.

9 _
09

schreiben. Auflerdem verwenden wir die Einsteinsche Summenkonvention.

Oy

Definition 1.1.3 (Metrik). Sei 2 C R” offen und X : Q@ — R"*! eine C*-
Immersion. Wir definieren die Metrik g : 2 — R™"*" komponentenweise durch

gij () = (Xi(x), X;(x)).

Definition 1.1.4 (Normale). Sei O C R" offen und X : Q — R"T! eine C'-
Immersion. Eine stetige Abbildung v : 2 — S™ ist eine Normale an X, falls

(v(z), Xi(x)) =0
fir alle x € Q und i = 1,...,n gilt.

Definition 1.1.5 (Zweite Fundamentalform). Sei 2 C R™ offen, X :  — R"*!
eine C?-Immersion und v :  — S™ eine Normale an X. Wir definieren die zweite
Fundamentalform A : Q — R™*" mit Komponenten A = (h;;)1<; j<n durch

hij(x) == —(Xi;(x), v(z))
firzeQ, i,j=1,...,n.

Definition 1.1.6 (Hauptkriimmung). Sei Q C R” offen, X : Q — R"T! eine C%-
Immersion mit Normale v und A € R. Dann ist A eine Hauptkriimmung von X
in der Stelle x € Q, falls ein £ € R™ \ {0} existiert, das

hij(2)& = X gij(2)€
fir alle ¢ = 1, ..., n erfiillt.

Bemerkung 1.1.7. Sei X eine C?-Immersion. In [5] wird bewiesen, dass X in
jedem Punkt, mit Vielfachheiten gezéhlt, genau n Hauptkrimmungen besitzt.
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Definition 1.1.8 (Mittlere Kriimmung). Seien Q C R” offen, X : QO — R""! eine
C?-Immersion und A1 (z),..., A\p(7) : © — R die n Hauptkriimmungen, entspre-
chend ihrer Vielfachheit mehrfach aufgefiihrt. Dann definieren wir die mittlere
Krimmung H : Q — R durch

H(z):= Z Ai(x).
i=1

1.2. Mittlerer Kriimmungsfluss und homothetische Expandierer.

Definition 1.2.1 (Mittlerer Kriimmungsfluss). Sei Q C R™ offen. Sei T > 0. Dann
erfiillt eine stetige Abbildung X : Qx [0,7) — R"™! den mittleren Kriimmungs-
fluss, falls X (-, t) fiir alle t € (0, T) eine immersierte C2-Hyperfliche ist, X fiir t > 0
nach dem zweiten Argument differenzierbar ist und fiir alle (z,¢) € Q x (0,7") die
Gleichung

(X,v)=—H
erfiillt ist.

Definition 1.2.2 (Homothetische Expandierer). Sei 2 C R™ offen und 7" > 0.
Sei X : Q x [0,T) — R"*! eine Losung des mittleren Kriimmungsflusses. Dann
heift X homothetisch expandierend, falls eine monoton wachsende Funktion
A € CY((0,0), (0,00)) mit }gr(l) A(t) = 0 und ein ¢y € (0,T) existieren, so dass

X(a,8) = M) X (2, )
fiir alle x € Q, t € (0,T) gilt.

Bemerkung 1.2.3. Im Folgenden werden wir homothetisch expandierende Losun-
gen einfach Expandierer nennen. Aufserdem werden wir mit ¢y = % arbeiten. Dies
entspricht, wie wir am Beweis von Lemma 1.2.4 sehen kénnen, nur einer Multipli-

kation von A mit einem Faktor C' > 0.

Nun wollen wir das Skalierungsverhalten von Expandierern untersuchen, also A aus
Definition 1.2.2 explizit angeben. Das Vorgehen ist wie in [6].

Lemma 1.2.4. Sei Q C R" offen, T > 0 und X : Q x [0,T) — R"*! ein Expan-
dierer mit H # 0. Dann ist \(t) = /2t fiirt € (0,T) und

(X,v)=—-H
aqu X {t()}.

Beweis. Durch das Skalierungsverhalten der mittleren Kriimmung und der Norma-
len erhalten wir

A(to)
N0

Da X ein Expandierer ist, gelten X (2,t) = A(t)X(z,t9) und A(tg) = 1. Damit
erhalten wir aus der Gleichung fiir den mittleren Kriimmungsfluss

H(x,t) = H(xz,ty) und v(z,t) =v(z,to).

AD(X (@ 10), vz, t0)) = (X (2. 8), (. 1)) = —H(2.8) = —— H(z, ).

D)

Nun betrachten wir diese Gleichung in einem Punkt 2 € Q mit H(z,ty) # 0. Da die
einzigen zeitabhéngigen Terme A, A sind und A, A > 0 gilt, erhalten wir A(¢)A(t) = ¢
fiir ein ¢ > 0. Losungen dieser Differentialgleichung mit A(tp) = 1 haben die Form

A(t) = v/2¢t — 2tge + 1.
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Da A(t) — 0 fiir t — 0, erhalten wir ¢ = ﬁ7 also A(t) = 4/ % = V/2t. Die gewiinschte
Gleichheit auf Q x {tg} folgt durch

Ato) (X (z,to),v(x, b)) = —

)\(to)H(x’ tO)a

da /\(t()) = )\(to) =1. O
Bemerkung 1.2.5. Aus den Rechnungen wird klar, dass wir aus einer immersier-
ten O2-Hyperfliche X :  — R” mit (X,v) = —H durch

X :Qx[0,00) = R (2,1) = V2t - X ()
einen Expandierer X erhalten. Wir nennen X einen zeitunabhingigen Expan-
dierer und X den durch X erzeugten Expandierer. Hierdurch kénnen wir auch

annehmen, dass Expandierer zeitlich auf [0,00) definiert sind, da wir sie stets in
positive Zeitrichtung fortsetzen kénnen.

1.3. Differentialgleichung fiir rotationssymmetrische Expandierer.

Bemerkung 1.3.1. Sei Q C R” offen und X : Q — R"t! eine graphische C2-
Immersion, existiere also ein U € C?(Q) mit X (z) = (z,U(z))T. Sei U zusétzlich
rotationssymmetrisch und lasse sich durch 0 < Ry < Ry <00, Q={z €R": Ry <
|z| < Ra}, u € C?((Ry, Ry)) mit U(z) = u(|z|) = u(r) darstellen. Dann gelten

oo L (w0
= e (07 )
B u”(r)
M) = e
v(r)
PRV T EY

B 1 u(r) n_lu'r
H(x)_\/m<1+u’(r)2+ r ()>

)

Dies wird in [6] bewiesen.

Lemma 1.3.2. Sei I C (0,00) ein offenes Intervall und u € C?(I). Definiere
Q={zeR":|z| €I} und U : Q@ — R durch U(z) := u(r). Dann ist graph U
genau dann ein zeitunabhdngiger Expandierer, wenn

—1

(1.1) u”(r) = (1+u?(r)) (u(r) - (r + n) u’(r))
T

gilt.

Beweis. Aus Bemerkung 1.3.1 erhalten wir

~ru/(r) —u(r)

(X(z),v(z)) = W

_ 1 u” (1) n_lu’r
~Hz) = 1+wm2G+wwv+ : (0'

Die Aquivalenz von (X (x),v(z)) = —H(z) zu der angegebenen Differentialgleichung
fiir u folgt nun durch Umstellen. (]

N

und




wt

Das folgende Lemma ist aus [6] entnommen.

Lemma 1.3.3. Sein € N mitn > 2 und R > 0. Sei
u e C*((0,R)) N C°([0, R)).

Dann ist
U: BR(O) — R,
U(zx) :=u(r)
genau dann von der Klasse C?, wenn die Grenzwerte
!/
lim & () und  limu” (r)
rl0 r rl0

existieren und tbereinstimmen.

Bemerkung 1.3.4. Fiir jedes h > 0 existiert eine Funktion u : [0,00) — R mit
u(0) = h, welche die Differentialgleichung (1.1) auf (0, c0) 16st und die Regularitéts-
bedingungen aus Lemma 1.3.3 erfiillt. Dies wird in [1] bewiesen. Wir werden nun
stets annehmen, dass u eine Losung dieser Art ist, also die Regularitétsbedingung
aus Lemma 1.3.3 erfiillt und auf [0, 00) definiert ist. Fiir eine Losung w der Diffe-
rentialgleichung (1.1) ist auch a(r) := —u(r) eine Losung derselben. Fiir w(0) = 0
erhalten wir durch v = 0 eine Losung. Somit ist A > 0 keine Einschrénkung, wes-
halb wir zusétzlich «(0) > 0 annehmen werden, wenn wir von einer Losung der
Differentialgleichung (1.1) sprechen.

1.4. Konvexitit. In diesem Abschnitt werden wir n > 2 annehmen, da die Resul-
tate in [2] fiir n = 1 gezeigt werden.

Lemma 1.4.1. Sei u : [0,00) — R eine Losung der Differentialgleichung (1.1).
Dann ist u”(0) > 0.

Beweis. Da u die Regularitdtsbedingung aus Lemma 1.3.3 erfiillt, gilt

. 'Uz/('r) . " "
lim —2 =1 =" (0).
lim — > lim v (r) =u"(0)

Insbesondere ist v/(0) = 0. Damit berechnen wir folgende Grenzwerte:
lm(1+/(r)?) =1
lim(1 +w'(r)%) =1,

n—1

= (n—1)u"(0).

rl0 r rl0 T

/
lim (r + ) uw'(r)=(n—1) lim w(r)
Mit der Differentialgleichung (1.1) erhalten wir nun durch Grenzwertbildung auf
beiden Seiten
u”(0) = u(0) = (n — u"(0),
beziehungsweise u”(0) = @ > 0. O

Lemma 1.4.2. Sei u : [0,00) — R eine Lisung der Differentialgleichung (1.1).
Dann gilt v/ (r) > 0 fir r € (0,00).

Beweis. Nach Lemma 1.4.1 ist «”(0) > 0. Da u die Regularitdtsbedingung aus
Lemma 1.3.3 erfiillt, gilt «'(0) = 0. Somit existiert ein € > 0, so dass u/(r) > 0 fiir
r € (0,¢] gilt. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen es existiert ein
r > e mit «'(r) = 0. Wir wihlen rg > & minimal mit dieser Eigenschaft. Dann ist
u’ > 0 auf (0, ro], womit u(rg) > u(0) > 0 folgt. Da u die Differentialgleichung (1.1)
erfillt, erhalten wir mit u/(rg) =0

u"(ro) = (1+/(r9)?) (u(ro) - (ro +

n—1

) u’(ro)) = u(rg) > 0.

To
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Es existiert also ein § > 0, so dass w” > 0 auf [rg — J,7¢]. Dies ist ein Widerspruch
zu v’ >0 auf [g,r9) und v/(rg) = 0. Es existiert also kein r > ¢ mit «/(r) =0. O

Lemma 1.4.3. Sei u : [0,00) — R eine Losung der Differentialgleichung (1.1).
Dann gilt " > 0 auf [0, 00).

Beweis. Wir definieren ¢ : [0,00) — R durch

o(r) = u(r) — <r + 2= 1) (7).

r

Hierbei ist ¢ durch die Regularitdtsbedingungen aus Lemma 1.3.3 stetig bis zu
r = 0. Die Differentialgleichung (1.1) wird damit zu

u’(r) = (144 (r)*)e(r).

Somit stimmen die Vorzeichen von u” und ¢ iiberein. Es ist

¢ = ") - (r+

72 r

fir > 0. Nach Lemma 1.4.1 ist ¢(0) > 0. Angenommen ¢ > 0 gilt nicht auf
[0,00). Dann existiert, aufgrund der Stetigkeit von ¢, ein minimales ry > 0 mit
o(ro) = u”(rg) = 0. Somit gilt

n—1
¢'(ro) = —5—u'(r0).
o
Mit Lemma 1.4.2 folgt ¢'(r9) > 0. Dies ist ein Widerspruch zu ¢ > 0 auf [0,7()
und ¢(rg) = 0. Es gilt also ¢ > 0, beziehungsweise v > 0, auf [0, 00). O

Bemerkung 1.4.4. Nach Lemma 1.4.2 und Lemma 1.4.3 gilt v”, v’ > 0 auf (0, 00).
Mit der Differentialgleichung (1.1)

u’(r) = (1+u2(r)) <u(7") - (7’ + - - 1) u’(r))

erhalten wir direkt u(r) — ru/(r) > 0 fiir r € (0, 00).

Bemerkung 1.4.5. Mit Bemerkung 1.3.1, sowie den Lemmata 1.4.2 und 1.4.3
erhalten wir, dass die Hauptkriimmungen von Expandierern dieser Form positiv
sind.

Korollar 1.4.6. Sei u : [0,00) — R eine Lisung der Differentialgleichung (1.1).
Dann ist (0,00) > r — @ streng monoton fallend.

Beweis. Mit Bemerkung 1.4.4 folgt

(u(r))l ru'(r) — u(r)

r

fir r > 0. O

Lemma 1.4.7. Seiu:[0,00) — R eine Losung der Differentialgleichung (1.1). Sei
f R = R eine Ursprungsgerade, existiere also ein a € R mit f(z) = ax. Dann
existiert hochstens ein ro € [0,00) mit u(rg) = f(ro).

Beweis. Seien rg,r1 € [0,00) mit u(rg) = f(ro) und u(r1) = f(r1). Da u(0) > 0
und f(0) = 0 sind, folgt rg, 1 # 0. Es gilt

u(ro)  f(ro) fr) _ ulr)

—_———= == e =
To To 1 1
Mit der strengen Monotonie von 7 — @ aus Korollar 1.4.6 erhalten wir

To =T1. O




2. EXISTENZ EINES ASYMPTOTISCHEN EXPANDIERERS

In diesem Kapitel wollen wir nachweisen, dass fiir beliebige a > 0 eine Losung der
Differentialgleichung (1.1) existiert, die aysmptotisch an r + ar ist. Nach Rota-
tion erhalten wir also einen Expandierer, der asymptotisch an graph (z — a|z|)
ist. Hierfiir leiten wir zunéchst asymptotische Abschétzungen her, um dann den
Zwischenwertsatz anwenden zu kénnen. Das Vorgehen orientiert sich an [2].

2.1. Asymptotik.
Lemma 2.1.1. Sei A > 0. Dann existiert ein C(A,n) > 0, so dass fir jede Losung
u:[0,00) = R der Differentialgleichung (1.1) mit u(0) < A die Abschditzungen
u(r) < C(1+7),
u'(r)<C
fiir r € [0,00) gelten.

Beweis. Definiere s : (0,00) — R durch

n—1
s(r)=r+ .
(7 -
Nach Lemma 1.4.3 ist v’ > 0, also su’ < u, beziehungsweise v’ < %. Somit gilt

auch v’ < n“_rl < u fiir r < 1. Wir erhalten mit dem Hauptsatz und dem Lemma

von Gronwall

u(r) <u(0)-e”
fiir 0 < 7 < 1. Hieraus folgen die gewiinschten Abschétzungen in diesem Fall.
Betrachte nun die Differentialgleichung

! w(r) ir 7 00
w'(r) = ) fii € [1,00)
w(l) = u(l).

1,00), da w'(1) > u/(1) gilt und in einem Punkt r > 1 mit
(r) > u/(r) folgt. Die Losung w der obigen Differentialglei-

vn—1+r2
gegeben. Nun existiert eine, nur von n abhéngige, Konstante D > 0 mit

Vvn—=14+r2<D(1+r)

fir r > 0. Mit E := DA—\/'ﬁe erhalten wir also fiir » > 1

u(r) < w(r) = “\(}jm < Dil/'ﬁe(l +1)=E(1+7).

Wir setzen C' := 2F. Dann gilt

Dann ist v < w auf |
w(r) = u(r) schon w’
chung ist durch

<
—~

y

w(r) =

E
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Lemma 2.1.2. Sei u : [0,00) — R eine Lisung der Differentialgleichung (1.1).
Dann ezistiert ein (eindeutiges) a > 0 mit

lim M =a

T—>00 T
Beweis. Nach Korollar 1.4.6 ist r — @ monoton fallend. Da u nach Lemma 1.4.3
konvex ist und durch die Regularititsbedingung aus Lemma 1.3.3 «/(0) = 0 gilt,
erhalten wir

u(r) S u(0) 4+ ru/(0)
roo r

Somit ist 3* nach unten beschrankt. Mit der Monotonie folgt die Konvergenz gegen
ein a > 0. [l

> 0.

Bemerkung 2.1.3. Fiir eine Losung u der Differentialgleichung (1.1) setzen wir

a, = lim M
r—oo T
Geben wir u(0) = h > 0 explizit vor, so schreiben wir auch u,, fiir eine Losung von
(1.1) mit diesem Anfangswert. Bisher ist nur die Existenz einer solchen Lisung,
aber nicht deren Eindeutigkeit klar. Deshalb wéhlen fiir jedes h > 0 eine beliebige,
aber nun feste, Losung up mit Anfangswert wup,(0) = h. Zusétzlich wéhlen wir fiir
h = 0 die Nulllésung uo = 0. Da wir die Lésungsschar (up)p>0 nun fest gewéhlt
haben, ist die Abbildung h — a,, wohldefiniert.

Lemma 2.1.4. Sei u : [0,00) — R eine Losung der Differentialgleichung (1.1).
Dann ist u(r) > ay,r fir alle r > 0.

Beweis. Dies folgt direkt aus der Konvergenz @ — a,, und der strengen Monoto-

nie von r +—> @ O

Lemma 2.1.5. Sei u : [0,00) — R eine Lisung der Differentialgleichung (1.1).
Dann gilt v'(r) < a,, fir alle r > 0.

Beweis. Wir zeigen zunéchst u'(r) < a,, und fithren hierfiir einen Widerspruchsbe-
weis. Angenommen es existiert ein ro > 0 mit u/(r9) > a,. Da u nach Lemma 1.4.3
konvex ist, erhalten wir

u(r) (ro) + (r — ro)u/(ro)

. . u 12
a, = lim —~2% > limsup =u'(r9) > ay.
r—oo T r—00 r

Widerspruch. Durch die strikte Konvexitét von u folgt auch die strikte Ungleichung.
O

Lemma 2.1.6. Seien A > 0 und u : [0,00) — R eine Lisung der Differentialglei-
chung (1.1) mit u(0) < A. Dann existieren C,rq > 0 mit

fu(r) — /()] < &
r
fir alle v > rg, wobei C,rg nur von A und n abhdngen.

Beweis. Wir definieren w : [0,00) — R durch w(r) := u(r) —ru’(r). Mit Bemerkung
1.4.4 erhalten wir w > 0. Durch Lemma 2.1.1 kénnen wir in Abh&ngigkeit von A
und n ein C' > 0 mit

C>(n—-1)1+u*)
wihlen. Sei nun £ > 0 beliebig. Angenommen es gilt w(r) >
Dann folgt

w'(r) = —ru”(r) = —r(1+4' (r)H)w(r)+(n—1) (14 (r)*)u' (r) < —rw(r)+C < —¢.

C

jg fir ein r > 0.



C+3

Mit e = % folgt w' < —% fir w > . Wir erhalten also die Existenz eines
ro > 0, so dass w(r) < % fiir » > rg gilt. Durch den mindestens linearen Abstieg
kénnen wir rg in Abhéngigkeit von A und C' wihlen. Da auch w > 0 gilt, folgt die

Aussage. O

Lemma 2.1.7. Seien A > 0 und u : [0,00) — R eine Lisung der Differentialglei-
chung (1.1) mit u(0) < A. Dann existieren C,r¢ > 0 mit

C

=2

|ay —u'(r)] <
fir alle v > rg, wobei C,ry nur von A und n abhdngen.

Beweis. Wir verwenden C,rg > 0 aus Lemma 2.1.6. Nach Lemma 2.1.4 gilt
@ — a, > 0. Mit Lemma 2.1.6 erhalten wir
C 580 - (0

r2 = r r—au> + (au =/ (r)) > ay —u'(r) > 0

fiir beliebiges r > rg. Fiir die letzte Abschétzung haben wir Lemma 2.1.5 verwendet.
O

Lemma 2.1.8. Seien A > 0 und u : [0,00) — R eine Lisung der Differentialglei-
chung (1.1) mit u(0) < A. Dann existieren C,rqg > 0 mit

u(r) < C

Y < 2
r 72

fir alle v > rg, wobei C,rg nur von A und n abhdngen.

Beweis. Wir verwenden C, rg > 0 aus den Lemmata 2.1.6 und 2.1.7. Dann erhalten

WIr u(r)

2C
r —

() — uir)

pey
flir beliebiges r > rg. O

2.2. Anwendung des Zwischenwertsatzes. Wir weisen zunichst die Existenz
von Loésungen mit grofer asymptotischer Steigung nach. Dann beweisen wir die
stetige Abhéngigkeit der asymptotischen Steigung vom Anfangswert, um schlieflich
den Zwischenwertsatz anwenden zu konnen. Wir zeigen auch eine streng monotone
Abhéngigkeit der asymptotischen Steigung vom Anfangswert und erhalten dadurch
zusétzlich die Eindeutigkeit der Losung mit gegebener asymptotischer Steigung.

Lemma 2.2.1. Sei a > 0 beliebig. Dann ezistiert ein h > 0, so dass a,, > a gilt.
Beweis. Wir definieren wieder s : (0,00) — R durch s(r) := 7+ 2! und setzen
h:=a+a- sup s(r)<oo.
T‘G[%,%}

Wir fiihren eine Fallunterscheidung durch. Wir nehmen zunéchst an, dass up(r) —
s(r)uj,(r) > a fiir alle r € [1, 2] gilt. Nach Lemma 2.1.5 ist a,,, > uj, (3) und nach
Lemma 1.4.2 gilt u}, (3) > 0. Da uy, die Differentialgleichung (1.1) erfiillt, erhalten
wir damit

leo
leo

o 2w (5) =i (5) + / (141, (0)%) (un () — 5(o)et () dp > / adp=a.

2 2
In diesem Fall folgt also die Aussage. Nun nehmen wir an, dass ein rg € [%, %]
mit up(ro) — s(ro)uy,(ro) < a existiert. Nach Lemma 1.4.3 und Lemma 2.1.5 gilt
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u),(ro) < uj (2) < ay,. Aus Lemma 1.4.2 erhalten wir A < wuy(rg). Daraus folgt

durch Umstellen und mit der Definition von h
h—a < up(ro) —

s(ro) = s(ro) < (ro) <l (g) < au,.

Somit folgt die Aussage auch in diesem Fall. O

a <

Lemma 2.2.2. Seien u,v : [0,00) — R Ldsungen der Differentialgleichung (1.1)
mit u(0) > v(0). Dann ist v’ —v' > 0. Insbesondere ist u — v monoton wachsend.

Beweis. Wir definieren w : [0,00) — R durch w(r) := «/(r) — v'(r). Aus den
Rechnungen in Lemma 1.4.1 sehen wir
0) —v(0
wﬂDzu%@—MﬂD:EL%#il>0

Somit ist w > 0 auf [0,¢] fiir ein € > 0. Angenommen w > 0 gilt nicht auf (0, o).
Dann gibt es ein minimales o > £ mit w(rg) = 0, beziehungsweise v’ (rg) = v'(rg).
Nach Wahl von rq gilt w’(rg) < 0, also u”(rg) < v”(rg). Des Weiteren gilt v’ > v’
auf (0,rp) und «(0) > v(0), also auch u(rg) > v(rg). Aus der Differentialgleichung
(1.1) erhalten wir durch u”(rg) < v”(rg) und u'(rq) = v'(rg) jedoch u(rg) < v(ro).
Widerspruch. O

Lemma 2.2.3. Sei rg > 0 beliebig. Dann sind die Abbildungen 0 < h +— up(ro)
und 0 < h — uj (o) stetig.

Beweis. Wir mochten das Lemma von Gronwall anwenden. Aufgrund des “7/ Terms
ist dies nicht direkt moglich.

Seien hi, he > 0, sowie rg > 0 beliebig und setze A := max{h1,ha} + 1, u; := up,
fiir ¢ = 1,2. Sei ohne Einschrankung hy > hy. Wir definieren ¢ : [0,79] — R durch

0= (ug —ug) + (u) —ub) =: p1 + pa.
Nach Lemma 2.2.2 gelten v} > ), und ¢ > 0. Wir berechnen
ufuy —ugus = (uh + 2)*(uz + 1) — uzus

= upr + 2uhusps + 2urp102 + P3us + P3P

= (ug’ + 2uppa + 93)p1 + (2uzus + P2usz)Ps.
Es existiert also ein C(n,r9, A) > 0 mit

uPuy — uuy < Oy + Cpy = Cop.

Damit erhalten wir

/ / !/ " " 12 12
O =Up — Uy F U] — Uy = @+ UTUL — Uy U2

n—1
+Q+ )%%+ﬁﬁ)

-
< (1+ 0y,

da der Term in der zweiten Zeile negativ ist. Nun kénnen wir das Lemma von
Gronwall auf ¢ anwenden und erhalten die stetige Abhéngigkeit vom Anfangswert,
da ©(0) = hy — ho gilt. O

Bemerkung 2.2.4. In Bemerkung 2.1.3 haben wir fiir 2 > 0 eine beliebige Losung
up, mit up(0) = h gewihlt. Durch Lemma 2.2.3 erhalten wir die Eindeutigkeit dieser
Losung. Angenommen es gibt zwei Losungen mit gleichem Anfangswert, die sich in
einem Punkt unterscheiden. Dann kénnen die Abbildungen aus Lemma 2.2.3 nicht
flir beide Wahlen stetig sein. Da wir die Stetigkeit fiir eine beliebige Wahl der uy,
gesehen haben, folgt die Eindeutigkeit.
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Lemma 2.2.5. Die Abbildung 0 < h + a,, ist stetig.

Beweis. Sei h > 0 beliebig. Da ug = 0 die Nullldsung ist, treffen die Aussagen iiber
die Asymptotik aus den Lemmata 2.1.6, 2.1.7 und 2.1.8 auch auf h = 0 zu. Aus
Lemma 2.1.7 erhalten wir ro > 0, so dass |a,, —u,(ro)| < § firalle 0 <7 < h+1
gilt. Nach Lemma 2.2.3 existiert ein 0 < § < 1, so dass

€
[ (ro) — up(ro)| < 3

fiir |h — 7| < 6 gilt. Wir erhalten also

|au, = au,| < lau, = uz(ro)l + [uz(ro) — up(ro)| + |up(ro) — au,| <€
fiir alle 7 > 0 mit |7 — h| < 4. O
Lemma 2.2.6. Die Abbildung 0 < h +— a,,, st streng monoton wachsend.

Beweis. Seien 0 < h; < hg beliebig. Mit Lemma 2.2.2 erhalten wir up, — up, >
€ := hy — hy > 0. Durch Lemma 2.1.8 folgt

Qup, = Qup,, = s (1) s (7")7_’_ (auhQ L (r)) - (auhl — 2 (T)> > g_ g >0

r T T r

fiir r,C > 0 groft genug. O

Lemma 2.2.7. Sei a > 0 beliebig. Dann existiert ein eindeutiges h > 0 mit
Ay, = a.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt mit der strengen Monotonie aus Lemma 2.2.6. Da
0 < h — a,, nach Lemma 2.2.5 stetig ist, folgt die Existenz, unter Betrachtung
von Lemma 2.2.1 und der Nulllésung, aus dem Zwischenwertsatz. O

Mit gleichen Methoden wie in [2]| erhédlt man aus diesen Resultaten folgendes:

Korollar 2.2.8. Die Abbildung RT 3 h +— a,, € R ist ein Homdomorphismus.
3. ZUSATZLICHE REGULARITAT IM URSPRUNG

Wir weisen stiarkere Regularitdtsaussagen als in Lemma 1.3.3 nach.

3.1. Dritte Ableitungen im Ursprung.

Lemma 3.1.1. Sei u : [0,00) — R eine Lisung der Differentialgleichung (1.1).

Dann gilt
(u’(r))/ ru’(r) = u/(r)

r
firo <r—0.

Beweis. Wir berechnen fiir r > 0

(£) 020 (2 (15 ) -
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mit [ — 0 fiir r — 0, da “7/ durch die Regularitétskriterien aus Lemma 1.3.3 nahe
0 beschréankt ist. Es gentigt also ¢ — 0 fiir  — 0 nachzuweisen. Es gilt

;U U u o Y
T T E et
1 /(u u’ n (ru” —u N !
o \r 72 r r2
+1 o
R
r r r

Sei ¢ > 0 beliebig und C' > 0 eine obere Schranke an “?/ Diese existiert, da ”7/
durch die Regularitatskriterien nahe 0 und durch Lemma 2.1.1 global beschrankt
ist. Wahle o > 0 mit [I| < § und £ > C fiir r € (0,7]. Angenommen, es gilt
©(r) > ¢ fiir ein r € (0,rp]. Dann folgt
ne
2r +tCs 2r°
Somit gilt ¢(7) > ¢ und ¢'(7) < =5 fiir 7 € (0,7]. Also divergiert ¢(7) gegen
+oo fiir 7 — 0. Fiir ¢(r) < —e¢ fithren wir ein identisches Argument und erhalten
in diesem Fall, dass ¢(7) fiir 7 — 0 gegen —oo divergiert. Insgesamt erhalten wir,
dass ¢ (bestimmt) divergiert, oder ¢ — 0 fiir » — 0 gilt. Wir zeigen nun, dass ¢
nicht divergiert. Angenommen ¢ divergiert. Gelte ohne Einschrénkung ¢ — oo fiir
r — 0, sonst fithren wir ein analoges Argument. Dann existiert ein r; > 0 mit
’ Y ny ny\ e

v s r 2 (1 * 2) r
und ¢ > 0 auf (0,71]. Sei 1 < ¢ <1+ 5 beliebig. Nun existiert C' > 0 klein genug
mit

9
/
%) < —= —

C
o(ry) > o
Definiere f(r) := < auf (0,7,]. Es gilt
ny C c
¢'(r) < - (1 + 5) T < _qr‘fﬁ = f'(r1),

da 1 < ¢ < 1+ % ist. Somit folgt ¢ > f auf [r; —e,7] fiir € > 0 klein genug.
Angenommen die strikte Ungleichung gilt nicht auf (0,7]. Sei ro € (0,71] maximal
mit ¢(r2) = f(re). Damit erhalten wir
¢ (rs) < — (1 + g) plra) _ (1 + ﬁ) fra) I _ gy
T2 2 T2 T2
Ein Widerspruch zur Maximalitdt von ro. Somit gilt ¢ > f auf (0,71], ¢ ist also
nicht integrabel. Ein Widerspruch zu

u\’
T
und der Beschrinktheit von % und I nahe 0. Wir erhalten also die Beschrinktheit

r

von ¢ und damit ¢ — 0 fiir r — 0. O

Lemma 3.1.2. Sei u : [0,00) — R eine Losung der Differentialgleichung (1.1).
Dann gilt "' (r) — 0 fir 0 <r — 0.

Beweis. Wir differenzieren beide Seiten der Gleichung (1.1) und erhalten

—1 —1 1,1
UW(T) _ (1 —I-U/Q) (n _ u — (7“—!— n ) u//) +9 uwu
r r

14+ u?

) 1,0
:(1—|—u'2)<—ru”+(n—1)(u m ))+2uuu

r2 1+u?
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fiir > 0. Durch die Beschranktheit von u,u” nahe 0 und mit v’ — 0 fiir r — 0
erhalten wir, dass der zweite Summand fiir r — 0 gegen 0 konvergiert. Da ru” — 0
fiir » — 0 und mit Lemma 3.1.1 erhalten wir, dass auch der erste Summand gegen
0 konvergiert. Somit folgt die Aussage. O

4. Y-PARAMETRISIERUNG

In diesem Kapitel werden wir eine neue Parametrisierung einfiihren, um die Zeit-
funktionen rotationssymmetrischer, homothetischer Expandierer effektiver unter-
suchen zu kénnen, indem wir deren Symmetrie und Skalierungseigenschaft nutzen.
Wir werden eine Differentialgleichung fiir Expandierer in dieser Parametrisierung
herleiten und Abschétzungen fiir deren Losungen zeigen.

4.1. Umparametrisierung.

Definition 4.1.1 (Polarwinkel). Wir definieren den Polarwinkel ¢ : R}™" —
[0, g) durch

Hx) := <(x, ept1) = arccos (<gg7 en+1>) = arccos (xnﬂ) .
|| ||

Hierbei ist R%M! = {z € R*™ : 2,11 > 0}.

Bemerkung 4.1.2 (¢-Parametrisierung). Sei u : [0,00) — R eine Losung der
Differentialgleichung (1.1) und U : R™ — R mit U(z) = u(r), so dass graph U
ein zeitunabhingiger Expandierer ist. Wir haben gesehen, dass U asymptotisch
zu dem Kegelrand graph(z — ay,|z|) ist. Sei ¥4, dessen Offnungswinkel und
V = 971([0,9m4z)) N S™. Da 4/(0) = 0 gilt, ist die asymptotische Steigung a,
des Expandierers durch die strikte Konvexitat von u stets positiv. Es gilt also auch
0 < Ypmae < 5. Aufgrund von Lemma 1.4.7 und der Rotationssymmetrie schneidet
graph U Ursprungsgeraden hochstens einmal. Dadurch kénnen wir U auch iiber der
Sphére parametrisieren. Es existiert also eine eindeutige Abbildung Ug : V' — [0, o0)
mit

im(V 3 e Ug(e) -e) = graph U.
Da Ug, wie auch graph U, rotationssymmetrisch beziiglich der z,1-Achse ist, exis-
tiert eine eindeutige Abbildung w : [0, ¥yqz) — [0, 00) mit

w(d(e)) = Us(e)

fiir alle e € V. Wir nennen w die J-Parametrisierung und u die r-Parametrisie-
rung des Expandierers.
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4.2. Differentialgleichung in der ¥-Parametrisierung. Wir méchten eine Dif-
ferentialgleichung fiir w herleiten, die dquivalent dazu ist, dass die, durch w in
der ¥-Parametrisierung dargestellte, Rotationsflache ein zeitunabhingiger Expan-
dierer ist. Sei hierzu b : R"™! D Q — S"~! C R” eine lokale Parametrisierung
der Sphire und w : (0,%m42) — [0,00) mit 0 < Yppae < 5. Desweiteren sei
X : (0, 9maz) X Q — R*™ ! durch

_ b(x) sin(19)
X (09, x) = w(9) ( cos(®)
gegeben. Wir bezeichnen die Metrik der Sphére mit ¢ und berechnen

,
X, = ( b(w' sin +w cos) ) ’

w' cos —w sin

b;w sin
O )

b(w" sin +2w’ cos —w sin)
w' cos —2w’ sin —w cos ’

>
<>
I

b; (w’ sin +w cos) >
O )

L 1 b(w sin —w’ cos)
 Vw? fw? w’ sin +w cos ’
—w?

Y )
Vw2 + w'?

B w? + w2 0T
9= 0 J,;jw2 sin? /7

Ao 1 w? + 2w"? — w"w 0T
V2 + w2 0 o;jwsin(w sin —w’ cos) |’
w'w — U}2 _ 2w/2
M= 2 25
(w? +w')2
) .
w' cos —w sin
Aoy ooy Ay =

. b
w sin vVw? + w'?

He_ 1 (n—1) 1_w’cos +w2+2w'2—w"w
 Va?fw? w sin w? 4+ w'? '

Damit wird die Gleichung (X, v) = —H &quivalent zu

’ 2 2
(4.1) w2:_((n_1)<1_wc08>+w + 2w ww)

w sin w2 + w'?

beziehungsweise

w? + 20 + (w? + w'?) <w2+(n—1) (1_ u/cos)>

w sin

4.2 w’ =
(42) -
Dies ist also unsere Differentialgleichung fiir Expandierer in der ¥-Parametrisierung.
Wir werden, wie bei der r-Parametrisierung, voraussetzen, dass w(0) > 0 gilt.
Aukerdem werden wir stets annehmen, dass 0 < ¥p,42 < § der Offnungswinkel des
Kegels ist, an den der durch w erzeugte Expandierer asymptotisch ist.
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Bemerkung 4.2.1. Da dieser Term bei der Untersuchung hoéherer Ableitungen
von w héufig auftritt, wollen wir

/
r::w2+(n—1)<1—wcos)

w sin

definieren. In dem Beweis von Lemma 4.3.2 werden wir I' > 0 sehen. Aufierdem
folgt direkt aus der Differentialgleichung (4.2)
" /2 12

w—w:(1+1:;2)(1+r)

wo o w?
beziehungsweise
" /2 12
L L. (1+w2>r
w w

Lemma 4.2.2. Sei 90z > 0 und w : (0, %m40) — [0,00) eine Lisung der Diffe-
rentialgleichung (4.2). Dann ldsst sich w stetig auf [0, 9maz) fortsetzen. Auflerdem
gilt

lim w’'(¥9) =0

9—0
und der Grenzwert

: "
)

existiert.

Beweis. Sei X : (0,9m42) X Q — R"! wie bisher. Da X ein rotationssymmetri-
scher, zeitunabhingiger Expandierer ist, existiert ein Losung u : [0,00) — R der
Differentialgleichung (1.1), so dass X, : R" — R""! mit

%= (e )

flir x # 0 den gleichen Expandierer beschreibt. Nun setzen wir X, beziehungsweise
w, durch die Wahl w(0) := w(0) auf [0,J4,) fort und nennen die Fortsetzung
wieder X. Also ist im X = im X,,. Mit
Jim w(?) = lim w(@) cos(d) = lim u(|z]) = u(0) = w(0)

erhalten wir die Stetigkeit von w. Da die Normalen iibereinstimmen, also (X, v) =
(Xu, V) gilt, erhalten wir mit

—w?
R /w2 + w/2
und (X, (0),2,(0)) = (X4(0), —en+1) = —u(0) = —w(0), dass

lim w'(9) = 0.
9—0

<X7V>:

Da die Hauptkrimmungen aufserhalb von ¥ = 0, beziehungsweise x = 0, iiberein-
stimmen, erhalten wir auch die Existenz des Grenzwertes

lim )\ (9) = lim w” (9w (V) — w(d)? — 23w'(19){
9—0 9—0 (w(ﬁ)Q —|—’LU’(19)2)§

Somit folgt die Existenz von

li " .
Lm0 (9)

O

Bemerkung 4.2.3. Wir werden nun stets die stetige Fortsetzung betrachten, ohne
dies explizit zu erwéhnen.
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Lemma 4.2.4. Sei Opar > 0 und w @ [0,942) — [0,00) eine Lisung der Diffe-
rentialgleichung (4.2). Dann gilt w"' (9) — 0 fir 9 — 0.

Beweis. Wir werden in Lemma 6.2.3, unabhingig von diesem Resultat, die karte-
sischen Ableitungen des Polarwinkels berechnen. Damit erhalten wir

sin cos cos 1

Ol sin(@)es + laleosDent) = LA—rs = Tl 7 Tl

fiir 9 — 0. Nun gilt auch
dA\p dr  dAy dAp dY
dr dey dzy A9 day
Da (fT’“ L beschrénkt ist und 0,9 — ﬁ > 0 fiir ¥ — 0 gilt, folgt aus

1zl

dX\;

— =0

dr -
fir r — 0 schon

dy —0

dy

fiir ¥ — 0. Wir differenzieren den Ausdruck fiir A; aus Bemerkung 1.3.1 und erhal-

ten )
d)\l u//l ulu//

—_— = -3 —.
dr — (1+uw?)2 (1+u?)2
Mit Lemma 3.1.2 erhalten wir also % — 0 fiir » — 0. Da auch

dh w"w+w'w - 2ww’ — dw'w” , ;o ww — w? = 2w
— = 3 = 3(ww + w'w") -
dd (w2 + w’2)5 (w2 + w/2)§

gilt, erhalten wir mit Lemma 4.2.2 ebenfalls v’ (¢) — 0 fiir ¢ — 0. O

Lemma 4.2.5. Sei U0 > 0 und w @ [0,9m42) — [0,00) eine Lisung der Diffe-
rentialgleichung (4.2). Dann ist

w'(d)
I ey =@
e "(0) (0)?
w(0) =1 n

Beweis. Wir verwenden w'(0) = 0 aus Lemma 4.2.2. Mit dem Satz von de "'Hospital
folgt
/ ,19 " 19
LUC SO )

950 sin(9) 920 cos(d)
Mit der Differentialgleichung (4.2) erhalten wir

w2 + 202 + (w2 + w/2) (’LU2 + (n _ 1) (1 _w’ Cos))

1 o
w (O) _ hm w sin

w(0)  9—0 w?

1 O)
—1 21y (12

+w(0)*+ (n—1) ( 0(0) )

und nach Umstellen . )
w'(0) |, w(0)
w(0) n
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Lemma 4.2.6. Sei Upar > 0 und w @ [0,942) — [0,00) eine Lisung der Diffe-
rentialgleichung (4.2). Dann ist w”(9) > 0 fir alle ¥ € (0,9maz)-

Beweis. Nach Bemerkung 1.4.5 sind die Hauptkriimmungen des durch w parame-
trisierten Expandierers positiv. Somit ist
w'w — w? — 2w’
(w? + wlz)g

Da w > 0 ist, folgt die Aussage. O

0< A\ =

4.3. Abschitzungen. Nun wollen wir Abschétzungen fiir Lésungen der Differenti-
algleichung (4.2) herleiten. Abschitzungen bis zu der zweiten Ableitung kénnen wir
direkt aus der Positivitéit der Hauptkriimmungen gewinnen. Um Aussagen iiber die
dritten Ableitungen treffen zu kénnen, miissen wir die Differentialgleichung genauer
untersuchen.

Lemma 4.3.1. Sei Opy0r > 0 und w @ [0, 9maz) — [0,00) eine Lisung der Diffe-
rentialgleichung (4.2). Gelte n > 1. Dann folgt

w’ () S sin(¥)

w(¥) = cos(d)

fir alle ¥ € (0, 9maz)-

Beweis. Nach Bemerkung 1.4.5 sind die Hauptkrimmungen des durch w parame-
trisierten Expandierers positiv. Somit folgt

w’ cos —w sin

O<\y= —m——,
" wsin Vw2 + w2
also
w' cos
1< -
w sin
und damit die Aussage. O

Lemma 4.3.2. Sei U0, > 0 und w @ [0,942) — [0,00) eine Losung der Diffe-
rentialgleichung (4.2). Dann gilt
w”(ﬁ) 211/(19)2

w@) Cw@e

fir alle ¥ € [0, %maz)-
Beweis. Wir erhalten mit der Differentialgleichung (4.2)
" /2 2
YooY -1+ %)
w w? w?
Aus der Gleichung (4.1) und der Formel fiir A; folgt

2 2 12 a0
r=-2 +ew ww=/\1\/102+w’2>07

w2 + ,w/2
da die Hauptkrimmungen des Expandierers nach 1.4.5 positiv sind. Dies zeigt die
Aussage. O

Lemma 4.3.3. Sei U0 > 0 und w @ [0,942) — [0,00) eine Lisung der Diffe-
rentialgleichung (4.2). Dann ist % monoton wachsend.

Beweis. Es gilt
d v W w'? 1
= _9 >
dd w2  w? 2w3>w_0’
nach Lemma 4.3.2. O
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Bemerkung 4.3.4. Mit Lemma 4.3.3 erhalten wir insbesondere % — oo fiir 9 —
PYinaz, da w divergiert.

Lemma 4.3.5. Sei Opar > 0 und w @ [0,9m4z) — [0,00) eine Lisung der Diffe-
rentialgleichung (4.2). Sei T € [2,3) beliebig. Dann ist = unbeschrinkt.

wT

Beweis. Definiere

W
T e
Angenommen ¢ < C fiir ein C' > 0. Dann ist
T—1 2
FZwQ_(n_1)¢w ' cos wa
sin 2

flir ¢ nahe ¥,,44, da 7 — 1 < 2 gilt. Des Weiteren ist
" 12 /2 12
,w w1 w w
? —W‘Tw—w<1‘<“2m+<”w)F>

1 w/2 ) w/2 - w/2 o w/2
“wt 2 (= )W T 4wt T 4w?

w/

>
~ 4w

fiir ¥ nahe ¢,,4,.. Mit Integration folgt p(¢) > C fiir ein ¢ < ¥4, Widerspruch. O
Lemma 4.3.6. Sei U0, > 0 und w : [0,942) — [0,00) eine Lisung der Diffe-
rentialgleichung (4.2). Gelte n > 1. Dann ist ;"—; beschrankt.

Beweis. Wir verwenden I' > 0. Angenommen g—; ist nicht beschréankt. Dann exis-

tiert ¥ € [0, Ymaz), so dass

r 1 w' cos

- 1 B A (et

w? +n-1) (w2 w3 sin)
negativ ist. Widerspruch. O
Lemma 4.3.7. Sei Upar > 0 und w @ [0,942) — [0,00) eine Lisung der Diffe-
rentialgleichung (4.2). Gelte n > 1. Dann folgt

w’ cos 1

)

w3 sin n—1

beziehungsweise
w' Sin(ﬁmaaj) o tan('&maz)
w3 " (n—1)cos(Vmaz)  n—1
f’li?” v — ’lg'rrmw-
Beweis. Definiere
. U)/
Damit gelten
T 1 cos
-1 D= =
w? -1 <w2 sin)
und
. ’LUH w/2 - 1 ,w/2 w/2 T
LY B S T w?
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Angenommen es gilt ¢ 2* > ﬁ + ¢ fiir ein € > 0. Dann folgt fiir ¥ nahe 9,4,

oo () (o ()
g () (e (2 5)

1 le
o —1e——
(n )82w2
12
4w?”
Somit kann die Ungleichung nahe 1,4, nicht gelten. Sei nun angenommen, dass

e < ”11 — ¢ fiir ein € > 0 gilt. Dann erhalten wir fiir ¥ nahe 9,4

< —
_U}2

< —(n—-1)k

12 12 12
, w w
o > ot +(n— 1)52w2 > (n— 1)54w2.
Diese Ungleichung kann also nahe 9,4, ebenfalls nicht gelten. Somit erhalten wir
die gewiischte Konvergenz. O

Lemma 4.3.8. Sei Upar > 0 und w @ [0,9maz) — [0,00) eine Losung der Diffe-
rentialgleichung (4.2). Dann ist T’ beschrinkt, falls n > 1 gilt.

Beweis. Nach Lemma 4.2.5 ist T" fiir ¢ — 0 beschrénkt, wir miissen also nur die
Beschrianktheit fiir ¥ — 9,4, nachweisen. Es ist

cos(Vmazx) cos(¥)
— = mar) <
sin(Ymaz) Crmaz < sin(19)
fiir ¥ € (0,9142). Aus Lemma 4.3.7 erhalten wir 0 < C7 < Cy mit

/
O < % < Oy
fir 9 nahe ¥,,4,. Sei C mit
4Cy
(n —1)ChazC?
beliebig und angenommen es gilt I' > C'. Wir berechnen, fiir 9 nahe 9,,4,,

" 12 2 /

sin \ w w? sin w

c >

12

coS w cos?\ w’
— 2w~ (- )2 (142 0 )+ -1 (14 25) 2

sin

sin
<2 .2 /
Swa'—C(n—l)ﬁw—z—i—(n—l) <1—|—C.Ob2) v
sin w sin® ) w
_ 12
< 20yt — C(n .1)cosw
2 sin w?
< 20wt — C(n — 1) cos C3w*
- 2sin
_ <202 ~C(n— 1?(:08012) »
2sin
_ 2
SYASCUSS S S0

Nach Annahme an C und mit w* > w? > %Iw kann I' > C nahe 1,,4:, durch
Argumente wie oben, nicht gelten. Somit ist I" nach oben beschrénkt. Da wir bereits
I" > 0 gesehen haben, folgt die Aussage. O
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Lemma 4.3.9. Sei Upar > 0 und w @ [0,942) — [0,00) eine Lisung der Diffe-
rentialgleichung (4.2). Ist n > 1, so gilt T — 1 fir 9 = 9pqe-

Beweis. Wir schreiben C; : [0, 01n42) — R, ¢ € N fiir Funktionen, die auf [¢g, $naz)
mit Yo € (0, pnae) beschriankt sind. Mit dieser Notation berechnen wir

" 12 2 /
F’z?ww’—(n—l)((i}—%)ﬁ—(l—&-cf)sz)w)
sin® /] w
cos? w”  w?\ wcos
2> -((1 —— =) ==
(w T )<( +sin2> (w wQ)w’sin)>
" 12
Cy +2w? — (n—1) v_ov w
w w? ) w’sin
.
<01+2<F—(n—1)<1—wc.°5)>
w sin

w’? W COS
— -1(1+—)(1Q+T
(n )< +w2>( * )w’sin>

e|8 |8 g8

! / / C’
_w <02 2n— DY (1 4 3}”)
w w sin w sin w
w'? cos Cow’
w? sin w

Hierbei haben wir verwendet, dass I" nach Lemma 4.3.8 beschrankt ist. Sei ¢ > 0
beliebig. Fiir I' > 1 4 ¢ erhalten wir

w/2

I'< —eC—5
w

fir ein C > 0 und nahe 9J,,4,. Gilt I' <1 — ¢, so erhalten wir

2
w

F/ > 5072
w

flir ein C' > 0 nahe ¥,,4,. Somit folgt I' — 1 fir ¥ — Ypaz. O

Lemma 4.3.10. Sei ¥4, > 0 und w : [0,9,4.) — [0,00) eine Losung der Diffe-

rentialgleichung (4.2). Falls n > 1 gilt, existiert ein 9 € (0, Vmaz), o dass FJ,” auf
[P0, maz) beschrinkt ist.

Beweis. Wir verwenden die Notation und die Rechnungen aus dem Beweis von
Lemma 4.3.9. Die Beschranktheit von Fwi,“, auf einem Intervall der angegebenen
Form, ist dquivalent zu der Beschrinktheit von

!

o= (-
Wir berechnen
=(1-T)(1+T) <1 + 1:]/22) —(n— 1)%(1 -I)+ Cijga + Cfuw/
=—(n— 1)1111:1011590 C;L;lz}& + Cor +Cs
- (04 —(n— 1)%90) %Ij + Csw’ + C5
2
(=)
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Somit folgt die Beschrénktheit von ¢ nahe ¢,,4,- O

5. DIE ZEITFUNKTION

In diesem Kapitel werden wir die Zeitfunktion einfithren und ihre Ableitungen be-
rechnen.

5.1. Grundlegende Eigenschaften und Ableitungen der Zeitfunktion.
Definition 5.1.1 (Zeitfunktion). Sei ¢ > 0, & C R™ offen und X : © x [0,00) —

R"*! ein rotationssymmetrischer, graphischer, homothetischer Expandierer, so dass
X (-, t) fiir alle t > 0 asymptotisch zu graph(R™ > z — alx|) ist. Wir definieren den
Kegel

K= {(#,2n41)"T € R 12,01 > a2}
und die Zeitfunktion T': K — (0,00) durch T(x) = ¢t mit « € im(X(-,1)).
Lemma 5.1.2. Die Zeitfunktion ist wohldefiniert.

Beweis. Wir verwenden die Notation aus Definition 5.1.1 und weisen nach, dass fiir
jedes z € K genau ein t > 0 mit x € im(X (-,t)) existiert. Sei x € K beliebig. Zu-
néichst zur Existenz: Sei ¥4, der Offnungswinkel des Kegels und w € C?([0, Ymaz))
die ¥-Parametrisierung von X (-, 3). Sei b : R"™* 5 @/ — §"~! C R™ wie in der
Herleitung von Differentialgleichung (4.2) eine lokale Parametrisierung der Sphére,
die ohne Einschréankung den gewiinschten Bereich der Sphére parametrisiert. Dann
erhalten wir aus Lemma 1.2.4

X(0,p.t) = w(ﬁ)@( b(lél;g()ﬁ) > .

Wiihle p € €, so dass |
x _ ( b(p) Sm(ﬁ(ﬂ)C)) )

|z cos(d(x)
Wir setzen
|z
ti=—F—F=>0
2w(d(x))?
und erhalten die Existenz. Die Eindeutigkeit folgt direkt aus der strengen Monotonie
von t — v/2t. O

Bemerkung 5.1.3. Wir werden nun stets annehmen, dass ein Kegel K der ange-
gebenen Form und der asymptotische, homothetische Expandierer X fest gew&hlt
sind und nur noch von der Zeitfunktion reden. Die Funktion w soll dabei die ¥-
Parametrisierung von X (-7 %) sein. Durch die Rotationssymmetrie fassen wir die
Zeitfunktion auch als Abbildung der Form

T:(0,00) X [0,%maz) = (0,00), (r,¢)— T(r,9)
auf.
Aus dem Existenzbeweis in Lemma 5.1.2 erhalten wir folgendes:
Korollar 5.1.4. Die Zeitfunktion T : (0,00) X [0, Vmaz) — (0,00) ist durch

7“2

T(r,9) = W

gegeben.
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Lemma 5.1.5. Die Ableitungen der Zeitfunktion T : (0,00) X [0, %maz) — (0,00)
sind durch

27 (r,9) T
T (r,9) = = ,
0, T(r,9) r w()?
27(r,9) 1
2 _ V)
0:T(r, ) = 2 = 2
r2w’ (V)
T(r,9) = ——~
819 (Tv ) ’LUQg)?’,
/ 19)2 w//(ﬂ)
2 _ 2 w'( _
T09) = (3555 - S
gegeben.
Beweis. Direktes Nachrechnen mit der Formel aus Korollar 5.1.4. O

6. BARRIERENEIGENSCHAFT

In diesem Kapitel werden wir die notigen Begriffe einfiihren und untersuchen, ob
F(-) = —log(T(-)) eine 2-logarithmisch homogene, a-selbstkonkordante Barrieren-
funktion zum Kegel K ist.

6.1. Definition von F' und die Barriereneigenschaft.

Definition 6.1.1. Sei T : K — (0,00) die Zeitfunktion auf dem Kegel K. Wir
definieren F': K — R durch
F(z) :== —log(T(x)).
Wie bei der Zeitfunktion werden wir F' auch als Funktion
F:(0,00) x (0,9maz) = R, (r,9) = —log(T(r,))
auffassen.

Die nachfolgenden Definitionen sind aus [3] entnommen. Sei @ C R™*! hierfiir stets
offen und konvex.
Definition 6.1.2 (a-selbstkonkordante Barrierenfunktion). Sei @ > 0 und F' :
Q — R. F heifit a-selbstkonkordant, falls F konvex ist, F' € C3(Q;R) und
2 3
3 2
|D?F(x)(h, h, h)| < NG (D*F(x)(h, h))*

fir alle x € Q, h € R**! gelten. F heift stark selbstkonkordant, falls F zu-
satzlich eine Barriere ist, also F(x) — oo fir x — 0Q erfiillt ist. Hierbei ist der
Grenzwert so zu verstehen, dass fiir jede Folge (z,,)men C K, die gegen ein x € 0K
konvergiert, F'(x,,) — oo fur m — oo gilt.

Bemerkung 6.1.3. In der konvexen Optimierung spielen 1-selbstkonkordante Bar-
rierenfunktionen, die

|DF(z)(h)|> < C D*F(z){h,h)

fiir alle z € K, h € R und mit einem C > 0 erfiillen, eine wichtige Rolle.
Definition 6.1.4 (A\-logarithmische Homogenitét). Sei @ zusétzlich ein regulérer
Kegel, also ein konvexer Kegel mit Cc:? # () und

reQ = —x¢&qQ.
Sei A > 0. F: Q — R ist A-logarithmisch homogen, falls

F(cx) = F(x) — Alog(c)
fir alle z € @, ¢ > 0 gilt.
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Lemma 6.1.5. F : K — R ist 2-logarithmisch homogen. Insbesondere ist K ein
reguldrer Kegel.

Beweis. Nach unserer Wahl des Kegels K = {(2,z,41)T € R*™! @ 2,1 > a|2|},
fiir ein @ > 0, ist K reguldr. Seien ¢ > 0 und =z € K beliebig. Nach Korollar 5.1.4
ist

C2 T 2 T 2
O

6.2. Konvexitat von F'.

Bemerkung 6.2.1. Nun wollen wir zeigen, dass F' konvex ist. Um die Rotations-
symmetrie zu nutzen, fiihren wir die Ableitungen von F' in kartesischen Koordinaten
auf Ableitungen beziiglich r und ¥ zuriick. Wir werden die Notation & = ﬁ fiir

x # 0 verwenden. Damit gilt ¥(z) = arccos Zp+1. Auberdem setzen wir fiir z # 0

x2
n _
o(x):=4/1— )2 =4/1-z2 .

Da Z,4+1 = cos(¥(x)) gilt, erhalten wir o(x) = sin(¥(x)) fir z € K. Wir werden
auch |z| = r(z) = r schreiben.

Durch die Rotationssymmetrie ist die Differenzierbarkeit von F' auf der e,,1-Achse
nicht klar. Wir definieren K := {z € K : |&| # #,11} und betrachten die Ab-
leitungen von F zunichst auf K. Schlieflich leiten wir die Differenzierbarkeit von
F auf ganz K mit nachfolgendem Hebbarkeitssatz, den wir ohne Beweis aus [4]
entnehmen, her.

Lemma 6.2.2. Sei Q C R offen mit 0 € Q. Seien f,g : Q@ — R stetig und f in
O\ {0} stetig differenzierbar mit f' = g in Q\ {0}. Dann ist f in ganz Q stetig
differenzierbar und es gilt dort f' = g.

Wir méchten zunéchst die ersten beiden Ableitungen des Polarwinkels bestimmen.

Lemma 6.2.3. Seien x € K und h,w € R"t1 beliebig. Dann gelten fiir
,j=1,...,n+1
ZiZnt1 — Oint1
9, (x) = 2ot — Tindl
(@) ro

b

72 — —_
T2 1% — Tpg10jny1

Uj<x) = ro ’
Tn 161" +-f16n 1= Sjii"f'ﬂ 1 +-f51n 1
iy () = Tt 0 £ IOyt ST Tt 0
reoc
(6int1 — TiTpy1) (T2 1Tj — Tng10n41)
r2g3 ’
jn+1<§77 h> - thrl
0 h) =
(Vo (), ) RS
<v0($> h> — j727,+1<§j7h> B jn+1hn+1
) ro )
fn+1<h7 w> + wn+1<f’ h> — 3‘fn+1<j7 h> <E7 w> + thrl <"Ev ’LU>

r2o

(hnt1 — Tnt1(T, ) (.f%+1<i‘, w) — i‘7z+1wn+1)
+ r2qg3
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Beweis. Wir nutzen

1
— arccos ¢ = —
dep 1— 2
fiir —1 < ¢ < 1 und erhalten
Tn+41 . _ TiTn41 _
_ 2 [z] |x‘51"+1 |z TiTp41 — 6in+1
¥;(x) = O; arccosT = — — = — 5 = .
1 _ T |z|?20 ro
[]?
Des Weiteren ist
B Tnp 2 2 o
oi(z) = 1% 2zPaaiabiee — 27200 Tha % — Tagabing
/ 2 o 2|z|te ro
und damit
€T;T 1 0; 1
(o) = 9y (Hmet — Sine
[z[*0 zlo

zjo
l‘n+15ij + J,‘i(Sj n+1 TiTp41 (3$J|IE‘U + |1’|30j) 5in+1 (ﬁ + |l‘|0’j>

|z|30 |x|602 |x|%20?

_ Tpy10ij + b1 — 3TiTiTng1 + Tj0int1 n (Oin+1 — TiTpt1) 0

rio ro?
Mit der Formel fiir o; ergibt sich die behauptete Gleichheit. Die letzten drei Formeln
folgen direkt durch Einsetzen in die schon hergeleiteten Gleichungen. (]

Nun driicken wir die Ableitungen von T in kartesischen Koordinaten durch Ablei-
tungen beziiglich  und ¢ aus.

Lemma 6.2.4. Sei z € K beliebig. Dann gelten firi,j =1,...,n+ 1

Ty(x) = 05T, + 2%
0,09 (x) = O3T0; + zaﬂgxi,
Ty (x) = 0;09T0; + D9 TVs5 + o Tidi ET% B 4Tiixj .
und damit
(VT (), h) = 09T (V9 ) + 2@7
(V09T (x), by = O3T(VI, hy + 2 w 7
DT(w) (h, w) = (VOT, w)(V9, h) + T D*D(h, w)
4 oV )3, h) +2T<h;w> _4T<5c,h>2<x,w>7
r ; g

fiir beliebige h,w € R"T1,
Beweis. Es ist
Ti(x) = 09TY; + 0. Tr;.
Wir verwenden
T
oy T(x) = 2—(:6)
r

aus Lemma 5.1.5 und r; = 7 um die angegebene Formel zu erhalten. Aus Lemma

5.1.5 folgt auch

T
0r09T = 2—819 .
T



Somit gilt
0 T i
0:09T (x) = 2T; + 0,99 Tr; = O3T0; + 22011
Die dritte Gleichung folgt durch das Differenzieren der ersten Glelchung. Die letzten
drei Gleichungen folgen direkt durch Einsetzen in die ersten drei Gleichungen. [J

Bemerkung 6.2.5. Es ist anzumerken, dass 997" und 937 aus Lemma 5.1.5 und
¥4, ¥4; aus Lemma 6.2.3 bekannt sind. Durch Lemma 6.2.4 sind die Ableitungen
der Zeitfunktion in kartesischen Koordinaten also vollstdndig bestimmt. Auferdem
ist zu beachten, dass im Allgemeinen 0;091" # 0yTj; gilt, da 0y und 0; nicht kom-
mutieren.

Nun kénnen wir die ersten beiden Ableitungen von F' in kartesischen Koordinaten
angeben.

Lemma 6.2.6. Sei x € R beliebig. Dann gilt firi,j=1,...n+1

_n T ;

4

(8 819T19 + aﬁTﬁ” + 2T i + T(Slj . 4T$Z;L'j>

r

und damit

D2F(2)(h, w) <V§ ) (a T(V9, h) +2T<; h>>

_ %(waﬂ, W) (V9 h) + BT D2 (h, w)
ST W)@ ) | Tthw) 4T<£,h><§:,w))

r 72 72

fiir beliebige h,w € R 1,

Beweis. Direktes Nachrechnen mit Kettenregel, Produktregel, den Formeln aus
Lemma 6.2.4 und F' = —log(T). d

Lemma 6.2.7. Seien x € K und k € N beliebig. Dann gilt

Dria) = et ().

falls eine der beiden Ableitungen existiert.

Beweis. Wir verwenden Lemma 6.1.5. Sei p € K zunéchst beliebig. Setze ¢ =
|9L’10| = const. in der 2-logarithmischen Homogenitéat. Dann folgt

1
WDkF (|x|) — *DFP(ex) = D (F(cx)) = D* (F(z) — 2log(c)) = D*F(x).
Zo i)

Mit der Wahl x¢ := z erhalten wir die Aussage. (]

Bemerkung 6.2.8. Nach Lemma 6.2.7 sind die Konvexitdt von F' und die a-
Selbstkonkordanz unabhéngig von |z|. Deshalb werden wir nur noch z € S" N K
betrachten. Um die strikte Konvexitit von F, also D?F(x){y,y) > 0 fiir beliebige
r €S"NK,y € R\ {0}, nachzuweisen, werden wir y beziiglich einer, von x ab-
héngigen, Orthonormalbasis des R™t! darstellen. Hierfiir testen wir die Ableitungen
im néchsten Lemma zunéchst mit den Basisvektoren.
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Lemma 6.2.9. Sei z € S" N K beliebig und =+ € span(z, en41) mit (z,xt) =0,

|zt = 1 und (xt,e,41) > 0. Des Weiteren sei h € span(z,eni1)t mit |h| = 1
beliebig. Dann gelten mit unterdriickterm Argument 9(x)
(VF(z),z) = -2,

(VE(@),at) = -2,
(VF(x),h) =0,
D?F(x)(z,z) = 2,

D2F(z)(z,2%) = 22,
w
" 12
D2F(z)(zt oy =2 (L Y
@atat) =2 (- 25 1)),
/
D2F(z)(h,hy =2 [ L5 4
()(h, ) (wsm ’

D*F(x){(z,h) =0,
D?F(z)(x*, h) = 0.

Beweis. Fiir die Rechnungen verwenden wir die Formeln aus den Lemmata 5.1.5,
6.2.3, 6.2.4 und 6.2.6, ohne an jeder Stelle explizit auf diese zu verweisen. Durch
die Rotationssymmetrie von F' konnen wir ohne Einschrankung

z = (sin(9), 0, ...,0,cos(9)) "
fir ein 0 < ¥ < Y4, annehmen. Dann ist
xt = (= cos(19),0, ..., 0,sin(0))T.
Es gelten (z,z) = 1 und

(Vi (z),x) = (T, 2)Tpt1 — Tng1 _ Tl = Tng1 0,
g o

D20() () = oL + Tn1 = 3Tnat + Tngr (@41 = Tna1) (@hg0 — Tng0) 0.

Damit erhalten wir

und

(VT, z)

D2F (@), 7) = 2™ (0T(V9,2) + 2T {z, 2)) - %((V%T, 2)(V0, )

+ 99T DIz, ) + 2(VT, )z, ) + 2T(z,z) — ATz, x>2)

(VT, z) (VT,z) - T
T T
Es gelten
(VO(x),at) = -2 = -1,
o
sin 0
D29 (x)(x, xt) = —ts= 1,
(VT(2),2%) = 09 T(VVI,xF) = —0yT,
09T _22’

w



Daraus folgt
F b= =—2—
(VF(@),zt) = 2
und

.
DQF(x)@U,a:L) = 7<VZ;’2 )

- %((V&gT, YV, z) + 9T D9z, =)

(09T (VV,z) + 2T (x, x))

+2(VT, 2t ), @) + 2Tz, a*) - AT, 2)(z, "))

72&9T QT —20sT  9yT 23/
T T T Tw

AufBerdem gelten

cos  cossin®

D2 i iR — _ —
Hax)(x—,x™) - i 0,
(VOyT(x),xr) = 03T (VVI,xt) = —03T,
02T w'? w"

T g 9

T w? w
und damit

(VT,z+)

D2F(I)<IJ_, IZ?J_> = T

- %((V%T, 2L (VO, zL) + yTD20(at, 1)

(09T (VY zt) + 2T (z, 2))

+2VT, 2 Y @, 2b) + 2T (xt, 2 b) — 4T (2, 21 )z, xJ‘>)

aTZ 92T + 2T 2 2 "
_OT) 9T 27w ™ pw
T2 T w2 w2 w

w// w/2
2<wueQ~

Fiir h € span(z, e,41)" mit |h| = 1 gelten
hn+1 = <h,€n+1> = 07

(Vi(z), h) =0,
2 _ Tn41 _ COS
D20(w){h, ) = Tt = 2,
(VT(x),h) =0
und damit auch
(VF(z),h) =0
und
(VT h)

D2F(z)(h, h) = (D9T (VY. h) + 2T (x, h))

T2
- % (<vaﬁT, RY(V0, ) + 89T D>0(h, h)

+ 2(VT, h)(w, h) + 2T(h, hy — 4T {x, h){x, h))
T 4 9T /
_319 + :2<wcos_1>.

sin

T

w sin

Da fiir h € span(z, e,.1)*"
D*9(z){x,h) =0

27
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gilt, ist
VT, h
D?F(x)(x,h) = <T72> (09 T(VI, x) + 2Tz, z))
1
-7 (¢V05T, 1) (¥, 2) + 0, T D0z, )
£ 2VT, h) (&, z) + 2T (x, h) — 4T (=, z) {x, h>)
=0.
Da auch
(VOoyT(x),h) =0,
D?*9(x)(zt,h) =0
gelten, folgt die letzte Gleichungen durch eine identische Rechnung. O

Nun mochten wir dieses Resultat auf S” N K erweitern.
Lemma 6.2.10. Es gilt F € C3(K;R).

Beweis. Sei u die r-Parametrisierung des Expandierers und U(z) = u(|z|). Wir
mochten zunfichst nachweisen, dass z — (z,U(x))T eine C3-Einbettung ist, also
U € C? gilt.
Wir haben bereits U € C? gesehen. Durch direktes Nachrechnen erhalten wir fiir
,j=1,...,n

li
N et/ AT (SRt
Uij = u r2 Jrr((;” r2)'
Wir berechnen weiter fir k =1,....,n
TiTiTh Oik®i + 0ikx; TiTiTh
Ujr = v/ —2= ; —I—u”( et 5 JT ot Z;
r r r

u'z,  uwy T, u (x4 0k TiTj Tk
+ 2 .3 0y = =5~ )~ 2 -2
r r r r r r

’
" TiT Tk n (u,, u ) <6ik$j + ki + 04Tk, B 3$i33jxk> .

3 r2 v

Nach Lemma 3.1.2 konvergiert der erste Term fiir r — 0 gegen 0. Nach Lemma
3.1.1 konvergiert der zweite Term fiir r — 0 gegen 0. Wir erhalten also U, (x) — 0
fir  — 0 und dadurch mit dem Hebbarkeitssatz 6.2.2 auch U € C3.

Sei nun X : R™ x [0,00) = K der durch u parametrisierte zeitabhingige Expan-
dierer. Dann ist X (-, %) eine C3-Einbettung. Somit ist DX zu jedem Zeitpunkt
injektiv. Da auRerdem (X,v) = H > 0 gilt, ist die Matrix (DX, X) in jedem Punkt
(z,t) invertierbar. Nach dem Satz von der Umkehrabbildung ist X ein lokaler C3-
Diffeomorphismus. Da X bijektiv ist, ist X ein C3-Diffeomorphismus. Sei 7; die
Projektion auf die Zeitkomponente. Dann folgt

T:ﬂ'toXil ch,
da m € C™ gilt. Da T > 0 und log € C*((0,00)) gelten, erhalten wir auch
FeC3. O
Lemma 6.2.11. Die Funktion F : K — R ist strikt konvez.

Beweis. Seiy € R"T1\{0} beliebig. Nach Bemerkung 6.2.8 reicht es D2 F(x)(y, y) >
0 fiir € S" N K nachzuweisen. Sei zunéchst @ # e,41, also z € S" N K beliebig. Sei
rt € span(z, e,41) mit (z,21) =0, |21 =1 und (z*,e,41) > 0. Dann existieren
h € span(x, e, 1) NS™ und Ag, A2, A3 € R mit

y = Mz + doxt + Ash.
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Mit der Bilinearitit von D?F(z){-, ) und Lemma 6.2.9 erhalten wir
D?*F(z)(y,y) = AID*F()(z, z) + 2\ A D*F () (2, 2") + A3 D*F () (™, 2™)
+ A2D?F(z)(h,h)

/ " 12 /COS
:2)€+4/\1)\22+2)\§(ww—Zz—l)+2/\§<w. —1).

w sin
v <w’ cos _ 1) > 0.
w sin
Ist A3 # 0, so gilt sogar die strikte Ungleichung. Fiir die ersten drei Terme nutzen
wir Lemma 4.3.2 und erhalten

Nach Lemma 4.3.1 ist

/ " 12 / 12
N2 4 AN Ag + 202 <“’ S 1) > 202 A\ ho— + 203
w w w w

w2
w'\ 2
=2 <)\1 +>\2> > 0.
w

Ist Ay # 0, so ist die Ungleichung im ersten Schritt strikt. Ist Ay # 0 und A = 0,
so ist die Ungleichung im letzten Schritt strikt. Insgesamt ist die Ungleichung also,
ausser fiir \; = Ay = 0, eine strikte Ungleichung. Wir erhalten D?F(z)(y,y) > 0.
Da y # 0 gilt, ist mindestens ein \;, i = 1,2,3 ungleich Null. Wir haben bereits
gesehen, dass dann fiir einen der Summanden die strikte Ungleichung gilt.

Sei nun & = e,,+1. In diesem Fall verwenden wir die Lemmata 6.2.9 und 6.2.10 um

1 1 1
D2F(z) = 2 - diag | - 0) w0 -y w0 4,
w(0) w(0) w(0)
zu erhalten. Mit Lemma 4.2.5 folgt die Aussage. O

Bemerkung 6.2.12. Mit dhnlichen Methoden erhalten wir nicht nur die Konvexi-
tét, sondern auch, dass wir die zweiten Ableitungen wie in Bemerkung 6.1.3 durch
die ersten Ableitungen abschéitzen kénnen.

Theorem 6.2.13. Seien v € K und y € R"™! beliebig. Dann gilt
(VF(z),y)|* < 2D*F(2){y,y).

Beweis. Nach Lemma 6.2.7 kénnen wir wieder |z| = 1 annehmen. Wir zerlegen y
in

Yy = Az + )\QLL'l + Ash
wie in Lemma 6.2.11. Mit Lemma 6.2.9 erhalten wir

/

2 / 12
w w w
VF oM+ de— ) =4 (N F2000—+ 22— ).
OR@E =1 (M) =1 (2 + 3
In dem Beweis von Lemma 6.2.11 haben wir bereits

w’ w’  w? w’ cos
D?*F(x)(y,y) = 2)\3 + Aids— + 2)\3 (w — 7 1) + 273 ( - 1)

w sin

gesehen. Somit ist

w w

" /2 w' cos
2D F(a) )~ (V@) = 1 (0 - 2% —1) + a3 (252 1)),

w2 w sin

Mit den Lemmata 4.3.1 und 4.3.2 folgt also
2D*F(z)(y,y) — (VF(2),y)]* > 0.
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6.3. a-Selbstkonkordanz. Wir gehen wie bei der Konvexitét vor. Wir berechnen
zunichst die dritten Ableitungen von F auf K und testen dann D3F(z)(-,-,-) mit
x, ", h wie in Lemma 6.2.9.

Lemma 6.3.1. Seien z € S* N K und h,w,p € R™*1 beliebig. Dann gelten

1
D2a(@)(w,p) = — (241 (1,p) + 202, wW)ns1pns1 + 2@, D)1t

— Wn+1Pn+1 — 4<‘T7 w><x,p>xi+1)

 (Voup)({rw)ed, — i)
2
ag

DY) (hyw,p) = §(<h,w>pn+l + (I pnss = 321 w) (o, p)
= 3 W) P — 30, ) (@ 01— 30, ) o, 0

= 3w, ) (0, p)n 1 + 15z, ) (@, 0) @, P)n
+hn+l(< p) = 3z, w)(a.p)))

- ((h,w) (Vo,p)xni1 + (x, h){(Vo, p)wpi1

+ (b, p)(Vo,w)zn 11 + (2, h)(Vo, w)ppt1

+ 3(x, h)(x, w)(Vo,p)r,i1 + 3{x, h){z, p)(Vo, w)xnt1

+ &g, h) D20 (w, p) — 6(z, h)(z, w)(Vo, p)wni1

— 6{(x, h){z,p)(Vo,w)Tpnt1 — hnt1 (D20<w,p> — (z,w)(Vo,p)

— (z,p)(Vo, w))) + w«% R)Tpi1 — hng1).

)

Beweis. Wir differenzieren die Formel fiir 0; aus Lemma 6.2.3 und erhalten

2 2
0kt + 2220110k np1 — 205 %n4 105 nt1 — "0k 105 np1

oik(z) = .

(mjx,zﬂ_l - r2xn+1(5j na1)(@rao + rioy)
B r8o2 '

Da |z| = r = 1 folgt die angegebene Gleichheit fiir D20 (z)(w,p) direkt durch
Einsetzen. Nun differenzieren wir 9J;; aus Lemma 6.2.3

0ij0knt1 + 0ikbjnt1  (Tnt10ij + Tidjny1) (Brago + r3oy)
rio r6o2

((Sikxn+1 + Ok oni)(Smjra + 7"30']‘)
- 652

$i$n+1(36jkTU + 3:L‘j (T‘O'k + .i‘kO') + 3T:L‘k0'j + ’I‘3O'jk)
- rbo2

T Tpi1(3zjr0 + ri0;) (6rizgo? + 2rbooy)

254

ik TiT _ —
din+1 ((]T - JT,) 0+ Zjo, + Tpo; + mjk)
1252
_ dint1(Zi0 + ro;)(2zgo? + 2r? aak)
rigt

Viji(z) =

+
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Wir nutzen r = 1 und gruppieren nach %, 0—12, % um

1

Yiji(z) = p <5ij5k nt1 + 0ik0i ng1 — 3Tp41045Tk — 3T;Tk05 nt1 — 3Tpy1058T;5
— 30 n+1T:T5 — 3xixn+16jk — Sxixjxkxn+1 + 181‘1‘1’3‘3’,‘/@In+1 + 6; n+16jk
— 0int1TTk — 26; n+1$j$k)

1

-2 <$n+15ij0'k + 20 410k + Ok Tn410f + Ok ng17i0; + 3TiTp 1750k

+ 3xixn+1xkaj + TiTp4104k — 6$i$n+1xj0'k — 6xixn+1xk0j

— Oint1(zjor + K0 + 0jk) + O nt1(2x 08 + 23%%‘))

1
+ —3 (2$ixn+10j0k - 267, n+10j0k>
o
zu erhalten. Die angegebene Gleichheit folgt nun durch Einsetzen. ]

Lemma 6.3.2. Seien z € S* N K und h,w,p € R™*1 beliebig. Dann gelten

",/ " 13
ww w w
OT(x) =9—— = — — 12—,

w w w

(VOFT(x),p) = 05T (V,p) + 205z, p),
D0yT () (w, p) = (VOFT, p)(VD, w) + 3T D*I(w, p) + 2(V0y T, p){w, w)
+ 2619T<wap> - 4819T<£E, w> <$,p>,
D*T(z)(h,w,p) = D*0gT{w, p)(VV, h) + (VOyT,w)D*V{h, p)
+(VOyT,p)D*9(h, w) + 09T D*I{(h, w, p) + 2((VT,w)(h, p)
+ D*T(w, p){z, h) + (VT, p)(h,w)) — 4((VT, w)(z, h){z, p)
T, p) () + (VT p){, b (&, w) + T, w) (B, p)
+ T(w, h)(w,p)) + 16 T(z, h)(z, w)(z,p).
Beweis. Die Gleichheit fiir 937 folgt mit r = 1 direkt durch Differenzieren von 937
aus Lemma 5.1.5. Die zweite Gleichheit folgt durch
Q%Txk
2

ORO2T () = O3T ORI + D, 03Ty = OST I + 2

und 7 = 1. Fiir die letzten beiden Formeln differenzieren wir 0;0y71 und T;; aus
Lemma 6.2.4

0;09Tx; + 09T ;5 OyTx;
0;0:00T = O03T0; + OFT05 + 2110 T 0070 _ 4D e
Tijk = 8k8j819T191- + (9]'819T191‘k + 8k619T19ij + 819T19¢jk.
5iij + l‘iTjk + Tk&-j B 4($1Tj —+ Téij)xk
7«2 744
Thrix; + T(.I‘Z(Sik + xidjk) " 16T$ia;j$k
T T

)

+ 2

-4

und setzen ein. O

Lemma 6.3.3. Seien z € K und h,w,p € R"1 beliebig. Dann gilt
D3T(h,w,p) = D?>T(h,w){VT,p)+ D?T{(h,p)(VT,w)
— +
T T2
D*T(w,p)(VT,h) (VT h)(VT,w)(VT,p)
+ T2 -2 T3

D3F(x)(h,w,p) =
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Beweis. Durch mehrmaliges Differenzieren folgt

T;

Fi = T 5

() =
TT; T,

Falr) =~ =7

Tijk | Tij T + Ti Ty + Ty Ty [ TiT;Ty
szk(l’) = 7? + T2 -2 T3
und damit durch Einsetzen die Aussage. O

Lemma 6.3.4. Sei z € S* N K beliebig und x* € span(z, e,y 1) mit (z,z) = 0,
|zt = 1 und (z+, e,41) > 0. Sei auferdem h € span(z, e,41) mit |h| = 1 beliebig.
Dann gelten

1",/ " 13 /
D3F(z)(z*,at,2t) =2 <3w e S 2w> )
w

D3F(2)(a", by h) = (11;—12});0;+(1+$2>2>
D3F(x )(x x,h) =0,
D?F(x)(x, 2™, h) =0,
D*F(z)(z*, ", h) =0,
D3F(x )(h h,h) =

Beweis. Wir werden die Resultate aus den Lemmata 5.1.5, 6.2.3, 6.2.4, 6.2.6, 6.3.1,
6.3.2 und 6.3.3 verwenden ohne an jeder Stelle einzeln darauf zu verweisen. Aufser-
dem gehen die Rechnungen aus dem Beweis von Lemma 6.2.9 ein. Nach Rotation ist
ohne Einschrinkung = = (sin, 0, ...,0,cos)T. Damit ist 2+ = (- cos,0,...,0,sin)T.
Aus Lemma 6.1.5 folgt

D3F (z){ >*d—3F(t) fod—Bl (t) =4
R A PE R P 2 8 =1



Wir berechnen

(VT (), z)
(VT(x), ")
(VOyT(z),zr)
DT (x)(zt, zt)
)

)

)

)

2T (z,x) = 2T,
Dy T(VV,xt) = —9yT,
QAT (VY, xt) = —02T,
(VOuT(x),21)(VV,at) + 2T (v, at) = 93T + 2T,

, X

DT (z)(x, xt) = 0yTD*9(x, xt) + 2(VT,zt) = —9yT,
(Vo(x).z*) = x”j“ ~Tut1,
D29 (x)(x, zt) =

D?9(x)(xt, 2zt

221Tp41 — Tpnp1 (Do (at, ) — D¥o(xt, zt))

D39 (x)(x, xt, zt) = —233714rl + 3
o o
4 225 11 — 275

3

_2xn+1 + 2xn+1

g g g

=0,
D3T (x)(x, x, at) = 2(VOyT, x) + 2D*T (x*, 2t) — 4T
= —203T +203T + 4T — 4T =0

und damit

DT (xt, o) (VT, z) + 2D?*T(z, 2+ (VT, zt)

D3F(z){z,zt, zt) =

T2
(VT,x)(VT,xt)?
_9 =
_2T(03T 4 2T) + 2(09T)*  (99T)?
- T2 1
_ o (0T (9T)?
Dafirr=1
0T _
T w
02T w'? w'
- g— — 92
T w2 w

gilt, erhalten wir

2z " 2 2 "
D3F(x)<x,x{gcl>:2<6w_Qw_4w+2> 4(100_104_1)'

w? w
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Nun zur dritten Gleichheit. Es gilt

2 .2
(Vo(z),z) = Tnt1 ~ Tyl =0,
g

2 2 2 2 L 2
sin @, +x . + 305, —Tpp1D0(x, ) — 625

D39 : =-2—
(2)(z,z,0t) = —22% + -
n D2 , 1 + 2 0
yonDloatval, 0,
o

D*T(z){(x,z) = 2(VT,z) +2;f4T: 2T,
D20yT (x)(x,zt) = 03T + 2(VOyT,xt) = —93T,
(VoyT(x),x) = 20T,
D3T (z)(z, z, xt) = (VOyT, x) — 209T + 2D*T(x, 21)
+2(VT, %) — 4VT,zt)
= 209T — 209T — 209T — 209T + 40T
=0,

also ist

DT (x, 2 (VT,xt) + 2D*T (x, ) (VT, x)

D3F(z){(z,z,zt) =

T2
(VT,z+)(VT, z)?
_9 3
B TOyT T20sT 0T
=—6 T2 + 8 e =2 T
S
w
Des Weiteren ist
(Vo(z),h) =0,
D%Y(x)(x,h) =0,
x cos
D*Y(z)(h,h) = 2L = ==
() {h, ) = 2L = O
2 _ 2
D3 ( )<[L’ h h> {L'n+1 + xn+1D U<h7h> xn+1D U<h7h> +£ _ _2g
o o2 o3 sin

< T(x),h) =0,
2T(x)(h, h) = BgTD*0(h, h) + 2T = aﬂT@HT
3T(x)(x, h,h) = 09T D3V (x, h, h) + 2D*T (h, h> -

— 20,7 4 2619T@ —0
Sin

und somit

D3T{(x,h,h) N D?T{(h,h)(VT,z)
T T2
T !
:4+2819T .cos :4(1_w c.os).

sin w S1n

DPF(x)(x,h, h) =




Auferdem gilt

2 2 2

cos® —sin cos” sin .
D20 (z)(zt, zt) = . — 5 = —sin,
si 2 cos? — sin? sin cos?
D39(z)(zt, xt, 2t) = 370 4 S b =2,
o o2 o3

D20y T (x)(x",at) = (VORT, a) (VO, 2) 4+ 20T = 03T + 204T,
D3T (z)(zt, at, at) = —D20yT(xt, xt) + 20T + 4(VT,zt)
= 03T — 40yT
und damit

B D3T (z+, 2+, 2t) D*T{(xt, 2 (VT, zt)

D3F(z){zt,xb xt) = T +3 Tz
VT2
-
_ 8§T + 40T 3819T(3129T +2T) 5 (0yT)3
- T B T2 T
Dafirr=1
8§T w//w/ w/// wl3
- =1 —2— — 24—
T 82 w w3
gilt, folgt
1", " 13 / / 12 "
D*F(x)(at, ot 0ty =180 2% 9qW g 6% (Y 2% 1o
2 w w3 w w w? w
,w/3
e
<3 w//w/ w/// 2’11}/3 N 2w/>
B w2 owwd w
Wir berechnen weiter
<VCT(:]C), h> = 07
D?9(x)(xz*, h) =0,
2 2
D20 (x)(h,h) = = = %
o
i sin D20 (h, h 0 52
D319(x)<xL,h,h> — % + w + — = 14+ %’
o o o sin

D23y T(2)(h, h) = O2TD>*9(h, h) + 20T = 8§T? +20,T,
111

D3T(z)(x*, h,h) = —D?0yT{(h, h) + yTD3*I(x", h, h)

2
— 0T (55 1) - BT

sin sin

und

3/l 2 1
D*F(z)(a*, b h) = D T(xT,h,h> n D T<h,i§22<VT7x )

B 93T cos ( cosz) 09T (0yT)? cos 5 09T
— - = _

T sin T T2sin T

w?  w"\ cos cos?\ w’
=2 s B + {1+ — 3]
w w Sin S w
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Es gilt
(VT'(z),h) =0,
D*T(z){(x,h) = 9T D*I{z,h) =0,
_ 2 2
DP9 (o, by = O 4 Entr Dol ) + Znp1D olwh) [ O _y,

DT (x)(z, 2, h) = (E)rquD?’ﬁ(%x, hy = 0,0
also folgt
D*F(x){z,x,h) = 0.
Es ist
D2T(z){(z", h) = 9yTD?9(z*, h) = 0,

0 —x, D%zt h ni1D?c(zt Ry 0
D)ot ) = 4 et DO E o DR ) O

(V9T (). ) = 0 ’
D3T(x){z, 2, h) =0

und mit den vorherigen Rechnungen
D3F(x){x,z h) =

Auferdem gelten

also auch
D3F(x){z*,z*,h) = 0.
Die letzte Gleichheit folgt mit

DOF(@)(h b by = — L@ k) 9o TD*0(w)ih, by )

=0.
T T

O

Lemma 6.3.5. Sei z € S” N K beliebig und x* € span(z, e, 1) mit (z,z) =0,
|zt =1 und (zt,e,41) > 0. Seiy € span(z*)* beliebig. Dann gilt
2 3
(D*F(2)(y,y,9))” <4 (D*F(z)(y,))" -
Bewets. Wir schreiben
Yy = >\1£C + )\Qh

mit A1, Ay € R und h € span(z,z+)* mit |h| = 1. Ist A\; = 0, so folgt die Aussage
aus den Lemmata 4.3.1, 6.2.9 und 6.3.4. Ist A; # 0, so kénnen wir mit % reskalieren
und damit ohne Einschrinkung

y=x+A\h
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mit A = ’A\—’;‘ betrachten. Aus den Lemmata 6.2.9 und 6.3.4 erhalten wir
D2F(x)<y, y) = DQF(x)@:, x) + 2/\D2F(x)<x, h) + )\2D2F(x)(h, h)

!
— 24 2)2 (w COS—l),

w sin
! / 2
(D*F(@)(y,y))" =8+ 2433 (7«; - 1) o (w ) 1)

w S1n
/ 3
+8AC <“’ 8 1) ,

D3F(z)(y,y,y) = D3F(z)(x,z,2) + 3AD*F () (z, z, h) + 3\2D3F(x)(x, h, h)
+ AD3F(z)(h, h,h)

/ 5
— 4 12)2 (w o8 —1),

w sin

/ / 2
(D*F(2)(y,y,))° = 16 + 96 <1fu§1(: — 1) 414404 (w cos 1) _

w Sin
!
w’ cos
T = — —1
w sin
und berechnen

4(D*F(x)(y,1))" — (DPF(2)(y,y,9))" = 16 (1 — 3\*72 + 2X°7%) = 16p(p)

Wir definieren

mit g = A%7 und p(z) = 1 — 322 + 223. Aus Lemma 4.3.1 folgt > 0. Nun weisen
wir nach, dass p(z) > 0 fir > 0 gilt und erhalten daraus die Aussage. Es ist

p(z) = (20 + 1)(z — 1)
Somit ist x = 1 die einzige positive Nullstelle von p und diese hat Vielfachheit 2.
Da p(0) =1 > 0 folgt p > 0 auf [0, c0). O

Lemma 6.3.6. Sei x € S" N K beliebig und x+ € span(z, en41) mit (z,z) = 0,
|zt = 1 und (z*,e,41) > 0. Sei n > 1. Dann existiert eine, von = unabhdngige,
Konstante C' > 0 mit

(D*F(x) (ot 2)) < C (D2F(x) (@t ab).

Beweis. Die rechte Seite ist fir z € S N K nach den Lemmata 4.2.5, 4.3.2 und
6.2.9 gleichméfig durch ein ¢ > 0 nach unten beschréankt. Somit erhalten wir die
Aussage, durch die Stetigkeit beider Seiten, auf jeder kompakten Teilmenge des
Kegels. Es geniigt also die Beschrénktheit von

(D3F(z)(z*, a2, xJ->)2
(D2F(x)(x*,a))’
fiir ¥(z) = Ymas nachzuweisen. Wir verwenden wieder

!
r:w2+(n1)(1wcos)

w sin

und berechnen

w/w//

w" = = (2w’ + dw'w” + 2(ww’ + w'w")T + (w? + w?)[') —
w

gl—elr

(2ww’ + 3w'w” + 2(ww' + w'w”)L + (w? + w?)I’).
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Mit Lemma 6.3.4 folgt
13 ! ! 1 12
D*F(x)(at, ot at) = —2 (2“)‘3 +2 (w + 22 ) I+ (1 + “’2> F’) .
w w w w
Des Weiteren erhalten wir aus Lemma 6.2.9
5 | n w/2 w/2
D*F(x){x—,x >:2<w2—|— <1—|—w2)F>.

DaT nach Lemma 4.3.9 fiir 9 — ¥,,,4, gegen 1 konvergiert, reicht es die Beschrankt-
heit von

(D3F (z)(zt, 2™, mJ-))2 wb
w'6
nahe 9,4, nachzuweisen. Mit der Youngschen Ungleichung erhalten wir, mit vari-
ierendem c > 0,

5 w'® w w'w' 2 w'? 2
(D*F(z)(z®,at,2") <c| —5 + ( +— ) r?+ <1 + 2) "2
w w

- wé  w? w w

16 w/2w//2 wl4 P
¢ (wﬁ Tttt )
— T+ IT+111,

da I" nach Lemma 4.3.8 beschrankt ist und % > 1 nahe ¥,,,,, gilt. Die Beschrankt-
“’,i ist klar. Nahe ¥4, gilt

w

heit von I

IIwG B w2w'"™ B (w2+2w’2+(w2+w’2)F)2
W

w' - w't <C
fir ein C' > 0, da I' beschrénkt ist und ;7 — 0 fiir ¥ — Y42 nach Bemerkung

4.3.4 gilt. Auferdem gilt nach Lemma 4.3.10 nahe 9,4,

w6 w21‘\/2
IIIW = w'2 S C

fiir ein C' > 0. Da alle Summanden nahe #,,,, beschrankt sind, zeigt dies auch die
Beschrianktheit von
(D3F(z)(z*, a™, xJ->)2
(D2F (z)(at, at))’
und damit die Aussage. O

Lemma 6.3.7. Sein = 1. Sei x* firz € S'NK das Element von S' mit (x,z) = 0
und (x+, es) > 0. Dann ist

(D?’F(x)@cJ-, 7+, xJ->)2
(D2F()(z*, +))”

nicht unabhdngig von x beschrinkt.

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 6.3.6 erhalten wir
13

! ! 1 12
D3F(x)zt,zt ety = 2 (2% o (L 28 Vg (142 )
w3 w w? w?

und

D?F(z)(z*,zt) = (W + (1 + “}/2) r) .
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Da fiir n = 1 gilt, dass I' = w? und IV = 2ww’ > 0, erhalten wir fiir ein C' > 0

2
> w/Qw//2

(D3F(m) (z*, zt, :cl‘>)
und
(D*F(z)(zt, xl‘>)3 < Cw'®

nahe 9,,4.. Da

w/Qw//Q w//2 w/41—\2 FQ 9
— = — 2 Y = —F = w
G Wt T wwt T w2
unbeschrinkt ist, folgt die Aussage. O

Theorem 6.3.8. Seix € S" N K beliebig und n > 2. Dann ezistiert ein C > 0, so
dass

2 3
(D°F(2)(y,y.9))" < C(D*F(z)(y,))
fiir alle y € R™+L gilt.
Beweis. * Nach Lemma 6.2.11 ist D?F(x)(y,y) > 0 fiir y € S”. Fiir eine kompakte
Teilmenge K; C S™ N K erhalten wir also ein Konstante ¢ > 0, so dass fiir z € K;

und y € S"™ auch D?F(x)(y,y) > c gilt. Hierfiir verwenden wir F' € C3 aus Lemma
6.2.10. Somit reicht es die Beschréanktheit von

(D3F(2)(y,y,))°
(D2F (2)(y,))°

fiir 9(x) = Ypmae zu zeigen. Wir verwenden ', h € S wie in Lemma 6.2.9 und
stellen y € R™*! durch

Y= Mz + Aoh + Agzt

mit A1, Ao, A3 € R dar. Ist A3 = 0, so folgt die gewiinschte Abschétzung aus Lemma
6.3.5. Wir kénnen nach Division durch Az also ohne Einschrénkung

y=Mz+h+at =24zt
annehmen. Damit berechnen wir
(D*F(@)(y,1))" = (D*F(2)(2,2) + 2D*F(2)(z,2*) + D*F(w)(a*, a*))”
S(I 4211 +111)3
(D*F(@)y.3.9)" < e ((D*F@)(z.2,9)" + (D*F(@)(z 2,04)
+ (D3*F(z)(z, 2™, :L'J'>)2 + (DSF(z)@J‘,xJ‘,xJ‘))z)
=c-(I'+II'+ 11T+ IV')

fiir ein ¢ > 0. Wir weisen darauf hin, dass I, II’, ITI' und IV’ nicht als Ableitungen
zu verstehen sind. Mit den Lemmata 6.2.9 und 6.3.4 berechnen wir fiir ¥ nahe 9,42

IDer Beweis entspricht nicht der urspriinglichen Version. Die Begriindung fiir die Abschétzung
(I +2IT+1II)3 2 I3 + IIT? wurde iiberarbeitet.
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mit positiven Konstanten ¢y, crrr, crpr und cyppr

3
w' cos w'
r :8<A§+A§ (wsin —1)) >cr- (A‘;’+Agw3>,

13

3 3U}
II :8)\1$,
" 2 3 6
w w w
1”3:8<‘w2‘ ShCla

I = (\2D3F(2)(x, 2, 2-) + 2\ M D3 F(2) (2, hy ) + AZD3F () (h, h, o))

= (X2DPF(2)(z, 2,a") + A3D*F(x)(h, h, 2*))?

< 2(\2D3F(2)(x, z,21))" + 2 (\2D3F(2) (h, h, 2*))”
4w/2 4w/4

<crp - ()\1 w2 +/\2W s

11T = (M D3F(x)(z, 2, 2%) + Ay D3F (z) (h, 2t 2b))

w/4

2
= (MD*F(x)(z, 2, 2h)" < e - A?W.

Wir wollen
(I4+21T+ 111> c(I®+111%)

fiir ein ¢ > 0 nachweisen. Wir verwenden 2 fiir eine Ungleichung bis auf positive
Konstante. Es gilt (mit ' > ¢ > 0,daT > 0und I' — 1 fiir ¥ — ¥4, nach Lemma
4.3.9)

w

IIT / " 12

Die letzte Ungleichung folgt mit

12 12 / w/2

7N\ 2
5(A1+2‘;> +5%—A§—%:4A§+10A1%+9F

w2 w’
= (2/\1 —|—3) — 21—
w w

0.

v
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Fiir Ay > 0 folgt die Ungleichung aus der ersten und fiir Ay < 0 aus der zweiten
Zeile. Somit erhalten wir auch

!
I+ 21T+ IIT = 2)2 + 2)\2 <w €08
w S1n

1> + 21T+ 111

/ 12
> 272 4+ 222 (w s 1) L
w

w sin
12
w
> I+ 111,
da 12 12 12
i <1+“’2)F51U
w w w

nahe 9,,,4, durch die Beschranktheit von I' und % — 00 fiir ¥ — Y42 aus der Dif-
ferentialgleichung fiir w folgt. Nun erhalten wir mit der Monotonie und Konvexitét
von 0 < z + 22 die gewiinschte Abschitzung
(I+2IT+IIT)3 > (I+IIT)3 > 1341117
Somit geniigt es die Beschrénktheit von
'+ 1 + 111" +1V’'

I3+ 1113
nachzuweisen. Nach den Lemmata 6.3.5 und 6.3.6 kann I’ in I3 und IV’ in 1113
absorbiert werden. Es reicht also die Beschranktheit von

I+ 111
I3+ 1173
zu zeigen. Somit geniigt es ein C' > 0 mit
/3 16 12 14 14
6 6 W w LW LW QW
C le w/2 wl4 w/3 C ,LU/G ,w/4
_ 6 4 2 6 4
= (”1 o M A1w4> + (”%3 HERT %;4)

= 1"+ 11"
flir ¢ nahe Y¥,,4, zu finden. Wir wenden die Youngsche Ungleichung mit den Kon-
stanten 3 und % auf die negativen Terme in I” an und erhalten I"" > 0 fiir grofe
C. Des Weiteren gilt
13 13 /
no_w ¢ Cuw LW
Wir wenden die Youngsche Ungleichung mit den selben Konstanten auf den nega-
/3
tiven Term in der Klammer an und erhalten IT” > 0 fiir groke C, da “5 positiv
ist. Damit folgt die Aussage. O
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6.4. Starke Selbstkonkordanz.

Lemma 6.4.1. Die Funktion F : K — R ist eine Barriere. Es gilt also
F(z) > oo fir z— 0K.

Beweis. Sei x € OK beliebig und (z,,)neny C K eine Folge mit x,, — x fiir n — oo.
Da nach Definition F(x,) = —log(T(x,)) gilt, reicht es T'(x,) — 0 fiir n — oo zu
zeigen. Wir fithren eine Fallunterscheidung durch. Sei zundchst z = 0. Dann gilt
|z,| = 0 fiir n — co. Da nach Lemma 4.2.6 w’ > 0, also w(d¥(z,)) > w(0) > 0 gilt,
erhalten wir mit Korollar 5.1.4

0<T(xy) =

fiir n — oo.

Sei nun x # 0. Dann gilt ¥(z,) — 9(z) = Umae flir n — co. Aukerdem ist |z,| <
C fiir beliebiges n € N und geeignetes C' > 0. Da der durch w parametrisierte
Expandierer asymptotisch an den Kegel K ist, gilt w(d) — oo fir ¢ — Ynas.
Damit folgt

s <

2w(Hx,))? ~ 2w(Hxy,))?
fiir n — oo. In beiden Féllen gilt T'(x,) — 0, also F(x,) — oo fir n — oco. O

0<T(x,) = —0
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ANHANG A. WICHTIGE FORMELN

Hier wollen wir einige Formeln, auf die hiufig verwiesen wird, angeben um das Le-
sen der Arbeit zu erleichtern.

Ableitungen Polarwinkel und o:

2
_ TiTp41 — T Oint1

’191(1') - 3o )
i (z) = Tni10ij + Tibinp1 T (32570 +170;) N Sint1 (7 +r0;)
*J r3o r6g2 r2g2 ’
2
O'j(l') _ xjxn+l i xn+15jn+1

rio r2o

und fir . € S"N K, h,w,p € R**+!

1
D%(x)(w,p) = P (:EiH(w,p} + 2(x, W) T 1Pnt1 + 2(T, P)Tpp1Wnt1

— Wpt1Pny1 — 4z, W) <$,p>$i+1)
_ T wishi )
D39(z)(h, w,p) = %((h,w)pnﬂ + (h,p)wWpt1 — 3xTp41(h, w)(z,p)
3{x, h)(z, pywni1 — 3(h, p) (@, w)an 41 — 3z, h) (T, w)pn 41
= 3(x, h){w, p) w41 + 15(x, h)(z, w)(z, p)Tns1
+ hn+1<< p) = 3(z.w)(z,p)))

— 2 (00 0) (V0 D) + (2, 1)V, Pl
+ (h, p)(Vo, w)xn i1 + (2, h)(Vo, w)pni
+ 3(z, h){(x,w)(Vo,p)xnt1 + 3(x, h)(z, p)(Vo,w)Tpt11
+ T (@, hY Do (w, p) — 6(x, h) {2z, w)(Vo, p)ani1
— 6(z, h)(z,p) (Vo, w)Tni1 — hny1 (Do (w, p) — (z,w)(Vo, p)

= {z,p){Vo, w))) + w(mhmﬂ — hpg1).

(2

)

Ableitungen T

T
Txx):éhTWi+2gﬁz7

8;05T () = aﬁcm9+2al9 i

TSL’Z‘.’EJ'

Tij(x) = 6j819T19i + 879T19ij + 2 —4

.Z'iTj + T(Sij
r2 r4
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und fir z € S"NK, h,w,p € R**+!

(VO3T (x),p) = O3T(VV, p) + 205T (w,p),

D?0yT () {w, p) = (VO3T, p)(VI,w) + 03T D*I(w,p) + 2(VIyT, p){x,w)
+ 209T{(w, p) — 409T{x, w){x, p),

D3T(z){h,w,p) = D*09T{w, p)(VI, h) + (VIyT,w)D?*I(h, p)
+(VOyT,p)D*V(h, w) + 0yTD*I(h, w,p) + 2((VT,w)(h, p)
+ D*T{(w, p)(x, h) + (VT, p)(h,w)) — 4((VT,w)(z, h){z, p)
+ Tz, p)(h, w) + (VT p)(x, h)(z,w) + T{z, w){h, p)
+ Tz, h)(w, p)) + 16 T{z, h)(z, w)(z, p).

Quotienten von partiellen Ableitungen und 7"

Fiir z € S" N K gelten

OyT w’
= —2—
T w’
02T w’? w'”
D 6 _9—
T w? w’
agT w"w' w" w/3
T = 18— —2 — 24F
Ableitungen F":
Fiir x € S" N K gelten:
(VF(x),z) = -2,
w/
F Ly = —9—
(VF(z),at) = 2%,
(VF(x),h) =0,
D*F(z){x,z) = 2,
w/

D?F(z)(z,zt) = 2—,

D?F(z)(zt,zt) =2 E]wﬁ e 1) :
(

D*F(z)(x,h) =0,
D*F(z){z*,h) =0,



sowie

T;; TiiTy + Tl + Ti'T; T T
Fate =Tt Tt T Tl T,

’UJ2 w
D3F(x)(z, z,z") —4%,
D3F(z)(z, h, h) = 4 (1 f’ﬂ;‘f) ) |
D3F(2)(at, 2t at) = 2 (3“’w§” -2y 23) :
DPF(z) (b, h) = 2 ((w’j - “;JH) % < Cosz) Z}/) :
D*F(x )<$ z,h) =0,
D*F(x)(z, ™, h) =0,
D*F(z)(z",a", h) =0,
D*F(x )<h h,h) =

ANHANG B. 1-HOMOGENE KRUMMUNGSFUNKTIONEN

In diesem Abschnitt mochten wir andeuten, wie einige Resultate auf Expandierer
anderer Kriimmungsfunktionen erweitert werden kénnen.

Sei F eine 1-homogene Kriimmungsfunktion und X : R™ x [0,00) — R"*! ein
graphischer Expandierer mit Normalengeschwindigkeit F. Des Weiteren sei X zu je-
der positiven Zeit rotationssymmetrisch zur x,,41-Achse und asymptotisch an einen
(zeitunabhingigen) Kegel der Form

K={(&,2,1)" € R"™ 12,1 > a|2|}.

Wir wollen aufferdem annehmen, dass wir X beziiglichen dem Polarwinkel parame-
trisieren konnen. Sei w wieder die J-Parametrisierung des Expandierers.

In Lemma 1.2.4 haben wir nur die 1-Homogenitdt der mittleren Kriimmung ver-
wendet, das Skalierungsverhalten des Expandierers bleibt also unverdndert. Somit
kénnen wir die Zeitfunktion auch in diesem Fall durch

2
T(r,9) = "

2w2 ()
berechnen. Hiermit konnen auch die Ableitungsberechnungen fiir F' aus dieser Ar-

beit iibernommen werden. Fiir den Beweis von Theorem 6.2.13 benétigen wir aus-
schlielich die beiden Ungleichungen

w w
— —2— 2>1,
2
w w
w'’ cos
— > 1.
w sin

Die Ungleichungen sind sogar dquivalent zu der Behauptung in Theorem 6.2.13.
Fiir Lemma 6.3.5 bendtigen wir nur die zweite Ungleichung. Diese Eigenschaften
koénnen also durch nur zwei Ungleichungen fiir die ¢-Parametrisierung nachgewie-
sen werden. Das Vorgehen zum Beweis der a-Selbstkonkordanz kann nicht direkt
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iibernommen werden, da wir die konkrete Gestalt von w’” in Abhéngigkeit der
niedrigeren Ableitungen verwenden.

ANHANG C. OFFENE PROBLEMSTELLUNG

Fiir die konvexe Optimierung wére die 1-Selbstkonkordanz von F' wiinschenswert.
In Lemma 6.3.5 haben wir die geforderte Abschétzung bereits fiir beliebige z € K
und Testvektoren y aus einem, von = abhéngigen, n-dimensionalen Unterraum des
R"™*! gesehen. Ob die 1-Selbstkonkordanz auch fiir beliebige y € R™"™! gilt, ist
noch offen. Dies ist dem Vorgehen in Lemma 6.3.6 und Theorem 6.3.8 geschuldet.
Wir reduzieren die Aussage auf ein Beschrinkheitsargument nahe 0K, wodurch wir
weniger scharfe Abschitzungen fiir Losungen der Differentialgleichung (4.2) bend-
tigen, jedoch auch jegliche Kontrolle {iber die Konstante a verlieren. Nun miisste,
siehe Lemmata 6.2.9 und 6.3.4,

VA1, A2, A3 € Rt @3(A1, Ao, A3)? < 4Po(A1, A2, A3)?
mit

/ " 12 / .
By(A, Aoy Ng) = 202 A do e 1222 (L -2 g a2 (52 g,
w w w2

w sin

/

12 "
B3( A1, Ao, A3) = —4AT + 12003 <w2 -2 1> —12220, Y
w w w

l 1", " /3 /
+ 120,02 <1 -z C,OS) +2)3 <3“’§" R - 2“’)
w S11 w w w w

w?  w”\ cos cos?\ w’
+6A N ((—5—— ) =+ (1+— ) —
w2 w /) sin sin w

fiir Losungen w der Differentialgleichung (4.2)
w? + 2w + (w? + w'?) (w2 Y (n—-1) (1 _w cos))

w sin
"
w =

w
nachgewiesen oder widerlegt werden. Nach Reskalierung beider Seiten ist dies dqui-
valent zu

V(/\l, )\2, )\3)T € S2 : q’g(/\l7 )\2, )\3)2 <4 (I)Q(/\l, )\2, )\3)3.
Eine numerische Untersuchung dieser Bedingung fiir (A1, A2, A3)T € S? und 9 €
[0, ¥ maz) erscheint gut durchfiihrbar.
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