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2 0. VORBEMERKUNGEN

0. VORBEMERKUNGEN

0.1. Warum betreibt man Mathematik?
Nach http://www.maths.monash.edu.au/ .

e Die Welt um uns verstehen (Bewegung der Sterne, Sonnenprotuberanzen,
schwarze Locher, Wasserwellen, Windhose, Buschbrénde)

e Systeme modellieren und verbessern (Verkehrsleitsysteme, Logistik fiir Con-
tainerschiffe, Borse, Produktion, Medizin)

e Die Schonheit in der Natur untersuchen (Seifenblasen, Symmetrien in Son-
nenblumen oder geometrischen Mustern, Fraktale, Wassertropfen)

e Mathematik kann, darf und soll man ebenso als Kulturtechnik betreiben,
weil sie einen auch ohne konkrete Anwendung fasziniert; so, wie andere
einen Berg deshalb besteigen, weil es ihn gibt (Mt. Everest), oder, um sich
daran zu erfreuen, ein Buch lesen, Musik horen oder selbst musizieren.

0.2. Analysis in der Mathematik. Analysis ist eine Grundvorlesung, deren In-
halte beinahe {iberall in der Mathematik wieder auftauchen werden, und daher ein
guter Einstieg in die Mathematik.

0.3. Zur Mathematik hinter den Umschlagbildern.

Seifenhdute. Seifenhaute bilden sich so, dass ihre mittlere Kriimmung H proportio-
nal zur Druckdifferenz zwischen den benachbarten Kammern ist. Mehrere Seifen-
h&ute treffen sich nur in Konfigurationen mit einem ganz speziellen asymptotischen
Verhalten: Drei Seifenhdute mit 120°-Winkeln entlang einer Geraden oder sechs
Seifenhéute in einem Punkt in einer Konfiguration mit Tetraedersymmetrie. Ist u
eine Funktion, deren Graph vorgeschriebene mittlere Kriimmung f hat, so gilt die
nichtlineare partielle Differentialgleichung

2 (x)

14 i:l(%(:c)f

= f(z,u(z)).

- "9
H=g"hj=) -
P ox \/

In Differentialgeometrie und Partiellen Differentialgleichungen werden Fragestellun-
gen aus diesem Bereich untersucht, beispielsweise hier in meiner Arbeitsgruppe.

Mandelbrotmenge. Betrachte die Folge (2,)neny C C mit 29 = 0, 2,41 = 22 + ¢
fiir ein festes ¢ € C. Das untere Bild des Umschlags erhélt man nun wie folgt:
Man farbt alle ¢ € C, so dass die zugehorige Folge beschréinkt bleibt, schwarz. Fiir
andere ¢ € C wihlt man Grauwerte entsprechend der Anzahl der Iterationen, bis
die Folge betragsméfig 2 {iberschreitet. Die Menge aller schwarzen Punkte heifit
Mandelbrotmenge. Sie ist abgeschlossen. Kenntnisse in Funktionentheorie und Dy-
namischen Systemen sind Grundlage fiir das Verstdndnis solcher fraktaler Mengen.

0.4. Literatur. Wir orientieren uns an [4], was an [3] orientiert ist, aber auch an
[1,2,7,8], empfehlen weiterhin [6,10] und benutzen manchmal [11].

0.5. Motivierendes Beispiel. In der Vorlesung werden wir uns langere Zeit mit
Grundlagen beschéftigen. Dies ist nétig um unserem mathematischen Gebéude ein
solideres Fundament geben zu konnen als Sie es vermutlich aus der Schule kennen.
Um trotzdem jetzt schon einen Eindruck geben zu kénnen, was in Analysis passiert,
starten wir mit einem motivierenden Beispiel, das auf Schulkenntnisse zurtickgreift.

Nicht schlimm, wenn Sie Dinge hier noch nicht verstehen, weil Sie etwas nicht in
der Schule hatten. Es reicht, wenn Sie die Dinge verstehen werden, wenn wir die ent-
sprechenden Konzepte wie Konvergenz und dergleichin in der Vorlesung behandelt
haben werden.
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Ein Vorgehen wie hier besprochen kann man nutzen, um die Existenz von v/2,
also einer Zahl a € R mit a > 0 und a? = 2, zu zeigen.

Beispiel 0.5.1. Sei xg € R mit zg > 0. Definiere rekursiv/nacheinander fir n €
N=1{0,1,...}

1 n 1

— 4+ -z,

Ty, 2

Dann konvergiert die Folge (,)nen C R gegen v/2, x,, — v/2 fiir n — oo, d.h. fiir

n — oo kommt z,, der Zahl v/2 immer néher.

T+l =

Beweis. Wir zeigen dies in mehreren Schritten.

(i) Es gilt x,, > 0 fiir alle n € N: Fiir n = 0 gilt dies nach Voraussetzung. Ist
xy > 0, so folgt auch

! + L >0
T =— 4+ =z .
n+1 z, 2 n
Damit ist x,, > 0 fiir alle n € N.

e Diese Schlussweise nennen wir vollstindige Induktion.

o Weil z,, > 0 ist, ist zi definiert. Wir sagen, dass x,1 wohldefiniert ist.
Ist n > 0, so gilt z,41 > V2: Wegen 41 > 0 ist dies dquivalent zu /
gleichbedeutend mit 22 ; > 2.

Es gilt

2 2 2
xiﬂ‘?:(%*z) ‘2:2“*4‘2:(%‘2> 2 0.

(i)

(iii)

Ist x,% > 2,50 gilt 41 < x50 Wegen x, 41 > 0 kénnen wir dafiir miﬂ < xfl
zeigen. Es gilt

—x2 _i_ _ﬁ
T2 4

- 3 212 4 2 4

T 42 <( w3 3>

e Im letzten Schritt haben wir benutzt, dass 2 = 2 eine Nullstelle ist, und
haben Polynomdivision angewandt.
Weil alle Faktoren auf der rechten Seite fiir xi > 2 nicht-negativ sind, ist auch
z2 — 22| > 0 wie behauptet.
Wegen 0 < z,, < x7 und z, > x,41 fiir alle n > 1 ist die Folge (z,,)n>1
beschrankt und monoton. Nach Theorem 2.2.15 konvergiert sie daher. Wegen
22 > 2und x,, > 0 fiir n > 1 folgt 2,, > 1. Wir diirfen also in der definierenden

Gleichung
1 1
Tn4+1 = — + -z,
T, 2
zum Grenzwert iibergehen und erhalten aufgrund von Grenzwertséitzen fiir
a:= lim xz,
n—oo

1 1
a==+4=-a oder a?>=2.
a 2

Aus z, > 1 fiir n > 1 folgt a > 1 > 0. Somit folgt =, — /2 fiir n = co. O
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Bemerkung 0.5.2. x Wir beenden diesen Abschnitt mit zwei weiteren Moglich-
keiten, fiir dieses Beispiel Konvergenz bzw. die Existenz von v/2 zu zeigen. Beide
Moglichkeiten spielen in der Analysis eine grofse Rolle.

(i)

(i)

Kontraktionseigenschaft: Wir definieren die Funktion
f: IR>0 — R7
— ! + L
T —+ —x.
r 2
Dann gilt fir z,y > 1

@)= 1001 = |3 + 521 = 3]

1 1

2:cy

IN

L e -yl
2$y;

da 0 < ziy < 1 ist. Die Funktion f heifft Kontraktion, da |f(z) — f(y)| <
¢ |z —y| fiir ein ¢ € [0,1), hier ¢ = 1, gilt.

Cauchyfolgeneigenschaft: Wir erhalten in der Notation von Beispiel 0.5.1
fﬁrnleegenmn2ﬁ21

1
|xn+2 - xn-&-ll = ‘f(-rn-i-l) - f(xn)l < 5 : |xn+1 - xn|-
Daraus folgern wir
1
|z3 — 22| < 3 |z — x1],
1 1
|74 — x3] §§'|5f33—$2| < 27'|$2—$1|,
1 1
|25 — 24 S§'|$4—CC3| < 2*3'|l“2—$1|

und per Induktion fiir alle £ > 0
1
| Ty — Tpg1| < ok |zo — a1

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung |a + b| < |a| + |b| folgt daraus fiir alle
k > 1> 1 (mit geeigneter Interpretation der ,,. . .“~-Notation fiir kleine &, 1, k—1)

|z — 21| = |xp — Tp—1 + Tho1 — Th—2 + T2 F ... — Tpg1 + Ty — 2]

<|zp — Tp—1| + |Th—1 — Tp—2| + . .. + 2141 — 7]

1 1 1 1
W+2k_3+.”+?+ﬁ '|SC27:E1|

1 1 1 1
9I—1 "\ 9k—I-1 + ok—1—2 +"'+§+1 <o — @

ZQL |22 — x4

‘$2 7{E1‘.

| /\
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Da die rechte Seite fiir grofse [ beliebig klein wird, ist (z,,), eine reelle Cauchy-
folge. Diese konvergiert nach Korollar 2.2.34. Die Aussage iiber den Grenzwert
erhalten wir wie im Beispiel.

Statt mit der unendlichen Summe abzuschétzen, hitten wir auch

1 1
oh—i—1 T

1 1
s Tty tl=2- Gy <2

nutzen kénnen.

(iii) Banachscher Fixpunktsatz: Als letzte Alternative wollen wir den Banach-
schen Fixpunktsatz nutzen. Sei z € [1,10]. Dann gelten f(z) > /2 > 1 und
fl@)=2+212 <1+1.10 =6 < 10. Weiterhin gilt fiir z,y € [1,10] die
Abschéitzung | f(z) — f(y)| < 3 - |z — y|. Somit gibt es nach dem Banachschen
Fixpunktsatz, siche Analysis II, genau einen Fixpunkt a € [1,10] der Abbil-
dung f|j1,107: [1,10] — [1,10]. Es gilt f(a) = a. Wiederum folgt a = 1 + 1a
und wir erhalten a? = 2.

(iv) Newtonverfahren: Die hier angegebene Iteration bezeichnet man als New-
tonverfahren. Mit dem Newtonverfahren kann man (unter Zusatzannahmen)
Nullstellen von Funktionen finden. Hier suchen wir Nullstellen der Funktion
g : © — 22 — 2. Dabei definieren wir z,,1 als Nullstelle der Tangente an
graph g in (z,, g(z,)). Im Beispiel ist diese Tangente als Graph der Funktion
h:x e g(zn)+(x—20)-¢'(xn) = 22 — 24 (v — x,,) - 22, gegeben. Fiir 2,, # 0
erhalten wir als Nullstelle von i den Wert z,,41 = g% + %xn

1. GRUNDLAGEN: LOGIK, MENGENLEHRE UND REELLE ZAHLEN

Uber Logik bzw. Mengenlehre gibt es ganze Vorlesungen. Wir vermitteln hier
nur einige Grundlagen und folgen einem naiven Zugang.

1.1. Logische Grundlagen. Eine Definition fiihrt eine Bezeichnung ein.
Definition 1.1.1 (Naive Definition einer Aussage).

(i) Eine Aussage ist etwas, dem entweder der Wahrheitswert ,,wahr* oder
»falsch® zugeordnet ist. x Wir miissen den Wahrheitswert einer Aussage nicht
kennen.

(ii) Eine Aussageform ist etwas, das eine noch nicht bestimmte oder freie Va-
riable enthélt. * Durch Ersetzen der Variablen durch eine Konstante wird eine
Aussageform zu einer Aussage. Ihr Wahrheitswert ist méglicherweise nicht zu
bestimmen, solange die Variable unbekannt ist.

Bemerkung 1.1.2. %

(i) Wir schliefen aus, dass eine Aussage
e halb wahr, halb falsch oder
e gleichzeitig wahr und falsch ist.
(ii) Statt ,p ist wahr* sagen wir auch
e p gilt, bzw. p ist eine giiltige Aussage,
e p ist richtig oder
e p ist korrekt.

Fiir die folgenden Beispiele greifen wir auf Schulwissen zuriick.
Beispiele 1.1.3.

(a) Beispiele fiir Aussagen sind:
(i) 6 ist durch 3 teilbar.
(ii) Es gibt unendlich viele Primzahlzwillinge.
(Ich kenne den Wahrheitswert dieser Aussage momentan nicht.)
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(b) Beispiele fiir Aussageformen sind:
(i) « ist durch 3 teilbar. (unbekannter Wahrheitswert)
(ii) Es gilt stets x = y oder x # y. (ist stets wahr)

Definition 1.1.4 (Negation, Verneinung). Sei p eine Aussage, so bezeichnen wir
mit —p die Aussage ,,nicht p“, also die Negation dieser Aussage.
Als Wahrheitstabelle schreiben wir dafiir

([l -p]
w || f
fll w

Dabei steht ,,w* fiir ,wahr und ,, f* steht fiir ,falsch*.

Wir sagen fiir —p auch: ,Es stimmt nicht, dass p gilt.“ oder ,,p ist falsch.“

Bemerkung 1.1.5.

(i) Sei p die Aussage ,91 ist eine Primzahl, so ist —p die Aussage ,Es stimmt
nicht, dass 91 eine Primzahl ist* oder kurz: ,91 ist keine Primzahl“.
(i) Anhand der Wahrheitstabelle iiberlegt man sich leicht, dass p und =—p Aus-
sagen mit den gleichen Wahrheitswerten sind.
Warnung: Die doppelte Negation wird im Alltag aber gelegentlich anders
aufgefasst. Beispiel: ,Magst du nicht den Miill runter bringen? — ,Nein.*
Ist der Antwortende ein Mathematiker oder Logiker, so bringt er den Miill
gerne nach unten.

Wir verwenden die folgenden Verkniipfungen von zwei Aussagen zu einer neuen
Aussage.

Definition 1.1.6. Seien p, ¢ zwei Aussagen. Dann schreiben wir

e p Aq fiir ,,p und ¢“, die Konjunktion,

e pV q fiir ,p oder ¢, die Disjunktion,

e pVq (kaum verwendetes Symbol) fiir ,entweder p oder ¢“, die Kontrava-
lenz oder aussschlieffende Disjunktion,

e p = ¢ fiir ,,p impliziert ¢“ oder (jaus p folgt ¢“ oder ,wenn p, dann ¢*
oder ,wenn p gilt, dann auch ¢*), die Implikation, und

e p < ¢ fiir ,p und ¢ sind dquivalent” oder (,p ist dquivalent zu ¢*“ oder
,Genau dann, wenn p gilt, gilt auch ¢*), die Aquivalenz,

und definieren die Wahrheitswerte durch die folgende Tabelle:
(plallpAalpValpVe[p=q]p=q]

w | w w w f w w
w| f f w w f f
flw f w w w f
fLA0f f f w w

Bemerkung 1.1.7.

(i) In der Aussage p = ¢ heifst p Voraussetzung oder Primisse und ¢ Be-
hauptung oder Konklusion.
(ii) Gilt p = ¢, so heift p eine hinreichende Bedingung fiir ¢ und ¢ eine
notwendige Bedingung fiir p.
(iii) Wir verwenden p = ¢ und ¢ <= p gleichbedeutend.
(iv) Die Aussagen p1, p2,...,pn (oder sogar einer ganzen Familie von Aussagen,
was spéter erklart wird) heifen dquivalent, wenn fiir je zwei Aussagen p und
q davon p <= q gilt.
(v) x Zwei wahre Aussagen sind:
e Wenn 6 eine Primzahl ist, dann gilt 0 = 1* und
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e . Wenn 6 eine Primzahl ist, dann ist 2 eine Primzahl“.

(vi) * Man beachte den Unterschied zwischen ,oder” und ,endweder ... oder ...“
(vii) * Die beiden Aussagen in einer Implikation miissen nicht kausal oder inhaltlich
zusammenhéangen.

Bemerkung 1.1.8 (Beweistechniken). In Beweisen verwenden wir die folgenden
Techniken. Vergleiche dies mit den Resultaten aus Proposition 1.1.10, die man auch
ganz stupide mit Wahrheitstafeln zeigen kann.

(i) Beweise sind Begriindungen, die zeigen, dass aus den Voraussetzungen die
Behauptung folgt. Am Ende eines Beweises schreiben wir ,[1, quod erat
demonstrandum®, ,q.e. d.*“ oder ,was zu zeigen war".

(ii) Ersetzung:

e Gilt p <= ¢, so diirfen wir in einer aus Aussagen und Elementarverkniip-
fungen zusammengesetzten Aussage, an beliebig vielen Stellen p durch ¢
ersetzen und erhalten eine dquivalente Aussage.

e Gilt A = B, so diirfen wir an beliebig vielen Stellen in einer Aussage A
durch B ersetzen und erhalten eine &dquivalente Aussage.

e Entsprechend diirfen wir auch in Formeln, ... ersetzen.

(iii) Umbenennen: Wir diirfen eine Variable iiberall durch eine andere noch nicht
benutzte ersetzen.

(iv) Sdtze nutzen: Wir diirfen ein bereits gezeigtes Resultat anwenden.
Benutzungstext: Wir wenden ... mit ... an und erhalten ....
Schulbeispiel: abc-abce-Satz: Sei n € N. Dann ist 1001 - n durch 13 teilbar.

Beweis. Dies folgt aus 1001 = 7-11-13. (]

In einem nachfolgenden Beweis konnen wir dann schreiben: Aus dem abc-
abc-Satz erhalten wir, dass 243243 durch 13 teilbar ist.
(* Hieraus ergibt sich der nette Zaubertrick, dass eine dreistellige Zahl,
zweimal hintereinander geschrieben, durch 13 teilbar ist.)
(v) Zwischenschritte: Starte mit einer wahren Aussage und folgere daraus so-
lange Neues, bis die gewiinschte Behauptung dasteht.
Benutzungstext: Hieraus / Aus ... folgt ... und weiter . ...
Dies wird auch mit ,,... = ... = ...* abgekiirzt.
(vi) * Permutieren: Giiltige Aussagen diirfen wir auch in anderer Reihenfolge
aufschreiben.
(vii) » Weglassen: Seien k, n natiirliche Zahlen mit & < n (Schulwissen). Sind p;,
..y Dk, - - -, Pn wahre Aussagen, so auch p1,...,pk.

Bemerkung 1.1.9. % Standardtexte oder ,Beweismechanik* helfen uns bei der
Formulierung von Beweisen.
(i) p=¢
e Nachweisregel: Man nimmt an, dass p gilt und zeigt daraus gq.
e Nachweistext: Es gelte p. Wir wollen zeigen, dass ¢ gilt.
Alternativ: Zu zeigen: ¢ gilt.
e Benutzungsregel: Wenn p = ¢ gilt und p richtig ist, diirfen wir fol-
gern, dass auch ¢ gilt, vergleiche Bemerkung 1.1.12 (i).
e Benutzungstext: Da p = ¢ und p gelten, gilt auch gq.
(ii) Nachweisregel und -text, Benutzungsregel und -text:
e Eine Nachweisregel sagt uns, was wir zu tun haben, um zu zeigen, dass
eine Aussage wie p = ¢ wahr ist.
e Ein Nachweistext sagt uns, was wir aufschreiben, um den Beweis von
einer Aussage wie p => ¢ einzuleiten bzw. zu fiihren.
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e Eine Benutzungsregel sagt uns, was wir in einem Beweis machen diirfen,
wenn wir wissen, dass p = ¢ gilt.

e Ein Benutzungstext sagt uns, was wir aufschreiben, wenn wir die Aussage
p = q benutzen wollen.

(iii) pA ¢

o Nachweisregel: Man zeigt, dass p und ¢ gelten.

e Nachweistext: Wir wollen zeigen, dass p und ¢ gelten.
Alternativ: Zeige: p und ¢ gelten.

e Benutzungsregel: Wenn p A ¢ gilt, diirfen wir benutzen, dass p gilt oder
wir diirfen benutzen, dass ¢ gilt.

e Benutzungstext: Da p A ¢ gilt, gilt insbesondere auch p.
Alternativ: Da p A ¢ gilt, folgt q.

(iv) pV g

e Nachweisregel: Man zeigt, dass p gilt oder dass ¢ gilt.

e Nachweistext: Da p gilt, folgt p V q.
Alternativ: Da ¢ gilt, schlieken wir, dass p V ¢ gilt.

e Benutzungsregel: Betrachte den Fall, dass p gilt und den Fall, dass q gilt.
Mochte man aus p V ¢ auf r schlieffen, muss man fiir jeden der beiden
Félle zeigen, dass r gilt.

e Benutzungstext in einer Situation, wo wir r folgern wollen: Es gilt p V gq.

Im Falle, dass p gilt, erhalten wir ... und somit folgt r. Im andern Fall,
wenn ¢ gilt, erhalten wir .... Somit folgt ebenfalls r. Damit gilt r in
jedem Fall.

o Nachweisregel: Man nimmt an, dass p gilt und folgert daraus einen Wi-
derspruch. Damit erhalt man —p.
e Nachweistext: Angenommen es gilt p. Dann erhalten wir . ... Dies wider-
spricht sich; Widerspruch bzw. Blitzsymbol. Somit gilt —p.
e Benutzungsregel: Ist p = —q, so gilt g.
e Benutzungstext: Wegen —(—(p)) folgt p.
(Vi) p<=¢
Nachweisregel: Man zeigt (separat) p = ¢ und ¢ = p.
Nachweistext: Wir wollen zeigen, dass p = ¢ und ¢ = p gelten.
Benutzungsregel: Da p < ¢ gilt, folgt auch p = gq.
Benutzungstext: Da p <= ¢ gilt, folgen p = ¢ und ¢ = p.
Alternativ: Da p <= ¢ gilt, folgt p = ¢ (oder mit vertauschten Rollen).

Die logischen Elementarverkniipfungen —, V, A, = und <= erfiillen

Proposition 1.1.10. Seien p, g, r Aussagen. Seit (true) eine stets wahre Aussage.

Dann gelten

(i) x p ANt = p, (Wahres mit und)

wahr oder (i) x pVit<t, (Wahres mit oder)

(iii) * ——p < p, (Doppelte Verneinung)

tertium non Qatur |  (10) PV D, «ernn et (tertium non datur)
(v) x pANq<= qADp, (Symmetrie)

(vi) x pV q<=qV p, (Symmetrie)

aequiv symm| (vii) x (p <= q) <= (¢ <= p), (Symmetrie)

| (Viid) % (DAD) =Dy oo (Idempotenz)

idem oder | (iz) * (pVp) < p, (Idempotenz)

und weglassen| (z) * (DA q) = p, (Weglassen)
oder hinzu| (i) x p= (pV q), (Hinzufigen)

| (wii) x (pe=q) = (PV7r) <= (qV7T)), ceeeern... (beidseitiges Hinzufiigen)

aussage hinzu und | (7iii) x (p <= q) = ((pAr) <= (qAT)), (beidseitiges Hinzufigen)
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aussage hinzu aequiv| (ziv) x (p <= q) = ((p==7r) = (¢ =71)), (beidseitiges Hinzufiigen)
(xzv) x (pAg) AT <= pA(qAT), (Assoziativitit)

ass oder | (zvi) x PV (qVT) <= (DV Q) V Ty orreeeiieeaeeii . (Assoziativitit)

dist i log| (wvii) * pV (qAT) <= (pVq)A(pVr), (Distributivitit)

dist oder | (2viii) x pA(gVT)<= (pAq)V (DAT), (Distributivitdt)

morgan i log| (ziz) x —(pAq) <= —pV —q, (De Morgan)
morgan ii log| (Z2) x 7(DV Q) <= TDA TG, it (De Morgan)

|hin her zeigen| (zzi) x (p <= q) < ((p = q) A (¢ = p)), (beide Richtungen zeigen)
‘mitte aequiv str| (zzii) * (p<= )N (g<=r1)) = (p<=r), (Zwischenschritt)
(zziii) (p = QAN (g = 1)) = (p = 1), (Zwischenschritt)

(zziv) (p => @) <= (PVQ), i (Implikation auflosen)

(zzv) (p = q) <= (g = —p), (Kontraposition)

’ fallunterscheidung| (z7vi) % p <= ((p A7)V (p A 7). (Fallunterscheidung)

Bemerkung 1.1.11. *

(i) Genauer sollte man (p A p) <= p bzw. ((—p) V ¢) schreiben, d.h. Klammern
verwenden um die Reihenfolge anzudeuten.

(ii) Aus der Assoziativitét folgt, dass wir hier Klammern weglassen diirfen, also
pAgArstatt (p Ag) Ar oder p A (g Ar) schreiben diirfen, da diese Aus-
sagen dquivalent sind. Fiir mehr als drei Aussage ist noch (per Induktion)
nachzuweisen, dass wir die Klammern weglassen diirfen.

(iii) Wir schreiben p <= ¢ <= r fiir (p <= ¢) A (g <= 1).

(iv) Eine andere Vorgehensweise ist es, die Aussagen aus 1.1.10 mit Wahrheitsta-
feln zu zeigen und dann die entsprechenden Regeln zu formulieren. Da Wahr-
heitstafeln spéter jedoch keine grofie Rolle mehr spielen werden, haben wir
die sehr plausiblen Regeln der Beweismechanik vorher ,vom Himmel fallen“
lassen und koénnen so hier schon Beweise in der spéter iiblichen Form fiithren.

* Beweis von Proposition 1.1.10 mit Wahrheitstafeln.
Diese Beweismethode wird spater kaum noch verwendet.
e Man zeigt, dass in der Wahrheitstafel fiir eine Aussage stets ein ,wahr
steht.
e Fiir (xxiv) ergibt sich beispielsweise

(plalp=q[-p[pVa] (xxiv) ]
w | w w f w w
w| f f f / w
flw w w w w
flf w w w w

Daher sind diese Aussagen dquivalent. (Es geniigt auch zu zeigen, dass in
den beiden Spalten unter p => ¢ und —pV g stets dieselben Wahrheitswerte
stehen.) O

Beweis von Proposition 1.1.10. Wir fiihren dies exemplarisch fiir einige Aussagen
vor ((xxiii), (xxiv) und (xxv)) und lassen den Rest als Ubung.

(i): Aufgrund der Nachweisregel von <= zeigen wir, dass p At = p und
p = p At gelten.
»,=" Aufgrund der Nachweisregel von = nehmen wir zunéchst an, dass pAt
gilt. Dann folgt aus der Benutzungsregel von ,,und“, dass insbesondere
p gilt. Somit folgt p A t = p aufgrund der Nachweisregel von —.
»<=* Gelte nun p. Da t ebenfalls wahr ist, erhalten wir p A ¢ aufgrund der
Nachweisregel fiir ,und“. Geméfs Nachweisregel fiir = erhalten wir
p=pAt.
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Nach der Nachweisregel von <= ergibt sich daraus die Behauptung.
(ii): Analog zu (i); Ubung.
(iii): Entsprechend der Nachweisregel fiir <= teilen wir den Beweis auf.

»= Nehme an, dass =—p gilt. Nach der Benutzungsregel fiir die Negation

erhalten wir daraus, dass p gilt.
Nehme nun an, dass p gilt. Wir wollen nun zeigen, dass auch ——p gilt.
Entsprechend der Nachweisregel fiir die Negation nehmen wir an, dass
auch —p gilt. Nach Definition der Negation ist somit p falsch. Da es
aber nicht moglich ist, dass p gleichzeitig wahr und falsch ist, erhalten
wir einen Widerspruch. Somit gilt =—p.
Aufgrund der Nachweisregel fiir <= erhalten wir daraus nun die Behaup-
tung.
(iv): Benutze hierfiir eine Wahrheitstabelle; Ubung.
(v): Wir teilen den Beweis entsprechend der Nachweisregel fiir <= erneut auf.
»= Wir zeigen zunéchst p A ¢ = qAp: Laut Nachweisregel fiir => diirfen
wir annehmen, dass p A ¢ gilt und miissen zeigen, dass dann g A p gilt.
Nach Anwendungsregel von ,und“ erhalten wir, dass p und ¢ separat
gelten. Somit gelten auch ¢ und p und somit aufgrund der Nachweis-
regel von ,,und“ auch g A p.
»<=“ Mit vertauschten Rollen erhalten wir analog zu oben ¢ Ap = p A q.
(Alternativ konnten wir die Ersetzungsregel benutzen.)
Aufgrund der Nachweisregel fiir <= folgt daraus p A ¢ < q A p.
(vi): Verfahre analog wie bei (v).
(vii): Laut Nachweisregel fiir <= miissen wir (p < ¢q) = (¢ < p) und
(¢ &= p) = (p < q) zeigen. Die zweite Aussage erhalten wir aus
der ersten durch Umbenennen bzw. Ersetzen (p ~» a, ¢ ~> p, a ~ q).
Zum Beweis von (p <= q) = (¢ < p): Geméf der Nachweisregel der
Implikation nehmen wir an, dass p <= ¢ gilt und zeigen, dass ¢ <= p
auch gilt. Aus der Anwendungsregel fiir p <= ¢ erhalten wir, dass p = ¢
und ¢ = p gelten. Somit gelten auch ¢ = p und p = p. Nach der
Nachweisregel fiir Aquivalenzen erhalten wir daraus ¢ <= p wie gewiinscht.
Beide Aussagen zusammengenommen liefern nun die Aquivalenz.
(viii): Erneut teilen wir den Beweis auf.

»=" Zeige (p Ap) = p. Gelte p A p. Dann folgt insbesondere p.

,<= Zeige p = (p A p). Gelte p. Es gilt auch p (sic!). Somit folgt p A p.
Beide Richtungen (Hinrichtung ,,—* und Rickrichtung ,,<=") liefern nun
aufgrund der Nachweisregel fiir Aquivalenzen die Behauptung.

): Argumentiere analog zu (viii); Ubung.
): Ergibt sich direkt aus der Benutzungsregel fiir ,,und*.
i): Ergibt sich direkt aus der Nachweisregel fiir ,oder*.

(xii): Dies folgt aus der Ersetzungsregel.
)
)

o

S

: Dies folgt ebenso aus der Ersetzungsregel.

: Dies folgt nochmals aus der Ersetzungsregel.

: Flir = teilen wir die linke Seite mit der Benutzungsregel in drei giiltige
Aussagen auf und setzen sie mit der Nachweisregel anschlieffend wieder
zusaminen.

(xvi): Analog zu (xv); Ubung.

(xvii): Wir zeigen die Hin- und die Riickrichtung wieder separat.

»,= Gelte pV (¢ Ar). Dann ergeben sich zwei Fille.

* Gilt p, so folgt pV ¢ und ebenso pVr und folglich (pVg)A(pVr).
x Gilt ¢ A r, so folgen
- q und daraus p V ¢ und
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- r und daraus p V r.
Aus diesen beiden Aussagen erhalten wir nun (pV ¢) A (pV r).
,<=“ Gelte nun (pV q) A (pVr). Daraus folgen pV ¢ und pV r. Nach Benut-
zungsregel kann aus jeder dieser Aussagen in einem Fall p folgen. Ist
dies bei mindestens einer der Aussagen so, dann ergibt sich pV (g A7)
und wir sind fertig. Sonst erhalten wir ¢ und r, also ¢ Ar und schliefslich

pVi(gAT).
Hieraus folgt die Aquivalenz.

(xviii): Ubung.

(xix): Verwende Wahrheitstafeln.

(xx): Verwende Wahrheitstafeln.

(xxi): Dies entspricht gerade den Regeln fiir die Aquivalenz.

(xxii): Leite dies aus dem nachfolgenden (xxiii) her.
(xxiii): Gelte (p = ¢) A (¢ = r). Es folgen p = ¢ und ¢ = r. Um p = r zu

zeigen, nehmen wir an, dass p gilt. Dann folgt nach Voraussetzung zunéchst
g und dann nach Voraussetzung r. Also haben wir p = r gezeigt.
(xxiv): Erneut zeigen wir die Hin- und die Riickrichtung separat.
»= Gelte p = ¢. Wir wollen zeigen, dass —p V ¢ gilt. Nach (iv) gilt
weiterhin p V —p.

x Gilt p, so folgt nach Voraussetzung ¢ und wir erhalten —p V q.

x Gilt —p, so folgt direkt =p V q.

»<=“ Gelte =p V q. Um p = ¢ nachzuweisen, diirfen wir annehmen, dass p
gilt. Wegen —p V ¢ erhalten wir

* —p, was p widerspricht oder

x ¢ und wir sind fertig.

Die Aquivalenz folgt.
(xxv): Erneut zeigen wir beide Richtungen.
»=“ Wir erhalten aus p = ¢ nacheinander —p V ¢, ¢ V =p, =—q V —p und
—q = —p.
»<=“ Aus (p = q) = (—¢ = —p) erhalten wir durch Ersetzen (p ~» —a,
q ~ —b) (na = -b) = (-—b = ——a). Wegen ——a <= a und
——b <= b erhalten wir durch erneutes Ersetzen (—ma = —b) =
(b = a). Durch erneutes Ersetzen (a ~ ¢, b ~» p) folgt die Riickrich-
tung.
Beide Richtungen zusammen ergeben die Behauptung.
(xxvi): Nach (xxi) und der Nachweisregel fiir <= weisen wir im Folgenden nach,
dass p= ((pAT)V(pA-r))und ((pAT)V (pA-r)) = p gelten.
,= Wir wollen zeigen, das p = ((p Ar) V (p A —r)) gilt. Gelte dazu p.
Nach ,tertium noch datur®, vergleiche (iv), gilt r V —r.

* Nach der Benutzungsregel von ,oder* betrachten wir zunéchst
die Situation, dass r gilt. Weil p ohnehin schon gilt, folgt nun
pAr. Aufgrund der Nachweisregel von ,oder* folgt (pAr)V (pA—r).

+ Im Fall, dass —r gilt, erhalten wir analog p A —=r und dann (p A
)V (p A -r).

Insgesamt erhalten wir also p = ((p A7) V (p A —r)) wie gewlinscht.
»<="“ Wir wollen zeigen, dass ((p A7)V (p A —r)) = p gilt. Gelte dazu
(pAT)V(pA-T).

* Nach der Benutzungsregel von ,oder” nehmen wir im ersten Fall
an, dass p A r gilt. Nach der Benutzungsregel von ,und“ folgt
hieraus insbesondere p.

* Im zweiten Fall nehmen wir an, dass p A —r gilt und erhalten
analog, dass p gilt.



12 1. GRUNDLAGEN: LOGIK, MENGENLEHRE UND REELLE ZAHLEN

Da wir in beiden Féllen gezeigt haben, dass p gilt, folgt ((p A7)V (p A
—r)) = p wie gewiinscht.
Aus diesen beiden Richtungen ergibt sich nun aufgrund der Nachweisregel
fiir <= die Behauptung. O

Bemerkung 1.1.12. x Es gibt noch zahlreiche weitere interessante Verkniipfungen
von logischen Aussagen. Einige Beispiele sind:

i) (p=a)Nrp) = ¢ (modus ponens)
(i) (p+=4q9) = p=9), (Abschwichung)
iii) (p=r)A(g=1r)AN(pV Q) =, (beidseitige Abschwichung)
(iv) (DVOA(TD) = qy veeeeeiiiiiiiiaa (ausgeschlossene Variante)
) ((p= @) A~q) = -, (modus tollens)
(vi) (~(pAq) ANp) = —q, (ausgeschlossene Variante)
(vii) (p= @ N (r=s)A(—qV-s)) = (-pV —r), (falsche Schlussfolgerungen)
(vill) (p=q) <= pPp= DPANQ)- v ... (Wiederholen der Pramisse)

Die Benennung der Aussagen hier und in Proposition 1.1.10 ist teilweise keine Stan-
dardbenennung.

Hinweis: Beim Beweis kann es sinnvoll sein, eine stets falsche Aussage f einzufiih-
ren, beispielsweise —t.

Beweis. Ubung. O

1.2. Erste Mengenlehre. Wir benutzen hier auch [5].

Definition 1.2.1 (Naive Definition einer Menge). Eine Menge ist eine Zusam-
menfassung von Objekten, den sogenannten Elementen dieser Menge. Ist A eine
Menge und x ein Objekt, so schreiben wir die Aussage = € A, falls z ein Element
dieser Menge ist und x € A fiir ~(xz € A).

Fiir eine Menge, die aus den Elementen a, b, ¢ besteht schreiben wir {a, b, ¢}. Da-
bei ist die Reihenfolge der aufgefiihrten Elemente, oder ob wir Elemente mehrfach
auffithren, unerheblich. Eine analoge Schreibweise verwenden wir auch fiir Men-
gen mit einer anderen Anzahl (noch nicht definiert) von Elementen. Wir schreiben
{x1,29,..., 290} oder {x1,xa,...}, falls klar ist, welche Elemente gemeint sind.

Die obige Definition erklart nicht wirklich, was Mengen sind. Wir wollen Mengen
spater von einer Menge, der leeren Menge, ausgehend, beschreiben.

Definition 1.2.2 (Teilmenge, Gleichheit). Seien A, B zwei Mengen.

(i) Dann ist A eine Teilmenge von B, notiert als A C B oder A C B, falls fiir

alle z € A auch z € B folgt. (Inklusion)
(% fiir alle* werden wir spiter mit einem Quantor abkiirzen.)

(ii) Dann heiffen A und B gleich, abgekiirzt mit A = B, wenn A C Bund B C A
gelten. (Extensionalitéitsaxiom)
Gilt fiir zwei Mengen nicht A = B so schreiben wir A # B.

(iii) Gelten A C B und A # B so kiirzen wir das mit A C B ab.

Bemerkung 1.2.3. x Aus der Definition ergeben sich fiir A C B

e Nachweisregel: Um zu zeigen, dass A C B gilt, zeigen wir, dass jedes © € A
auch = € B erfillt.

e Nachweistext: Wir wollen zeigen, dass A C B gilt. Sei dazu x € A. Dann
folgt . ... Somit erhalten wir € B und daher A C B.

e Benutzungsregel: Aus x € A folgt x € B.

e Benutzungstext: Da = € A ist, folgern wir, dass auch =z € B gilt.

Ebenso ergibt sich fir A = B
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Nachweisregel: Um zu zeigen, dass A = B gilt, zeigt man, dass A C B und
B C A gelten.

Nachweistext: Wir wollen nun zeigen, dass A C B und B C A gelten.
Benutzungsregel: Aus A = B folgen A C B und B C A.

Benutzungstext: Aus A = B erhalten wir A C B.

Alternativ: Aus A = B erhalten wir B C A.

Lemma 1.2.4. Seien A, B, C Mengen. Dann gelten

(i) AC A, (Reflexivitit)
(i) x € A und A C B impliziert x € B.
(iti)) A C B C C impliziert A C C, (Transitivitat)
Beweis.

(i) Zu zeigen ist, dass aus € A auch z € A folgt. Das ist klar.
(ii) Gilt nach Definition von A C B.
(iii) Sei z € A. Dann folgt x € B nach (ii). Nochmals nach (ii) folgt auch z € C.
Also gilt A C C. O

Axiom 1.2.5 (Aussonderungsaxiom). Sei A eine Menge und a(z) eine Aussage-
form. Dann gibt es eine Menge B, deren Elemente genau die Elemente x aus A
sind, die a(x) erfiillen (Aussonderungsaxiom). Wir schreiben

B={zxe A:a(x)}.
Bemerkung 1.2.6.

(i) Mit ,genau* in dieser Definition beschreiben wir, dass B alle Elemente x € A
enthalt, die a(x) erfiillen, aber keine, fir die —a(x) gilt.
(ii) Da wir die Menge B hier definieren, schreiben wir auch B := {z € A: a(z)}
und sagen, dass die Menge B als die Menge auf der rechten Seite definiert ist.
(iii) Es ist klar, dass B C A gilt.
(iv) Wir erhalten die folgenden Regeln:
e Nachweisregel: Um zu zeigen, dass y € {& € A: a(x)} gilt, miissen wir
y € A und a(y) zeigen.
e Nachweistext: Ergibt sich aus der Nachweisregel.
e Benutzungsregel: Ubung.
e Benutzungstext: Aus y € {x € A: a(z)} erhalten wir y € A und a(y).

Bemerkung 1.2.7. x Zu jeder Menge B gibt es eine Menge A und eine Aussage-
form p(x), so dass
B={reA: p)}
gilt: Man nehme eine beliebige Obermenge von B als A, d.h. eine Menge A mit
B C A, z.B. A= B, und fiir p(x) die Aussageform = € B.
Diese Bemerkung erlaubt es, mit Aussage(forme)n statt mit Mengen zu arbeiten.

Bemerkung 1.2.8 (Russelsche Antinomie). * Naiverweise konnte man sich im
Aussonderungsaxiom die Angabe sparen, aus welcher Menge man die Elemente
aussondert, die eine gegebene Aussage erfiillen, wiirde also die Existenz einer , All-
menge”* annehmen. Dann hétte man zu jeder Aussage eine Menge, in der alle Ob-
jekte sind, die diese Aussage erfiillen. Dies fiihrt jedoch zu einem Widerspruch:

Angenommen, es gibe eine Allmenge A, also eine Menge, die alle Elemente
enthilt. Dann definieren wir

B:={zecA: z¢ux}

Nach Definition ist nun y € B <= (y € A Ay ¢ y). Da wir angenommen haben,
dass A eine Allmenge ist, ist y € A stets erfiillt und wir erhalten y € B <=y € y.
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Wenn wir nun iiberpriifen wollen, ob B € B gilt, kdnnen wir diese Bedingung mit
y = B anwenden und erhalten B € B <= B ¢ B. Dies ist ein Widerspruch.
Daher werden wir zukiinftig Allmengen vermeiden.
Es ist iiblich, in einem Widerspruchsbeweis die Annahme, die zu einem Wider-
spruch gefiihrt werden soll, im Irrealis zu schreiben, bei den weiteren Folgerungen
daraus aber wieder den Realis zu verwenden.

Ausgehend von einer beliebigen Menge zeigen wir die Existenz der leeren Menge.
Wir haben bei unserem naiven Zugang angenommen, dass es Mengen gibt. Will man
dies nicht, so fordert man die Existanz der leeren Menge als Axiom.

Lemma 1.2.9 (Existenz der leeren Menge). FEs gibt eine Menge ) = {}, die leere
Menge, die kein Element enthdlt. Sie erfillt

leere menge inklusion‘ (Z) fcA fiir alle Mengen A und

(i) O ist eindeutig bestimmd.

Beweis. Sei B eine beliebige Menge. Definiere

(:={x € B:xz#uz}.

Aufgrund des Aussonderungsaxioms ist §) ein Menge.

(i)

(i)

Sei A eine beliebige Menge. Wir miissen nachweisen, dass () C A gilt, dass also
z €0 = x € A gilt. Dazu zeigen wir, dass die Aussage x € () stets falsch
ist. Sei x € 0 ein beliebiges Element, x ist also so gewéhlt, dass die Aussage
xz € 0 gilt. Aus der Aussage x € () folgt © # z. Dies ist stets falsch. Somit
muss auch die Voraussetzung = € (), unabhéngig von z, falsch gewesen sein.
Dabher ist die Implikation insgesamt wahr. Dies wollten wir zeigen.

Seien (); und @, zwei leere Mengen. Dann folgen nach (i) #; C 0 und @5 C 0.
Somit gilt nach Definition (); = (). O

1.3. Quantoren.

Definition 1.3.1 (Quantoren). Quantoren verwenden wir bei freien Variablen in
Aussageformen. Sie beziehen sich stets auf Elemente einer Menge:
Sei A eine Menge und a(x) eine Aussageform mit der freien Variablen z.

(i)

(iii)

Existenzquantor: Wir schreiben
3 A: d 4
z € A:a(z) oder xeAa(x)

fiir die folgende Aussage: ,,Es gibt ein x in der Menge A, so dass fiir dieses x
die Aussage a(x) gilt.”
Wir schreiben

Az e A:a(x)
fiir die Aussage ,,Es gibt genau ein x aus A mit a(z)“. Sie gilt, falls es ein «
in der Menge A gibt, so dass fiir dieses  und kein anderes Element aus A die
Aussage a(z) gilt.
Allquantor: Wir schreiben

A:
Vxe A a(z) oder nga(x)

(in abgesetzten Formeln) oder auch a(x) Vo € A fiir die Aussage: ,,Fiir alle
x in der Menge A gilt die Aussage a(x).“

* Es gibt auch die Bezeichnungen

(i)
(i)

V/ fiir den Existenzquantor und
N\ fiir den Allquantor.

Beispiel 1.3.2. Wir verwenden fiir diese Beispiele nochmals Schulwissen.

(i)

Fiir alle reellen Zahlen x gilt z2 > 0.
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(ii) Es gibt eine reelle Zahl z mit 2?2 = 2.
Achtung: Der Existenzquantor schlieftt nicht aus, dass es auch mehrere
solche x geben kann. Um dies zu verdeutlichen, sagt man fiir 3 x € R: 22 = 2
,Es gibt eine oder mehrere reelle Zahlen z, so dass 22 = 2 gilt*.
(iii) Falsch ist aber: 'z € R: 2% = 2.

Bemerkung 1.3.3. Mit Quantoren kénnen wir die Teilmengendefinition formaler
angeben:

ACB = VzeA:zeB.
* Dabei schreiben wir :<—= um anzudeuten, dass der Ausdruck auf der linken Seite
eine Abkiirzung fiir die Aussage auf der rechten Seite ist.

def subset rem‘ Bemerkung 1.3.4. x

(i) Fiir den Allquantor ergeben sich die folgenden Regeln im Falle Va € A: a(x):
e Nachweisregel: Man nimmt ein beliebiges Element x € A und zeigt, dass
a(zx) gilt.
Achtung: Der Variablenname z darf noch nicht verwendet worden sein.
e Nachweistext: Sei © € A (beliebig/gegeben/beliebig aber fest vorgege-
ben). Wir wollen nun zeigen, dass a(z) gilt.
Alternativ: Zu zeigen: Es gilt a(z).
e Benutzungsregel: Wenn wir sicherstellen, dass © € A gilt, diirfen wir die
Aussage a(z) benutzen.
e Benutzungstext: Es gilt Vo € A: a(x). Da y € A ist, folgt hieraus a(y).
(ii) Regeln fiir 3z € A: a(x):
o Nachweisregel: Man muss ein konkretes y € A angeben, das a(y) erfiillt.
Alternativ: Zeige, dass {x € A: a(x)} # 0 gilt.
e Nachweistext: Wir definieren y := .... Wir zeigen nun, dass y € A und
a(y) gelten.
e Benutzungsregel: Man darf sich ein y (neuer Name!) mit y € A und a(y)
nehmen.
e Benutzungstext: Aus 3z € A: a(x) folgt, dass es ein y € A mit a(y) gibt.
(iii) Regeln fiir 3!:
e Nachweisregel: Die Aussage 'z € A: a(x) zeigt man, indem man Jx €
A a(x) zeigt und dass fiir alle z,y € {z € A: a(z)}, wobel wir z,y €
{...}firze{ ..} und y € {...} schreiben, die Aussage = = y folgt.
e Nachweistext: Wir wollen 3!z € A: a(x) zeigen. Dazu zeigen wir zunéchst
dz € A:a(z): .... Seien nun z,y € A mit a(z) und a(y). Wir folgern,
dass .... Somit ergibt sich © = y und wir erhalten 3z € A: a(x).

Wir wollen die folgenden Quantorenregeln verwenden.

antoren elementar prop‘ Proposition 1.3.5. Seien A, B Mengen und p(z,y) bzw. p(x) Aussageformen.
Dann gelten

|quantoren lem eins| (1.1) VA VB p(z,y) <<= VB VAp( Y),
TEAYE yeB xze
|quantoren lem zwei| (1.2) EIA EIB p(x,y) <~ EIB EIA p(x,y),
recAye yeBzxe
ine richtung qua.ntoren| (1.3) gA zB p(z,y) = zB gAp(:L‘ v),
T€EAY y x
(1) (o) = 20
TE faS]
05 (amw) = o
re

TEA

Beweis.
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(1.1): x Klar, da es keine Rolle spielt, ob wir zuerst ein beliebiges Element
x € A oder ein beliebiges Element y € B auswéhlen.

(1.2): * Analog zu (1.1).

e (1.3): Um zu zeigen, dass

3 ilt 34 Vv
yszeAp(x7y) sHit, wenil aceAyEBp(x’y)

gilt, sei yo € B beliebig vorgegeben. Aufgrund der Voraussetzung gibt es
somit ein z¢p € A, so dass Vy € B: p(xo,y) gilt. Da yo € B ist, erhalten
wir, dass p(z,y) gilt. Dies zeigt die Behauptung.
o (1.4): %
— ,,= Beruht darauf, dass es ein Gegenbeispiel geben muss, wenn die
Aussage nicht fiir alle x € A gilt.
— ,,<* Da es nach Voraussetzung 3z € A: —p(zx) ein Gegenbeispiel gibt,
kann die Aussage Vx € Aa: p(z) nicht richtig sein.
(1.5): Wir leiten dies aus (1.4) her. Mit Proposition 1.1.10 (xxi) und (x)
erhalten wir daraus

(pp0) = 3,k

z€A r€A

Weiter benutzen wir Proposition 1.1.10 (xxv) und folgern

B (ng ﬁp(x)) - (ngp(x)> ’

Nun ersetzen wir iiberall p(z) durch —p(x). Es ergibt sich

B (ng ﬁﬁp(m)) - (aszA ﬁp(x)) '

Jetzt benutzen wir noch Proposition 1.1.10 (iii) und folgern

B (ngp(x)> - ng ().

Analog zeigen wir die umgekehrte Implikation und erhalten wegen Propo-
sition 1.1.10 (xxi) die Behauptung (1.5). O

Bemerkung 1.3.6.

(i) In (1.3) in Proposition 1.3.5 handelt es sich nicht um eine Aquivalenz: Ist
A = R (die hier noch nicht definierten reellen Zahlen) und p(z,y) die Aussage
x4y = 0, so ist die rechte Seite wahr, die linke aber nicht.

(ii) * Die beiden Aquivalenzen (1.4) und (1.5) heifen De Morgansche Regeln.

1.4. Weitere Mengenlehre.
Axiom 1.4.1 (Vereinigung).

(i) Seien A, B Mengen. Dann gibt es die Vereinigung von A und B, AU B, eine
Menge, die genau die Elemente von A und B enthélt. Es gilt

r€AUB << (zx€AVzxeB).

(ii) Sei M eine Menge von Mengen. Dann gibt es die Vereinigung der Mengen

aus M, |J A, eine Menge, die genau die Elemente enthilt, die in (mindes-
AeM
tens) einer der Mengen A € M enthalten sind. Es gilt

zeUA — AHMxeA.
AEM <
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Bemerkung 1.4.2 (Existenz einer Obermenge). Sei M eine Menge von Mengen.
Dann gibt es eine Menge M mit der Eigenschaft

AeM = ACM.
Sie heifit Obermenge.

Beweisidee. Setze M := ] A. O
AeM

Definition 1.4.3 (Durchschnitt).

(i) Seien A, B Mengen und sei X eine beliebige fixierte Obermenge von A und
B. (Wir konnen beispielsweise X = A U B wihlen.) Dann definieren wir den
Durchschnitt, den Schnitt oder die Schnittmenge von A und B, ANB, durch

ANB:={reX:z€ ANz € B}.

(ii) Sei nun M eine Menge von Mengen und sei X eine gemeinsame Obermenge,
gelte also A C X fiir alle A € M. Dann definieren wir den Schnitt der Mengen

aus M, (] A, durch
AeM

[l A={reX:(VAe M:z € A)}.
AeM

Bemerkung 1.4.4. %

(i) Eine Obermenge ist nicht eindeutig bestimmt. Nehmen wir ein weiteres Ele-
ment hinzu, so erhalten wir eine weitere Obermenge.

(ii) Der Schnitt von zwei Mengen oder von einer nichtleeren Menge von Mengen
héngt nicht von der gewihlten Obermenge ab; Details: Ubung.

Bemerkung 1.4.5.

(i) Enthdlt M keine Menge, so gilt nach Definition der Quantoren |J A =0
AeM
sowie [ A= X, falls klar ist, was die Obermenge X ist.
AeM
(ii) * Enthélt M genau zwei Mengen, so stimmen die ersten und zweiten Teile

der Axiome 1.4.1 und der Definition 1.4.3 iiberein.

(iii) * Wir werden sehen, dass es bei der Vereinigung oder beim Schnitt von mehr
als zwei Mengen nicht auf die Reihenfolge ankommt. Daher ist die Definition
der Vereinigung und des Schnittes eine sinnvolle Verallgemeinerung des Falles
von zwei Mengen.

Wir behandeln dazu ein Lemma. Dabei geben wir nur einen knappen Beweis fiir
einen Teil der Aussage.

Ergénzen Sie die fehlenden Details!

Welche Aussagen mit Quantoren werden hier eigentlich gezeigt?

Warum folgt daraus die Behauptung?

Beweisen Sie den noch fehlenden Rest!

Die Einfiihrung in das mathematische Arbeiten (EmA) eignet sich vorziig-
lich, um zu erlernen, wie man selbst solche Beweise eigenstéandig findet und
formal korrekt aufschreibt.

Lemma 1.4.6. Seien A, B Mengen. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) AC B,

| (i) AUB =B und

ABae iii| (#i) ANB=A.

Beweis. Wir zeigen nur (ii) < (iii).
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o . (ii)=(iii)*: Es gilt stets AN B C A. Daher zeigen wir nur A C AN B: Sei
x € A beliebig. Es folgt € AU B, also nach (ii) auch = € B. Daher ist
x € AN B wie behauptet.

o . (iii)=(ii)*: Wiederum gilt B C AU B stets. Es genligt also, AUB C B
zu zeigen: Sei x € AU B beliebig. Ist z € B, so sind wir fertig. Sonst gilt
x € A. Nach (iii) folgt daraus z € AN B. Somit gilt € B. Die Behauptung
folgt. (]

Definition 1.4.7 (Disjunkte Mengen). Seien A, B zwei Mengen.

(i) Dann heifen A und B disjunkt, falls AN B = ( gilt. In diesem Fall schreiben
wir auch AUB statt AU B.

(ii) Sei M eine Menge von Mengen. Dann heifit diese disjunkt, falls fiir alle A, B €
M mit A # B stets AN B = () gilt. In diesem Falle schreiben wir auch U A

AeM
statt | A.
AeM

Definition 1.4.8 (Komplement). Seien A und B Mengen mit fester Obermenge
X. Dann definieren wir

(i) das Komplement von A in B durch
B\A:={zxeB:x ¢ A}
(ii) das Komplement von A durch
CA={reX:a¢gA}

Proposition 1.4.9. Seien A, B und C drei Mengen und sei X eine feste Ober-
menge. Dann gelten

(i) AUB=BUA (Kommutativitdt)
(i) ANB=BNA (Kommutativitdt)
(iti)) (AUB)UC =AU (BUCQC) (Assoziativitit)
(iv) (ANB)NC=ANn(BNC) (Assoziativitdt)
(v) (ANB)UC =(AuC)Nn(BUCQC) (Distributivitdt)
(vi) (AUB)NC =(ANC)u(BNC) (Distributivitdt)
(vii) C(AU B) =CANCB (De Morgansche Regel)
(viii) C(AnB) =CAUCB (De Morgansche Regel)
(iz) CCA = A
(x) AUCA=X

(xi) A\ B=AnNCB

Beweis. Wir betrachten nur zwei der Aussagen und lassen den Rest als Ubung.
Erster Teil der Distributivitit (v):
,C“ Sei x € (AN B) U C beliebig. Wir erhalten

re(ANB)vVz el
= (r€ ANz eB)Vzel
= (z€AVzeC)AN(zeBVzel) (Proposition 1.1.10 (xvii))
= (€ AUC)A (z € BUC)
= € (AUC)N(BUC).

, D" Folgt analog.
Erste De Morgansche Regel (vii):
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»C“ Sei x € C(AU B). Es folgt
¢ (AUB)
= -(x € (AUB))
— —(r€ AVvzx e B)
= —(z € A)A—(z € B) (Proposition 1.1.10 (xx))
= ¢ ANz ¢ B
— zclAnre(CB
= 2z € CANCB.
, D Folgt wieder analog. 0

Axiom 1.4.10 (Potenzmenge). Sei A eine beliebige Menge. Dann gibt es die Menge
P(A) (oder 24), die Potenzmenge von A. Thre Elemente sind genau die Teilmen-
gen von A.

Beispiel 1.4.11.
(i) Sei A ={a,b,c}, so ist

P(A) ={0,{a},{b},{c}, {a,b},{a,c},{b,c}, {a,b,c}}.

(i) Ist A = 0, so ist P(A) = {0}. Beachte, dass (insbesondere in diesem Fall)
P(A) # A ist.

(iii) Die Aussagen M C A und M € P(A) sind nach Definition der Potenzmenge
aquivalent.

(iv) = 24 steht fiir die Menge aller Abbildungen f: A — 2, wobei 2 fiir eine
Menge mit zwei Elementen steht. Zwischen dieser Menge und P(A) gibt es
eine Bijektion. Details dazu folgen spéter.

Axiom 1.4.12 (Kartesisches Produkt). Seien A und B zwei Mengen. Dann gibt
es eine Menge, das kartesische Produkt von A und B, A x B, das aus allen
geordneten Paaren (a,b) mit a € A und b € B besteht. a heift die erste und b
die zweite Komponente dieses Paares. Es gilt

Ax B={(a,b):a€ ANb€ B}.

Bemerkung 1.4.13. x Mengentheoretisch kann man solche Paare als gewisse
zweielementige Mengen darstellen. Dabei wird (a,b) € A x B durch {a,{a,b}} C
AUP(AUB) oder {a,{a,b}} € P(AUP(AU B)) dargestellt.

Damit konnen wir definieren, was eine Funktion oder Abbildung ist:

Definition 1.4.14 (Funktion, Abbildung). Seien A, B zwei Mengen.
(i) Eine Funktion oder Abbildung f von A nach B, f: A — B, ist eine Teil-
menge von A X B mit der Eigenschaft, dass es zu jedem a € A genauein b € B
mit (a,b) € f gibt:
Vae A3lbe B: (a,b) € f.
Wir schreiben dafiir auch b = f(a) oder a — b.
Die Beschreibung einer Funktion als Teilmenge des kartesischen Produktes

wird spéater kaum noch verwendet. Dafiir definiert man dann den Graphen
von f durch

graph f := {(z, f(z)) € Ax B: x € A}.

Der Graph einer Funktion f ist gerade die oben betrachtete Teilmenge f C
A X B.
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(ii) A heifit Definitionsbereich der Funktion f, bezeichnet mit D(f), und

J(A) = {f(@): x € A} = {y € B: G € A: f(2) = y)}

heifit Bild oder Wertebereich von f. Wir schreiben im f oder R(f) fiir f(A)
(fiir image bzw. range).
potenzmengen induz fkt ‘ (iii) Allgemeiner definieren wir fiir beliebige M C A eine Menge f(M), das Bild
von M unter f, durch

fM)={yeB: (FxeM:y=f(x)}={f(z): z € M}.
Somit induziert f eine Abbildung P(A) — P(B), die wir wieder mit f be-

zeichnen.

(iv) Zueiner beliebigen Abbildung f: A — B definieren wir die Urbildabbildung
' P(B) = P(A)

durch
FHM) = {z € A: f(z) e M}

fiir beliebige M C B. Die Menge f~*(M) C A heiflt das Urbild von M unter
der Abbildung f.

Bemerkung 1.4.15. Zwei Funktionen f: A — B und g: C — D sind gleich, wenn
f und g als Teilmengen von A x B bzw. C x D gleich sind. Insbesondere kann f = g
nur gelten, falls auch A = C und B = D gelten.

* Es gibt abweichende Definitionen, die nicht B = D fordern.

Wir definieren einige fundamentale Eigenschaften von Funktionen.

Definition 1.4.16. Sei f: A — B eine Funktion.

(i) Dann heift f injektiv, falls aus f(z) = f(y) bereits x = y folgt.
* Im Englischen sagt man, dass eine Abbildung “one to one” sei und in
alteren Texten heiften solche Abbildungen eineindeutig.
(ii) f heilt surjektiv, falls f(A) = B gilt.
Wir sagen, dass f die Menge A auf die Menge B abbildet. Ist f nicht
notwendigerweise surjektiv, so heifst f im Gegensatz dazu eine Abbildung von
A nach B oder von der Menge A in die Menge B.
(iii) f heift bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist. Eine bijektive Abbildung
heiftt Bijektion.
(iv) Ist f injektiv, so definieren wir die Inverse oder Umkehrabbildung von f
durch

flrimf — A,
f(x) =,
d.h. wir definieren f~!(f(x)) := z.

Bemerkung 1.4.17. x

(i) Die Inverse ist wohldefiniert: Zu jedem a € im f gibt es ein z € A mit f(z) = a.
Fiir ein beliebiges anderes y € A mit f(z) = a folgt aufgrund der Injektivi-
tdt von f bereits x = y. Damit ordnen wir jedem a € im f ein eindeutig
bestimmtes = € A zu.

(ii) Allgemeiner sprechen wir von Wohldefiniertheit, wenn wir etwas durch das
Angegebene definieren. Bei einer Abbildung miissen wir zwei Mengen X (als
Definitionsbereich) und Y und fiir jedes 2 € X ein eindeutig bestimmtes y € Y’
angegeben. So erhalten wir eine Abbildung g: X — Y.
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(iii) Wir verwenden f~! fiir die Inverse und fiir die Urbildabbildung. Die sollte
nicht zu Verwirrungen fithren, es gilt ndmlich, falls beide definiert sind, fiir
die Inverse I, die Urbildabbildung U und alle z € A

{(f(z))} = U{f(=)})
(iv) Ist f: A — B eine Abbildung, die g: P(A) — P(B) wie in Definition 1.4.14
(iii) induziert, so gilt
{f(@)} = g({z})

fur alle x € A.

Definition 1.4.18 (Komposition von Abbildungen). Seien f: A — B und g: B —
C zwei Abbildungen. Dann definieren wir eine Abbildung go f: A — C durch
x> g(f(x)). go f heilt Komposition der Abbildungen f und g.

Bemerkung 1.4.19. x Man schreibt auch go f: A — D fiir die Abbildung = —
g(f(z)) im Falle von Abbildungen f: A — B und g: C — D, falls B C C gilt.

Beispiele 1.4.20.
(i) Sei A eine Menge. Dann definieren wir die Diagonale A(A) von A x A durch
A(A):={(z,x) e Ax A: x € A}.

(ii) Die Abbildung A(A) C A x A heift Identitét auf A, id4 oder id. (Wir verwen-
den heifst fiir eine Definition und kénnten dies auch wie folgt ausdriicken:
Wir definieren die Identitét auf A als die Abbildung A(A).) Es gilt ida(z) = =
fiir alle z € A.

(iii) Ist f: A — B bijektiv, so gelten f~!o f =id4 und fo f~! =idg.

(iv) Sei A eine Menge und gelte C' C A. Dann heifit die Abbildung i: C — A
mit z — x Inklusionsabbildung. ¢ ist injektiv. Wir schreiben dafiir manchmal
i1: C— A.

(v) Sei f: A — B eine Abbildung. Sei C C A eine Menge. Dann definieren wir
die Einschrinkung oder Restriktion von f auf C durch

f|C :C = B,
x — f(x).
Ist i: C — A die Inklusionsabbildung, so gilt f|c = f 0.

Bemerkung 1.4.21. Seien f: A —- B, g: B — C und h: C' — D drei Abbildun-
gen. Dann gelten

ho(gof)=(hog)of

und

(gof)y =f"og™,
wobei die zweite Gleichheit sowohl fiir die Urbildabbildungen als auch (falls defi-
niert) fiir die Inversen gilt.

Definition 1.4.22 (Relationen). Seien A, B Mengen.

(i) Eine Teilmenge R C A x B heifit Relation. Statt (z,y) € R sagen wir auch,
dass R(x,y) gilt.
(ii) Eine Relation R C A x A heift
(a) reflexiv, falls R(z, ) fir alle z € A gilt,
(b) symmetrisch, falls fiir alle z,y € A aus R(z,y) auch R(y,z) folgt,
(c) antisymmetrisch, falls fiir alle z,y € A aus R(z,y) und R(y,x) bereits
x =y folgt,
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(d) transitiv, falls fiir alle z,y,z € A aus R(x,y) und R(y, z) auch R(x,z)
folgt,

(e) total oder linear, falls fiir alle =,y € A stets R(z,y) oder R(y, ) gilt.

(iii) Sei R C A x A eine Relation. Dann heifft R

(a) Aquivalenzrelation, falls R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist. Hiu-
fig schreiben wir  ~ y statt R(z,y) fiir Aquivalenzrelationen.

(b) Ordnung oder Totalordnung, falls R reflexiv, transitiv, antisymme-
trisch und total/linear ist.

(c) Halbordnung oder partielle Ordnung, falls R reflexiv, transitiv und
antisymmetrisch ist.

Definition 1.4.23. Sei R C A x A eine Aquivalenzrelation. Sei z € A. Dann heifit
[x] :={y € A: R(x,y)}

die Aquivalenzklasse oder Restklasse von . Statt y € [z] schreiben wir auch

y=x mod R.

Mit A/R := {[z]: = € A} bezeichnen wir die Menge aller Aquivalenzklassen
dieser Relation.

Beispiele 1.4.24. Die folgenden Beispiele verwenden Schulwissen.

(i) Die Relation ,wohnt in der gleichen Stadt” ist eine Aquivalenzrelation. Die
Aquivalenzklassen bestehen jeweils aus allen Biirgerinnen und Biirgern von
Konstanz, Kreuzlingen, ....

(i) Auf der Menge A := Z x (Z\ {0}) definieren wir eine Aquivalenzrelation ~
durch die Festlegung, dass (a,b) ~ (¢,d) genau dann gilt, falls ad = be richtig
ist. Fassen wir nun (a, b) als den Bruch ¢ auf, so bestehen die Aquivalenzklas-
sen A/~ gerade aus den Briichen, die dieselbe reelle Zahl ergeben.

(iii) Sei n € N\ {0}. Auf Z definieren wir eine Aquivalenzrelation ~ durch:

a~bi<=3JdkeZ:a—b=kn.

Die Aquivalenzklassen Z/~ bestehen dann gerade aus den ganzen Zahlen, die
bei Division durch n denselben Rest lassen. Statt a ~ b schreiben wir hier
auch a = b (mod n).

1.5. Die reellen Zahlen.

Definition 1.5.1. Die reellen Zahlen, mit R bezeichnet, sind eine Menge R mit
den folgenden Eigenschaften (schreibe auch (R, +,-,0, 1, <)):
(A) R ist ein Korper, d.h. es gibt Abbildungen +: R x R — R, die Addition,
wobei wir x + y statt +(z, y) schreiben, und -: R x R — R, die Multiplikation,
mit (z,y) — x-y oder zy statt z -y, und zwei ausgezeichnete Elemente 0,1 € R
mit 0 # 1, d.h. =(0 = 1), wobei 0 Null und 1 Eins heifit, die die folgenden
Eigenschaften haben:
(K1) 2+ (y+2) = (x+y) +2,
(K2) e +y=y+z,
(K3) 04+ 2 ==,
(K4) zzkyéle—&—y = 0, wobei wir fiir die additive Inverse y auch —x schreiben,
also x + (—x) =0,
5) (zy)z = z(yz),
6) ry = yx,
7 1l ==z,
8) N 3 2y = 1, wobei wir fiir die multiplikative Inverse y auch z !
zeR\{0} yeR
schreiben, also zz~1 =1,
(K9) z(y + 2) = ay + xz.
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Falls nicht anders angegeben, gelten diese Gleichheiten jeweils fiir alle z,y, z €
R. Wir haben hier die Konvention ,,Punkt vor Strich“ benutzt, d. h. wir schrei-
ben zy + z fir (z-y) + 2.

(B) R ist ein angeordneter Korper, d. h. es gibt eine Relation R C R x R, wobei
wir x < y statt R(z,y) schreiben, die die folgenden Eigenschaften fiir alle
x,y,z € R erfiillt:

(O) z<yundy<z= z <z, (Transitivitit)
(02) s<yundy<z = z=y, (Antisymmetrie)
(03) esgilt x <yodery <z (= z < x),

(04) ausz <y folgt z + 2z <y+ z,

(05) aus 0 < z und 0 < y folgt 0 < zy.
Statt © < y schreiben wir auch y > z und statt < y und = # y schreiben wir
x <y oder y > x.
(C) R ist vollstindig, d.h. jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge von
R besitzt ein Supremum in R.
* Die Definition des Supremums ist so wichtig, dass wir sie gesondert als
Definition 1.5.2 notieren werden.

Definition 1.5.2 (Supremum).

(i) Eine Menge A C R heifit nach oben beschrinkt, falls es ein z € R mit
y < x fiir alle y € A gibt.

(ii) xo € R ist eine obere Schranke von A C R, falls zg > y fiir alle y € A gilt.

(iii) zp € R ist das Supremum einer Menge A C R, mit 29 = sup A bezeichnet,
falls xy obere Schranke von A ist und fiir jede obere Schranke x von A die
Ungleichung = > g gilt. xo heifit auch kleinste obere Schranke.

(iv) Gilt sup A € A, so heifit sup A auch Maximum: max A.

(v) Ist A C R nicht nach oben beschrénkt, so schreiben wir sup A = oco.

Wir vereinbaren, dass fiir jedes x € R die Ungleichungen —oo < z < o0
gelten.

(vi) = Entsprechend definieren wir nach unten beschrinkt, untere Schran-
ke sowie das Infimum als grofite untere Schranke einer Menge und das
Minimum. Fir nach unten unbeschrinkte Mengen A C R schreiben wir
inf A = —o0.

Gerne werden diese Begriffe auch wie folgt eingefiihrt: Setze

—A:={-a:a€ A}

Dann ist A nach unten beschriankt, falls —A nach oben beschrankt ist. x ist
eine untere Schranke fiir A, falls —x eine obere Schranke fiir — A ist. x = inf A,
falls —z = sup(—A).

(vii) Ist A C R nach oben und nach unten beschrénkt, so heifst A beschrankt.

Bemerkung 1.5.3. Es gelten sup ) = —oo sowie inf ) = oco.

Bemerkung 1.5.4. x* Wir werden hier axiomatisch vorgehen und annehmen, dass
die reellen Zahlen R existieren und lediglich skizzieren, wie man deren Existenz
und Eindeutigkeit, bis auf eine Abbildung, die die jeweiligen Null- und Einselemen-
te aufeinander abbildet und mit Multiplikation, Addition, Anordnung und Supre-
mumsbildung vertréglich ist, zeigen kann.

Wir nehmen an, dass eine Menge existiert. Dann gibt es auch die leere Men-
ge. Nun bilden wir nacheinander die folgenden Mengen, die die natiirlichen Zahlen
werden: 0 = () und die mit - bezeichneten Nachfolger, bestehend aus allen Vorgin-
gern, 07 =1 = {0} = {0}, 17 =2 ={0,{0}} = {0,1}, 2t =3 ={0,1,2}, ...und
verwenden die aus der Schule gebrduchlichen Bezeichnungen 0,1,2,3,.... Fir die
Existenz dieser Menge N benotigen wir noch das Unendlichkeitsaxiom, das besagt,
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dass es die Menge, die aus der leeren Menge und allen ihren — wie oben beschrieben
gebildeten — Nachfolgern besteht, gibt. Wir schreiben N = {0,1,2,3,...}. Auf den
natiirlichen Zahlen definiert man eine Addition vermége n+ (m™) = (n+m)™ und
eine Multiplikation durch n - (m*) = (n-m)+n = nm + n und weist die in der
Schule benutzten Rechenregeln nach.

Dann konstruiert man die ganzen Zahlen Z als Restklassen der Paare von natiir-
lichen Zahlen (a,b) mit der Aquivalenzrelation (a,b) ~ (c,d), falls a+d = c+b gilt,
d.h. (a,b) wire (in Schulnotation) die ganze Zahl a — b, die wir als Differenz von
zwei natiirlichen Zahlen darstellen. Auch hier definiert man Addition, Subtraktion
und Multiplikation und weist die in der Schule benutzten Rechenregeln nach.

Die rationalen Zahlen erhilt man als Restklassen von Paaren (a,b) € Z x (Z\{0})
mit der Aquivalenzrelation (a,b) ~ (c,d), falls ad = bc gilt. Wir schreiben auch
¢ = (a, b) und definieren eine Addition ¢ + < := 9%tk sowie eine Multiplikation
%9 = 13- Unabhéngig von dieser Konstruktlon schreiben wir ab jetzt § statt
a- b ! fallsa b € R mit b # 0 sind.

Ahnlich wie wir spéter in der Vorlesung Funktionalanalysis einen metrischen
Raum vervollstindigen werden, erhilt man nun R aus Q (Ubung).

Die Eindeutigkeit von R bis auf eine Abbildung ¢, die die jeweiligen Null- und
Einselemente aufeinander abbildet und ¢(a + b) = @(a) + p(b) sowie @(ab) =
p(a)p(b) fir alle a, b erfiillt, erhélt man, indem man sie in jedem Schritt der Kon-
struktion von R mitkonstruiert.

Definition 1.5.5. Seien a,b € R mit a < b. Wir definieren die folgenden Inter-
valle:

(i) (a,b):={zreR:a<z<b} (offenes Intervall)
(i) (a,b]:={r eR:a<x <b} (halboffenes Intervall)
(iii) [a,b) :={xr € R:a <z <b} (halboffenes Intervall)
(iv) [a,b] :={z € R:a <z < b} (abgeschlossenes Intervall)

a und b heiften Endpunkte der Intervalle.
* Wir vereinbaren, dass [a,a] = {a} und (b,a) = (b,a] = [b,a) = [b,a] = (a,a) =

() gelten.
Lemma 1.5.6. Sei x € R. Dann gilt Ox = 20 = 0.

Beweis. Es gilt 0 = 0 + 0. Wir multiplizieren mit « und erhalten 0z = (0 + 0)z =
0z + Oz. Nun addieren wir auf beiden Seiten das additive Inverse von Oz. Es folgt
0 = 0x + (—(0z)) = (0x 4+ 0z) + (—(0x)) = 0z + (0z + (—(0x))) = 0z + 0 = Ox =
z0. O

Lemma 1.5.7. Sei x € R. Dann gelten
(i) (-1)z = —x,

(i) —(—z) =z und

(iii) (—1)(—1) = 1.

Beweis.

(i) Wir multiplizieren (—1) + 1 = 0 mit # und erhalten

o

(-z+z=(-Dz+lz=((-1)+1Dz*2 0x=0.
Nun addieren wir das additive Inverse von x und erhalten
(—Dz = (-Dz+0=(-Dz+ (¢ +(-2)) = (-Dz +2z)+ (—2) = 0+ (-2) = —=

wie behauptet.
(ii) Es gilt 0 = —(—z)+ (—x). Addieren wir auf beiden Seiten z, so folgt die zweite
Behauptung.
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(iii) Setzen wir nun insbesondere z = —1 ein, so folgt aus den ersten Teilen
(—1)(~1) = ~(-1) = 1. O
Wir schreiben auch x — y statt « + (—y).
Lemma 1.5.8. Sei x € R. Dann ist das additive Inverse —x eindeutig bestimmt.

Beweis. Seien a,b € R mit z +a = 0 und = + b = 0. Somit folgt a = a +0 =
a+(x+b)=(a+z)+b=0+b=0b. O

Lemma 1.5.9. FEs gelten 0 < 1 und —1 < 0.

Beweis.

(i) Ist 1 <0, so folgt durch Addition von (—1) die Ungleichung 0 < (—1) und so-
mit 0 < (—1)(—1) = 1. Dies ist aber nur moglich, falls 0 = 1 gilt. Widerspruch.
Somit ist 0 < 1. Aus 0 # 1 folgt daher 0 < 1.

(ii) Durch Addition von (—1) folgt aus 0 < 1 die Ungleichung —1 < 0. Wie oben
folgt nun —1 < 0. O

Lemma 1.5.10. Fir alle x,y € R gilt genau eine der folgenden drei Aussagen:
r<y, =y oder y<zx.
Bewets.

(1) Ist < y, so folgen —(z = y) und = < y. Wére zusétzlich y < z, so folgte
daraus y < z und somit z = y. Widerspruch.

(ii) Ist y < x, so argumentiert man analog.

(iii) Ist © = y, so sind die beiden anderen Aussagen nach Definition ausgeschlossen.

(iv) Angenommen, es gilt keine der drei Aussagen, so gilt nach Definition einer
Ordnung zumindest < y oder y < x. Wegen = # y folgt sogar x < y oder
y < z. Widerspruch. O

Lemma 1.5.11. Gelte 0 < z < y. Dann gelten
(i) 0 <zt und
(ii) 0 <y~ ' <z~ b

Beweis.

(i) Es gilt 0 = 271 + (—27!). Dies multiplizieren wir mit = und erhalten 0 =
1+ z(—z~1). Somit ist x(—x~1) = —1 < 0. Es gilt genau eine der folgenden
drei Ungleichungen: —2~! > 0, —z~! = 0 oder —2~! < 0. Die erste ist
ausgeschlossen, denn dann wére auch das Produkt mit > 0 positiv, ebenso
die zweite, denn dann wiire z(—z~!) = 0. Somit ist —z~! < 0, also z~! > 0.

(i) Aus z < y folgt * < y. Wir multiplizieren dies mit z='y~!, dem Produkt
zweier positiver Zahlen, und erhalten y~! < 27!. Der Fall y=! = 27! ist
ausgeschlossen, denn dann wire auch x = y. Somit folgt die Behauptung. O

Lemma 1.5.12. Seien z,y € R. Gilt xy =0, so folgt xt =0 oder y = 0.

Beweis. Wiren x # 0 und y # 0, so kénnten wir die Gleichung zy = 0 nacheinander
mit 27! und y~! multiplizieren. Es folgt 1 = 0. Widerspruch. O

Lemma 1.5.13. Seien a,b,x,y € R.

(i) Gelten a < b und x >0, so folgt ax < bx.
(i) Gelten a < b und x <0, so folgt ax > bx.
(i1i) Gelten a <b und x > 0, so folgt ax < bx.
(iv) Gelten a < b und x <0, so folgt ax > bx.
(v) Ausa <bundz <y folgt a+x <b+y.
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Ausa>0,b>0unda+b=0 folgta =b=0.

Beweis.

Wir erhalten nacheinander 0 < b—a, 0 < (b — a)z und az < bz.
Argumentiere dhnlich und benutze —x > 0.

Nach (i) gilt az < bx. Der Fall ax = bz implizierte nach Multiplikation mit
2~ #£ 0 auch a = b. Widerspruch.

Folgt analog.

Es ist klar, dass a + * < b+ y gilt. Wére a + x = b + y, so erhielten wir
b+y=a+ 2 <b+ z und somit y < xz. Widerspruch.

Falls nicht, so diirfen wir ohne Einschrdnkung annehmen, dass a > 0 ist. Dann
erhalten wir aber mit (v) a 4+ b > 0. Widerspruch. O

1 quad ungl aequiv lem‘ Lemma 1.5.14. Seien a, b € R.
(i) Aus 0 < a < b folgt a® < b2.
(ii) Aus a® < b% und b >0 folgt a < b.

nat z 1

nat z 2

nat z exist lem‘

Beweis.

(i)
(i)

Wir multiplizieren a < b mit @ und mit b und erhalten a? < ab und ab < b>.
Daraus folgt die behauptete Ungleichung.

Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, es gilt 0 < b < a. Dann
folgen 0 < b < @ und daraus b?> < a?. Wir folgern a® = b2. Also ist 0 =
a? —b? = (a — b)(a + b). Somit ist nach Lemma 1.5.12 a + b = 0 oder a = b.
Wegen a,b > 0 erhalten wir in beiden Féllen a = b, einen Widerspruch und
die Behauptung folgt. O

Wir werden die Konstruktion aus Bemerkung 1.5.4 nicht benutzen, um von
ausgehend die natiirlichen, ganzen und rationalen Zahlen zu definieren, sondern
definieren stattdessen:

Definition 1.5.15 (Natiirliche Zahlen). Die natiirlichen Zahlen N sind die
kleinste Teilmenge A C R mit

(N1) 0 € A und

(N2) a+1 € Afiir alle a € A.

N ist dabei die kleinste solche Menge in dem Sinn, dass jede weitere Menge N/ C R,
die (N1) und (N2) erfiillt, auch N C A/ erfiillt.

Lemma 1.5.16. Es gibt die natirlichen Zahlen. Sie sind eindeutig bestimmit.

Beweis.

(i)

Existenz: Sei M die Menge aller Teilmengen A von R, so dass 0 € A und
a+1¢€ A fiir alle a € A gelten. Dann ist M # (), da R € M ist. Definiere

N:= ﬂ A.
AeM
Da 0 € A fiir alle A € M gilt, folgt auch 0 € N. Sei @ € N. Dann folgt a € A
fiir alle A € M. Somit ist auch a +1 € A fiir alle diese Mengen A und wir
erhalten a +1 € N.

N ist die kleinste Teilmenge von R, die (N1) und (N2) erfiillt, da wir N
als Schnitt aller Teilmengen von R mit diesen beiden Eigenschaften definiert
haben: Sei B C R beliebig mit (N1) und (N2). Dann gilt nach Definition von
N als Schnitt solcher Mengen bereits N C B.

Eindeutigkeit: Aufgrund der Minimalitét folgt fiir zwei solche Mengen N; C
N, und Ny C Nj. O
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Die natiirlichen Zahlen werden auch héufig mit Hilfe der Peanoaxiome eingefiihrt.
Bei unserem Zugang kénnen wir deren Giiltigkeit beweisen.

Lemma 1.5.17 (Peanoaxiome). FEs gelten die folgenden Aussagen:
(i) 0 €N,
(ii) jedes a € N besitzt genau einen Nachfolger a* € N,
(i1i) 0 ist kein Nachfolger einer natirlichen Zahl.
(iv) Fiir alle m,n € N folgt aus m™ = n* bereits m = n.
(v) Sei X C R beliebig mit 0 € X und n™ € X fir allen € X, so folgt N C X.

Der Nachfolger einer Zahl a € N ist die Zahl a™ :=a+1 € N.

Beweis.

(i) klar
(i) klar
(iii) Wegen (—1)+1 = 0 geniigt der Nachweis, dass —1 < 0 ist (siehe Lemma 1.5.9)
und dass fiir alle Zahlen n € N die Ungleichung n > 0 gilt.

Definiere A := {z € R: £ > 0}. Dann erfiillt A wegen 0 < 0 (N1) und die
Forderung (N2) gilt, da a > 0 und 1 > 0 auch a+1 > 0 implizieren. Im Beweis
von Lemma 1.5.16 ist also A € M fiir diese Menge A. Somit folgt n > 0 fiir
alle n € N.

(Wir bemerken, dass man durch Betrachtung der Menge

A={{0,1,1+1,1+14+1,...,1+...41}U{zeRiz>1+...+1}
—_—— —_——
gleiche Anzahl wie hier
mit einem solchen Argument zeigen kann, dass bis zu einer Zahl 1+. . .+1 keine
ysunerwarteten natiirlichen Zahlen existieren. Da die Anzahl der Summanden
beliebig grof ist und damit grofer als jede beliebige vorgegebene reelle Zahl,

was wir noch zeigen werden, folgt dann, dass sich jede natiirliche Zahl als
iterierter Nachfolger von 0 darstellen lésst.)

(iv) klar
(v) Die Menge X erfiillt (N1) und (N2) und ist daher eine der Mengen, die im
Schnitt in Lemma 1.5.16 auftaucht. Somit gilt N C X. O

Theorem 1.5.18. R ist archimedisch, d.h. zu jedem x € R gibt es ein n € N,
so dass fiir alle m > n die Ungleichung m > x gilt.

Beweis. Es geniigt, ein n € N mit n > x zu finden. Falls es kein solches n € N
gibt, so ist = eine obere Schranke von N. Als nichtleere Menge mit einer oberen
Schranke besitzt N ein Supremum sup N € R. Es gilt supN — 1 < supN. Somit gibt
es nach Definition des Supremums ein n € N mit n > sup N— 1. Daraus folgt jedoch
n+1>supNundn+1+1>supN+1>supN. Wegen n+1+1 € N widerspricht
dies aber der Definition des Supremums und die Behauptung folgt. O

Korollar 1.5.19. x Seien z,a,b € R und sei a > 0.

(i) Dann gibt es ein n € N mit an > x.
(it) Dann gibt es einm € N mit 0 < L < a.
(iti) Ist b < * fiir alle n € N (oder fiir alle n € N mit n > ng), so ist b < 0.

Beweis.

(i) Betrachte n > <.
(ii) Betrachte m > L.
(iii) Dies ist eine Umformulierung der letzten Aussage. ]

IS}

Theorem 1.5.20 (Vollstdndige Induktion). Erfille M C N die Bedingungen
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(i) 0 € M (Induktionsanfang) und
(i) ausn € M folgt n+1 € M fir alle n € N (Induktionsschritt),

so gilt M = N.
Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 1.5.17 (v). O

Theorem 1.5.21. x Sei p eine Aussageform auf N. Gelten
(1) p(0) und
(i1) p(n) = p(n+ 1) fir allen € N,

so gilt p(n) fir alle n € N.

Beweis. Definiere M := {n € N: p(n) ist wahr}. Dann folgt die Behauptung aus
Theorem 1.5.20. g

Bemerkung 1.5.22. *
(i) Wir konnen vollstdndige Induktion auch benutzen, wenn p(0) gilt und wenn
fiir alle n € N aus p(0) A p(1) A ... Ap(n) die Aussage p(n + 1) folgt: Wir
benutzen dann die Aussageform

a(n) = (p(O) Ap() Ao Ap(m) = Y plk).

Wiederum folgt p(n) fir alle n € N.
(if) Gilt p(ng) fiir ng € N und folgt aus p(n) die Aussage p(n+ 1) fir alle n > ny,
so gilt p(n) fiir alle n € N mit n > ng.

Bemerkung 1.5.23. x Genauso wie wir Aussagen induktiv beweisen kénnen, kann
man auch entsprechend definieren. Dies bezeichnet man als rekursive Definition. Da
dies noch weitere Grundlagen bendotigt, verschieben wir das noch.

Definition 1.5.24 (Familie, Folge).

(i) Seien I, X Mengen und f: I — X eine Abbildung. Dann heift f auch Familie.
Wir schreiben (x;);c;. Dabei ist o; = f(4) fiir ¢ € I. I heifst Indexmenge.

(ii) Ist I = N, so heift (z;);en eine Folge. Wir schreiben auch (z;);ey C X fiir
eine solche Folge obwohl keine iibliche Mengeninklusion vorliegt.

(iii) Ist J C I,so heift (y;),ecs Teilfamilie von (z;);cr, falls die Werte der Familien
auf J iibereinstimmen: Vj € J: y; = x;. Wir schreiben auch (z;);es fiir die
Teilfamilie.

(iv) Ist I = Nund J C N eine unendliche Menge (das wird noch definiert), so heiftt
(z)ic eine Teilfolge von (z;)ien. Ist (ji)ken C J eine Folge mit jii1 > ji
fur alle k und J = |J {ji}, so schreiben wir (z;, )ren fiir die Teilfolge.

kEN
(v) Sei (z;)icr eine Familie. Ist I = {1,2,...,n} so schreiben wir auch (z;)i<i<n.
Im Falle
(a) n =2 heift die Familie ein Paar: (21, x2),
(b) n = 3 heifit die Familie ein Tripel: (z1, z2, z3),
(¢) n heift die Familie ein n-Tupel: (21,2, ..., 2,).

Analog zu Axiom 1.4.1 und zu Definition 1.4.3 haben wir:

Definition 1.5.25 (Schnitt und Vereinigung von Familien). Sei (A;);cs eine Fa-
milie von Mengen mit Obermenge X, so definieren wir
i) UAi={zeX: (Jicl:zec )}
icl
(i) VA ={reX: (Viel:zecA)}
i€l
(iii) Im Falle I = {1,2,...,n} schreiben wir |J 4; = J 4; bzw. N 4; = () 4.
i=1

= el i=1 i€l
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Definition 1.5.26 (Supremum und Infimum von Familien). Ist (x;);cr eine Familie
reeller Zahlen, so setzen wir
supx; :=sup{z;: i € I}
el
und inf x; :=inf {z;: i € I}.
i€l

Proposition 1.5.27.
(i) Seien A,B C R mit A C B. Dann gelten
sup A <supB sowie inf A > inf B.
(i) Sei (A;)icr eine Familie von Mengen A; C R. Setze A := UI A;. Dann gelten
ic
sup A = 521615) supA; sowie infA = ?elg inf A;.
Beweis.

(i) Gilt nach Definition.
(ii)) Wegen inf A = —sup(—A) mit —A := {—z: 2 € A} geniigt es, die Behauptung
fir das Supremum zu betrachten.
Aus A; C A folgt sup A; < sup A fiir alle ¢ € I. Also gilt auch
supsup 4; < sup A.
iel
Fiir die umgekehrte Ungleichung unterscheiden wir zwei Félle:
(a) Ist sup A = o0, so gibt es zu jedem n € N ein z,, € A mit z,, > n. Da A
die Vereinigung der A;’s ist, gilt z,, € A;(,,) fiir ein geeignetes i(n) € I.
Somit ist supsup A; = oco.
iel
(b) Ist b :=sup A < oo, so gibt es nach Definition des Supremums zu jedem
n € N\ {0} ein z,, € A mit
b— % <z, <b.
Wiederum gilt x,, € A;(,,) fiir geeignete i(n) € I. Somit erhalten wir
b<z,+ % < supAi(n) + % < supsup 4; + %
i€l
Wir folgern b < sup sup A; wie behauptet. O
iel
Definition 1.5.28.

(i) Sei A eine Menge und f: A — R eine Funktion. Dann heift f nach oben
(unten) beschrinkt, falls dies fiir f(A) gilt. Wir schreiben

sup f(A) =sup f(z) und inf f(A) = inf f(z).
€A zEA

(ii) Sei A eine Menge und f;: A — R, i € I, eine Familie von Funktionen. Gilt fiir
allex € A
sup fi ('T) < 00,
il
so definieren wir die Funktion

sup f;: A — R durch <sup fl> (z) := sup fi(x).
icl iel iel
(iii) * Ohne die Voraussetzung, dass fiir alle € A die punktweise in 7 gleichméfige
Beschrinktheit sup f;(z) < oo gilt, erhalten wir im Fall I # () mit derselben
iel
Definition eine Funktion sup f;: A — R U {oo}.
iel
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(iv) * Analog definieren wir i_n§ fi mit Werten in R oder RU{—o00}, wobei wir —oo
e

hinzunehmen miissen, wenn in§ fi(x) = —oo gilt.
1€
(v) Ist I ={1,...,n}, so schreiben wir auch
s'ug)fi =sup(fi,..., fn) = max(fi1,..., fn) = max{fi,..., fn}
1€

und entsprechend fiir das Infimum bzw. Minimum.

Wir verallgemeinern nun das kartesische Produkt auf mehr als zwei Faktoren.
Den Fall von zwei Faktoren erhalten wir dabei, wenn wir I = {1,2} verwenden.

Definition 1.5.29 (Kartesisches Produkt).

(i) Sei (A;)ier eine Familie von Mengen. Dann definieren wir das kartesische
Produkt durch
HAi = {(x;)ier: fir alle i € I gilt x; € A;}.
icl
(ii) Zu beliebigem j € I definieren wir die j-te Projektion(sabbildung)
i HAi — A; durch  7;((zi)ier) = ;.
iel
Beispiel 1.5.30. Ist I = {1,...,n} und A; =R fiir alle i € I, so ist

HA_HA R”—Rx xR={(z",...,2") : 2’ eRfiiralle 1 <i <n}.
i€l n Stuck
m (x1,...,2™) = 2" heift die i-te Komponente des n-Tupels (z',...,z").

* Aus Kovarianzgriinden schreiben wir hier die Indices nach oben. Dies sind keine
Exponenten. Eine genauere Begriindung dafiir werden wir erst deutlich spéater in
der Differentialgeometrie kennen lernen.

* Wir identifizieren hier H A; = (A1 x Ag) x Az = Ay x (A2 x A3), da es sich
letztlich in allen Fillen um geordnete Tripel handelt.

Beim ersten Lesen ist das folgende Axiom sicher schwer zugénglich. Ist I eine
endliche Menge oder (allgemeiner) nicht méchtiger (noch zu definieren) als N, so
kénnen wir die Aussage aus dem Bisherigen beweisen, i. a. klappt dies jedoch nicht.

Axiom 1.5.31 (Auswahlaxiom). Sei (4;);cs eine Familie von Mengen A; mit A; #
() fiir alle 7 € I. Dann existiert eine Familie (x;);c; mit z; € A; fiir alle 7 € I.
Insbesondere gilt dann [] A; # 0. (Beachte [[ A; = {0} #0.)

i€l i€l

Proposition 1.5.32. Seien I # () und (A;)icr eine Familie von Mengen. Dann

gilt
HAZ-:(Z) < FEsgibt einiec I mit A; = .
icl
Beweis.
<= Istig € I und A;, = 0, so ist klar, dass es keine solche Familie (z;);c; geben
kann.
»="“ Gilt umgekehrt A; # () fiir alle ¢ € I, so folgt [] A; # 0 gerade aus dem
iel
Auswahlaxiom. O

Eine Folgerung des Auswahlaxioms ist das Zornsche Lemma. Wir werden es in
der Analysis erst spét benutzen, in der Linearen Algebra zeigt man damit, dass
jeder Vektorraum eine Basis besitzt.
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Lemma 1.5.33 (Zornsches Lemma). Sei M eine nichtleere Menge mit einer Teil-
ordnung <. Nehme an, dass jede total geordnete Teilmenge A C M (= Kette) eine
obere Schranke b € M besitzt, d. h. dass x < b fir alle x € A gilt. Dann enthdlt M
ein mazximales Element xg, d. h. ein Element xo € M, so dass aus x > xg bereits
x =z folgt. (Beachte, dass xq i. a. nicht eindeutig bestimmt ist.)

Beweis. Logikvorlesung. O

Definition 1.5.34 (Ausschopfung, Partition, Uberdeckung). Sei A eine Menge.
(i) Eine Uberdeckung von A ist eine Familie (4;)ic; mit

AclJa
iel
(ii) Eine Partition von A ist eine Uberdeckung (A;);e; von A mit A; C A fiir
alle ¢ € I durch paarweise disjunkte Mengen, d.h. es gilt A; N A; = 0 fiir alle
i # j € I. Wir schreiben
A=A

iel
(iii) Eine Ausschopfung von A ist eine aufsteigende Folge (A, )nen von Teilmen-
gen von A, die also A4,, C A, fir m <n erfiillen, mit |J A, = A.
neN

Proposition 1.5.35.

(i) Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf A. Dann bilden die Restklassen von ~ eine
Partition von A.
(ii) Sei (A;)ier eine Partition von A. Dann ist ~ mit

r~y = Jiel:xye A
eine Aquivalenzrelation auf A.
Bewets.

(i) Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf A. Betrachte die Familie ([z])(z)e ./~
(a) Wegen z € [z] wird ganz A iiberdeckt und es gilt [z] C A fiir alle x € A.
(b) Disjunktheit: Seien x,y € A beliebig. Sind [z], [y] nicht disjunkt, so gibt
es ein z € [z] N [y]. Wir behaupten, dass dann auch [z] = [y] gilt, dass
es sich also um dieselben Aquivalenzklassen handelt. Seien # € [z] und
7 € |y]. Dann gilt T ~ x ~ z ~ y, also folgt Z € [y]. Ebenso gilt § € []
und [z] = [y] folgt.
(ii) (a) reflexiv:  ~ x ist klar.
(b) symmetrisch:  ~ y = y ~ x ist ebenso klar.
transitiv: Gelte z ~ y und y ~ z. Somit gibt es k,I € [ mit x,y € Ag
und y, z € A;. Weil die Familie (A;);c; aus paarweise disjunkten Mengen
besteht und y € A N A; gilt, folgt & = I. Somit gilt auch z,z € Ay = A;
und nach Definition folgt x ~ z wie behauptet. O

—
o
~

Die nachfolgenden beiden Resultate rechtfertigen rekursive Definitionen.

Lemma 1.5.36. x Seien A, B Mengen. Sei (Ap)nen eine Ausschopfung von A und
sei (frn)nen eine Familie von Abbildungen f,: A, — B mit der Eigenschaft

fala,, = fm  fir alle m <n.

Dann gibt es genau eine Funktion f: A — B mit f(x) = f,(z) fir alle x € A,, oder
fla, = fn fiir allen € N,

Beweis.
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(i) Setze f(z) := fn(x) fir x € A,.

(ii) Gilt x € A, und = € A, fiir m < n, so stimmen die beiden Definitionen
iiberein, da wegen A,, C A, und f,|a,, = fm die Gleichheit f,(x) = fn(2)
folgt.

(iii) Da (Ay)nen eine Ausschopfung von A ist, wird jedem = € A ein Funktionswert
zugeordnet.

(iv) Eindeutigkeit: Seien f und g zwei solche Funktionen. Sei x € A beliebig. Dann
gibt es ein A, mit x € A,. Es folgt f(x) = fla, (z) = fu(z) = g|a, (z) = g(z)
und daher die Eindeutigkeit. O

Proposition 1.5.37 (Rekursive Definition). * Sei B # () eine Menge, x9 € B und
F: N x B — B eine Funktion. Dann gibt es genau eine Funktion f: N — B mit
den Eigenschaften

(i) f(0) =y und

(i) f(n+1)=F(n, f(n)) fir alle n € N.

Wir sagen, dass f auf diese Weise rekursiv definiert ist.
Bewets.

(i) Eindeutigkeit: Seien f, g zwei solche Funktionen. Dann gilt f(0) = g(0) und
aus f(n) = g(n) folgt

f(n+1) = F(n, f(n)) = F(n,g(n)) = g(n+1).

Somit erhalten wir per Induktion f(n) = g(n) fiir alle n € N.

(ii) Existenz: Definiere A, := {z € N: z < n} fir beliebige n € N. Dann
ist (An)nen eine Ausschopfung von N. Wir definieren induktiv Abbildungen
fnt Ay — B durch

f() (0) =20
und fiir n € N und m € A,,41, falls f,, schon definiert ist,

frn(m) falls m € A,

fr1(m) = {F(n,fn(x)) falls m =n+ 1.

Wir sehen per Induktion, dass die Abbildungen f,,: A, — B fiir alle n € N
definiert sind. Weiterhin sehen wir per Induktion, dass f,|a,, = fm fir alle
m < n gilt. Definiere f: N — B als die in Lemma 1.5.36 definierte Funktion.
Dann gelten f(0) = f,(0) = z¢ und

fin+1) = fla,, (n+1) = fapi(n+1) = F(n, fu(n)) = F(n, f(n)).
fir alle n € N. O

Bemerkung 1.5.38 (Dezimalschreibweise). * Wir definieren 2 := 141, 3 :=2+1,
4:=3+1,5:=441,6:=5+1,7:=6+4+1,8:=7+1,9:=8+1, 10 :=
9 + 1. Wir nennen 0,1, 2,...,9 Ziffern. Wir definieren induktiv a,a,_1...aza1a9
als a, - 10" 4+ay,_1 ...asa1a¢ fur Ziffern a,,,an_1,...,as,a1,a9 und n € N. Dabei ist
10° := 1 und induktiv 10"*! := 10-10" definiert. Es sollte aus dem Zusammenhang
klar sein, ob es sich bei einem Ausdruck wie 1234 um die hier beschriebene natiirliche
Zahl handelt oder um 1-2-3-4.

Da wir gesehen haben, dass sich jede natiirliche Zahl als iterierter Nachfolger
von 0 schreiben ldsst, konnen wir auf diese Weise sdmtliche natiirlichen Zahlen
darstellen und jede so dargestellte Zahl ist eine natiirliche Zahl.
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Beispiel 1.5.39 (Summenschreibweise). Seien k < [ mit k,I € N. Seien a,, mit
k <n <lund n €N (letzteres wird hiufig nicht hingeschrieben, wenn dies selbst-
verstiandlich sein sollte) reelle Zahlen. Dann definieren wir

induktiv durch

m—+1

m
E an = ap und E Ap 1= E Gn + Gmy1
n=~k

fir k<m<|I.
Eine entsprechende Notation werden wir spéater auch verwenden, wenn der Sum-
mationsbereich zwischen zwei ganzen Zahlen, die wir noch definieren werden, liegt.
Wir behaupten, dass

zn: n—|—1

gilt.

Beweis. Wir beweisen dies per Induktion:

0
(i) Induktionsanfang: Fiir n = 0 miissen wir nachweisen, dass »_ i = 0 gilt.
i=0
Dies ist offensichtlich richtig.
(ii) Induktionsschritt: Wir nehmen nun an, dass die Aussage fiir ein festesn € N
richtig sei (Induktionsannahme) und wollen nachweisen, dass sie auch fiir n+1

gilt. Es gilt

n+1

Zz_zw ) 20D gy o nlt D) 2 Y
_(n—|—2)(n—|—1)_(n—|—1)((n+1)—|—1)
o 2 o 2 ’

Damit ist der Induktionsschritt gezeigt.
Aufgrund des Prinzips der vollstdndigen Induktion haben wir damit die
Aussage fiir alle n € N gezeigt. O

Beispiele 1.5.40 (Rekursive Definition).

(i) Fakultéit: Wir setzen 0! := 1 und fiir n € N definieren wir (n+1)! :=n!-(n+1).
Somit folgt 0! = 1, 11 = 1, 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24, 5! = 120, 6! = 720,
8! = 5760, ....
(ii) Fibonaccizahlen: Wir definieren eine Funktion f: N — N durch f(0) := 0,
f):==1und f(n+2):=f(n+1)+ f(n) fir n € N.
Wir erhalten

n [[0]1]2(3[4|5|6] 7| 8|9 |10
fn) O] 1|1|2|3|5|8|13|21|34]|55

Dieses Beispiel benutzt die Variante der rekursiven Definition, bei der auf
mehrere Vorgingerwerte zuriickgegriffen wird.

Mit Linearer Algebra (Eigenwerte) kann man eine geschlossene Formel fiir
die Fibonaccizahlen herleiten.
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1.6. Méchtigkeit. In diesem Kapitel untersuchen wir ein Mafs fiir die Grofie einer
Menge.

Definition 1.6.1 (Méchtigkeit). Seien A, B zwei Mengen.

(i) A und B heifen gleich méichtig, A ~ B, falls es eine Bijektion f: A — B
gibt.

(ii) B heifst méchtiger als A, B = A, oder A weniger méchtig als B, A < B,
falls es eine injektive Abbildung f: A — B gibt.

(iii) A heifst abzdhlbar, falls A ~ N gilt.

(iv) A heift héchstens abzihlbar, h. a., falls A < N gilt.

(v) A heifit iberabzédhlbar, falls A nicht hochstens abzahlbar ist.

(vi) Sei A abzéhlbar, so heift eine Folge (z;);eny C A Abzéhlung von A, falls fir
jedes a € A ein k € N mit z;, = a existiert und wenn z; # z; fiir alle ¢ # j
gilt.

Bemerkung 1.6.2.

(i) ,~ ist eine Aquivalenzrelation.

(i) AusA<B<C,d.h. A< Bund B<C, folgt A< C.

(iii) Es gilt stets A < A.

(iv) Sei G := {2n: n € N} die Menge der geraden Zahlen. Dann gilt N < G, da
n — 2n injektiv ist. Ebenso gilt N ~ G.

(v) x Die Notation legt nahe, dass aus A < B und B < A auch A ~ B folgt.
Dies wére klar, wenn wir A ~ B als A < B und B < A definiert hitten. Da
wir jedoch eine Bijektion gefordert haben, bendtigen wir einen nichttrivialen
Satz.

Theorem 1.6.3 (Schréder-Bernstein). Gelten A < B und B < A, so folgt A ~ B.

Beweis. x Wir gehen wie folgt vor: Zunéchst zerlegen wir die Mengen A und B in

jeweils drei disjunkte Mengen, A = A1UA;UA3 und B = B1UB,UB;3, und zeigen

dann, dass A; ~ B; gilt. D.h. es gibt bijektive Abbildungen ¢;: A; — B; fir

i=1,2,3. Dann ist f: A — B mit f|a, := ¢; die gesuchte Bijektion.

(1) Konstruktion von A;, B; und ¢;: Nach Voraussetzung gibt es injektive
Abbildungen f: A — B und g: B — A. Sei x € A. Definiere, solange dies
moglich ist, die Folge

v.g~ (@), T g (@), g (T T @),

Aufgrund der Injektivitit ist das Urbild — falls es existiert — jeweils eindeutig
bestimmt. Daher diirfen wir g~' () statt g=!({z}) schreiben. Es gibt nun drei
Moglichkeiten:
(i) Die Folge bricht nach einer ungeraden Anzahl von Schritten ab, hat also
die Form x oder

g Nx),. .., ).

(ii) Die Folge bricht nach einer geraden Anzahl von Schritten ab, hat also die
Form

g (), ().
Insbesondere gilt also x € im g.

(iii) Die Folge bricht nicht ab, d. h. sie ldsst sich ad infinitum fortsetzen.
Definiere die Mengen

Ap-1 = {z € A: die Folge endet mit = oder f~'(...)},
Ay = {x € A: die Folge endet mit g~ (.. )} ,
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Ay ={z € A: die Folge bricht nicht ab}.

Nach Definition gilt
A=A;1UA,~1UA.
Vollstdndig analog betrachten wir fiir y € B soweit wie moglich die Folge

v 7 W) W),

Wir definieren
Bj-1 ={y € B: die Folge endet mit f~'(...)},
B,-1 ={y € B: die Folge endet mit g~ '(...)}

sowie

By ={y € B: die Folge bricht nicht ab}.
Ebenso wie oben folgt auch hier
B = By-1UB,-1UB.

Die Bezeichnungen sind dabei stets so gewihlt, dass der Index bei A. oder B.

angibt, welche Inverse wir zuletzt anwenden konnten.

Bijektive Abbildungen: Wir kommen nun zu den drei bijektiven Abbildun-

gen:

(i) Wir behaupten, dass f|a,_,: Ay-1+ — By-1 bijektiv ist:
[ ist injektiv. Somit miissen wir nachweisen, dass f(Aj-1) = By-1 gilt.
Dazu zeigen wir, dass jedes Element der linken Menge auf ein Element
der rechten Menge abgebildet wird und dass jedes Element dort getroffen
wird.
(a) Das Bild ist in By-1 enthalten: Ist € Ay-1, so hort die Folge bei
f71(...) auf und hat die Form

2,97 (@), F g7 @), F T
In dieser Folge ersetzen wir nun = durch f~!(f()) und fiigen am

Anfang noch den Term f(x) hinzu. Beachte, dass f~1(f(z)) = x gilt.
Wir erhalten

F@), 71 @) g @)y fTH)
Dies ist eine Folge, die bei einem Element in B startet, eine ungerade
Anzahl an Folgegliedern hat und bei einem Element der Form f~1(...)
aufhort und nicht weiter fortgesetzt werden kann. Somit ist f(z) €
By
!
(b) Surjektivitét: Seiy € By-1. Dann hat die zugehérige Folge die Gestalt

Y, fﬁl(y)a gil(fil(y))a s fﬁl(')'
Wir definieren nun = := f~!(y), was wohldefiniert ist, lassen den
ersten Term weg und erhalten

g @), T @), FTHC )
Dies zeigt, dass € Ay-1 ist. Somit ist f(z) = y. Daher ist f surjektiv.
(ii) Wir behaupten nun, dass g|BW1 : By-1 — Ag-1 bijektiv ist:
Dies folgt genauso wie die erste Behauptung, wir miissen nur die Rollen
von A und B sowie f und g vertauschen.
(iii) SchlieRlich behaupten wir noch, dass f|a_ : Acc — Boo bijektiv ist:
Da f injektiv ist, geniigt wiederum der Nachweis, dass f(As) = Boo ist.
Wir gehen dazu wieder genauso wie beim Beweis der ersten Behauptung
Vor.
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(a) Wohldefiniertheit: Sei 2z € A. Dann bricht die Folge

2,97 (@), fTH g H (@),
nicht ab. Wir ersetzen x durch f=1(f(x)) (ohne die Werte der Fol-
geglieder dadurch zu &ndern) und fiigen am Anfang den Term f(x)
hinzu. Somit erhalten wir eine bei f(x) beginnende unendliche Folge,
also f(z) € Boo
(b) Surjektivitéit: Sei nun y € By, beliebig. Wir erhalten also die nicht
abbrechende Folge

T A ) IRV 6 A () ) I

Wir ersetzen wiederum f~!(y) durch x := f~!(y) und lassen den ers-
ten Term weg. Somit ist © € A, f(x) = y und somit ist f|a_ : Ae —
B surjektiv.

Die Behauptung folgt. O

Proposition 1.6.4. Seien A, B,C Mengen. Seien ¢: A — B und ¢p: B — C Ab-
bildungen. Sei f: A — B eine weitere Abbildung. Dann gelten die folgenden Aus-
sagen:
(i) Ist 1 o injektiv, so ist @ injektiv.
(i) Ist v o p surjektiv, so ist ¢ surjektiv.
(iii) f ist genau dann surjektiv, wenn es eine Abbildung g: B — A mit fog =1idp
gibt.
(iv) f ist genau dann injektiv, wenn es eine Abbildung g: B — A mit go f =ida
gibt.

Beweis.

(i) Falls nicht, so gébe es z,y € A mit z # y und p(z) = ¢(y). Daraus folgt
auch ¥(p(z)) = ¥(p(y)). Dies widerspricht der angenommenen Injektivitéit
von ¥ o . Somit folgt die Behauptung.

(ii) Ubung.

(i)
<= Folgt aus (ii).
»="1 Wir definieren eine solche Abbildung g wie folgt: Sei y € B beliebig. Da
f surjektiv ist, ist die Menge f~'({y}) # 0. Aus dieser Menge withlen
wir ein = aus und definieren ¢(y) := xz. Da y € B beliebig war, definiert
dies eine Abbildung g: B — A. Es folgt f(g9(y)) = f(z) = y = ids(y)
wie gewiinscht.
(Erlauterung zum Sprachgebrauch: ,Wir definieren die Abbildung g wie
folgt* wiirde bedeuten, dass wir auch behaupten, dass es nur eine solche
Abbildung g gibt, was hier im Allgemeinen nicht zutrifft.)
(iv) Ubung. O

Korollar 1.6.5. Es gilt A < B genau dann, wenn es eine surjektive Abbildung
f: B— A gibt.

Beweis. Ubung. O

Definition 1.6.6. Sei A eine Menge.
(i) A heift endlich, falls es eine injektive Abbildung f: A — N und eine natiir-
liche Zahl m € N mit f(x) < m fiir alle € A gibt.
(ii) A heifst unendlich, falls A nicht endlich ist.
(iii) Gibt es eine bijektive Abbildung f: A — {0,...,m — 1}, so sagen wir dass A
die Kardinalitdt m hat: |A| = m.
Gibt es keine solche Abbildung, so setzen wir |A| = oo.
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(iv) Sei P eine Aussageform auf A. Dann gilt P fiir fast alle i € A, wenn
{ie A: =P(i)}
endlich ist. Abkiirzung: f. a..

Bemerkung 1.6.7. x Unsere obige Definition ist recht grob. Beispielsweise gelten
N < R und N # R, aber auch |N| = oo = |R| wie wir noch sehen werden.

Lemma 1.6.8.
(i) Fir jede endliche Menge A gilt |A| < co.
Insbesondere gibt es also fiir jede endliche Menge A ein m € N und eine
Bijektion f: A —{0,...,m —1}.
(ii) Seien m,n € N und f: {0,...,m} — {0,...,n} eine Bijektion. Dann gilt
m = n. Dies zeigt, dass die Kardinalitit einer Menge wohldefiniert ist.

Beweis. * (Ideen veranschaulichen)
(i) Sei A endlich, m € Nund f: A — N eine injektive Abbildung mit f(z) < m
fir alle x € A. Ist f: A — {0,...,m — 1} nicht surjektiv, so konstruieren wir
eine weitere injektive Abbildung f1: A — {0,...,m —2}: Ist m — 1 & im f,
so sind wir fertig. Sonst gibt es ein 9 € A mit f(xzg) = m—1.Da f: A —
{0,...,m — 1} nicht surjektiv ist, gibt es ein n € {0,...,m — 1} \ im f. Wir

definiere
he) = {f(“’) Tr

n T = xg.

Auch die Abbildung f1: A — N ist injektiv. Es gilt f1(z) < m — 1 fiir alle
x € A. Ist fi nicht surjektiv, so konstruieren wir genauso wie wir f1 aus f
konstruiert haben eine weitere Abbildung fs aus f1. Da jede natiirliche Zahl
m € Nvon der Gestalt 0, 1 oder 1+. . .41 ist, bricht dieser Prozess nach endlich
vielen Schritten ab und wir erhalten wie gewiinscht eine bijektive Abbildung.

(if) Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Sei ohne Einschrankung n < m. Defi-
niere g: {0,...,m} — {0,...,n} durch g(f~1(n)) = f(m) und g(m) = n und
g(k) = f(k) fir k ¢ {f~1(n),m}, d.h. wir vertauschen gegebenenfalls zwei
Funktionswerte, so dass auch g bijektiv ist und g(m) = n erfillt. Somit ist
auch die Einschrankung

g|{07“_7m_1} :{0,...,m—1} - {0,...,n— 1}
bijektiv. Da jedes m von der Gestalt 0, 1 oder 1 + ...+ 1 ist, erhalten wir
so induktiv nach endlich vielen Schritten eine Abbildung einer nichtleeren
Mengen in die leere Menge. Widerspruch. Somit gilt m = n. O

endl fam min lem| Lemma 1.6.9. Seim € N\{0} und (a;)1<i<m sei eine endliche Familie natiirlicher

oder reeller Zahlen. Dann gibt es ein i mit a; < a; fir alle 1 < j < m.
Endlich viele reelle Zahlen besitzen also stets ein kleinstes Element oder Mini-
mum. Wir schreiben dafiir

min{a,...,a,} oder min(ay,...,am)
sowie

max{ay,...,a,}t oder max(ai,...,amn)
fiir das gréfste Element.

Beweis. * (Ideen veranschaulichen)
Wir fiihren einen Induktionsbeweis:

(i) Anfang: Ist m = 1, so ist die Aussage klar.
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(ii) Schluss: Seim > 1. Seiig € {1,...,m—1} mit a;, < a; fiiralle j € {1,...,m—
1}. Solch ein iy gibt es nach Induktionsvoraussetzung, dass die Behauptung
fiir m — 1 statt m bereits gilt. Ist a,, > a;,, so sind wir fertig, sonst ist m der
gewiinschte Index, denn dann gilt a,, < a; fir alle 1 < j < m. O

Lemma 1.6.10. Die natirlichen Zahlen N sind wohlgeordnet, d. h. jede Teilmenge
M C N mit M # () besitzt ein kleinstes Element, d. h. es gibt eina € M mit a < b
fiir alle b € M. Solch ein a heifit kleinstes Element.

Beweis. Widerspruchsbeweis. Angenommen, es gibt kein kleinstes Element in M C
N. Wir zeigen durch Induktion, dass M N {0,1,...,n} = 0 fir alle n € N gilt.
Fiir n = 0 ist dies richtig, denn sonst wiare 0 € M das kleinste Element. Sei die
Behauptung bereits fiir n € N gezeigt. Betrachte M N {0,1,...,n,n + 1}. Diese
Menge ist nach Induktionsannahme leer oder gleich {n + 1}. Letzteres ist aber
ausgeschlossen, da sonst n + 1 das kleinste Element in M wére. Somit gilt der
Induktionsschritt. Daher ist M N{0,...,n} = () fiir alle n € N. Wir erhalten M = ().
Widerspruch. O

Proposition 1.6.11. Sei A eine unendliche Menge. Dann besitzt A eine abzdhlbare
Teilmenge.

Beweis. Es geniigt der Nachweis, dass es eine injektive Abbildung f: N — A gibt.
Wir definieren f induktiv.

(i) Anfang: Da A unendlich ist, ist A insbesondere nichtleer. Sei xg € A beliebig.
Definiere f(0) := xo.

(ii) Induktionsschritt: Sei f|o,... n} bereits definiert. Setze A=A\ U{f@}. Da
i=0

A unendlich ist, ist auch A unendlich (da die Vereinigung von zwei endlichen
Mengen wieder endlich ist) und es gibt z,41 € A. Setze f(n 4+ 1) := zy41.

n—1
Injektivitat: Sei m < n. Dann ist f(n) € A\ U {f(©)} # f(m). Somit ist f
i=0
injektiv. O
Es gilt das folgende naheliegende Resultat:

Lemma 1.6.12. Sei A eine Menge. Dann ist A genau dann héchstens abzihlbar,
wenn A endlich ist oder A ~ N gilt.

Beweis.

»<=*“ Ist A endlich oder abzéhlbar, so gibt es offensichtlicherweise eine injektive
Abbildung f: A — N.

,=“ Sei A hochstens abzahlbar, d. h. es gibt eine injektive Abbildung f: A — N.
Also gilt A < N. Gibt es ein injektives f, so dass im f C N beschrédnkt ist,
so ist A endlich und wir sind fertig.

Variante 1: Sonst besitzt im f nach Proposition 1.6.11 eine abzdhlbare
Teilmenge, d.h. es gibt eine injektive Abbildung g: N — im f, also auch
eine injektive Abbildung f~'o ¢g: N — A. Somit folgt N < A. Nach dem
Satz von Schréder-Bernstein erhalten wir somit A ~ N.

Variante 2  : (Anschaulicher, aber technischer. Idee: Ziehe das Bild
so weit nach links, dass Liicken im Bild geschlossen werden.) Induktiver
Beweis im nicht-endlichen Fall ohne Schioder-Bernstein: Setze f_; = f.
Konstruiere fiir alle n € N Abbildungen f,, durch f, = f,_1, falls n €
im f,,—1, und sonst durch f,(a) := f,,—1(a), falls f,—1(a) < nund f,(a) :=
fn—1(a) = my + n mit m, = inf(im f,_1 N{k € N: k > n}). Es gilt

stets im f,_1 N{k € N : k > n} # 0, da sonst im f,_1, im fr_2, ...,
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im f beschrinkt wéiren. Weiterhin gilt {0,...,n} C im f,, und jedes f,, ist
injektiv. Fiir festes a € A mit f(a) < n ist fn(a) = fim(a) fir alle m > n.
Daher ist g: A — N mit g(a) = f¢@)(a) bijektiv. O

Lemma 1.6.13. Sei A eine Menge. Dann ist A genau dann hdéchstens abzdihlbar,
wenn es eine surjektive Abbildung f: N — A gibt.

Beweis.

»,="“ Sei A hochstens abzdhlbar. Dann gibt es eine injektive Abbildung ¢: A —
N. Somit gibt nach Proposition 1.6.4 (iv) und (ii) eine surjektive Abbildung
fiN—= Amit fop=idy.

»<=“ Seil f: N — A surjektiv. Dann gibt es nach Proposition 1.6.4 (iii) und (i)
eine injektive Abbildung g: A — N mit f o g =1id4. Somit gilt A < N. [O

Proposition 1.6.14. Die Menge N x N ist abzdihlbar.

Beweis. Wir verwenden das Cantorsche Diagonalverfahren. Die Funktion f: N x

N — N mit
(i+9)i+3+1)

(i,5) = 5 +3
ist bijektiv (Ubung unter Verwendung von Beispiel 1.5.39); sie ,z#hlt* nacheinander
die Elemente auf jeder der zur Diagonalen parallelen Linie {z + j = konstant}
durch. (]

Bemerkung 1.6.15. x Alternativ hdtte man in Proposition 1.6.14 auch nur die
Injektivitdt von f nachrechnen kénnen. Damit folgt N x N < N. Die Umkehrung ist
klar und man erhélt die Aussage aus dem Satz von Schréder-Bernstein.

Proposition 1.6.16. Sei k € N\ {0}. Dann ist H N = N* abzdhlbar.

Die gilt auch fir das endliche kartesische Produkt von beliebigen abzdhlbaren
Mengen.

Beweisidee. Argumentiere dhnlich wie im Fall k£ = 2 oder benutze Induktion. [

Lemma 1.6.17. Sei (A;);en eine Folge abzihlbarer Mengen. Dann ist auch A :=

U A; abzihlbar.
ieN

Beweis.

(i) Wegen Ag C A und Ao ~ N folgt N < A.
(ii) Sei (x;,;)jen fiir jedes A; eine Abzéhlung der Elemente von A;. Dann ist die
Abbildung
NXNB(’L.Mj)'—)LCiJ eA
surjektiv. Also folgt nach Korollar 1.6.5 NxN = A. Wegen Nx N ~ N erhalten
wir daraus N > A.
(iii) Somit folgt N ~ A nach dem Satz von Schréder-Bernstein. O

Bemerkung 1.6.18. Proposition 1.6.16 und Lemma 1.6.17 gelten auch, wenn wir
iiberall abziahlbar durch hochstens abzéhlbar ersetzen.

Beweis. Ubung. O
Das folgende Theorem liefert spater die Existenz {iberabzéhlbarer Mengen.

Theorem 1.6.19 (Cantor). Sei A eine beliebige Menge. So ist die Potenzmenge
P(A) strikt mdchtiger als A, d. h. es existiert eine injektive Abbildung A — P(A),
aber keine surjektive Abbildung A — P(A).
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Beweis.

(i) Die Abbildung A > z — {x} € P(A) ist injektiv.

(ii) Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis um zu zeigen, dass es keine surjekti-
ve Abbildung f: A — P(A) gibt. Angenommen, f sei eine solche surjektive
Abbildung. Definiere

M:={zecA:x ¢ f(x)}.

Es gilt M C A, also M € P(A). Da f nach Annahme surjektiv ist, gibt es ein

a € A mit f(a) = M. Wir unterscheiden nun zwei Félle:

(a) Ist @ € M, so folgt nach Definition von M, dass a € f(a) = M gilt.
Widerspruch.

(b) Ist a € M, so gilt a € M = f(a). Also erhalten wir nach Definition von
M die Aussage a € M. Widerspruch.

Die Behauptung folgt. O

1.7. Betrag und Wurzel.
Definition 1.7.1.
(i) Sei x € R. Wir definieren den Betrag von x durch
2] 1= {w fiir x > 0,
—z fir xz <0.

(ii) Ist I C R ein Intervall mit Endpunkten a und b, so heift |I] := |b — a| die
Lange des Intervalles 1.

Bemerkung 1.7.2. Wir verwenden die folgenden naheliegenden Abkiirzungen:
Ryp:={z eR: 2> 0} =R,

und
Ryo:={z € R: z > 0},

ebenso Noy = {n € N:n >k} und N>, ={n e N:n>k}.

=

* Dabei schreiben wir ,,=* fiir eine Definition, die hdufig nur die Einfiihrung einer
Schreibweise ist.

Proposition 1.7.3. Es gelten

(1) w < |z,

(i) |z| <a<= —a<x<aund
(i17) |z] < a <= —a < x < a.

Beweis. Ubung. O

Korollar 1.7.4. Sei A C R. Dann ist A genau dann beschrinkt, wenn ein a € R
existiert, so dass fir alle x € A die Ungleichung |z| < a gilt.

Theorem 1.7.5 (Dreiecksungleichung). Seien a,b € R. Dann gelten

(i) la+0b| < lal + (0], (Dreiecksungleichung)
(i6) a— b > |a] — [b] und
(iii) |a — bl > ||a| — |b]|. (umgekehrte Dreiecksungleichung)
Beweis.

(i) Ubung.
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(ii) Es ist
la| = |a —b+b| <[a—0b|+[b]
aufgrund der Dreiecksungleichung. Die Behauptung folgt nun durch Umord-

nen.
(iii) Dies folgt aus |a — b| > |a| — |b| und |a — b| = |b — a| > |b| — |a]. O

Proposition 1.7.6 (Existenz der m-ten Wurzel). Seien m € N\ {0} und a € R>¢.
Dann gibt es genau ein x € R>g mit 2™ = a.

Beweis. Wir zeigen nur den Fall m = 2 und lassen den Rest als Ubung. Gelte ohne
Einschrankung a > 0.
Definiere
M :={y€Rso: y*> <a}.
Wir méchten zeigen, dass (sup M)? = a gilt.

(i) Es gilt M #0, da 0 € M ist.

(i) M ist nach oben beschréinkt: z — 22 ist fiir > 0 monoton wachsend, d. h.
aus z < y folgt 22 < 3?: Benutze Lemma 1.5.14 oder betrachte y > = > 0.
Dann folgt y? — 2% = (y—x)(y+2) > 0, also die Monotonie. Sei nun y > 1+a.
Dann erhalten wir 4 > (1 +a)? = 1 + 2a + a® > a. Somit ist M beschriinkt.

(iii) Setze zp :=sup M < co. Wegen a > 0 und da R archimedisch ist, gibt es ein
n € Nmit 0 < & < a. Somit ist 29 > 0.

(iv) Es gilt 23 < a: Wegen x¢ > 0 gibt es ein ng, so dass fiir alle n € N mit
n > ng die Ungleichung xg — % > 0 gilt. Nach Definition des Supremums gibt
es zu jedem solchen n ein z,, € M mit z,, > zg — % Nun folgt aufgrund der
Monotonie von x ++ x2

2 1\2 _ .2 2 1 2 2
azan(IO*g) *$0*ﬁ$0+ﬁ2x0*ﬁzo.

Somit ist a > x% nach Korollar 1.5.19.
(v) Es gilt 22 > a: Nach Definition des Supremums gilt z¢ + % ¢ M fiir alle
n € N\ {0}. Wir erhalten

2
a< (zo+ 1) =25+ 220+ 5 <2+ L(2z0 +1).

Da dies fiir beliebige n € N\ {0} gilt, folgt a < z3.
(vi) Eindeutigkeit: Seien z,y > 0 mit 22 = y? = a. Dann folgt 0 = 22 — y? =
(x —y)(xz + y) und daher x = y. O

Definition 1.7.7. Seien n,m € N<y. Sei a > 0.
(i) Dann definieren wir \/a als die Zahl in Ry mit (y/a)? = a.
(i) Wir definieren weiterhin %/a bzw. awm als die Zahl in R, mit ( /)™ = a.
(iii) Wir setzen schlieRlich a= := (aw)" und a® = 1.
1.8. Weitere Zahlen und deren Kardinalitéat.
Definition 1.8.1.

(i) Die Menge der reellen Zahlen x € R, fiir die es m,n € N gibt mit m —n =z,
heiflt die Menge der ganzen Zahlen:

Z:={m—n:m,n € N}

(ii) Die rationalen Zahlen sind als Quotienten von ganzen Zahlen (ohne Null
im Nenner) definiert:

Q:{ZpaqEZaQ#O}

(iii) Die Menge I := R\ Q heifit die Menge der irrationalen Zahlen.
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(iv) Die komplexen Zahlen sind Paare von reellen Zahlen:
C:={(a,b): a,b e R}.
Fiir (a,b), (¢,d) € C definieren wir eine Addition durch (a,b) + (¢,d) := (a +
¢, b+ d) sowie eine Multiplikation durch (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be).
Statt (a, b) schreiben wir auch a + ib. Somit gilt insbesondere i2 = —1. a heift
Realteil der komplexen Zahl z = a + ib mit a,b € R, a = Rez, und b heifst
Imaginérteil der komplexen Zahl z, b = Im z. Wir definieren a + b := a — b,
die zu a + ib komplex konjugierte komplexe Zahl, und |a + ib| := va? + b2,
den Betrag der komplexen Zahl a + ib. Es gelten fiir a,b € R und z,w € C

la 4 ib]* = (a +ib)(a + ib),

Z4+w=7Z+w,

W =% W,
|2|* =|Re 2| + | Im 2[?,

2| =zl

Wir betrachten R vermége = +— (x,0) als Teilmenge der komplexen Zahlen
und erhalten T = z fiir z € R.

Bemerkung 1.8.2.

(i) * Summen, Differenzen und Produkte ganzer Zahlen sind wieder ganze Zahlen.
(ii) « Bis auf die Vollstandigkeit erfiillen die rationalen Zahlen alle Eigenschaf-
ten aus der Definition der reellen Zahlen, d. h. sie bilden einen angeordneten
Korper. Man kann zeigen, dass sie jedoch nicht vollstédndig sind.
(iii) * Die komplexen Zahlen bilden ebenfalls einen Korper. Er ist nicht angeordnet,
aber, wie wir spiter sehen werden, als metrischer Raum vollstindig.
(iv) Zum multiplikativen Inversen in C: Es gilt

(a +ib)(a — ib) = a® + b

Ist (a,b) # (0,0), so ist daher ot ﬁi die multiplikative Inverse von
a + ib.
(v) Seien z,w € C. Dann gilt |z + w| < |z| + |w|.

Beweis. * Seien z = a+1b und w = c+1id. Dann gilt z+w = (a+¢)+i(b+d).
Wir miissen also

Via+e)2+(b+d)? < Va2 + b2+ V2 +d?
fiir alle a, b, ¢, d € R zeigen. Nach Lemma 1.5.14 ist dies dquivalent zu

(a+e)?+(b+d)? <a®+b*+c+d*>+2va? + b2/ 2 + d?

und auch dquivalent zu

2ac + 2bd <2v/a? + b2/ c? + d?

und wiederum dquivalent (aufler im trivialen Fall mit negativer linker Seite)
zZu

a’c? + 2abed + b2d? < (a2 + b2) (02 + d2) .
Wir miissen also

2abed < a’d? + b2
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zeigen, was aus 0 < (A— B)? = A2—2AB+ B? mit A = ad und B = bc direkt
folgt. t

Aus diesem Beweis erhiilt man wegen |z| = V2?2 fiir z € R im Spezialfall
b = d = 0 auch die reelle Dreiecksungleichung.

(vi) Seien z,w € C. Dann gelten |zw| = |z| - |w| und zw = Z - W.

Beweis. x Direktes Ausmultiplizieren. O

Theorem 1.8.3 (Dichtheit von Q in R). Sei I = (a,b) C R ein Intervall mit I #
0. Dann ist I N Q unendlich.

Beweis.

(i) Wir zeigen nur, dass es ein ¢ € QN (a, b) gibt. Dann gibt es aufgrund derselben
Argumentation ein d € QN (a,c), ein e € QN (a,d), ...und die Aussage folgt
per Induktion.

(ii) Wir nehmen ohne Einschrénkung an, dass a > 0 ist. Sonst benutzen wir, dass
R archimedisch ist (Theorem 1.5.18) und addieren ein n € N mit n > —a.
Gibt es dann eine rationale Zahl ¢ € (a 4+ n,b+ n), so folgt ¢ —n € (a,b) N Q.

(iii) Da R archimedisch ist, gibt es n € N mit n > bia oder, dquivalent dazu,
% <b-—a.

(iv) Betrachte

M = {mGN:bg%}.
Da R archimedisch ist, ist M nichtleer. Somit besitzt M ein kleinstes Element.
Sei ¢ € M dieses kleinste Element. Definiere ¢ := q%l. Dann ist ¢ € Q.
(v) Wegen b > a > 0ist ¢ > 0. Da ¢ = min M gilt, folgt ¢ < b.
(vi) Weiterhin gilt

a=b—(b—a)<b—1i<L_1—¢

m

3

Somit folgt die Behauptung. O

Bemerkung 1.8.4. x Wir werden spéter in Definition 3.1.18 Dichtheit definieren.
Diese folgt aus Theorem 1.8.3, da aufgrund dieses Theorems fiir jedes x € R und
jedes € > 0

(x—e,x+e)NQ#D
gilt.
Proposition 1.8.5. Die Menge Q ist abzdhlbar.

Beweisidee. * Zeige, dass Q hochstens abzéhlbar und mindestens abzéhlbar ist und
verwende den Satz von Schroder-Bernstein. Die Details lassen wir als Ubung. [

Die folgende Proposition zeigt, zusammen mit Theorem 1.6.19, dass R iiberab-
zahlbar ist.

Proposition 1.8.6. Fs gilt R ~ P(N).

Beweisschritte. x
(i) Es gilt R ~ [0,1).
(ii) Jede Zahla € [0, 1) l4sst sich binér als 0, ajagasay . . . mit a; € {0, 1} schreiben.
Dies entspricht der Dezimaldarstellung und liefert bis auf Uneindeutigkeiten

wie bei 0,0111111... = 0,1000000. .. eine eindeutige Darstellung. Da dies nur
bei rationalen Zahlen auftritt, beeintréchtigt dies die weiteren Uberlegungen
nicht.

Dezimaldarstellungen werden wir noch genauer betrachten.
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(iii) Zwischen den Potenzmengen von N\ {0} und solchen Dezimaldarstellungen

liefert
P(N \ {0}) 5 A 0,aq1azas3 ...

mit

0 i¢gA,

a; =

1 1€4

eine Bijektion.
Die Details lassen wir als Ubung. O

Bemerkung 1.8.7. Das Cantorsche Diagonalverfahren erlaubt den Nachweis, dass
R iberabzéhlbar ist.

Beweisidee. * Man nimmt an, dass die reellen Zahlen im Intervall [0, 1) abzdhlbar
wéaren. Nun schreibt man diese untereinander. Darunter schreibt man eine Dezi-
malzahl, die sich an der i-ten Stelle von der i-ten Zahl in der Liste unterscheidet.
Somit steht diese Dezimalzahl nicht in der Liste. Bis auf die Uneindeutigkeit bei
Zahlen, die auf 9999... oder 0000... enden, hat man damit eine nicht aufgezihlte
Zahl gefunden. Somit ist [0, 1) nicht abzahlbar. g

Bemerkung 1.8.8. Es gilt R ~ (R\ Q), d.h. die Menge der reellen Zahlen und
die Menge der irrationalen Zahlen sind gleich méchtig.

Beweis. Ubung. ]

2. KONVERGENZ
2.1. Metrische Radume. Mit einer Metrik messen wir Abstande.

Definition 2.1.1 (Metrik). Sei E eine Menge.
(a) Eine Funktion d: E x E — Rs( heiftt Metrik, falls sie die Bedingungen

(i) d(z,y) = d(y,x), (Symmetrie)
(ii) d(z,y) =0 <= x =y und ((positive) Definitheit)
(iii) d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2) (Dreiecksungleichung)

fiir alle z,y, z € E erfiillt.
(b) Das Paar (F,d) heift metrischer Raum.

Viele Beweise sind in R und in metrischen Rdumen &hnlich. Als Beispiel dafiir
zeigen wir die umgekehrte Dreiecksungleichung in metrischen Réumen.

Lemma 2.1.2. Sei E ein metrischer Raum. Dann gilt die umgekehrte Dreiecksun-
gleichung

d(z,z) > |d(z,y) — d(y, 2)|
fir alle x,y,z € E.

Beweis. Nach Dreiecksungleichung gilt
d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).

Umsortieren liefert nun eine Ungleichung. Durch Vertauschen von x und z erhalten
wir analog eine zweite Ungleichung und insgesamt die Behauptung. O

Bemerkung 2.1.3. * Wir benutzen nun Vektorrdume aus der Linearen Algebra.
In der Analysis bendtigen wir nur Vektorrdume iiber den reellen Zahlen R oder
iiber den komplexen Zahlen C. Um beide Fille gleichzeitig behandeln zu kénnen,
schreiben wir K statt R oder C. Héufig geniigt der Fall K = R.

Definition 2.1.4 (Normierter Raum). Sei E ein K-Vektorraum.
(a) Dann heift || - ||: E — R>¢ Norm, falls
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(i) |z]|=0=2=0 ((positive) Definitheit)
(ii) ||Az|l = |A] - |lz]] und (Homogenitét)
(iii) ||z +yll < |||l + |yl (Dreiecksungleichung)

fiir alle z,y € E und alle A € K gelten.
(b) Das Paar (E, || - ||) heift normierter Raum.

Als einfaches Resultat iiber normierte Rdume beweisen wir nochmals eine um-
gekehrte Dreiecksungleichung.

Lemma 2.1.5. Sei E ein normierter Raum. Seien x,y € E. Dann gilt

Iz =yl = [zl = [lylll-

Beweis. Gelte ohne Einschrankung ||z| > ||y, also |||lz]| — |lyll| = llz|| — ||y]|. Auf-
grund der Dreiecksungleichung gilt

[zl =Nz —y) +yll < llz =yl + llyll.
Umordnen liefert nun die Behauptung. (|

Definition 2.1.6 (Skalarproduktraum). Sei E ein K-Vektorraum.
(a) Dann heifst (-,-): £ x E — K Skalarprodukt, falls

(1) M4y, z) =Xz, 2) + (y, 2) (Linearitdt im ersten Argument)
(i) (z,y) = (y,x) (K = R: symmetrisch/K = C: hermitesch)
(iii) (z,z) > 0 sowie (z,2) =0 <= 2z =0 (positiv definit)

fiir alle z,y,z € E und alle A € K gelten.
(b) Das Paar (E, (-,-)) heifit Skalarproduktraum.

Bemerkung 2.1.7. Sei E ein Skalarproduktraum. Dann gilt
(@, \y + 2) = (\y + 2,2) = My, 2) + (2,2) = Mz, y) + (2, 2).

Ist K = R, so ist das Skalarprodukt im zweiten Argument ebenfalls linear. (-,-)
heifst dann bilinear.

Ist K = C, so heifst das Skalarprodukt sesquilinear.
Bemerkung 2.1.8. %

(i) Die folgenden Sétze lassen sich wie folgt veranschaulichen:

‘ Metrische Rdume ‘ D ‘ Normierte Raume ‘ D ‘ Skalarproduktréiume‘

(ii) Falls wir zukiinftig von einer Metrik auf einem normierten Raum oder einer
Norm auf einem Skalarproduktraum sprechen, wollen wir stets die nachfolgend
eingefiihrten Metriken bzw. Normen verwenden.

(iii) Laxerweise sprechen wir zukiinftig von einem metrischen Raum E statt (E, d),
wenn keine Missverstdndnisse zu befiirchten sind und haben dies auch bereits
gemacht. Analog fiir E statt (E, || - ||) oder E statt (E, (-, )).

Als Vorbereitung bendtigen wir

Theorem 2.1.9 (Cauchy-Schwarz Ungleichung). Sei E ein Vektorraum mit Ska-
larprodukt. Dann gilt

[z, )] < (2,2) - (y,9)
fiir alle x,y € E. Gleichheit gilt genau dann, wenn x und y linear abhdngig sind.
Beweis. Sei ohne Einschrinkung y # 0. Sei A € C zunéchst beliebig. Es gilt
0<(z—Ay,z—\y)
=(z,2 = Ay) — My, z — Ay)
=(z,2) = Maz,y) — My, 2) + Ay, y)
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= (z,2) — Mz,y) — Mx,y) + Ay, ).

Setze nun speziell A = g;’g, so erhalten wir nach Multiplikation mit (y,y)

0 < {w,2) (y,9) — 2z, ) + [z, y)I*.

Dies ist gerade die behauptete Ungleichung.
Charakterisierung der Gleichheit: Ubung. (]

Bemerkung 2.1.10. * Die Wahl von A im Beweis der Cauchy-Schwarzschen Un-
gleichung war unmotiviert. Unter Riickgriff auf Schulkenntnisse holen wir dies im
Fall K = R nun nach. Der Fall K = C funktioniert dhnlich.

Will man die Funktion

A= (z, ) — 20z, ) + Ay, )

minimieren, so betrachtet man einen Punkt, in dem die erste Ableitung verschwin-
det. Dort gilt

0=—2(x,y) + 2\ (y,y).

Hieraus ergibt sich der oben verwendete Wert fiir A.

Theorem 2.1.11. Sei E ein Skalarproduktraum. Dann definiert ||z| = /(z,x)
fir x € E eine Norm auf E.

Beweis.

(i) Die positive Definitheit ist klar.
(ii) Da (z,z) € Ry ist und vVab = v/a - Vb fiir a,b € R, gilt, folgt

IAz]| = V(Az, Az) = /A2, Az) = \/ ANz, 2) = VAR - |z = |A] - .

(iii) Fir z € C gilt

z4+zZ=(a+1ib)+ (a—ib) =2a=2Rez < 2-|z|.
Damit folgt die Dreiecksungleichung unter Verwendung der Cauchy-Schwarz-
schen Ungleichung:
lz +yl* = {x +y,z+y)
=(z,2) + (z,y) + (v, 2) + (v,9)
<(z,z) +2- [z, 9)| + (y,9)
<l +2- ) -yl + llyll*. O

Theorem 2.1.12. Sei E ein normierter Raum. Dann definiert d(z,y) = ||z — y|
fiir alle x,y € E eine Metrik auf E.

Beweis.

(i) Die Symmetrie ist klar.
(ii) Definitheit: Wegen der Definitheit der Norm folgt aus 0 = d(z,y) = ||z — y||
bereits © = y. Weiterhin gilt ||0]| = |0+ 0|| = 2||0|| und daher folgt ||z — x| =

0] = 0.
(iii) d(z, 2) = llz = 2l| = l(z —y) + (v = 2)| < llz =yl + ly — 2] = d(z,y) + d(y, 2)
impliziert die Dreiecksungleichung. O

Beispiele 2.1.13.
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Seien z,y € R” mit = (z',...,2") und y = (y*,...,y"). Dann definiert

n
<x7y> = le . yz
i=1

ein Skalarprodukt, das euklidische Skalarprodukt auf R™.
Die zugehorige euklidische Norm ist durch

gegeben.

Insbesondere sind die reellen Zahlen mit (x,y) = xy ein Skalarproduktraum,
mit ||z|| = |z| ein normierter Raum und mit d(z,y) := |« — y| ein metrischer
Raum.

C™ ist ein Skalarproduktraum mit

n

(:c,y) = Z'TZ ?

i=1
Insbesondere ist C ein Skalarproduktraum mit (z, w) = z-w. Es gilt im zuge-
horigen metrischen Raum d(z, w) = |z — w|.

Sei 1 < p < o0. Sei x € R™. Dann definiert

n 1/p
l2llp = Nl @n) = (Z W|p>
i=1

eine Norm auf R™. x Die Bezeichnung des Raumes kénnte irrefithrend sein;

P({1,...,n}) wire auch moglich. (Momentan kénnen wir diese Definition nur
fir p € Q> verstehen, da wir allgemeinere Potenzen noch nicht definiert
haben.)

Ebenso erhélt man Normen auf C™.

Der Vollstandigkeit halber geben wir in Theorem 2.1.16 einen Beweis an.
Dieser ist aktuell jedoch noch nicht mit den hier behandelten Kenntnissen
verstdndlich.

Mit Hilfe der (noch nicht behandelten) Parallelogrammgleichung kann man
sehen, dass diese Norm im Falle p # 2 nicht von einem Skalarprodukt her-
kommt.

Diese Norm bzw. Metrik heifit im Falle p = 1 Manhatten-Metrik, im Falle
p = 2 euklidische Metrik und im Falle p = oo Box-Metrik.

Hierzu gibt es auch eine Version mit Integralen und 1 < p < oc:

1/p
fullirioy = { [ a7 do
Q
Im Fall p = oo definiert
= o (Rn) +— g
oo = el gy = s |a]

eine Norm auf R"™.

Beweis. Ubung. Folgt mit A = {1,...,n} auch aus (vii). O
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i

(viii)

(ix)

(xi)

D

2. KONVERGENZ
Sei A eine nichtleere Menge. Auf dem Vektorraum der beschrinkten Funk-
tionen f: A — R definiert
[l (a) = sup | f(z)]
z€A
eine Norm.
Beweis. Ubung O

Sei I eine Menge. Definiere eine Metrik, die diskrete Metrik, durch

d(z,y) 0 firz =y,
z,y) =
i 1 firz #y.

* Diese Metrik ist fiir |E/| > 2 nicht von einer Norm induziert.
Sei (F,d) ein metrischer Raum und A C E. Dann ist d4: A x A — Ry mit

dA(xay) = d($7y)

fiir alle z,y € A eine Metrik auf A. d 4 heifst die von d auf A induzierte Metrik.
* Sei U ein Unterraum eines Skalarproduktraumes. Dann ist die Einschran-
kung des Skalarproduktes auf U x U ein Skalarprodukt auf U: Das induzierte
Skalarprodukt.

* Sei U ein Unterraum eines normierten Raumes. Dann ist die Einschrinkung
der Norm auf U eine Norm auf U: Die induzierte Norm.

as folgende Resultat gilt auch ohne die Definitheit eines Skalarproduktes.

Proposition 2.1.14 (Polarisationsformeln).

()

(ii)

(iii)

Sei E ein Skalarproduktraum tiber K, so gilt
lz +ylI* = llz[I* + [ly]|* + 2Re(z, y).
Ist E ein Skalarproduktraum tiber R, so gilt
(@, y) =3 (le +yl* = 2 = 9l?) = 5 (l=1* +llylI* = [l= = y]?)
=3 (e +yl* = llz —yl?) .
Ist E ein Skalarproduktraum tber C, so gilt
Uz, y) = lo+yl? = llz = ylI* +illz +iyl|* —illz —iy]|*.

Beweis. Benutze die Multilinearitdt und 2Rez = 2z + Z. O

Proposition 2.1.15. Sei E ein normierter Raum tber K. Dann gibt es genau dann
ein Skalarprodukt, das die Norm induziert, falls die Parallelogrammgleichung

gilt.

2 (2l + 1lyl1?) = ll= + 9l + [l = y)?

Beweisidee. x

= -
-

“.

Ist einfaches Nachrechnen.
Benutze die Polarisationsformel um einen Kandidaten fiir ein Skalarpro-
dukt zu definieren. Beim Nachweis der Linearitét ist es einfach, Summen
auseinanderzuziehen, bei reellen Faktoren zeigt man dies per Induktion zu-
néchst fiir ganze und rationale Faktoren. Im komplexen Fall benutzt man
zundchst, dass ein komplexer Vektorraum auch ein reeller Vektorraum ist
und benutzt dann das Skalarprodukt aus dem reellen Fall.

Dieser Beweisteil ist etwas technischer. U

‘“.
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Theorem 2.1.16. Seien 1 < p,q < oo konjugierte Exponenten mit * —&—% = 1.
Seien x,y € R™. Dann gelten

und

P

n
doat -y <l llyllg

i=1

1z +yllp <llzllp + llyllp-

Die erste Ungleichung heifst Héldersche Ungleichung, die zweite Minkowskische Un-
gleichung.

Beweis. x Wir folgen [9]. Die einfachen Fille p = oo, ¢ = 0o, z = 0 oder y = 0
lassen wir als Ubung.

(i)

Fiir den Beweis der Holderschen Ungleichung diirfen wir ohne Einschrinkung
lzll, = 1 = |ly|ll, annehmen. Fiir jedes i mit 1 < i < n und z° # 0 # y'
gibt es s,t € R mit |xl‘ = ¢*/? und |y1’ = /9. Wegen % + % = 1 liefert die
Konvexitiat der Exponentialfunktion
es/PHt/a < %65 + éet.

Also folgt

oyt <l < g e ]
Dies gilt nun auch wieder fiir ' = 0 oder y; = 0. Wir summieren nun auf
beiden Seiten iiber ¢ und erhalten auf der linken Seite die linke Seite in der
Behauptung und auf der rechten Seite %H:L"Hg + %HyHg = 1% + % = 1. Somit
folgt die Behauptung.
Zum Beweis der Minkowskischen Ungleichung schreiben wir

(2" +y) =2t (' + yi)p_1 +y (2 + y”)p_1 )

Jeden der beiden Terme auf der rechten Seite konnen wir mit der Holderschen
Ungleichung behandeln. Es gelten

in ’a:’ + yi‘P‘l < (Z ’xi‘P> ) (Z ’mv + yi‘(P—l)fI>
i=1 i=1 i=1

sowie (p — 1)q = p. Eine entsprechende Abschéitzung bekommen wir fiir den
zweiten Term. Also folgt

1/q

n n 1/q n 1/p n 1/p
Sl s (Sl () (S
i=1 i=1 i=1 i=1

Bringen wir nun den ersten Faktor auf der rechten Seite nach links und be-
riicksichtigen, dass p und ¢ konjugierte Exponenten sind, so folgt die Minkow-
skische Ungleichung oder Dreiecksungleichung fiir [P-Réume. O

Definition 2.1.17. Sei E ein metrischer Raum. Seien A, B C E nicht leer.

(i)

(i)

Dann heifst

diam A := sup d(z,y)
T, yeEA

Durchmesser der Menge A.
Dann definieren wir die Distanz dist(A, B) zwischen den Mengen A und B
durch
dist(4, B) = inf{d(z,y): © € A,y € B}.
Wir setzen weiterhin dist(z, B) := dist({z}, B) fiir x € E.
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Bemerkung 2.1.18. x Dies ist keine Metrik auf den nichtleeren Teilmengen von
E. Als Metrik auf solchen Mengen werden wir spater die Hausdorffmetrik kennen-
lernen.

2.2. Folgen.

Bemerkung 2.2.1. x Die Sétze dieses Kapitels iiber Konvergenz in metrischen
Réumen koénnte man alternativ auch zunéchst in R oder R™ zeigen. Sie gelten aber
auch allgemeiner wie hier angegeben in metrischen Rdumen, manchmal sogar in
topologischen Rdumen. Allen, denen die Resultate beim ersten Lesen zu abstrakt
sind, empfehlen wir daher, sie zunéchst nur fiir R oder C, dann fiir R™ oder C"
und schlieflich wie angegeben nachzuvollziehen. Ein guter Kompromiss zwischen
Abstraktion und dem einfacheren Fall R sind die Fille R? oder R3.

Definition 2.2.2. Sei E ein metrischer Raum. Sei € E und € > 0. Dann definie-
ren wir die e-Kugel (engl. ball)

B.(z):={y € E: d(z,y) <e}.
Wir nennen B, (x) auch eine bzw. die e-Umgebung von z.

Definition 2.2.3 (Konvergenz). Sei (zp)nen C E eine Folge in einem metrischen
Raum.
(i) Dann konvergiert (x, ), gegen a € F, falls fiir jedes € > 0 fast alle Folgeglie-
der in B.(a) liegen.
(ii) Konvergiert (x,, )y nicht, d. h. gibt es kein a € F, gegen das (), konvergiert,
so heifst die Folge (z,,), divergent.
(iii) Konvergiert (z,,), gegen a € E, so heilt ¢ Grenzwert oder Limes der Folge

(xn)ny
a= lim z,.
n—oo
Wir schreiben auch z,, — a fiir n — oo oder z,, — a.

n—o0

Beispiele 2.2.4.

(i) Die Folge ( konvergiert gegen Null.

%)nEN\{O}
(ii) Sei 0 < a < 1. Dann konvergiert die Folge (a™),, . nach Null.
(iii) Die Folge (y)neny C R mit z,, = (—1)" divergiert.
(iv) Die Folge (5 )neny C R mit x,, = n divergiert.
(v) Die Folge (zp)nen C R mit z,, = (—1)"n divergiert.
(vi) Seien (zn)nen, (Yn)nen C R konvergente Folgen. Dann konvergiert die Folge
(zn)nen C R mit

Tn n gerade,
z — 2
n —
Yn—1 N ungerade
2

genau dann, wenn lim z, = lim y, gilt.
n—oo n—oo
Beweis. Bei den Ubungen darf man auch die nachfolgend definierte Monotonie
nutzen.
(i) Ubung.
(ii) Ubung.
(iif) Falls es @ € R mit @,, — a fiir n — oo giibe, so giibe es zu € = 1 ein ng, so
dass fiir alle n > ng die Ungleichung |z,, — a|] < % gilt. Es folgt fiir solche n

(von der Mitte her lesen!)
1
2= |1 - (_1)| = |xn _xn+1| < |xn —CL| + Ia_xn-‘r1| < 25 =1

Widerspruch. Daher konvergiert die Folge z, = (—1)™ nicht.
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(iv) Wegen |z,| = n ist die Folge (wie nachfolgend definiert) unbeschrénkt. Daher
kann sie nach Proposition 2.2.8 nicht konvergent sein.

(v) Wie fiir (iv).

(vi) Ubung. O

Bemerkung 2.2.5. x Die Definition von Konvergenz ist dquivalent zu

(i) Fiir alle € > 0 gibt es ein ng € N mit z,, € B.(a) fir alle n > nyg.
(ii) Fir alle € > 0 gibt es ein ng € N, so dass aus n > ng bereits d(zp,a) < €
folgt.
(iii) Fiir alle € € (0,1) gibt es ein ng € N, so dass aus n > ng bereits d(z,,a) < &
folgt.
(iv) Fiir alle € € (0,1) gibt es ein ng € N, so dass aus n > ng bereits d(x,,a) < e
folgt.

Definition 2.2.6 (Beschrinktheit). Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes F
heifit beschrénkt, falls es ein z € F und ein r > 0 mit A C B,(x) gibt.

Lemma 2.2.7. FEine Teilmenge A eines normierten Raumes E ist genau dann
beschrinkt, wenn es ein r >0 mit A C B.(0) (oder ||la|]| < Va€ A) gibt.

Beweis. Wir nutzen die induzierte Metrik auf E.

»=" Nach Voraussetzung gibt es z € F und r > 0 mit |la—z|| < r fiir alle z € A.
Nach Dreiecksungleichung folgt daraus

ol =l — a+all < llz - all + llall < + all = -
»<=*“ Klar; nutze z = 0. O

eind lim beschr prop‘ Proposition 2.2.8. In einem metrischen Raum gilt:

(i) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmit.
(i) Jede konvergente Folge ist beschrinkt, d.h. A = {x,: n € N} ist eine be-
schrinkte Menge.

Beweis.

(i) Angenommen a und b wéren zwei verschiedene Grenzwerte einer konvergenten
Folge (zy,)n. Setze ¢ := $d(a,b) > 0. Dann gibt es ein n, und ein n, mit
d(zn,a) < ¢ fiir alle n > n, und d(z,,b) < € fir alle n > ny,. Sei N :=
max{ng,ny}. Dann folgt fiir n > N

3e =d(a,b) < d(a,zp) + d(z,,b) <e+4e=2e.

Widerspruch.
(ii) Sei @ = lim z,. Sei ¢ = 1. Dann gibt es ng mit x,, € B:(a) fir alle n > ny.
n—oo
Somit ist
< .
d(xp,a) < max (1,021%?;0 d(:zcl,a))
wie behauptet. O

e prod vert limes prop‘ Proposition 2.2.9. Seien (x,), und (y,), konvergente Folgen in E.

(i) Ist E ein normierter Vektorraum, so konvergiert auch die Folge (x, + yn)n
und es gilt
lim (x, +yn) = lim z, + lim y,.
n—oQ n—oo n—oQ
(ii) Ist E =R, so konvergiert auch die Folge (2, - yn)n und es gilt

lim (z,, - yn) = lim z, - lim y,.
n—oo n— oo n— oo

Beweis. Setze a := lim xz, und b:= lim y,.
n— o0 n— oo
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(i) Aufgrund der Dreiecksungleichung gilt

[2n + yn — (@ +b)|| = [[(zn — @) + (yn = D)
< lwn — all + llyn — bl

Sei ¢ > 0. Wegen x,, — a gibt es n, € N mit ||z, — a|| < ¢ fir alle n > n,.
Ebenso gibt es ny, mit ||z, — b|| < e fiir alle n > ny. Sei n > ng und n > np.
Dann folgt || (zn + yn) — (@ +b)|| < 2¢. Hitten wir anfangs € > 0 halb so grof
gewahlt, hdtten wir nun ,,< € erhalten. Somit folgt
lim (2, + yn) =a+0.
n—oo
(ii) Es gilt
TpYn — ab = (xn - a)b + xn(yn - b)
Nach Dreiecksungleichung und |st| = |s| - |¢] fiir s, € R folgt
|Znyn — ab| < [b] - |25 — al + |zn| - [yn — .
Da (zy,), konvergiert, gibt es ¢ € R mit |z,| < ¢ fiir alle n € N. Sei € > 0. Da

Zn — a und y, — b konvergieren, existiert ein N € N mit |z, — a| < & und
|yn — b| < e fiir alle n > N. Somit ist

|xnyn_ab|S|b|'g+c'52(‘b|+c)'€'

Wie oben (vergleiche auch die nachfolgende Bemerkung) stort die Konstante
|b| 4+ ¢ nicht, da € > 0 beliebig war, und wir erhalten x,y, — ab. O

Im letzten Beweis haben wir gesehen, dass es auf Konstanten bei ,,< € nicht
ankommt, da € > 0 anfangs beliebig war. Wir halten dies fest.

Bemerkung 2.2.10. Sei (z,), C E eine Folge. Sei a € E. Sei ¢ > 0. Dann sind
die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) Fiir alle ¢ > 0 gibt es ein ng € N, so dass fiir alle n > ng die Ungleichung
d(zy,a) < € gilt.

(ii) Fir alle € > 0 gibt es ein ng € N, so dass fiir alle n > ny die Ungleichung
d(zy,a) < c-e gilt.

Proposition 2.2.11. Gelte x,, - a in E.

(i) Ist E ein normierter Raum, so folgt ||x,| — ||a||.
(ii) Ist E = R oder E = C und gelten xz,, # 0 fir alle n sowie a # 0, so folgt
x, b —at.
(iii) Sei E = R oder E = C. Dann folgt aus x,, — a # 0 bereits x,, # 0 fir fast
alle n € N.

Beweis.
(i) Aufgrund der umgekehrten Dreiecksungleichung gilt
llzall = llall| < llzn — al|.

Die Konvergenz x,, — a impliziert, dass es fiir alle € > 0 ein ng € N gibt, so
dass die rechte Seite fiir n > ng kleiner als ¢ ist. Dies gilt auch fiir die linke
Seite.
(ii) Es gilt
1 1 a—=x,

T, Q Tna

Gilt ‘ﬁ‘ < c fiir eine Konstante ¢ > 0 und alle n € N, so erhalten wir hieraus

die Konvergenz. Wegen z,, # 0 fiir alle n € N, geniigt es, die Ungleichung
[1/(zpa)| < c fur fast alle n € N zu zeigen.
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(iii) Seie:= % Dann gilt z,, € B.(a) fiir fast alle n. Somit ist |z, | > |a|—|z,—al >

2 —e =g, also ‘%‘ < é Die Behauptung folgt. 0

Lemma 2.2.12 beweisen wir nicht, da der Beweis fast identisch zu dem von Pro-
position 2.2.13 ist.

Lemma 2.2.12. * Sei (x,), C R eine Folge mit x,, — a fiir n — co. Sei c € R.
Gilt z,, < ¢ fiir alle n € N, so folgt auch a < c.

Beweis. Angenommen, die Behauptung wiére falsch. Dann ist a > c. Sei € := %5°.
Wegen z,, — a gibt es ng € N mit x,, € Bc(a) fiir alle n > ng. Es folgt ©,, — ¢ =
Ty —a+a—c>—c+ 2 =¢e > 0. Dies widerspricht der Annahme z,, < c. [l

Formuliere und zeige das folgende Resultat auch im Falle eines normierten Raum-
es mit b = 0!

Proposition 2.2.13. Sei E ein metrischer Raum, seien a,b € E und sei r > 0.
Sei (x,)n C E eine Folge mit x,, — a fiir n — co.

(i) Gilt d(xy,b) <r fir alle n € N, so folgt auch d(a,b) <r.

(i1) Gilt d(x,,b) > r fir allen € N, so folgt auch d(a,b) > r.
(iti) Ist E =R, c € R und x,, < ¢ fir allen € N, so gilt auch a < c.

Beweis.
(i) Widerspruchsbeweis. Definiere s := d(a’Tb)_r > 0. Sei n € N so grof gewéahlt,
dass x,, € Bs(a) gilt. Dann folgt
r+2s=d(a,b) <d(a,x,) + d(xn,b) < s+ O

(ii) Ubung.
(iii) Argumentiere analog oder nutze Lemma 2.2.12.

Definition 2.2.14. Sei (x,)nen eine Folge reeller Zahlen. Dann heift (x,)y,

(i) monoton wachsend, z,, 7, falls z,,41 > z, fiir alle n € N,
(ii) streng oder strikt monoton wachsend, falls z, 1 > z, fir alle n € N,
(iii) * monoton fallend, z, \, falls 2,11 < z,, fiir alle n € N gilt.
(iv) * Streng oder strikt monoton fallend ist analog definiert.
(v) Wir schreiben z,, * a fiir x,, / und z,, — a.

Theorem 2.2.15. Sei (z,)nen eine monotone beschrankte Folge in R. Dann kon-
vergiert (Tp)n.
Beweis. Sei (x,), ohne Einschrinkung monoton wachsend. Definiere M := sup z,.
neN
Wir behaupten, dass M = lim =z, gilt.
n—oo

Sei € > 0 beliebig. Dann gelten x,, < M fiir alle n € N und es gibt ein ny € N,
so dass z,, > M — ¢ ist. Da (z,), monoton wachsend ist, folgt auch z, > M —¢
fir alle n > ng. Wir erhalten M — ¢ < x, < M fiir alle n > ng. Dies impliziert
|z, — M| < ¢ fiir solche n und damit die Behauptung. O

Aus dem Beweis ergibt sich
Korollar 2.2.16. Sei (z,)nen €ine monoton wachsende beschrinkte Folge in R.

Dann gilt fir alle k € N

T < lim z,.
n— o0

Ein analoges Resultat gilt fiir monoton fallende beschrénkte Folgen.
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Beispiel 2.2.17. Definiere fiir n € N\ {0} die Folgen

:(1—1—%)” und yn:(l—i— )n+1

Dann ist die Folge (), monoton wachsend und die Folge (y;, ), ist monoton fallend.
Es gelten z,, <y, und hm Ty = lim y,.

n—r oo
Der Grenzwert wird spater als Eulersche Zahl e wieder auftauchen.

Beweis. Fiir x > —1 und n € N gilt die Bernoullische Ungleichung
(14+2)" >1+nax.

Der Beweis dieser Ungleichung ist ein einfacher Induktionsbeweis (Ubung). Sei n >
2. Dann erhalten wir aus der Bernoullischen Ungleichung

Bern

(1+3)"(=2)"=0-3)" = 1-3

oy (e - F)

n n Bern.
= (14 2) > (14 )" 214 L

Umordnen der Ungleichungen liefert

1\ 1\—(n—1) n "1 L\
= 14+5)" >(1-7) = (ﬁ) :(1+n—1) = Tn—1

und

und
n n n 1 +1
v = (14 5) = (=) = TS 1+3)" =y
Somit gelten z,, /" und y, \,. Wegen y, > z, fiir alle n sind beide Folgen be-
schrankt und konvergieren daher. Aus y, = x, (1 + l) folgt

lim y, = lim x, - lim (1+ %) = lim =z,
n—o0 n—oo n—o0 n—o0
und die Grenzwerte stimmen iiberein. O

Definition 2.2.18. Sei E ein metrischer Raum und (x,), C E. Dann heift a €
E ein Hiufungspunkt, kurz HP, von (x,),, falls in jeder e-Umgebung von a
unendlich viele Folgeglieder liegen.

Beispiele 2.2.19.

(i) Gilt z,, — a, so ist a Haufungspunkt von (x,,)y.
ii) Seien (x,), und (y,), Folgen mit x,, — a und y,, — b. Definiere eine Folge
ii) Sei d (yn)n Folg i dy b. Defini ine Folg
durch
x, fiir gerades n,
Zn = .
Yyn fiir ungerades n.

(Dabei bedeutet gerade n = 0 (mod 2) und ungerade n = 1 (mod 2).) Dann

besitzt z, die Hiufungspunkte a und b (die auch iibereinstimmen kénnen).
(iii) Sei (xy)n eine Abzdhlung von Q. Dann divergiert die Folge und, da Q in R

dicht ist, ist jede reelle Zahl ein Haufungspunkt der Folge. (Ubung)

Proposition 2.2.20. Sei (z,), C E eine Folge in einem metrischen Raum. Dann
ist a genau dann ein Haufungspunkt der Folge, wenn eine Teilfolge von (x,,)n gegen
a konvergiert.

Beweis.
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»<="“ Konvergiert eine Teilfolge von (z,), gegen a, so ist a nach Definition ein
Haufungspunkt.

,= WIir definieren die Teilfolge induktiv: Sei ky € N beliebig. Nach Definition
des Haufungspunktes gibt es ein k1 > ko mit zx, € Bi(a). Dann gibt

es ky > ki mit x, € Byjo(a), k3 > ky mit zx, € By3(a), .... Wegen
d(zr,,a) < + fiir alle i > 1 erhalten wir, dass die Folge (z,); gegen a
konvergiert. O

Theorem 2.2.21 (Bolzano-Weierstraf). Sei (x,)nen C R eine beschrinkte Folge.
Dann besitzt (X, )nen €inen Haufungspunkt.

Beweis. Seien ag < by reelle Zahlen mit ag < x,, < by fiir alle n € N. Wir definieren
induktiv Folgen (ay), und (by,),: Seien a, und b, fiir ein n € N bereits definiert.
Enthélt das Intervall [an, %] unendlich viele Folgeglieder, so setzen wir a,, 41 :=
an und by g == % Sonst setzen wir a,41 = a";“b" und by,41 := b,. In jedem
Fall enthélt das neue Intervall [a,, 41, by41] ebenfalls unendlich viele Folgeglieder.
Die Folge (a,)n ist monoton wachsend, die Folge (b,), ist monoton fallend.
Wegen ag < a,, < b, < by fiir alle n (leicht einzusehen) sind beide Folgen beschrankt
und konvergieren daher. Per Induktion erhalten wir |a,, —b,| < 27" |ag — bg|. Setze

a:= lim a, und b := hm by,
774*}00

er behaupten, dass a = b gilt. Sei ¢ > 0 beliebig. Sei k& € N so grof, dass
- lag — bo| < e gilt. Aufgrund der Konvergenz gibt es n € N mit n > k,
|an —a| < eund |b, — b < e. Wir erhalten

la — b <la—an|+ |an —bn| + |bn — b < 3e.

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt a = b.

Wir behaupten, dass a ein Haufungspunkt der Folge ist. Sei dazu nochmals
€ > 0 beliebig. Wegen a,, — a und b, — a gilt a,,b, € B:(a) = (a —¢,a + ¢) fiir
hinreichend grofes n € N. Nach Definition des Intervalles gilt [a,,, b,] C (a—¢, a+e).
Im abgeschlossenen Intervall liegen nach Konstruktion unendlich viele Folgeglieder.
Somit gilt dies auch fiir das offene Intervall. Daher ist a ein Haufungspunkt der
Folge (zy,)n- O

Um den Satz von Bolzano-Weierstraft auf den R™ iibertragen zu kénnen, benoti-
gen wir ein Resultat, das Konvergenz auf R” und Konvergenz der Komponenten in
Beziehung setzt. (Man iiberlege sich, dass diese Beziehung auch fiir die Eigenschaft,
Cauchyfolge zu sein, die nachfolgend noch definiert wird, gilt.)

Theorem 2.2.22. Sei (xg)reny C R™ eine Folge mit xj, = (xZ)KKn und sei a =

(ai)lgign € R™. Dann sind dquivalent:

(i) xx — a fir k — oo.
(ii) Fir allei € {1,...,n} gilt z} — a* fir k — oco.

Beweis.

,=“ Gelte 2 — a = (a')1<j<n € R" fiir k — oo. Dann gilt fiir jedes i €

{1,...,n}

. . . 2
o o] = /[~ <

Die Behauptung folgt.
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»<=“ Sel N € N, so dass fiir alle i € {1,...,n} aus n > N bereits ’xz - ai‘ <e
folgt. Damit erhalten wir

n
, 2
|zr — all = Z’xfe—aj‘ < Vne? < ne
j=1
und somit auch hier die Behauptung. O

Korollar 2.2.23 (Bolzano-Weierstraf). Sei (zx)ren C R™ eine beschrinkte Folge,
d.h. es gibt ein v > 0 so dass x € B.(0) fir alle k € N gilt. Dann besitzt (xy)g
eine konvergente Teilfolge. Der Grenzwert a erfillt |a| < r.

Beweis.
(i) Existenz: Jede Folge der Komponenten von (xy)y ist beschrénkt: Fiir alle

1 <7< ngilt

2
x| =|zg| <7

Somit gibt es eine Teilfolge von (xx)k, so dass die erste Komponente kon-
vergiert. Davon gibt es eine Teilfolge, so dass auch die zweite Komponente
konvergiert. Nach n Schritten erhalten wir so eine Teilfolge, bei der alle Kom-
ponenten konvergieren. Sei (y)x diese Folge und seien o' € R, 1 < i < n,
die Grenzwerte der Komponenten, gelte also yi — a' fiir k — oo. Definiere
a = (al7 . ,a"). Die Konvergenz folgt nun aus Theorem 2.2.22.

(i) Normabschitzung: Folgt aus Proposition 2.2.13 mit b = 0. O

Proposition 2.2.24. Sei (z,), C R eine nach oben beschrinkte Folge. Sei M
die Menge der Hiufungspunkte von (x,)n. Sei M nicht leer. Dann besitzt M ein
Mazimum, d. h. sup M ist selber wieder ein Hdufungspunkt.

Eine entsprechende Aussage gilt auch fiir nach unten beschrinkte Folgen und
das Minimum der Haufungspunkte.

Beweis. Gelte x,, < c¢ fir alle n. Dann ist jeder Grenzwert einer konvergenten
Teilfolge ebenfalls < ¢. Somit ist M nach oben durch ¢ beschrinkt und sup M
existiert in R. Definiere v := sup M. Nach Definition des Supremums gibt es fiir
jedes k € N\ {0} ein a;, € M mit ay >y — . ag € M konnen wir beliebig wihlen,
ebenso ng € N als Start fiir die folgende induktive Konstruktion. Da jedes aj ein
Haufungspunkt der Folge (x,,), ist, finden wir induktiv nj; mit ng > ng_1, so dass
lag — an,| < 7 gilt. Nach Dreiecksungleichung folgt nun

1y = | < |y — arl + lag, — 20, | < 3.
Somit gilt x,, — v fiir £ — oo. 0

Definition 2.2.25. Sei (z,,),, C R eine Folge. Sei M die Menge der Hiufungspunkte
von M. Dann definieren wir den Limes superior von (z,,), durch
limsupz, = lim x, =sup M
n—00 n—00

und den Limes inferior von (z,), als

liminf z,, = lim x,, = inf M.
n—0oo n—o00

Ist (z,)n nach oben beschrinkt, so gilt lim x, € RU{—o00}, ist (z,), nach unten
n— oo

beschrinkt, so gilt lim z, € RU {—i—oo}.l

n—oo
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Bemerkung 2.2.26. Nach Proposition 2.2.24 ist der Limes superior, falls die Men-
ge der Haufungspunkte nicht leer ist, einer nach oben beschrénkten Folge der grofste
Grenzwert einer konvergenten Teilfolge.

Proposition 2.2.27. Sei (z,,), C R eine beschrinkte Folge. Dann ist (x,,)n genau

dann konvergent, wenn lim x, = lim x, gilt.
n—00 n—00

Beweis.

,=" Konvergiert die Folge, so besitzt sie einen eindeutig bestimmten Haufungs-
punkt. Daher stimmen Limes inferior und Limes superior {iberein.

»<="1 Angenommen, die Folge konvergiert nicht. Setze a := lim x,. Dann gibt
n—oo

es ein € > 0, so dass unendlich viele Folgeglieder nicht in B.(a) liegen.
Betrachte eine entsprechende Teilfolge (2, ) C R\ Bs(a). Als beschréankte
Folge besitzt sie eine konvergente Teilfolge (xnkl )i mit Tp,, — b€ R. Nach
Proposition 2.2.13 folgen |b — a| > ¢ und weiter a # b.

Somit besitzt (z,), die beiden Haufungspunkte a = limz,, und b # a
und daher gilt lim x,, # lim z,,. Die Behauptung folgt. d

Allgemeiner gilt

Theorem 2.2.28. Sei E ein metrischer Raum und sei (x,)n, C E. Angenommen,
jede Teilfolge besitzt eine konvergente Teilfolge und die Grenzwerte aller konvergen-
ten Teilfolgen stimmen tberein. Dann konvergiert bereits die gesamte Folge.

Beweis. Sei a ein solcher Grenzwert. Wir filhren eine Widerspruchsbeweis. Falls
nicht die gesamte Folge konvergiert, finden wir ein € > 0, so dass unendlich viele
Folgeglieder nicht in B.(a) liegen. Eine Teilfolge davon, (y, ), konvergiere gegen ein
b € E. Nach Proposition 2.2.13 folgt d(b,a) > ¢ > 0. Widerspruch zur Eindeutigkeit
des Grenzwertes aller konvergenten Teilfolgen. Die Behauptung folgt. O

Definition 2.2.29 (Cauchyfolge, Vollstandigkeit).

(i) Eine Folge (x,)y in einem metrischen Raum E heift Cauchyfolge, CF, falls
es zu jedem € > 0 ein ng € N mit d(x, z;) < € fir alle k,l > ng gibt.

(ii) Ein metrischer Raum, in dem jede Cauchyfolge konvergiert, heift vollstén-
diger metrischer Raum.

(iii) Ein normierter Raum, der mit der induzierten Metrik ein vollstdndiger me-
trischer Raum ist, heifft vollstdndiger normierter Raum oder Banachraum
(BR).

(iv) Ein Skalarproduktraum, der mit der induzierten Norm ein Banachraum ist,
heift Hilbertraum (HR).

Bemerkung 2.2.30. x Die Cauchyfolgenbedingung kann man auch mit der Un-
gleichung d(xg, z4;) < € fir alle kK > np und alle I € N formulieren.

Lemma 2.2.31. Sei E ein metrischer Raum. Sei die Folge (z,,)n, C E konvergent.
Dann ist (xy,), eine Cauchyfolge.

Beweis. Sei a := lim z,. Sei € > 0 beliebig. Da z,, — a konvergiert, gibt es ein

ng, so dass fiir allgzog ng auch d(x,,a) < ¢ gilt. Seien nun &, > ng. Es folgt
d(zg, x;) < d(xg,a) +d(a,x;) < 2e.

Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

Korollar 2.2.32. In einem vollstindigen metrischen Raum konvergiert eine Folge
genau dann, wenn sie eine Cauchyfolge ist.
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Proposition 2.2.33. In einem metrischen Raum gilt:

(i) Jede Cauchyfolge ist beschrankt.
(i) Eine Cauchyfolge besitzt hichstens einen Haufungspunkt.

Beweis.

(i) Sei (x)n eine Cauchyfolge. Sei ¢ = 1 und ng € N, so dass fiir alle &k, > ng
bereits d(xg,x;) < € folgt. Setze r := max{d(x;,zn,): 0 < i < ng— 1} + 1.
Dann gilt z,, € B,(x,,) fir alle n € N.

(ii) Angenommen, a # b wiren zwei Haufungspunkte. Setze e := 1d(a,b). Seing €
N so grok, dass d(xg, z;) < ¢ fiir alle k, 1 > ng ist. Da a und b Hiufungspunkte
sind, gibt es k,1 > ng mit d(a,zx) < € und d(b, z;) < €. Es folgt

d(a,b) < d(a,zr) + d(zk, 21) + d(21,b) < 3¢ = 3d(a,b).
Widerspruch. O

Rn Cauchykrit cor ‘ Korollar 2.2.34. R" (mit der euklidischen Metrik) ist ein vollstindiger metrischer

Raum. Insbesondere konvergiert eine Folge in R™ genau dann, wenn sie eine Cau-
chyfolge ist. Dies heifit Cauchykriterium.

Dies gilt insbesondere auch fiir R selbst.

Beweis. Wir wollen Theorem 2.2.28 anwenden um zu zeigen, dass jede Cauchyfolge
in R™ konvergiert. Sei (z,), C R™ eine Cauchyfolge. Sei (z,,)r eine beliebige
Teilfolge. Dann ist die Teilfolge ebenfalls Cauchyfolge und daher beschréankt. Nach
Bolzano-Weierstral besitzt (z,,, )x eine konvergente Teilfolge (zn,, )i: Es gibt a € R
mit T, — a fiir I — oo. Damit ist a ein Haufungspunkt von (x,,),. Héitten wir
hier andere Teilfolgen gewéhlt, so wire der Grenzwert wieder a, da eine Cauchyfolge
maximal einen Haufungspunkt besitzt. Damit ist Theorem 2.2.28 anwendbar und
die Behauptung folgt. O

Wir wollen nun zeigen, dass auch {P(R"™) vollsténdig ist. Dazu fithren wir zunéichst
eine Aquivalenzrelation ein. Wir lassen den Nachweis, dass es sich dabei um eine
Aquivalenzrelation handelt, als Ubung.

Definition 2.2.35. Sei E ein Vektorraum. Dann heifen zwei Normen || - ||; und
|| - ||2 auf E dquivalent, falls es ¢ > 0 gibt, so dass
1

—llzlly < llzllz < e fllly
fiir alle z € F gilt.

Proposition 2.2.36. Sei E ein Vektorraum mit dquivalenten Normen || - ||1 und
|| < |l2- Dann ist (E,| - ||1) genau dann vollstindig, wenn (E, || - ||2) vollstindig ist.

Beweis. Sei E mit der Norm ||-||; vollstdndig. Sei (x,, )nen eine beliebige Cauchyfolge
in F beziiglich der Norm || - ||2. Wegen

lex — @il < e |z — il

ist (2, ), auch beziiglich ||-||; eine Cauchyfolge. Somit konvergiert :,, — x beziiglich
der Norm || - ||; fiir ein 2 € E fiir n — co. Wegen

o = zlla < ¢ & — zally
gilt auch z,, — z beziiglich der Norm || - ||2. Die Behauptung folgt. d

Proposition 2.2.37. Seien 1 < p,q < oo. Dann sind || - ||;p und || - |1« auf R™
aquivalente Normen.
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Beweis. Fiir alle 1 < p < 0o, alle 1 <4 <n und alle z € R" gilt

. P 1/1’ i kP 1/p - p 1/p 1/
2= ()< () < () =gl

k=1 k=1 <n

— =

=llzlli»
Da dies fiir alle 1 < i < n gilt, folgt auch
[]lioe < ]l < mf|liee .

Somit sind die {P- und die {*°-Norm auf R™ dquivalent. Die Behauptung folgt nun,
da die Aquivalenz von Normen eine Aquivalenzrelation ist. O

Korollar 2.2.38. Fir 1l <p < oo ist [P(R™) ein Banachraum.
Beispiele 2.2.39.

(i) Wir definieren induktiv eine Folge in R durch 29 = 1 und z,41 = H% fiir
n > 0. Wir behaupten, dass (x, ), eine Cauchyfolge ist. Per Induktion sehen

wir, dass 0 < x,, £, <1 und % < z, gelten. Somit erhalten wir

1 1 _ |Zn — Tptkl |Tn — Trtkl
1+ Zpar 14z, I+ zp)(1+ zpar) — (1_’_%)2

|In+1+l~c - xn-‘rl‘ =

und daraus
|xn+1+k - xn+1| < g|mn+k‘ - 1'n|

Fiir festes k € N definieren wir ¢(n) := |Tp4+x — ,| und erhalten p(n +
1) < 2¢(n). Beachte, dass ¢(n) > 0 ist. Per Induktion erhalten wir daraus
o(n) < (%)n ©(0). Somit gilt p(n) — 0 fir n — co. Da ¢(0) < 2 unabhéngig
von k gilt, ist (z,), eine Cauchyfolge und konvergiert daher.

Gehen wir nun in der definierenden Gleichung auf beiden Seiten zum Grenz-

wert iiber, so erhalten wir fiir a = lim =z,
n—oo

1 —-1++5
a= oder a = ———.
1+a 2

Das negative Vorzeichen ist wegen x,, > 0 ausgeschlossen. Damit haben wir
den Grenzwert bestimmt.
2

(ii) Die induktiv definiert Folge (z,) C R mit 2y =1 und 2,41 = % firn>1

konvergiert nach /2. (Ubung)
(iii) Newtonverfahren zur Bestimmung einer Nullstelle von R 3 z + 22 + 2z — 5:
Definiere F(x) = z — 9”2;;%?2*5, xo = 0 und 2,41 = F(z,). Zeige, dass

x, € [1,2] fiir n > 3 ist, dass fiir ein festes v € (0, 1) die Ungleichung |F(a) —
F)| < «v-|a—b| fir alle a,b € [1,2] gilt und schlieffe, dass x,, gegen ein
a € [1,2] mit a = F(a) konvergiert. Details: Ubung.

(iv) In einem normierten Raum folgt aus z,, — a auch

1 n
— E T — Q.
n

k=1

(Ubung)
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2.3. Reihen.

Definition 2.3.1. Sei E ein normierter Raum und (a,)nen C E eine Folge. Dann
definieren wir eine weitere Folge (s, )nen C E durch

n
Sp i — E Q.
k=0

Beide Folgen zusammen heiflen Reihe. Die Elemente a, heifen dabei Glieder

der Reihe und die Elemente s,, Partialsummen. Wir schreiben ((a,))nen fir die

Reihe. Wir bezeichnen auch ((a,))n>n, als Reihe oder als Endstiick der Reihe.
Existiert lim s, € F, so heifit dieser Grenzwert Wert oder Summe der Reihe.

n— o0
oo
E a, = E a, = lim s,.
n—oo
n=0

Wir schreiben
Existiert Y a,, so heift die Reihe konvergent, existiert der Grenzwert nicht, so
heifit die Reihe divergent.

Das Cauchykriterium liefert

Proposition 2.3.2. FEine Reihe ((an))n in einem Banachraum ist genau dann kon-
vergent, wenn zu jedem € > 0 ein ng € N existiert, so dass fiir alle n > ng und alle
m € N die Abschitzung

n+m

> a
k=n

<é€

gilt.

Korollar 2.3.3. Fine notwendige Bedingung fir die Konvergenz der Reihe ((an))n
ist, dass a, — 0 fiir n — oo gilt.

Beweis. Wir wahlen m = 0 in Proposition 2.3.2. O

Definition 2.3.4 (Nullfolge). Sei (ay,), eine Folge in einem normierten Raum. Gilt
an — 0, so heift (a,), eine Nullfolge.

Beispiele 2.3.5.

(i) Geometrische Reihe: Sei ¢ € R mit —1 < ¢ < 1. Dann konvergiert die Reihe
((¢™))nen und hat den Wert -

Beweis. Es gelten

sn:1+q+q2+...+q”,

gsn= q+q+... "+,
(1 - Q)Sn =1- qn+1
1— qn+1
K .
Lassen wir n — oo, so existiert der Grenzwert auf der rechten Seite. Somit
hat die Reihe den Wert %_q. O

(ii) Die Reihe (((—1)™))nen ist divergent, da (—1)" 4 0 gilt.

(iii) Die harmonische Reihe ((%))n>1 erfiillt zwar die notwendige Bedingung %L —
0 fiir Konvergenz. Sie konvergiert aber nicht, da sie das Cauchykriterium fiir
Reihen verletzt:

Z

l\')\»—l

1
2

?rM—‘
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Bemerkung 2.3.6.

(i) Definiert man die Addition und die Skalarmultiplikation von Reihen glied-
weise, also ((an))n + ((0n))n = ((an + bn))n und A((an))n = ((Aap)), fir
A € K, so wird die Menge der konvergenten Reihen zu einem Vektorraum und

es gelten
Z(an +b,) = Zan —|—an

sowie

Z()\an) = )\Zan.

(ii) Eine Reihe ((ay))nen konvergiert genau dann, wenn das Endstiick ((an))n>
fiir beliebiges k € N konvergiert. Endlich viele Glieder am Anfang spielen also
keine Rolle fiir die Konvergenz, beeinflussen jedoch den Wert der Reihe.

beschr konv in R+ prop‘ Proposition 2.3.7. Sei ((an))nen eine Reihe mit a, € R und a, > 0 fir alle

bs konv impl konv prop

n € N. Dann konvergiert die Reihe genau dann, wenn die Folge der Partialsummen
nach oben beschrankt ist.

Beweis. Die Folge der Partialsummen (s,), ist wegen a,, > 0 monoton wachsend.

Eine unbeschrankte Folge s, kann nicht konvergieren und eine monotone beschrénk-

te Folge konvergiert gegen sup s,,, vergleiche Theorem 2.2.15. O
neN

Proposition 2.3.8 (Dezimaldarstellung reeller Zahlen). x Sei € [0,1) C R.

Dann gibt es d; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, i € N, mit

i d; - 107" = 7.
i=0

Wir schreiben x = 0,d1dods . ... Gilt d; =0 fiir j > ig fir ein ig € N, so lassen wir
diese d}s in der Schreibweise auch weg.

Ist y > 0 und n € N die gréfite natiirliche Zahl mit n < y, so definieren wir
x :=y —n und erhalten mit den zu x gehdrigen dis

yzn—&—Zdi 107"
i=0
und schreiben y = n,didads . . .. Ist z € Roq, so schreiben wir ein Minuszeichen vor
den Ausdruck fir —z, z. B. x = —17,38.
d; heifst die i-te Nachkommastelle von x.
Jede solche Darstellung liefert eine reelle Zahl.

Beweis. Wir zeigen die Aussage nur im Fall z € [0, 1). Setze dg := 0. Wahle induktiv
d, € {0,1,...,9} maximal mit Z d;-107" < z. Es folgt aufgrund der Maximalitiit
i=0
x— Y d;-107" € [0,107™). Somit folgt die behauptete Konvergenz. O
i=0

Definition 2.3.9. Sei ((a,)), eine Reihe in einem Banachraum. Dann heifit die
Reihe absolut konvergent, falls die Reihe ((||la,]|)), in R konvergiert.

Die Reihe heifst bedingt konvergent, falls sie konvergiert, aber nicht absolut
konvergiert,.

Proposition 2.3.10. Sei((a,))n eine absolut konvergente Reihe in einem Banach-
raum. Dann ist die Reihe konvergent und es gilt

oo oo
Zan < Z llan]-
n=0 n=0
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Beweis.

(i) Wir zeigen, dass die Folge (s;), der Partialsummen eine Cauchyfolge ist. In
einem Banachraum konvergiert dann die Reihe. Es gilt fiir alle n > m > ng

n

>

k=m+1

n

< 3 .

k=m+1

|50 — smll =

Aufgrund der absoluten Konvergenz von ((ay)), kénnen wir zu jedem € > 0
ein ng finden, so dass die rechte Seite der Abschétzung fiir alle n > m > ng
kleiner als ¢ ist. Damit ist (s,), eine Cauchyfolge.

(ii) Die Dreiecksungleichung liefert fiir alle k € N

k k 0
S an] < S llaal <3 faall
n=0 n=0 n=0

Dabei haben wir fiir die letzte Ungleichung benutzt, dass der Ausdruck in
der Mitte in & monoton wichst und fiir & — oo konvergiert. Bei monoton
wachsenden konvergenten Folgen ist jedes Folgeglied eine untere Schranke fiir
den Grenzwert.

Wir haben bereits gesehen, dass die Summe in der Norm auf der linken
Seite fiir k — oo konvergiert. Also gilt dies auch fiir die Norm davon. Die
rechte Seite als obere Schranke fiir alle Folgeglieder ist damit auch eine obere
Schranke fiir den Grenzwert. Das hatten wir behauptet. O

Proposition 2.3.11 (Majorantenkriterium). Seien ((ay)), und ((by))n zwei Rei-
hen in R. Angenommen ((by))n konvergiert und es gilt |a,| < by, fir allen € N, so
konvergiert auch ((ay))n absolut.

((bn))rn heifit konvergente Majorante von ((an))n.-

Beweis. Wir iiberpriifen das Cauchykriterium. Es gilt fiir alle m € N

n+m n+m

Z |ak|§ Zbk<€,
k=n k=n

falls n > ng so gewdhlt ist, dass wir das Cauchykriterium fir ((b,)), anwenden
kénnen. (]

Bemerkung 2.3.12. *

(i) Nach Proposition 2.3.10 konvergiert auch ((ay))nen-

) Es folgt b, > 0 fiir alle n € N.

(iii) Es geniigt, die Bedingung |a,| < b, fiir fast alle n € N zu fordern.

(iv) Ist ((an))n eine Reihe in einem Banachraum und ((b,)), eine Reihe in R mit

lan|| < by, so gilt das entsprechende Resultat wenn wir den Betrag im Beweis

durch die Norm ersetzen.

(v) Beispiel unter Verwendung von minimalem Schulwissen iiber den Logarithmus:
Die Reihe (((logn)™")),~, konvergiert, denn fiir n > 9 gilt logn > 2 und
somit ist die geometrische Reihe ((27")),, eine konvergente Majorante.

(vi) Betrachtet man |a,| statt a, im Quotientenkriterium, so erhélt man auch
dafiir eine Variante mit absoluter Konvergenz.

Proposition 2.3.13 (Quotientenkriterium). Sei ((a,))n eine Reihe in R mit a,, >

0 fir alle n € N. Gelte
fim L <1,

n—00 Oy

v i=

Dann konvergiert die Reihe ((ap))n.
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Beweis. Wihle ¢ mit v < ¢ < 1. Dann gilt fiir n > ng die Ungleichung a,4+1 < cay,.
Per Induktion folgt any+n < c"ay,. Wir konnen daher eine geometrische Reihe als
konvergente Majorante verwenden. (|

Beispiele 2.3.14.

(i) Die Reihe ((an))n = ((5)), konvergiert aufgrund des Quotientenkriteriums,
denn es gilt

Ap+1 o 1 <

Ay n —+

—_
DN | =

fur alle n > 1.
(i) Sei z € Rsq. Dann konvergiert die Reihe ((an)), = ((%; ))n, denn es gilt

Ap+1 o X <
Qn B

1
+1= 2’

3

falls n € N gentigend grofs ist.

Aufgrund des Majorantenkriteriums konvergiert die Reihe auch fiir negative
x € R: Vergleiche den Wert fiir # < 0 mit dem an der Stelle —z > 0.

Wir definieren

und nennen die Funktion exp: R — R Exponentialfunktion.
(iii) Die Reihe ((ap))n = ((i)) mit ¢ > 1 konvergiert, denn es gilt

qm

a In+1 1
e * — - <1 furn— oo.
Gn, q n q

Insbesondere ist also lim 2 = 0.
n— o0

Ein niitzliches Konvergenzkriterium benutzt Integrale. Da wir diese noch nicht
behandelt haben, erwihnen wir die Eigenschaften des Integrals, die wir verwenden
wollen. Alternativ kann man diesen Abschnitt erst nach der Definition des Integrals
lesen. Diese wird unabhéngig von diesem Abschnitt sein, d.h. wir machen keine
Zirkelschliisse. Vielleicht sind diese Eigenschaften schon aus der Schule bekannt.

Lemma 2.3.15. % Sei I = [a,b] ein beschrinktes Intervall und seinen f,g: I — R
stetige“ Funktionen auf I. Dann gelten

b b b
/f+g:/f+/97
<9 = /bfé/bg,

b
f=const=c =— /f:c(bfa)

sowie

ai41 b

n—1
a=aqp<a1 <...<a,=>b :>Z/f:/f
i=0 ./

i a
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Proposition 2.3.16 (Integralkriterium). Sei f: Ry — Ry eine stetige monoton

fallende Funktion. Dann konvergiert die Reihe ((f(n)))nen genau dann, wenn

b 9]
lim/fz/f<oo
b—oo

0 0

gilt.
Bemerkung 2.3.17. %

(i) Wir werden spéter sehen, dass auch nur monotone Funktionen integrierbar
sind. Somit kénnen wir auf die Stetigkeit von f auch verzichten.
(ii) Konvergenz folgt damit aufgrund des Majorantenkriteriums auch fiir Reihen

((an))nen mit |an| < f(n).
Beweis von Proposition 2.3.16.

(i) ,,<*“ Da f monoton fallend ist, folgt fiir alle n € N>;
n n

fo= [ sw< [ 1

n—1 n—1

Wir summieren dies auf und erhalten
UEN FE
i=1 0 0

Somit ist die Reihe der Partialsummen beschrénkt und die Reihe konvergiert,
da die Glieder alle nichtnegativ sind.

(ii) ,=*“ Seinun [ f = co. Wie oben erhalten wir
0

n+1

f(n) > /f

und daher
n+1

n B
Sy [i- [+
i=0 i=0 o
Da die rechte Seite fiir n — oo unbeschrankt wir, ist auch die Folge der
Partialsummen unbeschrinkt und kann daher nicht konvergieren. O

Beispiele 2.3.18.
(i) Sei & > 0. Dann konvergiert die Reihe ((#))n, insbesondere also die Reihe
(( 1 ))n (Momentan kennen wir bisher nur rationale Exponenten.)

n2

Beweis. Definiere f(x) := 2~17°. f ist monoton fallend. Es gilt

[ 1t
[r=—t| <2
5 1€
1
Die Behauptung folgt somit aus dem Integralkriterium. O

(ii) Die Reihe ((%))n ist divergent.
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Beuweis. Definiere f(z) := L. f ist monoton fallend und es gilt
/leogn—logl—)oo flir n — oo.
1

Somit divergiert die Reihe. O

(iii) Die Reihen ((ni))n mit 0 < ¢ < 1 divergieren ebenfalls. Benutze dazu das

q
Integral- oder das Majorantenkriterium.

Proposition 2.3.19 (Wurzelkriterium). Sei ((a,))n eine Reihe in R. Falls
= R@Jan“/" <1
gilt, so konvergiert die Rethe ((an))n absolut.
Beweis. Wir wihlen wieder ¢ € R mit v < ¢ < 1. Dann gilt fiir fast alle n € N
lan| < c".
Somit ist eine geometrische Reihe eine konvergente Majorante. O

Bemerkung 2.3.20. x Quotienten- und Wurzelkriterium sind nur hinreichende
Kriterien.

(i) Fihrt man jedes Folgeglied einer konvergenten Reihe doppelt auf, so erhilt
man fiir den Limes superior beim Quotientenkriterium mindestens den Wert

Eins.
(ii) Sei ((an))n eine konvergente Reihe positiver reeller Zahlen. Betrachte nun
ag, 2ag, a1, 2a1, . ... So erhilt man eine Reihe, die konvergiert, aber beim Quo-

tientenkriterium hat der Limes superior mindestens den Wert 2.

(iii) Ist der Limes inferior beim Wurzel- oder Quotientenkriterium strikt grofser als
Eins, so erhélt man, dass die Glieder der Reihe keine Nullfolge bilden kénnen.
Somit konvergiert auch die Reihe nicht.

(iv) Im Falle a,, = % oder a,, = # ist der Limes superior im Wurzel- oder Quoti-
entenkriterium stets 1. Da aber nur die zweite Reihe konvergiert, liefern diese
Kriterien hier keine Konvergenzentscheidung.

Bemerkung 2.3.21 (Wurzelkriterium fiir Potenzreihen). Sei z € K beliebig,
(an)n C Keine Folge. Dann konvergiert die Potenzreihe, d. h. die Reihe ((a,2™))nen,
flir

2| < 1
x
lim |a,|'/"
absolut und divergiert fiir
1
x| > —

Bei Gleichheit kann die Reihe konvergieren oder divergieren.

Beweis. Benutze das Wurzelkriterium und fiir die Divergenz, dass die Folgeglieder
dann keine Nullfolge bilden.

Gleichheit tritt fiir die Reihe ((£2™)) fiir [z] = 1 ein. Fiir £ = 1 haben wir
bereits gesehen, dass die Reihe divergiert, fiir z = —1 benutzen wir das Leibnizkri-
terium (nachfolgend) und erhalten Konvergenz. O

Wir definieren nun den Konvergenzradius r einer Potenzreihe so, dass die Po-
tenzreihe fir |x| < r konvergiert.
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Definition 2.3.22. Eine Reihe der Form ((a,2™)),, mit a,, € K heilt Potenzreihe
in K. Wir erhalten fiir beliebige € K eine Reihe in K. Die Terme a, heifsen
Koeffizienten der Potenzreihe und
1

Tim |a,[1/n

n—oo
heifst Konvergenzradius.

Ist n@@\anw ™ = (), so sagen wir, dass der Konvergenzradius r = oo sei.

Beispiele 2.3.23. Wir definieren die Funktionen exp, sin, cos: K — K durch

expla) =3 0,

n=0

s x2n+1
sin(z) = nz::o(—l)”m,
cos(x) := ngo(—l)” )l

In allen diesen Fillen ist der Konvergenzradius gleich co (Ubung).

Definition 2.3.24. Eine Reihe ((a,)), C R heift alternierend, falls
ap - Opy1 <0

fiir alle n € N gilt.

Das folgende Konvergenzkriterium liefert im Allgemeinen keine absolute Kon-
vergenz. Es liefert jedoch die oben behauptete Konvergenz der alternierenden har-
monischen Reihe (((71)"1))71

n

Proposition 2.3.25 (Leibnizkriterium). Sei ((an))n eine alternierende Reihe in
R, deren Elemente |ay| eine monotone Nullfolge bilden, d. h. es gilt |a,| \, 0. Dann
konvergiert die Reihe ((an))n und es gilt

o0
D> an
n=0

Beweis. Nach Voraussetzung sind entweder alle Reihenelemente von Null verschie-
den oder es gibt ein ng € N mit a, = 0 fiir alle n > ng. Daher konnen wir die
Elemente der Reihe ohne Einschrankung, d. h. indem wir ggf ((—a,)), betrachten,
in der Form (—1)"b,, mit b, > 0 darstellen. Es gilt 0 < b, N\ 0. Seien (s,), die
Partialsummen der Reihe. Definiere 7,, := s9,, und ¢, := s2,41. Dann gelten 7,,
und ¢, 7, da

Tn+1 = 82(nt1) = S2n — b2ny1 + bani2 < S2p = Ty

< |ao-

und

tht1 = S2n+3 = S2n+1 + bang2 — bany3 > Soni1 =t
Weiterhin ist tg < t, = so, — bop+1 < 7, < 7. Somit konvergieren die Folgen

(tn)n und (1), und, da b, = |a,| — 0 gilt, stimmen ihre Grenzwerte tiberein:
lim ¢, = lim 7,. Somit konvergiert auch s,.
n—oo n—oo
Die behauptete Abschitzung folgt aus
CLOZbQ:T()Z lim Tn = lim tnzt():b()*bl Z*bl Z*b():*ao. O
n—oo n—oo

Wenden wir dieses Resultat auf Endstiicke alternierender Reihen an, so erhalten
wir
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Korollar 2.3.26. x Sei ((a,))n eine alternierende Reihe in R und gelte |a,| \ 0
fiir n = co. Dann gilt die Aussage

oo
D

n=~k

< |ag| fir alle k € N.

Als Korollar zu Korollar 2.2.16 erhalten wir

Korollar 2.3.27. Seien a; € R>q, ¢ € N. Dann gilt fir allen € N

iai < iai € [0, 00].
i=0 i=0

Mit Hilfe von konvergenten Reihen erhalten wir weitere Beispiele fiir Hilbert-
und Banachrdume.

Definition 2.3.28.

(i) Wir definieren [?(N) als den Raum aller reellen Folgen a = (a,,)nen mit

o0
Z lan|? < co.
n=0

Solch eine Folge heifit quadratsummierbar. Seien a, b € [2(N). Dann setzen wir

(a,b) = ian < by,
n=0

(ii) Sei 1 < p < oo. (x Die nachfolgende Definition gilt wie bei P(R™) wieder
allgemein, wir kennen momentan allerdings nur Potenzen € Q und miissen
uns daher auf p € Q>; beschrénken. Die angegebenen Beweise funktionieren
jedoch fiir alle p € [1,00).) Dann definieren wir [?(N) als den Raum aller
reellen Folgen a = (ay,)nen mit

oo
Z lan|P < oo
n=0

oo 1/p
llalliey = (Z Ianp> :
n=0

(iii) * Sind die Folgen komplexwertig, so schreiben wir I?(N;C) und ersetzen in
der obigen Definition a,, - b,, durch a, - b,.
(iv) Im Fall p = co betrachten wir die Menge der beschriankten Folgen und setzen

llallzee vy = sup |an|.
neN

und

Wir beschrénken uns im folgenden Satz der Einfachheit halber auf die reellen
Folgenrdume. Die Resultate im komplexen Fall folgen analog.

Theorem 2.3.29. [2(N) ist ein Hilbertraum, fir 1 < p < oo ist [(N) ein Banach-
raum. Alle diese Raume sind unendlichdimensional.

Als Ubung lassen wir den Beweis im einfachsten Fall, dass némlich 1°°(N) eben-
falls ein Banachraum ist.

Beweis.
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(i)

(iii)

(iv)

2. KONVERGENZ

Das [2-Skalarprodukt ist wohldefiniert, denn es gilt fiir alle k

D laibil <Y Flail> + > il
1=0 1=0 =0

Die Folgen auf der rechten Seite konvergieren fiir £ — oo und bilden daher eine
Majorante. Somit konvergiert auch die linke Seite fiir & — oco. Wir erhalten al-
so absolute Konvergenz fiir die Reihe ((a;;))nen. Bilinearitit, Symmetrie und
positive Definitheit sind klar. Wir gehen dazu in den Varianten mit endlichen
Summen zum Grenzwert {iber.

Wir definieren Addition und Skalarmultiplikation auf [P gliedweise. Durch Ska-
larmultiplikation verlassen wir [P offenbar nicht. Die Summe von zwei Ele-
menten in [P ist ebenfalls in [P, denn es gilt aufgrund der Minkowskischen
Ungleichung

k 1/p k 1/p k 1/p
<Z|ai+bip> < <Z|(I¢p> + <Z|bz‘p>
=0 =0 =0

< llallw @y + 110/l v)-

Wir betrachten die p-te Potenz dieser Ungleichung. Somit steht auf der linken
Seite eine monoton wachsende beschrénkte Folge. Diese konvergiert daher.
Samtliche Eigenschaften der Norm und des Skalarproduktes aufser der Definit-
heit, die klar ist, zeigt man analog zu oben, indem man zunéchst die bekannten
Versionen bis zu einem festen k benutzt, dann auf der ,rechten Seite der Un-
gleichung k — oo schickt. Die linke Seite konvergiert dann stets absolut und
die Behauptung folgt.

Vollsténdigkeit von P(N): Sei (Xi)ken = ((@n,k)nen)ren eine Cauchyfol-
ge in [?(N). Dann bilden die bei ny abgeschnittenen Folgen (X;°)ren =
((®n.k)n<ny )ken Cauchyfolgen in R™, denn es gilt

”XIT:0 - XanHzp(]Rno) < ||Xk - XlHlP(N),

da links iiber weniger positive Glieder summiert wird. Sei X" der Grenzwert
dieser Folge von ng-Tupeln in R™. Da Konvergenz in [P auch komponenten-
weise Konvergenz impliziert, stimmen die ersten ny Komponenten von X"°
und X™° fiir my > ng iiberein. Definiere daher X = (z,,)nen, wobei z,, die n-
te Komponente von X™ fiir ein beliebiges m > n ist. Sei € > 0 beliebig. Dann
gibt es ein ng, so dass fiir alle k,1 > ng die Ungleichung || X3 — Xi|[pay) < €

gilt. Wir erhalten
1/p o 1/p
p) < (Z |$n,k - 1‘n,l|p> <e
n=0

m
§ |$n,k — Tn,l
n=0

und wir erhalten daher im Grenzwert [ — oo

m 1/p
(Z [T,k — :m#’) <e.

n=0

Auf der linken Seite steht (bis auf die p-te Wurzel) eine beschrénkte Summe
mit positiven Summanden. Da die obere Schranke nicht von m abhéngt, kon-
nen wir m — oo lassen und erhalten || Xy — X||fp(N) < eP. Da die p-te Wurzel
auf R>( monoton wachsend ist (im Falle p € N folgt dies aus

a2’ —yP = (z —y) (xp_l + 2P 2y 4+ ayP 4+ yp_l))
folgt auch || X} — X||;pavy < €. Daher ist I[P(N) vollstédndig. O
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Absolut konvergente Reihen kénnen wir umordnen.

Definition 2.3.30. Seien ((an)), und ((by,)), zwei Reihen in einem normierten
Raum E. Dann sagen wir, dass ((b,,))n aus ((an))n durch Umordnung entstanden
ist, falls es eine Bijektion ¢: N — N mit b, = a,,) fiir alle n € N gibt.

Theorem 2.3.31 (Umordnungssatz). Sei ((an))n eine absolut konvergente Rei-
he in einem Banachraum E und sei ((by))n eine Umordnung von ((an))n. Dann
konvergiert auch ((by))n absolut und es gilt

o0 o0
S0 =3 b
n=0 n=0

Wir sagen auch, dass die Reihe kommutativ konvergiert.

Beweis. Sei ¢: N — N die zur Umordnung gehdrige Bijektion, gelte also b, = a,(n)
fiir alle n € N. Definiere I,, := {0,1,...,n}.

(i) Absolute Konvergenz von ((b,))n: Sei n € N beliebig. Sei m eine obere Schran-
ke fiir ¢(I,,), dann gilt

n m o0
Do llbell <D llarl < 3 llaxl),
k=0 k=0 k=0

da alle Summanden der ersten Summe auch in der zweiten vorkommen. Die
Reihe ((||bn]]))n in Ry konvergiert genau dann, wenn ihre Partialsummen
gleichméfig (in n) nach oben beschrénkt sind, siche Proposition 2.3.7. Somit
konvergiert die Reihe ((b,)), absolut.

(ii) Kommutative Konvergenz von ((a,)),: Wir wollen nachweisen, dass die Wer-
te der Reihen ((ay))n, und ((by)), iibereinstimmen. Aufgrund der absoluten
Konvergenz gibt es zu ¢ > 0 ein m € N mit

>l <e.

k=m-+1

(Betrachte die Cauchybedingung fiir Partialsummen und gehe zum Grenzwert
iiber.) Da ¢ eine Bijektion ist, gibt es ng, so dass fiir alle n > ng die Inklusion
Iy, C @(I,) gilt. Sei also n > ng. Dann gibt es rg = r9(n) € N, so dass fiir alle
r > ro die Inklusionen I,,, C ¢(I,,) C I, gelten. Es folgt

dar—> b > ar =Y agm
k=0 k=0 k=0 k=0

r oo
<Y < Y lal<e
k=m+1 k=m+1

Mit r — oo erhalten wir

<e.

) n
D ok =D b
k=0 k=0

Da dies fiir alle hinreichend grofsen n € N gilt, stimmen die Werte der beiden
Reihen iiberein und die Behauptung folgt. O

Definition 2.3.32. %

(i) Sei I eine abzéhlbare Menge. Eine Familie (a;);er in einem Banachraum E
heifst absolut summierbar, wenn es eine Bijektion ¢: N — I gibt, so dass die
Reihe ((ay(n)))n absolut konvergiert.
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(ii) (Der Umordnungssatz liefert nun, dass ((ay(n)))n fiir jede Bijektion ¢: N —
I konvergiert und der Wert unabhingig von der Umordnung ¢ ist.) Daher
nennen wir den Wert von ((ay(n)))n auch den Wert der Reihe ((a;))ie; und
schreiben )" a;.

el

gen statt indices prop‘ Proposition 2.3.33. x

(i) Fine abzdhlbare Familie (a;);cr in einem Banachraum E ist genau dann ab-
solut summierbar, wenn fir alle endlichen Teilmengen J C I die Summen

> llas]
i€J
gleichmdpfig in J beschrinkt sind.

(ii) Ist (a;)ics eine abzdhlbare absolut summierbare Familie in einem Banachraum
E, so gibt es zu jedem € > 0 eine endliche Teilmenge H C I, so dass fiir alle
endlichen Teilmengen K C I\ H und fir alle endlichen Teilmengen L C I
mit H C L die Abschdtzungen

ZHange und Zai—Zai <2
ieK i€l i€L
gelten.
Vergleiche in der bisherigen Bezeichnungsweise H mit ng oder {0,1,...,n0},

K mit n > ng. Interpretiere die zweite Abschitzung als Konvergenzaussage der
endlichen Summe (mit L) gegen die unendliche (mit I).

Beweis.

(i)

»,=* Sind die endlichen Summen nicht gleichméfig beschrankt, so konstru-
iert man durch Ausschopfung der Gegenbeispielmengenfolge leicht eine
Bijektion, die einen Widerspruch zur absoluten Summierbarkeit liefert.

»<=“ Eine gleichméfiige obere Schranke an Summen iiber endliche Mengen lie-
fert auch eine gleichméfige obere Schranke an die Partialsummen

k
Z Qe (i)
i=0

fiir eine Bijektion ¢: N — I. Dies ist fiir die Reihe ((]|a;]|)); in Ry auch
hinreichend fiir die Summierbarkeit, siche Proposition 2.3.7.
1) Se1 ¢: N — [ eine Bijektion. dei € > eliebig. Dann gibt es ng € N, so dass
ii) Sei ¢: N — I eine Bijektion. Sei 0 beliebig. D ib N, sod

o0

> lapwl <e

k=no+1

gilt. Wahlen wir H = ¢({0,1,...,n0}), so folgt hieraus die erste Ungleichung.
Fiir ¢ € K gilt ndmlich ¢(i) ¢ H und wir erhalten daher

STlaill < Y Nlapwll <«

ieK k=no+1

Fiir die Menge H C I erhalten wir

Se-Ya

i€l i€H

no

Z Qi) — Z Qe (k)
k=0 k=0

o0

< Z lapmll <e.

k=ngo+1
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Seien nun H C L C I wie angegeben. Definiere K := L \ H. Dann ist K eine
Menge wie oben mit K C I\ H und wir erhalten

Zai_zai < Zai_zai + Zai_zai
il il il icH i€l i€H
<e+ Z a; || < 2e. O
i€k

Bemerkung 2.3.34. x

(i) Die angegebene Charakterisierung von absoluter Summierbarkeit {iber endli-
che Teilmengen funktioniert auch fiir beliebige Mengen I.
Ist (a;)icr eine beliebige Familie in R, so definieren wir

E a; = Sup E Qg .
N JCcIr ¢
el [ J|<oo 1€J

Dies liefert fiir héchstens abzéhlbare Indexmengen I das Bekannte.

(ii) Sind iiberabzdhlbar viele a;’s von Null verschieden, so gibt es ein n € N\ {0},
so dass ||la;|| > L fiir unendlich viele i € I gilt und die Familie ist nicht absolut
summierbar. Daher sind auch bei beliebigen summierbaren Familien stets nur
hochstens abzéhlbar viele Elemente von Null verschieden.

Proposition 2.3.35. x Sei (a;)icr eine absolut summierbare Familie in einem Ba-
nachraum E. Sei J C I abzdhlbar. Dann ist auch (a;)icy eine absolut summierbare

Familie und es gilt
Y llaill <D laill-

ieJ iel
Die Aussage gilt auch fiir endliche Teilmengen J C I.

Beweis. Fiir endliche Mengen K C J gilt

> llaill <> llasll-

€K icl
Da (a;)icr absolut summierbar ist, sind die Summen auf der linken Seite fiir K C I
und daher insbesondere auch fiir K C J gleichméfig beschrankt. Wir behaupten,

dass

Z la;|| = sup {Z lla;||: K C J, K endlich}
= ieK

gilt. Damit folgt dann die Behauptung. Wir haben gerade gesehen, dass die rechte

Seite kleiner oder gleich der linken Seite ist. Die umgekehrte Ungleichung folgt

indem wir L aus Proposition 2.3.33 als K hier wahlen. 0

Theorem 2.3.36 (Assoziativitdtstheorem). % Sei (a;);er eine absolut summierbare
Familie in einem Banachraum E. Sei (I,)nen eine abzihlbare disjunkte Zerlegung

(= Partition) von I in Teilmengen I,,. Wir definieren b, := > a;. Dann ist die
i€l
Reihe ((by,))n absolut konvergent und es gilt

o0
D =) b
i€l n=0

d. h. fiir absolut konvergente Reihen gilt ein Assoziativgesetz.

Beweis. Sei € > 0 beliebig.
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(i)

(i)

2. KONVERGENZ

Absolute Konvergenz von ((b,)),: Nach Proposition 2.3.33 gibt es zu jedem n
eine endliche Teilmenge H,, C I, so dass fiir alle endlichen Mengen H], mit
H,CH, cClI,

bn— Zai §2_n'6

i€ H!,
gilt. Insbesondere erhalten wir mit Hilfe der Dreiecksungleichung fiir H), = H,,
die Abschéitzung

[bnll < > Nl +27
i€H,
und daraus

k n k
Dolball <30 Naill+e-D> 27" <Y flaill + 2.
n=0 n=0

k=0icH, icl
Somit konvergiert die Reihe auf der linken Seite absolut. Da ¢ > 0 beliebig
war, folgt iiber die Behauptung hinausgehend sogar

D lball <> llaill
n=0

el
Assoziativitat: Sei € > 0 wie oben beliebig vorgegeben. Dann gibt es nach
Proposition 2.3.33 eine endliche Menge H C I mit

Zai—Zai <e und Z||ai||§€

iel i€H €K
fiir alle K mit K C I\ H. Da H endlich ist, gibt es ky € N mit

ko
Hc ]I
n=0
Sei H,, wie im ersten Teil des Beweises. Dann definieren wir

H)=H,U(I,NnH),

d. h. wir vergrofern die Menge H,,, so dass
ko
Hc | H,

n=0

gilt. Fir alle k£ > k¢ erhalten wir

k k
Z&i—an < Zai—Zai + Zai—ZZai
icl n=0 el i€H i€H n=04icH/,

k k
)3 S 3
n=04icH/, n=0
=51+ .5 + Ss.

(a) Nach Wahl von H gilt S; <e.
k
(b) Setzen wir H' := |J H),, so folgt H C H'. Es folgt
n=0

Sai— Y all< > el <e

ieH i€H' i€H/\H
nach Wahl von H mit K = H'\ H.

Sy =
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(c) Schlieflich gilt aufgrund der Dreiecksungleichung und der Wahl von H,
im ersten Teil

k k
S3§Z bn—Zai SZZ‘"@:ZE.
n=0 i€ H/, n=0
Somit ist S; + S5 4+ 53 < 4¢ und die Behauptung folgt. O
Als Anwendung erhalten wir

Theorem 2.3.37 (Cauchysche Produktformel). Seien ((an))n und ((bn))n absolut
konvergente Reihen in R. Dann ist die Familie (a;by) (i ryenxn absolut summierbar
und es gilt

Z aibk = <Z ai> (Z bi> = Z Z akbi,k.
(i,k)ENXN ieN ieN i=0 k=0
Beweis.

(i) Absolute Summierbarkeit: Sei H C N x N eine beliebige endliche Teilmenge.
Dann gibt es kg € N mit i, k < ko fiir alle (i,k) € H. Es folgt

S aitul < (Z |ai|> (iw) < (i |ai|> (iwu).

(4,k)eH i=0 k=0 i=0 k=0

Da die rechte Seite unabhéngig von H ist, folgt die absolute Summierbarkeit.
(ii) Cauchysche Produktformel: Fiir j € N definieren wir Mengen I; := {j} xN C

Nx Nund J; = {(k,j —k): 0 < k < j} C N x N. Die Familien (I;);en und

(Jj)jen bilden jeweils eine Partition von N x N (kleine Ubung). Daher gilt

Z aibk:i Z aibk:i Z a;by.

(i,k)eNxXN J=0 (3,k)€l; J=0 (i,k)eJ;
Nun gelten
> 5 an= (3] - (Ta) (S
J7=0 (i,k)€l; 7=0 k=0 7=0 k=0
sowie
00 oo J
SID DTS 3 SIS
3=0 (i,k)€J; =0 k=0
Somit folgt die Behauptung. O

Als Korollar erhalten wir daraus ein Additionstheorem fiir die Exponentialfunk-
tion.

Korollar 2.3.38. Fir die Exponentialfunktion

oo n

z X
e’ =expzr = g —
n!

n=0

gilt
exp(z +y) =expx - expy
fiir alle x,y € K.
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Beweis. Wir benutzen die Binomische Formel

n

e =3 (1)t = 3 et

k=0

(Induktionsbeweis, Ubung). Es gilt aufgrund der Cauchyschen Produktformel und
der absoluten Konvergenz der Exponentialreihe

exp - expy—zzk' R §;i<>knk

n=0 k=0

1
Zﬁ x+y)" =exp(z+y). O

2.4. Gleichmiftige Konvergenz.

Bemerkung 2.4.1. Sei E eine Menge. Sei F ein vollstédndiger metrischer Raum
und (fy), mit f,: E — F eine Folge von Funktionen. Dann konvergiert die Folge
in jedem Punkt z, falls (f,(x)), fir alle z € E eine Cauchyfolge ist, d. h.

VOV 3 Y d(fu(@), fula) <<,

e>0zeE ngENn,m>ng

wobei die Reihenfolge der ersten beiden Allquantoren irrelevant ist.
Wir sagen auch, dass die Folge (f,,), punktweise konvergiert.

Definition 2.4.2.

(i) Sei E eine Menge und F ein vollstindiger metrischer Raum. Sei (f,), eine
Folge von Funktionen f,: E — F. Dann konvergiert die Folge auf F gleich-
méfig, wenn

Vo 3.V ¥ d(fu(@), (7)) <&

e>0npeNzeE n,m>ng
gilt.
Wir definieren den Limes, d.h. eine Limesfunktion, f: £ — F der Funk-
tionenfolge durch

f(z) = lim f,(x)

n—oo

fiir alle z € E.
Wir sagen, dass f,, gleichmé&fig nach f konvergiert,

fn= f

(ii) « Ist E ein metrischer Raum, so heifst die Folge f,: E — F, n € N, lokal
gleichméfliig konvergent, falls es zu jedem Punkt x € E eine Umgebung
Bs(x) gibt, so dass die Funktionenfolge f,|p; ) Bs(z) — F gleichmibig
konvergiert.

(ili) * Sei F' ein Banachraum. Eine Reihe ((f,))n von Funktionen f,: E — F
konvergiert gleichméfig, lokal gleichméfig oder absolut, wenn dies fiir die
zugehorige Folge der Partialsummen gilt.

Bemerkung 2.4.3.

(i) Seien E, F, f,, und f wie in der Definition der gleichméfigen Konvergenz. Dann
gilt
v o3 YV ¥ d(fu(z), fz)) <e.

e>0noeNzeE n>ng
(ii) = Wir hétten auch diese Aussage als Definition von gleichméRiger Konvergenz
verwenden konnen, hétten dafiir aber f, und f angeben miissen.
(iii) * Analoges gilt auch bei punktweiser Konvergenz.
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Beweis. In der Definition von gleichméfiger Konvergenz lassen wir m — oo und
erhalten d(f,(z), f(z)) < e. Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

Beispiele 2.4.4.

(i) Sei 0 < a < 1. Dann konvergiert die Folge (f,), mit f,: [—a,a] — R und
fu(z) = 2™ gleichméfig gegen Null (die Nullfunktion), f, = 0, da |z|* <
a™ — 0 gilt.

(ii) Die Folge (fn)n mit fr: (=1,1) — R und f,(x) = 2™ konvergiert punktweise
gegen 0, aber nicht mehr gleichméfig: Die Bernoullische Ungleichung liefert
fir0<di<1

(1-96)">1-nd.
Fiir 6 < 5 gilt dann (1 — §)” > 1. Bei gleichméfiger Konvergenz miisste
dieser Ausdruck aber unabhéngig von § fiir grofse n beliebig klein werden.

(iii) Die Potenzreihe ((%x"))n konvergiert in jedem beschriankten Intervall gleich-
mafhig absolut.

Dies ist ein Spezialfall des néchsten Theorems.

Theorem 2.4.5. Sei ((anz™))y eine Potenzreihe in R oder C mit Konvergenzradius
r € (0,00]. Sei 0 < ro < r. Dann konvergiert die Potenzreihe in [—ro,70] bzw.
B, ={z € C: |z| < 1o} gleichmdfig absolut.

Beweis. Zunéchst einmal ist aufgrund des Wurzelkriteriums fiir den Konvergenzra-
dius, also r = 1 und |z| < 7o

lim lan |1/
n— oo

= Iim |a,|""[z] < Tim |a,|""rg = 2 < 1.
n—oo n—oo

)1/71

T n
Jim (lap||z]

Somit gibt es ein ¢ mit 2 < ¢ < 1 und wir erhalten |a, |*/™ < ;= fiir fast allen € N.

Fiir diese n gilt
n
lan||z|™ < <|x|> " <"
To

Damit folgt die Behauptung aus dem folgenden Lemma, Lemma 2.4.6, da die geo-
metrische Reihe konvergiert. O

Lemma 2.4.6. Sei E eine Menge, F ein Banachraum und f,: E — F eine Funk-
tionenfolge. Dann konvergiert die Reihe ((fn(2)))n gleichmdfig absolut, wenn es
eine von © € FE unabhdngige konvergente Majorante gibt, d.h. eine konvergente
Reihe ((ap))n mit a, >0, so dass

[fn()ll < an
fir alle x € E und alle n € N gilt.

Beweis. Sei € > 0 vorgegeben. Dann gibt es ng € N, so dass fiir alle n,m > ng mit
n>m

gilt. Somit erhalten wir

n n

DoI@I=D 1@l = Y Ia@l< Y a<e
k=0

k=0 k=m+1 k=m+1
und die Behauptung folgt. O

Definition 2.4.7. Eine Doppelfolge (anm)n,men in einem metrischen Raum E ist
eine Funktionenfolge f,: N — E mit anm = frn(m).

Gleichmifige Konvergenz erlaubt es, Grenzwertbildungen zu vertauschen.
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lim vert folge thm| Theorem 2.4.8. Sei (anm)nmen eine Doppelfolge in einem vollstindigen metri-

schen Raum E. Nehme an, dass lim apny, und lim  agyy, fir alle m bzw. n existie-
n— 00 m— 00

ren. Nehme weiterhin an, dass eine dieser Konvergenzen gleichmdfig ist, d. h. ohne
FEinschrinkung, dass die Folgen (anm)n flir n — oo gleichmdfig in m konvergieren.
Dann existieren

lim lim a,, uwnd lim lim anm,
m—00 N—00 n—o0 Mm—00

und stimmen tberein.

Bemerkung 2.4.9. Ohne gleichméfige Konvergenz ist die Aussage im Allgemeinen

falsch. Definiere
{1 fir m > n,
Apm =

0 fir m < n.
Dann gelten

lim anm =1>0= lim apn,
m— o0 n—oo

und somit auch

lim lim ap, =1#0= lim lm a,p,.
n—o0 m—0o0 m—00 N—r 00

Der Beweis benotigt noch etwas Vorbereitung.

d folgen stet lem| Lemma 2.4.10. Sei E ein metrischer Raum. Gelten x,, — x und y, — y in E fir
n — 0o. Dann folgt

d(Tp,yn) — d(z,y).

Beweis. Aufgrund der Dreiecksungleichung und der umgekehrten Dreiecksunglei-
chung |d(a, c¢) — d(b, ¢)| < d(a,b) gilt

|d(z,y) — d(@n, yn)| <ld(z,y) — d(@n, y)| + |d(zn, y) — d(Tn, yn)|
<d(z,zn) + d(y, yn)-
Daraus folgt direkt die Behauptung. O

zwei folgen gl lim lem‘ Lemma 2.4.11. Sei E ein metrischer Raum und (z,,), eine Cauchyfolge in E. Sei
(yn)n eine weitere Folge in E.

(i) Gilt

lim d(z,,y,) =0,

n—roo

s0 ist auch (yn)n eine Cauchyfolge.
(1) Gilt zusdtzlich x,, — x, so folgt auch y, — x, d.h. die Grenzwerte stimmen
tberein.

Entsprechende Aussagen gelten auch fiir die Norm und das Skalarprodukt.

Beweis.
(i) Es gilt
A(YnsYm) < d(Yn, Tn) + d(Tn, Tr) + (T, Yim)-

Der erste und der letzte Term werden wegen d(zy,yx) — 0 fiir grofe k klein,
der mittlere fiir grofte n,m, weil (z,), eine Cauchyfolge ist.
(ii) Wir erhalten

Der erste Term wird wegen d(x,,y,) — 0 klein, der zweite wegen =, — z. O
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Beweis von Theorem 2.4.8. Sei € > 0. Wir definieren fiir alle m bzw. n € N.

Q= lim any und By = m app,.
n— o0 m—r 00

Aufgrund der gleichméfigen Konvergenz a,.,, = ., gibt es ng, so dass fiir alle
m € N und alle n, k > nyg

(2.1) d(apm, apm) < €
gilt. Wir lassen m — oo und erhalten nach Lemma 2.4.10
d(Bn, Br) < €

fiir alle n, k > ng. Somit ist (8,), eine Cauchyfolge und konvergiert aufgrund der
Vollstandigkeit von E. Setze § := klim Bi. In der Abschédtzung lassen wir k — oo
—00

und erhalten nach Lemma 2.4.10

d(ﬂvﬂn) <eg

fir alle n > ng.
In Abschitzung (2.1) lassen wir n — oo und erhalten

d(m, agm) < €
fiir alle m € N und alle £ > ng. Nun benutzen wir fiir n, k > ng die Dreiecksunglei-
chung und erhalten
d(m, Bm) < d(am, arm) + d(@km, Gnm) +A(Qnm, Bm.)-
<e <e
Nun gelten mlgr}>o d(anm, Bm) = d(Bn, B) nach Lemma 2.4.10 sowie d(f,, 8) < € fir

alle n > ng und somit insbesondere fiir n = ng. Fiir dieses fixierte n = ng gibt es
mg € N, so dass fiir alle m > mg die Abschétzung

|d(an0mvﬂm) - d(ﬂnoa ﬁ)| <e¢

gilt. Wir kombinieren diese Ungleichungen und erhalten aufgrund der Dreiecksun-
gleichung

d(tm, Bm) < 26 + d(angm, Bm)
= 26 + d(ﬁno? ﬁ) + d(anoma ﬂm) - d(ﬁnoaﬁ)
S 25 + d(ﬂnoa /B) + ‘d(anomd Bm) - d(ﬂnov ﬂ)‘
< 4e.
Es gilt also d(am, Bm) — 0 fiir m — oco. Da 8,, — § konvergiert, folgt li_1>n Q=

lim 3, nach Lemma 2.4.11, d. h. wir diirfen die Grenzwerte vertauschen. U
n—oo

Theorem 2.4.12. Sei E ein Banachraum. Angenommen, die Reihen ((anm))n
konvergieren gleichmdfig in m. Fxistieren die Grenzwerte lim an,, fir alle n,
m—0o0

oo o0
so existieren auch lim Y apm und >, lm any, und es gilt
m—00 n—g Mm—0o0

o0 o0
lim E Apm = E lim apm,.
m—00 m—r00
n=0 n=0
Beweis. Wir wollen Theorem 2.4.8 anwenden. Definiere

n
Snm = E Alem, -
k=0

Dann folgt die Behauptung direkt aus Theorem 2.4.8. O
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Korollar 2.4.13. Sei x € K. Dann gilt

n

o0
. Tr\m X
n};r%o(”a) =2 = e

n=0

1 m
lim (1 + ) =expl =:e.
m

m—r oo

Insbesondere ist

Beweis. Wir benutzen fiir m € N5 die Binomische Formel und die Konvention,
dass fiir n > m fiir den Binomialkoeffizienten (’:) = 0 gilt. Es ist daher

22 (+5)" = ()= ()

n=0

m\ "
A, ' = —_—
n /) m"

Es gelten ag,, = 1 und a1, = flir m > 1. Flir 2 <n < m gilt

Definiere

m)! z"

“nl(m—n)lmn
_(m=n+1L(m-—n+2)---(m—n+n)a”

anm

mmn F
—1 —92 1 n
:(1_71 )(1_71 )...(1_).1.33_
m m m n!
—_———
<1 <1 <1

Somit ist die Reihe ((‘Z—‘f)) eine konvergente Majorante, die von m unabhingig

ist. Nach Lemma 2.4.6, angew?mdt mit festem x und m hier statt = dort, konvergiert
die Reihe ((anm))n daher (fiir festes x) gleichméfig in m.
Betrachten wir in der obigen Produktdarstellung von ay,, den Grenzwert m —

00, so folgt

) x
lim anm = —.
m—c0 n!
Nach Theorem 2.4.12 diirfen wir den Grenzwert m — oo auf (2.2) anwenden, mit
der Summe vertauschen und erhalten die Behauptung. O

3. METRISCHE RAUME UND STETIGKEIT
3.1. Topologische Grundlagen.

Definition 3.1.1. Sei E ein metrischer Raum.
(i) Dann heift A C F offen, falls

Vee A3r>0:B,(z) C A
(ii) Eine Menge F' C E heikt abgeschlossen, falls CF' C E offen ist.
Definition 3.1.2. Sei E ein metrischer Raum.
(i) Dann heifst O C P(E) mit
O :={ACE: Aist offen}

(die von (E,d) auf E induzierte) Topologie. (x Merke: O <— offen)
(ii) Definiere
F :={F C E : F ist abgeschlossen}.

(* Merke: fermer = franzosisch abschliefien)
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(iii) Eine Menge U C E heifst Umgebung von x € E, falls es eine offene Menge
A C E mit
r€ACE
gibt. (<= 3Jr>0:B,(z) CU)
(iv) Wir bezeichnen die Menge aller Umgebungen von = mit U(x).

Definition 3.1.3. Sei (E,d) ein metrischer Raum, r > 0 und x¢ € E. Wir definie-
ren

(i) die offene Kugel mit Radius r und Mittelpunkt zg
B, (zg) :={x € E: d(x,x0) <1}

(ii) Ist F ein normierter Raum, so definieren wir weiterhin die abgeschlossene
Kugel mit Radius r» und Mittelpunkt x

B,(zg) :={z € E: d(z,z0) <r}
(iii) und die Sphére mit Radius r und Mittelpunkt xq
Sr(zg) :={x € E: d(x,x0) =r}.

topo ball rem| Bemerkung 3.1.4. Sei E ein metrischer Raum.

‘topo ball rem i (i) @ und FE sind in E offen und abgeschlossen.

(ii) Eine offene Kugel B,.(z) ist eine offene Menge. Eine abgeschlossene Kugel
B,.(x) in einem normierten Raum ist eine abgeschlossene Menge.

(iii) Sei a < b. Dann ist [a,b) C R weder offen noch abgeschlossen.

(iv) Sei A C E eine endliche Menge. Dann ist A abgeschlossen.

(v) Sp(x) C E in einem normierten Raum ist eine abgeschlossene Menge.

(vi) Sei (an)nen eine Nullfolge mit a,, > 0, z.B. a,, = n%rl Dann bildet die Familie
{Ba, ()} nen eine Umgebungsbasis von x.

Beweis. Ubung. 0

Grundlegende FEigenschaften sind:

Proposition 3.1.5. Sei E ein metrischer Raum.

(i) Sei (A;)icr eine Familie von offenen Mengen, d. h. gelte A; € O fir allei € I,

so folgt
U A; € 0.
iel
,Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind wieder offen.
(i) Seien A; € O,i=1,...,n, so ist

ﬁ A; e 0.
=1

wEndliche Schnitte offener Mengen sind wieder offen.“
(iii) Sei (F;);cr eine Familie abgeschlossener Mengen, d. h. gelte F; € F fiir alle
i €1, so folgt
ﬂ F, e F.
iel
,Beliebige Schnitte abgeschlossener Mengen sind wieder abgeschlossen.“
(iv) Seien F; € F,i=1,...,n. Dann ist

CJFZE]‘—
i=1

wEndliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind wieder abgeschlossen.
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Beweis.

(i) Sei z € |J A;. Dann gibt es ein iy € I mit x € A;, € O. Somit existiert r > 0
mit BT(ZQCG)I C A;, und es folgt auch B,.(z) C U A;. Somit ist eine beliebige
Vereinigung offener Mengen wieder offen. !

(ii) Seix € ﬁ A;. Also folgt x € A; fiir alle 1 <14 < n. Da alle A;’s offene Mengen
sind, gill)?es r; > 0 mit B,,(z) C A;. Setze r := min{ry,...,r,}. Es folgt

n

B.(xz) C A; fir alle 1 <4 < n und daher gilt auch B,(z) C [ A;. Somit ist
i=1

der endliche Schnitt offener Mengen wieder offen.

(iii) Es gilt
C F=JCF.
iel i€l
Nun sind alle F;’s abgeschlossen, also alle CF}’s offen, ebenso deren Vereini-
gung. Somit ist die linke Seite offen und deren Komplement, also () F;, wie

il
behauptet abgeschlossen.
(iv) Folgt analog wie fiir Schnitte abgeschlossener Mengen, da
i=1 i=1
gilt. O

Spéter in der Vorlesung Topologie definiert man eine Topologie wie folgt:

Definition 3.1.6 (Topologie). * Sei E eine Menge. Dann heist O C P(E) Topo-
logie auf F, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) 0,E € 0.
(ii) Aus A; € 0,1 €1, folgt |J A; € O.
il
(i) Aus A; € O, 1<i<m,folgt (| 4; € O.
i=1
(E, O) heifit dann topologischer Raum.
Eine Teilmenge A C E heiftt offen, falls A € O gilt.
Eine Teilmenge F' C E heifit abgeschlossen, falls CF = E \ F offen ist. Die
Menge aller abgeschlossenen Teilmengen von E bezeichnen wir mit F (fermer =
franzosisch abschlieften).

Bemerkung 3.1.7. x

(i) Wir haben in Bemerkung 3.1.4 (i) und Proposition 3.1.5 gesehen, dass unsere
Definition einer Topologie alle Bedingungen an eine Topologie in Definition
3.1.6 erfiillt. Es gibt auch Topologien geméifs Definition 3.1.6, die nicht wie
in den Definitionen 3.1.1 und 3.1.2 von einer Metrik d auf einer Menge F
induziert sind.

(ii) Ein topologischer Raum (E, O) heiftt Hausdorffraum (oder T»-Raum), falls
zu je zwei Punkten x,y € F mit x # y offene Mengen U,V mit x e U, y € V
und U NV = ) existieren. (Je zwei Punkte besitzen disjunkte Umgebungen.)

(iii) Sei (F,d) ein metrischer Raum und O die von d induzierte Topologie. Dann ist
(E, O) ein Hausdorffraum. Wir sagen auch, dass die Topologe O hausdorffsch
ist.

Dies sehen wir wie folgt: Seien z,y € F mit d(x,y) =: r > 0. Dann sind
B,./3(x) und B, /3(y) disjunkte Umgebungen von x bzw. y.
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(iv) (E,{0, E}) ist ein topologischer Raum. Ist |E| > 2, so ist diese Topologie nicht
hausdorffsch, also auch von keiner Metrik induziert.

(v) (E,P(E)) ist ein topologischer Raum. Seine Topologie ist von der diskreten
Metrik induziert.

Definition 3.1.8. Sei E ein metrischer Raum und sei A C E.

(i) Ein Punkt x € E heift innerer Punkt von A, falls es 7 > 0 mit B,(z) C A
gibt. Wir setzen

int(A) = A:={z € A: z ist ein innerer Punkt von A}.

(* In allgemeinen topologischen Rdumen fordern wir 3U € O : z € U C A,
wobei wir U stets offen wihlen konnen, oder, dquivalent dazu, A € U(x).)

(ii) Ein Punkt = € E heift Beriihrpunkt von A, falls fiir alle » > 0 stets
B.(z) N A # 0 gilt. Die Menge aller Berithrpunkte von A heifit Abschluss
oder abgeschlossene Hiille von A: A oder seltener cl(A). (Insbesondere gilt
stets A C A.) (x In einem normierten Raum gilt B,(z) = B,.(x), d.h. diese
Definition liefert das Bekannte fiir Kugeln.) (x In einem topologischen Raum
fordern wir VU € U(x) : UN A # 0, wobei wir nur offene Umgebungen U
betrachten miissen.)

(iii) Ein Punkt z € E heifit Randpunkt von A, falls fiir alle » > 0 stets B,.(z) N
A # ) und B.(x) NCA # () gelten. Die Menge aller Randpunkte von A
heift Rand von A: OA. (x Randpunkte sind Beriihrpunkte von A und CA.) (%
YU eU(z) : UNA#D#UNCA in topologischen Riumen, wobei wir auch
hier nur offene Umgebungen U betrachten miissen.)

Proposition 3.1.9. Sei E ein metrischer Raum und sei A C E. Dann gilt
int(A) = J{Ge 0: G c A},

d. h. int A ist die grofite offene Menge, die in A enthalten ist.

Beweis.

e . C* Sei x € int A. Dann gibt es r > 0 mit B,.(z) C A. Insbesondere diirfen
wir G = B,(x) auf der rechten Seite nutzen und erhalten die behauptete
Inklusion.

e D% Sei umgekehrt z € | J{G € O : G C A}. Dann gibt es eine solche offene
Menge G C A mit z € G. Da G offen ist, gibt es r > 0 mit B, (z) C G. Es
folgen B,(z) C A und z € int A wie behauptet. O

Proposition 3.1.10. Sei E ein metrischer Raum und seien A, B C E. Dann gelten
ACB= int(A) Cint(B) wund int(ANB)=int(A)Nint(B).
Bewets.

(i) Sei « € int(A). Dann gibt es also ein r > 0 mit B,.(z) C A. Also ist auch
B,(z) C B und daher z € int(B).
(ii) ,,C* Sei x € int(A N B). Somit gibt es ein r» > 0 mit B,(z) C AN B. Also
ist auch B,(x) C A und daher z € int A. Ebenso ist z € int B und daher
x € int ANint B.
(iii) ,,0“ Sei nun z € int ANint B. Somit existieren r4,rp > 0, so dass B, , () C A
und B, (z) C B gelten. Setze r := min{ra,rg}. Es folgt B,.(z) C AN B und
daher gilt = € int(AN B). O

Lemma 3.1.11. Sei E ein metrischer Raum. Sei A C E. Dann ist A C E abge-
schlossen.
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Beweis. Sei x € A. Dann gibt es 7 > 0, so dass B,.(z) N A = ) gilt. Wir behaupten,
dass B, s(x) C CA gilt. Dies ist richtig, da fiir jedes y € B, j2(x) nach Dreiecks-
ungleichung B, /s(y) C B, (x) C CA c CA gilt. Jedes solche y € B, o(x) besitzt
also eine Umgebung B, 5(y) mit B, /5(y) N A = 0. Also gilt y ¢ A und somit folgt
B, 2(z) C CA wie behauptet. Da x € CA beliebig war, ist CA offen. Nach Definition
ist A daher abgeschlossen. O

Proposition 3.1.12. Sei E ein metrischer Raum und seien A, B C E. Dann gelten
ACB=ACB und A=(|{FeF:AcCF}.
Damit ist A die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthilt.

Beweis.

(i) A C B ist nach Definition des Abschlusses klar.

(ii) Seizunichst z € A, also = € CA. Da diese Menge offen ist, gibt es ein r > 0 mit
B,.(x) € CA oder B,.(x) N A = (). Direkt aus der Definition des Abschlusses
folgt A C A. Also gilt auch B,.(x) N A = (). Definiere die abgeschlossene
Menge F := E \ B,(z) = (B,(x). Es gelten ¢ F und aufgrund der obigen
Uberlegungen A C F. Daher taucht diese Menge F im Schnitt auf der rechten
Seite auf und liefert « ¢ (\{F € F: A C F}.

(iii) Sei umgekehrt x ¢ ({F € F: A C F}. Dann gibt es eine abgeschlossene
Menge F' mit A C F und z ¢ F. Da das Komplement dieser Menge offen ist,
existiert (wie oben) ein r > 0 mit B,(x) N F' = (). Wegen A C F folgt daraus
auch B,.(x) N A = (. Daher gilt insbesondere = ¢ A. O

Proposition 3.1.13. Sei E ein metrischer Raum und seien A, B C E. Dann gelten
CA=int(CA) wnd AUB=AUB.
Bewets.

(i) CA c int(CA): Sei x € CA. Da das Komplement einer abgeschlossenen Menge
offen ist, gibt es 7 > 0 mit B,.(x) N A = (). Somit folgen B,(z) N A = () und
daher B, (z) C CA. Dies liefert gerade = € int(CA).

(ii) int(CA) c CA: Sei € int(CA). Dann gibt es r > 0 mit B,(z) C CA. Somit ist
x & A nach Definition des Abschlusses. Dies war die Behauptung.

(iii) AU B c AUB: Wir zeigen, dass C(AUB) c CAU B gilt. Sei # ¢ AUB. Dann
gibt es ein r4 > 0 mit B,,(z) N A =0 und ein rp > 0 mit B,,(x) N B = 0.
Setze r := min{ra,rp}. Dann ist B,.(z) N (AUB) =0, also x ¢ AU B.

(iv) Sei # € AU B. Sei ohne Einschrinkung = € A. Fiir jedes » > 0 gilt also
B,.(z) N A # (. Somit ist auch B,.(z) N (AU B) # 0 fiir beliebige r > 0. Dies
liefert aber gerade die Behauptung. O

Beispiele 3.1.14.
(i) Sei A =[a,b) C R fiir a < b. Dann gelten
int(A) = (a,b), A={[a,b] und OA = {a,b}.
(ii) Sei A = B,(x9)U{a} C R™ mit |a — zq| > r, so gelten
int A = B,(z9), A= B,(z0)U{a} und 0A=S,(x¢)U{a}.

(iii) Sei E ein beliebiger metrischer Raum. Dann gelten fiir eine beliebige Menge
ACE

0A=0CA, A=int(A)U0A und E =int(A)Uint(CA)UIA.
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(iv) Sei A C R™ eine endliche Menge, so gelten
A=A=0A und int(A)=0.

A = Agilt auch in einem beliebigen metrischen Raum, dort kann aber 94 C A
gelten. int(A) braucht in einem allgemeinen metrischen Raum nicht leer zu
sein.

(v) Sei E ein Raum mit diskreter Metrik und A C E. Dann gelten

A=int(A)=A und 0A=0.
Beweis. Ubung. O

Definition 3.1.15. Sei E ein metrischer Raum. Dann heitt z € E Haufungs-
punkt von A, falls fiir alle » > 0

(Br(z) \{z})nA#D

gilt. (x VU € U(z) : (U \ {x}) N A # 0 in topologischen Ridumen; auch hier geniigt
es, offene Umgebungen U zu betrachten.)

Bemerkung 3.1.16.

(i) Jeder Haufungspunkt einer Menge ist (direkt nach Definition) auch ein Be-
rithrpunkt dieser Menge, aber im Allgemeinen nicht umgekehrt (z. B. einpunk-
tige Mengen).

(ii) Sei (zy), eine Folge. Setze A = {x,,: n € N}. Dann ist jeder Hiufungspunkt
von A auch ein Haufungspunkt der Folge, die Umkehrung gilt aber im Allge-
meinen nicht, z. B. im Falle einer stationdren Folge, d.h. falls x,, = a fiir alle
n € N gilt.

Beispiele 3.1.17.

(i) Ist A = B.(z9) C R™, so ist B,(zg) die Menge der Hiufungspunkte und
gleichzeitig die Menge der Beriihrpunkte von A.

(ii) Sei E ein metrischer Raum und sei A = {z,,: n € N} C E. Gelte z,, — a € A,
dann ist a ein Haufungspunkt von A. Unabhéngig von der Annahme a ¢ A
gilt A= AU{a}.

(iii) Jedes z € R ist Haufungspunkt von Q C R und von R\ Q.

Definition 3.1.18. Sei E ein metrischer Raum. Dann ist A C E dicht in E, falls
E = A gilt.

Beispiel 3.1.19. Es gelten Q = R und Q" = R™. Somit liegt Q dicht in R und Q"
liegt dicht in R™.

Proposition 3.1.20. Sei E ein metrischer Raum und A C E. Sei da die auf A

induzierte Metrik aus Beispiel 2.1.13. Dann sind die offenen Mengen O 4 in (A,d4)
genau Mengen der Form O N A, wobei O in (E,d) offen ist.

Beweis. Seien B (z) offene Kugeln in E und B (z) offene Kugeln in A. Da d4 die
Einschréinkung von d auf A x A ist, gilt BA(x) = BF(z)N A fiir alle z € A und alle
r> 0.

(i) Sei zunéchst O in E offen. Definiere O4 := O N A. Wir wollen nachweisen,
dass O 4 auch eine offene Menge ist. Sei x € O4. Somit ist x € O. Da O offen
ist, gibt es ein r > 0 mit B¥(x) C O. Es folgt

B (z)=BEF(xz)NnACONA=0,.
Somit ist O 4 in A offen.
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(ii) Sei nun O4 in A offen. Sei r(z) > 0 fir jedes z € O4 so gewdhlt, dass
B;‘kw)( x) C O4 gilt. Wie fiir jede offene Menge gilt

€0 5
Wir definieren
= U BiwWw
z€0 4
Dann ist O nach Definition offen und es gilt O4 = O N A. Somit ist O4 von
der Form wie behauptet. O

Korollar 3.1.21. Sei E ein metrischer Raum und sei A C E. Dann ist U C A
genau dann eine Umgebung eines Punktes x € A beziiglich der auf A induzierten
Metrik, wenn ein V € U(x), eine Umgebungs im Raum E, mit VNA = U existiert.

Definition 3.1.22 (Relativtopologie). Sei (E, Q) ein topologischer Raum und sei
B C E. Dann induziert O eine Topologie Op auf B, die induzierte Topologie
oder Relativtopologie, definiert durch

Op={ANB: Ac O}.

Die offenen bzw. abgeschlossenen Mengen der Relativtopologie heiften relativ offen
bzw. relativ abgeschlossen.

Lemma 3.1.23. Sei E ein metrischer Raum und sei B C E. Dann induziert d
eine Metrik auf B und diese eine Topologie O1 auf B. Andererseits induziert d eine
Topologie O auf E und diese eine Relativtopologie Os auf B. Es gilt O1 = Os.

Beweis. Ubung. (]

Beispiel 3.1.24. Sei E = (0,1] mit der von R induzierten Relativtopologie ver-
sehen. Dann ist (1,1] (relativ) offen in E und (0, 3] ist (relativ) abgeschlossen in
E.

Lemma 3.1.25. Sei E ein metrischer Raum und seien B C A C E.

(i) Sei A offen und B in A relativ offen. Dann ist B in E offen.
(ii) Sei A abgeschlossen und B in A relativ abgeschlossen. Dann ist B in E abge-
schlossen.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall, dass A C E und B C A offen sind. Der Fall
abgeschlossener Mengen funktioniert analog.

Da B C A relativ offen ist, gibt es nach Definition der Relatlvtopologle eine
offenen Menge B C Emit BNA=B.DaAC E offen ist, ist auch BN A = B in
E offen. (|

Definition 3.1.26. Seien E, F' metrische Rdume und sei f: F — F eine Abbil-
dung.
(i) Seien zp € E und a € F. Gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0, so dass fiir alle
rek
dz,x0) <6 = d(f(z),a)<e
gilt, so sagen wir, dass f(x) gegen a konvergiert, falls x gegen x( konvergiert.
(ii) Seien £ = R und a € F. Dann konvergiert f(z) fiir ¢ — oo gegen a, f(r) — a

fir x — oo, falls
vV 3V |f(z)—al<e

e>0zpER >0
gilt.
(iii) Im Fall 2 — —oo oder falls F = R und f(z) — +oo gelten, verwenden wir
analoge Definitionen.
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3.2. Stetigkeit.

Definition 3.2.1 (Stetigkeit). Seien E, F' metrische Réume und f: E — F eine
Abbildung.

(i) Die Abbildung f heift e-d-stetig im Punkte zo € F, falls

5\10 520 zZ/E d(z,r0) <6 = d(f(z), f(z0)) <e,

oder, dquivalent dazu,

v 3 f(Bs(zo)) C Be(f(x0))

e>046>0
gilt.
(ii) Die Abbildung f heift als topologische Abbildung stetig in z € E, falls

v 3 U)cVv
Veu(f(zo)) UeU(zo) f( )

oder, dquivalent dazu,

v V) eU(x

veulpa ! V) €U
gilt.

(iii) Die Abbildung f heift im Punkte z( folgenstetig, falls fiir alle Folgen (z,,), C
FE mit x,, — x¢ auch

f(@n) = flxo)

fir n — oo folgt.

(iv) Die Abbildung f heift in z stetig, falls sie in z( eine e-d-stetige Abbildung
oder als topologische Abbildung stetig oder folgenstetig ist.

(v) f heiflt O-stetig, falls f in allen Punkten zy € E ©-stetig ist,
fiir © € {e — ¢, als topologische Abbildung, folgen, ()}

Bemerkung 3.2.2.

(i) Diese Definition ist die wahrscheinlich wichtigste Definition der Analysis I.
Stetigkeit tritt in allen Bereichen der Mathematik auf.
(i) Als Ubung empfehlen wir zunichst die in der e-d-Stetigkeit und der Stetigkeit
als topologische Abbildung behaupteten Aquivalenzen zu zeigen.
(iii) In der topologischen Definition der Stetigkeit kann man sich bei V' (und U)
auch stets auf offene Mengen beschranken.

Der folgende Satz rechtfertigt die letzte Definition von Stetigkeit ohne weitere
Zusétze.

Theorem 3.2.3. Seien E, F metrische Riume und f: E — F eine Abbildung.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
stet aequiv i (i) f ist in xy eine e-0-stetige Abbildung.
\stet aequiv ii (i) f ist in xo als topologische Abbildung stetig.

t

‘stet aequiv iii| (i) f ist in xo folgenstetig.

Beweis.

e . (i)=(ii)*: Sei V eine beliebige offene Umgebung von f(xg). Dann gibt
es ein € > 0 mit B.(f(zo)) C V. Wegen (i) existiert auch ein § > 0 mit
f(Bs(zo)) € Be(f(x0)). Wir erhalten also die Behauptung wenn wir U =
Bjs () wahlen.
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o (ii)=(iii)*: Sei x,, = x¢ eine Folge. Sei £ > 0 beliebig. Wir wollen nach-
weisen, dass f(z,) — f(xo) konvergiert, dass es also ein ny € N gibt, so
dass fiir alle n > ng die Abschiatzung d(f(z,), f(zo)) < € gilt. Wir be-
nutzen (ii) mit V' = B.(f(zo)) und erhalten, dass es eine Umgebung U
von o mit f(U) C V gibt. Da U eine Umgebung ist, gibt es ein 6 > 0
mit Bs(zg) C U und es gilt insbesondere f(Bjs(xg)) C B:(f(x0)). Wegen
Zn — o gibt es ein ng, so dass fiir alle n > ng bereits z,, € Bs(zg) gilt. Es
folgt also d(f(xy), f(x0)) < € fiir n > ng wie behauptet.

o (iii)= (i) Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Falls die Folgerung
nicht gilt, so gibt es ein £ > 0, so dass fiir alle § > 0 Punkte mit d(z, o) < §

aber auch d(f(z), f(zo)) > ¢ existieren. Insbesondere fiir § = 1, n € Ny,
gibt es also @,, € F mit d(z,,,20) < = und d(f(x»), f(20)) > €. Dies wider-
spricht aber der Folgenstetigkeit. O

Die folgende dquivalente Aussage zur Stetigkeit wird in der Topologie-Vorlesung
gerne als Definition genutzt.

Theorem 3.2.4. Seien E,F metrische Riume und f: E — F eine Abbildung.
Dann ist f genau dann stetig, wenn fiir alle offenen Mengen V C F auch f=(V) C
E offen ist.

Beweis. Ubung. O

Proposition 3.2.5 (Komposition von stetigen Abbildungen). Sei f: E — F in g
stetig und g: F'— G in f(xg) stetig, so ist go [ in xq stetig.

Um Ubung im Umgang mit dem wichtigen Begriff der Stetigkeit zu bekommen
empfehlen wir dies auch mit e-6-Stetigkeit und Folgenstetigkeit zu beweisen.

Beweis. Wir zeigen, dass g o f als topologische Abbildung in xg stetig ist. Sei V'
eine Umgebung von g o f(z). Es gilt (go f)"'(V) = f~1og (V). g~ ! macht aus
V eine Umgebung von f(x) und f~! daraus eine Umgebung von x¢, da f und g
stetig sind. Somit folgt die Behauptung. O

Proposition 3.2.6. Sei E ein metrischer Raum und F C E sei mit der induzierten
Metrik versehen. Dann gelten

(i) Die Einbettung j: F — E mit j(x) = x ist stetig.
(ii) Ist G ein weiterer metrischer Raum und f: E — G stetig in xg € F C E, so
ist auch die Finschrinkung f|p in xqo stetig.

Beweis.

(i) Sei A C E offen. Dann ist j71(A) = AN F, also nach Definition der Relativ-
topologie offen. Somit ist j stetig.

(ii) Benutze f|r = foj und dass die Verkettung stetiger Funktionen wieder stetig
ist. (]

Proposition 3.2.7. Seien X,Y metrische Riume und f: X — Y. Dann ist f
genau dann stetig, wenn f~1(F) fir alle abgeschlossenen Mengen F C Y abge-
schlossen ist.

Beweis. Wir betrachten die Komplemente. Ist Y = FUG, so gilt auch
X = fUF)UFHO).
Somit folgt die Behauptung. O

Das folgende Resultat liefert die Stetigkeit stiickweise definierter Abbildungen.
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Proposition 3.2.8. Seien X,Y metrische Ridume und f: X — Y eine Abbildung.
n

Seien A; C X, 1 < i < n, abgeschlossene Mengen mit X = |J A;. Dann ist f
i=1

genau dann stetig, falls alle Abbildungen f|a,: A; =Y stetig sind.
Beweis.

»,=“ Dies haben wir bereits in Proposition 3.2.6 gezeigt.

,<=* Sei F C Y abgeschlossen. Dann sind die Mengen (f|4,)”" (F) nach Voraus-
setzung in A;, 1 < i < n, ebenfalls (relativ) abgeschlossen. Da die Mengen
A; abgeschlossen sind, sind die Mengen (f|4,)” " (F) nach Lemma 3.1.25
auch als Teilmengen von X abgeschlossen. Nun gilt

n

FHE) = (fla) T (F).
i=1
Also ist f~1(F) abgeschlossen und f eine stetige Abbildung. O

Definition 3.2.9 (Gleichméfige Stetigkeit). Seien E, F' metrische Rdume und sei
f: E — F eine Abbildung. Dann heifit f gleichméifig stetig, falls

Yos2en L pd@y) <6 = d(f(2), fy)) <<

gilt.
Bemerkung 3.2.10. *

(i) Im Unterschied zur Stetigkeit darf nun ¢ nicht mehr von zy abhéngen.
(ii) Jede gleichméfig stetige Funktion ist stetig, die Umkehrung gilt aber nicht,
wie wir am Beispiel R 3 2 — 22 € R noch sehen werden.
(iii) Auf einem kompakten metrischen Raum, dessen Definition noch folgt, ist aber
jede stetige Funktion auch gleichméfig stetig.

Proposition 3.2.11. Seien X,Y, Z metrische Riume und f: X -Y undg: Y —
Z gleichmdfig stetige Abbildungen. Dann ist auch g o f gleichmdfig stetig.

Beweis. Sei € > 0 beliebig. Da g gleichméfig stetig ist, gibt es { > 0, so dass fiir
allea,be Y

d(a,b) <¢ = d(g(a),g(b)) <e

gilt. Weiterhin gibt es aufgrund der gleichméfigen Stetigkeit von f ein § > 0, so
dass fiir alle z,y € X

dz,y) <6 = d(f(2),f(y) <(¢

gilt. Setze nun insbesondere a = f(x) und b = f(y). Damit folgt fir alle z,y € X
mit d(x,y) < ¢ die Abschitzung d(go f(z),g0 f(y)) <e. O

Beispiel 3.2.12. Die Abbildung f: R — R mit f(x) = 22 ist stetig, aber nicht
gleichméfig stetig. Es gilt
|f(z0) — f(2)] = |a§ — 2®| = |0 — @] - |wo + .
(i) Stetigkeit: Sei xyp € R beliebig. Dann gilt fiir |x — x| < ¢ := min {m, 1}
zuerst |z + x| = 220 + (v — x0)| < 2|xo| + |2 — x| < 2|z0| + 1 und daher
[f (@) — f(2)] < lxo — |- 2lzol +1) <e.

Daher geniigt es fiir den Nachweis der Stetigkeit, das angegebene § > 0 zu
verwenden.
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(ii) Gleichmakige Stetigkeit: Setze £ := 1. Betrachte z, = n und y, = n + %
Dann wird zwar |z,, — y,| = % beliebig klein, es gilt aber
|f(yn)7f(xn)|:2+#>2>s'
Somit kann f nicht gleichméafig stetig sein.
Definition 3.2.13. Seien (E, O) und (E’, Q) topologische Rdume. Eine bijektive

Abbildung f: E — E’, so dass f und f~! stetig sind, heift Hom&omorphismus.
Existiert solch eine Abbildung f, so heifen E und £’ hom6omorph.

Bemerkung 3.2.14.

(i) Die Abbildung R > z — 23 € R ist ein Homdomorphismus, wenn wir R mit
der kanonischen Metrik versehen.
(ii) Sei f ein Hom6omorphismus. Dann ist A C E genau dann offen, wenn f(A) C

E'’ offen ist. Daher ist es fiir topologische Untersuchungen irrelevant, ob wir
E oder E’ betrachten.

Proposition 3.2.15. Die Verkettung go f von zwei Homdomorphismen ist wieder
etn. Homdomorphismus.

Beweis. Stetigkeit und Bijektivitdt bleiben unter Verkettungen erhalten. O

Definition 3.2.16 (Isometrie). Seien X,Y metrische Rdume und f: X — Y eine
bijektive Abbildung. Dann heifst f Isometrie, falls

d(f(a), f(b)) = d(a,b)
fiir alle a,b € X gilt.
Bemerkung 3.2.17.

(i) Jede Isometrie ist stetig.
(ii) Sei X ein metrischer Raum und sei Y eine Menge. Ist f: X — Y eine Bijek-
tion, so wird durch

d(a,b) :=d (f~(a), (1))
fiir alle a,b € Y eine Metrik auf Y definiert, so dass f zu einer Isometrie wird.

Definition 3.2.18. x Definiere R := RU {oo} U {—00} und Abbildungen f: R —
[~1,1] sowie g: [~1,1] — R durch

-1 fir x = —o0,
f() =4 5 firzeR,
1 flir z = 400
und
—oco firxz = -1,
g(x) = = firzeR,

+oo  fur xz = 1.

Dann gelten g = f~! und f = g~ %

Wir definieren auf R eine Metrik dy durch
do(z,y) = |f(z) = f)l = g7 (x) =97 (v)]-
Auf R wollen wir stets diese Metrik betrachten.
Bemerkung 3.2.19. %

(i) Die Metrik dp stimmt auf R nicht mit der kanonischen Metrik oder Standard-
metrik auf R {iberein, beide erzeugen jedoch auf R dieselbe Topologie.
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(ii) Die Raume (R, dp) und (R, |-]), also R mit der Standardmetrik, sind homdo-
morph: f|g: R — (—1,1) ist ein Homdomorphismus wenn wir beide Raume
mit der Standardmetrik versehen und g: ((—=1,1),|-|) = (R, dp) ist eine Iso-
metrie. Wegen id = go f: (R,]|-]) — (R, dp) folgt daher, dass die Identitét als
Verkniipfung dieser beiden Homdomorphismen selbst ein Homéomorphismus
ist.

(iii) R C R ist offen: f: R — [—1,1] ist ein Homdomorphismus und somit ist
F71((=1,1)) offen.

(iv) Da R und R C R vermége der Identitéit homdomorph sind, sind die offenen
Teilmengen von R, die in R enthalten sind, gerade die offenen Teilmengen von
R.

(v) Sei A C R offen mit co € A. Dann gibt es € R mit (z,00] C A: Dies folgt,
da jede Umgebung von 1 € [—1, 1] ein Intervall der Form (1 —¢, 1] enthélt und
da dies durch die Isometrie g: ([~1,1],|-|) — (R, dp) auf ein Intervall dieser
Form abgebildet wird.

Genau wie Intervalle der Form (1 — ¢, 1], € > 0, eine Umgebungsbasis von
1 € [-1,1] bilden, bilden also Intervalle der Form (x, 0], € R, eine Umge-
bungsbasis von +oo € R.

(vi) Wir sagen, dass eine Folge (x,), gegen +oo konvergiert, falls es fiir alle x € R

ein ng € N gibt, so dass fiir alle n > ny die Ungleichung z,, > x gilt.

Bemerkung 3.2.20. x Definiere N := N U {oo} und versehe N mit der von R
induzierten Topologie. Sei (z,,), eine Folge in einem metrischen Raum E, d.h. eine
Abbildung ¢: N — E. Konvergiert die Folge in F und setzen wir p(o0) := lim a,,

n—oo
so ist ¢: N — E stetig. In n < oo ist solch eine Abbildung stets stetig, in co aber
nicht notwendigerweise.
Es gilt: Eine Abbildung ¢: N — E ist genau dann stetig, wenn die Folge (z,),
mit x,, = ¢(n) gegen p(oo) konvergiert.

Nach etwas Vorbereitung werden wir gleichméfig stetige Funktionen fortsetzen.

Lemma 3.2.21. Sei E ein metrischer Raum. Dann ist A C E genau dann abge-
schlossen, wenn fiir jede konvergente Teilfolge (x,,), C E mit x,, € A fir alle n
auch lim z, € A gilt.

n—oo

Beweis.

»="“ Sei A abgeschlossen und sei (x,), eine Folge mit Folgegliedern in A, die
in E konvergiert. Angenommen, es gilte a = n11—>120 a, ¢ A. Dann gibt
es aufgrund der Abgeschlossenheit von A ein r > 0 mit B,(a) N A = 0.
Aufgrund der Konvergenz gilt fiir alle groken n € N aber d(z,,a) < § und
somit x, ¢ A. Widerspruch.

.= Sei x € A. Wir behaupten, dass auch 2 € A gilt. Dazu definieren wir eine
Folge (2,)n: Da o € A ist, gibt es zu jedem n € Ny¢ ein z,, € A mit
d(zn, ) < . Es folgt z,, —  fiir n — oo, also auch z € A. O

Lemma 3.2.22. Seien E, F metrische Riume und seien f,g: E — F stetige Ab-
bildungen. Dann ist die Menge

A={z € E: f(z)=g(x)}
abgeschlossen.

Beweis. Wir zeigen, dass der Limes jeder in E konvergente Folge mit Folgegliedern
in A ebenfalls in A liegt. Dann folgt die Behauptung aus Lemma 3.2.21.
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Sei (zy,), eine solche Folge mit a = lim z,. Da f und g folgenstetig sind, folgt

n—oo
fla) = lim f(z,) = lim g(z,) = g(a).
Somit ist auch a € A und die Behauptung folgt. O

Wir geben noch einen alternativen Beweis in normierten Rdumen an, da dhnliche
Schlussfolgerungen héufiger vorkommen.

Beweis. %

(i) Die Summe und die Differenz von zwei stetigen Funktionen sind ebenfalls
stetig, also die Funktionen (f + g)(z) := f(x)+g(x) und (f — g)(x) := f(x) —
g(x): Aus z, — z folgen f(x,) — f(z) und g(z,) — g(x) bzw. —g(z,) —
—g(z). Nach Proposition 2.2.9 folgt daher

(f £9)(zn) = f(x) £g(x) = (f £ 9)(x).
Somit sind f + ¢g und f g stetig.
(ii) Nun gilt A = (f —g)~*({0}). Da {0} als einpunktige Menge abgeschlossen ist,
ist auch A abgeschlossen. O

Korollar 3.2.23. Scien E, F metrische Riume und f,g: E — I stetige Abbildun-
gen. Stimmen f und g auf einer dichten Teilmenge von E iiberein, so gilt f = g.

Beweis. Die Menge A = {z € E: f(z) = g(x)} ist abgeschlossen und dicht in F.
Also gilt A= FE. O

Lemma 3.2.24. Seien E,F metrische Riume und sei f: E — F auf beschrink-
ten Mengen gleichmdfsig stetig. Dann ist das Bild einer Cauchyfolge wieder eine
Cauchyfolge.

Beweis. Da jede Cauchyfolge beschriankt ist, diirfen wir ohne Einschrankung an-
nehmen, dass f gleichméfig stetig ist.

Sei (xy,)n eine Cauchyfolge und sei £ > 0. Aufgrund der gleichméRigen Stetigkeit
gibt es § > 0 mit

da,y) <6 —  d(f(@), [(y) <=

fiir alle x,y € E. Sei also ng € N so gewdhlt, das n,m > ng die Abschitzung
d(zy, xm) < § impliziert. Dann folgt d(f(z,), f(xm)) < € fiir alle n,m > ng. Somit
ist die Bildfolge (f(xy))n eine Cauchyfolge. O

Theorem 3.2.25. Sei E ein metrischer Raum, sei A C E eine dichte Teilmen-
ge von E und sei F' ein vollstindiger metrischer Raum. Sei f: A — F eine auf
beschrinkten Teilmengen von A gleichmdifsig stetige Funktion. Dann gibt es genau
eine stetzge Fortsetzung f: E — F, d. h. genau eine stetige Abbildung f: E — F
mit f\A f. f ist auf beschrinkten Teilmengen von E ebenfalls gleichmifig stetig.

Beweis.

(i) Die Eindeutigkeit folgt aus Korollar 3.2.23.

(ii) Falls solch eine Abbildung f existiert, so lassen sich ihre Werte auf E \ A
aufgrund der Stetigkeit wie folgt ausdriicken: Sei a € E'\ A. Da A in F dicht
ist, gibt es eine Folge (z,), mit x,, € A und z,, — a. Existiert eine stetige
Funktion f , so gilt

fla)= lim f(z,) = lim f(z,).

n—r oo

Wir wollen dies verwenden um f zu definieren.
(iii) Nach Lemma 3.2.24 ist f(x,) eine Cauchyfolge. Diese konvergiert aufgrund
der Vollsténdigkeit von F'.
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(iv) Der Grenzwert im obigen Definitionsversuch ist von der Auswahl der Folge
T, — a unabhéngig: Sei namlich y,, eine weitere Folge mit y,, € A und y,, — a.
Dann ist die abwechselnde Folge zq, yo, 1, Y1, T2, Y2, . . . ebenfalls eine solche
Folge. Wie oben sehen wir, dass auch die Bildfolge dieser Folge konvergiert.
Dies ist aber nur moglich, wenn nlgr;o flx,) = nh_)rrolo f(yn) gilt. Daher hingt
der Grenzwert nicht von der Wahl der Folge z,, — a ab.

(v) Daher ist die Funktion f: E — F wohldefiniert:

B . f(gj) fir z € A7
f(z) = lim f(z,) fireeB\A A3z, -

f ist eine Fortsetzung von f auf f. Indem wir konstante Folgen wéhlen, kénnen
wir f(a) auch fiir a € A als einen solchen Grenzwert erhalten.
(vi) Gleichméfige Stetigkeit: Sei B C E beschrénkt.

Definiere B := |J Bi(z). Dann ist B ebenfalls beschréankt. In der be-
z€B
schrankten Menge B ist f gleichméfig stetig. Seien €, > 0 so gewéhlt, dass

fiir alle a,b € B aus d(a,b) < 26 die Abschitzung d(f(a), f(b)) < ie folgt.
Seien z, y € B beliebig mit d(z,y) < 6. Wahle Folgen (z,)n, (Yn)n C E
mit A 3 2, = 2, A 3 y, — y. Ohne Einschriankung (sonst betrachten wir
nur geeignete Endstiicke dieser Folgen) gilt z,,y, € B fiir alle n € N. We-
gen d(z,y) < § folgt d(xn,yn) < 20 fiir geniigend grofe Werte von n. Also
ist d(f(xy), f(yn)) < 3¢ fiir solche n. Im Grenzwert gilt also d(f(ac), f(y)) <

%E < e. Somit ist f auf beschriinkten Teilmengen von E gleichmiRig stetig. [
3.3. Kompaktheit.

Definition 3.3.1 (Kompaktheit). Sei E ein metrischer Raum.

(i) Besitzt jede Uberdeckung (A;);cr von E durch offene Mengen eine endliche
Teiliiberdeckung, so heiftt F tiberdeckungskompakt, quasikompakt oder
kompakt.

(ii) Eine Uberdeckung durch offene Mengen heift offene Uberdeckung.

(iii) Besitzt jede Folge (z;)ieny mit x; € E eine konvergente Teilfolge, so heiit E
folgenkompakt.
N
(iv) Gibt es zu jedem € > 0 ein N € Nund z;, 1 <i < N, so dass E = |J Be(x;)

i=1

gilt, so heifit E prikompakt oder totalbeschrinkt.

(v) Eine Teilmenge A C E heifst iberdeckungskompakt, folgenkompakt, oder préa-
kompakt, wenn A mit der von (E,d) induzierten Metrik {iberdeckungskom-
pakt, folgenkompakt, oder prakompakt ist.

(vi) Eine Teilmenge A C E heifit relativ kompakt, falls A kompakt ist.

Bemerkung 3.3.2. x

(i) Kompaktheit ist einer der ganz zentralen Begriffe der Analysis. Fiir kompakte
metrische Rdume erhélt man viele Aussagen, die in allgemeinen metrischen
R&umen nicht gelten. Insbesondere findet man stets konvergente Teilfolgen
oder Maxima stetiger Funktionen.

(ii) Ein topologischer Raum heifst kompakt, wenn er iiberdeckungskompakt und
hausdorffsch ist. Da jeder metrische Raum hausdorffsch ist, stimmen in un-
serem Fall eines metrischen Raumes die Definitionen fiir Uberdeckungskom-
paktheit oder Quasikompaktheit und Kompaktheit iiberein.

Theorem 3.3.3. Seien X,Y metrische (oder topologische) Riume. Sei X diberde-
ckungskompakt und f: X —'Y stetig. Dann ist f(X) dberdeckungskompakt.
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Beweis. Sei (Us)ies eine offene Uberdeckung von f(X). Da f stetig ist, ist auch
(ffl(Ui))iel eine offene Uberdeckung von X. Da X kompakt ist, gibt es eine end-
liche Teiliiberdeckung. Sei ohne Einschrénkung ( f _1(Ui))1 <;<y €ine endliche Teil-
iiberdeckung. Dann ist (U;)1<;<n eine endliche Uberdeckung von f(X). O

Theorem 3.3.4. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent:

(i) X ist dberdeckungskompakt.
(i) X ist folgenkompakt.
(iii) X ist prakompakt und vollstindig.

Beweis.

o . (i)=>(ii)*: Sei (xy), eine Folge. Definiere

F, = {xn7$n+17xn+27 .. }

Die Mengen F,, sind abgeschlossen, U, := X \ F), ist also offen. Wir be-
haupten, dass es ein a € () F, gibt. Dies ist dann der gesuchte Haufungs-

neN
punkt der Folge. Falls es kein solches a gibt, ist (| F, = (), was dquiva-
neN
lent zu |J U, = X ist. Somit ist (U,), eine offene Uberdeckung von X

neN
und endlich viele der Mengen U,, liberdecken bereits X, ohne Einschrén-

N
F, = 0. Es gilt aber
=1

1=

N
kung gelte |J U, = X. Dies ist dquivalent zu
1

n=
N
N F. = Fy # 0. Widerspruch.
i=1
o (ii)=(iii)*: Da X folgenkompakt ist, ist X auch vollstdndig.
N
Falls X nicht prakompakt ist, gibt es ein e > 0, so dass |J B:(y;) € X
i=1
fiir alle y; € X und alle N gilt. Wir definieren nun induktiv (z;);ey C X.
Fixiere dazu o € X beliebig und wihle z, 11 € X\ | B:(z;) # 0 beliebig.
i=0
Es gilt stets d(x;, ;) > ¢ fiir ¢ # j. Somit besitzt (z,), keine konvergente
Teilfolge. Widerspruch.
o . (ili)==(i)*: Nehme an, dass es eine Uberdeckung U ohne endliche offene
Teiliiberdeckung gibt.

n = 0: Da X prakompakt ist, gibt es endlich viele offene Kugeln vom
Radius 1 = 279, die X iiberdecken. Mindestens eine davon wird nicht von
endlich vielen Mengen aus U iiberdeckt. Sei dies By-o(zp).

Seien xq,x1,...,T, bereits definiert. Dann wird X von endlich vielen
Kugeln vom Radius 2-("*1) {iberdeckt. Mindestens eine davon wird nicht
von endlich vielen Mengen aus U iiberdeckt. Sei dies By (nt1) (p41). Wir
kénnen dabei

By (n41) (Tn11) N Byn (x,) # 0

annehmen. (Sonst wiirden némlich alle Blle vom Radius 2+ mit nicht-
leerem Schnitt mit By—n (z,,) endlich durch Mengen in U tiberdeckt und das
wiirde somit auch fiir By—n(x,) gelten. Widerspruch.) Also gilt

A(2p, Tnyr) < 27FD L o7 < o=(n=D)
und somit fiir p € N
A( Ty Tpgp) < 277D g2 o4 4y 9=(ndp=2) £ 9=(n=2)
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Daher ist (), eine Cauchyfolge in X, konvergiert also gegen ein = €
X und wir erhalten d(z,,z) < 2=("=2) durch Grenziibergang p — 0.
liegt aber in einer offenen Menge aus U. Dies gilt auch fiir B.(x). Nach
Dreiecksungleichung gilt aber By—n(xy,) C By-(n-2)19-n(2) C Be(z) fiir
grofe Werte von n. Widerspruch zur Wahl von x,,. O

Theorem 3.3.5. Seien X,Y metrische Riume. Sei X kompakt und f: X — Y
stetig. Dann ist f gleichmdfig stetig.

Beweis. Falls nicht, gibt es ¢ > 0 und Punkte a,, b, € X mit d(a,,b,) < 1/n aber
d(f(an), f(bn)) > e. Da X kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge der a,,
ohne Einschréankung gelte also a,, — a € X fiir n — oco. Nach Dreiecksungleichung
gilt d(a,b,) < d(a,an) + d(an,b,), also gilt auch b, — a fiir n — oco. Da aber
f in a stetig ist, gibt es § > 0, so dass d(a,z) < § = d(f(a), f(z)) < &/2
gilt. Sei n so grob, dass an,b, € Bs(a) gilt. Wir erhalten dann d(f(ay), f(by)) <
d(f(an), f(a)) +d(f(a), f(bn)) < e. Widerspruch. O

Definition 3.3.6. Ein metrischer Raum E heifst separabel, falls er eine hochstens
abzéhlbare dichte Teilmenge A C E besitzt.

Beispiel 3.3.7. Der Euklidische Raum R"™ ist separabel; Q" ist eine abzdhlbare
dichte Teilmenge.

Theorem 3.3.8. Sei Y ein metrischer Raum.

(i) IstY kompakt, so ist Y beschrinkt.
(ii) Ist'Y (prd-)kompakt, so istY separabel.
(iti) Sei X C Y. Ist X kompakt, so ist X abgeschlossen.
(iv) Ist Y kompakt und X CY abgeschlossen, so ist X kompakt.

Beweis.

(i) Folgt aus der Priakompaktheit.
(ii) Zu n € N5 gibt es endlich viele Kugeln mit Radius 1/n, die X iiberdecken.

Sei X, die endliche Menge der zugehorigen Mittelpunkte. Dann ist |J X,
neN
eine hochstens abzéhlbare dichte Teilmenge.

(iii) Folgt mit Lemma 3.2.21 aus der Folgenkompaktheit.
(iv) Benutze nochmals Folgenkompaktheit und Lemma 3.2.21. O

Der Folgende Satz ist ein wichtiges Kriterium fiir Kompaktheit in R™.

Theorem 3.3.9 (Heine-Borel). Eine Teilmenge A C R™ ist genau dann kompakt,
wenn sie abgeschlossen und beschrinkt ist.

Beweis.

,= Folgt direkt aus Theorem 3.3.8.

,<=* Sel (x,)n C A eine Folge. Da die Folge beschrinkt ist, besitzt sie nach
dem Satz von Bolzano-Weierstraf eine in R™ konvergente Teilfolge. Da A
abgeschlossen ist, liegt der Grenzwert nach Lemma 3.2.21 wieder in A.
Somit ist A folgenkompakt. O

Bemerkung 3.3.10. x In unendlich dimensionalen Rdumen ist der Satz von Heine-
Borel im Allgemeinen falsch: In [?(N) ist B;(0) beschriinkt und abgeschlossen, aber
nicht kompakt, da die Vektoren e; = (0,...,0,1,0,...) fiir ¢ # j die Gleichheit
d(ei,e;) = |le; — e;|| = V/2 erfiillen.

Auch die Prikompaktheit iibertrégt sich auf Unterrdume.
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Lemma 3.3.11. Sei E ein prikompakter metrischer Raum und sei A C E. Dann
ist auch A prikompakt.

Beweis. Sei € > 0. Dann gibt es aufgrund der Prakompaktheit von E endlich viele

Punkte z; € E,1 < i <n, mit E = |J B:(z;). Wir diirfen nach Umnummerierung
i=1

ohne Einschrinkung annehmen, dass es ein m € Nmit B.(z;)NA # P firl <i<m

und B(z;) N A = 0 fir m < i < n gibt. Wahle y; € Be(z;) N A fir 1 <3 < m.

Wegen B.(x;) C Bac(y;) fiir 1 <i < m folgt

A - U BZE(yi)'

i=1
Da ¢ > 0 beliebig war, ist A priakompakt. O

Lemma 3.3.12 (Lebesguesche Zahl). Sei E ein kompakter metrischer Raum. Sei
(Ui)ier eine offene Uberdeckung von E. Dann gibt es ein r > 0, so dass fiir jedes
x € E eini el mit B.(x) CU,; existiert.

Eine solche Zahl v heifit Lebesguesche Zahl.

Beweis. Falls nicht, so finden wir zu jedem n € N\ {0} ein z, € E, so dass
B /() C U fiir kein ¢ € I gilt, d. h. fiir jeden noch so kleinen Radius gibt es einen
Gegenbeispielpunkt. Da E kompakt ist, konvergiert eine Teilfolge von (z,)nen-
Gelte also ohne Einschrénkung z,, — a € E. Sei j € I mit a € U;. Da U; offen
ist, gibt es ein p > 0 mit B,(a) C Uj. Sei ng € N so groh, dass fiir alle n > ng
bereits x,, € B,/s(a) gilt. Sei n so grok, dass % < £ gilt. Dann erhalten wir fiir alle
2 € Byp(zn)
d(z,a) < d(z,zn) +d(zn,a) < §+ 5 =p.

Somit gilt By, (v,) C U;. Dies widerspricht der Wahl von x,. O

Auf kompakten Mengen werden Infima und Suprema stetiger Funktionen stets
angenommen.

Theorem 3.3.13. Sei E # 0 ein kompakter metrischer Raum und sei f: E — R
stetig. Dann gibt es xg,yo € E mit

f(zo) = iggf(a:) und  f(yo) = sup f(z).
T el

Beweis. Betrachte eine Minimalfolge, d.h. eine Folge (x,), C F mit f(z,) —

infE f(x). Eine Teilfolge davon konvergiert gegen ein a € E, z,, — a. Da f stetig
xTE

ist, folgt f(a) = lim f(z,,) = inf f(z). d
k— o0 zeE
Der folgende Satz ist auch in der Topologie wichtig.

Theorem 3.3.14. Seien E, F metrische Riume. Sei E kompakt. Sei f: E — F
stetig und bijektiv. Dann ist f ein Homéomorphismus, d.h. insbesondere ist f~1
stetig.

Beweis. Die Stetigkeit von f~! bedeutet, dass Bilder offener Mengen unter f wieder
offen sind oder, dass Bilder abgeschlossener Mengen unter f wieder abgeschlossen
sind. Dies wollen wir zeigen.

Sei also B C E abgeschlossen. Dann ist B kompakt. Somit ist f(B) kompakt
und daher abgeschlossen. O

Da solche Abbildungen héufiger vorkommen definieren wir:

Definition 3.3.15. Seien E, F' metrische Rdume. Sei f: F — F eine Abbildung.
Dann heift
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(i) f offen, falls f(A) fiir alle offenen Mengen A € O in F offen ist.
(ii) f abgeschlossen, falls f(C) fir alle abgeschlossenen Mengen C C E in F
abgeschlossen ist.

Auch der R™ besitzt eine Kompaktheitseigenschaft:

Definition 3.3.16 (lokal kompakt). Ein metrischer Raum F heift lokal kompakt,
wenn jeder Punkt x € E eine kompakte Umgebung besitzt.

3.4. Zusammenhang.

Definition 3.4.1. Sei E ein metrischer Raum.

(i) F heifit zusammenhingend, falls E sich nicht als disjunkte Vereinigung von
nichtleeren offenen Mengen schreiben lésst, d. h. aus

E=AUB mit A BeO folgg A=0 oder B=10.

(ii) Eine Teilmenge A C E heifit zusammenhéngend, wenn sie als Teilraum zu-
sammenhéngend ist.

(iii) F heift lokal zusammenhingend, wenn jeder Punkt eine Umgebungsbasis
besitzt, die aus zusammenhédngenden Mengen besteht.

Bemerkung 3.4.2.

(i) Jeder einpunktige Teilraum ist zusammenhéngend. Die leere Menge ist zu-
sammenhéngend.

(ii) Seien Bi, Bo C R™ offene disjunkte Kugeln. Dann ist £ = B;UBy unzusam-
menhéngend, da B; und B; in F offen sind.

(iii) Die Mengen A und B in der Definition von zusammenhéingend sind als Kom-
plemente von offenen Mengen abgeschlossen.

(iv) E ist genau dann zusammenhingend, wenn () und E die einzigen Teilmengen
von E sind, die gleichzeitig offen und abgeschlossen sind. (Ubung)

zshg stet zshg thm‘ Theorem 3.4.3. Seien E, F metrische Riume und f: E — I stetig. Ist E zusam-
menhdngend, dann ist auch f(FE) zusammenhingend.

Beweis. Falls der Teilraum f(E) C F nicht zusammenhéngend wére, so gébe es
zwei disjunkte nichtleere relativ offene Mengen A, B C f(E) mit AU B = f(E).
Somit sind auch die Mengen f~!(A) und f~1(B) disjunkt, nichtleer und offen in E
und es gilt f~1(A)U f~1(B) = E. Widerspruch. O

‘zshg in R prop‘ Proposition 3.4.4.

(i) Eine nichtleere Teilmenge E C R ist genau dann zusammenhdingend, wenn E

ein (maglicherweise unbeschrinktes) Intervall ist.
(i) R ist zusammenhdngend und lokal zusammenhdngend.

Beweis.

Sei E zusammenhéngend. Enthalte F ohne Einschréinkung mindestens
zwei verschiedene Punkte a und b mit a < b. Wir behaupten dass dann
auch [a,b] C F gilt. Daher ist F ein Intervall (Ubung). Angenommen, es
gibt ¢ € (a,b) mit ¢ ¢ E. Dann ist

E = (EnN(—00,c))U(EN(c,0))

eine Zerlegung von F in disjunkte nichtleere offene Mengen die zeigt, dass
FE nicht zusammenhéngend ist. Somit folgt die Behauptung.



zshg abg tm prop

bel ver zus prop‘

endl ver zus cor‘

96 3. METRISCHE RAUME UND STETIGKEIT

»<=*“ Angenommen, ein Intervall I wire unzusammenhéngend. Dann gibt es
offene disjunkte nichtleere Mengen A, B mit I = AUB. Wir finden also
Punkte a,b € R mit a < b und ohne Einschrénkung a € A sowie b € B.
Beachte, dass [a,b] C I gilt. Definiere ¢ := sup{z € [a,b]: © € A} =
sup M. M ist nichtleer und beschrinkt, [a,b] ist kompakt. Daher gilt
¢ € [a,b]. Ab jetzt betrachten wir alles relativ zu [a, b]. Nach Definition
des Supremums ist ¢ Grenzwert einer Folge von Punkten in A. Da A als
Komplement von B abgeschlossen ist, folgt ¢ € A. Somit ist ¢ < b. Da A
offen ist, gibt es ein € > 0 mit B.(c) N [a,b] C A. Somit ist ¢ nicht das
Supremum. Widerspruch.

(ii) Folgt aus (i). O

Erlauben wir in der Definition eines Intervalles auch Ausdriicke wie (1,0) = 0,
so sind die zusammenhéangenden Teilmengen von R genau die Intervalle.

Korollar 3.4.5 (Zwischenwertsatz). Sei E ein zusammenhingender metrischer
Raum und seien a,b € E. Sei f: E — R stetig. Gelte f(a) < f(b). Dann nimmt f
jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an, d. h. es gilt

[f(a), f(b)] € F(E).

Beweis. Als stetiges Bild eines zusammenhingenden Raumes ist f(E) nach Theo-
rem 3.4.3 selber wieder zusammenhangend und daher nach Proposition 3.4.4 ein
Intervall. ]

Proposition 3.4.6. Sei E ein metrischer Raum und A C E eine zusammenhéin-
gende Menge. Sei B eine Menge mit A C B C A. Dann ist auch B zusammenhdn-
gend.

Insbesondere ist der Abschluss einer zusammenhdngenden Menge selbst wieder
zusammenhdngend.

Beweis. Angenommen, es existiert eine Zerlegung B = XUY mit offenen nicht-
leeren Mengen X,Y C B. Da A nach Definition des Abschlusses dicht in B liegt,
folgen AN X # 0 und ANY # 0. Somit ist A = (AN X)U(ANY) eine Zerlegung
von A in offene nichtleere Mengen. Widerspruch. t

Proposition 3.4.7. Sei E ein metrischer Raum und sei (A;);er eine Familie zu-

sammenhdingender Mengen mit A; C E fir allei € I. Gilt () A; # 0, so ist auch
iel
A:= | A; eine zusammenhdngende Menge.
i€l
Beweis. Angenommen, A wire nicht zusammenhéngend. Dann gibt es offene nicht-

leere Mengen X, Y C E mit A = XUY. Seia € ) A;. Es folgt e € X oder a € Y.
il

Gelte ohne Einschrinkung a € X. Da a aus der Schnittmenge ist, erhalten wir

a€ A;furallei e I. DaY # () gilt, gibt es ein j € I mit A; NY # (. Es folgt, dass

A; = (X NAHUY NA;j)

eine disjunkte Zerlegung von A; in offene nichtleere Mengen ist. Dies widerspricht
der Tatsache, dass A; zusammenhéngend ist. O

Per Induktion erhalten wir daraus direkt

Korollar 3.4.8. Sei E ein metrischer Raum. Seien A;, i = 1,...,n endlich viele
zusammenhdngende Mengen in E, so dass A;NA;1 # 0 fiir alle 1 <i <n—1 gilt.

Dann ist |J A; zusammenhdngend.
i=1

Dies konnen wir auch auf abzéhlbare Vereinigungen verallgemeinern.
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Korollar 3.4.9. Sei E ein metrischer Raum und sei (A;);en eine Folge zusam-

menhingender Mengen in E mit A; N Aj11 # O fir alle i € N. Dann ist |J A;
i€N
zusammenhdngend.

Beweis. Wir definieren B,, := |J A;. Diese Mengen sind nach Korollar 3.4.8 jeweils
i=0

zusammenhéngend. Weiterhin gilt
() B =Bo = Ao #0.

neN
Somit folgt die Behauptung aus Proposition 3.4.7. O

Definition 3.4.10 (Zusammenhangskomponente). x Sei E ein metrischer Raum.

(i) Sei z € E. Dann definieren wir die Zusammenhangskomponente von x in
E, C(x), als die Vereinigung aller zusammenhéngenden Mengen A C E mit
x € A

(ii) E heift total unzusammenhingend, falls C(z) = {z} fiir alle z € E gilt.

Bemerkung 3.4.11. *

(i) Die Zusammenhangskomponente eines Punktes z ist als Vereinigung von zu-

sammenhangenden Mengen, die x enthalten, selbst wieder zusammenhéngend.

C(x) ist die grofte zusammenhingende Teilmenge von E, die x enthilt.

Nach Proposition 3.4.6 ist C(z) abgeschlossen.

Es gilt C(z) = C(y) < C(z) NC(y) # 0.

Somit bilden die Zusammenhangskomponenten eines metrischen Raumes eine

Partition dieses Raumes.

(vi) E ist genau dann zusammenhéngend, wenn C(z) = E fiir alle (oder, im Falle
E # 0, fiir ein) z € E gilt.

ii

(
(i
(iv

(

v

— —

Proposition 3.4.12. x Die Zusammenhangskomponenten eines lokal zusammen-
hingenden Raumes E sind offen.

Beweis. SeiC C F eine Zusammenhangskomponente von E. Sei z € C. Dann besitzt
x eine zusammenhdngende Umgebung U. Somit gilt U C C und C ist offen. O

Proposition 3.4.13. Jede offene Teilmenge A C R ldsst sich als hichstens abzihl-
bare Vereinigung von offenen Intervallen schreiben.

Beweis. x Da offene Intervalle zusammenhéngend sind, ist A lokal zusammenhin-
gend. Somit sind nach Proposition 3.4.12 alle Zusammenhangskomponenten von A
offen und nach Proposition 3.4.4 offene Intervalle. Weiterhin haben wir bereits be-
merkt, dass unterschiedliche Zusammenhangskomponenten disjunkt sind. Schliefs-
lich ist die Vereinigung hochstens abzéhlbar, da jedes offene Intervall eine rationale
Zahl enthalt. O

Definition 3.4.14.

(i) Sei E ein metrischer Raum. Eine Kurve I' C F ist das Bild einer stetigen
Abbildung ¢: I = [a,b] = E,

I'={p(t): a <t <b}

©(a) und (b) heiken Endpunkte der Kurve. ¢ heifft Parameter und ¢ Para-
metrisierung der Kurve. Da alle abgeschlossenen Intervalle in R hom&omorph
zu [0, 1] sind, gibt es stets eine auf dem Einheitsintervall [0, 1] definierte Pa-
rametrisierung. Wenn nicht anders angegeben verwenden wir solch eine Para-
metrisierung.

(ii) Eine Kurve T" heifft geschlossen, falls p(a) = ¢(b) gilt.



g zshg bogen zshg prop‘

98 3. METRISCHE RAUME UND STETIGKEIT

(iii) Statt von Kurven spricht man auch von stetigen Kurven, Wegen oder

Bo6gen.
(iv) Sei E ein normierter Raum. Dann heift ¢: [a,b] — FE stiickweise affin (oder
stiickweise affin linear), falls es x; € Rmit a = z9 < 1 < ... < 2, = b und

Pi, i € E gibt, so dass ¢|(z, o,,,](t) = pi +tg; fiiv alle 0 <7 <n —1 gilt.
(v) Eine KurveI'" C F heifit Polygonzug, falls es eine stiickweise affine Abbildung
@:[0,1] = E mit ¢([0,1]) =T gibt.

Definition 3.4.15. Sei E ein metrischer Raum.

(i) E heift wegzusammenhingend (oder bogenzusammenhéingend), falls
es zu je zwei Punkten z, y € F stets eine Kurve mit Endpunkten = und y
gibt, also eine stetige Abbildung ¢: [0,1] — F mit ¢(0) = z und ¢(1) = y.

(ii) Eine Teilmenge A C FE heiffit wegzusammenhéngend, wenn sie als Teilraum
wegzusammenhéngend ist.

Definition 3.4.16. Sei E ein normierter Raum tiber dem Koérper R. Sei A C F
eine Teilmenge.

(i) A heift konvex, falls fiir beliebige x, y € A auch die Verbindungsstrecke
[z,y] == {te + (1 —t)y: ¢t € [0,1]}
in A enthalten ist.

(ii) A heifit sternférmig, falls es ein zg € A gibt, so dass fiir beliebige z € A
auch stets [zg,z] C A gilt.

Lemma 3.4.17. Sei E ein normierter Raum. Sei A C E.

(i) Ist A konvex, so ist A sternférmig.
(ii) Ist A sternformig, so ist A wegzusammenhdngend.

Beweis. Ubung. (|

Proposition 3.4.18. Sei E ein wegzusammenhdngender metrischer Raum. Dann
ist E zusammenhdngend.

Beweis. Seien A, B C E offen mit AUB = E. Angenommen, es gilt A # () # B.
Dann existieren x € A, y € B sowie eine Kurve I' C E mit Endpunkten z und y. Als
stetiges Bild der zusammenhédngenden Menge [0, 1], sieche Proposition 3.4.4, ist T
nach Theorem 3.4.3 selbst wieder zusammenhéngend. Andererseits ist (TN A)U(T'N
B) =T eine Zerlegung, die der Tatsache widerspricht, dass I' zusammenhéngend
ist. O

Alternativbeweis. * Wir wollen zeigen, dass E nur eine Zusammenhangskomponente
besitzt. Dann sind wir nach Bemerkung 3.4.11 fertig. Seien z, y € F und C(z) und
C(y) die zugehérigen Zusammenhangskomponenten. Sei I' C E eine Kurve mit
Endpunkten x und y. Dann ist I" als stetiges Bild der zusammenh&ngenden Menge
[0, 1], siehe Proposition 3.4.4, nach Theorem 3.4.3 selbst wieder zusammenhéngend.
Da C(x) die Vereinigung aller zusammenhingenden Mengen, die = enthalten, ist,
folgt y € C(z). Nach Bemerkung 3.4.11 gilt also C(xz) = C(y). Die Behauptung
folgt. O

Proposition 3.4.19. Sei E ein normierter Raum und Q0 C E offen. Dann ist Q
genau dann zusammenhdngend, wenn 0 wegzusammenhdngend ist.

Beweis. Nach Proposition 3.4.18 geniigt der Nachweis, dass jede offene zusammen-
héngende Menge Q2 C E auch wegzusammenhéingend ist.
Sei  # (). Sei zg € Q beliebig. Definiere

K:={yeQ:3¢:[0,1] = Q, ¢(0) = zg, ¢(1) = y und ¢ ist stiickweise affin}.
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Wir wollen nun K = 2 zeigen. Da 2 zusammenhédngend ist, geniigt es dafiir zu
zeigen, dass K nichtleer, offen und abgeschlossen ist. (Diese Technik benutzt man
h&ufiger um zu zeigen, dass eine Eigenschaft iiberall in einem zusammenhingenden
Raum gilt.)

(i) Es gilt 79 € K. Somit ist K # (.

(ii) K ist offen: Sei x € K. Dann gibt es eine Kugel B.(x) C Q. Alle Punkte
dieser Kugel lassen sich durch ein Geradenstiick mit = in B.(x) verbinden. Wir
konnen also die stiickweise affine Kurve von xg nach z um ein Geradenstiick
zu einer Kurve zu einem beliebigen Punkt in B.(x) verldngern. Somit ist K
offen.

(iii) K ist abgeschlossen: Sei (2, )neny C K mit 2, — y € Q. Dann gibt es ein e > 0
mit B (y) C Q. Somit gibt es ein ng € N, so dass fiir n > ng auch x,, € B(y)
gilt. Wir kénnen also eine stiickweise affine Kurve von z¢ nach z,, in B.(y)
und damit insbesondere in €2 durch ein Geradenstiick nach y verlangern. Dies
zeigt y € K. Somit ist K abgeschlossen.

Wir erhalten also K = ) und damit die Behauptung. O

Definition 3.4.20. Sei E ein normierter Raum. Dann heift @ C F ein Gebiet,
falls  offen und zusammenhéngend ist.

3.5. Produktriume.

Definition 3.5.1 (Produktmetrik). Seien (Eq,d;) und (Es,ds) metrische Raume.
Dann definieren wir auf E; x Ey die Produktmetrik d: F; x Fy — R durch

d(z,y) == max d; (xi,yi) = max {d1 (wl,yl) , da (xQ,yQ)}

fir z = (9:1,1”2) und y = (ylvyz)-

Bemerkung 3.5.2. *

(i) Man rechnet direkt nach, dass die Produktmetrik eine Metrik auf dem karte-
sischen Produkt ist.
(i) Wir hétten auch d'(z,y) := di (z',y') + d2 (22,9?) oder alternativ auch

d’(xz,y) = \/(dl (z1,y1))* + (da (22, y2))? definieren kénnen. Dies liefert zwei
dquivalente Metriken in dem Sinne, dass es eine Konstante ¢ > 0 mit
%d < d' < cd — und analog fiir andere Paare der oben erwahnten Metriken

— gibt. Die Aquivalenz dieser Metriken zeigt man wie bei der Aquivalenz der
Normen auf R™.

Die Eigenschaften Cauchyfolge, stetig, gleichméfig stetig, (pré-)kompakt,
oder beschrinkt zu sein sind daher unabhingig von der Wahl der Metrik,
solange diese zur Produktmetrik dquivalent ist.

(iii) Die euklidische Metrik auf R? ist gerade die Metrik d” auf R x R.
(iv) Es gilt B,(z) = B, (z') x B, (2?) fiir die oben definierte Metrik d.

Definition 3.5.3.

(i) Seien (Eq, |- ||1) und (Es, || - ||2) zwel normierte Radume. Dann definiert

H(xi)ie{m}

eine Norm auf Eq x Es.
(ii) Seien (Eq, (-, -)1) und (Es, (-, )2) zwei Skalarproduktraume. Dann definiert

<(xi)1gz‘§2 J (yi)1gig2> = 22: <xivyi>i

i=1

’:: max HQ,JH
i€{1,2} v

ein Skalarprodukt auf F; x Es.
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Bemerkung 3.5.4.

(i) Wie bei metrischen Radumen kann man auch bei normierten Rdumen dquiva-
lente Normen auf dem kartesischen Produkt definieren.

(ii) Beim kartesischen Produkt von Skalarproduktrdumen koénnen wir die Sum-
manden unterschiedlich gewichten.

Aus der Darstellung der Kugeln in Bemerkung 3.5.2 erhalten wir direkt

Proposition 3.5.5. Seien E, F metrische Riume.

(i) Gelten A € O und B € O, so folgt Ax B € Opxr.
(i1) Gelten U € Ug(x) und V € Ur(y), so folgt U x V € Ugxr((x,y)).

Direkt nach Definition der Produktmetrik folgt

Proposition 3.5.6. Seien Ey, Ey metrische Riume. Dann ist die Folge (x,)nen =
((3331) ) C E; x E5 genau dann eine Cauchyfolge in E1 x Es, wenn fir
1€{1,2} neN .
i =1 und i = 2 die Komponentenfolgen (:cl)neN Cauchyfolgen in E; sind.
Ebenso gilt
Proposition 3.5.7. Seien E1, E5 metrische Riume. Dann konvergiert die Folge
T, = (z;) genau dann in E1 X Fy gegen x = (:cz), wenn die Komponentenfolgen
xl fiiri =1 undi=2 gegen x* konvergieren.
Korollar 3.5.8. Seien E1, Es metrische Raume. Gelte A; C E; firi=1,2. Dann
gilt
A1 X Ag = E X Aig
Beweis. Nach Definition des Abschlusses in einem metrischen Raum liegt ein Punkt

x genau dann im Abschluss einer Menge A, wenn es eine Folge A > z,, — z gibt.
Daher folgt die Behauptung aus Proposition 3.5.7. O

Proposition 3.5.9. Seien E, Fy, F5 metrische Riume und sei f: E — F} X Fy
eine Abbildung mit Komponentenabbildungen f = (f*), f': E — F;. Dann ist f
genau dann in z € E stetig, wenn dies fiir die Funktionen f': E — F;, i = 1,2,
gilt.

Beweis. Benutze Folgenstetigkeit und Proposition 3.5.7. U
Proposition 3.5.10. Secien E, F, F5 metrische Riume und sei f: E — F; X Fy
eine Abbildung mit Komponentenabbildungen [ = (f’), fi: E — F;. Dann ist f

genau dann gleichmdipig stetig, wenn dies fiir die Funktionen f': E — F;, i =1,2,
gilt.

Beweis.
»=“ Klar, da d > d;.
,<="1 Fiir e > 0 gibt es §; > 0, so dass fiir alle z,y € F
dg(z,y) <6 = dp, (f'(2),f'(y) <e
fiir i = 1, 2 gilt. Verwende nun 6 := min{d;, d2}. Dann folgt aus dg(z,y) < ¢

dF1><F2(f(w)vf<y)) = zg{li};} dFi (fl(x)a fl(y)) <e

fiir alle z,y € F und daher die Behauptung. O

Korollar 3.5.11. Seien Ey, Es metrische Ridume. Dann sind die Projektionsabbil-
dungen ;1 E1 X Es — F;, i = 1,2, gleichmdfig stetig.
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Beweis. Die Projektionsabbildung 7; ist die i-te Komponente der Identitét id: Fq x
Ey — E7 x Ey und daher nach Proposition 3.5.10 gleichméfig stetig. O

Proposition 3.5.12. Seien Fy, Es metrische Riume. Dann sind die Projektions-
abbildungen ;. Eh X By — Ey, i = 1,2, offene Abbildungen.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall i = 1. Sei A C Fy x Es offen und z € 71 (A).
Dann gibt es ein y € E; mit (z,y) € A. Da A offen ist, gibt es weiterhin nach
Bemerkung 3.5.2 ein r > 0 mit B,((x,y)) = B,(x) x B.(y) C A. Daher folgt
B, (z) = m(Br((x,y))) C m1(A4). Somit ist m; offen. O

Bemerkung 3.5.13. m: R x R — R ist keine abgeschlossene Abbildung, denn
m ({(z,y) € R*: >0, y > 0 und 2y > 1}) = (0, 00) ist nicht abgeschlossen.

Proposition 3.5.14. Seien Fy, Fy metrische Riume. Sei a = (al,a2) fest.

(i) Dann sind E; X {aQ} und {al} x Es in E1 x Es abgeschlossen.
(i) Die Abbildungen Ey — Ep X {az}, T (x,a2) und Ey — {al} x By, y —
(a',y) sind Isometrien.

Beweis.

(i) Dies folgt direkt aus Korollar 3.5.8 oder alternativ aus der Stetigkeit der Pro-
jektionsabbildungen.
(ii) Dies gilt direkt nach Definition der Produktmetrik. O

Theorem 3.5.15. Seien E, E5 nichtleere metrische Riume. Dann besitzt E1 X Ey
genau dann eine der unten aufgefithrten Figenschaften, wenn auch E1 und Es diese
besitzen.

(i) wvollstindig
(ii) separabel
(iii) kompakt
(iv) prikompakt
(v) lokal kompakt
(vi) zusammenhdingend
(vii) lokal zusammenhangend

Beweis. Ohne Einschrinkung geniigt es bei ,=—=“ stets, zu zeigen, dass E; diese
Eigenschaft besitzt.

(i) Dies folgt unmittelbar aus den Propositionen 3.5.6 und 3.5.7.
(ii) separabel:

»=“ Sei D C Fy x E5 eine hiéchstens abzdhlbare dichte Teilmenge. Sei x € 4
beliebig. Definiere D; := 71 (D). Fixiere ein beliebiges y € Es. Dann gibt
es eine Folge D > (z,,yn) — (x,y). Somit erhalten wir D; > z,, — x
und D; ist die gewiinschte Menge.

,<=“ Seien Dy C E; und Dy C E5 dichte héchstens abzéhlbare Teilmengen.
Dann sieht man leicht, dass auch Dy x Dy C E7 X Fs eine dichte héchstens
abzéahlbare Teilmenge ist.

(iii) kompakt:

»,=" Bilder kompakter Mengen unter stetigen Abbildungen — benutze m —
sind selbst wieder kompakt. (Man kann auch so wie bei ,,<—=* vorgehen.)

»<=“ Wir benutzen die Folgenkompaktheit von F;, i = 1,2. Sei dazu z, =

(x}”z%)n ey © E1 X E3 eine Folge. Aufgrund der Kompaktheit von Ej

konvergiert dann eine Teilfolge (x,llk) ., der Folge (x}L)n, ebenso eine Teil-

nkl Nk

folge (zz )l der Folge (:L'2 )k. Da beide Komponenten der Folge Ty,
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konvergieren, erhalten wir nach Proposition 3.5.7 auch die Konvergenz
dieser Folge.

(iv) priakompakt:

“.
= -

‘.
=

Sei y € E5 beliebig. Nach Lemma 3.3.11 ist E; x {y} als Unterraum eines
prikompakten Raumes selbst wieder prikompakt. Die Behauptung folgt
nun, da m: Fy; X {y} — E; eine Isometrie ist.

Sei € > 0. Gelten E; = |J Be(x,) und Ey = |J B:(ym) fiir endliche
nel meJ
Indexmengen I, J, so sieht man leicht, dass auch

(Bs((xmym)))(n,m)eli = (B:(2n) x Bs(ym))(n,m)eIxJ
eine Uberdeckung von Fy x E9 bildet.

(v) lokal kompakt:

“.
= -

«“.
=

Sei U eine kompakte Umgebung von (z,y) € E; x Es. Dann gibt es
eine offene Menge V' C U mit (z,y) € V. Die Menge 7 (V) ist offen, da
71 eine offene Abbildung ist. Wegen x € 7 (V) C w1 (U) ist m1(U) eine
Umgebung von z. Schlieflich ist 71 (U) als stetiges Bild einer kompakten
Menge selbst wieder kompakt.

Dies folgt leicht, wenn man das Produkt U; x U; zweier kompakter Um-
gebungen U; C E; betrachtet.

(vi) zusammenhéngend:

“.
= -

«“.
=

Als stetiges Bild eines zusammenhéingenden Raumes ist ' = 71 (E1 X Es)
zusammenhéngend.

Sei Ey x Ey = AUB. Sei (x,y) € E1 x E5 beliebig und gelte ohne Ein-
schrankung (x,y) € A. Die Menge {z} x E5 ist zusammenhéngend. Somit
ist

(({z} x B2) N A)U(({z} x E2) N B) = {x} x B

eine triviale Uberdeckung, d.h. es gilt {z} x Fy C A. Wir vertauschen
nun die Rollen von E; und E5 und kénnen mit einem beliebigen y € Fs
argumentieren. Somit folgt 1 x F5 C A und Fy X Fs ist zusammenhén-
gend.

(vii) lokal zusammenhéngend: *

‘.
= -

Sei z = (xl, :c2) € E; x Ej beliebig und sei (U;);ecs eine Umgebungsbasis
von z aus zusammenhingenden Mengen. Dann sind die Mengen V; :=
71(U;) offene zusammenhingende Umgebungen von 2!, da 7, offen und
stetig ist.

Die Mengen (V;);er bilden eine Umgebungsbasis von z!': Sei V' eine be-
liebige Umgebung von x!. Dann ist V x E, eine Umgebung von z. Somit
gibt eseini € I mit U; CV x Ey. DaV; = m(U;) C m(V x Ey) =V
gilt, ist (V;)ier eine Umgebungsbasis von z.

Sei wieder z = (ml,xQ) € E) x Ey beliebig. Seien (U;)ier und (Vj);es
Umgebungsbasen der Punkte z! € E; bzw. 22 € F, aus zusammenhin-
genden Mengen. Dann besteht die Familie (U; X V;)(; j)erx.s aus zusam-
menhéngenden Umgebungen von z. Die Kugeln B,.(z) bilden eine Umge-
bungsbasis von z. Seien iy € I und jo € J so gewahlt, dass U;, C B, (xl)
und Vj, C B, (2?) gelten. Dann folgt U;, x Vj, C B, (z') x B, (2?) =
B, (). Somit bildet diese Familie auch eine Umgebungsbasis. O

Bemerkung 3.5.16. *

(i) Wie fiir das Produkt von zwei metrischen Rdumen kann man analog (oder

induktiv) auch das Produkt von endlich vielen metrischen Réumen [] E;

i=1
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definieren. Die hier bewiesenen Sétze gelten auch fiir den Fall von endlich
vielen metrischen Radumen.

(ii) Auch das Produkt von endlich vielen normierten Rdumen oder von endlich vie-
len Skalarproduktriaumen kann man wieder leicht zu einem normierten Raum
bzw. einem Skalarproduktraum machen.

(iii) Die Produkttopologie zweier topologischer Radume besitzt die Mengen O; x Oy
mit O1 € O7 und O9 € O5 als Basis.

3.6. Stetige lineare Abbildungen. Wir werden spéter lineare Abbildungen be-
nutzen um die lineare Approximation in der Definition der Ableitung zu beschrei-
ben.

Der Begriff einer linearen Abbildung ist aus der Linearen Algebra bekannt.

Proposition 3.6.1. Seien E, F' normierte Riume tiber K. Sei A: E — F eine
lineare Abbildung (= ein linearer Operator). Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) Aistin O € E stetig.

(i) A ist stetig.

(i1i) Es gibt ein ¢ > 0, so dass

lin stet i
lin stet ii

lin stet iii
[Az|| < c- ||zl
fiir alle x € E gilt.
Beweis.

e (i) =(ii)*: Dies folgt da A linear ist aus der Identitit | Az — Ay| =
14z — )|

e (i) ==(iii)*: Falls nicht, so finden wir zu jedem n € Ny ein z,, € E
mit ||Az,|| > n||x.|. Es folgt y, = %m — 0 fiir n — co. Es gilt aber
|Ayn|| > 1 fiir alle n € N5o. Wegen y,, — 0 widerspricht dies der Stetigkeit
von A im Punkt 0.

o . (iii) =(i)* Klar. O

Definition 3.6.2.

(i) Sei A: E — F eine stetige lineare Abbildung zwischen normierten Riumen.
Dann definieren wir die Operatornorm von A durch

A A
A) = sup LTI _ gy BATH gy
45 ST i
r o<llzl<1 lzli=1

(ii) Seien E, F normierte Rdume. Wir bezeichnen die Menge aller stetigen linearen
Abbildungen F — F mit L(E, F). Ist E = F, so setzen wir L(E) := L(E, E).

Proposition 3.6.3. Seien E, F, G normierte Riume. Dann gelten:

(i) L(E,F) ist ein K-Vektorraum. Mit der Operatornorm ist L(E,F) ein nor-
mierter Raum.
(i) Ist F' ein Banachraum, so ist L(E, F) vollstindig.
(iii) Seien A € L(E,F) und B € L(F,G), so gilt | Bo Al <|B| - |A]l-
(iv) Ist A € L(E), so definieren wir induktiv A° := idg und fiir n € N die Abbil-
dung A"t := Ao A™. Es gilt | A" < || A||".

Beweis. Ubung. O
normen aequiv thm‘ Theorem 3.6.4. Seien || - ||1, || - |2 Normen auf R™. Dann sind || - ||1 und || - ||2
aquivalent.

Beweis. Ubung. O
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Bemerkung 3.6.5.

(i)

(i)

(iii)
(iv)

Ist dimE = n < oo, so ist jede Abbildung A € L(E,F) stetig: Sei e; eine
Basis von E, so gilt 2 — 0 mit 2, = > aj,e; genau dann, wenn aj, — 0 fiir
i=1
n .
alle i € {1,...,n} gilt; wir nutzen die Norm ||zx| = /> |a§€|2 und Theorem
i=1

3.6.4. Daher folgt in diesem Falle Az = Y al - Ae; — 0.
i=1

Der Raum L(E,K) = E* heift Dualraum von E. Die Elemente ¢ € E*
heiffen stetige Linearformen. Wir schreiben ¢(z) = (x,¢). Damit wird
(-,-y: E x E* = K zu einer Bilinearform.

Ist A € L(E,F), so heift N(A) := A~1({0}) Kern von A, ker A. ker A ist
abgeschlossen. Das Bild im A = R(A) ist im Allgemeinen nicht abgeschlossen.
Ist A € L(FE), so sind im Falle dim E = oo die Aussagen ,,A ist injektiv* und
A ist surjektiv im Allgemeinen nicht mehr dquivalent. Man betrachte dazu
auf dem Folgenraum [?(N) die surjektive aber nicht injektive Linksverschie-
bung (sco,x17x2,...) — (xl,a:Q, .. ) und die injektive aber nicht surjektive

Rechtsverschiebung (20, z!,2?%,...) — (0,2%, 2%, 2%, ...).

4. DIFFERENTIATION IN EINER VARIABLEN

Wir beschrénken uns hier auf den Fall von auf Teilmengen von R definierten
Funktionen. Vieles liasst sich direkt auf den komplexen Fall iibertragen, dies wird
aber auch noch in der Vorlesung Funktionentheorie behandelt. Somit betrachten
wir hier in der Regel auch Banachrdume iiber dem Koérper R.

4.1. Differenzierbare Funktionen.

Definition 4.1.1. Sei 2 C R offen, F' eine Banachraum und f: 0 — F eine
Abbildung.

(i)

(i)
(iii)

Dann heift f in 2y € Q differenzierbar, falls

L 1@ = f(o)

Q3z—xq T — X9
z#z(

existiert. Der Quotient heifit Differenzenquotient. Sein Grenzwert heift
Ableitung. Wir bezeichnen ihn mit f’(x¢) oder %(xo). Es gilt f'(zo) € F.

Ist f in jedem Punkt x( € €2 differenzierbar, so heiftt f in ) differenzierbar.
Ist f in Q differenzierbar und ist die Abbildung f': Q@ — F mit © — f/(z)
stetig, so heifst f in Q) stetig differenzierbar.

Bemerkung 4.1.2.

(i)

(i)
(i)

Die Aussagen

Fan) — tim 1) = F(0)
j:;g xr — Xo
und
f(x)ff(:r()) _.f/(zO)H =0
Xr — X

fir x — z sind aquivalent.

Direkt aus der Definition folgt: Ist f in x¢ differenzierbar, so ist f in zg auch
stetig.

Die in zy € , die in 2 und die in 2 stetig differenzierbaren Funktionen bilden
jeweils einen Unterraum des Vektorraumes aller Abbildungen 2 — F.
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Definition 4.1.3 (Landausymbole). Seien E, F' Banachridume, sei Q C E offen,
seien f: Q — F und g: Q — Ry Abbildungen und sei xg € €. Bei den nachfolgen-
den Definitionen ist stets kenntlich zu machen, dass xy der Bezugspunkt ist.
(i) Gilt
f@)
a5as, 9(7)
so schreiben wir f(x) € o(g(x)). Wir sagen dann, f sei ein klein-o von g(z).
(ii) Gilt
0haso, 9(@)

so schreiben wir f(x) € O(g(z)). Wir sagen dann, f sei ein grof-O von g(x).

)

Bemerkung 4.1.4.

(i) Sei av > 0. Wir benutzen hiufig f(x) € o(||z — zo]|*) und sagen, dass f in xg
von héherer Ordnung als o verschwindet.
(ii) Sei @ > 0. Wir benutzen haufig f(x) € O(||z — zo]|%).
(iii) Wir verwenden diese Definitionen auch, wenn f nur in Q \ {z¢} definiert ist.
(iv) Mit o (||l — xo||*), - .. sind impliziert Mengen von Funktionen definiert. Statt
f(z) € o(JJz||*) oder f(x) € O(||z||*) schreibt man auch f(x) = o(|z]%)
baw. £(z) = O (|l2]}*).

(v) Im Falle Q C R benutzen wir diese Notation auch fiir z — oo oder z — —oo.
Beispiele 4.1.5.
(i) Sei f: R — R die Abbildung = — 2™ fiir ein n € N5 g. Dann gelten fir 2o = 0
f()=o0(z|*) firale 0O<a<n und f(z)=0(z|").
(i) Fiir f: Ry — Ry mit 2 — /z gelten fiir zo =0 und alle 0 < o <
)=o) wnd f(z)=0(Va).

(iii) Fir f: R? — R mit f(z) = 2! - 2? gilt f(z) = O (|z[?) und daher folgt fiir
zog=0und alle 0 < o < 2

f(@) =o(|z]*).
(iv) Die Funktion f: R — R mit
(@) {E2COS(%), x #0,
) =
0, z =0,
ist in ganz R differenzierbar, aber f’ ist im Punkt 0 nicht stetig.
Beweis. Ubung fiir spéter oder unter Verwendung von Schulkenntnissen. [

Proposition 4.1.6. Sei F' ein Banachraum und sei 2 C R offen. Dann ist f: Q —
F genau dann in x¢ € Q differenzierbar, wenn es ein a € F mit

(1) 7(a) = f(@0) +a- (z = 20) + olfo — )

fiir alle x € Q gibt. In diesem Falle gilt f'(x¢) = a.
Beweis.

»="“ Ist f im Punkt z( differenzierbar, so wihlen wir a = f’(z() und erhalten

f(@) = f(@o) —a- (z—x0) = of||lz — @ol|)
nach Definition der Ableitung.
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»<="“ Nach (4.1) gilt fir z # 2o mit € Q
Hf(x) — f(x0) QH _ llo(lz — o))

—0
T — g |z — o

fiir x — x0. Somit ist f im Punkt xy differenzierbar und es gilt f'(zo) =
a. t

Da die linearen stetigen Abbildungen A: R — F' genau von der Form x +— a-x fiir
einen Vektor a = A(1) € F sind, erhalten wir unter Verwendung der Konvention,
dass wir Argumente von linearen Abbildungen in spitzen Klammern schreiben

Proposition 4.1.7. Sei I’ ein Banachraum und Q@ C R offen. Dann ist f: Q —

F genau dann in xog € Q differenzierbar, wenn es eine stetige lineare Abbildung
A: R — F mit

f(x) = f(xo) + A{z — z0) + o(|lx — o))
fiir alle x € Q gibt.

Bemerkung 4.1.8.
(i) Die stetige lineare Abbildung A aus Proposition 4.1.7 bezeichnen wir mit
Df(xg) € L(R, F).
(ii) Ist f in § differenzierbar, so bezeichnet D f die Ableitung von f. D f ist durch

Df: Q- L(R, F),
x = Df(x)

gegeben.

(iii) Im reellwertigen Fall ist A(z — () durch die Multiplikation der beiden reellen
Zahlen f'(xo) und x — zp gegeben. Identifizieren wir f’(zp) € R mit der
linearen stetigen Abbildung R > y — f'(z9) - y € R, so schreiben wir auch
f'(z0)(y). Entsprechendes gilt auch fiir vektorwertige Funktionen.

(iv) * Proposition 4.1.7 lisst sich spéter gut auf Funktionen verallgemeinern, die
auf offenen Teilmengen eines Banachraumes definiert sind.

Proposition 4.1.9. Sei Q2 C R offen. Seien f, g: Q — R in xg € Q differenzierbar.

(i) Es gelten (f + g)' (x0) = f'(x0) + ¢'(x0) sowie (Af) (xo) = Af'(xo) fir alle
A € R. Diese Aussagen gelten auch fiir vektorwertige Funktionen.
(i) Es gilt die Produktregel

(f - 9)(zo) = f'(z0) - g(x0) + f(20) - ¢'(20).
(111) Ist g(xg) # 0, so gilt die Quotientenregel

(f)l (z0) = J'(w0)g(x0) — f(ffo)gl(xo)'

g 9*(o)

Beweis.

(i) Klar nach Definition und Grenzwertséitzen.
(ii) Es gilt

f(@)g(x) = f(xo)g(xo) = (f(x) — f(0))g(x) + (9(x) — g(w0)) f (x0)-

Wir dividieren nun durch x — zg und gehen zum Grenzwert x — x( iiber. Die
Behauptung folgt.
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(iii) Wir haben hier g%(z¢) = (g(z0))? verwendet. Die Behauptung folgt direkt aus
der Produktregel und der noch zu zeigenden Identitét

() e-—423

Da g(xg) # 0 ist, gilt auch g(z) # 0 in einer ganzen Umgebung von xg, da g
in g stetig ist. Wir erhalten also

11 g()—g)

g(z)  g(zo) 9(z)g(zo)
Wir dividieren wiederum durch z — ¢ und gehen zum Grenzwert x — zg
iiber. Die Behauptung folgt. O

Korollar 4.1.10. Sei n € N-g. Dann ist f,: R — R mit x — z™ in ganz R
differenzierbar und es gilt

fh(z) = na" L.

Beweis. Die Behauptung fiir n = 1 ist leicht einzusehen. Gelte daher die Aussage
bereits fiir alle Funktionen f,,, mit m < n. Mit Produktregel erhalten wir daraus

fo(@) = (fa1f) (@) = fra (@) fu(@) + foa (@) fi(2)

=(n—1Da" 2% z+2" 1 1=na" L O

Theorem 4.1.11 (Kettenregel). Sei 2, Q C R offen. Seien g: Q — R in ¢ und
f:Q = Rin g(xg) € Q differenzierbar, so ist f o g in einer Umgebung von xg
definiert, in xg differenzierbar und es gilt

(fog)(z0) = f'(9(x0)) - g'(z0) = f'(9(0)){g' (0)("))-
Beweis.

(i) ¢ ist in xg differenzierbar, somit auch stetig und daher ist f o g in einer
Umgebung von xg definiert. Betrachte daher ab jetzt nur noch Werte in einer
solchen Umgebung.

(ii) Aufgrund der Differenzierbarkeit von f im Punkt g(xg) gilt nach Proposition
4.1.7 mit g(x) und g(xo) statt x und xg

(fog)(@) = (fog)(zo) = f(9(x)) — f(g(x0))
= f'(g(x0)){g(x) — g(x0)) + ol|g(z) — g(x0)])-

Weiterhin gilt aufgrund der Differenzierbarkeit von g in xq

g(x) — g(zo) = g'(w0)(x — x0) + of|z — x0]).

Zusammengenommen erhalten wir

(f o 9)(x) = (f o g) (o) = f'(9(x0)){g' (x0){x — x0))
+ ['(g(wo)) {0z = zo])) + o(|g(x) — g(xo)])-

(iii) Es fehlt noch der Nachweis, dass die beiden Terme in der letzten Zeile in
o(|]zr — xo|) liegen. Fiir den ersten Term ist dies klar. Da wir eine Funktion
in o(|z — o) stets in der Form e(|z — xo|) - | — 0| mit e(|z — zo|) — O fiir
x — xg schreiben konnen, geniigt der Nachweis, dass

Jim <(lg(e) — gfao))) - D=L

gilt. Dies folgt nun aus der Stetigkeit und Differenzierbarkeit von g in ¢ und
Grenzwertsétzen. O
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Bemerkung 4.1.12. Die Ableitung bezeichnet man nach Leibniz auch mit %.
Schreibt man f(g(x)) und bezeichnet die Variable von f mit y fiir g(x), so ergibt
sich ohne Argumente die an das Kiirzen von Briichen erinnernde Merkregel

df _ df dy
dr dy dz’
Mit Hilfe der Kettenregel kann man die Ableitung der Inversen bestimmen. Es
gilt
Korollar 4.1.13. Seien Q, Q C R offen. Sei f: Q — Q invertierbar und sei g: @ —
Q die Inverse. Sei f in xg und g in f(xo) differenzierbar, so gilt

1
g/(f(l'())) f'(l‘o)
Beweis. Es gilt id = go f. Wir leiten dies ab und erhalten mit Hilfe der Kettenregel
1=id" = ¢'(f(x0)) - f'(x0).

Somit ist insbesondere f’(zp) # 0 und wir erhalten die behauptete Identitdt. O

Wir definieren iterativ héhere Ableitungen und zugehorige Funktionenrdume.

Definition 4.1.14. Sei F' ein Banachraum und sei 2 C R offen.
(i) Fassen wir die Ableitung einer Funktion f:  — F als Funktion Df: Q — F
auf, so konnen wir induktiv die Abbildungen D°f = f: Q — F, D'f =
Df: Q — F, D>°f = D(Df): Q@ — F sowie D"*'f = D(D"f): Q — F
definieren, soweit dies fiir die gegebene Funktion f moglich ist. Wir schreiben
auch D" f = f(") = Z;f Existiert f(™ (in einem Punkt 2y € Q), so heift f
(in ) n-mal differenzierbar und f(™ die n-te Ableitung von f.
(ii) Ist f(™): Q — F stetig, so heift f eine n-mal stetig differenzierbare Funk-
tion. Existiert (™ fiir alle n € N, so heift f unendlich oft differenzierbar.
(iii) Wir definieren die folgenden Funktionenrdume:

CO(Q F):={f:(f: Q= F) ist stetig},

C° (0, F) := {f: f ist stetig und beschréinkt auf Q fortsetzbar} ,
C*(Q,F):={f: Q— F: fistin Q k-mal stetig differenzierbar},
(@

Ck (@, F) = {feck (Q, F): fiir alle 0 < n < k ist £
stetig und beschrinkt auf Q fortsetzbar}

sowie den Raum der glatten Funktionen
C®(Q,F) = [ CHQ, F).
keN
Ist F =R, so schreiben wir C°(Q2) = C°(Q,R), C*(Q) = C* (L, R), ....
Bemerkung 4.1.15. * Ist Q kompakt, also z. B. © C R" offen und beschrénkt, so
ist jede stetige Fortsetzung einer Funktion nach {2 automatisch auch beschréankt.

Definition 4.1.16.

(i) Auf dem R-Vektorraum C° (ﬁ, F ) definieren wir eine Norm fiir eine Funktion
f:Q — F durch

[fllco = [[fllze := sup [ f(@)[|p-
€
% Als Indices der Norm verwenden wir auch C°, C°(Q, F), C° (ﬁ, F), L

L>(Q, F), gebrauchlich sind aber auch 0 und co. Ist F = R, so lassen wir
dieses Argument F' auch weg.
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(i) Sei k € N. Auf dem R-Vektorraum C* (Q, F') definieren wir eine Norm durch

!
I fllcx,r) = Z Hf(i)
1=0

* Gebrauchlich sind auch hier wieder alle Varianten wie bei der C°-Norm oder
[ [k

Als Vorbereitung auf Theorem 4.1.18, dass C* (ﬁ, R) ein Banachraum ist, be-
noétigen wir, dass Stetigkeit unter gleichméfiger Konvergenz erhalten ist.

coQF)

Theorem 4.1.17. Seien E,F metrische Riume. Sei f,: E — F, n € N, eine
Folge von stetigen Funktionen, die gleichmdfig (also beziiglich der Supremumsnorm)
gegen eine Funktion f: E — F konvergiert. Dann ist [ stetig.

Beweis. Seien g € E und € > 0 fest. Aufgrund der gleichméfiigen Konvergenz
konnen wir n € N wihlen, so dass d(f,(z), f(z)) < ¢ fir alle x € E gilt. Da f,, stetig
ist, gibt es § > 0, so dass fiir alle y € Bs(xg) die Ungleichung d(f(zo), f(y)) < &
folgt. Mittels Dreiecksungleichung erhalten wir somit fiir alle y € Bs(xo)

d(f(xo), f(y)) < d(f(xo0), fn(x0)) + d(fn(x0), fu(y)) + d(fn(y), f(y)) < 3¢
wie behauptet. O

Theorem 4.1.18. Sei 2 C R offen und sei F' ein Banachraum. Sei k € N. Dann
ist C* (Q, F) mit der C*-Norm ein Banachraum.

Beweis. Ubung. Benutze Theorem 4.1.17, dass Stetigkeit unter gleichmékiger Kon-
vergenz erhalten ist, und dass C° (Q7 F ) ein Banachraum ist. O

Proposition 4.1.19. Sei Q2 C R offen, sei n € Nsg und sei f: Q@ — R™ mit
f= (fi)1<i<n eine Abbildung. Dann ist [ genau dann in xo differenzierbar, wenn

die Komponenten f%, 1 <i < mn, in xy differenzierbar sind und es gilt dann
7o) = () (o)) -
Beweis. Ubung. U

Definition 4.1.20. Seien E ein metrischer Raum und f: E — R eine Abbildung.
Sei zg € E.
(i) Dann besitzt f in zq ein lokales Minimum, falls ein U € U(x¢) mit f(xg) <
f(z) fir alle z € U existiert.
(ii) Dann besitzt f in zp ein (globales) Minimum, falls f(xzq) < f(z) fiir alle
z € E gilt.
(iii) Gilt sogar f(zo) < f(x) fiir alle entsprechenden x # 1z, so heifit z( ein
striktes lokales/globales Minimum.
(iv) Lokale, globale und strikte Maxima sind analog oder als entsprechende
Minima von — f definiert.
(v) f besitzt in z( ein (lokales) Extremum, falls f in z( ein (lokales) Minimum
oder Maximum besitzt.
(vi) Besitzt f in 2 ein Extremum, so heiflt 2 eine Extremalstelle.

Proposition 4.1.21. Seien a <b € R, also a, b € R und a < b, sei f: (a,b) > R
eine Funktion mit einem lokalen Extremum in xo € (a,b). Ist f in zo differenzierbar,
so gilt f'(xo) = 0.

Beweis. Wir betrachten ohne Einschréankung nur den Fall, dass f in z( ein lokales
Minimum annimmt.
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Dann gibt es € > 0, so dass fiir alle z € B.(x¢) die Ungleichung f(zo) < f(x)
gilt. Wir erhalten
f(z) — f(xo)

Tr — X
fiir alle x € B.(xg) mit > x. Somit folgt f'(z¢) > 0.
Durch analoge Betrachtungen fir x < z( erhalten wir f'(xzg) < 0. Somit ist

f/(xo) =0. O

Definition 4.1.22. Sei Q2 C R offen. Sei f: Q2 — R eine in zg € 2 differenzierbare
Funktion mit f’(z9) = 0. Dann heift zy kritischer Punkt von f.

>0

Bemerkung 4.1.23.

(i) Proposition 4.1.21 zeigt, dass jedes lokale Extremum einer auf einer offenen
Teilmenge von R definierten Funktion ein kritischer Punkt ist.
(ii) R 2 2 = 2% — 2% € R besitzt drei lokale Extrema und dies sind auch genau
die kritischen Punkte dieser Funktion.
(ili) R > @ +— 23 besitzt in # = 0 einen kritischen Punkt, aber keine lokalen
Extrema.

Proposition 4.1.24 (Satz von Rolle). Seien a < b € R. Sei f € C°([a,b]) in

(a,b)
differenzierbar und gelte f(a) = f(b). Dann gibt es ein £ € (a,b) mit f'(£) = 0.

Beweis. Definiere

m = inf f und M :=sup f.
[a,b] [a,b]

Da [a, b] kompakt ist, werden Minimum und Maximum auch angenommen. Es gilt
M =z f(a) = f(b) = m.
(i) Gilt in beiden Féllen Gleichheit, so ist f konstant und somit auch f’ = 0.
(ii) Sonst gelte ohne Einschréankung M > f(a). Dann gibt es ein £ € (a,b) mit
f(&) = M. Nach Proposition 4.1.21 folgt also f'(£) = 0. O

mvs| Theorem 4.1.25 (Mittelwertsatz (MWS)). Seien a < b € R. Sei f € C%([a,b])
und in (a,b) differenzierbar. Dann gibt es ein £ € (a,b) mit

f®) = f(a) = f'(§) - (0 —a).
Beweis. Definiere die Funktion g¢: [a,b] — R durch

f() — fla
o(@) = 1) - DT @ o)
—a
Dann erfiillt g die Voraussetzungen des Satzes von Rolle und £ € (a, b) mit ¢’(§) =0
erfiillt gerade die Behauptung. O

Fiir einen Mittelwertsatz fiir vektorwertige Funktionen benétigen wir noch zwei
Resultate:

Proposition 4.1.26. Sei Q) C R offen, F' ein Banachraum und sei f: Q — F in xq
differenzierbar. Sei ¢: F'— R ein stetiges lineares Funktional. Dann ist g :== p o f
in xq differenzierbar und es gilt g'(zo) = (f'(x0)) = {f'(x0), ¥)-

Beweis. Wende ¢ auf die Gleichung (4.1) an und beachte, dass p(o(|x — z¢|)) C
o(|x — x0]) gilt. Details: Ubung. O

Lemma 4.1.27. Sei E ein normierter K-Vektorraum. Sei uw € E. Dann gilt

Jull = sup [(u, p)-
€EE*

llell=1
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Beweis. Wir konnen aktuell nur eine Ungleichung zeigen. Die andere folgt aus dem
Satz von Hahn-Banach, den wir hier verwenden und spéter unabhéngig davon in
der Funktionalanalysis beweisen werden.

,»>“ Nach Definition der Operatornorm gilt fiir alle ¢ € E* gerade

lell = sup |e(u)| = sup [(u, @)l
flull=1 llull=1

Somit folgt insbesondere |{u, )| < |l¢]| - ||lul|-

,<“ Der Satz von Hahn-Banach liefert, dass es ein stetiges lineares Funktional
o € E* mit ||po|| = 1 und ¢o(u) = |Ju|| gibt. Somit folgt

[ull = [{u; po)| < sup [(u, )]
IT;HE:I

Im Spezialfall eines Hilbertraumes nehmen wir ohne Einschréankung |lul| = 1 an.

Dann ist dieses Funktional direkt durch ¢g := (-, u), also po(x) := {x,u) gegeben.

In diesem Fall gilt ||oo]| = sup [{z,u)| < sup ||z|-|jul| = 1 aufgrund der Cauchy-
llzll=

I=1 lzl|=1
Schwarzschen Ungleichung. SchlieRlich gelten noch ||¢g]| = sup [(x,u)| > [{u,u)| =
llzll=1
[ull* =1 und @o(u) = ||ul|* = 1. 0

Beispiel 4.1.28. Man iiberlegt sich am Beispiel einer Spirale
R > ¢+ (sint,cost,t),

dass der Mittelwertsatz fiir vektorwertige Funktionen nicht genau in der Form des
obigen Mittelwertsatzes gelten kann.

Theorem 4.1.29 (Vektorwertiger Mittelwertsatz). Seien a < b € R. Sei F ein
Banachraum, sei f: [a,b] — F stetig und in (a,b) differenzierbar. Dann gilt
1f(0) = f(@)l < sup [If'(@)]-(b—a)= sup [f'(z)]-[b—al.
z€(a,b z€(a,b)

Beweis. Sei ¢ € F* mit ||| = 1 beliebig. Wir definieren eine Funktion g: [a,b] — R
durch g(z) := (f(z),¢). Dann ist g € C°([a,b]) und in (a,b) differenzierbar mit
g (z) = (f'(z), ). Wir wenden nun den Mittelwertsatz auf g an und erhalten fiir
ein £ € (a,b) mit der Abschitzung vom Anfang des Beweises von Lemma 4.1.27

(f(b) = f(a), ) =g(b) — gla) = ¢'(§) - (b—a)

= (f'©)p) - (b—a) < If' Ol el -(b—a).
=1

Da dies fiir beliebige ¢ € F* mit ||| = 1 gilt, folgt die Behauptung nun aus Lemma
4.1.27. t

Im folgenden Korollar ist [z, ] kein Intervall, sondern eine Verbindungsstrecke
wie in der Definition von Konvexitit. Somit miissen wir nicht ¢y < z annehmen.

Korollar 4.1.30. Sei Q2 C R ein offenes Intervall, sei F ein Banachraum und sei
f:Q — F differenzierbar. Seien x, zg € Q). Dann gilt
1f (@) = f@o) = f'(20){x — zo)|| < sup 1/ (y) = f'(z0)ll - |2 = .
y€ To,T
Beweis. Fiir festes zg € Q definieren wir g(z) := f(z)— f'(20){(z) = f(z)— f'(20)-x.
Wegen ¢'(z) = f'(x) — f'(z0) folgt die Behauptung nun direkt aus dem (vektorwer-
tigen) Mittelwertsatz. O

Korollar 4.1.31. Sei Q C R ein offenes Intervall, F' ein Banachraum und f: Q —
F differenzierbar. Gilt f' =0, so ist [ eine konstante Abbildung.
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Beweis. Dies folgt direkt aus dem vektorwertigen Mittelwertsatz. O

Definition 4.1.32. Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f: I — R heifst

(i) monoton wachsend, falls fiir alle z1, z2 € I aus ;1 < z die Ungleichung
f(z1) < f(zq) folgt.
(ii) strikt monoton wachsend, falls fiir alle 21, x5 € I aus z1 < x5 die Unglei-
chung f(z1) < f(z2) folgt.
(iii) (strikt) monoton fallend, falls fiir alle z1, 22 € I aus z; < z3 die Unglei-
chung f(z1) > f(x2) bzw. f(x1) > f(z2) im strikten Fall folgt.
Proposition 4.1.33. Sei f: (a,b) — R differenzierbar.
(i) Dann ist f genau dann monoton wachsend, wenn f'(x) > 0 fir alle x € (a,b)
qgilt.
(1) Gilt f'(xz) > 0 fir alle x € (a,b), so ist f strikt monoton wachsend.
(i41) Fiir (strikt) monoton fallende Funktionen gelten analoge Aussagen.

Beweis.

(a) Ist f monoton wachsend, so ist der Differenzenquotient nichtnegativ und folglich
auch f/(x) > 0 fiir alle .

(b) Ist f/(z) > 0 oder f'(x) > 0 fiir alle z, so folgt die (strikte) Monotonie aus dem
eindimensionalen Mittelwertsatz. O

Bemerkung 4.1.34. Das Beispiel R > x ~— 22 zeigt, dass strikte Monotonie im
Allgemeinen nicht f/(z) > 0 impliziert.

Theorem 4.1.35. Sei [ = (a,b) C R. Sei f: I — R differenzierbar und gelte
f"# 0 in I. Dann ist J := f(I) C R offen und f besitzt eine differenzierbare
Inverse f~': J — I mit

-1’ = L ur alle x
U™ U@ = gy fir attew < 1.

Beweis.

(i) f ist injektiv, denn sonst gébe es nach dem Satz von Rolle ein x € (a,b) mit
f'(z) =0.

(ii) J ist als stetiges Bild einer zusammenhingenden Menge wieder zusammen-
hangend und somit ein Intervall.

(iii) J ist offen, denn wenn einer der Endpunkte zu J gehort, so nimmt f in I
ein Maximum oder Minimum an, was aber wegen f’'(z) # 0 fiir € (a,b)
ausgeschlossen ist.

(iv) Dieselbe Argumentation liefert, dass f eine offene Abbildung ist. Somit ist
ft:J — I stetig, f: I — J also ein Homdomorphismus.

(v) Da f ein Homdomorphismus ist, folgt

r—x9 <= f(z)— f(zo).
Wir setzen nun £ = f(z) und & = f(zp). Dann gilt
FFUO-F &%) w—m (f(as) - f(wo)>1
£—&o f(@) = f(zo) T — g '
Wir betrachten nun den Grenzwert @ — xg mit  # z¢ oder, aufgrund der

obigen Aquivalenz und der Injektivitit dquivalent dazu, & — & mit & # &
und erhalten die Behauptung. O

Beispiel 4.1.36. Fiir f,: Ryg — Rsg, n € Ny, mit z — 2" ist g(z) = 2/" die
Umkehrfunktion und es gilt
1 1

IO =TT e
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Dies wird in Analysis II fortgefiihrt.
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