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0. Vorbemerkungen

0.1. Warum betreibt man Mathematik?
Nach http://www.maths.monash.edu.au/

• Die Welt um uns verstehen (Bewegung der Sterne, Sonnenprotuberanzen,
schwarze Löcher, Wasserwellen, Windhose, Buschbrände)

• Systeme modellieren und verbessern (Verkehrsleitsysteme, Logistik für Con-
tainerschiffe, Börse, Produktion, Medizin)

• Die Schönheit in der Natur untersuchen (Seifenblasen, Symmetrien in Son-
nenblumen oder geometrischen Mustern, Fraktale, Wassertropfen)

• Mathematik kann, darf und soll man ebenso als Kulturtechnik betreiben,
weil sie einen auch ohne konkrete Anwendung fasziniert; so, wie andere
einen Berg deshalb besteigen, weil es ihn gibt (Mt. Everest), oder, um sich
daran zu erfreuen, ein Buch lesen, Musik hören oder selbst musizieren.

0.2. Analysis in der Mathematik. Analysis ist eine Grundvorlesung, deren In-
halte beinahe überall in der Mathematik wieder auftauchen werden, und daher ein
guter Einstieg in die Mathematik.

0.3. Literatur. Wir orientieren uns an [5], was an [3] orientiert ist, aber auch an
[1, 2, 8] und empfehlen weiterhin [7, 13] und benutzen manchmal [14].

1. Grundlagen: Logik, Mengenlehre und reelle Zahlen

Über Logik bzw. Mengenlehre gibt es ganze Vorlesungen. Wir vermitteln hier
nur einige Grundlagen und folgen einem naiven Zugang.

1.1. Logische Grundlagen. Eine Definition führt eine Bezeichnung ein.

Definition 1.1 (Naive Definition einer Aussage).

(i) Eine Aussage ist etwas, dem entweder der Wahrheitswert „wahr“ oder
„falsch“ zugeordnet ist. Wir müssen den Wahrheitswert einer Aussage nicht
kennen.

(ii) Eine Aussageform ist etwas, das eine noch nicht bestimmte oder freie Va-
riable enthält und durch Ersetzen der Variablen durch eine Konstante zu einer
Aussage wird. Ihr Wahrheitswert ist möglicherweise nicht zu bestimmen, so-
lange die Variable unbekannt ist.

Bemerkung 1.2. ?

(i) Wir schließen aus, dass eine Aussage
• halb wahr, halb falsch oder
• gleichzeitig wahr und falsch ist.

(ii) Statt „p ist wahr“ sagen wir auch
• p gilt, bzw. p ist eine gültige Aussage,
• p ist richtig oder
• p ist korrekt.

Für die folgenden Beispiele greifen wir auf Schulwissen zurück.

Beispiele 1.3.

(a) Beispiele für Aussagen sind:
(i) 6 ist durch 3 teilbar.
(ii) Es gibt unendlich viele Primzahlzwillinge.

(Ich kenne den Wahrheitswert dieser Aussage momentan nicht.)
(b) Beispiele für Aussageformen sind:

(i) x ist durch 3 teilbar. (unbekannter Wahrheitswert)
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(ii) Es gilt stets x = y oder x 6= y. (ist stets wahr)

Definition 1.4 (Negation, Verneinung). Sei p eine Aussage, so bezeichnen wir mit
¬p die Aussage „nicht p“, also die Negation dieser Aussage.

Als Wahrheitstabelle schreiben wir dafür
p ¬p
w f
f w

Dabei steht „w“ für „wahr“ und „f “ steht für „falsch“.
Wir sagen für ¬p auch: „Es stimmt nicht, dass p gilt.“ oder „p ist falsch.“

Bemerkung 1.5. ?
(i) Sei p die Aussage „91 ist eine Primzahl“, so ist ¬p die Aussage „Es stimmt

nicht, dass 91 eine Primzahl ist“ oder kurz: „91 ist keine Primzahl“.
(ii) Anhand der Wahrheitstabelle überlegt man sich leicht, dass p und ¬¬p Aus-

sagen mit den gleichen Wahrheitswerten sind.
Warnung: Die doppelte Negation wird im Alltag aber gelegentlich anders

aufgefasst. Beispiel: „Magst du nicht den Müll runter bringen?“ – “Nein.“
Ist der Antwortende ein Mathematiker oder Logiker, so bringt er den Müll

gerne nach unten.

Wir verwenden die folgenden Verknüpfungen von zwei Aussagen zu einer neuen
Aussage.

Definition 1.6. Seien p, q zwei Aussagen. Dann schreiben wir
• p ∧ q für „p und q“, die Konjunktion,
• p ∨ q für „p oder q“, die Disjunktion,
• p∨̇q (kaum verwendetes Symbol) für „entweder p oder q“, die Kontrava-

lenz oder aussschließende Disjunktion,
• p =⇒ q für „p impliziert q“ oder („aus p folgt q“ oder „wenn p, dann q“

oder „wenn p gilt, dann auch q“), die Implikation, und
• p ⇐⇒ q für „p und q sind äquivalent“ oder („p ist äquivalent zu q“ oder

„Genau dann, wenn p gilt, gilt auch q“, die Äquivalenz,
und definieren die Wahrheitswerte durch die folgende Tabelle:

p q p ∧ q p ∨ q p∨̇q p =⇒ q p⇐⇒ q

w w w w f w w
w f f w w f f
f w f w w w f
f f f f f w w

Bemerkung 1.7.

(i) In der Aussage p =⇒ q heißt p Voraussetzung oder Prämisse und q Be-
hauptung oder Konklusion.

(ii) Gilt p =⇒ q, so heißt p eine hinreichende Bedingung für q und q eine
notwendige Bedingung für p.

(iii) Wir verwenden p =⇒ q und q ⇐= p gleichbedeutend.
(iv) Wir sagen, dass die Aussagen p1, p2, . . . , pn (oder sogar einer ganzen Fami-

lie von Aussagen, was später erklärt wird) äquivalent sind, wenn für je zwei
Aussagen p und q davon p⇐⇒ q gilt.

(v) • „Wenn 6 eine Primzahl ist, dann gilt 0 = 1“ und
• „Wenn 6 eine Primzahl ist, dann ist 2 eine Primzahl“
sind zwei wahre Aussagen.

(vi) ? Man beachte den Unterschied zwischen „oder“ und „endweder . . . oder . . . “.
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(vii) ? Die beiden Aussagen in einer Implikation müssen nicht kausal oder inhaltlich
zusammenhängen.

Bemerkung 1.8 (Beweistechniken). In Beweisen verwenden wir die folgenden
Techniken. Vergleiche dies mit den Resultaten aus Proposition 1.9, die man auch
ganz stupide mit Wahrheitstafeln zeigen kann.
(i) Beweise sind Begründungen, die zeigen, dass aus den Voraussetzungen die

Behauptung folgt. Am Ende eines Beweises schreiben wir „�“, „quod erat
demonstrandom“, „q. e. d.“ oder „was zu zeigen war“.

(ii) Ersetzung:
• Gilt p⇐⇒ q, so dürfen wir in einer aus Aussagen und Elementarverknüp-

fungen zusammengesetzten Aussage, an beliebig vielen Stellen p durch q
ersetzen und erhalten eine äquivalente Aussage.

• Gilt A = B, so dürfen wir an beliebig vielen Stellen in einer Aussage A
durch B ersetzen und erhalten eine äquivalente Aussage.

• Entsprechend dürfen wir auch in Formeln, . . . ersetzen.
(iii) Umbenennen:Wir dürfen eine Variable überall durch eine andere noch nicht

benutzte ersetzen.
(iv) Sätze nutzen: Wir dürfen ein bereits gezeigtes Resultat anwenden.

Benutzungstext: Wir wenden . . . mit . . . an und erhalten . . . .
Schulbeispiel: abc-abc-Satz: Sei n ∈ N. Dann ist 1001 ·n durch 13 teilbar.

Beweis. Dies folgt aus 1001 = 7 · 11 · 13. �

In einem nachfolgenden Beweis können wir dann schreiben: Aus dem abc-
abc-Satz erhalten wir, dass 243243 durch 13 teilbar ist.

(? Hieraus ergibt sich der nette Zaubertrick, dass eine dreistellige Zahl,
zweimal hintereinander geschrieben, durch 13 teilbar ist.)

(v) ? Permutieren: Gültige Aussagen dürfen wir auch in anderer Reihenfolge
aufschreiben.

(vi) ? Weglassen: Seien k, n natürliche Zahlen mit k ≤ n (Schulwissen). Sind p1,
. . . , pk, . . . , pn wahre Aussagen, so auch p1, . . . , pk.

(vii) Zwischenschritte: Starte mit einer wahren Aussage und folgere daraus so-
lange Neues, bis die gewünschte Behauptung dasteht.
Benutzungstext: Hieraus / Aus . . . folgt . . . und weiter . . . .
Dies wird mit auch mit „. . . =⇒ . . . =⇒ . . . “ abgekürzt.

(viii) p =⇒ q:
• Nachweisregel: Man nimmt an, dass p gilt und zeigt daraus q.
• Nachweistext: Es gelte p. Wir wollen zeigen, dass q gilt.

Alternativ: Zu zeigen: q gilt.
• Benutzungsregel: Wenn p =⇒ q gilt und p richtig ist, dürfen wir fol-

gern, dass auch q gilt, vergleiche Bemerkung 1.11 (i).
• Benutzungstext: Da p =⇒ q und p gelten, gilt auch q.

(ix) ? Nachweisregel und -text, Benutzungsregel und -text:
• Eine Nachweisregel sagt uns, was wir zu tun haben, um zu zeigen, dass

eine Aussage wie p =⇒ q wahr ist.
• Ein Nachweistext sagt uns, was wir aufschreiben, um den Beweis von

einer Aussage wie p =⇒ q einzuleiten bzw. zu führen.
• Eine Benutzungsregel sagt uns, was wir in einem Beweis machen dürfen,

wenn wir wissen, dass p =⇒ q gilt.
• Ein Benutzungstext sagt uns, was wir aufschreiben, wenn wir die Aussage
p =⇒ q benutzen wollen.

(x) p ∧ q:
• Nachweisregel: Man zeigt, dass p und q gelten.
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• Nachweistext: Wir wollen zeigen, dass p und q gelten.
Alternativ: Zeige: p und q gelten.

• Benutzungsregel: Wenn p ∧ q gilt, dürfen wir benutzen, dass p gilt oder
wir dürfen benutzen, dass q gilt.

• Benutzungstext: Da p ∧ q gilt, gilt insbesondere auch p.
Alternativ: Da p ∧ q gilt, folgt q.

(xi) p ∨ q:
• Nachweisregel: Man zeigt, dass p gilt oder dass q gilt.
• Nachweistext: Da p gilt, folgt p ∨ q.

Alternativ: Da q gilt, schließen wir, dass p ∨ q gilt.
• Benutzungsregel: Betrachte den Fall, dass p gilt und den Fall, dass q gilt.

Möchte man aus p ∨ q auf r schließen, muss man für jeden der beiden
Fälle zeigen, dass r gilt.

• Benutzungstext in einer Situation, wo wir r folgern wollen: Es gilt p ∨ q.
Im Falle, dass p gilt, erhalten wir . . . und somit folgt r. Im andern Fall,
wenn q gilt, erhalten wir . . . . Somit folgt ebenfalls r. Damit gilt r in
jedem Fall.

(xii) ¬p:
• Nachweisregel: Man nimmt an, dass p gilt und folgert daraus einen Wi-

derspruch. Damit erhält man ¬p.
• Nachweistext: Angenommen es gilt p. Dann erhalten wir . . . . Dies wider-

spricht sich; Widerspruch bzw.  . Somit gilt ¬p.
• Benutzungsregel: Ist p = ¬q, so gilt q.
• Benutzungstext: Wegen ¬(¬(p)) folgt p.

(xiii) p⇐⇒ q:
• Nachweisregel: Man zeigt (separat) p =⇒ q und q =⇒ p.
• Nachweistext: Wir wollen zeigen, dass p =⇒ q und q =⇒ p gelten.
• Benutzungsregel: Da p⇐⇒ q gilt, folgt auch p =⇒ q.
• Benutzungstext: Da p⇐⇒ q gilt, folgen p =⇒ q und q =⇒ p.

Alternativ: Da p⇐⇒ q gilt, folgt p =⇒ q (oder mit vertauschten Rollen).

Die logischen Elementarverknüpfungen ¬, ∨, ∧, =⇒ und ⇐⇒ erfüllen

Proposition 1.9. Seien p, q, r Aussagen. Sei t (true) eine stets wahre Aussage.
Dann gelten
(i) ? p ∧ t⇐⇒ p, (Wahres mit und)
(ii) ? p ∨ t⇐⇒ t, (Wahres mit oder)
(iii) ? ¬¬p⇐⇒ p, (Doppelte Verneinung)
(iv) p ∨ ¬p, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (tertium non datur)
(v) ? p ∧ q ⇐⇒ q ∧ p, (Symmetrie)
(vi) ? p ∨ q ⇐⇒ q ∨ p, (Symmetrie)
(vii) ? (p⇐⇒ q)⇐⇒ (q ⇐⇒ p), (Symmetrie)
(viii) ? p ∧ p⇐⇒ p, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (Idempotenz)
(ix) ? p ∨ p⇐⇒ p, (Idempotenz)
(x) ? p ∧ q =⇒ p, (Weglassen)
(xi) ? p =⇒ p ∨ q, (Hinzufügen)
(xii) ? (p⇐⇒ q) =⇒ ((p ∨ r)⇐⇒ (q ∨ r)), . . . . . . . . . . . (beidseitiges Hinzufügen)
(xiii) ? (p⇐⇒ q) =⇒ ((p ∧ r)⇐⇒ (q ∧ r)), (beidseitiges Hinzufügen)
(xiv) ? (p⇐⇒ q) =⇒ ((p⇐⇒ r)⇐⇒ (q ⇐⇒ r)), (beidseitiges Hinzufügen)
(xv) ? (p ∧ q) ∧ r ⇐⇒ p ∧ (q ∧ r), (Assoziativität)
(xvi) ? p ∨ (q ∨ r)⇐⇒ (p ∨ q) ∨ r, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (Assoziativität)
(xvii) ? p ∨ (q ∧ r)⇐⇒ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r), (Distributivität)
(xviii) ? p ∧ (q ∨ r)⇐⇒ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r), (Distributivität)
(xix) ? ¬(p ∧ q)⇐⇒ ¬p ∨ ¬q, (De Morgan)
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(xx) ? ¬(p ∨ q)⇐⇒ ¬p ∧ ¬q, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (De Morgan)
(xxi) ? (p⇐⇒ q)⇐⇒ ((p =⇒ q) ∧ (q =⇒ p)), (beide Richtungen zeigen)
(xxii) ? ((p⇐⇒ q) ∧ (q ⇐⇒ r)) =⇒ (p⇐⇒ r), (Zwischenschritt)
(xxiii) ((p =⇒ q) ∧ (q =⇒ r)) =⇒ (p =⇒ r), (Zwischenschritt)
(xxiv) (p =⇒ q)⇐⇒ (¬p ∨ q), . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (Implikation auflösen)
(xxv) (p =⇒ q)⇐⇒ (¬q =⇒ ¬p), (Kontraposition)
(xxvi) ? p⇐⇒ ((p ∧ r) ∨ (p ∧ ¬r)). (Fallunterscheidung)

Bemerkung 1.10. ?
(i) Genauer sollte man (p ∧ p) ⇐⇒ p bzw. ((¬p) ∨ q) schreiben, d. h. Klammern

verwenden um die Reihenfolge anzudeuten.
(ii) Aus der Assoziativität folgt, dass wir hier Klammern weglassen dürfen, also

p∧ q ∧ r statt (p∧ q)∧ r schreiben dürfen. Für mehr als drei Aussage ist noch
nachzuweisen, dass wir die Klammern weglassen dürfen.

(iii) Wir schreiben p⇐⇒ q ⇐⇒ r für (p⇐⇒ q) ∧ (q ⇐⇒ r).
(iv) Eine andere Vorgehensweise ist es, die Aussagen aus 1.9 mit Wahrheitstafeln

zu zeigen und dann die entsprechenden Regeln zu formulieren. Da Wahrheits-
tafeln später jedoch keine große Rolle mehr spielen werden, haben wir die sehr
plausiblen Regeln vorher „vom Himmel fallen“ lassen und können so hier schon
Beweise in der später üblichen Form führen.

? Beweis von Proposition 1.9 mit Wahrheitstafeln. Diese Beweismethode wird spä-
ter kaum noch verwendet.

• Man zeigt, dass in der Wahrheitstafel für eine Aussage stets ein „wahr“
steht.

• Für (xxiv) ergibt sich beispielsweise

p q p =⇒ q ¬p ¬p ∨ q (xxiv)
w w w f w w
w f f f f w
f w w w w w
f f w w w w

Daher sind diese Aussagen äquivalent. (Es genügt auch zu zeigen, dass in
den beiden Spalten unter p =⇒ q und ¬p∨q stets dieselben Wahrheitswerte
stehen.) �

Beweis von Proposition 1.9. Wir führen dies exemplarisch für einige Aussagen vor
((xxiii), (xxiv) und (xxv)) und lassen den Rest als Übung.

(i): Aufgrund der Nachweisregel von ⇐⇒ zeigen wir, dass p ∧ t =⇒ p und
p =⇒ p ∧ t gelten.

„⇒“: Aufgrund der Nachweisregel von =⇒ nehmen wir zunächst an, dass p∧t
gilt. Dann folgt aus der Benutzungsregel von „und“, dass insbesondere
p gilt. Somit folgt p ∧ t =⇒ p aufgrund der Nachweisregel von =⇒.

„⇐“: Gelte nun p. Da t ebenfalls wahr ist, erhalten wir p ∧ t aufgrund der
Nachweisregel für „und“. Gemäß Nachweisregel für =⇒ erhalten wir
p =⇒ p ∧ t.

Nach der Nachweisregel von ⇐⇒ ergibt sich daraus die Behauptung.
(ii): Analog zu (i); Übung.
(iii): Entsprechend der Nachweisregel für ⇐⇒ teilen wir den Beweis auf.

„⇒“: Nehme an, dass ¬¬p gilt. Nach der Benutzungsregel für die Negation
erhalten wir daraus, dass p gilt.

„⇐“: Nehme nun an, dass p gilt. Wir wollen nun zeigen, dass auch ¬¬p gilt.
Entsprechend der Nachweisregel für die Negation nehmen wir an, dass
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auch ¬p gilt. Nach Definition der Negation ist somit p falsch. Da es
aber nicht möglich ist, dass p gleichzeitig wahr und falsch ist, erhalten
wir einen Widerspruch. Somit gilt ¬¬p.

Aufgrund der Nachweisregel für ⇐⇒ erhalten wir daraus nun die Behaup-
tung.

(iv): Benutze hierfür eine Wahrheitstabelle; Übung.
(v): Wir teilen den Beweis entsprechend der Nachweisregel für ⇐⇒ erneut auf.

„⇒“: Wir zeigen zunächst p∧q =⇒ q∧p: Laut Nachweisregel für =⇒ dürfen
wir annehmen, dass p∧ q gilt und müssen zeigen, dass dann q ∧ p gilt.
Nach Anwendungsregel von „und“ erhalten wir, dass p und q separat
gelten. Somit gelten auch q und p und somit aufgrund der Nachweis-
regel von „und“ auch q ∧ p.

„⇐“: Mit vertauschten Rollen erhalten wir analog zu oben q ∧ p =⇒ p ∧ q.
(Alternativ könnten wir die Ersetzungsregel benutzen.)

Aufgrund der Nachweisregel für ⇐⇒ folgt daraus p ∧ q ⇐⇒ q ∧ p.
(vi): Verfahre analog wie bei (v).
(vii): Laut Nachweisregel für ⇐⇒ müssen wir (p ⇐⇒ q) =⇒ (q ⇐⇒ p) und

(q ⇐⇒ p) =⇒ (p ⇐⇒ q) zeigen. Die zweite Aussage erhalten wir aus
der ersten durch Umbenennen bzw. Ersetzen (p ; a, q ; p, a ; q).
Zum Beweis von (p ⇐⇒ q) =⇒ (q ⇐⇒ p): Gemäß der Nachweisregel der
Implikation nehmen wir an, dass p ⇐⇒ q gilt und zeigen, dass q ⇐⇒ p
auch gilt. Aus der Anwendungsregel für p⇐⇒ q erhalten wir, dass p =⇒ q
und q =⇒ p gelten. Somit gelten auch q =⇒ p und p =⇒ p. Nach der
Nachweisregel für Äquivalenzen erhalten wir daraus q ⇐⇒ p wie gewünscht.

Beide Aussagen zusammengenommen liefern nun die Äquivalenz.
(viii): Erneut teilen wir den Beweis auf.

„⇒“: Zeige p ∧ p =⇒ p. Gelte p ∧ p. Dann folgt insbesondere p.
„⇐“: Zeige p =⇒ p ∧ p. Gelte p. Es gilt auch p (sic!). Somit folgt p ∧ p.
Beide Richtungen (Hinrichtung „=⇒“ und Rückrichtung „⇐=“) liefern nun
aufgrund der Nachweisregel für Äquivalenzen die Behauptung.

(ix): Argumentiere analog zu (viii); Übung.
(x): Ergibt sich direkt aus der Benutzungsregel für „und“.
(xi): Ergibt sich direkt aus der Nachweisregel für „oder“.
(xii): Dies folgt aus der Ersetzungsregel.
(xiii): Dies folgt ebenso aus der Ersetzungsregel.
(xiv): Dies folgt nochmals aus der Ersetzungsregel.
(xv): Für =⇒ teilen wir die linke Seite mit der Benutzungsregel in drei gültige

Aussagen auf und setzen sie mit der Nachweisregel anschließend wieder
zusammen.

(xvi): Analog zu (xv); Übung.
(xvii): Wir zeigen die Hin- und die Rückrichtung wieder separat.

„⇒“: Gelte p ∨ (q ∧ r). Dann ergeben sich zwei Fälle.
∗ Gilt p, so folgt p∨q und ebenso p∨r und folglich (p∨q)∧(p∨r).
∗ Gilt q ∧ r, so folgen

· q und daraus p ∨ q und
· r und daraus p ∨ r.

Aus diesen beiden Aussagen erhalten wir nun (p ∨ q) ∧ (p ∨ r).
„⇐“: Gelte nun (p∨ q)∧ (p∨ r). Daraus folgen p∨ q und p∨ r. Nach Benut-

zungsregel kann aus jeder dieser Aussagen in einem Fall p folgen. Ist
dies bei mindestens einer der Aussagen so, dann ergibt sich p∨ (q ∧ r)
und wir sind fertig. Sonst erhalten wir q und r, also q∧r und schließlich
p ∨ (q ∧ r).
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Hieraus folgt die Äquivalenz.
(xviii): Übung.
(xix): Verwende Wahrheitstafeln.
(xx): Verwende Wahrheitstafeln.
(xxi): Dies entspricht gerade den Regeln für die Äquivalenz.
(xxii): Leite dies aus dem nachfolgenden (xxiii) her.
(xxiii): Gelte (p =⇒ q) ∧ (q =⇒ r). Es folgen p =⇒ q und q =⇒ r. Um p =⇒ r zu

zeigen, nehmen wir an, dass p gilt. Dann folgt nach Voraussetzung zunächst
q und dann nach Voraussetzung r. Also haben wir p =⇒ r gezeigt.

(xxiv): Erneut zeigen wir die Hin- und die Rückrichtung separat.
„⇒“: Gelte p =⇒ q. Wir wollen zeigen, dass ¬p ∨ q gilt. Nach (iv) gilt

weiterhin p ∨ ¬p.
∗ Gilt p, so folgt nach Voraussetzung q und wir erhalten ¬p ∨ q.
∗ Gilt ¬p, so folgt direkt ¬p ∨ q.

„⇐“: Gelte ¬p ∨ q. Um p =⇒ q nachzuweisen, dürfen wir annehmen, dass p
gilt. Wegen ¬p ∨ q erhalten wir
∗ ¬p, was p widerspricht oder
∗ q und wir sind fertig.

Die Äquivalenz folgt.
(xxv): Erneut zeigen wir beide Richtungen.

„⇒“: Wir erhalten aus p =⇒ q nacheinander ¬p ∨ q, q ∨ ¬p, ¬¬q ∨ ¬p und
¬q =⇒ ¬p.

„⇐“: Aus (p =⇒ q) =⇒ (¬q =⇒ ¬p) erhalten wir durch Ersetzen (p ; ¬a,
q ; ¬b) (¬a =⇒ ¬b) =⇒ (¬¬b =⇒ ¬¬a). Wegen ¬¬a ⇐⇒ a und
¬¬b ⇐⇒ b erhalten wir durch erneutes Ersetzen (¬a =⇒ ¬b) =⇒
(b =⇒ a). Durch erneutes Ersetzen (a; q, b; p) folgt die Rückrich-
tung.

Beide Richtungen zusammen ergeben die Behauptung.
(xxvi): Nach (xxi) und der Nachweisregel für ⇐⇒ weisen wir im Folgenden nach,

dass p =⇒ ((p ∧ r) ∨ (p ∧ ¬r)) und ((p ∧ r) ∨ (p ∧ ¬r)) =⇒ p gelten.
„⇒“: Wir wollen zeigen, das p =⇒ ((p ∧ r) ∨ (p ∧ ¬r)) gilt. Gelte dazu p.

Nach „tertium noch datur“, vergleiche (iv), gilt r ∨ ¬r.
∗ Nach der Benutzungsregel von „oder“ betrachten wir zunächst

die Situation, dass r gilt. Weil p ohnehin schon gilt, folgt nun
p∧r. Aufgrund der Nachweisregel von „oder“ folgt (p∧r)∨(p∧¬r).
∗ Im Fall, dass ¬r gilt, erhalten wir analog p ∧ ¬r und dann (p ∧
r) ∨ (p ∧ ¬r).

Insgesamt erhalten wir also p =⇒ ((p ∧ r) ∨ (p ∧ ¬r)) wie gewünscht.
„⇐“: Wir wollen zeigen, dass ((p ∧ r) ∨ (p ∧ ¬r)) =⇒ p gilt. Gelte dazu

(p ∧ r) ∨ (p ∧ ¬r).
∗ Nach der Benutzungsregel von „oder“ nehmen wir im ersten Fall

an, dass p ∧ r gilt. Nach der Benutzungsregel von „und“ folgt
hieraus insbesondere p.
∗ Im zweiten Fall nehmen wir an, dass p ∧ ¬r gilt und erhalten

analog, dass p gilt.
Da wir in beiden Fällen gezeigt haben, dass p gilt, folgt ((p∧ r)∨ (p∧
¬r)) =⇒ p wie gewünscht.

Aus diesen beiden Richtungen ergibt sich nun aufgrund der Nachweisregel
für ⇐⇒ die Behauptung. �

Bemerkung 1.11. ? Es gibt noch zahlreiche weitere interessante Verknüpfungen
von logischen Aussagen. Einige Beispiele sind:
(i) ((p =⇒ q) ∧ p) =⇒ q, (modus ponens)
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(ii) (p⇐⇒ q) =⇒ (p =⇒ q), (Abschwächung)
(iii) ((p =⇒ r) ∧ (q =⇒ r) ∧ (p ∨ q)) =⇒ r, (beidseitige Abschwächung)
(iv) ((p ∨ q) ∧ (¬p)) =⇒ q, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (ausgeschlossene Variante)
(v) ((p =⇒ q) ∧ ¬q) =⇒ ¬p, (modus tollens)
(vi) (¬(p ∧ q) ∧ p) =⇒ ¬q, (ausgeschlossene Variante)
(vii) ((p =⇒ q)∧ (r =⇒ s)∧ (¬q ∨¬s)) =⇒ (¬p∨¬r), (falsche Schlussfolgerungen)
(viii) (p =⇒ q)⇐⇒ (p =⇒ (p ∧ q)). . . . . . . . . . . . . . . . . . (Wiederholen der Prämisse)
Die Benennung der Aussagen hier und in Proposition 1.9 ist teilweise keine Stan-
dardbenennung.
Hinweis: Beim Beweis kann es sinnvoll sein, eine stets falsche Aussage f einzufüh-
ren, beispielsweise ¬t.

Beweis. Übung. �

1.2. Erste Mengenlehre. Wir benutzen hier auch [6].

Definition 1.12 (Naive Definition einer Menge). Eine Menge ist eine Zusam-
menfassung von Objekten, den sogenannten Elementen dieser Menge. Ist A eine
Menge und x ein Objekt, so schreiben wir die Aussage x ∈ A, falls x ein Element
dieser Menge ist und x 6∈ A für ¬(x ∈ A).

Für eine Menge, die aus den Elementen a, b, c besteht schreiben wir {a, b, c}. Da-
bei ist die Reihenfolge der aufgeführten Elemente, oder ob wir Elemente mehrfach
aufführen, unerheblich. Eine analoge Schreibweise verwenden wir auch für Men-
gen mit einer anderen Anzahl (noch nicht definiert) von Elementen. Wir schreiben
{x1, x2, . . . , x20} oder {x1, x2, . . .}, falls klar ist, welche Elemente gemeint sind.

Die obige Definition erklärt nicht wirklich, was Mengen sind. Wir wollen Mengen
später von einer Menge, der leeren Menge, ausgehend, beschreiben.

Definition 1.13 (Teilmenge, Gleichheit). Seien A, B zwei Mengen.
(i) Dann ist A eine Teilmenge von B, notiert als A ⊂ B oder A ⊆ B, falls für

alle x ∈ A auch x ∈ B folgt. (Inklusion)
(? „für alle“ werden wir später mit einem Quantor abkürzen.)

(ii) Dann heißen A und B gleich, abgekürzt mit A = B, wenn A ⊂ B und B ⊂ A
gelten. (Extensionalitätsaxiom)
Gilt für zwei Mengen nicht A = B so schreiben wir A 6= B.

(iii) Gelten A ⊂ B und A 6= B so kürzen wir das mit A ( B ab.

Bemerkung 1.14. Aus der Definition ergeben sich für A ⊂ B
• Nachweisregel: Um zu zeigen, dass A ⊂ B gilt, zeigen wir, dass jedes x ∈ A

auch x ∈ B erfüllt.
• Nachweistext: Wir wollen zeigen, dass A ⊂ B gilt. Sei dazu x ∈ A. Dann

folgt . . . . Somit erhalten wir x ∈ B und daher A ⊂ B.
• Benutzungsregel: Aus x ∈ A folgt x ∈ B.
• Benutzungstext: Da x ∈ A ist, folgern wir, dass auch x ∈ B gilt.

? Ebenso ergibt sich für A = B

• Nachweisregel: Um zu zeigen, dass A = B gilt, zeigt man, dass A ⊂ B und
B ⊂ A gelten.

• Nachweistext: Wir wollen nun zeigen, dass A ⊂ B und B ⊂ A gelten.
• Benutzungsregel: Aus A = B folgen A ⊂ B und B ⊂ A.
• Benutzungstext: Aus A = B erhalten wir A ⊂ B.

Alternativ: Aus A = B erhalten wir B ⊂ A.

Lemma 1.15. Seien A, B, C Mengen. Dann gelten
(i) A ⊂ A, (Reflexivität)
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(ii) x ∈ A und A ⊂ B impliziert x ∈ B.
(iii) A ⊂ B ⊂ C impliziert A ⊂ C, (Transitivität)

Beweis.

(i) Zu zeigen ist, dass aus x ∈ A auch x ∈ A folgt. Das ist klar.
(ii) Gilt nach Definition von A ⊂ B.
(iii) Sei x ∈ A. Dann folgt x ∈ B nach (ii). Nochmals nach (ii) folgt auch x ∈ C.

Also gilt A ⊂ C. �

Axiom 1.16 (Aussonderungsaxiom). Sei A eine Menge und a(x) eine Aussageform.
Dann gibt es eine Menge B, deren Elemente genau die Elemente x aus A sind, die
a(x) erfüllen (Aussonderungsaxiom). Wir schreiben

B = {x ∈ A : a(x)}.

Bemerkung 1.17.

(i) Mit „genau“ in dieser Definition beschreiben wir, dass B alle Elemente x ∈ A
enthält, die a(x) erfüllen, aber keine, für die ¬a(x) gilt.

(ii) Da wir die Menge B hier definieren, schreiben wir auch B := {x ∈ A : a(x)}
und sagen, dass die Menge B als die Menge auf der rechten Seite definiert ist.

(iii) Es ist klar, dass B ⊂ A gilt.
(iv) Wir erhalten die folgenden Regeln:

• Nachweisregel: Um zu zeigen, dass y ∈ {x ∈ A : a(x)} gilt, müssen wir
y ∈ A und a(y) zeigen.

• Nachweistext: Ergibt sich aus der Nachweisregel.
• Benutzungsregel: Übung.
• Benutzungstext: Aus y ∈ {x ∈ A : a(x)} erhalten wir y ∈ A und a(y).

Bemerkung 1.18. ? Zu jeder Menge B gibt es eine Menge A und eine Aussageform
p(x), so dass

B = {x ∈ A : p(x)}
gilt: Man nehme eine beliebige Obermenge von B als A, d. h. eine Menge A mit
B ⊂ A, z. B. A = B, und für p(x) die Aussageform x ∈ B.

Diese Bemerkung erlaubt es, mit Aussage(forme)n statt mit Mengen zu arbeiten.

Bemerkung 1.19 (Russelsche Antinomie). ? Naiverweise könnte man sich im Aus-
sonderungsaxiom die Angabe sparen, aus welcher Menge man die Elemente ausson-
dert, die eine gegebene Aussage erfüllen, würde also die Existenz einer „Allmenge“
annehmen. Dann hätte man zu jeder Aussage eine Menge, in der alle Objekte sind,
die diese Aussage erfüllen. Dies führt jedoch zu einem Widerspruch:

Angenommen, es gäbe eine Allmenge A, also eine Menge, die alle Elemente
enthält. Dann definieren wir

B := {x ∈ A : x 6∈ x}.
Nach Definition ist nun y ∈ B ⇐⇒ (y ∈ A ∧ y 6∈ y). Da wir angenommen haben,
dass A eine Allmenge ist, ist y ∈ A stets erfüllt und wir erhalten y ∈ B ⇐⇒ y 6∈ y.
Wenn wir nun überprüfen wollen, ob B ∈ B gilt, können wir diese Bedingung mit
y = B anwenden und erhalten B ∈ B ⇐⇒ B 6∈ B. Dies ist ein Widerspruch.

Daher werden wir zukünftig Allmengen vermeiden.
Es ist üblich, in einem Widerspruchsbeweis die Annahme, die zu einem Wider-

spruch geführt werden soll, im Irrealis zu schreiben, bei den weiteren Folgerungen
daraus aber wieder den Realis zu verwenden.

Ausgehend von einer beliebigen Menge zeigen wir die Existenz der leeren Menge.
Wir haben bei unserem naiven Zugang angenommen, dass es Mengen gibt. Will man
dies nicht, so fordert man die Existanz der leeren Menge als Axiom.
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Lemma 1.20 (Existenz der leeren Menge). Es gibt eine Menge ∅ = {}, die leere
Menge, die kein Element enthält. Sie erfüllt
(i) ∅ ⊂ A für alle Mengen A und
(ii) ∅ ist eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei B eine beliebige Menge. Definiere

∅ := {x ∈ B : x 6= x}.

Aufgrund des Aussonderungsaxioms ist ∅ ein Menge.
(i) Sei A eine beliebige Menge. Wir müssen nachweisen, dass ∅ ⊂ A gilt, dass also

x ∈ ∅ =⇒ x ∈ A gilt. Dazu zeigen wir, dass die Aussage x ∈ ∅ stets falsch
ist. Sei x ∈ ∅ ein beliebiges Element, x ist also so gewählt, dass die Aussage
x ∈ ∅ gilt. Aus der Aussage x ∈ ∅ folgt x 6= x. Dies ist stets falsch. Somit
muss auch die Voraussetzung x ∈ ∅, unabhängig von x, falsch gewesen sein.
Dies wollten wir zeigen.

(ii) Seien ∅1 und ∅2 zwei leere Mengen. Dann folgen nach (i) ∅1 ⊂ ∅2 und ∅2 ⊂ ∅1.
Somit gilt nach Definition ∅1 = ∅2. �

1.3. Quantoren.

Definition 1.21 (Quantoren). Quantoren verwenden wir bei freien Variablen in
Aussageformen. Sie beziehen sich stets auf Elemente einer Menge:

Sei A eine Menge und a(x) eine Aussageform mit der freien Variablen x.
(i) Existenzquantor: Wir schreiben

∃ x ∈ A : a(x) oder ∃
x∈A

a(x)

für die folgende Aussage: „Es gibt ein x in der Menge A, so dass für dieses x
die Aussage a(x) gilt.“

(ii) Wir schreiben
∃!x ∈ A : a(x)

für die Aussage „Es gibt genau ein x aus A mit a(x)“. Sie gilt, falls es ein x
in der Menge A gibt, so dass für dieses x und kein anderes Element aus A die
Aussage a(x) gilt.

(iii) Allquantor: Wir schreiben

∀ x ∈ A : a(x) oder ∀
x∈A

a(x)

(in abgesetzten Formeln) oder auch a(x) ∀x ∈ A für die Aussage: „Für alle
x in der Menge A gilt die Aussage a(x).“

? Es gibt auch die Bezeichnungen
(i)
∨

für den Existenzquantor und
(ii)

∧
für den Allquantor.

Beispiel 1.22. Wir verwenden für diese Beispiele nochmals Schulwissen.
(i) Für alle reellen Zahlen x gilt x2 ≥ 0.
(ii) Es gibt eine reelle Zahl x mit x2 = 2.

Achtung: Der Existenzquantor schließt nicht aus, dass es auch mehrere
solche x geben kann. Um dies zu verdeutlichen, sagt man für ∃ x ∈ R : x2 = 2
„Es gibt eine oder mehrere reelle Zahlen x, so dass x2 = 2 gilt“.

(iii) Falsch ist aber: ∃!x ∈ R : x2 = 2.

Bemerkung 1.23.
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(i) Mit Quantoren können wir die Teilmengendefinition formaler angeben:

A ⊂ B :⇐⇒ ∀x ∈ A : x ∈ B.

? Dabei schreiben wir :⇐⇒ um anzudeuten, dass der Ausdruck auf der linken
Seite eine Abkürzung für die Aussage auf der rechten Seite ist.

(ii) Für den Allquantor ergeben sich die folgenden Regeln im Falle ∀x ∈ A : a(x):
• Nachweisregel: Man nimmt ein beliebiges Element x ∈ A und zeigt, dass
a(x) gilt.
Achtung: Der Variablenname x darf noch nicht verwendet worden sein.

• Nachweistext: Sei x ∈ A (beliebig/gegeben/beliebig aber fest vorgege-
ben). Wir wollen nun zeigen, dass a(x) gilt.
Alternativ: Zu zeigen: Es gilt a(x).

• Benutzungsregel: Wenn wir sicherstellen, dass x ∈ A gilt, dürfen wir die
Aussage a(x) benutzen.

• Benutzungstext: Es gilt ∀x ∈ A : a(x). Da y ∈ A ist, folgt hieraus a(y).
(iii) Regeln für ∃x ∈ A : a(x):

• Nachweisregel: Man muss ein konkretes y ∈ A angeben, das a(y) erfüllt.
Alternativ: Zeige, dass {x ∈ A : a(x)} 6= ∅ gilt.

• Nachweistext: Wir definieren y := . . .. Wir zeigen nun, dass y ∈ A und
a(y) gelten.

• Benutzungsregel: Man darf sich ein y (neuer Name!) mit y ∈ A und a(y)
nehmen.

• Benutzungstext: Aus ∃x ∈ A : a(x) folgt, dass es ein y ∈ A mit a(y) gibt.
(iv) Regeln für ∃!:

• Nachweisregel: Die Aussage ∃!x ∈ A : a(x) zeigt man, indem man ∃x ∈
A : a(x) zeigt und dass für alle x, y ∈ {z ∈ A : a(z)}, wobei wir x, y ∈
{. . .} für x ∈ {. . .} und y ∈ {. . .} schreiben, die Aussage x = y folgt.

• Nachweistext: Wir wollen ∃!x ∈ A : a(x) zeigen. Dazu zeigen wir zunächst
∃x ∈ A : a(x): . . . . Seien nun x, y ∈ A mit a(x). Wir folgern, dass . . . .
Somit ergibt sich x = y und wir erhalten ∃!x ∈ A : a(x).

Wir wollen die folgenden Quantorenregeln verwenden.

Proposition 1.24. Seien A, B Mengen und p(x) bzw. p(x, y) Aussageformen.
Dann gelten

∀
x∈A

∀
y∈B

p(x, y) ⇐⇒ ∀
y∈B

∀
x∈A

p(x, y),(1.1)

∃
x∈A

∃
y∈B

p(x, y) ⇐⇒ ∃
y∈B

∃
x∈A

p(x, y),(1.2)

∃
x∈A

∀
y∈B

p(x, y) =⇒ ∀
y∈B

∃
x∈A

p(x, y),(1.3)

¬
(
∀
x∈A

p(x)

)
⇐⇒ ∃

x∈A
¬p(x),(1.4)

¬
(
∃
x∈A

p(x)

)
⇐⇒ ∀

x∈A
¬p(x).(1.5)

Beweis.

• (1.1): ? Klar, da es keine Rolle spielt, ob wir zuerst ein beliebiges Element
x ∈ A oder ein beliebiges Element y ∈ B auswählen.

• (1.2): ? Analog zu (1.1).
• (1.3): Um zu zeigen, dass

∀
y∈B

∃
x∈A

p(x, y) gilt, wenn ∃
x∈A

∀
y∈B

p(x, y)
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gilt, sei y0 ∈ B beliebig vorgegeben. Aufgrund der Voraussetzung gibt es
somit ein x0 ∈ A, so dass ∀ y ∈ B : p(x0, y) gilt. Da y0 ∈ B ist, erhalten
wir, dass p(x, y) gilt. Dies zeigt die Behauptung.

• (1.4): ?
– „⇒“: Beruht darauf, dass es ein Gegenbeispiel geben muss, wenn die

Aussage nicht für alle x ∈ A gilt.
– „⇐“: Da es nach Voraussetzung ∃x ∈ A : ¬p(x) ein Gegenbeispiel gibt,

kann die Aussage ∀x ∈ Aa : p(x) nicht richtig sein.
• (1.5): Wir leiten dies aus (1.4) her. Mit Proposition 1.24 (xxi) und (x)

erhalten wir daraus

¬
(
∀
x∈A

p(x)

)
=⇒ ∃

x∈A
¬p(x).

Weiter benutzen wir Proposition 1.24 (xxv) und folgern

¬
(
∃
x∈A
¬p(x)

)
=⇒ ¬¬

(
∀
x∈A

p(x)

)
.

Nun ersetzen wir überall p(x) durch ¬p(x). Es ergibt sich

¬
(
∃
x∈A
¬¬p(x)

)
=⇒ ¬¬

(
∀
x∈A
¬p(x)

)
.

Jetzt benutzen wir noch Proposition 1.24 (iii) und folgern

¬
(
∃
x∈A

p(x)

)
=⇒ ∀

x∈A
¬p(x).

Analog zeigen wir die umgekehrte Implikation und erhalten wegen Propo-
sition 1.24 (xxi) die Behauptung (1.5). �

Bemerkung 1.25.

(i) Die beiden Äquivalenzen (1.4) und (1.5) heißen De Morgansche Regeln.
(ii) In (1.3) in Proposition 1.24 handelt es sich nicht um eine Äquivalenz: Ist

A = R (die hier noch nicht definierten reellen Zahlen) und p(x, y) die Aussage
x+ y = 0, so ist die rechte Seite wahr, die linke aber nicht.

1.4. Weitere Mengenlehre.

Axiom 1.26 (Vereinigung).

(i) Seien A,B Mengen. Dann gibt es die Vereinigung von A und B, A∪B, eine
Menge, die genau die Elemente von A und B enthält. Es gilt

x ∈ A ∪B ⇐⇒ (x ∈ A ∨ x ∈ B).

(ii) SeiM eine Menge von Mengen. Dann gibt es die Vereinigung der Mengen
ausM,

⋃
A∈M

A, eine Menge, die genau die Elemente enthält, die in (mindes-

tens) einer der Mengen A ∈M enthalten sind. Es gilt

x ∈
⋃
A∈M

A ⇐⇒ ∃
A∈M

x ∈ A.

Bemerkung 1.27 (Existenz einer Obermenge). Sei M eine Menge von Mengen.
Dann gibt es eine Menge M mit der Eigenschaft

A ∈M =⇒ A ⊂M.

Sie heißt Obermenge.

Beweisidee. Setze M :=
⋃

A∈M
A. �
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Definition 1.28 (Durchschnitt).

(i) Seien A,B Mengen und sei X eine beliebige fixierte Obermenge von A und
B. (Wir können beispielsweise X = A ∪ B wählen.) Dann definieren wir den
Durchschnitt, den Schnitt oder die Schnittmenge von A und B, A∩B, durch

A ∩B := {x ∈ X : x ∈ A ∧ x ∈ B}.

(ii) Sei nunM eine Menge von Mengen und sei X eine gemeinsame Obermenge,
gelte also A ⊂ X für alle A ∈M. Dann definieren wir den Schnitt der Mengen
ausM,

⋂
A∈M

A, durch⋂
A∈M

A := {x ∈ X : (∀A ∈M : x ∈ A)}.

Bemerkung 1.29. ?
(i) Eine Obermenge ist nicht eindeutig bestimmt. Nehmen wir ein weiteres Ele-

ment hinzu, so erhalten wir eine weitere Obermenge.
(ii) Der Schnitt von zwei Mengen oder von einer nichtleeren Menge von Mengen

hängt nicht von der gewählten Obermenge ab; Details: Übung.

Bemerkung 1.30.

(i) Enthält M keine Menge, so gilt nach Definition der Quantoren
⋃

A∈M
A = ∅

sowie
⋂

A∈M
A = X, falls klar ist, was die Obermenge X ist.

(ii) ? Enthält M genau zwei Mengen, so stimmen die ersten und zweiten Teile
der Axiome 1.26 und der Definition 1.28 überein.

(iii) ? Wir werden sehen, dass es bei der Vereinigung oder beim Schnitt von mehr
als zwei Mengen nicht auf die Reihenfolge ankommt. Daher ist die Definition
der Vereinigung und des Schnittes eine sinnvolle Verallgemeinerung des Falles
von zwei Mengen.

Wir behandeln dazu ein Lemma. Dabei geben wir nur einen knappen Beweis für
einen Teil der Aussage.

• Ergänzen Sie die fehlenden Details!
• Welche Aussagen mit Quantoren werden hier eigentlich gezeigt?
• Warum folgt daraus die Behauptung?
• Beweisen Sie den noch fehlenden Rest!
• Die Einführung in das mathematische Arbeiten (EmA) eignet sich vorzüg-

lich, um zu erlernen, wie man selbst solche Beweise eigenständig findet und
formal korrekt aufschreibt.

Lemma 1.31. Seien A,B Mengen. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:
(i) A ⊂ B,
(ii) A ∪B = B und
(iii) A ∩B = A.

Beweis. Wir zeigen nur (ii)⇐⇒ (iii).
• „(ii)=⇒(iii)“: Es gilt stets A∩B ⊂ A. Daher zeigen wir nur A ⊂ A∩B: Sei
x ∈ A beliebig. Es folgt x ∈ A ∪ B, also nach (ii) auch x ∈ B. Daher ist
x ∈ A ∩B wie behauptet.

• „(iii)=⇒(ii)“: Wiederum gilt B ⊂ A ∪ B stets. Es genügt also, A ∪ B ⊂ B
zu zeigen: Sei x ∈ A ∪ B beliebig. Ist x ∈ B, so sind wir fertig. Sonst gilt
x ∈ A. Nach (iii) folgt daraus x ∈ A∩B. Somit gilt x ∈ B. Die Behauptung
folgt. �
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Definition 1.32 (Disjunkte Mengen). Seien A,B zwei Mengen.
(i) Dann heißen A und B disjunkt, falls A∩B = ∅ gilt. In diesem Fall schreiben

wir auch A∪̇B statt A ∪B.
(ii) SeiM eine Menge von Mengen. Dann heißt diese disjunkt, falls für alle A,B ∈
M mit A 6= B stets A∩B = ∅ gilt. In diesem Falle schreiben wir auch

⋃̇
A∈M

A

statt
⋃

A∈M
A.

Definition 1.33 (Komplement). Seien A und B Mengen mit fester Obermenge X.
Dann definieren wir
(i) das Komplement von A in B durch

B \A := {x ∈ B : x 6∈ A}.

(ii) das Komplement von A durch

{A := {x ∈ X : x 6∈ A}.

Proposition 1.34. Seien A, B und C drei Mengen und sei X eine feste Obermen-
ge. Dann gelten
(i) A ∪B = B ∪A (Kommutativität)
(ii) A ∩B = B ∩A (Kommutativität)
(iii) (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) (Assoziativität)
(iv) (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C) (Assoziativität)
(v) (A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C) (Distributivität)
(vi) (A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C) (Distributivität)
(vii) {(A ∪B) = {A ∩ {B (De Morgansche Regel)
(viii) {(A ∩B) = {A ∪ {B (De Morgansche Regel)
(ix) {{A = A
(x) A ∪ {A = X
(xi) A \B = A ∩ {B

Beweis. Wir betrachten nur zwei der Aussagen und lassen den Rest als Übung.
Erster Teil der Distributivität (v):
„⊂“: Sei x ∈ (A ∩B) ∪ C beliebig. Wir erhalten

x ∈ (A ∩B) ∨ x ∈ C
=⇒ (x ∈ A ∧ x ∈ B) ∨ x ∈ C
=⇒ (x ∈ A ∨ x ∈ C) ∧ (x ∈ B ∨ x ∈ C) (Proposition 1.9 (xvii))
=⇒ (x ∈ A ∪ C) ∧ (x ∈ B ∪ C)

=⇒ x ∈ (A ∪ C) ∩ (B ∪ C).

„⊃“: Folgt analog.
Erste De Morgansche Regel (vii):

„⊂“: Sei x ∈ {(A ∪B). Es folgt

x 6∈ (A ∪B)

=⇒ ¬(x ∈ (A ∪B))

=⇒ ¬(x ∈ A ∨ x ∈ B)

=⇒ ¬(x ∈ A) ∧ ¬(x ∈ B) (Proposition 1.9 (xx))
=⇒ x 6∈ A ∧ x 6∈ B
=⇒ x ∈ {A ∧ x ∈ {B
=⇒ x ∈ {A ∩ {B.
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„⊃“: Folgt wieder analog. �

Axiom 1.35 (Potenzmenge). Sei A eine beliebige Menge. Dann gibt es die Menge
P(A) (oder 2A), die Potenzmenge von A. Ihre Elemente sind genau die Teilmen-
gen von A.

Beispiel 1.36.

(i) Sei A = {a, b, c}, so ist

P(A) = {∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}}.

(ii) Ist A = ∅, so ist P(A) = {∅}. Beachte, dass (insbesondere in diesem Fall)
P(A) 6= A ist.

(iii) Die Aussagen M ⊂ A und M ∈ P(A) sind nach Definition der Potenzmenge
äquivalent.

Axiom 1.37 (Kartesisches Produkt). Seien A und B zwei Mengen. Dann gibt
es eine Menge, das kartesische Produkt von A und B, A × B, das aus allen
geordneten Paaren (a, b) mit a ∈ A und b ∈ B besteht. a heißt die erste und b die
zweite Komponente dieses Paares. Es gilt

A×B = {(a, b) : a ∈ A ∧ b ∈ B}.

Bemerkung 1.38. ? Mengentheoretisch kann man solche Paare als gewisse zwei-
elementige Mengen darstellen. Dabei wird (a, b) ∈ A × B durch {a, {a, b}} ⊂
A ∪ P(A ∪B) oder {a, {a, b}} ∈ P(A ∪ P(A ∪B)) dargestellt.

Damit können wir definieren, was eine Funktion oder Abbildung ist:

Definition 1.39 (Funktion, Abbildung). Seien A, B zwei Mengen.
(i) Eine Funktion oder Abbildung f von A nach B, f : A → B, ist eine Teil-

menge von A×B mit der Eigenschaft, dass es zu jedem a ∈ A genau ein b ∈ B
mit (a, b) ∈ f gibt:

∀ a ∈ A∃ ! b ∈ B : (a, b) ∈ f.

Wir schreiben dafür auch b = f(a) oder a 7→ b.
Die Beschreibung einer Funktion als Teilmenge des kartesischen Produktes

wird später kaum noch verwendet. Dafür definiert man dann den Graphen
von f durch

graph f := {(x, f(x)) ∈ A×B : x ∈ A}.

Der Graph einer Funktion f ist gerade die oben betrachtete Teilmenge f ⊂
A×B.

(ii) A heißt Definitionsbereich der Funktion f , bezeichnet mit D(f), und

f(A) := {f(x) : x ∈ A} ≡ {y ∈ B : (∃x ∈ A : f(x) = y)}

heißt Bild oder Wertebereich von f . Wir schreiben im f oder R(f) für f(A)
(für image bzw. range).

(iii) Allgemeiner definieren wir für beliebige M ⊂ A eine Menge f(M), das Bild
von M unter f , durch

f(M) := {y ∈ B : (∃x ∈M : y = f(x))} ≡ {f(x) : x ∈M}.

Somit induziert f eine Abbildung P(A) → P(B), die wir wieder mit f be-
zeichnen.
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(iv) Zu einer beliebigen Abbildung f : A→ B definieren wir dieUrbildabbildung

f−1 : P(B)→ P(A)

durch
f−1(M) = {x ∈ A : f(x) ∈M}

für beliebige M ⊂ B. Die Menge f−1(M) ⊂ A heißt das Urbild von M unter
der Abbildung f .

Bemerkung 1.40. Zwei Funktionen f : A → B und g : C → D sind gleich, wenn
f und g als Teilmengen von A×B bzw. C×D gleich sind. Insbesondere kann f = g
nur gelten, falls auch A = C und B = D gelten.

Wir definieren einige fundamentale Eigenschaften von Funktionen.

Definition 1.41. Sei f : A→ B eine Funktion.
(i) Dann heißt f injektiv, falls aus f(x) = f(y) bereits x = y folgt.

Im Englischen sagt man, dass eine Abbildung “one to one” sei und in älteren
Texten heißen solche Abbildungen eineindeutig.

(ii) f heißt surjektiv, falls f(A) = B gilt.
Wir sagen, dass f die Menge A auf die Menge B abbildet. Ist f nicht

notwendigerweise surjektiv, so heißt f im Gegensatz dazu eine Abbildung von
A nach B oder von der Menge A in die Menge B.

(iii) f heißt bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist. Eine bijektive Abbildung
heißt Bijektion.

(iv) Ist f injektiv, so definieren wir die Inverse oder Umkehrabbildung von f
durch

f−1 : R(f)→A,

f(x) 7→x,

d. h. wir definieren f−1(f(x)) := x.

Bemerkung 1.42.

(i) Die Inverse ist wohldefiniert: Zu jedem a ∈ im f gibt es ein x ∈ Amit f(x) = a.
Für ein beliebiges anderes y ∈ A mit f(x) = a folgt aufgrund der Injektivi-
tät von f bereits x = y. Damit ordnen wir jedem a ∈ im f ein eindeutig
bestimmtes x ∈ A zu.

(ii) Allgemeiner sprechen wir von Wohldefiniertheit, wenn wir etwas durch das
Angegebene definieren. Bei einer Abbildung müssen wir zwei Mengen X (als
Definitionsbereich) und Y und für jedes x ∈ X ein eindeutig bestimmtes y ∈ Y
angegeben. So erhalten wir eine Abbildung g : X → Y .

(iii) Wir verwenden f−1 für die Inverse und für die Urbildabbildung. Die sollte
nicht zu Verwirrungen führen, es gilt nämlich, falls beide definiert sind, für
die Inverse I, die Urbildabbildung U und alle x ∈ A

{I(f(x))} = U({f(x)}).
(iv) Ist f : A→ B eine Abbildung, die g : P(A)→ P(B) induziert, so gilt

{f(x)} = g({x})
für alle x ∈ A.

Definition 1.43 (Komposition von Abbildungen). Seien f : A→ B und g : B → C
zwei Abbildungen. Dann definieren wir eine Abbildung g ◦ f : A → C durch x 7→
g(f(x)). g ◦ f heißt Komposition der Abbildungen f und g.

Beispiele 1.44.



18 1. GRUNDLAGEN: LOGIK, MENGENLEHRE UND REELLE ZAHLEN

(i) Sei A eine Menge. Dann definieren wir die Diagonale ∆(A) von A×A durch

∆(A) := {(x, x) ∈ A×A : x ∈ A}.
(ii) Die Abbildung ∆(A) ⊂ A×A heißt Identität auf A, idA oder id. (Wir verwen-

den „heißt“ für eine Definition und könnten dies auch wie folgt ausdrücken:
Wir definieren die Identität auf A als die Abbildung ∆(A).) Es gilt idA(x) = x
für alle x ∈ A.

(iii) Ist f : A→ B bijektiv, so gelten f−1 ◦ f = idA und f ◦ f−1 = idB .
(iv) Sei A eine Menge und gelte C ⊂ A. Dann heißt die Abbildung i : C → A

mit x 7→ x Inklusionsabbildung. i ist injektiv. Wir schreiben dafür manchmal
i : C ↪→ A.

(v) Sei f : A → B eine Abbildung. Sei C ⊂ A eine Menge. Dann definieren wir
die Einschränkung oder Restriktion von f auf C durch

f |C : C →B,

x 7→ f(x).

Ist i : C ↪→ A die Inklusionsabbildung, so gilt f |C = f ◦ i.

Bemerkung 1.45. Seien f : A→ B, g : B → C und h : C → D drei Abbildungen.
Dann gelten

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f

und

(g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1,

wobei die zweite Gleichheit sowohl für die Urbildabbildungen als auch (falls defi-
niert) für die Inversen gilt.

Definition 1.46 (Relationen). Seien A,B Mengen.
(i) Eine Teilmenge R ⊂ A×B heißt Relation. Statt (x, y) ∈ R sagen wir auch,

dass R(x, y) gilt.
(ii) Eine Relation R ⊂ A×A heißt

(a) reflexiv, falls R(x, x) für alle x ∈ A gilt,
(b) symmetrisch, falls für alle x, y ∈ A aus R(x, y) auch R(y, x) folgt,
(c) antisymmetrisch, falls für alle x, y ∈ A aus R(x, y) und R(y, x) bereits

x = y folgt,
(d) transitiv, falls für alle x, y, z ∈ A aus R(x, y) und R(y, z) auch R(x, z)

folgt,
(e) total oder linear, falls für alle x, y ∈ A stets R(x, y) oder R(y, x) gilt.

(iii) Sei R ⊂ A×A eine Relation. Dann heißt R
(a) Äquivalenzrelation, falls R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Häufig schreiben wir x ∼ y statt R(x, y) für Äquivalenzrelationen.
(b) Ordnung oder Totalordnung, falls R reflexiv, transitiv, antisymme-

trisch und total/linear ist.
(c) Halbordnung oder partielle Ordnung, falls R reflexiv, transitiv und

antisymmetrisch ist.

Definition 1.47. Sei R ⊂ A×A eine Äquivalenzrelation. Sei x ∈ A. Dann heißt

[x] := {y ∈ A : R(x, y)}

die Äquivalenzklasse oder Restklasse von x. Statt y ∈ [x] schreiben wir auch
y ≡ x mod R.

Mit A/R := {[x] : x ∈ A} bezeichnen wir die Menge aller Äquivalenzklassen
dieser Relation.
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Beispiele 1.48. Die folgenden Beispiele verwenden Schulwissen.
(i) Die Relation „wohnt in der gleichen Stadt“ ist eine Äquivalenzrelation. Die

Äquivalenzklassen bestehen jeweils aus allen Bürgern von Konstanz, Kreuz-
lingen, . . . .

(ii) Auf der Menge A := Z × (Z \ {0}) definieren wir eine Äquivalenzrelation ∼
durch die Festlegung, dass (a, b) ∼ (c, d) genau dann gilt, falls ad = bc richtig
ist. Fassen wir nun (a, b) als den Bruch a

b auf, so bestehen die Äquivalenzklas-
sen A/∼ gerade aus den Brüchen, die dieselbe reelle Zahl ergeben.

(iii) Sei n ∈ N \ {0}. Auf Z definieren wir eine Äquivalenzrelation ∼ durch:

a ∼ b :⇐⇒ ∃ k ∈ Z : a− b = kn.

Die Äquivalenzklassen Z/∼ bestehen dann gerade aus den ganzen Zahlen, die
bei Division durch n denselben Rest lassen. Statt a ∼ b schreiben wir hier
auch a ≡ b( mod n).

1.5. Die reellen Zahlen.

Definition 1.49. Die reellen Zahlen, mit R bezeichnet, sind eine Menge R mit
den folgenden Eigenschaften:
(A) R ist ein Körper, d. h. es gibt Abbildungen +: R × R → R, die Addition,

wobei wir x+ y statt +(x, y) schreiben, und · : R×R→ R, die Multiplikation,
mit (x, y) 7→ x ·y oder xy statt x ·y, und zwei ausgezeichnete Elemente 0, 1 ∈ R
mit 0 6= 1, d. h. ¬(0 = 1), wobei 0 Null und 1 Eins heißt, die die folgenden
Eigenschaften haben:
(K1) x+ (y + z) = (x+ y) + z,
(K2) x+ y = y + x,
(K3) 0 + x = x,
(K4) ∀

x∈R
∃
y∈R

x+y = 0, wobei wir für die additive Inverse y auch −x schreiben,

also x+ (−x) = 0,
(K5) (xy)z = x(yz),
(K6) xy = yx,
(K7) 1x = x,
(K8) ∀

x∈R\{0}
∃
y∈R

xy = 1, wobei wir für die multiplikative Inverse y auch x−1

schreiben, also xx−1 = 1,
(K9) x(y + z) = xy + xz.
Falls nicht anders angegeben, gelten diese Gleichheiten jeweils für alle x, y, z ∈
R. Wir haben hier die Konvention „Punkt vor Strich“ benutzt, d. h. wir schrei-
ben xy + z für (x · y) + z.

(B) R ist ein angeordneter Körper, d. h. es gibt eine Relation R ⊂ R×R, wobei
wir x ≤ y statt R(x, y) schreiben, die die folgenden Eigenschaften für alle
x, y, z ∈ R erfüllt:
(O1) x ≤ y und y ≤ z =⇒ x ≤ z, (Transitivität)
(O2) x ≤ y und y ≤ x =⇒ x = y, (Antisymmetrie)
(O3) es gilt x ≤ y oder y ≤ x,
(O4) aus x ≤ y folgt x+ z ≤ y + z,
(O5) aus 0 ≤ x und 0 ≤ y folgt 0 ≤ xy.
Statt x ≤ y schreiben wir auch y ≥ x und statt x ≤ y und x 6= y schreiben wir
x < y oder y > x.

(C) R ist vollständig, d. h. jede nichtleere nach oben beschränkte Teilmenge von
R besitzt ein Supremum in R.
? Die Definition des Supremums ist so wichtig, dass wir sie gesondert als

Definition 1.50 notieren werden.
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Definition 1.50 (Supremum).

(i) Eine Menge A ⊂ R heißt nach oben beschränkt, falls es ein x ∈ R mit
y ≤ x für alle y ∈ A gibt.

(ii) x0 ∈ R ist eine obere Schranke von A ⊂ R, falls x0 ≥ y für alle y ∈ A gilt.
(iii) x0 ∈ R ist das Supremum einer Menge A ⊂ R, mit x0 = supA bezeichnet,

falls für jede obere Schranke x von A die Ungleichung x ≥ x0 gilt. x0 heißt
auch kleinste obere Schranke.

(iv) Gilt supA ∈ A, so heißt supA auch Maximum: maxA.
(v) Ist A ⊂ R nicht nach oben beschränkt, so schreiben wir supA =∞.

Wir vereinbaren, dass für jedes x ∈ R die Ungleichungen −∞ < x < ∞
gelten.

(vi) Entsprechend definieren wir nach unten beschränkt, untere Schranke so-
wie das Infimum als größte untere Schranke einer Menge und dasMinimum.
Für nach unten unbeschränkte Mengen A ⊂ R schreiben wir inf A = −∞.

Gerne werden diese Begriffe auch wie folgt eingeführt: Setze

−A := {−a : a ∈ A}.

Dann ist A nach unten beschränkt, falls −A nach oben beschränkt ist. x ist
eine untere Schranke für A, falls −x eine obere Schranke für −A ist. x = inf A,
falls −x = sup(−A).

(vii) Ist A ⊂ R nach oben und nach unten beschränkt, so heißt A beschränkt.

Bemerkung 1.51. Es gelten sup ∅ = −∞ sowie inf ∅ =∞.

Bemerkung 1.52. ? Wir werden hier axiomatisch vorgehen und annehmen, dass
die reellen Zahlen R existieren und lediglich skizzieren, wie man deren Existenz
und Eindeutigkeit, bis auf eine Abbildung, die die jeweiligen Null- und Einselemen-
te aufeinander abbildet und mit Multiplikation, Addition, Anordnung und Supre-
mumsbildung verträglich ist, zeigen kann.

Wir nehmen an, dass eine Menge existiert. Dann gibt es auch die leere Men-
ge. Nun bilden wir nacheinander die folgenden Mengen, die die natürlichen Zahlen
werden: 0 = ∅ und die mit ·+ bezeichneten Nachfolger, bestehend aus allen Vorgän-
gern, 0+ ≡ 1 = {∅} = {0}, 1+ ≡ 2 = {∅, {∅}} = {0, 1}, 2+ = 3 = {0, 1, 2}, . . . und
verwenden die aus der Schule gebräuchlichen Bezeichnungen 0, 1, 2, 3, . . .. Für die
Existenz dieser Menge N benötigen wir noch das Unendlichkeitsaxiom, das besagt,
dass es die Menge, die aus der leeren Menge und allen ihren – wie oben beschrieben
gebildeten – Nachfolgern besteht, gibt. Wir schreiben N = {0, 1, 2, 3, . . .}. Auf den
natürlichen Zahlen definiert man eine Addition vermöge n+ (m+) = (n+m)+ und
eine Multiplikation durch n · (m+) = (n ·m) + n ≡ nm + n und weist die in der
Schule benutzten Rechenregeln nach.

Dann konstruiert man die ganzen Zahlen Z als Restklassen der Paare von natür-
lichen Zahlen (a, b) mit der Äquivalenzrelation (a, b) ∼ (c, d), falls a+d = c+ b gilt,
d. h. (a, b) wäre (in Schulnotation) die ganze Zahl a − b, die wir als Differenz von
zwei natürlichen Zahlen darstellen. Auch hier definiert man Addition, Subtraktion
und Multiplikation und weist die in der Schule benutzten Rechenregeln nach.

Die rationalen Zahlen erhält man als Restklassen von Paaren (a, b) ∈ Z×(Z\{0})
mit der Äquivalenzrelation (a, b) ∼ (c, d), falls ad = bc gilt. Wir schreiben auch
a
b = (a, b) und definieren eine Addition a

b + c
d

:= ad+bc
bd sowie eine Multiplikation

a
b ·

c
d

:= ac
bd . Unabhängig von dieser Konstruktion schreiben wir ab jetzt a

b statt
a · b−1 falls a, b ∈ R mit b 6= 0 sind.

Ähnlich wie wir später einen metrischen Raum vervollständigen werden, erhält
man nun R aus Q.
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Die Eindeutigkeit von R bis auf eine Abbildung ϕ, die die jeweiligen Null- und
Einselemente aufeinander abbildet und ϕ(a + b) = ϕ(a) + ϕ(b) sowie ϕ(ab) =
ϕ(a)ϕ(b) für alle a, b erfüllt, erhält man, indem man sie in jedem Schritt der Kon-
struktion von R mitkonstruiert.

Definition 1.53. Seien a, b ∈ Rmit a < b. Wir definieren die folgenden Intervalle:
(i) (a, b) := {x ∈ R : a < x < b} (offenes Intervall)
(ii) (a, b] := {x ∈ R : a < x ≤ b} (halboffenes Intervall)
(iii) [a, b) := {x ∈ R : a ≤ x < b} (halboffenes Intervall)
(iv) [a, b] := {x ∈ R : a ≤ x ≤ b} (abgeschlossenes Intervall)
a und b heißen Endpunkte der Intervalle.

Lemma 1.54. Sei x ∈ R. Dann gilt 0x = x0 = 0.

Beweis. Es gilt 0 = 0 + 0. Wir multiplizieren mit x und erhalten 0x = (0 + 0)x =
0x+ 0x. Nun addieren wir auf beiden Seiten das additive Inverse von 0x. Es folgt
0 = 0x + (−(0x)) = (0x + 0x) + (−(0x)) = 0x + (0x + (−(0x))) = 0x + 0 = 0x =
x0. �

Lemma 1.55. Sei x ∈ R. Dann gelten
(i) (−1)x = −x,
(ii) −(−x) = x und
(iii) (−1)(−1) = 1.

Beweis.

(i) Wir multiplizieren (−1) + 1 = 0 mit x und erhalten

(−1)x+ x = (−1)x+ 1x = ((−1) + 1)x
s. o.
= 0x = 0.

Nun addieren wir das additive Inverse von x und erhalten

(−1)x = (−1)x+ 0 = (−1)x+ (x+ (−x)) = ((−1)x+ x) + (−x)
s. o.
= 0 + (−x) = −x

wie behauptet.
(ii) Es gilt 0 = −(−x)+(−x). Addieren wir auf beiden Seiten x, so folgt die zweite

Behauptung.
(iii) Setzen wir nun insbesondere x = −1 in, so folgt aus den ersten Teilen

(−1)(−1) = −(−1) = 1. �

Wir schreiben auch x− y statt x+ (−y).

Lemma 1.56. Sei x ∈ R. Dann ist das additive Inverse −x eindeutig bestimmt.

Beweis. Seien a, b ∈ R mit x + a = 0 und x + b = 0. Somit folgt a = a + 0 =
a+ (x+ b) = (a+ x) + b = 0 + b = b. �

Lemma 1.57. Es gelten 0 < 1 und −1 < 0.

Beweis.

(i) Ist 1 ≤ 0, so folgt durch Addition von (−1) die Ungleichung 0 ≤ (−1) und so-
mit 0 ≤ (−1)(−1) = 1. Dies ist aber nur möglich, falls 0 = 1 gilt. Widerspruch.
Somit ist 0 ≤ 1. Aus 0 6= 1 folgt daher 0 < 1.

(ii) Durch Addition von (−1) folgt aus 0 ≤ 1 die Ungleichung −1 ≤ 0. Wie oben
folgt nun −1 < 0. �

Lemma 1.58. Für alle x, y ∈ R gilt genau eine der folgenden drei Aussagen:

x < y, x = y oder y < x.

Beweis.
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(i) Ist x < y, so folgen ¬(x = y) und x ≤ y. Wäre zusätzlich y < x, so folgte
daraus y ≤ x und somit x = y. Widerspruch.

(ii) Ist y < x, so argumentiert man analog.
(iii) Ist x = y, so sind die beiden anderen Aussagen nach Definition ausgeschlossen.
(iv) Angenommen, es gilt keine der drei Aussagen, so gilt nach Definition einer

Ordnung zumindest x ≤ y oder y ≤ x. Wegen x 6= y folgt sogar x < y oder
y < x. Widerspruch. �

Lemma 1.59. Gelte 0 < x < y. Dann gelten
(i) 0 < x−1 und
(ii) 0 < y−1 < x−1.

Beweis.

(i) Es gilt 0 = x−1 + (−x−1). Dies multiplizieren wir mit x und erhalten 0 =
1 + x(−x−1). Somit ist x(−x−1) = −1 < 0. Es gilt genau eine der folgenden
drei Ungleichungen: −x−1 > 0, −x−1 = 0 oder −x−1 < 0. Die erste ist
ausgeschlossen, denn dann wäre auch das Produkt mit x > 0 positiv, ebenso
die zweite, denn dann wäre x(−x−1) = 0. Somit ist −x−1 < 0, also x−1 > 0.

(ii) Aus x < y folgt x ≤ y. Wir multiplizieren dies mit x−1y−1, dem Produkt
zweier positiver Zahlen, und erhalten y−1 ≤ x−1. Der Fall y−1 = x−1 ist
ausgeschlossen, denn dann wäre auch x = y. Somit folgt die Behauptung. �

Lemma 1.60. Seien x, y ∈ R. Gilt xy = 0, so folgt x = 0 oder y = 0.

Beweis. Wären x 6= 0 und y 6= 0, so könnten wir die Gleichung xy = 0 nacheinander
mit x−1 und y−1 multiplizieren. Es folgt 1 = 0. Widerspruch. �

Lemma 1.61. Seien a, b, x, y ∈ R.
(i) Gelten a ≤ b und x ≥ 0, so folgt ax ≤ bx.
(ii) Gelten a ≤ b und x ≤ 0, so folgt ax ≥ bx.
(iii) Gelten a < b und x > 0, so folgt ax < bx.
(iv) Gelten a < b und x < 0, so folgt ax > bx.
(v) Aus a ≤ b und x < y folgt a+ x < b+ y.
(vi) Aus a ≥ 0, b ≥ 0 und a+ b = 0 folgt a = b = 0.

Beweis.

(i) Wir erhalten nacheinander 0 ≤ b− a, 0 ≤ (b− a)x und ax ≤ bx.
(ii) Argumentiere ähnlich und benutze −x ≥ 0.
(iii) Nach (i) gilt ax ≤ bx. Der Fall ax = bx implizierte nach Multiplikation mit

x−1 6= 0 auch a = b. Widerspruch.
(iv) Folgt analog.
(v) Es ist klar, dass a + x ≤ b + y gilt. Wäre a + x = b + y, so erhalten wir

b+ y = a+ x ≤ b+ x und somit y ≤ x. Widerspruch.
(vi) Falls nicht, so dürfen wir ohne Einschränkung annehmen, dass a > 0 ist. Dann

erhalten wir aber mit (v) a+ b > 0. Widerspruch. �

Lemma 1.62. Seien a, b ∈ R.
(i) Aus 0 ≤ a ≤ b folgt a2 ≤ b2.
(ii) Aus a2 ≤ b2 und b ≥ 0 folgt a ≤ b.

Beweis.

(i) Wir multiplizieren a ≤ b mit a und mit b und erhalten a2 ≤ ab und ab ≤ b2.
Daraus folgt die behauptete Ungleichung.
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(ii) Angenommen, es gilt 0 ≤ b ≤ a. Dann folgt b2 ≤ a2, also a2 = b2. Also
ist 0 = a2 − b2 = (a − b)(a + b). Somit ist nach Lemma 1.60 a + b = 0 oder
a = b. Wegen a, b ≥ 0 erhalten wir in beiden Fällen a = b und die Behauptung
folgt. �

Wir werden die Konstruktion aus Bemerkung 1.52 nicht benutzen, um von ∅
ausgehend die natürlichen, ganzen und rationalen Zahlen zu definieren, sondern
definieren stattdessen:

Definition 1.63 (Natürliche Zahlen). Die natürlichen Zahlen N sind die kleinste
Teilmenge A ⊂ R mit
(N1) 0 ∈ A und
(N2) a+ 1 ∈ A für alle a ∈ A.
N ist dabei die kleinste solche Menge in dem Sinn, dass jede weitere Menge N ⊂ R,
die (N1) und (N2) erfüllt, auch N ⊂ N erfüllt.

Lemma 1.64. Es gibt die natürlichen Zahlen. Sie sind eindeutig bestimmt.

Beweis.

(i) Existenz: Sei M die Menge aller Teilmengen A von R, so dass 0 ∈ A und
a+ 1 ∈ A für alle a ∈ A gelten. Dann istM 6= ∅, da R ∈M ist. Definiere

N :=
⋂
A∈M

A.

Da 0 ∈ A für alle A ∈ M gilt, folgt auch 0 ∈ N. Sei a ∈ N. Dann folgt a ∈ A
für alle A ∈ M. Somit ist auch a + 1 ∈ A für alle diese Mengen A und wir
erhalten a+ 1 ∈ N.

N ist die kleinste Teilmenge von R, die (N1) und (N2) erfüllt, da wir N
als Schnitt aller Teilmengen von R mit diesen beiden Eigenschaften definiert
haben: Sei B ⊂ R beliebig mit (N1) und (N2). Dann gilt nach Definition von
N als Schnitt solcher Mengen bereits N ⊂ B.

(ii) Eindeutigkeit: Aufgrund der Minimalität folgt für zwei solche Mengen N1 ⊂
N2 und N2 ⊂ N1. �

Die natürlichen Zahlen werden auch häufig mit Hilfe der Peanoaxiome eingeführt.
Bei unserem Zugang können wir deren Gültigkeit beweisen.

Lemma 1.65 (Peanoaxiome). Es gelten die folgenden Aussagen:
(i) 0 ∈ N,
(ii) jedes a ∈ N besitzt genau einen Nachfolger a+ ∈ N,
(iii) 0 ist kein Nachfolger einer natürlichen Zahl.
(iv) Für alle m,n ∈ N folgt aus m+ = n+ bereits m = n.
(v) Sei X ⊂ R beliebig mit 0 ∈ X und n+ ∈ X für alle n ∈ X, so folgt N ⊂ X.

Der Nachfolger einer Zahl a ∈ N ist die Zahl a+ := a+ 1 ∈ N.

Beweis.

(i) klar
(ii) klar
(iii) Wegen (−1)+1 = 0 genügt der Nachweis, dass −1 < 0 ist (siehe Lemma 1.57)

und dass für alle Zahlen n ∈ N die Ungleichung n ≥ 0 gilt.
Definiere A := {x ∈ R : x ≥ 0}. Dann erfüllt A wegen 0 ≤ 0 (N1) und die

Forderung (N2) gilt, da a ≥ 0 und 1 ≥ 0 auch a+1 ≥ 0 implizieren. Im Beweis
von Lemma 1.64 ist also A ∈M für diese Menge A. Somit folgt n ≥ 0 für alle
n ∈ N.
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(Wir bemerken, dass man durch Betrachtung der Menge

A := {0, 1, 1 + 1, 1 + 1 + 1, . . . , 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
gleiche Anzahl

} ∪ {x ∈ R : x ≥ 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
wie hier

}

mit einem solchen Argument zeigen kann, dass bis zu einer Zahl 1+. . .+1 keine
„unerwarteten“ natürlichen Zahlen existieren. Da die Anzahl der Summanden
beliebig groß ist und damit größer als jede beliebige vorgegebene reelle Zahl,
was wir noch zeigen werden, folgt dann, dass sich jede natürliche Zahl als
iterierter Nachfolger von 0 darstellen lässt.)

(iv) klar
(v) Die Menge X erfüllt (N1) und (N2) und ist daher eine der Mengen, die im

Schnitt in Lemma 1.64 auftaucht. Somit gilt N ⊂ X. �

Theorem 1.66. R ist archimedisch, d. h. zu jedem x ∈ R gibt es ein n0 ∈ N, so
dass für alle n ≥ n0 die Ungleichung n ≥ x gilt.

Beweis. Es genügt, ein n ∈ N mit n ≥ x zu finden. Falls es kein solches n ∈ N
gibt, so ist x eine obere Schranke von N. Als nichtleere Menge mit einer oberen
Schranke besitzt N ein Supremum supN ∈ R. Es gilt supN− 1 < supN. Somit gibt
es nach Definition des Supremums ein n ∈ N mit n ≥ supN−1. Daraus folgt jedoch
n+ 1 ≥ supN und n+ 1 + 1 ≥ supN+ 1 > supN. Wegen n+ 1 + 1 ∈ N widerspricht
dies aber der Definition des Supremums und die Behauptung folgt. �

Korollar 1.67. Seien x, a, b ∈ R und sei a > 0.
(i) Dann gibt es ein n ∈ N mit an ≥ x.
(ii) Dann gibt es ein m ∈ N mit 0 < 1

m ≤ a.
(iii) Ist b ≤ 1

n für alle n ∈ N (oder für alle n ∈ N mit n ≥ n0), so ist b ≤ 0.

Beweis.

(i) Betrachte n ≥ x
a .

(ii) Betrachte m ≥ 1
a .

(iii) Dies ist eine Umformulierung der letzten Aussage. �

Theorem 1.68 (Vollständige Induktion). Erfülle M ⊂ N die Bedingungen
(i) 0 ∈M (Induktionsanfang) und
(ii) aus n ∈M folgt n+ 1 ∈M (Induktionsschritt),
so gilt M = N.

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 1.65 (v). �

Theorem 1.69. Sei p eine Aussageform auf N. Gelten
(i) p(0) und
(ii) p(n) =⇒ p(n+ 1) für alle n ∈ N,
so gilt p(n) für alle n ∈ N.

Beweis. Definiere M := {n ∈ N : p(n) ist wahr}. Dann folgt die Behauptung aus
Theorem 1.68. �

Bemerkung 1.70.

(i) Wir können vollständige Induktion auch benutzen, wenn p(0) gilt und wenn
für alle n ∈ N aus p(0) ∧ p(1) ∧ . . . ∧ p(n) die Aussage p(n + 1) folgt: Wir
benutzen dann die Aussageform

q(n) = (p(0) ∧ p(1) ∧ . . . ∧ p(n)) = ∀
0≤k≤n

p(k).

Wiederum folgt p(n) für alle n ∈ N.
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(ii) Gilt p(n0) für n0 ∈ N und folgt aus p(n) die Aussage p(n+ 1) für alle n ≥ n0,
so gilt p(n) für alle n ∈ N mit n ≥ n0.

Bemerkung 1.71. Genauso wie wir Aussagen induktiv beweisen können, kann
man auch entsprechend definieren. Dies bezeichnet man als rekursive Definition.
Da dies noch weitere Grundlagen benötigt, verschieben wir das noch.

Definition 1.72 (Familie, Folge).

(i) Seien I,X Mengen und f : I → X eine Abbildung. Dann heißt f auch Familie.
Wir schreiben (xi)i∈I . Dabei ist xi = f(i) für i ∈ I. I heißt Indexmenge.

(ii) Ist I = N, so heißt (xi)i∈N eine Folge. Wir schreiben auch (xi)i∈N ⊂ X für
eine solche Folge obwohl keine übliche Mengeninklusion vorliegt.

(iii) Ist J ⊂ I, so heißt (xj)j∈J Teilfamilie von (xi)i∈I , falls die Werte der Fami-
lien auf J übereinstimmen.

(iv) Ist I = N und J ⊂ N eine unendliche Menge (das wird noch definiert), so heißt
(xi)i∈J eine Teilfolge von (xi)i∈N. Ist (jk)k∈N ⊂ J eine Folge mit jk+1 > jk
für alle k und J =

⋃
k∈N
{jk}, so schreiben wir (xjk)k∈N für die Teilfolge.

(v) Sei (xi)i∈I eine Familie. Ist I = {1, 2, . . . , n} so schreiben wir auch (xi)1≤i≤n.
Im Falle
(a) n = 2 heißt die Familie ein Paar: (x1, x2),
(b) n = 3 heißt die Familie ein Tripel: (x1, x2, x3),
(c) n heißt die Familie ein n-Tupel: (x1, x2, . . . , xn).

Analog zu Axiom 1.26 und zu Definition 1.28 haben wir:

Definition 1.73 (Schnitt und Vereinigung von Familien). Sei (Ai)i∈I eine Familie
von Mengen mit Obermenge X, so definieren wir
(i)

⋃
i∈I

Ai := {x ∈ X : (∃ i ∈ I : x ∈ Ai)}.

(ii)
⋂
i∈I

Ai := {x ∈ X : (∀ i ∈ I : x ∈ Ai)}.

(iii) Im Falle I = {1, 2, . . . , n} schreiben wir
n⋃
i=1

Ai ≡
⋃
i∈I

Ai bzw.
n⋂
i=1

Ai ≡
⋂
i∈I

Ai.

Definition 1.74 (Supremum und Infimum von Familien). Ist (xi)i∈I eine Familie
reeller Zahlen, so setzen wir

sup
i∈I

xi := sup {xi : i ∈ I}

und inf
i∈I

xi := inf {xi : i ∈ I}.

Proposition 1.75.

(i) Seien A,B ⊂ R mit A ⊂ B. Dann gelten

supA ≤ supB sowie inf A ≥ inf B.

(ii) Sei (Ai)i∈I eine Familie von Mengen Ai ⊂ R. Setze A :=
⋃
i∈I

Ai. Dann gelten

supA = sup
i∈I

supAi sowie inf A = inf
i∈I

inf Ai.

Beweis.

(i) Gilt nach Definition.
(ii) Wegen inf A = − sup(−A) mit −A := {−x : x ∈ A} genügt es, die Behauptung

für das Supremum zu betrachten.
Aus Ai ⊂ A folgt supAi ≤ supA für alle i ∈ I. Also gilt auch

sup
i∈I

supAi ≤ supA.
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Für die umgekehrte Ungleichung unterscheiden wir zwei Fälle:
(a) Ist supA = ∞, so gibt es zu jedem n ∈ N ein xn ∈ A mit xn ≥ n. Da A

die Vereinigung der Ai’s ist, gilt xn ∈ Ai(n) für ein geeignetes i(n) ∈ I.
Somit ist sup

i∈I
supAi =∞.

(b) Ist b := supA < ∞, so gibt es nach Definition des Supremums zu jedem
n ∈ N \ {0} ein xn ∈ A mit

b− 1
n < xn ≤ b.

Wiederum gilt xn ∈ Ai(n) für geeignete i(n) ∈ I. Somit erhalten wir

b ≤ xn + 1
n ≤ supAi(n) + 1

n ≤ sup
i∈I

supAi + 1
n .

Wir folgern b ≤ sup
i∈I

supAi wie behauptet. �

Definition 1.76.

(i) Sei A eine Menge und f : A → R eine Funktion. Dann heißt f nach oben
(unten) beschränkt, falls dies für f(A) gilt. Wir schreiben

sup f(A) = sup
x∈A

f(x) und inf f(A) = inf
x∈A

f(x).

(ii) Sei A eine Menge und fi : A→ R, i ∈ I, eine Familie von Funktionen. Gilt für
alle x ∈ A

sup
i∈I

fi(x) <∞,

so definieren wir die Funktion

sup
i∈I

fi : A→ R durch
(

sup
i∈I

fi

)
(x) := sup

i∈I
fi(x).

(iii) Ohne die Voraussetzung, dass für alle x ∈ A die punktweise in i gleichmäßige
Beschränktheit sup

i∈I
fi(x) <∞ gilt, erhalten wir mit derselben Definition eine

Funktion sup
i∈I

fi : A→ R ∪ {∞}.

(iv) Analog definieren wir inf
i∈I

fi mit Werten in R oder R ∪ {−∞}, wobei wir −∞
hinzunehmen müssen, wenn inf

i∈I
fi(x) = −∞ gilt.

(v) Ist I = {1, . . . , n}, so schreiben wir auch

sup
i∈I

fi = sup(f1, . . . , fn) = max(f1, . . . , fn)

und entsprechend für das Infimum bzw. Minimum.

Wir verallgemeinern nun das kartesische Produkt auf mehr als zwei Faktoren.
Den Fall von zwei Faktoren erhalten wir dabei, wenn wir I = {1, 2} verwenden.

Definition 1.77 (Kartesisches Produkt).

(i) Sei (Ai)i∈I eine Familie von Mengen. Dann definieren wir das kartesische
Produkt durch∏

i∈I
Ai = {(xi)i∈I : für alle i ∈ I gilt xi ∈ Ai}.

(ii) Zu beliebigem j ∈ I definieren wir die j-te Projektion(sabbildung)

πj :
∏
i∈I

Ai → Aj durch πj((xi)i∈I) := xj .
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Beispiel 1.78. Ist I = {1, . . . , n} und Ai = R für alle i ∈ I, so ist
n∏
i=1

Ai ≡
∏
i∈I

Ai ≡ Rn ≡ R× . . .× R︸ ︷︷ ︸
n Stück

=
{(
x1, . . . , xn

)
: xi ∈ R für alle 1 ≤ i ≤ n

}
.

πi
(
x1, . . . , xn

)
= xi heißt die i-te Komponente des n-Tupels

(
x1, . . . , xn

)
.

Aus Kovarianzgründen schreiben wir hier die Indices nach oben. Dies sind kei-
ne Exponenten. Eine genauere Begründung dafür werden wir erst deutlich später
kennen lernen.

Beim ersten Lesen ist das folgende Axiom sicher schwer zugänglich. Ist I eine
endliche Menge oder (allgemeiner) nicht mächtiger (noch zu definieren) als N, so
können wir die Aussage aus dem Bisherigen beweisen, i. a. klappt dies jedoch nicht.

Axiom 1.79 (Auswahlaxiom). Sei (Ai)i∈I eine Familie von Mengen Ai mit Ai 6= ∅
für alle i ∈ I. Dann existiert eine Familie (xi)i∈I mit xi ∈ Ai für alle i ∈ I.
Insbesondere gilt dann

∏
i∈I

Ai 6= ∅. (Beachte
∏
i∈∅

Ai = {∅} 6= ∅.)

Proposition 1.80. Seien I 6= ∅ und (Ai)i∈I eine Familie von Mengen. Dann gilt∏
i∈I

Ai = ∅ ⇐⇒ Es gibt ein i ∈ I mit Ai = ∅.

Beweis.

„⇐“: Ist i0 ∈ I und Ai0 = ∅, so ist klar, dass es keine solche Familie (xi)i∈I geben
kann.

„⇒“: Gilt umgekehrt Ai 6= ∅ für alle i ∈ I, so folgt
∏
i∈I

Ai 6= ∅ gerade aus dem

Auswahlaxiom. �

Eine Folgerung des Auswahlaxioms ist das Zornsche Lemma. Wir werden es in
der Analysis erst spät benutzen, in der Linearen Algebra zeigt man damit, dass
jeder Vektorraum eine Basis besitzt.

Lemma 1.81 (Zornsches Lemma). Sei M eine nichtleere Menge mit einer Teil-
ordnung ≤. Nehme an, dass jede total geordnete Teilmenge Λ ⊂M (= Kette) eine
obere Schranke b ∈ M besitzt, d. h. dass x ≤ b für alle x ∈ Λ gilt. Dann enthält M
ein maximales Element x0, d. h. ein Element x0 ∈ M , so dass aus x ≥ x0 bereits
x = x0 folgt. (Beachte, dass x0 i. a. nicht eindeutig bestimmt ist.)

Beweis. Logikvorlesung. �

Definition 1.82 (Ausschöpfung, Partition, Überdeckung). Sei A eine Menge.
(i) Eine Überdeckung von A ist eine Familie (Ai)i∈I mit

A ⊂
⋃
i∈I

Ai.

(ii) Eine Partition von A ist eine Überdeckung (Ai)i∈I von A mit Ai ⊂ A für
alle i ∈ I durch paarweise disjunkte Mengen, d. h. es gilt Ai ∩Aj = ∅ für alle
i 6= j ∈ I. Wir schreiben

A =

·⋃
i∈I

Ai.

(iii) Eine Ausschöpfung von A ist eine aufsteigende Folge (An)n∈N von Teilmen-
gen von A, die also Am ⊂ An für m ≤ n erfüllen, mit

⋃
n∈N

An = A.

Proposition 1.83.
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(i) Sei ∼ eine Äquivalenzrelation auf A. Dann bilden die Restklassen von ∼ eine
Partition von A.

(ii) Sei (Ai)i∈I eine Partition von A. Dann ist ∼ mit

x ∼ y :⇐⇒ ∃ i ∈ I : x, y ∈ Ai
eine Äquivalenzrelation auf A.

Beweis.

(i) Sei ∼ eine Äquivalenzrelation auf A. Betrachte die Familie ([x])[x]∈A/∼.
(a) Wegen x ∈ [x] wird ganz A überdeckt und es gilt [x] ⊂ A für alle x ∈ A.
(b) Disjunktheit: Seien x, y ∈ A beliebig. Sind [x], [y] nicht disjunkt, so gibt

es ein z ∈ [x] ∩ [y]. Wir behaupten, dass dann auch [x] = [y] gilt, dass
es sich also um dieselben Äquivalenzklassen handelt. Seien x̄ ∈ [x] und
ȳ ∈ [y]. Dann gilt x̄ ∼ x ∼ z ∼ y, also folgt x̄ ∈ [y]. Ebenso gilt ȳ ∈ [x]
und [x] = [y] folgt.

(ii) (a) reflexiv: x ∼ x ist klar.
(b) symmetrisch: x ∼ y =⇒ y ∼ x ist ebenso klar.
(c) transitiv: Gelte x ∼ y und y ∼ z. Somit gibt es k, l ∈ I mit x, y ∈ Ak

und y, z ∈ Al. Weil die Familie (Ai)i∈I aus paarweise disjunkten Mengen
besteht und y ∈ Ak ∩ Al gilt, folgt k = l. Somit gilt auch x, z ∈ Ak = Al
und nach Definition folgt x ∼ z wie behauptet. �

Lemma 1.84. Seien A,B Mengen. Sei (An)n∈N eine Ausschöpfung von A und sei
(fn)n∈N eine Familie von Abbildungen fn : An → B mit der Eigenschaft

fn|Am = fm für alle m ≤ n.

Dann gibt es genau eine Funktion f : A→ B mit f(x) = fn(x) für alle x ∈ An oder
f |An = fn für alle n ∈ N.

Beweis.

(i) Setze f(x) := fn(x) für x ∈ An.
(ii) Gilt x ∈ An und x ∈ Am für m ≤ n, so stimmen die beiden Definitionen

überein, da wegen Am ⊂ An und fn|Am = fm die Gleichheit fn(x) = fm(x)
folgt.

(iii) Da (An)n∈N eine Ausschöpfung von A ist, wird jedem x ∈ A ein Funktionswert
zugeordnet.

(iv) Eindeutigkeit: Seien f und g zwei solche Funktionen. Sei x ∈ A beliebig. Dann
gibt es ein An mit x ∈ An. Es folgt f(x) = f |An(x) = fn(x) = g|An(x) = g(x)
und daher die Eindeutigkeit. �

Proposition 1.85 (Rekursive Definition). Sei B 6= ∅ eine Menge, x0 ∈ B und
F : N × B → B eine Funktion. Dann gibt es genau eine Funktion f : N → B mit
den Eigenschaften
(i) f(0) = x0 und
(ii) f(n+ 1) = F (n, f(n)) für alle n ∈ N.
Wir sagen, dass f auf diese Weise rekursiv definiert ist.

Beweis.

(i) Eindeutigkeit: Seien f, g zwei solche Funktionen. Dann gilt f(0) = g(0) und
aus f(n) = g(n) folgt

f(n+ 1) = F (n, f(n)) = F (n, g(n)) = g(n+ 1).

Somit erhalten wir per Induktion f(n) = g(n) für alle n ∈ N.
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(ii) Existenz: Definiere An := {x ∈ N : x ≤ n} für beliebige n ∈ N. Dann
ist (An)n∈N eine Ausschöpfung von N. Wir definieren induktiv Abbildungen
fn : An → B durch

f0(0) := x0

und für n ∈ N und m ∈ An+1, falls fn schon definiert ist,

fn+1(m) :=

{
fn(m) falls m ∈ An,
F (n, fn(x)) falls m = n+ 1.

Wir sehen per Induktion, dass die Abbildungen fn : An → B für alle n ∈ N
definiert sind. Weiterhin sehen wir per Induktion, dass fn|Am = fm für alle
m ≤ n gilt. Definiere f : N → B als die in Lemma 1.84 definierte Funktion.
Dann gelten f(0) = fn(0) = x0 und

f(n+ 1) = f |An+1
(n+ 1) = fn+1(n+ 1) = F (n, fn(n)) = F (n, f(n)).

für alle n ∈ N. �

Bemerkung 1.86 (Dezimalschreibweise). Wir definieren 2 := 1 + 1, 3 := 2 + 1,
4 := 3 + 1, 5 := 4 + 1, 6 := 5 + 1, 7 := 6 + 1, 8 := 7 + 1, 9 := 8 + 1, 10 :=
9 + 1. Wir nennen 0, 1, 2, . . . , 9 Ziffern. Wir definieren induktiv anan−1 . . . a2a1a0

als an ·10n+an−1 . . . a2a1a0 für Ziffern an, an−1, . . . , a2, a1, a0 und n ∈ N. Dabei ist
100 := 1 und induktiv 10n+1 := 10 ·10n definiert. Es sollte aus dem Zusammenhang
klar sein, ob es sich bei einem Ausdruck wie 1234 um die hier beschriebene natürliche
Zahl handelt oder um 1 · 2 · 3 · 4.

Da wir gesehen haben, dass sich jede natürliche Zahl als iterierter Nachfolger
von 0 schreiben lässt, können wir auf diese Weise sämtliche natürlichen Zahlen
darstellen und jede so dargestellte Zahl ist eine natürliche Zahl.

Beispiel 1.87 (Summenschreibweise). Seien k ≤ l mit k, l ∈ N. Seien an mit
k ≤ n ≤ l und n ∈ N (letzteres wird häufig nicht hingeschrieben, wenn dies selbst-
verständlich sein sollte) reelle Zahlen. Dann definieren wir

l∑
n=k

an

induktiv durch
k∑

n=k

an := ak und
m+1∑
n=k

an :=

m∑
n=k

an + am+1

für k ≤ m < l.
Beachte, dass wir die Ausdrücke auch auf diese Art und Weise definieren können,

obwohl k nicht beliebig groß werden darf, da k ≤ l stets erfüllt bleiben muss.
Eine entsprechende Notation werden wir später auch verwenden, wenn der Sum-

mationsbereich zwischen zwei ganzen Zahlen, die wir noch definieren werden, liegt.
Wir behaupten, dass

n∑
i=0

i =
n(n+ 1)

2

gilt.

Beweis. Wir beweisen dies per Induktion:

(i) Induktionsanfang: Für n = 0 müssen wir nachweisen, dass
0∑
i=0

i = 0 gilt.

Dies ist offensichtlich richtig.
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(ii) Induktionsschritt:Wir nehmen nun an, dass die Aussage für ein festes n ∈ N
richtig sei (Induktionsannahme) und wollen nachweisen, dass sie auch für n+1
gilt. Es gilt
n+1∑
i=0

i =

n∑
i=0

i+ (n+ 1)
I. A.
=

n(n+ 1)

2
+ (n+ 1) =

n(n+ 1)

2
+

2(n+ 1)

2

=
(n+ 2)(n+ 1)

2
=

(n+ 1)((n+ 1) + 1)

2
.

Damit ist der Induktionsschritt gezeigt.
Aufgrund des Prinzips der vollständigen Induktion haben wir damit die

Aussage für alle n ∈ N gezeigt. �

Beispiele 1.88 (Rekursive Definition).

(i) Fakultät: Wir setzen 0! := 1 und für n ∈ N definieren wir (n+1)! := n!·(n+1).
Somit folgt 0! = 1, 1! = 1, 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24, 5! = 120, 6! = 720,

8! = 5760, . . . .
(ii) Fibonaccizahlen: Wir definieren eine Funktion f : N → N durch f(0) := 0,

f(1) := 1 und f(n+ 2) := f(n+ 1) + f(n) für n ∈ N.
Wir erhalten

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
f(n) 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55

Dieses Beispiel benutzt die Variante der rekursiven Definition, bei der auf
mehrere Vorgängerwerte zurückgegriffen wird.

Mit Linearer Algebra (Eigenwerte) kann man eine geschlossene Formel für
die Fibonaccizahlen herleiten.

1.6. Kardinalität. In diesem Kapitel untersuchen wir ein Maß für die Größe einer
Menge.

Definition 1.89 (Mächtigkeit). Seien A,B zwei Mengen.
(i) A und B heißen gleich mächtig, A ∼ B, falls es eine Bijektion f : A → B

gibt.
(ii) B heißt mächtiger als A, B � A, oder A weniger mächtig als B, A ≺ B,

falls es eine injektive Abbildung f : A→ B gibt.
(iii) A heißt abzählbar, falls A ∼ N gilt.
(iv) A heißt höchstens abzählbar, h. a., falls A ≺ N gilt.
(v) A heißt überabzählbar, falls A nicht höchstens abzählbar ist.
(vi) Sei A abzählbar, so heißt eine Folge (xi)i∈N ⊂ A Abzählung von A, falls für

jedes a ∈ A ein k ∈ N mit xk = a existiert und wenn xi 6= xj für alle i 6= j
gilt.

Bemerkung 1.90.

(i) „∼“ ist eine Äquivalenzrelation.
(ii) Aus A ≺ B ≺ C, d. h. A ≺ B und B ≺ C, folgt A ≺ C.
(iii) Es gilt stets A ≺ A.
(iv) Sei G := {2n : n ∈ N} die Menge der geraden Zahlen. Dann gilt N ≺ G, da

n 7→ 2n injektiv ist. Ebenso gilt N ∼ G.
(v) Die Notation legt nahe, dass aus A ≺ B und B ≺ A auch A ∼ B folgt. Dies

wäre klar, wenn wir A ∼ B als A ≺ B und B ≺ A definiert hätten. Da wir
jedoch eine Bijektion gefordert haben, benötigen wir einen nichttrivialen Satz.

Theorem 1.91 (Schröder-Bernstein). Gelten A ≺ B und B ≺ A, so folgt A ∼ B.
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Beweis. ? Wir gehen wie folgt vor: Zunächst zerlegen wir die Mengen A und B in
jeweils drei disjunkte Mengen, A = A1∪̇A2∪̇A3 und B = B1∪̇B2∪̇B3, und zeigen
dann, dass Ai ∼ Bi gilt. D. h. es gibt bijektive Abbildungen ϕi : Ai → Bi für
i = 1, 2, 3. Dann ist f : A→ B mit f |Ai := ϕi die gesuchte Bijektion.
(1) Konstruktion von Ai, Bi und ϕi: Nach Voraussetzung gibt es injektive

Abbildungen f : A → B und g : B → A. Sei x ∈ A. Definiere, solange dies
möglich ist, die Folge

x, g−1(x), f−1(g−1(x)), g−1(f−1(g−1(x))), . . . .

Aufgrund der Injektivität ist das Urbild – falls es existiert – jeweils eindeutig
bestimmt. Daher dürfen wir g−1(x) statt g−1({x}) schreiben. Es gibt nun drei
Möglichkeiten:
(i) Die Folge bricht nach einer ungeraden Anzahl von Schritten ab, hat also

die Form x oder

x, g−1(x), . . . , f−1(. . .).

(ii) Die Folge bricht nach einer geraden Anzahl von Schritten ab, hat also die
Form

x, g−1(x), . . . , g−1(. . .).

Insbesondere gilt also x ∈ im g.
(iii) Die Folge bricht nicht ab, d. h. sie lässt sich ad infinitum fortsetzen.
Definiere die Mengen

Af−1 =
{
x ∈ A : die Folge endet mit x oder f−1(. . .)

}
,

Ag−1 =
{
x ∈ A : die Folge endet mit g−1(. . .)

}
,

A∞ = {x ∈ A : die Folge bricht nicht ab}.

Nach Definition gilt
A = Af−1∪̇Ag−1∪̇A∞.

Vollständig analog betrachten wir für y ∈ B soweit wie möglich die Folge

y, f−1(y), g−1(f−1(y)), . . . .

Wir definieren

Bf−1 = {y ∈ B : die Folge endet mit f−1(. . .)},
Bg−1 = {y ∈ B : die Folge endet mit g−1(. . .)}

sowie

B∞ = {y ∈ B : die Folge bricht nicht ab}.

Ebenso wie oben folgt auch hier

B = Bf−1∪̇Bg−1 ∪̇B∞.

Die Bezeichnungen sind dabei stets so gewählt, dass der Index bei A· oder B·
angibt, welche Inverse wir zuletzt anwenden konnten.

(2) Bijektive Abbildungen: Wir kommen nun zu den drei bijektiven Abbildun-
gen:
(i) Wir behaupten, dass f |Af−1

: Af−1 → Bf−1 bijektiv ist:
f ist injektiv. Somit müssen wir nachweisen, dass f(Af−1) = Bf−1 gilt.
Dazu zeigen wir, dass jedes Element der linken Menge auf ein Element
der rechten Menge abgebildet wird und dass jedes Element dort getroffen
wird.
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(a) Das Bild ist in Bf−1 enthalten: Ist x ∈ Af−1 , so hört die Folge bei
f−1(. . .) auf und hat die Form

x, g−1(x), f−1(g−1(x)), . . . , f−1(. . .).

In dieser Folge ersetzen wir nun x durch f−1(f(x)) und fügen am
Anfang noch den Term f(x) hinzu. Beachte, dass f−1(f(x)) = x gilt.
Wir erhalten

f(x), f−1(f(x)), g−1(f−1(f(x))), . . . , f−1(. . .).

Dies ist eine Folge, die bei einem Element in B startet, eine ungerade
Anzahl an Folgegliedern hat und bei einem Element der Form f−1(. . .)
aufhört und nicht weiter fortgesetzt werden kann. Somit ist f(x) ∈
Bf−1 .

(b) Surjektivität: Sei y ∈ Bf−1 . Dann hat die zugehörige Folge die Gestalt

y, f−1(y), g−1(f−1(y)), . . . f−1(·).
Wir definieren nun x := f−1(y), was wohldefiniert ist, lassen den
ersten Term weg und erhalten

x, g−1(x), f−1(g−1(x)), . . . , f−1(. . .).

Dies zeigt, dass x ∈ Af−1 ist. Somit ist f(x) = y. Daher ist f surjektiv.
(ii) Wir behaupten nun, dass g|Bg−1

: Bg−1 → Ag−1 bijektiv ist:
Dies folgt genauso wie die erste Behauptung, wir müssen nur die Rollen
von A und B sowie f und g vertauschen.

(iii) Schließlich behaupten wir noch, dass f |A∞ : A∞ → B∞ bijektiv ist:
Da f injektiv ist, genügt wiederum der Nachweis, dass f(A∞) = B∞ ist.
Wir gehen dazu wieder genauso wie beim Beweis der ersten Behauptung
vor.
(a) Wohldefiniertheit: Sei x ∈ A∞. Dann bricht die Folge

x, g−1(x), f−1(g−1(x)), . . .

nicht ab. Wir ersetzen x durch f−1(f(x)) (ohne die Werte der Fol-
geglieder dadurch zu ändern) und fügen am Anfang den Term f(x)
hinzu. Somit erhalten wir eine bei f(x) beginnende unendliche Folge,
also f(x) ∈ B∞.

(b) Surjektivität: Sei nun y ∈ B∞ beliebig. Wir erhalten also die nicht
abbrechende Folge

y, f−1(y), g−1(f−1(y)), . . . .

Wir ersetzen wiederum f−1(y) durch x := f−1(y) und lassen den ers-
ten Term weg. Somit ist x ∈ A∞, f(x) = y und somit ist f |A∞ : A∞ →
B∞ surjektiv.

Die Behauptung folgt. �

Proposition 1.92. Seien A,B,C Mengen. Seien ϕ : A→ B und ψ : B → C Abbil-
dungen. Sei f : A→ B eine weitere Abbildung. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(i) Ist ψ ◦ ϕ injektiv, so ist ϕ injektiv.
(ii) Ist ψ ◦ ϕ surjektiv, so ist ψ surjektiv.
(iii) f ist genau dann surjektiv, wenn es eine Abbildung g : B → A mit f ◦ g = idB

gibt.
(iv) f ist genau dann injektiv, wenn es eine Abbildung g : B → A mit g ◦ f = idA

gibt.

Beweis.
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(i) Falls nicht, so gäbe es x, y ∈ A mit x 6= y und ϕ(x) = ϕ(y). Daraus folgt
auch ψ(ϕ(x)) = ψ(ϕ(y)). Dies widerspricht der angenommenen Injektivität
von ψ ◦ ϕ. Somit folgt die Behauptung.

(ii) Übung.
(iii)

„⇐“: Folgt aus (ii).
„⇒“: Wir definieren eine solche Abbildung g wie folgt: Sei y ∈ B beliebig. Da

f surjektiv ist, ist die Menge f−1({y}) 6= ∅. Aus dieser Menge wählen
wir ein x aus und definieren g(y) := x. Da y ∈ B beliebig war, definiert
dies eine Abbildung g : B → A. Es folgt f(g(y)) = f(x) = y = idB(y)
wie gewünscht.
(Erläuterung zum Sprachgebrauch: „Wir definieren die Abbildung g wie
folgt“ würde bedeuten, dass wir auch behaupten, dass es nur eine solche
Abbildung g gibt, was hier im Allgemeinen nicht zutrifft.)

(iv) Übung. �

Korollar 1.93. Es gilt A ≺ B genau dann, wenn es eine surjektive Abbildung
f : B → A gibt.

Beweis. Übung. �

Definition 1.94. Sei A eine Menge.
(i) A heißt endlich, falls es eine injektive Abbildung f : A→ N und eine natür-

liche Zahl m ∈ N mit f(x) < m für alle x ∈ A gibt.
(ii) A heißt unendlich, falls A nicht endlich ist.
(iii) Gibt es eine bijektive Abbildung f : A→ {0, . . . ,m− 1}, so sagen wir dass A

die Kardinalität m hat: |A| = m.
Gibt es keine solche Abbildung, so setzen wir |A| =∞.

(iv) Sei P eine Aussageform auf A. Dann gilt P für fast alle i ∈ A, wenn
{i ∈ A : ¬P (i)}

endlich ist. Abkürzung: f. a..

Bemerkung 1.95. Später wird nicht mehr zwischen Kardinalität und Mächtigkeit
unterschieden: Man bildet Äquivalenzklassen von Mengen gleicher Mächtigkeit.

Unsere obige Definition ist recht grob. Beispielsweise gelten N ≺ R und N 6∼ R,
aber auch |N| =∞ = |R| wie wir noch sehen werden.

Lemma 1.96.

(i) Für jede endliche Menge A gilt |A| <∞.
Insbesondere gibt es also für jede endliche Menge A ein m ∈ N und eine

Bijektion f : A→ {0, . . . ,m− 1}.
(ii) Seien m,n ∈ N und f : {0, . . . ,m} → {0, . . . , n} eine Bijektion. Dann gilt

m = n. Dies zeigt, dass die Kardinalität einer Menge wohldefiniert ist.

Beweis.

(i) Sei A endlich, m ∈ N und f : A → N eine injektive Abbildung mit f(x) < m
für alle x ∈ A. Ist f : A→ {0, . . . ,m− 1} nicht surjektiv, so konstruieren wir
eine weitere injektive Abbildung f1 : A → {0, . . . ,m − 2}: Ist m − 1 6∈ im f ,
so sind wir fertig. Sonst gibt es ein x0 ∈ A mit f(x0) = m − 1. Da f : A →
{0, . . . ,m − 1} nicht surjektiv ist, gibt es ein n ∈ {0, . . . ,m − 1} \ im f . Wir
definiere

f1(x) :=

{
f(x) x 6= x0,

n x = x0.
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Auch die Abbildung f1 : A → N ist injektiv. Es gilt f1(x) < m − 1 für alle
x ∈ A. Ist f1 nicht surjektiv, so konstruieren wir genauso wie wir f1 aus f
konstruiert haben eine weitere Abbildung f2 aus f1. Da jede natürliche Zahl
m ∈ N von der Gestalt 0, 1 oder 1+. . .+1 ist, bricht dieser Prozess nach endlich
vielen Schritten ab und wir erhalten wie gewünscht eine bijektive Abbildung.

(ii) Wir führen einen Widerspruchsbeweis. Sei ohne Einschränkung n < m. Defi-
niere g : {0, . . . ,m} → {0, . . . , n} durch g(f−1(n)) = f(m) und g(m) = n und
g(k) = f(k) für k 6∈ {f−1(n),m}, d. h. wir vertauschen gegebenenfalls zwei
Funktionswerte, so dass auch g bijektiv ist und g(m) = n erfüllt. Somit ist
auch die Einschränkung

g|{0,...,m−1} : {0, . . . ,m− 1} → {0, . . . , n− 1}

bijektiv. Da jedes m von der Gestalt 0, 1 oder 1 + . . . + 1 ist, erhalten wir
so induktiv nach endlich vielen Schritten eine Abbildung einer nichtleeren
Mengen in die leere Menge. Widerspruch. Somit gilt m = n. �

Lemma 1.97. Sei m ∈ N\{0} und (ai)1≤i≤m sei eine endliche Familie natürlicher
oder reeller Zahlen. Dann gibt es ein i mit ai ≤ aj für alle 1 ≤ j ≤ m.

Endlich viele reelle Zahlen besitzen also stets ein kleinstes Element oder Mini-
mum. Wir schreiben dafür

min{a1, . . . , am} oder min(a1, . . . , am)

sowie

max{a1, . . . , am} oder max(a1, . . . , am)

für das größte Element.

Beweis. Wir führen einen Induktionsbeweis:
(i) Anfang: Ist m = 1, so ist die Aussage klar.
(ii) Schluss: Seim > 1. Sei i0 ∈ {1, . . . ,m−1} mit ai0 ≤ aj für alle j ∈ {1, . . . ,m−

1}. Solch ein i0 gibt es nach Induktionsvoraussetzung, dass die Behauptung
für m− 1 statt m bereits gilt. Ist am ≥ ai0 , so sind wir fertig, sonst ist m der
gewünschte Index, denn dann gilt am ≤ aj für alle 1 ≤ j ≤ m. �

Lemma 1.98. Die natürlichen Zahlen N sind wohlgeordnet, d. h. jede Teilmenge
M ⊂ N mit M 6= ∅ besitzt ein kleinstes Element, d. h. es gibt ein a ∈M mit a ≤ b
für alle b ∈M . Solch ein a heißt kleinstes Element.

Beweis. Sei m ∈ M beliebig. Definiere M̃ := M ∩ {n ∈ N : n ≤ m}. Dann ist M̃
nach Definition eine endliche Menge. Sei f : M̃ →

{
0, . . . ,

∣∣M̃ ∣∣− 1
}

eine Bijektion
wie in Lemma 1.96. Die Familie (ai)0≤i≤|M̃|−1 mit ai := f−1(i) hat die folgende

Eigenschaft: Zu jedem k ∈ M̃ gibt es ein i mit 0 ≤ i ≤
∣∣M̃ ∣∣ − 1 und ai = k. In

diesem Sinne lässt sich jede endliche Menge als endliche Familie darstellen. Nach
Lemma 1.97 besitzt die Familie (ai)i ein kleinstes Element. Dieses ist auch kleinstes
Element von M . �

Proposition 1.99. Sei A eine unendliche Menge. Dann besitzt A eine abzählbare
Teilmenge.

Beweis. Es genügt der Nachweis, dass es eine injektive Abbildung f : N→ A gibt.
Wir definieren f induktiv.
(i) Anfang: Da A unendlich ist, ist A insbesondere nichtleer. Sei x0 ∈ A beliebig.

Definiere f(0) := x0.
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(ii) Induktionsschritt: Sei f |{0,...,n} bereits definiert. Setze Ã := A \
n⋃
i=0

{f(i)}. Da

A unendlich ist, ist auch Ã unendlich (da die Vereinigung von zwei endlichen
Mengen wieder endlich ist) und es gibt xn+1 ∈ Ã. Setze f(n+ 1) := xn+1.

Injektivität: Sei m < n. Dann ist f(n) ∈ A \
n−1⋃
i=0

{f(i)} 63 f(m). Somit ist f

injektiv. �

Es gilt das folgende naheliegende Resultat:

Lemma 1.100. Sei A eine Menge. Dann ist A genau dann höchstens abzählbar,
wenn A endlich ist oder A ∼ N gilt.

Beweis.

„⇐“: Ist A endlich oder abzählbar, so gibt es offensichtlicherweise eine injektive
Abbildung f : A→ N.

„⇒“: Sei A höchstens abzählbar, d. h. es gibt eine injektive Abbildung f : A→ N.
Also gilt A ≺ N. Gibt es ein injektives f , so dass im f ⊂ N beschränkt ist, so
ist A endlich und wir sind fertig. Sonst besitzt im f nach Proposition 1.99
eine abzählbare Teilmenge, d. h. es gibt eine injektive Abbildung g : N →
im f , also auch eine injektive Abbildung f−1◦g : N→ A. Somit folgt N ≺ A.
Nach dem Satz von Schröder-Bernstein erhalten wir somit A ∼ N. �

Lemma 1.101. Sei A eine Menge. Dann ist A genau dann höchstens abzählbar,
wenn es eine surjektive Abbildung f : N→ A gibt.

Beweis.

„⇒“: Sei A höchstens abzählbar. Dann gibt es eine injektive Abbildung f : A→
N. Somit gibt nach Proposition 1.92 (iv) und (ii) eine surjektive Abbildung
g : N→ A mit g ◦ f = idA.

„⇐“: Sei f : N → A surjektiv. Dann gibt es nach Proposition 1.92 (iii) und (i)
eine injektive Abbildung g : A→ N mit f ◦ g = idA. Somit gilt A ≺ N. �

Proposition 1.102. Die Menge N× N ist abzählbar.

Beweis. Wir verwenden das Cantorsche Diagonalverfahren. Die Funktion f : N ×
N→ N mit

(i, j) 7→ (i+ j)(i+ j + 1)

2
+ j

ist injektiv (Übung); sie „zählt“ nacheinander die Elemente auf jeder der zur Dia-
gonalen parallelen Linie {i+ j = konstant} durch.

Somit gilt N × N ≺ N. Die Umkehrung ist klar. Somit folgt die Aussage nach
dem Satz von Schröder-Bernstein. �

Proposition 1.103. Sei k ∈ N \ {0}. Dann ist
k∏
i=1

N = Nk abzählbar.

Die gilt auch für das endliche kartesische Produkt von beliebigen abzählbaren
Mengen.

Beweisidee. Argumentiere ähnlich wie im Fall k = 2 oder benutze Induktion. �

Lemma 1.104. Sei (Ai)i∈N eine Folge abzählbarer Mengen. Dann ist auch A :=⋃
i∈N

Ai abzählbar.

Beweis.

(i) Wegen A0 ⊂ A und A0 ∼ N folgt N ≺ A.
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(ii) Sei (xi,j)j∈N für jedes Ai eine Abzählung der Elemente von Ai. Dann ist die
Abbildung

N× N 3 (i, j) 7→ xi,j ∈ A
surjektiv. Also folgt nach Korollar 1.93 N×N � A. Wegen N×N ∼ N erhalten
wir daraus N � A.

(iii) Somit folgt N ∼ A nach dem Satz von Schröder-Bernstein. �

Bemerkung 1.105. Proposition 1.103 und Lemma 1.104 gelten auch, wenn wir
überall abzählbar durch höchstens abzählbar ersetzen.

Beweis. Übung. �

Das folgende Theorem liefert später die Existenz überabzählbarer Mengen.

Theorem 1.106 (Cantor). Sei A eine beliebige Menge. So ist die Potenzmenge
P(A) strikt mächtiger als A, d. h. es existiert eine injektive Abbildung A → P(A),
aber keine surjektive Abbildung A→ P(A).

Beweis.

(i) Die Abbildung A 3 x 7→ {x} ∈ P(A) ist injektiv.
(ii) Wir führen einen Widerspruchsbeweis um zu zeigen, dass es keine surjekti-

ve Abbildung f : A → P(A) gibt. Angenommen, f sei eine solche surjektive
Abbildung. Definiere

M := {x ∈ A : x 6∈ f(x)}.
Es gilt M ⊂ A, also M ∈ P(A). Da f nach Annahme surjektiv ist, gibt es ein
a ∈ A mit f(a) = M . Wir unterscheiden nun zwei Fälle:
(a) Ist a ∈ M , so folgt nach Definition von M , dass a 6∈ f(a) = M gilt.

Widerspruch.
(b) Ist a 6∈ M , so gilt a 6∈ M = f(a). Also erhalten wir nach Definition von

M die Aussage a ∈M . Widerspruch.
Die Behauptung folgt. �

1.7. Betrag und Wurzel.

Definition 1.107.

(i) Sei x ∈ R. Wir definieren den Betrag von x durch

|x| :=

{
x für x ≥ 0,

−x für x < 0.

(ii) Ist I ⊂ R ein Intervall mit Endpunkten a und b, so heißt |I| := |b − a| die
Länge des Intervalles I.

Bemerkung 1.108. Wir verwenden die folgenden naheliegenden Abkürzungen:

R≥0 := {x ∈ R : x ≥ 0} ≡ R+

und

R>0 := {x ∈ R : x > 0},
ebenso N>k = {n ∈ N : n > k} und N≥k = {n ∈ N : n ≥ k}.

Proposition 1.109. Es gelten
(i) x ≤ |x|,
(ii) |x| ≤ a⇐⇒ −a ≤ x ≤ a und
(iii) |x| < a⇐⇒ −a < x < a.

Beweis. Übung. �
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Korollar 1.110. Sei A ⊂ R. Dann ist A genau dann beschränkt, wenn ein a ∈ R
existiert, so dass für alle x ∈ A die Ungleichung |x| ≤ a gilt.

Theorem 1.111 (Dreiecksungleichung). Seien a, b ∈ R. Dann gelten

(i) |a+ b| ≤ |a|+ |b|, (Dreiecksungleichung)
(ii) |a− b| ≥ |a| − |b| und
(iii) |a− b| ≥ ||a| − |b||. (umgekehrte Dreiecksungleichung)

Beweis.

(i) Übung.
(ii) Es ist

|a| = |a− b+ b| ≤ |a− b|+ |b|

aufgrund der Dreiecksungleichung. Die Behauptung folgt nun durch Umord-
nen.

(iii) Dies folgt aus |a− b| ≥ |a| − |b| und |a− b| = |b− a| ≥ |b| − |a|. �

Proposition 1.112 (Existenz der m-ten Wurzel). Seien m ∈ N\{0} und a ∈ R≥0.
Dann gibt es genau x ∈ R≥0 mit xm = a.

Beweis. Wir zeigen nur den Fall m = 2 und lassen den Rest als Übung. Gelte ohne
Einschränkung a > 0.

Definiere
M :=

{
y ∈ R≥0 : y2 ≤ a

}
.

Wir möchten zeigen, dass (supM)2 = a gilt.
(i) Es gilt M 6= ∅, da 0 ∈M ist.
(ii) M ist nach oben beschränkt: x 7→ x2 ist für x ≥ 0 monoton wachsend, d. h.

aus x ≤ y folgt x2 ≤ y2: Benutze Lemma 1.62 oder betrachte y ≥ x ≥ 0. Dann
folgt y2 − x2 = (y − x)(y + x) ≥ 0, also die Monotonie. Sei nun y ≥ 1 + a.
Dann erhalten wir y2 ≥ (1 + a)2 = 1 + 2a+ a2 > a. Somit ist M beschränkt.

(iii) Setze x0 := supM <∞. Wegen a > 0 und da R archimedisch ist, gibt es ein
n ∈ N mit 0 < 1

n2 ≤ a. Somit ist x0 > 0.
(iv) Es gilt x2

0 ≤ a: Wegen x0 > 0 gibt es ein n0, so dass für alle n ∈ N mit
n ≥ n0 die Ungleichung x0− 1

n > 0 gilt. Nach Definition des Supremums gibt
es zu jedem solchen n ein xn ∈ M mit xn ≥ x0 − 1

n . Nun folgt aufgrund der
Monotonie von x 7→ x2

a ≥ x2
n ≥

(
x0 − 1

n

)2
= x2

0 − 2
nx0 + 1

n2 ≥ x2
0 − 2

nx0.

Somit ist a ≥ x2
0 nach Korollar 1.67.

(v) Es gilt x2
0 ≥ a: Nach Definition des Supremums gilt x0 + 1

n 6∈ M für alle
n ∈ N \ {0}. Wir erhalten

a ≤
(
x0 + 1

n

)2
= x2

0 + 2
nx0 + 1

n2 ≤ x2
0 + 1

n (2x0 + 1).

Da dies für beliebige n ∈ N \ {0} gilt, folgt a ≤ x2
0.

(vi) Eindeutigkeit: Seien x, y ≥ 0 mit x2 = y2 = a. Dann folgt 0 = x2 − y2 =
(x− y)(x+ y) und daher x = y. �

Definition 1.113. Seien n,m ∈ N>0. Sei a ≥ 0.
(i) Dann definieren wir

√
a als die Zahl in R+ mit (

√
a)2 = a.

(ii) Wir definieren weiterhin m
√
a bzw. a

1
m als die Zahl in R+ mit ( m

√
a)m = a.

(iii) Wir setzen schließlich a
n
m :=

(
a

1
m

)n und a0 := 1.
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1.8. Weitere Zahlen und Mächtigkeit.

Definition 1.114.

(i) Die Menge der reellen Zahlen x ∈ R, für die es m,n ∈ N gibt mit m− n = x,
heißt die Menge der ganzen Zahlen:

Z := {m− n : m,n ∈ N}.

(ii) Die rationalen Zahlen sind als Quotienten von ganzen Zahlen (ohne Null
im Nenner) definiert:

Q :=

{
p

q
: p, q ∈ Z, q 6= 0

}
.

(iii) Die Menge I := R \Q heißt die Menge der irrationalen Zahlen.
(iv) Die komplexen Zahlen sind Paare von reellen Zahlen:

C := {(a, b) : a, b ∈ R}.

Für (a, b), (c, d) ∈ C definieren wir eine Addition durch (a, b) + (c, d) := (a+
c, b + d) sowie eine Multiplikation durch (a, b) · (c, d) := (ac − bd, ad + bc).
Statt (a, b) schreiben wir auch a+ ib. Somit gilt insbesondere i2 = −1. a heißt
Realteil der komplexen Zahl z = a + ib mit a, b ∈ R, a = Re z, und b heißt
Imaginärteil der komplexen Zahl z, b = Im z. Wir definieren a+ ib := a− ib,
die zu a + ib komplex konjugierte komplexe Zahl, und |a + ib| :=

√
a2 + b2,

den Betrag der komplexen Zahl a+ ib. Es gelten für a, b ∈ R und z, w ∈ C

|a+ ib|2 = (a+ ib)(a+ ib),

z + w = z + w,

zw = z · w,
|z|2 =|Re z|2 + | Im z|2,
|z| = |z|.

Wir betrachten R vermöge x 7→ (x, 0) als Teilmenge der komplexen Zahlen
und erhalten x = x für x ∈ R.

Bemerkung 1.115.

(i) Summen, Differenzen und Produkte ganzer Zahlen sind wieder ganze Zahlen.
(ii) Bis auf die Vollständigkeit erfüllen die rationalen Zahlen alle Eigenschaften aus

der Definition der reellen Zahlen, d. h. sie bilden einen angeordneten Körper.
Man kann zeigen, dass sie jedoch nicht vollständig sind.

(iii) Die komplexen Zahlen bilden ebenfalls einen Körper. Er ist nicht angeordnet,
aber, wie wir später sehen werden, als metrischer Raum vollständig.

Zum multiplikativen Inversen: Es gilt

(a+ ib)(a− ib) = a2 + b2.

Ist (a, b) 6= (0, 0), so ist daher a
a2+b2 + −b

a2+b2 i die multiplikative Inverse von
a+ ib.

(iv) Seien z, w ∈ C. Dann gilt |z + w| ≤ |z|+ |w|.

Beweis. Seien z = a+ ib und w = c+ id. Dann gilt z+w = (a+ c) + i(b+ d).
Wir müssen also√

(a+ c)2 + (b+ d)2 ≤
√
a2 + b2 +

√
c2 + d2
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für alle a, b, c, d ∈ R zeigen. Nach Lemma 1.62 ist dies äquivalent zu

(a+ c)2 + (b+ d)2 ≤ a2 + b2 + c2 + d2 + 2
√
a2 + b2

√
c2 + d2

und auch äquivalent zu

2ac+ 2bd ≤ 2
√
a2 + b2

√
c2 + d2

und wiederum äquivalent (außer im trivialen Fall mit negativer linker Seite)
zu

a2c2 + 2abcd+ b2d2 ≤
(
a2 + b2

) (
c2 + d2

)
.

Wir müssen also

2abcd ≤ a2d2 + b2c2

zeigen, was aus 0 ≤ (A−B)2 = A2−2AB+B2 mit A = ad und B = bc direkt
folgt. �

Aus diesem Beweis erhält man wegen |x| =
√
x2 für x ∈ R im Spezialfall

b = d = 0 auch die reelle Dreiecksungleichung.
(v) Seien z, w ∈ C. Dann gelten |zw| = |z| · |w| und zw = z · w.

Beweis. Direktes Ausmultiplizieren. �

Theorem 1.116 (Dichtheit von Q in R). Sei I = (a, b) ⊂ R ein Intervall mit
I 6= ∅. Dann ist I ∩Q unendlich.

Beweis.

(i) Wir zeigen nur, dass es ein c ∈ Q∩(a, b) gibt. Dann gibt es aufgrund derselben
Argumentation ein d ∈ Q∩ (a, c), ein e ∈ Q∩ (a, d), . . . und die Aussage folgt
per Induktion.

(ii) Wir nehmen ohne Einschränkung an, dass a > 0 ist. Sonst benutzen wir, dass
R archimedisch ist (Theorem 1.66) und addieren ein n ∈ N mit n > −a. Gibt
es dann eine rationale Zahl c ∈ (a+ n, b+ n), so folgt c− n ∈ (a, b) ∩Q.

(iii) Da R archimedisch ist, gibt es n ∈ N mit n > 1
b−a oder, äquivalent dazu,

1
n < b− a.

(iv) Betrachte
M :=

{
m ∈ N : b ≤ m

n

}
.

Da R archimedisch ist, istM nichtleer. Somit besitztM ein kleinstes Element.
Sei q ∈M dieses kleinste Element. Definiere c := q−1

n . Dann ist c ∈ Q.
(v) Wegen b ≥ a > 0 ist q > 0. Da q = minM gilt, folgt c < b.
(vi) Weiterhin gilt

a = b− (b− a) < b− 1
n ≤

q
n −

1
n = c.

Somit folgt die Behauptung. �

Proposition 1.117. Die Menge Q ist abzählbar.

Beweisidee. Zeige, dass Q höchstens abzählbar und mindestens abzählbar ist und
verwende den Satz von Schröder-Bernstein.

Die Details lassen wir als Übung. �

Die folgende Proposition zeigt, zusammen mit Theorem 1.106, dass R überab-
zählbar ist.

Proposition 1.118. Es gilt R ∼ P(N).

Beweisschritte.
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(i) Es gilt R ∼ [0, 1).
(ii) Jede Zahl a ∈ [0, 1) lässt sich binär als 0, a1a2a3a4 . . .mit ai ∈ {0, 1} schreiben.

Dies entspricht der Dezimaldarstellung und liefert bis auf Uneindeutigkeiten
wie bei 0, 0111111 . . . = 0, 1000000 . . . eine eindeutige Darstellung. Da dies nur
bei rationalen Zahlen auftritt, beeinträchtigt dies die weiteren Überlegungen
nicht.

Dezimaldarstellungen werden wir noch genauer betrachten.
(iii) Zwischen den Potenzmengen von N \ {0} und solchen Dezimaldarstellungen

liefert
P(N \ {0}) 3 A 7→ 0, a1a2a3 . . .

mit

ai =

{
0 i 6∈ A,
1 i ∈ A

eine Bijektion.
Die Details lassen wir als Übung. �

Bemerkung 1.119. Das Cantorsche Diagonalverfahren erlaubt den Nachweis, dass
R überabzählbar ist.

Idee: Man nimmt an, dass die reellen Zahlen im Intervall [0, 1) abzählbar wären.
Nun schreibt man diese untereinander. Darunter schreibt man eine Dezimalzahl, die
sich an der i-ten Stelle von der i-ten Zahl in der Liste unterscheidet. Somit steht
diese Dezimalzahl nicht in der Liste. Bis auf die Uneindeutigkeit bei Zahlen, die auf
9999 . . . oder 0000 . . . enden, hat man damit eine nicht aufgezählte Zahl gefunden.
Somit ist [0, 1) nicht abzählbar.

Bemerkung 1.120. Es gilt R ∼ (R \ Q), d. h. die Menge der reellen Zahlen und
die Menge der irrationalen Zahlen sind gleich mächtig.

Beweis. Übung. �

2. Konvergenz

2.1. Metrische Räume.

Definition 2.1 (Metrischer Raum). Sei E eine Menge.
(a) Eine Funktion d : E × E → R≥0 heißt Metrik, falls sie die Bedingungen

(i) d(x, y) = d(y, x), (Symmetrie)
(ii) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y und ((positive) Definitheit)
(iii) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung)
für alle x, y, z ∈ E erfüllt.

(b) Das Paar (E, d) heißt metrischer Raum.

In den Voraussetzungen sollten wir genauer eigentlich von einem metrischen
Raum (E, d) sprechen. Viele Beweise sind in R und in metrischen Räumen ähnlich.
Als Beispiel dafür zeigen wir die umgekehrte Dreiecksungleichung in metrischen
Räumen.

Lemma 2.2. Sei E ein metrischer Raum. Dann gilt die umgekehrt Dreiecksunglei-
chung

d(x, z) ≥ |d(x, y)− d(y, z)|
für alle x, y, z ∈ E.
Beweis. Nach Dreiecksungleichung gilt

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Umsortieren liefert nun eine Ungleichung. Durch Vertauschen von x und z erhalten
wir analog eine zweite Ungleichung und insgesamt die Behauptung. �
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Bemerkung 2.3. Wir benutzen nun Vektorräume aus der Linearen Algebra. In der
Analysis benötigen wir nur Vektorräume über den reellen Zahlen R oder über den
komplexen Zahlen C. Um beide Fälle gleichzeitig behandeln zu können, schreiben
wir K statt R oder C. Häufig genügt der Fall K = R.

Definition 2.4 (Normierter Raum). Sei E ein K-Vektorraum.
(a) Dann heißt ‖ · ‖ : E → R≥0 Norm, falls

(i) ‖x‖ = 0 =⇒ x = 0 ((positive) Definitheit)
(ii) ‖λx‖ = |λ|‖x‖ und (Homogenität)
(iii) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (Dreiecksungleichung)
für alle x, y ∈ E und alle λ ∈ K gelten.

(b) Das Paar (E, ‖ · ‖) heißt normierter Raum.

Als einfaches Resultat über normierte Räume beweisen wir nochmals eine um-
gekehrte Dreiecksungleichung.

Lemma 2.5. Sei E ein normierter Raum. Seien x, y ∈ E. Dann gilt

‖x− y‖ ≥ |‖x‖ − ‖y‖|.

Beweis. Gelte ohne Einschränkung ‖x‖ ≥ ‖y‖, also |‖x‖ − ‖y‖| = ‖x‖ − ‖y‖. Auf-
grund der Dreiecksungleichung gilt

‖x‖ = ‖(x− y) + y‖ ≤ ‖x− y‖+ ‖y‖.
Umordnen liefert nun die Behauptung. �

Definition 2.6 (Skalarproduktraum). Sei E ein K-Vektorraum.
(a) Dann heißt 〈·, ·〉 : E × E → K Skalarprodukt, falls

(i) 〈λx+ y, z〉 = λ〈x, z〉+ 〈y, z〉 (Linearität im ersten Argument)
(ii) 〈x, y〉 = 〈y, x〉 (K = R: symmetrisch/K = C: hermitesch)
(iii) 〈x, x〉 ≥ 0 und 〈x, x〉 = 0 ⇐⇒ x = 0 (positiv definit)
für alle x, y, z ∈ E und alle λ ∈ K gelten.

(b) Das Paar (E, 〈·, ·〉) heißt Skalarproduktraum.

Bemerkung 2.7. Sei E ein Skalarproduktraum. Dann gilt

〈x, λy + z〉 = 〈λy + z, x〉 = λ〈y, x〉+ 〈z, x〉 = λ〈x, y〉+ 〈x, z〉.
Ist K = R, so ist das Skalarprodukt im zweiten Argument ebenfalls linear. 〈·, ·〉
heißt dann bilinear.

Ist K = C, so heißt das Skalarprodukt sesquilinear.

Bemerkung 2.8.

(i) Die folgenden Sätze lassen sich wie folgt veranschaulichen:

Metrische Räume ⊃ Normierte Räume ⊃ Skalarprodukträume .

Sie erlauben es auch, einige Beispiele, z. B. Rn, schneller zu behandeln.
(ii) Wenn wir zukünftig von einem metrischen Raum E, einem normierten Raum

E oder einem Skalarproduktraum E sprechen, so wollen wir stets d als Me-
trik, ‖ · ‖ als Norm und 〈·, ·〉 als Skalarprodukt verwenden ohne dies explizit
in die Notation aufzunehmen. Besteht keine Verwechslungsgefahr, so verwen-
den wir auch dieselben Abbildungen für Metrik, Norm oder Skalarprodukt
unterschiedlicher Räume.

(iii) Falls wir zukünftig von einer Metrik auf einem normierten Raum oder einer
Norm auf einem Skalarproduktraum sprechen, wollen wir stets die nachfolgend
eingeführten Metriken bzw. Normen verwenden.

Als Vorbereitung benötigen wir
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Theorem 2.9 (Cauchy-Schwarz Ungleichung). Sei E ein Vektorraum mit Skalar-
produkt. Dann gilt

|〈x, y〉|2 ≤ 〈x, x〉 · 〈y, y〉

für alle x, y ∈ E.
(Man kann am Beweis ablesen, dass Gleichheit genau dann gilt, wenn x und y

linear abhängig sind.)

Beweis. Sei ohne Einschränkung y 6= 0. Sei λ ∈ C zunächst beliebig. Es gilt

0 ≤〈x− λy, x− λy〉
= 〈x, x− λy〉 − λ〈y, x− λy〉
= 〈x, x〉 − λ〈x, y〉 − λ〈y, x〉+ λλ〈y, y〉

= 〈x, x〉 − λ〈x, y〉 − λ〈x, y〉+ λλ〈y, y〉.

Setze nun speziell λ = 〈x,y〉
〈y,y〉 , so erhalten wir nach Multiplikation mit 〈y, y〉

0 ≤ 〈x, x〉 · 〈y, y〉 − 2|〈x, y〉|2 + |〈x, y〉|2.

Dies ist gerade die behauptete Ungleichung. �

Theorem 2.10. Sei E ein Skalarproduktraum. Dann definiert ‖x‖ :=
√
〈x, x〉 für

x ∈ E eine Norm auf E.

Beweis.

(i) Die positive Definitheit ist klar.
(ii) Da 〈x, x〉 ∈ R+ ist und

√
ab =

√
a ·
√
b für a, b ∈ R+ gilt, folgt

‖λx‖ =
√
〈λx, λx〉 =

√
λ〈x, λx〉 =

√
λλ〈x, x〉 =

√
|λ|2 · ‖x‖2 = |λ| · ‖x‖.

(iii) Die Dreiecksungleichung folgt unter Verwendung von

z + z ≡ (a+ ib) + (a− ib) = 2a = 2 Re z ≤ 2 |z|2

mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung:

‖x+ y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉
= 〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉
≤ 〈x, x〉+ 2 · |〈x, y〉|+ 〈y, y〉
≤ ‖x‖2 + 2 · ‖x‖ · ‖y‖+ ‖y‖2. �

Theorem 2.11. Sei E ein normierter Raum. Dann definiert d(x, y) := ‖x−y‖ für
alle x, y ∈ E eine Metrik auf E.

Beweis.

(i) Die Symmetrie ist klar.
(ii) Definitheit: Wegen der Definitheit der Norm folgt aus 0 = d(x, y) = ‖x − y‖

bereits x = y. Weiterhin gilt ‖0‖ = ‖0 + 0‖ = 2‖0‖ und daher folgt ‖x− x‖ =
‖0‖ = 0.

(iii) d(x, z) = ‖x− z‖ = ‖(x− y) + (y− z)‖ ≤ ‖x− y‖+ ‖y− z‖ = d(x, y) + d(y, z)
impliziert die Dreiecksungleichung. �

Beispiele 2.12.
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(i) Seien x, y ∈ Rn mit x =
(
x1, . . . , xn

)
und y = (y1, . . . , yn). Dann definiert

〈x, y〉 :=

n∑
i=1

xi · yi

ein Skalarprodukt, das euklidische Skalarprodukt auf Rn.
Die zugehörige euklidische Norm ist durch

‖x‖ ≡ |x| =

√√√√ n∑
i=1

|xi|2

und die euklidische Metrik ist durch

d(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

|xi − yi|2

gegeben.
(ii) Insbesondere sind die reellen Zahlen mit 〈x, y〉 = xy ein Skalarproduktraum,

mit ‖x‖ = |x| ein normierter Raum und mit d(x, y) := |x− y| ein metrischer
Raum.

(iii) Cn ist ein Skalarproduktraum mit

〈x, y〉 :=

n∑
i=1

xi · yi.

(iv) Insbesondere ist C ein Skalarproduktraum mit 〈z, w〉 = z ·w. Es gilt im zuge-
hörigen metrischen Raum d(z, w) = |z − w|.

(v) Sei 1 ≤ p <∞. Sei x ∈ Rn. Dann definiert

‖x‖p ≡ ‖x‖lp(Rn) :=

(
n∑
i=1

∣∣xi∣∣p)1/p

eine Norm auf Rn. Die Bezeichnung des Raumes könnte irreführend sein;
lp({1, . . . , n}) wäre auch möglich. (Momentan können wir diese Definition nur
für p ∈ Q≥1 verstehen, da wir allgemeinere Potenzen noch nicht definiert
haben.)

Ebenso erhält man Normen auf Cn.
Der Vollständigkeit halber geben wir in Theorem 2.15 einen Beweis an.

Dieser ist aktuell jedoch noch nicht mit den hier behandelten Kenntnissen
verständlich.

Mit Hilfe der (noch nicht behandelten) Parallelogrammgleichung kann man
sehen, dass diese Norm im Falle p 6= 2 nicht von einem Skalarprodukt her-
kommt.

Diese Norm bzw. Metrik heißt im Falle p = 1 Manhatten-Metrik, im Falle
p = 2 euklidische Metrik und im Falle p =∞ Box-Metrik.

(vi) Im Fall p =∞ definiert

‖x‖∞ ≡ ‖x‖l∞(Rn) := max
1≤i≤n

∣∣xi∣∣
eine Norm auf Rn.

Beweis. Übung. �

(vii) Sei A eine nichtleere Menge. Auf dem Vektorraum der beschränkten Funk-
tionen f : A→ R definiert

‖f‖L∞(A) := sup
x∈A
|f(x)|



44 2. KONVERGENZ

eine Norm.

Beweis. Übung �

Hierzu gibt es auch eine Version mit Integralen und 1 ≤ p <∞.
(viii) Sei E eine Menge. Definiere eine Metrik, die diskrete Metrik, durch

d(x, y) :=

{
0 für x = y,

1 für x 6= y.

Diese Metrik ist im Allgemeinen nicht von einer Norm induziert.
(ix) Sei (E, d) ein metrischer Raum und A ⊂ E. Dann ist dA : A×A→ R+ mit

dA(x, y) := d(x, y)

für alle x, y ∈ A eine Metrik auf A. dA heißt die von d auf A induzierte Metrik.
(x) Sei U ein Unterraum eines Skalarproduktraumes. Dann ist die Einschränkung

des Skalarproduktes auf U × U ein Skalarprodukt auf U .
Sei U ein Unterraum eines normierten Raumes. Dann ist die Einschränkung

der Norm auf U eine Norm auf U .

Das folgende Resultat gilt auch ohne die Definitheit eines Skalarproduktes.

Proposition 2.13 (Polarisationsformeln).

(i) Sei E ein Skalarproduktraum über K, so gilt

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2 Re〈x, y〉.
(ii) Ist E ein Skalarproduktraum über R, so gilt

〈x, y〉 = 1
2

(
‖x+ y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

)
= 1

2

(
‖x‖2 + ‖y‖2 − ‖x− y‖2

)
= 1

4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

)
.

(iii) Ist E ein Skalarproduktraum über C, so gilt

4〈x, y〉 = ‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 + i‖x+ iy‖2 − i‖x− iy‖2.

Beweis. Benutze die Multilinearität und 2 Re z = z + z. �

Proposition 2.14. Sei E ein normierter Raum über K. Dann gibt es genau dann
ein Skalarprodukt, das die Norm induziert, falls die Parallelogrammgleichung

2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
= ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2

gilt.

Beweisidee.

„⇒“: Ist einfaches Nachrechnen.
„⇐“: Benutze die Polarisationsformel um einen Kandidaten für ein Skalarpro-

dukt zu definieren. Beim Nachweis der Linearität ist es einfach, Summen
auseinanderzuziehen, bei reellen Faktoren zeigt man dies per Induktion zu-
nächst für ganze und rationale Faktoren. Im komplexen Fall benutzt man
zunächst, dass ein komplexer Vektorraum auch ein reeller Vektorraum ist
und benutzt dann das Skalarprodukt aus dem reellen Fall.

Dieser Beweisteil ist etwas technischer. �

Theorem 2.15. Seien 1 ≤ p, q ≤ ∞ konjugierte Exponenten mit 1
p + 1

q = 1. Seien
x, y ∈ Rn. Dann gelten

n∑
i=1

xi · yi ≤‖x‖p · ‖y‖q
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und

‖x+ y‖p ≤‖x‖p + ‖y‖p.

Die erste Ungleichung heißt Höldersche Ungleichung, die zweite Minkowskische Un-
gleichung.

Beweis. ? Wir folgen [11]. Die einfachen Fälle p = ∞, q = ∞, x = 0 oder y = 0
lassen wir als Übung.
(i) Für den Beweis der Hölderschen Ungleichung dürfen wir ohne Einschränkung
‖x‖p = 1 = ‖y‖p annehmen. Für jedes i mit 1 ≤ i ≤ n und xi 6= 0 6= yi

gibt es s, t ∈ R mit
∣∣xi∣∣ = es/p und

∣∣yi∣∣ = et/q. Wegen 1
p + 1

q = 1 liefert die
Konvexität der Exponentialfunktion

es/p+t/q ≤ 1
pe
s + 1

q e
t.

Also folgt
xi · yi ≤

∣∣xi∣∣ · ∣∣yi∣∣ ≤ 1
p

∣∣xi∣∣p + 1
q

∣∣yi∣∣q .
Dies gilt nun auch wieder für xi = 0 oder yi = 0. Wir summieren nun auf
beiden Seiten über i und erhalten auf der linken Seite die linke Seite in der
Behauptung und auf der rechten Seite 1

p‖x‖
p
p + 1

q‖y‖
q
q = 1

p + 1
q = 1. Somit

folgt die Behauptung.
(ii) Zum Beweis der Minkowskischen Ungleichung schreiben wir(

xi + yi
)p

= xi ·
(
xi + yi

)p−1
+ yi ·

(
xi + yi

)p−1
.

Jeden der beiden Terme auf der rechten Seite können wir mit der Hölderschen
Ungleichung behandeln. Es gelten

n∑
i=1

xi
∣∣xi + yi

∣∣p−1 ≤

(
n∑
i=1

∣∣xi∣∣p)1/p

·

(
n∑
i=1

∣∣xi + yi
∣∣(p−1)q

)1/q

sowie (p − 1)q = p. Eine entsprechende Abschätzung bekommen wir für den
zweiten Term. Also folgt

n∑
i=1

∣∣xi + yi
∣∣p ≤ ( n∑

i=1

∣∣xi + yi
∣∣p)1/q

·


(

n∑
i=1

∣∣xi∣∣p)1/p

+

(
n∑
i=1

∣∣yi∣∣p)1/p
 .

Bringen wir nun den ersten Faktor auf der rechten Seite nach links und be-
rücksichtigen, dass p und q konjugierte Exponenten sind, so folgt die Minkow-
skische Ungleichung oder Dreiecksungleichung für lp-Räume. �

2.2. Folgen.

Bemerkung 2.16. Die Sätze dieses Kapitels über Konvergenz in metrischen Räu-
men könnte man alternativ auch zunächst in R oder Rn zeigen. Sie gelten aber
auch allgemeiner wie hier angegeben in metrischen Räumen, manchmal sogar in
topologischen Räumen. Allen, denen die Resultate beim ersten Lesen zu abstrakt
sind, empfehlen wir daher, sie zunächst nur für R oder C, dann für Rn oder Cn
und schließlich wie angegeben nachzuvollziehen. Ein guter Kompromiss zwischen
Abstraktion und dem einfacheren Fall R sind die Fälle R2 oder R3.

Definition 2.17. Sei E ein metrischer Raum. Sei x ∈ E und ε > 0. Dann definieren
wir die ε-Kugel (engl. ball)

Bε(x) := {y ∈ E : d(x, y) < ε}.

Wir nennen Bε(x) auch eine bzw. die ε-Umgebung von x.
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Definition 2.18 (Konvergenz). Sei (xn)n∈N ⊂ E eine Folge in einem metrischen
Raum.
(i) Dann konvergiert (xn)n gegen a ∈ E, falls für jedes ε > 0 fast alle Folgeglie-

der in Bε(a) liegen.
(ii) Konvergiert (xn)n nicht, d. h. gibt es kein a ∈ E, gegen das (xn)n konvergiert,

so heißt die Folge (xn)n divergent.
(iii) Konvergiert (xn)n gegen a ∈ E, so heißt a Grenzwert oder Limes der Folge

(xn)n,
a = lim

n→∞
xn.

Wir schreiben auch xn → a für n→∞ oder xn −→
n→∞

a.

Bemerkung 2.19. Die Definition von Konvergenz ist äquivalent zu
(i) Für alle ε > 0 gibt es ein n0 ∈ N mit xn ∈ Bε(a) für alle n ≥ n0.
(ii) Für alle ε > 0 gibt es ein n0 ∈ N, so dass aus n ≥ n0 bereits d(xn, a) < ε

folgt.

Definition 2.20.

(i) Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes E heißt beschränkt, falls es ein
x ∈ E und ein r > 0 mit A ⊂ Br(x) gibt.

(ii) Eine Teilmenge A eines normierten Raumes E heißt beschränkt, falls es ein
r > 0 mit ‖x‖ ≤ r für alle x ∈ A gibt.

Bemerkung 2.21. In einem normierten Raum sind die beiden Definitionen für
Beschränktheit äquivalent, da y ∈ Br(x) die Ungleichung ‖y‖ ≤ r+ ‖x‖ impliziert.

Proposition 2.22. In einem metrischen Raum gilt:
(i) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.
(ii) Jede konvergente Folge ist beschränkt.

Beweis.

(i) Angenommen a und b wären zwei verschiedene Grenzwerte einer konvergenten
Folge (xn)n. Setze ε := 1

3d(a, b) > 0. Dann gibt es ein na und ein nb mit
d(xn, a) < ε für alle n ≥ na und d(xn, b) < ε für alle n ≥ nb. Sei N :=
max{na, nb}. Dann folgt für n ≥ N

3ε = d(a, b) ≤ d(a, xn) + d(xn, b) ≤ ε+ ε = 2ε.

Widerspruch.
(ii) Sei a = lim

n→∞
xn. Sei ε = 1. Dann gibt es n0 mit xn ∈ Bε(a) für alle n ≥ n0.

Somit ist

d(xn, a) ≤ max

(
1, max

0≤i≤n0

d(xi, a)

)
wie behauptet. �

Proposition 2.23. Seien (xn)n und (yn)n konvergente Folgen in E.
(i) Ist E ein normierter Vektorraum, so konvergiert auch die Folge (xn + yn)n

und es gilt
lim
n→∞

(xn + yn) = lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn.

(ii) Ist E = R, so konvergiert auch die Folge (xn · yn)n und es gilt

lim
n→∞

(xn · yn) = lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn.

Beweis. Setze a := lim
n→∞

xn und b := lim
n→∞

yn.
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(i) Aufgrund der Dreiecksungleichung gilt

‖xn + yn − (a+ b)‖ = ‖(xn − a) + (yn − b)‖
≤ ‖xn − a‖+ ‖yn − b‖.

Sei ε > 0. Wegen xn → a gibt es na ∈ N mit ‖xn − a‖ < ε für alle n ≥ na.
Ebenso gibt es nb mit ‖xn − b‖ < ε für alle n ≥ nb. Sei n ≥ na und n ≥ nb.
Dann folgt ‖(xn + yn)− (a+ b)‖ < 2ε. Hätten wir anfangs ε > 0 halb so groß
gewählt, hätten wir nun „< ε“ erhalten. Somit folgt

lim
n→∞

(xn + yn) = a+ b.

(ii) Es gilt
xnyn − ab = (xn − a)b+ xn(yn − b).

Nach Dreiecksungleichung und |st| = |s| · |t| für s, t ∈ R folgt

|xnyn − ab| ≤ |b| · |xn − a|+ |xn| · |yn − b|.
Da (xn)n konvergiert, gibt es c ∈ R mit |xn| ≤ c für alle n ∈ N. Sei ε > 0. Da
xn → a und yn → b konvergieren, existiert ein N ∈ N mit |xn − a| ≤ ε und
|yn − b| ≤ ε für alle n ≥ N . Somit ist

|xnyn − ab| ≤ |b| · ε+ c · ε = (|b|+ c) · ε.
Wie oben (vergleiche auch die nachfolgende Bemerkung) stört die Konstante
|b|+ c nicht, da ε > 0 beliebig war, und wir erhalten xnyn → ab. �

Im letzten Beweis haben wir gesehen, dass es auf Konstanten bei „< ε“ nicht
ankommt, da ε > 0 anfangs beliebig war. Wir halten dies fest.

Bemerkung 2.24. Sei (xn)n ⊂ E eine Folge. Sei a ∈ E. Sei c > 0. Dann sind die
folgenden beiden Aussagen äquivalent:
(i) Für alle ε > 0 gibt es ein n0 ∈ N, so dass für alle n ≥ n0 die Ungleichung

d(xn, a) < ε gilt.
(ii) Für alle ε > 0 gibt es ein n0 ∈ N, so dass für alle n ≥ n0 die Ungleichung

d(xn, a) < c · ε gilt.

Proposition 2.25. Gelte xn → a in E.
(i) Ist E ein normierter Raum, so folgt ‖xn‖ → ‖a‖.
(ii) Ist E = R oder E = C und gelten xn 6= 0 für alle n sowie a 6= 0, so folgt

x−1
n → a−1.

Aus xn → a 6= 0 folgt bereits xn 6= 0 für fast alle n ∈ N.

Beweis.

(i) Aufgrund der umgekehrten Dreiecksungleichung gilt

|‖xn‖ − ‖a‖| ≤ ‖xn − a‖.
Die Konvergenz xn → a impliziert, dass es für alle ε > 0 ein n0 ∈ N gibt, so
dass die rechte Seite für n ≥ n0 kleiner als ε ist. Dies gilt auch für die linke
Seite.

(ii) Es gilt
1

xn
− 1

a
=
a− xn
xna

.

Gilt 1
xna
≤ c für eine Konstante c > 0 und alle n ∈ N, so erhalten wir hieraus

die Konvergenz. Wegen xn 6= 0 für alle n ∈ N, genügt es, diese Ungleichung
für fast alle n ∈ N zu zeigen.

Sei ε := |a|
2 . Dann gilt xn ∈ Bε(a) für fast alle n. Somit ist |xn| ≥ |a| −

|xn − a| ≥ 2ε− ε = ε, also
∣∣ 1
xn

∣∣ ≤ 1
ε . Die Behauptung folgt. �
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Definition 2.26. Sei (xn)n∈N eine Folge reeller Zahlen. Dann heißt (xn)n

(i) monoton wachsend, xn ↗, falls xn+1 ≥ xn für alle n ∈ N,
(ii) streng oder strikt monoton wachsend, falls xn+1 > xn für alle n ∈ N,
(iii) monoton fallend, xn ↘, falls xn+1 ≤ xn für alle n ∈ N gilt.
(iv) Streng oder strikt monoton fallend ist analog definiert.
(v) Wir schreiben beispielsweise xn ↗ a, wenn (xn)n monoton wachsend ist und

den Grenzwert a besitzt.

Proposition 2.27. Sei (xn)n∈N eine monotone beschränkte Folge in R. Dann kon-
vergiert (xn)n.

Beweis. Sei (xn)n ohne Einschränkung monoton wachsend. Definiere M := sup
n∈N

xn.

Wir behaupten, dass M = lim
n→∞

xn gilt.
Sei ε > 0 beliebig. Dann gelten xn ≤ M für alle n ∈ N und es gibt ein n0 ∈ N,

so dass xn0
≥ M − ε ist. Da (xn)n monoton wachsend ist, folgt auch xn ≥ M − ε

für alle n ≥ n0. Wir erhalten M − ε ≤ xn ≤ M für alle n ≥ n0. Dies impliziert
|xn −M | ≤ ε für solche n und damit die Behauptung.

In diesem Fall schreiben wir auch xn ↗M . �

Beispiele 2.28.

(i) Die Folge
(

1
n

)
n∈N\{0} ist monoton fallend und konvergiert gegen Null.

(ii) Sei 0 < a < 1. Dann konvergiert die Folge (an)n∈N monoton fallend nach Null.
(iii) Definiere für n ∈ N \ {0} die Folgen

xn :=
(
1 + 1

n

)n und yn =
(
1 + 1

n

)n+1
.

Dann ist die Folge (xn)n monoton wachsend und die Folge (yn)n ist monoton
fallend. Es gelten xn ≤ yn und lim

n→∞
xn = lim

n→∞
yn.

Der Grenzwert wird später als Eulersche Zahl e wieder auftauchen.

Beweis.

(i) Übung
(ii) Übung
(iii) Für x > −1 und n ∈ N gilt die Bernoullische Ungleichung

(1 + x)n ≥ 1 + nx.

Der Beweis dieser Ungleichung ist ein einfacher Induktionsbeweis (Übung).
Sei n ≥ 2. Dann erhalten wir aus der Bernoullischen Ungleichung(

1 + 1
n

)n (
1− 1

n

)n
=
(
1− 1

n2

)n Bern.
≥ 1− 1

n

und

1(
1 + 1

n

)n (
1− 1

n

)n =

(
1

1− 1
n2

)n
=

(
n2

n2 − 1

)n
=
(

1 + 1
n2−1

)n
>
(
1 + 1

n2

)n Bern.
≥ 1 + 1

n .

Umordnen der Ungleichungen liefert

xn =
(
1 + 1

n

)n ≥ (1− 1
n

)−(n−1)
=
(

n
n−1

)n−1

=
(

1 + 1
n−1

)n−1

= xn−1

und

yn−1 =
(

1 + 1
n−1

)n
=
(

n
n−1

)n
=

1(
1− 1

n

)n ≥ (1 + 1
n

)n+1
= yn.
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Somit gelten xn ↗ und yn ↘. Wegen yn ≥ xn für alle n sind beide Folgen
beschränkt und konvergieren daher. Aus yn = xn

(
1 + 1

n

)
folgt

lim
n→∞

yn = lim
n→∞

xn · lim
n→∞

(
1 + 1

n

)
= lim
n→∞

xn

und die Grenzwerte stimmen überein. �

Definition 2.29. Sei E ein metrischer Raum und (xn)n ⊂ E. Dann heißt a ∈ E ein
Häufungspunkt, kurz HP, von (xn)n, falls in jeder ε-Umgebung von a unendlich
viele Folgeglieder liegen.

Beispiele 2.30.

(i) Gilt xn → a, so ist a Häufungspunkt von (xn)n.
(ii) Seien (xn)n und (yn)n Folgen mit xn → a und yn → b. Definiere eine Folge

durch

zn :=

{
xn für gerades n,
yn für ungerades n.

(Dabei bedeutet gerade n ≡ 0 (mod 2) und ungerade n ≡ 1 (mod 2).) Dann
besitzt zn die Häufungspunkte a und b (die auch übereinstimmen können).

(iii) Sei (xn)n eine Abzählung von Q. Dann divergiert die Folge und, da Q in R
dicht ist, ist jede reelle Zahl ein Häufungspunkt der Folge. (Übung)

Proposition 2.31. Sei (xn)n ⊂ E eine Folge in einem metrischen Raum. Dann
ist a genau dann ein Häufungspunkt der Folge, wenn eine Teilfolge von (xn)n gegen
a konvergiert.

Beweis.

„⇐“: Konvergiert eine Teilfolge von (xn)n gegen a, so ist a nach Definition ein
Häufungspunkt.

„⇒“: Wir definieren die Teilfolge induktiv: Sei k0 ∈ N beliebig. Nach Definition
des Häufungspunktes gibt es ein k1 > k0 mit xk1

∈ B1(a). Dann gibt
es k2 > k1 mit xk2

∈ B1/2(a), k3 > k2 mit xk3
∈ B1/3(a), . . . . Wegen

d(xki , a) < 1
i für alle i ≥ 1 erhalten wir, dass die Folge (xki)i gegen a

konvergiert. �

Theorem 2.32 (Bolzano-Weierstraß). Sei (xn)n∈N ⊂ R eine beschränkte Folge.
Dann besitzt (xn)n∈N einen Häufungspunkt.

Beweis. Seien a0 < b0 reelle Zahlen mit a0 ≤ xn ≤ b0 für alle n ∈ N. Wir definieren
induktiv Folgen (an)n und (bn)n: Seien an und bn für ein n ∈ N bereits definiert.
Enthält das Intervall

[
an,

an+bn
2

]
unendlich viele Folgeglieder, so setzen wir an+1 :=

an und bn+1 := an+bn
2 . Sonst setzen wir an+1 := an+bn

2 und bn+1 := bn. In jedem
Fall enthält das neue Intervall [an+1, bn+1] ebenfalls unendlich viele Folgeglieder.

Die Folge (an)n ist monoton wachsend, die Folge (bn)n ist monoton fallend.
Wegen an ≤ bn für alle n (leicht einzusehen) sind beide Folgen beschränkt und
konvergieren daher. Per Induktion erhalten wir |an − bn| ≤ 2−n · |a0 − b0|. Setze
a := lim

n→∞
an und b := lim

n→∞
bn.

Wir behaupten, dass a = b gilt. Sei ε > 0 beliebig. Sei k ∈ N so groß, dass
2−k · |a0 − b0| < ε gilt. Aufgrund der Konvergenz gibt es n ∈ N mit n ≥ k,
|an − a| < ε und |bn − a| < ε. Wir erhalten

|a− b| ≤ |a− an|+ |an − bn|+ |bn − a| ≤ 3ε.

Da ε > 0 beliebig war, folgt a = b.
Wir behaupten, dass a ein Häufungspunkt der Folge ist. Sei dazu nochmals

ε > 0 beliebig. Wegen an → a und bn → a gilt an, bn ∈ Bε(a) = (a − ε, a + ε) für
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hinreichend großes n ∈ N. Nach Definition des Intervalles gilt [an, bn] ⊂ (a−ε, a+ε).
Im abgeschlossenen Intervall liegen nach Konstruktion unendlich viele Folgeglieder.
Somit gilt dies auch für das offene Intervall. Daher ist a ein Häufungspunkt der
Folge (xn)n. �

Definition 2.33. Sei E ein metrischer Raum. Seien A,B ⊂ E nicht leer.
(i) Dann heißt

diamA := sup
x,y∈A

d(x, y)

Durchmesser der Menge A.
(ii) Dann definieren wir die Distanz dist(A,B) zwischen den Mengen A und B

durch
dist(A,B) = inf{d(x, y) : x ∈ A, y ∈ B}.

Wir setzen weiterhin dist(x,B) := dist({x}, B) für x ∈ E.
(Dies ist keine Metrik auf den nichtleeren Teilmengen von E. Als Metrik

auf solchen Mengen werden wir später die Hausdorffmetrik kennenlernen.)

Korollar 2.34 (Bolzano-Weierstraß). Sei (xk)k∈N ⊂ Rn eine beschränkte Folge,
d. h. es gibt ein r > 0 so dass xk ∈ Br(0) für alle k ∈ N gilt. Dann besitzt (xk)k
eine konvergente Teilfolge. Der Grenzwert a erfüllt |a| ≤ r.

Beweis.

(i) Existenz: Jede Folge der Komponenten von (xk)k ist beschränkt: Für alle
1 ≤ i ≤ n gilt

∣∣xik∣∣ =

√∣∣xik∣∣2 ≤
√√√√ n∑

j=1

∣∣∣xjk∣∣∣2 = |xk| < r.

Somit gibt es eine Teilfolge von (xk)k, so dass die erste Komponente kon-
vergiert. Davon gibt es eine Teilfolge, so dass auch die zweite Komponente
konvergiert. Nach n Schritten erhalten wir so eine Teilfolge, bei der alle Kom-
ponenten konvergieren. Sei (yk)k diese Folge und seien ai ∈ R, 1 ≤ i ≤ n,
die Grenzwerte der Komponenten, gelte also yik → ai für k → ∞. Definiere
a :=

(
a1, . . . , an

)
.

Wir zeigen nun, dass diese Folge nicht nur komponentenweise konvergiert.
Sei ε > 0 beliebig. Sei n0 ∈ N so gewählt, dass k ≥ n0 bereits

∣∣yik − ai∣∣ < ε
für alle k ≥ n0 impliziert. Dann erhalten wir für k ≥ n0

|yk − a| =

√√√√ n∑
j=1

∣∣∣yjk − aj∣∣∣2 ≤ √nε.
Wählen wir also ε = 1√

n
δ, so können wir für jedes δ > 0 und k ≥ n0(δ) die

Abschätzung |yk − a| < δ erreichen. Die Konvergenz folgt.
(ii) Normabschätzung: Falls nicht, so setzen wir ε := 1

2 (|a| − r) > 0. Sei k ∈ N
so gewählt, dass |xk − a| < ε gilt. Wir erhalten

r ≥ |xk| ≥ |a| − |a− xk| ≥ r + (|a| − r)− 1
2 (|a| − r) = r + 1

2 (|a| − r) > r.

Widerspruch. �

Bemerkung 2.35. Beim Existenzbeweis haben wir auch gezeigt, dass für eine
Folge (xk)k∈N =

((
xik
)

1≤i≤n

)
k∈N

in Rn die Aussagen (xk)k konvergiert und
(
xik
)
k

konvergiert für alle 1 ≤ i ≤ n äquivalent sind. (Dies gilt ebenso für die Eigenschaft,
Cauchyfolge zu sein, was wir in Definition 2.42 erklären werden.)
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Lemma 2.36. Sei (xn)n ⊂ R eine Folge mit xn → a für n → ∞. Gilt xn ≤ c für
alle n ∈ N, so folgt auch a ≤ c.

Beweis. Angenommen, die Behauptung wäre falsch. Dann ist a > c. Sei ε := a−c
2 .

Wegen xn → a gibt es n0 ∈ N mit xn ∈ Bε(a) für alle n ≥ n0. Es folgt xn − c =
xn − a+ a− c ≥ −ε+ 2ε = ε > 0. Dies widerspricht der Annahme xn ≤ c. �

Proposition 2.37. Sei (xn)n ⊂ R eine nach oben beschränkte Folge. Sei M die
Menge der Häufungspunkte von (xn)n. Sei M nicht leer. Dann besitzt M ein Ma-
ximum, d. h. supM ist selber wieder ein Häufungspunkt.

Eine entsprechende Aussage gilt auch für nach unten beschränkte Folgen und
das Minimum der Häufungspunkte.

Beweis. Gelte xn ≤ c für alle n. Dann ist jeder Grenzwert einer konvergenten
Teilfolge ebenfalls ≤ c. Somit ist M nach oben durch c beschränkt und supM
existiert in R. Definiere γ := supM . Nach Definition des Supremums gibt es für
jedes k ∈ N \ {0} ein ak ∈M mit ak ≥ γ − 1

k . a0 ∈M können wir beliebig wählen,
ebenso n0 ∈ N als Start für die folgende induktive Konstruktion. Da jedes ak ein
Häufungspunkt der Folge (xn)n ist, finden wir induktiv nk mit nk > nk−1, so dass
|ak − xnk | < 1

k gilt. Nach Dreiecksungleichung folgt nun

|γ − xnk | ≤ |γ − ak|+ |ak − xnk | ≤ 2
k .

Somit gilt xnk → γ für k →∞. �

Definition 2.38. Sei (xn)n ⊂ R eine Folge. Sei M die Menge der Häufungspunkte
von M . Dann definieren wir den Limes superior von (xn)n durch

lim sup
n→∞

xn = lim
n→∞

xn = supM

und den Limes inferior von (xn)n als

lim inf
n→∞

xn = lim
n→∞

xn = inf M.

Ist (xn)n nach oben beschränkt, so gilt lim
n→∞

xn ∈ R ∪ {−∞}, ist (xn)n nach unten
beschränkt, so gilt lim

n→∞
xn ∈ R ∪ {+∞}.

Bemerkung 2.39. Nach Proposition 2.37 ist der Limes superior, falls die Menge
der Häufungspunkte nicht leer ist, einer nach oben beschränkten Folge der größte
Grenzwert einer konvergenten Teilfolge.

Proposition 2.40. Sei (xn)n ⊂ R eine beschränkte Folge. Dann ist (xn)n genau
dann konvergent, wenn lim

n→∞
xn = lim

n→∞
xn gilt.

Beweis.

„⇒“: Konvergiert die Folge, so besitzt sie einen eindeutig bestimmten Häufungs-
punkt. Daher stimmen Limes inferior und Limes superior überein.

„⇐“: Angenommen, die Folge konvergiert nicht. Setze a := lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn.

Dann gibt es ein ε > 0, so dass unendlich viele Folgeglieder nicht in
Bε(a) liegen. Betrachte eine entsprechende Teilfolge (xnk)k ⊂ R \ Bε(a).
Als beschränkte Folge besitzt sie eine konvergente Teilfolge (xnkl )l mit
xnkl → b ∈ R. Wir behaupten, dass b 6= a gilt. Sei dazu l0 ∈ N so ge-
wählt, dass für l ≥ l0 stets xnkl ∈ Bε/2(b) gilt. Wir erhalten

|a− b| ≥
∣∣∣a− xnkl0 ∣∣∣− ∣∣∣xnkl0 − b∣∣∣ ≥ ε− ε

2 > 0.

Also ist a 6= b.
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Somit besitzt (xn)n die beiden Häufungspunkte a = limxn und b 6=
a. Wir erhalten einen Widerspruch zur Übereinstimmung von limxn und
limxn. Die Behauptung folgt. �

Allgemeiner gilt

Theorem 2.41. Sei E ein metrischer Raum und sei (xn)n ⊂ E. Angenommen, jede
Teilfolge besitzt eine konvergente Teilfolge und die Grenzwerte aller konvergenten
Teilfolgen stimmen überein. Dann konvergiert bereits die gesamte Folge.

Beweis. Sei a ein solcher Grenzwert. Wir führen eine Widerspruchsbeweis. Falls
nicht die gesamte Folge konvergiert, finden wir ein ε > 0, so dass unendlich viele
Folgeglieder nicht in Bε(a) liegen. Eine Teilfolge davon, (yn)n, konvergiere gegen
ein b ∈ E. Also gibt es n0 ∈ N mit d(yn0

, b) < ε
2 . Wie im Beweis von Proposition

2.40 folgt
d(a, b) ≥ d(a, yn0

)− d(yn0
, b) ≥ ε− ε

2 > 0.

Widerspruch zur Eindeutigkeit des Grenzwertes aller konvergenten Teilfolgen. Die
Behauptung folgt. �

Definition 2.42 (Cauchyfolge, Vollständigkeit).

(i) Eine Folge (xn)n in einem metrischen Raum E heißt Cauchyfolge, CF, falls
es zu jedem ε > 0 ein n0 ∈ N mit d(xk, xl) < ε für alle k, l ≥ n0 gibt.

(ii) Ein metrischer Raum, in dem jede Cauchyfolge konvergiert, heißt vollstän-
diger metrischer Raum.

(iii) Ein normierter Raum, der mit der induzierten Metrik ein vollständiger me-
trischer Raum ist, heißt vollständiger normierter Raum oder Banachraum
(BR).

(iv) Ein Skalarproduktraum, der mit der induzierten Norm ein Banachraum ist,
heißt Hilbertraum (HR).

Bemerkung 2.43. Die Cauchyfolgenbedingung kann man auch mit d(xk, xk+l) < ε
für alle k ≥ n0 und alle l ∈ N formulieren.

Lemma 2.44. Sei E ein metrischer Raum. Sei die Folge (xn)n ⊂ E konvergent.
Dann ist (xn)n eine Cauchyfolge.

Beweis. Sei a := lim
n→∞

xn. Sei ε > 0 beliebig. Da xn → a konvergiert, gibt es ein
n0, so dass für alle n ≥ n0 auch d(xn, a) < ε gilt. Seien nun k, l ≥ n0. Es folgt

d(xk, xl) ≤ d(xk, a) + d(a, xl) ≤ 2ε.

Da ε > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. �

Korollar 2.45. In einem vollständigen metrischen Raum konvergiert eine Folge
genau dann, wenn sie eine Cauchyfolge ist.

Proposition 2.46. In einem metrischen Raum gilt:
(i) Jede Cauchyfolge ist beschränkt.
(ii) Eine Cauchyfolge besitzt höchstens einen Häufungspunkt.

Beweis.

(i) Sei (xn)n eine Cauchyfolge. Sei ε = 1 und n0 ∈ N, so dass für alle k, l ≥ n0

bereits d(xk, xl) < ε folgt. Setze r := max{d(xi, xn0
) : 0 ≤ i ≤ n0 − 1} + 1.

Dann gilt xn ∈ Br(xn0
) für alle n ∈ N.
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(ii) Angenommen, a 6= b wären zwei Häufungspunkte. Setze ε := 1
4d(a, b). Sei n0 ∈

N so groß, dass d(xk, xl) < ε für alle k, l ≥ n0 ist. Da a und b Häufungspunkte
sind, gibt es k, l ≥ n0 mit d(a, xk) < ε und d(a, xl) < ε. Es folgt

d(a, b) ≤ d(a, xk) + d(xk, xl) + d(xl, b) < 3ε = 3
4d(a, b).

Widerspruch. �

Korollar 2.47. Rn (mit der euklidischen Metrik) ist ein vollständiger metrischer
Raum. Insbesondere konvergiert eine Folge in Rn genau dann, wenn sie eine Cau-
chyfolge ist. Dies heißt Cauchykriterium.

Dies gilt insbesondere auch für R selbst.

Beweis. Wir wollen Theorem 2.41 anwenden um zu zeigen, dass jede Cauchyfolge in
Rn konvergiert. Sei (xn)n ⊂ Rn eine Cauchyfolge. Sei (xnk)k eine beliebige Teilfolge.
Dann ist die Teilfolge ebenfalls Cauchyfolge und daher beschränkt. Nach Bolzano-
Weierstraß besitzt (xnk)k eine konvergente Teilfolge (xnkl )l: Es gibt a ∈ Rn mit
xnkl → a für l → ∞. Damit ist a ein Häufungspunkt von (xn)n. Hätten wir hier
andere Teilfolgen gewählt, so wäre der Grenzwert wieder a, da eine Cauchyfolge
maximal einen Häufungspunkt besitzt. Damit ist Theorem 2.41 anwendbar und die
Behauptung folgt. �

Wir wollen nun zeigen, dass auch lp(Rn) vollständig ist. Dazu führen wir zunächst
eine Äquivalenzrelation ein. Wir lassen den Nachweis, dass es sich dabei um eine
Äquivalenzrelation handelt, als Übung.

Definition 2.48. Sei E ein Vektorraum. Dann heißen zwei Normen ‖ · ‖1 und ‖ · ‖2
auf E äquivalent, falls es c > 0 gibt, so dass

1

c
· ‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ c · ‖x‖1

für alle x ∈ E gilt.

Proposition 2.49. Sei E ein Vektorraum mit äquivalenten Normen ‖·‖1 und ‖·‖2.
Dann ist (E, ‖ · ‖1) genau dann vollständig, wenn (E, ‖ · ‖2) vollständig ist.

Beweis. Sei E mit der Norm ‖·‖1 vollständig. Sei (xn)n∈N eine beliebige Cauchyfolge
in E bezüglich der Norm ‖ · ‖2. Wegen

‖xk − xl‖1 ≤ c · ‖xk − xl‖2
ist (xn)n auch bezüglich ‖·‖1 eine Cauchyfolge. Somit konvergiert xn → x bezüglich
der Norm ‖ · ‖1 für ein x ∈ E für n→∞. Wegen

‖x− xn‖2 ≤ c · ‖x− xn‖1
gilt auch xn → x bezüglich der Norm ‖ · ‖2. Die Behauptung folgt. �

Proposition 2.50. Seien 1 ≤ p, q ≤ ∞. Dann sind ‖ · ‖lp und ‖ · ‖lq auf Rn
äquivalente Normen.

Beweis. Für alle 1 ≤ p <∞, alle 1 ≤ i ≤ n und alle x ∈ Rn gilt

∣∣xi∣∣ =
(∣∣xi∣∣p)1/p

≤

(
n∑
k=1

∣∣xk∣∣p)1/p

︸ ︷︷ ︸
=‖x‖lp

≤

(
n∑
k=1

‖x‖pl∞

)1/p

= n1/p︸︷︷︸
≤n

·‖x‖l∞ .

Da dies für alle 1 ≤ i ≤ n gilt, folgt auch

‖x‖l∞ ≤ ‖x‖lp ≤ n‖x‖l∞ .
Somit sind die lp- und die l∞-Norm auf Rn äquivalent. Die Behauptung folgt nun,
da die Äquivalenz von Normen eine Äquivalenzrelation ist. �
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Korollar 2.51. Für 1 ≤ p ≤ ∞ ist lp(Rn) ein Banachraum.

Beispiele 2.52.

(i) Wir definieren induktiv eine Folge in R durch x0 = 1 und xn+1 = 1
1+xn

für
n ≥ 1. Wir behaupten, dass (xn)n eine Cauchyfolge ist. Per Induktion sehen
wir, dass 0 ≤ xn, xn ≤ 1 und 1

2 ≤ xn gelten. Somit erhalten wir

xn+1+k − xn+1 =
1

1 + xn+k
− 1

1 + xn
=

xn − xn+k

(1 + xn)(1 + xn+k)
≤ |xn − xn+k|(

1 + 1
2

)2
und daraus

|xn+1+k − xn+1| ≤ 4
9 |xn+k − xn|.

Für festes k ∈ N definieren wir ϕ(n) := |xn+k − xn| und erhalten ϕ(n +
1) ≤ 4

9ϕ(n). Beachte, dass ϕ(n) ≥ 0 ist. Per Induktion erhalten wir daraus
ϕ(n) ≤

(
4
9

)n
ϕ(0). Somit gilt ϕ(n)→ 0 für n→∞. Da ϕ(0) ≤ 2 unabhängig

von k gilt, ist (xn)n eine Cauchyfolge.
Gehen wir nun in der definierenden Gleichung auf beiden Seiten zum Grenz-

wert über, so erhalten wir für a = lim
n→∞

xn

a =
1

1 + a
oder a =

−1±
√

5

2
.

Das negative Vorzeichen ist wegen xn ≥ 0 ausgeschlossen. Damit haben wir
den Grenzwert bestimmt.

(ii) Die induktiv definiert Folge (xn) ⊂ R mit x0 = 1 und xn+1 = 2+xn
1+xn

für n ≥ 1

konvergiert nach
√

2. (Übung)
(iii) In einem normierten Raum folgt aus xn → a auch

1

n

n∑
k=1

xk → a.

(Übung)

2.3. Reihen.

Definition 2.53. Sei E ein normierter Raum und (an)n∈N ⊂ E eine Folge. Dann
definieren wir eine weitere Folge (sn)n∈N ⊂ E durch

sn :=

n∑
k=0

ak.

Beide Folgen zusammen heißen Reihe. Die Elemente an heißen dabei Glieder
der Reihe und die Elemente sn Partialsummen. Wir schreiben ((an))n∈N für die
Reihe. Wir bezeichnen auch ((an))n≥n0 als Reihe oder als Endstück der Reihe.

Existiert lim
n→∞

sn ∈ E, so heißt dieser Grenzwert Wert oder Summe der Reihe.
Wir schreiben

∞∑
n=0

an =
∑

an = lim
n→∞

sn.

Existiert
∑
an, so heißt die Reihe konvergent, existiert der Grenzwert nicht, so

heißt die Reihe divergent.

Das Cauchykriterium liefert
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Proposition 2.54. Eine Reihe ((an))n in einem Banachraum ist genau dann kon-
vergent, wenn zu jedem ε > 0 ein n0 ∈ N existiert, so dass für alle n ≥ n0 und alle
m ∈ N die Abschätzung ∥∥∥∥∥

n+m∑
k=n

ak

∥∥∥∥∥ < ε

gilt.

Korollar 2.55. Eine notwendige Bedingung für die Konvergenz der Reihe ((an))n
ist, dass an → 0 für n→∞ gilt.

Beweis. Wir wählen m = 0 in Proposition 2.54. �

Definition 2.56 (Nullfolge). Sei (an)n eine Folge in einem normierten Raum. Gilt
an → 0, so heißt (an)n eine Nullfolge.

Beispiele 2.57.

(i) Geometrische Reihe: Sei q ∈ R mit −1 < q < 1. Dann konvergiert die Reihe
((qn))n∈N und hat den Wert 1

1−q .

Beweis. Es gelten

sn = 1 + q + q2 + . . .+ qn,

qsn = q + q2 + . . .+ qn + qn+1,

(1− q)sn = 1− qn+1,

sn =
1− qn+1

1− q
.

Lassen wir n → ∞, so existiert der Grenzwert auf der rechten Seite. Somit
hat die Reihe den Wert 1

1−q . �

(ii) Die Reihe (((−1)n))n∈N ist divergent, da (−1)n 6→ 0 gilt.
(iii) Die harmonische Reihe

((
1
n

))
n≥1

erfüllt zwar die notwendige Bedingung 1
n →

0 für Konvergenz. Sie konvergiert aber nicht, da sie das Cauchykriterium für
Reihen verletzt:

2n∑
k=n+1

1

k
≥ n 1

2n
≥ 1

2
.

Bemerkung 2.58.

(i) Definiert man die Addition und die Skalarmultiplikation von Reihen glied-
weise, also ((an))n + ((bn))n := ((an + bn))n und λ((an))n := ((λan))n für
λ ∈ K, so wird die Menge der konvergenten Reihen zu einem Vektorraum und
es gelten ∑

(an + bn) =
∑

an +
∑

bn

sowie ∑
(λan) =λ

∑
an.

(ii) Eine Reihe ((an))n∈N konvergiert genau dann, wenn das Endstück ((an))n≥k
für beliebiges k ∈ N konvergiert. Endlich viele Glieder am Anfang spielen also
keine Rolle für die Konvergenz, beeinflussen jedoch den Wert der Reihe.

Proposition 2.59. Sei ((an))n∈N eine Reihe mit an ∈ R und an ≥ 0 für alle
n ∈ N. Dann konvergiert die Reihe genau dann, wenn die Folge der Partialsummen
nach oben beschränkt ist.
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Beweis. Die Folge der Partialsummen (sn)n ist wegen an ≥ 0 monoton wachsend.
Eine unbeschränkte Folge sn kann nicht konvergieren und eine monotone beschränk-
te Folge konvergiert gegen sup

n∈N
sn, vergleiche Proposition 2.27. �

Proposition 2.60 (Dezimaldarstellung reeller Zahlen). Sei x ∈ [0, 1) ⊂ R. Dann
gibt es di ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, i ∈ N, mit

∞∑
i=0

di · 10−i = x.

Wir schreiben x = 0, d1d2d3 . . .. Gilt di = 0 für j ≥ i0 für ein i0 ∈ N, so lassen wir
diese d′is in der Schreibweise auch weg.

Ist y ≥ 0 und n ∈ N die größte natürliche Zahl mit n ≤ y, so definieren wir
x := y − n und erhalten mit den zu x gehörigen d′is

y = n+

∞∑
i=0

di · 10−i

und schreiben y = n, d1d2d3 . . .. Ist z ∈ R<0, so schreiben wir ein Minuszeichen vor
den Ausdruck für −z, z. B. x = −17, 38.
di heißt die i-te Nachkommastelle von x.
Jede solche Darstellung liefert eine reelle Zahl.

Beweis. Wir zeigen die Aussage nur im Fall x ∈ [0, 1). Setze d0 := 0. Wähle induktiv

dn ∈ {0, 1, . . . , 9} maximal mit
n∑
i=0

di · 10−i ≤ x. Es folgt aufgrund der Maximalität

x−
n∑
i=0

di · 10−i ∈ [0, 10−n). Somit folgt die behauptete Konvergenz. �

Proposition 2.61 (Majorantenkriterium). Seien ((an))n und ((bn))n zwei Reihen
in R. Angenommen ((bn))n konvergiert und es gilt |an| ≤ bn für alle n ∈ N, so
konvergiert auch ((an))n.

((bn))n heißt konvergente Majorante von ((an))n.

Beweis. Wir überprüfen das Cauchykriterium. Es gilt∣∣∣∣∣
n+m∑
k=n

ak

∣∣∣∣∣ ≤
n+m∑
k=n

|ak| ≤
n+m∑
k=n

bk < ε,

falls n,m ≥ n0 so gewählt sind, dass wir das Cauchykriterium für ((bn))n anwenden
können. �

Bemerkung 2.62.

(i) Es folgt bn ≥ 0 für alle n ∈ N.
(ii) Es genügt, die Bedingung |an| ≤ bn für fast alle n ∈ N zu fordern.
(iii) Ist ((an))n eine Reihe in einem Banachraum und ((bn))n eine Reihe in R mit

‖an‖ ≤ bn, so gilt das entsprechende Resultat wenn wir den Betrag im Beweis
durch die Norm ersetzen.

(iv) Beispiel unter Verwendung von minimalem Schulwissen über den Logarithmus:
Die Reihe (((log n)−n))n≥2 konvergiert, denn für n ≥ 9 gilt log n ≥ 2 und
somit ist die geometrische Reihe ((2−n))n eine konvergente Majorante.

Proposition 2.63 (Quotientenkriterium). Sei ((an))n eine Reihe in R mit an > 0
für alle n ∈ N. Gelte

γ := lim
n→∞

an+1

an
< 1.

Dann konvergiert die Reihe ((an))n.
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Beweis. Wähle c mit γ < c < 1. Dann gilt für n ≥ n0 die Ungleichung an+1 ≤ can.
Per Induktion folgt an0+n ≤ cnan0

. Wir können daher eine geometrische Reihe als
konvergente Majorante verwenden. �

Beispiele 2.64.

(i) Die Reihe ((an))n =
((

1
n!

))
n
konvergiert aufgrund des Quotientenkriteriums,

denn es gilt
an+1

an
=

1

n+ 1
≤ 1

2

für alle n ≥ 1.
(ii) Sei x ∈ R>0. Dann konvergiert die Reihe ((an))n =

((
xn

n!

))
n
, denn es gilt

an+1

an
=

x

n+ 1
≤ 1

2
,

falls n ∈ N genügend groß ist.
Aufgrund des Majorantenkriteriums konvergiert die Reihe auch für negative

x ∈ R: Vergleiche den Wert für x < 0 mit dem an der Stelle −x > 0.
Wir definieren

expx :=

∞∑
n=0

xn

n!

und nennen die Funktion exp: R→ R Exponentialfunktion.
(iii) Die Reihe ((an))n =

((
n
qn

))
n
mit q > 1 konvergiert, denn es gilt

an+1

an
=

1

q

n+ 1

n
→ 1

q
< 1 für n→∞.

Insbesondere ist also lim
n→∞

n
qn = 0.

Ein nützliches Konvergenzkriterium benutzt Integrale. Da wir diese noch nicht
behandelt haben, erwähnen wir die Eigenschaften des Integrals, die wir verwenden
wollen. Alternativ kann man diesen Abschnitt erst nach der Definition des Integrals
lesen. Diese wird unabhängig von diesem Abschnitt sein, d. h. wir machen keine
Zirkelschlüsse. Vielleicht sind diese Eigenschaften schon aus der Schule bekannt.

Lemma 2.65. Sei I = [a, b] ein beschränktes Intervall und seinen f, g : I → R
„stetige“ Funktionen auf I. Dann gelten

bˆ

a

f + g =

bˆ

a

f +

bˆ

a

g,

f ≤ g =⇒
bˆ

a

f ≤
bˆ

a

g,

f = const = c =⇒
bˆ

a

f = c(b− a)

sowie

a = a0 < a1 < . . . < an = b =⇒
n−1∑
i=0

ai+1ˆ

ai

f =

bˆ

a

f.
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Proposition 2.66 (Integralkriterium). Sei f : R+ → R+ eine stetige monoton
fallende Funktion. Dann konvergiert die Reihe ((f(n)))n∈N genau dann, wenn

lim
b→∞

bˆ

0

f ≡
∞̂

0

f <∞

gilt.

Wir werden später sehen, dass auch nur monotone Funktionen integrierbar sind.
Somit können wir auf die Stetigkeit von f auch verzichten.

Beweis.

(i) Da f monoton fallend ist, folgt für alle n ∈ N≥1

f(n) =

n̂

n−1

f(n) ≤
n̂

n−1

f.

Wir summieren dies auf und erhalten
n∑
i=1

f(i) ≤
n̂

0

f ≤
∞̂

0

f.

Somit ist die Reihe der Partialsummen beschränkt und die Reihe konvergiert,
da die Glieder alle nichtnegativ sind.

(ii) Sei nun
∞́

0

f =∞. Wie oben erhalten wir

f(n) ≥
n+1ˆ

n

f

und daher
n∑
i=0

f(i) ≥
n∑
i=0

i+1ˆ

i

f =

n+1ˆ

0

f.

Da die rechte Seite für n → ∞ unbeschränkt wir, ist auch die Folge der
Partialsummen unbeschränkt und kann daher nicht konvergieren. �

Beispiele 2.67.

(i) Sei ε > 0. Dann konvergiert die Reihe
((

1
n1+ε

))
n
, insbesondere also die Reihe((

1
n2

))
n
. (Momentan kennen wir bisher nur rationale Exponenten.)

Beweis. Definiere f(x) := x−1−ε. f ist monoton fallend. Es gilt
n̂

1

f = −1

ε
x−ε

∣∣∣∣n
1

≤ 1

ε
.

Die Behauptung folgt somit aus dem Integralkriterium. �

(ii) Die Reihe
((

1
n

))
n
ist divergent.

Beweis. Definiere f(x) := 1
x . f ist monoton fallend und es gilt

n̂

1

f = log n− log 1→∞ für n→∞.

Somit divergiert die Reihe. �
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(iii) Die Reihen
((

1
nq

))
n
mit 0 < q < 1 divergieren ebenfalls. Benutze dazu das

Integral- oder das Majorantenkriterium.

Proposition 2.68 (Wurzelkriterium). Sei ((an))n eine Reihe in R+. Falls

γ := lim
n→∞

a1/n
n < 1

gilt, so konvergiert die Reihe ((an))n.

Beweis. Wir wählen wieder c ∈ R mit γ < c < 1. Dann gilt für fast alle n ∈ N

an ≤ cn.

Somit ist eine geometrische Reihe eine konvergente Majorante. �

Bemerkung 2.69. Quotienten- und Wurzelkriterium sind nur hinreichende Kri-
terien.
(i) Führt man jedes Folgeglied einer konvergenten Reihe doppelt auf, so erhält

man für den Limes superior beim Quotientenkriterium mindestens den Wert
Eins.

(ii) Sei ((an))n eine konvergente Reihe positiver reeller Zahlen. Betrachte nun
a0, 2a0, a1, 2a1, . . .. So erhält man eine Reihe, die konvergiert, aber beim Quo-
tientenkriterium hat der Limes superior mindestens den Wert 2.

(iii) Ist der Limes inferior beim Wurzel- oder Quotientenkriterium strikt größer als
Eins, so erhält man, dass die Glieder der Reihe keine Nullfolge bilden können.
Somit konvergiert auch die Reihe nicht.

(iv) Im Falle an = 1
n oder an = 1

n2 ist der Limes superior im Wurzel- oder Quoti-
entenkriterium stets 1. Da aber nur die zweite Reihe konvergiert, liefern diese
Kriterien hier keine Konvergenzentscheidung.

Definition 2.70. Sei ((an))n eine Reihe in einem Banachraum. Dann heißt die
Reihe absolut konvergent, falls die Reihe ((‖an‖))n in R konvergiert.

Die Reihe heißt bedingt konvergent, falls sie konvergiert, aber nicht absolut
konvergiert.

Proposition 2.71. Sei ((an))n eine absolut konvergente Reihe in einem Banach-
raum. Dann ist die Reihe konvergent und es gilt∥∥∥∥∥

∞∑
n=0

an

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑
n=0

‖an‖.

Beweis.

(i) Wir zeigen, dass die Folge (sn)n der Partialsummen eine Cauchyfolge ist. In
einem Banachraum konvergiert dann die Reihe. Es gilt für alle n > m ≥ n0

‖sn − sm‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

k=m+1

ak

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

k=m+1

‖ak‖.

Aufgrund der absoluten Konvergenz von ((an))n können wir zu jedem ε > 0
ein n0 finden, so dass die rechte Seite der Abschätzung für alle n > m ≥ n0

kleiner als ε ist. Damit ist (sn)n eine Cauchyfolge.
(ii) Die Dreiecksungleichung liefert für alle k ∈ N∥∥∥∥∥

k∑
n=0

an

∥∥∥∥∥ ≤
k∑

n=0

‖an‖ ≤
∞∑
n=0

‖an‖.

Dabei haben wir für die letzte Ungleichung benutzt, dass der Ausdruck in
der Mitte in k monoton wächst und für k → ∞ konvergiert. Bei monoton
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wachsenden konvergenten Folgen ist jedes Folgeglied eine untere Schranke für
den Grenzwert.

Wir haben bereits gesehen, dass die Summe in der Norm auf der linken
Seite für k → ∞ konvergiert. Also gilt dies auch für die Norm davon. Die
rechte Seite als obere Schranke für alle Folgeglieder ist damit auch eine obere
Schranke für den Grenzwert. Das hatten wir behauptet. �

Bemerkung 2.72 (Wurzelkriterium für Potenzreihen). Sei x ∈ K beliebig, (an)n ⊂
K eine Folge. Dann konvergiert die Potenzreihe, d. h. die Reihe ((anx

n))n∈N, für

|x| < 1

lim
n→∞

|an|1/n

absolut und divergiert für

|x| > 1

lim
n→∞

|an|1/n
.

Bei Gleichheit kann die Reihe konvergieren oder divergieren.

Beweis. Benutze das Wurzelkriterium und für die Divergenz, dass die Folgeglieder
dann keine Nullfolge bilden.

Gleichheit tritt für die Reihe
((

1
nx

n
))
n
für |x| = 1 ein. Für x = 1 haben wir

bereits gesehen, dass die Reihe divergiert, für x = −1 benutzen wir das Leibnizkri-
terium (nachfolgend) und erhalten Konvergenz. �

Wir definieren nun den Konvergenzradius r einer Potenzreihe so, dass die Po-
tenzreihe für |x| < r konvergiert.

Definition 2.73. Eine Reihe der Form ((anx
n))n mit an ∈ K heißt Potenzreihe

in K. Wir erhalten für beliebige x ∈ K eine Reihe in K. Die Terme an heißen
Koeffizienten der Potenzreihe und

r :=
1

lim
n→∞

|an|1/n

heißt Konvergenzradius.
Ist lim

n→∞
|an|1/n = 0, so sagen wir, dass der Konvergenzradius r =∞ sei.

Beispiele 2.74. Wir definieren die Funktionen exp, sin, cos : R→ R durch

exp(x) :=

∞∑
n=0

xn

n!
,

sin(x) :=

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
,

cos(x) :=

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
.

In allen diesen Fällen ist der Konvergenzradius gleich ∞ (Übung).

Definition 2.75. Eine Reihe ((an))n ⊂ R heißt alternierend, falls

an · an+1 ≤ 0

für alle n ∈ N gilt.

Das folgende Konvergenzkriterium liefert im Allgemeinen keine absolute Kon-
vergenz. Es liefert jedoch die oben behauptete Konvergenz der alternierenden har-
monischen Reihe

((
(−1)n 1

n

))
n
.
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Proposition 2.76 (Leibnizkriterium). Sei ((an))n eine alternierende Reihe in R,
deren Elemente |an| eine monotone Nullfolge bilden, d. h. es gilt |an| ↘ 0. Dann
konvergiert die Reihe ((an))n und es gilt∣∣∣∣∣

∞∑
n=0

an

∣∣∣∣∣ ≤ |a0|.

Beweis. Nach Voraussetzung sind entweder alle Reihenelemente von Null verschie-
den oder es gibt ein n0 ∈ N mit an = 0 für alle n ≥ n0. Daher können wir die
Elemente der Reihe ohne Einschränkung, d. h. indem wir ggf ((−an))n betrachten,
in der Form (−1)nbn mit bn ≥ 0 darstellen. Es gilt 0 ≤ bn ↘ 0. Seien (sn)n die
Partialsummen der Reihe. Definiere τn := s2n und tn := s2n+1. Dann gelten τn ↘
und tn ↗, da

τn+1 = s2(n+1) = s2n − b2n+1 + b2n+2 ≤ s2n = τn

und

tn+1 = s2n+3 = s2n+1 + b2n+2 − b2n+3 ≥ s2n+1 = tn.

Weiterhin ist tn = s2n− b2n+1 ≤ τn. Somit konvergieren die Folgen (tn)n und (τn)n
und, da bn = |an| → 0 gilt, stimmen ihre Grenzwerte überein: lim

n→∞
tn = lim

n→∞
τn.

Somit konvergiert auch sn.
Die behauptete Abschätzung folgt aus

a0 = b0 = τ0 ≥ lim
n→∞

τn = lim
n→∞

tn ≥ t0 = b0 − b1 ≥ −b1 ≥ −b0 = −a0. �

Wenden wir dieses Resultat auf Endstücke alternierenden Reihen an, so erhalten
wir

Korollar 2.77. Sei ((an))n eine alternierende Reihe in R und gelte |an| ↘ 0 für
n→∞. Dann gilt die Aussage∣∣∣∣∣

∞∑
n=k

an

∣∣∣∣∣ ≤ |ak| für alle k ∈ N.

Mit Hilfe von konvergenten Reihen erhalten wir weitere Beispiele für Hilbert-
und Banachräume.

Definition 2.78. Wir definieren l2(N) als den Raum aller reellen Folgen a =
(an)n∈N mit

∞∑
n=0

|an|2 <∞.

Solch eine Folge heißt quadratsummierbar. Seien a, b ∈ l2(N). Dann setzen wir

〈a, b〉 :=

∞∑
n=0

an · bn.

Sei 1 ≤ p < ∞. (Die nachfolgende Definition gilt wie bei lp(Rn) wieder allgemein,
wir kennen momentan allerdings nur Potenzen ∈ Q und müssen uns daher auf
p ∈ Q≥1 beschränken. Die angegebenen Beweise funktionieren jedoch für alle p ∈
[1,∞).) Dann definieren wir lp(N) als den Raum aller reellen Folgen a = (an)n∈N
mit

∞∑
n=0

|an|p <∞
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und

‖a‖lp(N) :=

( ∞∑
n=0

|an|p
)1/p

.

Sind die Folgen komplexwertig, so schreiben wir lp(N;C) und ersetzen in der obigen
Definition an · bn durch an · bn.

Im Fall p = ∞ betrachtet man die Menge der beschränkten Folgen und setzt
‖a‖l∞(N) := sup

n∈N
|an|.

Wir beschränken uns im folgenden Satz der Einfachheit halber auf die reellen
Folgenräume. Die Resultate im komplexen Fall folgen analog.

Theorem 2.79. l2(N) ist ein Hilbertraum, für 1 ≤ p < ∞ ist lp(N) ein Banach-
raum. Alle diese Räume sind unendlichdimensional.

Als Übung lassen wir den Beweis im einfachsten Fall, dass nämlich l∞(N) eben-
falls ein Banachraum ist.

Beweis.

(i) Das l2-Skalarprodukt ist wohldefiniert, denn es gilt für alle k

k∑
i=0

aibi ≤
k∑
i=0

|aibi| ≤
k∑
i=0

1
2 |ai|

2 +

k∑
i=0

1
2 |bi|

2.

Die Folgen auf der rechten Seite konvergieren für k → ∞ und bilden daher
eine Majorante. Somit konvergiert auch die linke Seite für k →∞. Bilinearität,
Symmetrie und positive Definitheit sind klar.

(ii) Wir definieren Addition und Skalarmultiplikation auf lp gliedweise. Durch Sk-
alarmultiplikation verlassen wir lp offenbar nicht. Die Summe von zwei Ele-
menten in lp ist ebenfalls in lp, denn es gilt aufgrund der Minkowskischen
Ungleichung(

k∑
i=0

|ai + bi|p
)1/p

≤

(
k∑
i=0

|ai|p
)1/p

+

(
k∑
i=0

|bi|p
)1/p

≤‖a‖lp(N) + ‖b‖lp(N).

Wir betrachten die p-te Potenz dieser Ungleichung. Somit steht auf der linken
Seite eine monoton wachsende beschränkte Folge. Diese konvergiert daher.

(iii) Sämtliche Eigenschaften der Norm und des Skalarproduktes außer der Definit-
heit, die klar ist, zeigt man analog zu oben, indem man zunächst die bekannten
Versionen bis zu einem festen k benutzt, dann auf der „rechten Seite“ der Un-
gleichung k → ∞ schickt. Die linke Seite konvergiert dann stets absolut und
die Behauptung folgt.

(iv) Vollständigkeit von lp(N): Sei (Xk)k∈N ≡ ((xn,k)n∈N)k∈N eine Cauchyfol-
ge in lp(N). Dann bilden die bei n0 abgeschnittenen Folgen (Xn0

k )k∈N =
((xn,k)n≤n0)k∈N Cauchyfolgen in Rn0 , denn es gilt

‖Xn0

k −X
n0

l ‖lp(Rn0 )
≤ ‖Xk −Xl‖lp(N),

da links über weniger positive Glieder summiert wird. Sei Xn0 der Grenzwert
dieser Folge von n0-tupeln in Rn0 . Da Konvergenz in lp auch komponentenwei-
se Konvergenz impliziert, stimmen die ersten n0 Komponenten von Xn0 und
Xm0 für m0 ≥ n0 überein. Definiere daher X = (xn)n∈N, wobei xn die n-te
Komponente von Xm für ein beliebiges m ≥ n ist. Sei ε > 0 beliebig. Dann
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gibt es ein n0, so dass für alle k, l ≥ n0 die Ungleichung ‖Xk −Xl‖lp(N) < ε
gilt. Wir erhalten(

m∑
n=0

|xn,k − xn,l|p
)1/p

≤

( ∞∑
n=0

|xn,k − xn,l|p
)1/p

< ε

und wir erhalten daher im Grenzwert l→∞(
m∑
n=0

|xn,k − xn|p
)1/p

≤ ε.

Auf der linken Seite steht (bis auf die p-te Wurzel) eine beschränkte Summe
mit positiven Summanden. Da die obere Schranke nicht von m abhängt, kön-
nen wir m→∞ lassen und erhalten ‖Xk −X‖plp(N) ≤ ε

p. Da die p-te Wurzel
auf R≥0 monoton wachsend ist (im Falle p ∈ N folgt dies aus

xp − yp = (x− y)
(
xp−1 + xp−2y + . . .+ xyp−2 + yp−1

))
folgt auch ‖Xk −X‖lp(N) ≤ ε. Daher ist lp(N) vollständig. �

Absolut konvergente Reihen können wir umordnen.

Definition 2.80. Seien ((an))n und ((bn))n zwei Reihen in einem normierten Raum
E. Dann sagen wir, dass ((bn))n aus ((an))n durch Umordnung entstanden ist,
falls es eine Bijektion ϕ : N→ N mit bn = aϕ(n) gibt.

Theorem 2.81 (Umordnungssatz). Sei ((an))n eine absolut konvergente Reihe in
einem Banachraum E und sei ((bn))n eine Umordnung von ((an))n. Dann konver-
giert auch ((bn))n absolut und es gilt

∞∑
n=0

an =

∞∑
n=0

bn.

Wir sagen auch, dass die Reihe kommutativ konvergiert.

Beweis. Sei ϕ : N→ N die zur Umordnung gehörige Bijektion, gelte also bn = aϕ(n)

für alle n ∈ N. Definiere In := {0, 1, . . . , n}.
(i) Absolute Konvergenz von ((bn))n: Sei n ∈ N beliebig. Seim eine obere Schran-

ke für ϕ(In), dann gilt
n∑
k=0

‖bk‖ ≤
m∑
k=0

‖ak‖ ≤
∞∑
k=0

‖ak‖,

da alle Summanden der ersten Summe auch in der zweiten vorkommen. Die
Reihe ((‖bn‖))n in R+ konvergiert genau dann, wenn ihre Partialsummen
gleichmäßig (in n) nach oben beschränkt sind, siehe Proposition 2.59. Somit
konvergiert die Reihe ((bn))n absolut.

(ii) Kommutative Konvergenz von ((an))n: Wir wollen nachweisen, dass die Wer-
te der Reihen ((an))n und ((bn))n übereinstimmen. Aufgrund der absoluten
Konvergenz gibt es zu ε > 0 ein m ∈ N mit

∞∑
k=m

‖ak‖ < ε.

(Betrachte die Cauchybedingung für Partialsummen und gehe zum Grenzwert
über.) Da ϕ eine Bijektion ist, gibt es n0, so dass für alle n ≥ n0 die Inklusion
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Im ⊂ ϕ(In) gilt. Sei also n ≥ n0. Dann gibt es ein r ∈ N mit Im ⊂ ϕ(In) ⊂ Ir.
Es folgt ∥∥∥∥∥

r∑
k=0

ak −
n∑
k=0

bk

∥∥∥∥∥ ≤
r∑

k=m

‖ak‖ ≤
∞∑
k=m

‖ak‖ < ε.

Wir lassen nun r →∞ und erhalten nach Dreiecksungleichung∥∥∥∥∥
∞∑
k=0

ak −
n∑
k=0

bk

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥
∞∑
k=0

ak −
r∑

k=0

ak

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
r∑

k=0

ak −
n∑
k=0

bk

∥∥∥∥∥ ≤ 2ε,

denn da die Reihe ((an))n konvergiert, ist der erste Summand auf der rechten
Seite für genügend großes r ∈ N kleiner als ε. Den zweiten Summanden auf
der rechten Seite haben wir ebenfalls durch ε nach oben abgeschätzt. Diese
Ungleichung liefert gerade die behauptete Konvergenz. �

Definition 2.82.

(i) Sei I eine abzählbare Menge. Eine Familie (ai)i∈I in einem Banachraum E
heißt absolut summierbar, wenn es eine Bijektion ϕ : N → I gibt, so dass die
Reihe ((aϕ(n)))n absolut konvergiert.

(ii) (Der Umordnungssatz liefert nun, dass ((aϕ(n)))n für jede Bijektion ϕ : N →
I konvergiert und der Wert unabhängig von der Umordnung ϕ ist.) Daher
nennen wir den Wert von ((aϕ(n)))n auch den Wert der Reihe ((ai))i∈I und
schreiben

∑
i∈I

ai.

Proposition 2.83.

(i) Eine abzählbare Familie (ai)i∈I in einem Banachraum E ist genau dann ab-
solut summierbar, wenn für alle endlichen Teilmengen J ⊂ I die Summen∑

i∈J
‖ai‖

gleichmäßig in J beschränkt sind.
(ii) Ist (ai)i∈I eine abzählbare absolut summierbare Familie in einem Banachraum

E, so gibt es zu jedem ε > 0 eine endliche Teilmenge H ⊂ I, so dass für alle
endlichen Teilmengen K ⊂ I \ H und für alle endlichen Teilmengen L ⊂ I
mit H ⊂ L die Abschätzungen∑

i∈K
‖ai‖ ≤ ε und

∥∥∥∥∥∑
i∈I

ai −
∑
i∈L

ai

∥∥∥∥∥ ≤ 2ε

gelten.

Vergleiche in der bisherigen Bezeichnungsweise H mit n0 oder {0, 1, . . . , n0},
K mit n ≥ n0. Interpretiere die zweite Abschätzung als Konvergenzaussage der
endlichen Summe (mit L) gegen die unendliche (mit I).

Beweis. ?

(i)
„⇒“: Sind die endlichen Summen nicht gleichmäßig beschränkt, so konstru-

iert man durch Ausschöpfung der Gegenbeispielmengenfolge leicht eine
Bijektion, die einen Widerspruch zur absoluten Summierbarkeit liefert.

„⇐“: Eine gleichmäßige obere Schranke an Summen über endliche Mengen lie-
fert auch eine gleichmäßige obere Schranke an die Partialsummen

k∑
i=0

aϕ(i)
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für eine Bijektion ϕ : N→ I. Dies ist für die Reihe ((‖ai‖))i in R+ auch
hinreichend für die Summierbarkeit, siehe Proposition 2.59.

(ii) Sei ϕ : N→ I eine Bijektion. Sei ε > 0 beliebig. Dann gibt es n0 ∈ N, so dass
∞∑

k=n0+1

‖aϕ(k)‖ ≤ ε

gilt. Wählen wir H = ϕ({0, 1, . . . , n0}), so folgt hieraus die erste Ungleichung.
Für i ∈ K gilt nämlich ϕ(i) 6∈ H und wir erhalten daher∑

i∈K
‖ai‖ ≤

∞∑
k=n0+1

‖aϕ(k)‖ ≤ ε.

Für die Menge H ⊂ I erhalten wir∥∥∥∥∥∑
i∈I

ai −
∑
i∈H

ai

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
∞∑
k=0

aϕ(i) −
n0∑
k=0

aϕ(k)

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑

k=n0+1

‖aϕ(k)‖ ≤ ε.

Seien nun H ⊂ L ⊂ I wie angegeben. Definiere K := L \H. Dann ist K eine
Menge wie oben mit K ⊂ I \H und wir erhalten∥∥∥∥∥∑

i∈I
ai −

∑
i∈L

ai

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥∑
i∈I

ai −
∑
i∈H

ai

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∑
i∈L

ai −
∑
i∈H

ai

∥∥∥∥∥
≤ ε+

∥∥∥∥∥∑
i∈K

ai

∥∥∥∥∥ ≤ 2ε. �

Bemerkung 2.84.

(i) Die angegebene Charakterisierung von absoluter Summierbarkeit über endli-
che Teilmengen funktioniert auch für beliebige Mengen I.

Ist (ai)i∈I eine beliebige Familie in R+, so definieren wir∑
i∈I

ai = sup
J⊂I
|J|<∞

∑
i∈J

ai.

Dies liefert für höchstens abzählbare Indexmengen I das Bekannte.
(ii) Sind überabzählbar viele ai’s von Null verschieden, so gibt es ein n ∈ N \ {0},

so dass ‖ai‖ ≥ 1
n für unendlich viele i ∈ I gilt und die Familie ist nicht absolut

summierbar. Daher sind auch bei beliebigen summierbaren Familien stets nur
höchstens abzählbar viele Elemente von Null verschieden.

Proposition 2.85. Sei (ai)i∈I eine absolut summierbare Familie in einem Ba-
nachraum E. Sei J ⊂ I abzählbar. Dann ist auch (ai)i∈J eine absolut summierbare
Familie und es gilt ∑

i∈J
‖ai‖ ≤

∑
i∈I
‖ai‖.

Die Aussage gilt auch für endliche Teilmengen J ⊂ I.

Beweis. ? Für endliche Mengen K ⊂ J gilt∑
i∈K
‖ai‖ ≤

∑
i∈I
‖ai‖.

Da (ai)i∈I absolut summierbar ist, sind die Summen auf der linken Seite für K ⊂ I
und daher insbesondere auch für K ⊂ J gleichmäßig beschränkt. Wir behaupten,
dass ∑

i∈J
‖ai‖ = sup

{∑
i∈K
‖ai‖ : K ⊂ J, K endlich

}
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gilt. Damit folgt dann die Behauptung. Wir haben gerade gesehen, dass die rechte
Seite kleiner oder gleich der linken Seite ist. Die umgekehrte Ungleichung folgt
indem wir L aus Proposition 2.83 als K hier wählen. �

Theorem 2.86 (Assoziativitätstheorem). Sei (ai)i∈I eine absolut summierbare Fa-
milie in einem Banachraum E. Sei (In)n∈N eine abzählbare disjunkte Zerlegung
(= Partition) von I in Teilmengen In. Wir definieren bn :=

∑
i∈In

ai. Dann ist die

Reihe ((bn))n absolut konvergent und es gilt∑
i∈I

ai =

∞∑
n=0

bn,

d. h. für absolut konvergente Reihen gilt ein Assoziativgesetz.

Beweis. ? Sei ε > 0 beliebig.
(i) Absolute Konvergenz von ((bn))n: Nach Proposition 2.83 gibt es zu jedem n

eine endliche Teilmenge Hn ⊂ In, so dass für alle endlichen Mengen H ′n mit
Hn ⊂ H ′n ⊂ In ∥∥∥∥∥∥bn −

∑
i∈H′n

ai

∥∥∥∥∥∥ ≤ 2−n · ε

gilt. Insbesondere erhalten wir mit Hilfe der Dreiecksungleichung fürH ′n = Hn

die Abschätzung
‖bn‖ ≤

∑
i∈Hn

‖ai‖+ 2−nε

und daraus
k∑

n=0

‖bn‖ ≤
n∑
k=0

∑
i∈Hn

‖ai‖+ ε ·
k∑

n=0

2−n ≤
∑
i∈I
‖ai‖+ 2ε.

Somit konvergiert die Reihe auf der linken Seite absolut. Da ε > 0 beliebig
war, folgt über die Behauptung hinausgehend sogar

∞∑
n=0

‖bn‖ ≤
∑
i∈I
‖ai‖.

(ii) Assoziativität: Sei ε > 0 wie oben beliebig vorgegeben. Dann gibt es nach
Proposition 2.83 eine endliche Menge H ⊂ I mit∥∥∥∥∥∑

i∈I
ai −

∑
i∈H

ai

∥∥∥∥∥ ≤ ε und
∑
i∈K
‖ai‖ ≤ ε

für alle K mit K ⊂ I \H. Da H endlich ist, gibt es k0 ∈ N mit

H ⊂
k0⋃
n=0

In.

Sei Hn wie im ersten Teil des Beweises. Dann definieren wir

H ′n = Hn ∪ (In ∩H),

d. h. wir vergrößern die Menge Hn, so dass

H ⊂
k0⋃
n=0

H ′n
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gilt. Für alle k ≥ k0 erhalten wir∥∥∥∥∥∑
i∈I

ai −
k∑

n=0

bn

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥∑
i∈I

ai −
∑
i∈H

ai

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈H

ai −
k∑

n=0

∑
i∈H′n

ai

∥∥∥∥∥∥
+

∥∥∥∥∥∥
k∑

n=0

∑
i∈H′n

ai −
k∑

n=0

bn

∥∥∥∥∥∥
≡S1 + S2 + S3.

(a) Nach Wahl von H gilt S1 ≤ ε.

(b) Setzen wir H ′ :=
k⋃

n=0
H ′n, so folgt H ⊂ H ′. Es folgt

S2 =

∥∥∥∥∥∑
i∈H

ai −
∑
i∈H′

ai

∥∥∥∥∥ ≤ ∑
i∈H′\H

‖ai‖ ≤ ε

nach Wahl von H mit K = H ′ \H.
(c) Schließlich gilt aufgrund der Dreiecksungleichung und der Wahl von Hn

im ersten Teil

S3 ≤
k∑

n=0

∥∥∥∥∥∥bn −
∑
i∈H′n

ai

∥∥∥∥∥∥ ≤
k∑

n=0

2−nε = 2ε.

Somit ist S1 + S2 + S3 ≤ 4ε und die Behauptung folgt. �

Als Anwendung erhalten wir

Theorem 2.87 (Cauchysche Produktformel). Seien ((an))n und ((bn))n absolut
konvergente Reihen in R. Dann ist die Familie (aibk)(i,k)∈N×N absolut summierbar
und es gilt ∑

(i,k)∈N×N

aibk =

(∑
i∈N

ai

)(∑
i∈N

bi

)
=

∞∑
i=0

i∑
k=0

akbi−k.

Beweis.

(i) Absolute Summierbarkeit: Sei H ⊂ N × N eine beliebige endliche Teilmenge.
Dann gibt es k0 ∈ N mit i, k ≤ k0 für alle (i, k) ∈ H. Es folgt∑

(i,k)∈H

aibk ≤

(
k0∑
i=0

|ai|

)(
k0∑
k=0

|bk|

)
≤

( ∞∑
i=0

|ai|

)( ∞∑
k=0

|bk|

)
.

Da die rechte Seite unabhängig von H ist, folgt die absolute Summierbarkeit.
(ii) Cauchysche Produktformel: Für j ∈ N definieren wir Mengen Ij := {j}×N ⊂

N × N und Jj = {(k, j − k) : 0 ≤ k ≤ j} ⊂ N × N. Die Familien (Ij)j∈N und
(Jj)j∈N bilden jeweils eine Partition von N× N (kleine Übung). Daher gilt∑

(i,k)∈N×N

aibk =

∞∑
j=0

∑
(i,k)∈Ij

aibk =

∞∑
j=0

∑
(i,k)∈Jj

aibk.

Nun gelten

∞∑
j=0

∑
(i,k)∈Ij

aibk =

∞∑
j=0

(
aj

∞∑
k=0

bk

)
=

 ∞∑
j=0

aj

 ·( ∞∑
k=0

bk

)
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sowie
∞∑
j=0

∑
(i,k)∈Jj

aibk =

∞∑
j=0

j∑
k=0

akbj−k.

Somit folgt die Behauptung. �

Als Korollar erhalten wir daraus ein Additionstheorem für die Exponentialfunk-
tion.

Korollar 2.88. Für die Exponentialfunktion

ex ≡ expx =

∞∑
n=0

xn

n!

gilt
exp(x+ y) = expx · exp y

für alle x, y ∈ R.

Beweis. Wir benutzen die Binomische Formel

(x+ y)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn−k ≡

n∑
k=0

n!

k!(n− k)!
xkyn−k

(Induktionsbeweis, Übung). Es gilt aufgrund der Cauchyschen Produktformel und
der absoluten Konvergenz der Exponentialreihe

expx · exp y =

∞∑
n=0

n∑
k=0

xk

k!

1

(n− k)!
yn−k =

∞∑
n=0

1

n!

n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn−k

=

∞∑
n=0

1

n!
(x+ y)n = exp(x+ y). �

2.4. Gleichmäßige Konvergenz.

Bemerkung 2.89. Sei E eine Menge. Sei F ein vollständiger metrischer Raum
und (fn)n mit fn : E → F eine Folge von Funktionen. Dann konvergiert die Folge
in jedem Punkt x, falls (fn(x))n für alle x ∈ E eine Cauchyfolge ist, d. h.

∀
ε>0

∀
x∈E

∃
n0∈N

∀
n,m≥n0

d(fn(x), fm(x)) < ε,

wobei die Reihenfolge der ersten beiden Allquantoren irrelevant ist.
Wir sagen auch, dass die Folge (fn)n punktweise konvergiert.

Definition 2.90.

(i) Sei E eine Menge und F ein vollständiger metrischer Raum. Sei (fn)n eine
Folge von Funktionen fn : E → F . Dann konvergiert die Folge auf E gleich-
mäßig, wenn

∀
ε>0

∃
n0∈N

∀
x∈E

∀
n,m≥n0

d(fn(x), fm(x)) < ε

gilt.
Wir definieren den Limes, d. h. eine Limesfunktion, f : E → F der Funk-

tionenfolge durch
f(x) := lim

n→∞
fn(x)

für alle x ∈ E.
Wir sagen, dass fn gleichmäßig nach f konvergiert,

fn ⇒ f.
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(ii) Ist E zusätzlich ein metrischer Raum, so heißt die Folge fn : E → F , n ∈ N,
lokal gleichmäßig konvergent, falls es zu jedem Punkt x ∈ E eine Umge-
bung Bδ(x) gibt, so dass die Funktionenfolge fn|Bδ(x) : Bδ(x)→ F gleichmäßig
konvergiert.

(iii) Sei F zusätzlich ein Banachraum. Eine Reihe ((fn))n von Funktionen fn : E →
F konvergiert gleichmäßig, lokal gleichmäßig oder absolut, wenn dies für die
zugehörige Folge der Partialsummen gilt.

Bemerkung 2.91. Seien E,F, fn und f wie in der Definition der gleichmäßigen
Konvergenz. Dann gilt

∀
ε>0

∃
n0∈N

∀
x∈E

∀
n≥n0

d(fn(x), f(x)) < ε.

Eine entsprechende Aussage gilt auch bei punktweiser Konvergenz.

Beweis. In der Definition von gleichmäßiger Konvergenz lassen wir m → ∞ und
erhalten d(fn(x), f(x)) ≤ ε. Da ε > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. �

Beispiele 2.92.

(i) Sei 0 < a < 1. Dann konvergiert die Folge (fn)n mit fn : [−a, a] → R und
fn(x) = xn gleichmäßig gegen Null (die Nullfunktion), fn ⇒ 0, da |x|n ≤
an → 0 gilt.

(ii) Die Folge (fn)n mit fn : (−1, 1)→ R und fn(x) = xn konvergiert punktweise
gegen 0, aber nicht mehr gleichmäßig: Die Bernoullische Ungleichung liefert
für 0 < δ < 1

(1− δ)n ≥ 1− nδ.
Für δ < 1

2n gilt dann (1 − δ)n ≥ 1
2 . Bei gleichmäßiger Konvergenz müsste

dieser Ausdruck aber unabhängig von δ für große n beliebig klein werden.
(iii) Die Potenzreihe

((
1
n!x

n
))
n
konvergiert in jedem beschränkten Intervall gleich-

mäßig absolut.
Dies ist ein Spezialfall des nächsten Theorems.

Theorem 2.93. Sei ((anx
n))n eine Potenzreihe in R oder C mit Konvergenzradius

r ∈ (0,∞]. Sei 0 < r0 < r. Dann konvergiert die Potenzreihe in [−r0, r0] bzw.
Br0 ≡ {x ∈ C : |x| ≤ r0} gleichmäßig absolut.

Beweis. Zunächst einmal ist aufgrund des Wurzelkriteriums für den Konvergenzra-
dius, also r = 1

lim
n→∞

|an|1/n
,

lim
n→∞

(|an||x|n)
1/n

= lim
n→∞

|an|1/n|x| ≤ lim
n→∞

|an|1/nr0 = r0
r < 1.

Somit gibt es ein c mit r0
r < c < 1 und wir erhalten |an|1/n ≤ c

r0
für fast alle n ∈ N.

Für diese n gilt

|an||x|n ≤
(
|x|
r0

)n
cn ≤ cn.

Damit folgt die Behauptung aus dem folgenden Lemma, Lemma 2.94, da die geo-
metrische Reihe konvergiert. �

Lemma 2.94. Sei E eine Menge, F ein Banachraum und fn : E → F eine Funk-
tionenfolge. Dann konvergiert die Reihe ((fn(x)))n gleichmäßig absolut, wenn es
eine von x unabhängige konvergente Majorante gibt, d. h. eine konvergente Reihe
((an))n mit an ≥ 0, so dass

‖fn(x)‖ ≤ an
für alle x ∈ E und alle n ∈ N gilt.
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Beweis. Sei ε > 0 vorgegeben. Dann gibt es n0 ∈ N, so dass für alle n,m ≥ n0 mit
n > m

n∑
k=m+1

ak < ε

gilt. Somit erhalten wir∣∣∣∣∣
n∑
k=0

‖fk(x)‖ −
m∑
k=0

‖fk(x)‖

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=m+1

‖fk(x)‖ ≤
n∑

k=m+1

ak < ε

und die Behauptung folgt. �

Definition 2.95. Eine Doppelfolge (anm)n,m∈N in einem metrischen Raum E ist
eine Funktionenfolge fn : N→ E mit anm = fn(m).

Gleichmäßige Konvergenz erlaubt es, Grenzwertbildungen zu vertauschen.

Theorem 2.96. Sei (anm)n,m∈N eine Doppelfolge in einem vollständigen metri-
schen Raum E. Nehme an, dass lim

n→∞
anm und lim

m→∞
anm für alle m bzw. n existie-

ren. Nehme weiterhin an, dass eine dieser Konvergenzen gleichmäßig ist, d. h. ohne
Einschränkung, dass die Folgen (anm)n für n→∞ gleichmäßig in m konvergieren.
Dann existieren

lim
m→∞

lim
n→∞

anm und lim
n→∞

lim
m→∞

anm

und stimmen überein.

Bemerkung 2.97. Ohne gleichmäßige Konvergenz ist die Aussage im Allgemeinen
falsch. Definiere

amn :=

{
1 für m ≥ n,
0 für n < m.

Dann gelten

lim
m→∞

amn = 1 > 0 = lim
n→∞

amn

und somit auch

lim
n→∞

lim
m→∞

amn = 1 6= 0 = lim
m→∞

lim
n→∞

amn.

Der Beweis benötigt noch etwas Vorbereitung.

Lemma 2.98. Sei E ein metrischer Raum. Gelten xn → x und yn → y in E für
n→∞. Dann folgt

d(xn, yn)→ d(x, y).

Beweis. Aufgrund der Dreiecksungleichung und der umgekehrten Dreiecksunglei-
chung |d(a, c)− d(b, c)| ≤ d(a, b) gilt

|d(x, y)− d(xn, yn)| ≤ |d(x, y)− d(xn, y)|+ |d(xn, y)− d(xn, yn)|
≤ d(x, xn) + d(y, yn).

Daraus folgt direkt die Behauptung. �

Lemma 2.99. Sei E ein metrischer Raum und (xn)n eine Cauchyfolge in E. Sei
(yn)n eine weitere Folge in E.
(i) Gilt

lim
n→∞

d(xn, yn) = 0,

so ist auch (yn)n eine Cauchyfolge.
(ii) Gilt zusätzlich xn → x, so folgt auch yn → x, d. h. die Grenzwerte stimmen

überein.
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Entsprechende Aussagen gelten auch für die Norm und das Skalarprodukt.

Beweis.

(i) Es gilt
d(yn, ym) ≤ d(yn, xn) + d(xn, xm) + d(xm, ym).

Der erste und der letzte Term werden wegen d(xk, yk)→ 0 für große k klein,
der mittlere für große n,m, weil (xn)n eine Cauchyfolge ist.

(ii) Wir erhalten
d(yn, x) ≤ d(yn, xn) + d(xn, x).

Der erste Term wird wegen d(xn, yn)→ 0 klein, der zweite wegen xn → x. �

Beweis von Theorem 2.96. Sei ε > 0. Wir definieren für alle m bzw. n ∈ N.

αm := lim
n→∞

anm und βn := lim
m→∞

anm.

Aufgrund der gleichmäßigen Konvergenz anm ⇒ αm gibt es n0, so dass für alle
m ∈ N und alle n, k ≥ n0

(2.1) d(anm, akm) < ε

gilt. Wir lassen m→∞ und erhalten nach Lemma 2.98

d(βn, βk) ≤ ε

für alle n, k ≥ n0. Somit ist (βn)n eine Cauchyfolge und konvergiert aufgrund der
Vollständigkeit von E. Setze β := lim

n→∞
βn. In der Abschätzung lassen wir k → ∞

und erhalten nach Lemma 2.98

d(β, βn) ≤ ε

für alle n ≥ n0.
In Abschätzung (2.1) lassen wir n→∞ und erhalten

d(αm, akm) ≤ ε

für alle m ∈ N und alle k ≥ n0. Nun benutzen wir für n, k ≥ n0 die Dreiecksunglei-
chung und erhalten

d(αm, βm) ≤ d(αm, akm)︸ ︷︷ ︸
≤ε

+ d(akm, anm)︸ ︷︷ ︸
≤ε

+d(anm, βm).

Nun ist lim
m→∞

d(anm, βm) = d(βn, β) nach Lemma 2.98. Somit erhalten wir für
genügend große m

d(αm, βm) ≤ 2ε+ (ε+ d(βn, β)) ≤ 4ε.

Es gilt also d(αm, βm)→ 0 für m→∞. Da βm → β konvergiert, folgt lim
m→∞

αm =

lim
n→∞

βn nach Lemma 2.99, d. h. wir dürfen die Grenzwerte vertauschen. �

Theorem 2.100. Sei E ein Banachraum. Angenommen, die Reihen ((anm))n kon-
vergieren gleichmäßig in m. Existieren die Grenzwerte lim

m→∞
anm für alle n, so exis-

tieren auch lim
m→∞

∞∑
n=0

anm und
∞∑
n=0

lim
m→∞

anm und es gilt

lim
m→∞

∞∑
n=0

anm =

∞∑
n=0

lim
m→∞

anm.
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Beweis. Wir wollen Theorem 2.96 anwenden. Definiere

snm :=

n∑
k=0

akm.

Dann folgt die Behauptung direkt aus Theorem 2.96. �

Korollar 2.101. Sei x ∈ R. Dann gilt

lim
m→∞

(
1 +

x

m

)m
=

∞∑
n=0

xn

n!
= expx.

Insbesondere ist

lim
m→∞

(
1 +

1

m

)m
= exp 1 =: e.

Beweis. Wir benutzen für m ∈ N>0 die Binomische Formel und die Konvention,
dass für n > m für den Binomialkoeffizienten

(
m
n

)
= 0 gilt. Es ist daher

(2.2)
(

1 +
x

m

)m
=

m∑
n=0

(
m

n

)
xn

mn
≡
∞∑
n=0

(
m

n

)
xn

mn
.

Definiere

anm :=

(
m

n

)
xn

mn
.

Es gelten a0m = 1 und a1m = x für m ≥ 1. Für 2 ≤ n ≤ m gilt

anm =
m!

n!(m− n)!

xn

mn

=
(m− n+ 1)(m− n+ 2) · · · (m− n+ n)

mn

xn

n!

=

(
1− n− 1

m

)
︸ ︷︷ ︸

<1

(
1− n− 2

m

)
︸ ︷︷ ︸

<1

· · ·
(

1− 1

m

)
︸ ︷︷ ︸

<1

·1 · x
n

n!
.

Somit ist die Reihe
((
|x|n
n!

))
n
eine konvergente Majorante, die von m unabhängig

ist. Nach Lemma 2.94, angewandt mit festem x und m hier statt x dort, konvergiert
die Reihe ((anm))n daher (für festes x) gleichmäßig in m.

Betrachten wir in der obigen Produktdarstellung von anm den Grenzwert m →
∞, so folgt

lim
m→∞

anm =
xn

n!
.

Nach Theorem 2.100 dürfen wir den Grenzwert m → ∞ auf (2.2) anwenden, mit
der Summe vertauschen und erhalten die Behauptung. �

3. Metrische Räume und Stetigkeit

3.1. Topologische Grundlagen.

Definition 3.1 (Topologie). Sei E eine Menge. Dann heißt O ⊂ P(E) Topologie
auf E, falls die folgenden Bedingungen erfüllt sind:
(i) ∅, E ∈ O.
(ii) Aus Ai ∈ O, i ∈ I, folgt

⋃
i∈I

Ai ∈ O.

(iii) Aus Ai ∈ O, 1 ≤ i ≤ m, folgt
m⋂
i=1

Ai ∈ O.
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(E,O) heißt dann topologischer Raum.
Eine Teilmenge A ⊂ E heißt offen, falls A ∈ O gilt.
Eine Teilmenge F ⊂ E heißt abgeschlossen, falls {F = E \ F offen ist. Die

Menge aller abgeschlossenen Teilmengen von E bezeichnen wir mit F (fermer =
französisch abschließen).

Definition 3.2. Sei (E,O) ein topologischer Raum.
(i) Eine Menge U ⊂ E heißt Umgebung von x ∈ E, falls es ein A ∈ O, d. h.

eine offene Menge A mit
x ∈ A ⊂ U

gibt. Wir bezeichnen die Menge aller Umgebungen von x mit U(x).
(ii) Eine Familie (Ui)i∈I von Umgebungen von x ∈ E heißt Umgebungsbasis

von x, falls zu jedem U ⊂ U(x) ein i ∈ I mit Ui ⊂ U existiert.
(iii) E heißt Hausdorffraum (oder T2-Raum), falls zu je zwei Punkten x, y ∈ E

mit x 6= y Umgebungen U ∈ U(x) und V ∈ U(y) mit U ∩ V = ∅ existieren.
(Je zwei Punkte besitzen also disjunkte Umgebungen.)

Falls nicht anders angegeben wollen wir künftig auf einem metrischen Raum stets
die nachfolgend definierte Topologie betrachten.

Definition 3.3. Sei E ein metrischer Raum. A ⊂ E heißt offen, falls

∀
x∈A

∃
r>0

Br(x) ⊂ A.

Die Menge aller offenen Teilmengen von E bildet eine Topologie O auf E.

Beispiele 3.4.

(i) Die Topologie auf einem metrischen Raum E. Mit dieser Topologie ist E
hausdorffsch. Dies ist das wichtigste und beinahe einzige relevante Beispiel
eines topologischen Raumes in den ersten drei Semestern.

(ii) (E, {∅, E}) ist ein topologischer Raum. Im Falle |E| ≥ 2 ist diese Topologie
nicht von einer Metrik induziert, da sie nicht hausdorffsch ist.

(iii) (E,P(E)) ist ein topologischer Raum. Diese Topologie ist von der diskreten
Metrik induziert.

Definition 3.5. Sei (E, d) ein metrischer Raum, r > 0 und x0 ∈ E. Wir definieren
(i) die offene Kugel mit Radius r und Mittelpunkt x0

Br(x0) := {x ∈ E : d(x, x0) < r}.
(ii) Ist E ein normierter Raum, so definieren wir weiterhin

die abgeschlossene Kugel mit Radius r und Mittelpunkt x0

Br(x0) := {x ∈ E : d(x, x0) ≤ r}
(iii) und die Sphäre mit Radius r und Mittelpunkt x0

Sr(x0) := {x ∈ E : d(x, x0) = r}.

Bemerkung 3.6. Sei E ein metrischer Raum.
(i) ∅ und E sind in E offen und abgeschlossen.
(ii) Eine offene Kugel Br(x) ist eine offene Menge. Eine abgeschlossene Kugel

Br(x) in einem normierten Raum ist eine abgeschlossene Menge.
(iii) [a, b) ist weder offen noch abgeschlossen in R.
(iv) Sei A ⊂ E eine endliche Menge. Dann ist A abgeschlossen.
(v) Sr(x) ⊂ E in einem normierten Raum ist eine abgeschlossene Menge.
(vi) Sei (an)n∈N eine Nullfolge mit an > 0, z. B. an = 1

n+1 . Dann bildet die Familie
{Ban(x)}n∈N eine Umgebungsbasis von x.
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Beweis. Übung. �

Die folgende Proposition zeigt u. a. dass die in einem metrischen Raum defi-
nierten offenen Mengen die Bedingungen an die offenen Mengen einer Topologie
erfüllen.

Proposition 3.7. Sei E ein metrischer Raum.
(i) Sei (Ai)i∈I eine Familie von offenen Mengen, d. h. gelte Ai ∈ O für alle i ∈ I,

so folgt ⋃
i∈I

Ai ∈ O.

„Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind wieder offen.“
(ii) Seien Ai ∈ O, i = 1, . . . , n, so ist⋂

i∈I
Ai ∈ O.

„Endliche Schnitte offener Mengen sind wieder offen.“
(iii) Sei (Ai)i∈I eine Familie abgeschlossener Mengen, d. h. gelte Ai ∈ F für alle

i ∈ I, so folgt ⋂
i∈I

Ai ∈ F .

„Beliebige Schnitte abgeschlossener Mengen sind wieder abgeschlossen.“
(iv) Seien Ai ∈ F , i = 1, . . . , n. Dann ist

n⋃
i=1

Ai ∈ F .

„Endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind wieder abgeschlossen.“

Beweis.

(i) Sei x ∈
⋃
i∈I

Ai. Dann gibt es ein i0 ∈ I mit x ∈ Ai0 ∈ O. Somit existiert r > 0

mit Br(x) ⊂ Ai0 und es folgt auch Br(x) ⊂
⋃
i∈I

Ai. Somit ist eine beliebige

Vereinigung offener Mengen wieder offen.

(ii) Sei x ∈
n⋂
i=1

Ai. Also folgt x ∈ Ai für alle 1 ≤ i ≤ n. Da alle Ai’s offene Mengen

sind, gibt es ri > 0 mit Bri(x) ⊂ Ai. Setze r := min{r1, . . . , rn}. Es folgt

Br(x) ⊂ Ai für alle 1 ≤ i ≤ n und daher gilt auch Br(x) ⊂
n⋂
i=1

Ai. Somit ist

der endliche Schnitt offener Mengen wieder offen.
(iii) Es gilt

{
⋂
i∈I

Ai =
⋃
i∈I
{Ai.

Nun sind alle Ai’s abgeschlossen, also alle {Ai’s offen, ebenso deren Vereini-
gung. Somit ist die linke Seite offen und deren Komplement, also

⋂
i∈I

Ai, wie

behauptet abgeschlossen.
(iv) Folgt analog wie für Schnitte abgeschlossener Mengen, da

{
n⋃
i=1

Ai =

n⋂
i=1

{Ai

gilt. �

Definition 3.8. Sei E ein metrischer Raum und A ⊂ E.
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(i) x ∈ A heißt innerer Punkt von A, falls A ∈ U(x) gilt. Wir setzen

intA ≡
◦
A := {x ∈ A : x ist ein innerer Punkt von A}.

(ii) x ∈ E heißt Berührpunkt von A, falls U ∩ A 6= ∅ für alle U ∈ U(x) gilt.
Die Menge aller Berührpunkte von A heißt Abschluss oder abgeschlossene
Hülle von A: A oder seltener cl(A).

(In einem normierten Raum gilt Br(x) = Br(x), d. h. diese Definition liefert
das Bekannte für Kugeln.)

(iii) x ∈ E heißt Randpunkt von A, falls in jeder Umgebung von x jeweils min-
destens ein Punkt aus A und aus {A liegen. Die Menge aller Randpunkte von
A heißt Rand von A, ∂A.

Proposition 3.9. Sei E ein metrischer Raum und sei A ⊂ E. Dann gelten

intA = {x ∈ A : ∃ r > 0: Br(x) ⊂ A}

und

intA =
⋃
{G ∈ O : G ⊂ A},

d. h. intA ist die größte offene Menge, die in A enthalten ist.

Beweis. Die erste Gleichheit gilt direkt nach der Definition des Inneren und einer
Umgebungsbasis. Daher folgt direkt die Inklusion „⊂“ in der zweiten Behauptung.
Ist G ⊂ A offen, so ist A ∈ U(x) für alle x ∈ G. Somit gilt auch G ⊂ int(A) und
die umgekehrte Inklusion folgt ebenfalls. �

Proposition 3.10. Sei E ein metrischer Raum und seien A,B ⊂ E. Dann gelten

A ⊂ B =⇒ int(A) ⊂ int(B) und int(A ∩B) = int(A) ∩ int(B).

Beweis.

(i) Sei x ∈ int(A). Dann gibt es also ein r > 0 mit Br(x) ⊂ A. Also ist auch
Br(x) ⊂ B und daher x ∈ int(B).

(ii) „⊂“: Sei x ∈ int(A ∩ B). Somit gibt es ein r > 0 mit Br(x) ⊂ A ∩ B. Also
ist auch Br(x) ⊂ A und daher x ∈ intA. Ebenso ist x ∈ intB und daher
x ∈ intA ∩ intB.

(iii) „⊃“: Sei nun x ∈ intA∩intB. Somit existieren rA, rB > 0, so dass BrA(x) ⊂ A
und BrB (x) ⊂ B gelten. Setze r := min{rA, rB}. Es folgt Br(x) ⊂ A ∩B und
daher gilt x ∈ int(A ∩B). �

Lemma 3.11. Sei E ein metrischer Raum. Sei A ⊂ E. Dann ist A ⊂ E abge-
schlossen.

Beweis. Sei x 6∈ A. Dann gibt es ein U ∈ U(x) mit U∩A = ∅, also auch ein r > 0 mit
Br(x)∩A = ∅. Für alle y ∈ Br/2(x) gilt nach Dreiecksungleichung Br/2(y) ⊂ Br(x)

und somit folgt auch Br/2(y) ∩A = ∅. Wir erhalten Br/2(x) ∩A = ∅. Somit ist {A
offen und A abgeschlossen. �

Proposition 3.12. Sei E ein metrischer Raum und seien A,B ⊂ E. Dann gelten

A ⊂ B =⇒ A ⊂ B und A =
⋂
{F ∈ F : A ⊂ F}.

Damit ist A die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthält.

Beweis.

(i) A ⊂ B ist nach Definition des Abschlusses klar.
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(ii) Sei zunächst x 6∈ A, also x ∈ {A. Da diese Menge offen ist, gibt es ein r > 0 mit
Br(x) ⊂ {A oder Br(x) ∩ A = ∅. Direkt aus der Definition des Abschlusses
folgt A ⊂ A. Also gilt auch Br(x) ∩ A = ∅. Definiere die abgeschlossene
Menge F := E \ Br(x) = {Br(x). Es gelten x 6∈ F und aufgrund der obigen
Überlegungen A ⊂ F . Daher taucht diese Menge F im Schnitt auf der rechten
Seite auf und liefert x 6∈

⋂
{F ∈ F : A ⊂ F}.

(iii) Sei umgekehrt x 6∈
⋂
{F ∈ F : A ⊂ F}. Dann gibt es eine abgeschlossene

Menge F mit A ⊂ F und x 6∈ F . Da das Komplement dieser Menge offen ist,
existiert (wie oben) ein r > 0 mit Br(x) ∩ F = ∅. Wegen A ⊂ F folgt daraus
auch Br(x) ∩A = ∅. Daher gilt insbesondere x 6∈ A. �

Proposition 3.13. Sei E ein metrischer Raum und seien A,B ⊂ E. Dann gelten

{A = int({A) und A ∪B = A ∪B.

Beweis.

(i) {A ⊂ int({A): Sei x ∈ {A. Da das Komplement einer abgeschlossenen Menge
offen ist, gibt es r > 0 mit Br(x) ∩ A = ∅. Somit folgen Br(x) ∩ A = ∅ und
daher Br(x) ⊂ {A. Dies liefert gerade x ∈ int({A).

(ii) int({A) ⊂ {A: Sei x ∈ int({A). Dann gibt es r > 0 mit Br(x) ⊂ {A. Somit ist
x 6∈ A nach Definition des Abschlusses. Dies war die Behauptung.

(iii) A ∪B ⊂ A∪B: Wir zeigen, dass {(A∪B) ⊂ {A ∪B gilt. Sei x 6∈ A∪B. Dann
gibt es ein rA > 0 mit BrA(x) ∩ A = ∅ und ein rB > 0 mit BrB (x) ∩ B = ∅.
Setze r := min{rA, rB}. Dann ist Br(x) ∩ (A ∪B) = ∅, also x 6∈ A ∪B.

(iv) Sei x ∈ A ∪ B. Sei ohne Einschränkung x ∈ A. Für jedes r > 0 gilt also
Br(x) ∩ A 6= ∅. Somit ist auch Br(x) ∩ (A ∪ B) 6= ∅ für beliebige r > 0. Dies
liefert aber gerade die Behauptung. �

Beispiele 3.14.

(i) Sei A = [a, b) ⊂ R. Dann gelten

int(A) = (a, b), A = [a, b] und ∂A = {a, b}.
(ii) Sei A = Br(x0)∪̇{a} ⊂ Rn mit |a− x0| > r, so gelten

intA = Br(x0), A = Br(x0)∪̇{a} und ∂A = Sr(x0)∪̇{a}.
(iii) Sei E ein beliebiger metrischer Raum. Dann gelten für eine beliebige Menge

A ⊂ E
∂A = ∂{A, A = int(A)∪̇∂A und E = int(A)∪̇ int({A)∪̇∂A.

(iv) Sei A ⊂ Rn eine endliche Menge, so gelten

A = A = ∂A und int(A) = ∅.
A = A gilt auch in einem beliebigen metrischen Raum, dort kann aber ∂A ( A
gelten. int(A) braucht in einem allgemeinen metrischen Raum nicht leer zu
sein.

(v) Sei E ein Raum mit diskreter Metrik und A ⊂ E. Dann gelten

A = int(A) = A und ∂A = ∅.

Beweis. Übung. �

Definition 3.15. Sei E ein metrischer Raum. Sei A ⊂ E. Dann heißt x ∈ E
Häufungspunkt von A, falls

(U \ {x}) ∩A 6= ∅
für alle U ∈ U(x) gilt.
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Bemerkung 3.16.

(i) Jeder Häufungspunkt einer Menge ist (direkt nach Definition) auch ein Be-
rührpunkt dieser Menge, aber im Allgemeinen nicht umgekehrt (z. B. einpunk-
tige Mengen).

(ii) Sei (xn)n eine Folge. Setze A = {xn : n ∈ N}. Dann ist jeder Häufungspunkt
von A auch ein Häufungspunkt der Folge, die Umkehrung gilt aber im Allge-
meinen nicht, z. B. im Falle einer stationären Folge, d. h. falls xn = a für alle
n ∈ N gilt.

Beispiele 3.17.

(i) Ist A = Br(x0) ⊂ Rn, so ist Br(x0) die Menge der Häufungspunkte und
gleichzeitig die Menge der Berührpunkte von A.

(ii) Sei E ein metrischer Raum und sei A = {xn : n ∈ N} ⊂ E. Gelte xn → a 6∈ A,
dann ist a ein Häufungspunkt von A. Unabhängig von der Annahme a 6∈ A
gilt A = A ∪ {a}.

(iii) Jedes x ∈ R ist Häufungspunkt von Q ⊂ R und von R \Q.

Definition 3.18. Sei E ein metrischer Raum. Dann ist A ⊂ E dicht in E, falls
E = A gilt.

Beispiel 3.19. Es gelten Q = R und Qn = Rn. Somit liegt Q dicht in R und Qn
liegt dicht in Rn.

Proposition 3.20. Sei E ein metrischer Raum und A ⊂ E. Sei dA die auf A
induzierte Metrik aus Beispiel 2.12. Dann sind die offenen Mengen OA in (A, dA)
genau Mengen der Form O ∩A, wobei O in (E, d) offen ist.

Beweis. Seien BEr (x) offene Kugeln in E und BAr (x) offene Kugeln in A. Da dA die
Einschränkung von d auf A×A ist, gilt BAr (x) = BEr (x)∩A für alle x ∈ A und alle
r > 0.
(i) Sei zunächst O in E offen. Definiere OA := O ∩ A. Wir wollen nachweisen,

dass OA auch eine offene Menge ist. Sei x ∈ OA. Somit ist x ∈ O. Da O offen
ist, gibt es ein r > 0 mit BEr (x) ⊂ O. Es folgt

BAr (x) = BEr (x) ∩A ⊂ O ∩A = OA.

Somit ist OA in A offen.
(ii) Sei nun OA in A offen. Sei r(x) > 0 für jedes x ∈ OA so gewählt, dass

BAr(x)(x) ⊂ OA gilt. Wie für jede offene Menge gilt

OA =
⋃
x∈OA

BAr(x)(x).

Wir definieren
O :=

⋃
x∈OA

BEr(x)(x).

Dann ist O nach Definition offen und es gilt OA = O ∩ A. Somit ist OA von
der Form wie behauptet. �

Korollar 3.21. Sei E ein metrischer Raum und sei A ⊂ E. Dann ist U ⊂ A genau
dann eine Umgebung eines Punktes x ∈ A bezüglich der auf A induzierten Metrik,
wenn ein V ∈ U(x), der Umgebungsbasis im Raum E, mit V ∩A = U existiert.

Definition 3.22 (Relativtopologie). Sei (E,O) ein topologischer Raum und sei
B ⊂ E. Dann induziert O eine Topologie OB auf B, die induzierte Topologie
oder Relativtopologie, definiert durch

OB = {A ∩B : A ∈ O}.
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Die offenen bzw. abgeschlossenen Mengen der Relativtopologie heißen relativ offen
bzw. relativ abgeschlossen.

Lemma 3.23. Sei E ein metrischer Raum und sei B ⊂ E. Dann induziert d eine
Metrik auf B und diese eine Topologie O1 auf B. Andererseits induziert d eine
Topologie OE auf E und diese eine Relativtopologie O2 auf B. Es gilt O1 = O2.

Beweis. Übung. �

Beispiel 3.24. Sei E = (0, 1] mit der von R induzierten Relativtopologie versehen.
Dann ist

(
1
2 , 1
]
(relativ) offen in E und

(
0, 1

2

]
ist (relativ) abgeschlossen in E.

Lemma 3.25. Sei E ein metrischer Raum und seien A ⊂ E sowie B ⊂ A.
(i) Sei A offen und B in A relativ offen. Dann ist B in E offen.
(ii) Sei A abgeschlossen und B in A relativ abgeschlossen. Dann ist B in E abge-

schlossen.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall, dass A ⊂ E und B ⊂ A offen sind. Der Fall
abgeschlossener Mengen funktioniert analog.

Da B ⊂ A relativ offen ist, gibt es nach Definition der Relativtopologie eine
offenen Menge B̂ ⊂ E mit B̂ ∩ A = B. Da A ⊂ E offen ist, ist auch B̂ ∩ A = B in
E offen. �

Definition 3.26. Seien E, F metrische Räume und sei f : E → F eine Abbildung.
(i) Seien x0 ∈ E und a ∈ F . Gibt es für jedes ε > 0 ein δ > 0, so dass für alle

x ∈ E
d(x, x0) < δ =⇒ d(f(x), a) < ε

gilt, so sagen wir, dass f(x) gegen a konvergiert, falls x gegen x0 konvergiert.
(ii) Seien E = R und a ∈ F . Dann konvergiert f(x) für x→∞ gegen a, f(x)→ a

für x→∞, falls
∀
ε>0

∃
x0∈R

∀
x>x0

|f(x)− a| < ε

gilt.
(iii) Im Fall x → −∞ oder falls F = R und f(x) → ±∞ gelten, verwenden wir

analoge Definitionen.

3.2. Stetigkeit.

Definition 3.27 (Stetigkeit). Seien E,F metrische Räume und f : E → F eine
Abbildung.
(i) Die Abbildung f heißt ε-δ-stetig im Punkte x0 ∈ E, falls

∀
ε>0
∃
δ>0

∀
x∈E

d(x, x0) < δ =⇒ d(f(x), f(x0)) < ε,

oder, äquivalent dazu,

∀
ε>0
∃
δ>0

f(Bδ(x0)) ⊂Bε(f(x0))

gilt. f heißt ε-δ-stetig, falls f in allen Punkten x0 ∈ E eine ε-δ-stetige Ab-
bildung ist.

(ii) Die Abbildung f heißt als topologische Abbildung stetig in x0 ∈ E, falls

∀
V ∈U(f(x0))

∃
U∈U(x0)

f(U) ⊂V

oder, äquivalent dazu,

∀
V ∈U(f(x0))

f−1(V ) ∈U(x0)



3.2. STETIGKEIT 79

gilt. Die Abbildung heißt als topologische Abbildung stetig, falls f in
jedem x0 ∈ E als topologische Abbildung stetig ist, oder, äquivalent dazu,
falls f−1(A) für alle offenen Mengen A ⊂ F in E offen ist.

(iii) Die Abbildung f heißt im Punkte x0 folgenstetig, falls für alle Folgen (xn)n ⊂
E mit xn → x0 auch

f(xn)→ f(x0)

für n→∞ folgt. f heißt folgenstetig, falls f in allen Punkten x0 ∈ E folgen-
stetig ist.

(iv) Die Abbildung f heißt in x0 stetig, falls sie in x0 eine ε-δ-stetige Abbildung
oder als topologische Abbildung stetig oder folgenstetig ist. f heißt stetig, falls
sie in allen Punkten x0 ∈ E stetig ist oder, äquivalent dazu, falls sie in E eine
ε-δ-stetige Abbildung oder als topologische Abbildung stetig oder folgenstetig
ist.

Bemerkung 3.28.

(i) Diese Definition ist die wahrscheinlich wichtigste Definition der Analysis I.
Stetigkeit tritt in allen Bereichen der Mathematik auf.

(ii) Als Übung empfehlen wir zunächst die in der ε-δ-Stetigkeit und der Stetigkeit
als topologische Abbildung behaupteten Äquivalenzen zu zeigen.

(iii) In der topologischen Definition der Stetigkeit kann man sich bei V (und U)
auch stets auf offene Mengen beschränken.

Der folgende Satz rechtfertigt die letzte Definition von Stetigkeit ohne weitere
Zusätze.

Theorem 3.29. Seien E,F metrische Räume und f : E → F eine Abbildung.
Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:
(i) f ist in x0 eine ε-δ-stetige Abbildung.
(ii) f ist in x0 als topologische Abbildung stetig.
(iii) f ist in x0 folgenstetig.

Beweis.

• „(i)=⇒(ii)“: Sei V eine beliebige offene Umgebung von f(x0). Dann gibt
es ein ε > 0 mit Bε(f(x0)) ⊂ V . Wegen (i) existiert auch ein δ > 0 mit
f(Bδ(x0)) ⊂ Bε(f(x0)). Wir erhalten also die Behauptung wenn wir U =
Bδ(x0) wählen.

• „(ii)=⇒(iii)“: Sei xn → x0 eine Folge. Sei ε > 0 beliebig. Wir wollen nach-
weisen, dass f(xn) → f(x0) konvergiert, dass es also ein n0 ∈ N gibt, so
dass für alle n ≥ n0 die Abschätzung d(f(xn), f(x0)) < ε gilt. Wir be-
nutzen (ii) mit V = Bε(f(x0)) und erhalten, dass es eine Umgebung U
von x0 mit f(U) ⊂ V gibt. Da U einen Umgebung ist, gibt es ein δ > 0
mit Bδ(x0) ⊂ U und es gilt insbesondere f(Bδ(x0)) ⊂ Bε(f(x0)). Wegen
xn → x0 gibt es ein n0, so dass für alle n ≥ n0 bereits xn ∈ Bδ(x0) gilt. Es
folgt also d(f(xn), f(x0)) < ε für n ≥ n0 wie behauptet.

• „(iii)=⇒(i)“: Wir führen einen Widerspruchsbeweis. Falls die Folgerung
nicht gilt, so gibt es ein ε > 0, so dass für alle δ > 0 Punkte mit d(x, x0) < δ
aber auch d(f(x), f(x0)) ≥ ε existieren. Insbesondere für δ = 1

n , n ∈ N>0,
gibt es also xn ∈ E mit d(xn, x0) < 1

n und d(f(xn), f(x0)) ≥ ε. Dies wider-
spricht aber der Folgenstetigkeit. �

Proposition 3.30 (Komposition von stetigen Abbildungen). Sei f : E → F in x0

stetig und g : F → G in f(x0) stetig, so ist g ◦ f in x0 stetig.

Um Übung im Umgang mit dem wichtigen Begriff der Stetigkeit zu bekommen
empfehlen wir dies auch mit ε-δ-Stetigkeit und Folgenstetigkeit zu beweisen.
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Beweis. Wir zeigen, dass g ◦ f als topologische Abbildung in x0 stetig ist. Sei V
eine Umgebung von g ◦ f(x0). Es gilt (g ◦ f)−1(V ) = f−1 ◦ g−1(V ). g−1 macht aus
V eine Umgebung von f(x0) und f−1 daraus eine Umgebung von x0, da f und g
stetig sind. Somit folgt die Behauptung. �

Proposition 3.31. Sei E ein metrischer Raum und F ⊂ E sei mit der induzierten
Metrik versehen. Dann gelten
(i) Die Einbettung j : F → E mit j(x) = x ist stetig.
(ii) Ist G ein weiterer metrischer Raum und f : E → G stetig in x0 ∈ F ⊂ E, so

ist auch die Einschränkung f |F in x0 stetig.

Beweis.

(i) Sei A ⊂ E offen. Dann ist j−1(A) = A ∩ F , also nach Definition der Relativ-
topologie offen. Somit ist j stetig.

(ii) Benutze f |F = f ◦j und dass die Verkettung stetiger Funktionen wieder stetig
ist. �

Proposition 3.32. Seien X,Y metrische Räume und f : X → Y . Dann ist f genau
dann stetig, wenn f−1(F ) für alle abgeschlossenen Mengen F ⊂ Y abgeschlossen
ist.

Beweis. Wir betrachten die Komplemente. Ist Y = F ∪̇G, so gilt auch

X = f−1(F )∪̇f−1(G).

Somit folgt die Behauptung. �

Das folgende Resultat liefert die Stetigkeit stückweise definierter Abbildungen.

Proposition 3.33. Seien X,Y metrische Räume und f : X → Y eine Abbildung.

Seien Ai ⊂ X, 1 ≤ i ≤ n, abgeschlossene Mengen mit X =
n⋃
i=1

Ai. Dann ist f

genau dann stetig, falls alle Abbildungen f |Ai : Ai → Y stetig sind.

Beweis.

„⇒“: Dies haben wir bereits in Proposition 3.31 gezeigt.
„⇐“: Sei F ⊂ Y abgeschlossen. Dann sind die Mengen (f |Ai)

−1
(F ) nach Voraus-

setzung in Ai, 1 ≤ i ≤ n, ebenfalls (relativ) abgeschlossen. Da die Mengen
Ai abgeschlossen sind, sind die Mengen (f |Ai)

−1
(F ) nach Lemma 3.25 auch

als Teilmengen von X abgeschlossen. Nun gilt

f−1(F ) =

n⋃
i=1

(f |Ai)
−1

(F ).

Also ist f−1(F ) abgeschlossen und f eine stetige Abbildung. �

Definition 3.34 (Gleichmäßige Stetigkeit). Seien E,F metrische Räume und sei
f : E → F eine Abbildung. Dann heißt f gleichmäßig stetig, falls

∀
ε>0
∃
δ>0

∀
x,y∈E

d(x, y) < δ =⇒ d(f(x), f(y)) < ε

gilt.

Bemerkung 3.35.

(i) Im Unterschied zur Stetigkeit darf nun δ nicht mehr von x0 abhängen.
(ii) Jede gleichmäßig stetige Funktion ist stetig, die Umkehrung gilt aber nicht,

wie wir am Beispiel R 3 x 7→ x2 ∈ R noch sehen werden.
(iii) Auf einem kompakten metrischen Raum, dessen Definition noch folgt, ist aber

jede stetige Funktion auch gleichmäßig stetig.
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Proposition 3.36. Seien X,Y, Z metrische Räume und f : X → Y und g : Y → Z
gleichmäßig stetige Abbildungen. Dann ist auch g ◦ f gleichmäßig stetig.

Beweis. Sei ε > 0 beliebig. Da g gleichmäßig stetig ist, gibt es ζ > 0, so dass für
alle a, b ∈ Y

d(a, b) < ζ =⇒ d(g(a), g(b)) < ε

gilt. Weiterhin gibt es aufgrund der gleichmäßigen Stetigkeit von f ein δ > 0, so
dass für alle x, y ∈ X

d(x, y) < δ =⇒ d(f(x), f(y)) < ζ

gilt. Setze nun insbesondere a = f(x) und b = f(y). Damit folgt für alle x, y ∈ X
mit d(x, y) < δ die Abschätzung d(g ◦ f(x), g ◦ f(y)) < ε. �

Beispiel 3.37. Die Abbildung f : R → R mit f(x) = x2 ist stetig, aber nicht
gleichmäßig stetig. Es gilt

|f(x0)− f(x)| = |x2
0 − x2| = |x0 − x| · |x0 + x|.

(i) Stetigkeit: Sei x0 ∈ R beliebig. Dann gilt für |x− x0| < δ := min
{

ε
2|x0|+1 , 1

}
zuerst |x0 + x| = |2x0 + (x− x0)| ≤ 2|x0|+ |x− x0| < 2|x0|+ 1 und daher

|f(x0)− f(x)| ≤ |x0 − x| · (2|x0|+ 1) < ε.

Daher genügt es für den Nachweis der Stetigkeit, das angegebene δ > 0 zu
verwenden.

(ii) Gleichmäßige Stetigkeit: Setze ε := 1. Betrachte xn = n und yn = n + 1
n .

Dann wird zwar |xn − yn| = 1
n beliebig klein, es gilt aber

|f(yn)− f(xn)| = 2 + 1
n2 > 2 > ε.

Somit kann f nicht gleichmäßig stetig sein.

Definition 3.38. Seien (E,O) und (E′,O′) topologische Räume. Eine bijektive
Abbildung f : E → E′, so dass f und f−1 stetig sind, heißt Homöomorphismus.
Existiert solch eine Abbildung f , so heißen E und E′ homöomorph.

Bemerkung 3.39.

(i) Die Abbildung R 3 x 7→ x3 ∈ R ist ein Homöomorphismus, wenn wir R mit
der kanonischen Metrik versehen.

(ii) Sei f ein Homöomorphismus. Dann ist A ⊂ E genau dann offen, wenn f(A) ⊂
E′ offen ist. Daher ist es für topologische Untersuchungen irrelevant, ob wir
E oder E′ betrachten.

Proposition 3.40. Die Verkettung g ◦ f von zwei Homöomorphismen ist wieder
ein Homöomorphismus.

Beweis. Stetigkeit und Bijektivität bleiben unter Verkettungen erhalten. �

Definition 3.41 (Isometrie). Seien X,Y metrische Räume und f : X → Y eine
bijektive Abbildung. Dann heißt f Isometrie, falls

d(f(a), f(b)) = d(a, b)

für alle a, b ∈ X gilt.

Bemerkung 3.42.

(i) Jede Isometrie ist stetig.
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(ii) Sei X ein metrischer Raum und sei Y eine Menge. Ist f : X → Y eine Bijek-
tion, so wird durch

d(a, b) := d
(
f−1(a), f−1(b)

)
für alle a, b ∈ Y eine Metrik auf Y definiert, so dass f zu einer Isometrie wird.

Definition 3.43. ? Definiere R := R ∪ {∞} ∪ {−∞} und Abbildungen f : R →
[−1, 1] sowie g : [−1, 1]→ R durch

f(x) :=


−1 für x = −∞,
x

1+|x| für x ∈ R,
1 für x = +∞

und

g(x) :=


−∞ für x = −1,
x

1−|x| für x ∈ R,
+∞ für x = 1.

Dann gelten g = f−1 und f = g−1.
Wir definieren auf R eine Metrik d0 durch

d0(x, y) := |f(x)− f(y)| =
∣∣g−1(x)− g−1(y)

∣∣ .
Auf R wollen wir stets diese Metrik betrachten.

Bemerkung 3.44. ?

(i) Die Metrik d0 stimmt auf R nicht mit der kanonischen Metrik oder Standard-
metrik auf R überein, beide erzeugen jedoch auf R dieselbe Topologie.

(ii) Die Räume (R, d0) und (R, | · |), also R mit der Standardmetrik, sind homöo-
morph: f |R : R → (−1, 1) ist ein Homöomorphismus wenn wir beide Räume
mit der Standardmetrik versehen und g : ((−1, 1), | · |) → (R, d0) ist eine Iso-
metrie. Wegen id = g ◦ f : (R, | · |)→ (R, d0) folgt daher, dass die Identität als
Verknüpfung dieser beiden Homöomorphismen selbst ein Homöomorphismus
ist.

(iii) R ⊂ R ist offen: f : R → [−1, 1] ist ein Homöomorphismus und somit ist
f−1((−1, 1)) offen.

(iv) Da R und R ⊂ R vermöge der Identität homöomorph sind, sind die offenen
Teilmengen von R, die in R enthalten sind, gerade die offenen Teilmengen von
R.

(v) Sei A ⊂ R offen mit ∞ ∈ A. Dann gibt es x ∈ R mit (x,∞] ⊂ A: Dies folgt,
da jede Umgebung von 1 ∈ [−1, 1] ein Intervall der Form (1−ε, 1] enthält und
da dies durch die Isometrie g : ([−1, 1], | · |) → (R, d0) auf ein Intervall dieser
Form abgebildet wird.

Genau wie Intervalle der Form (1 − ε, 1], ε > 0, eine Umgebungsbasis von
1 ∈ [−1, 1] bilden, bilden also Intervalle der Form (x,∞], x ∈ R, eine Umge-
bungsbasis von +∞ ∈ R.

(vi) Wir sagen, dass eine Folge (xn)n gegen +∞ konvergiert, falls es für alle x ∈ R
ein n0 ∈ N gibt, so dass für alle n ≥ n0 die Ungleichung xn > x gilt.

Bemerkung 3.45. ? Definiere N := N ∪ {∞} und versehe N mit der von R in-
duzierten Topologie. Sei (xn)n eine Folge in einem metrischen Raum E, d. h. eine
Abbildung ϕ : N→ E. Konvergiert die Folge in E und setzen wir ϕ(∞) := lim

n→∞
xn,

so ist ϕ : N → E stetig. In n < ∞ ist solch eine Abbildung stets stetig, in ∞ aber
nicht notwendigerweise.

Es gilt: Eine Abbildung ϕ : N → E ist genau dann stetig, wenn die Folge (xn)n
mit xn = ϕ(n) gegen ϕ(∞) konvergiert.
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Nach etwas Vorbereitung werden wir gleichmäßig stetige Funktionen fortsetzen.

Lemma 3.46. Sei E ein metrischer Raum. Dann ist A ⊂ E genau dann abge-
schlossen, wenn für jede konvergente Teilfolge (xn)n ⊂ E mit xn ∈ A für alle n
auch lim

n→∞
xn ∈ A gilt.

Beweis.

„⇒“: Sei A abgeschlossen und sei (xn)n eine Folge mit Folgegliedern in A, die
in E konvergiert. Angenommen, es gälte a := lim

n→∞
an 6∈ A. Dann gibt

es aufgrund der Abgeschlossenheit von A ein r > 0 mit Br(a) ∩ A = ∅.
Aufgrund der Konvergenz gilt für alle großen n ∈ N aber d(xn, a) < r

2 und
somit xn 6∈ A. Widerspruch.

„⇐“: Sei x ∈ A. Wir behaupten, dass auch x ∈ A gilt. Dazu definieren wir eine
Folge (xn)n: Da x ∈ A ist, gibt es zu jedem n ∈ N>0 ein xn ∈ A mit
d(xn, x) < 1

n . Es folgt xn → x für n→∞, also auch x ∈ A. �

Lemma 3.47. Seien E,F metrische Räume und seien f, g : E → F stetige Abbil-
dungen. Dann ist die Menge

A = {x ∈ E : f(x) = g(x)}

abgeschlossen.

Beweis. Wir zeigen, dass der Limes jeder in E konvergente Folge mit Folgegliedern
in A ebenfalls in A liegt. Dann folgt die Behauptung aus Lemma 3.46.

Sei (xn)n eine solche Folge mit a = lim
n→∞

xn. Da f und g folgenstetig sind, folgt

f(a) = lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

g(xn) = g(a).

Somit ist auch a ∈ A und die Behauptung folgt. �

Wir geben noch einen alternativen Beweis in normierten Räumen an, da ähnliche
Schlussfolgerungen häufiger vorkommen.

Beweis.

(i) Die Summe und die Differenz von zwei stetigen Funktionen sind ebenfalls
stetig, also die Funktionen (f + g)(x) := f(x) + g(x) und (f − g)(x) := f(x)−
g(x): Aus xn → x folgen f(xn) → f(x) und g(xn) → g(x) bzw. −g(xn) →
−g(x). Nach Proposition 2.23 folgt daher

(f ± g)(xn)→ f(x)± g(x) = (f ± g)(x).

Somit sind f + g und f − g stetig.
(ii) Nun gilt A = (f−g)−1({0}). Da {0} als einpunktige Menge abgeschlossen ist,

ist auch A abgeschlossen. �

Korollar 3.48. Seien E,F metrische Räume und f, g : E → F stetige Abbildungen.
Stimmen f und g auf einer dichten Teilmenge von E überein, so gilt f = g.

Beweis. Die Menge A = {x ∈ E : f(x) = g(x)} ist abgeschlossen und dicht in E.
Also gilt A = E. �

Lemma 3.49. Seien E,F metrische Räume und sei f : E → F auf beschränk-
ten Mengen gleichmäßig stetig. Dann ist das Bild einer Cauchyfolge wieder eine
Cauchyfolge.
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Beweis. Da jede Cauchyfolge beschränkt ist, dürfen wir ohne Einschränkung an-
nehmen, dass f gleichmäßig stetig ist.

Sei (xn)n eine Cauchyfolge und sei ε > 0. Aufgrund der gleichmäßigen Stetigkeit
gibt es δ > 0 mit

d(x, y) < δ =⇒ d(f(x), f(y)) < ε

für alle x, y ∈ E. Sei also n0 ∈ N so gewählt, das n,m ≥ n0 die Abschätzung
d(xn, xm) < δ impliziert. Dann folgt d(f(xn), f(xm)) < ε für alle n,m ≥ n0. Somit
ist die Bildfolge (f(xn))n eine Cauchyfolge. �

Theorem 3.50. Sei E ein metrischer Raum, sei A ⊂ E eine dichte Teilmenge von
E und sei F ein vollständiger metrischer Raum. Sei f : A→ F eine auf beschränk-
ten Teilmengen von A gleichmäßig stetige Funktion. Dann gibt es genau eine stetige
Fortsetzung f̃ : E → F , d. h. genau eine stetige Abbildung f̃ : E → F mit f̃ |A = f .
f̃ ist auf beschränkten Teilmengen von E ebenfalls gleichmäßig stetig.

Beweis.

(i) Die Eindeutigkeit folgt aus Korollar 3.48.
(ii) Falls solch eine Abbildung f̃ existiert, so lassen sich ihre Werte auf E \ A

aufgrund der Stetigkeit wie folgt ausdrücken: Sei a ∈ E \A. Da A in E dicht
ist, gibt es eine Folge (xn)n mit xn ∈ A und xn → a. Existiert eine stetige
Funktion f̃ , so gilt

f̃(a) = lim
n→∞

f̃(xn) = lim
n→∞

f(xn).

Wir wollen dies verwenden um f̃ zu definieren.
(iii) Nach Lemma 3.49 ist f(xn) eine Cauchyfolge. Diese konvergiert aufgrund der

Vollständigkeit von F .
(iv) Der Grenzwert im obigen Definitionsversuch ist von der Auswahl der Folge

xn → a unabhängig: Sei nämlich yn eine weitere Folge mit yn ∈ A und yn → a.
Dann ist die abwechselnde Folge x0, y0, x1, y1, x2, y2, . . . ebenfalls eine solche
Folge. Wie oben sehen wir, dass auch die Bildfolge dieser Folge konvergiert.
Dies ist aber nur möglich, wenn lim

n→∞
f(xn) = lim

n→∞
f(yn) gilt. Daher hängt

der Grenzwert nicht von der Wahl der Folge xn → a ab.
(v) Daher ist die Funktion f̃ : E → F wohldefiniert:

f̃(x) :=

{
f(x) für x ∈ A,
lim
n→∞

f(xn) für x ∈ E \A, A 3 xn → x.

f̃ ist eine Fortsetzung von f auf f̃ . Indem wir konstante Folgen wählen, können
wir f(a) auch für a ∈ A als einen solchen Grenzwert erhalten.

(vi) Gleichmäßige Stetigkeit: Sei B̃ ⊂ E beschränkt.
Definiere B :=

⋃
x∈B̃

B1(x). Dann ist B ebenfalls beschränkt. In der be-

schränkten Menge B ist f gleichmäßig stetig. Seien ε, δ > 0 so gewählt, dass
für alle a, b ∈ B aus d(a, b) < 2δ die Abschätzung d(f(a), f(b)) < 1

2ε folgt.
Seien x, y ∈ B̃ beliebig mit d(x, y) < δ. Wähle Folgen (xn)n, (yn)n ⊂ E
mit A 3 xn → x, A 3 yn → y. Ohne Einschränkung (sonst betrachten wir
nur geeignete Endstücke dieser Folgen) gilt xn, yn ∈ B für alle n ∈ N . We-
gen d(x, y) < δ folgt d(xn, yn) < 2δ für genügend große Werte von n. Also
ist d(f(xn), f(yn)) < 1

2ε für solche n. Im Grenzwert gilt also d
(
f̃(x), f̃(y)

)
≤

1
2ε < ε. Somit ist f̃ auf beschränkten Teilmengen von E gleichmäßig stetig. �
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3.3. Kompaktheit.

Definition 3.51 (Kompaktheit). Sei E ein metrischer Raum.
(i) Besitzt jede Überdeckung (Ai)i∈I von E durch offene Mengen eine endliche

Teilüberdeckung, so heißt E überdeckungskompakt, quasikompakt oder
kompakt.

(ii) Eine Überdeckung durch offene Mengen heißt offene Überdeckung.
(iii) Besitzt jede Folge (xi)i∈N mit xi ∈ E eine konvergente Teilfolge, so heißt E

folgenkompakt.

(iv) Gibt es zu jedem ε > 0 ein N ∈ N und xi, 1 ≤ i ≤ N , so dass E =
N⋃
i=1

Bε(xi)

gilt, so heißt E präkompakt oder totalbeschränkt.
(v) Eine Teilmenge A ⊂ E heißt überdeckungskompakt, folgenkompakt, oder prä-

kompakt, wenn A mit der von (E, d) induzierten Metrik überdeckungskom-
pakt, folgenkompakt, oder präkompakt ist.

(vi) Eine Teilmenge A ⊂ E heißt relativ kompakt, falls A kompakt ist.

Bemerkung 3.52.

(i) Kompaktheit ist einer der ganz zentralen Begriffe der Analysis. Für kompakte
metrische Räume erhält man viele Aussagen, die in allgemeinen metrischen
Räumen nicht gelten.

(ii) Ein topologischer Raum heißt kompakt, wenn er überdeckungskompakt und
hausdorffsch ist. Da jeder metrische Raum hausdorffsch ist, stimmen in un-
serem Fall eines metrischen Raumes die Definitionen für Überdeckungskom-
paktheit oder Quasikompaktheit und Kompaktheit überein.

Theorem 3.53. Seien X,Y metrische (oder topologische) Räume. Sei X überde-
ckungskompakt und f : X → Y stetig. Dann ist f(X) überdeckungskompakt.

Beweis. Sei (Ui)i∈I eine offene Überdeckung von f(X). Da f stetig ist, ist auch(
f−1(Ui)

)
i∈I eine offene Überdeckung von X. Da X kompakt ist, gibt es eine end-

liche Teilüberdeckung. Sei ohne Einschränkung
(
f−1(Ui)

)
1≤i≤N eine endliche Teil-

überdeckung. Dann ist (Ui)1≤i≤N eine endliche Überdeckung von f(X). �

Theorem 3.54. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann sind die folgenden Aussa-
gen äquivalent:
(i) X ist überdeckungskompakt.
(ii) X ist folgenkompakt.
(iii) X ist präkompakt und vollständig.

Beweis.

• „(i)=⇒(ii)“: Sei (xn)n eine Folge. Definiere

Fn := {xn, xn+1, xn+2, . . .}.
Die Mengen Fn sind abgeschlossen, Un := X \ Fn ist also offen. Wir be-
haupten, dass es ein a ∈

⋂
n∈N

Fn gibt. Dies ist dann der gesuchte Häufungs-

punkt der Folge. Falls es kein solches a gibt, ist
⋂
n∈N

Fn = ∅, was äquiva-

lent zu
⋃
n∈N

Un = X ist. Somit ist (Un)n eine offene Überdeckung von X

und endlich viele der Mengen Un überdecken bereits X, ohne Einschrän-

kung gelte
N⋃
n=1

Un = X. Dies ist äquivalent zu
N⋂
i=1

Fn = ∅. Es gilt aber

N⋂
i=1

Fn = FN 6= ∅. Widerspruch.
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• „(ii)=⇒(iii)“: Da X folgenkompakt ist, ist X auch vollständig.

Falls X nicht präkompakt ist, gibt es ein ε > 0, so dass
N⋃
i=1

Bε(yi) ( X

für alle yi ∈ X und alle N gilt. Wir definieren nun induktiv (xi)i∈N ⊂ X.

Fixiere dazu x0 ∈ X beliebig und wähle xn+1 ∈ X \
n⋃
i=0

Bε(xi) 6= ∅ beliebig.

Es gilt stets d(xi, xj) ≥ ε für i 6= j. Somit besitzt (xn)n keine konvergente
Teilfolge. Widerspruch.

• „(iii)=⇒(i)“: Nehme an, dass es eine Überdeckung U ohne endliche offene
Teilüberdeckung gibt.
n = 0: Da X präkompakt ist, gibt es endlich viele offene Kugeln vom

Radius 1 = 2−0, die X überdecken. Mindestens eine davon wird nicht von
endlich vielen Mengen aus U überdeckt. Sei dies B2−0(x0).

Seien x0, x1, . . . , xn bereits definiert. Dann wird X von endlich vielen
Kugeln vom Radius 2−(n+1) überdeckt. Mindestens eine davon wird nicht
von endlich vielen Mengen aus U überdeckt. Sei dies B2−(n+1)(xn+1). Wir
können dabei

B2−(n+1)(xn+1) ∩B2−n(xn) 6= ∅

annehmen. (Sonst würden nämlich alle Bälle vom Radius 2−(n+1) mit nicht-
leerem Schnitt mit B2−n(xn) endlich durch Mengen in U überdeckt und das
würde somit auch für B2−n(xn) gelten. Widerspruch.) Also gilt

d(xn, xn+1) < 2−(n+1) + 2−n < 2−(n−1)

und somit für p ∈ N

d(xn, xn+p) < 2−(n−1) + 2−n + 2−(n+1) + . . .+ 2−(n+p−2) < 2−(n−2).

Daher ist (xn)n eine Cauchyfolge in X, konvergiert also gegen ein x ∈
X und wir erhalten d(xn, x) ≤ 2−(n−2) durch Grenzübergang p → ∞. x
liegt aber in einer offenen Menge aus U . Dies gilt auch für Bε(x). Nach
Dreiecksungleichung gilt aber B2−n(xn) ⊂ B2−(n−2)+2−n(x) ⊂ Bε(x) für
große Werte von n. Widerspruch zur Wahl von xn. �

Theorem 3.55. Seien X,Y metrische Räume. Sei X kompakt und f : X → Y
stetig. Dann ist f gleichmäßig stetig.

Beweis. Falls nicht, gibt es ε > 0 und Punkte an, bn ∈ X mit d(an, bn) < 1/n aber
d(f(an), f(bn)) ≥ ε. Da X kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge der an,
ohne Einschränkung gelte also an → a ∈ X für n→∞. Nach Dreiecksungleichung
gilt d(a, bn) ≤ d(a, an) + d(an, bn), also gilt auch bn → a für n → ∞. Da aber
f in a stetig ist, gibt es δ > 0, so dass d(a, x) < δ =⇒ d(f(a), f(x)) < ε/2
gilt. Sei n so groß, dass an, bn ∈ Bδ(a) gilt. Wir erhalten dann d(f(an), f(bn)) ≤
d(f(an), f(a)) + d(f(a), f(bn)) < ε. Widerspruch. �

Definition 3.56. Ein metrischer Raum E heißt separabel, falls er eine höchstens
abzählbare dichte Teilmenge A ⊂ E besitzt.

Beispiel 3.57. Der Euklidische Raum Rn ist separabel; Qn ist eine abzählbare
dichte Teilmenge.

Theorem 3.58. Sei Y ein metrischer Raum.
(i) Ist Y kompakt, so ist Y beschränkt.
(ii) Ist Y (prä-)kompakt, so ist Y separabel.
(iii) Sei X ⊂ Y . Ist X kompakt, so ist X abgeschlossen.
(iv) Ist Y kompakt und X ⊂ Y abgeschlossen, so ist X kompakt.
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Beweis.

(i) Folgt aus der Präkompaktheit.
(ii) Zu n ∈ N>0 gibt es endlich viele Kugeln mit Radius 1/n, die X überdecken.

Sei Xn die endliche Menge der zugehörigen Mittelpunkte. Dann ist
⋃
n∈N

Xn

die gesuchte höchstens abzählbare dichte Teilmenge.
(iii) Folgt mit Lemma 3.46 aus der Folgenkompaktheit.
(iv) Benutze nochmals Folgenkompaktheit und Lemma 3.46. �

Der Folgende Satz ist ein wichtiges Kriterium für Kompaktheit in Rn.

Theorem 3.59 (Heine-Borel). Eine Teilmenge A ⊂ Rn ist genau dann kompakt,
wenn sie abgeschlossen und beschränkt ist.

Beweis.

„⇒“: Folgt direkt aus Theorem 3.58.
„⇐“: Sei (xn)n ⊂ A eine Folge. Da die Folge beschränkt ist, besitzt sie nach

dem Satz von Bolzano-Weierstraß eine in Rn konvergente Teilfolge. Da A
abgeschlossen ist, liegt der Grenzwert nach Lemma 3.46 wieder in A. Somit
ist A folgenkompakt. �

Bemerkung 3.60. In unendlich dimensionalen Räumen ist der Satz von Heine-
Borel im Allgemeinen falsch: In l2(N) ist B1(0) beschränkt und abgeschlossen, aber
nicht kompakt, da die Vektoren ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .) für i 6= j die Gleichheit
d(ei, ej) = ‖ei − ej‖ =

√
2 erfüllen.

Auch die Präkompaktheit überträgt sich auf Unterräume.

Lemma 3.61. Sei E ein präkompakter metrischer Raum und sei A ⊂ E. Dann ist
auch A präkompakt.

Beweis. Sei ε > 0. Dann gibt es aufgrund der Präkompaktheit von E endlich viele

Punkte xi ∈ E, 1 ≤ i ≤ n, mit E =
n⋃
i=1

Bε(xi). Wir dürfen nach Umnummerierung

ohne Einschränkung annehmen, dass es einm ∈ N mit Bε(xi)∩A 6= ∅ für 1 ≤ i ≤ m
und Bε(xi) ∩ A = ∅ für m < i ≤ n gibt. Wähle yi ∈ Bε(xi) ∩ A für 1 ≤ i ≤ m.
Wegen Bε(xi) ⊂ B2ε(yi) für 1 ≤ i ≤ m folgt

A ⊂
m⋃
i=1

B2ε(yi).

Da ε > 0 beliebig war, ist A präkompakt. �

Lemma 3.62 (Lebesguesche Zahl). Sei E ein kompakter metrischer Raum. Sei
(Ui)i∈I eine offene Überdeckung von E. Dann gibt es ein r > 0, so dass für jedes
x ∈ E ein i ∈ I mit Br(x) ⊂ Ui existiert.
r heißt Lebesguesche Zahl.

Beweis. Falls nicht, so finden wir zu jedem n ∈ N \ {0} ein xn ∈ E, so dass
B1/n(xn) ⊂ Ui für kein i ∈ I gilt, d. h. für jeden noch so kleinen Radius gibt es einen
Gegenbeispielpunkt. Da E kompakt ist, konvergiert eine Teilfolge von (xn)n∈N.
Gelte also ohne Einschränkung xn → a ∈ E. Sei j ∈ I mit a ∈ Uj . Da Uj offen
ist, gibt es ein ρ > 0 mit Bρ(a) ⊂ Uj . Sei n0 ∈ N so groß, dass für alle n ≥ n0

bereits xn ∈ Bρ/2(a) gilt. Sei n so groß, dass 1
n <

ρ
2 gilt. Dann erhalten wir für alle

z ∈ B1/n(xn)

d(z, a) ≤ d(z, xn) + d(xn, a) ≤ ρ
2 + ρ

2 = ρ.

Somit gilt B1/n(xn) ⊂ Uj . Dies widerspricht der Wahl von xn. �



88 3. METRISCHE RÄUME UND STETIGKEIT

Auf kompakten Mengen werden Infima und Suprema stetiger Funktionen stets
angenommen.

Theorem 3.63. Sei E ein kompakter metrischer Raum und sei f : E → R stetig.
Dann gibt es x0, y0 ∈ E mit

f(x0) = inf
x∈E

f(x) und f(y0) = sup
x∈E

f(x).

Beweis. f(E) ist kompakt und daher insbesondere beschränkt. Somit gibt es eine
Minimalfolge, d. h. eine Folge (xn)n ⊂ E mit f(xn) → inf

x∈E
f(x). Eine Teilfol-

ge davon konvergiert gegen ein a ∈ E, xnk → a. Da f stetig ist, folgt f(a) =
lim
k→∞

f(xnk) = inf
x∈E

f(x). �

Mit kontrahierenden Abbildungen bekommen wir eine weitere Möglichkeit, die
Existenz von

√
2 zu zeigen.

Definition 3.64. Sei E ein metrischer Raum und T : E → E eine Abbildung.
Dann heißt T kontrahierend oder eine Kontraktion, falls es ein k ∈ [0, 1) gibt,
so dass für alle x, y ∈ E

d(T (x), T (y)) ≤ kd(x, y)

gilt.

Bemerkung 3.65. Jede Kontraktion ist stetig.

Theorem 3.66 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei E ein vollständiger metrischer
Raum und sei T eine kontrahierende Abbildung mit Konstante k ∈ [0, 1). Dann gibt
es genau ein x̂ ∈ E mit x̂ = T (x̂), d. h. x̂ ist der (einzige) Fixpunkt von T .

Beweis. Sei x0 ∈ E beliebig. Definiere induktiv xn+1 := T (xn).
(i) (xn)n ist eine Cauchyfolge: Es gilt

d(xn+m, xn) ≤ d(xn+m, xn+m−1) + . . .+ d(xn+1, xn)

≤
(
kn+m−1 + . . .+ kn

)
· d(x1, x0)

= kn
(
km−1 + . . .+ 1

)
· d(x1, x0)

≤ kn
∞∑
j=0

kj · d(x1, x0)

=
kn

1− k
d(x1, x0).

Die rechte Seite konvergiert für n → ∞ gegen Null. Somit ist (xn)n eine
Cauchyfolge.

(ii) Da E vollständig ist, konvergiert die Cauchyfolge gegen ein x̂ ∈ E. Wegen
xn → x̂ erhalten wir

d(x̂, T (x̂)) ≤ d(x̂, xn) + d(xn, T (x̂))

= d(x̂, xn) + d(T (xn−1), T (x̂))

≤ d(x̂, xn) + kd(xn−1, x̂) −→
n→∞

0.

(iii) Eindeutigkeit: Sei x ein weiterer Fixpunkt. Dann gelten T (x) = x und

d(x, x̂) = d(T (x), T (x̂)) ≤ kd(x, x̂).

Somit ist d(x, x̂) = 0. Daher ist der Fixpunkt eindeutig bestimmt. �
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Bemerkung 3.67. Mit m → ∞ erhält man aus der längsten Abschätzung aus
dem Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes die Ungleichung

d(x̂, xn) ≤ kn

1− k
d(x1, x0).

Damit kann man abschätzen, wie genau man einen Fixpunkt nach n Iterationen
erreicht hat.

Beispiel 3.68. Auf dem vollständigen metrischen Raum [1, 2] ⊂ R betrachten wir
die Abbildung T : [1, 2]→ R mit x 7→ x+ c(2− x2) für unterschiedliche Werte von
c.
(i) Es gilt T (1) = 1+c. Somit kann T höchstens für c ∈ [0, 1] eine Selbstabbildung

sein.
(ii) Es gilt T (2) = 2− 2c. Daher kann T höchstens für c ∈

[
0, 1

2

]
eine Selbstabbil-

dung sein.
(iii) Für c = 0 gilt T (x) = x, also ist T keine Kontraktion.
(iv) Quadratisches Ergänzen liefert

T (x) = x+ 2c− cx2 = −c
(
x2 − 1

c
x− 2

)
= −c

((
x− 1

2c

)2

− 1

4c2
− 2

)
.

Die Funktion T , auf R fortgesetzt, besitzt also an der Stelle x = 1
2c ein lokales

Maximum. Ist 1 ≤ 1
2c ≤ 2, so ist dies im Definitionsbereich von T . Dann gilt

also 1
4 ≤ c ≤

1
2 . Der Wert in diesem Maximum ist dann also durch

−c
(
− 1

4c2
− 2

)
=

1

4c
+ 2c ≤ 1 + 1 = 2

nach oben abgeschätzt.
(v) Somit gilt für c ∈

[
0, 1

2

]
die Inklusion T ([1, 2]) ⊂ [1, 2]. Betrachte daher T als

Selbstabbildung T : [1, 2]→ [1, 2].
(vi) Um zu sehen, wann T eine Kontraktion ist, betrachten wir

|T (x)− T (y)| =
∣∣x+ c

(
2− x2

)
− y − c

(
2− y2

)∣∣ =
∣∣x− cx2 − y + cy2

∣∣
= |x− y| · |1− c(x+ y)|.

Wegen x + y ∈ [2, 4] und c(x + y) ∈ (0, 2) für 0 < c < 1
2 ist T für c ∈

(
0, 1

2

)
eine Kontraktion.

(vii) Für den Fixpunkt x̂ ∈ [1, 2] gilt also x̂ = x̂+ c
(
2− x̂2

)
, also x̂2 = 2 im Falle

0 < c < 1
2 .

Die Abbildung T liefert auch im Falle c = 1
2 , wenn T keine Kontraktion mehr

ist, eine Möglichkeit,
√

2 zu berechnen. Es gilt allgemeiner

Theorem 3.69. Sei E ein kompakter metrischer Raum. Sei T : E → E eine Ab-
bildung und gelte

d(T (x), T (y)) < d(x, y)

für alle x 6= y ∈ E. Dann besitzt T einen eindeutig bestimmten Fixpunkt.

Beweis. Übung.
Man kann den Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes wie folgt modifizieren:

Betrachte für ein x ∈ E die Folge d(x, T (x)), d(T (x), T (T (x))), . . . . Solange alle
betrachteten Punkte T k(x), T k+1(x) ∈ E die Ungleichung d

(
T k(x), T k+1(x)

)
≥ ε

erfüllen, erhält man eine Kontraktion. Auf diese Weise findet man ein y ∈ E mit
d(y, T (y)) < ε. Es gibt aber noch einen deutlich kürzeren Beweis. �

Der folgende Satz ist auch in der Topologie wichtig.
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Theorem 3.70. Seien E,F metrische Räume. Sei E kompakt. Sei f : E → F stetig
und bijektiv. Dann ist f ein Homöomorphismus, d. h. insbesondere ist f−1 stetig.

Beweis. Die Stetigkeit von f−1 bedeutet, dass Bilder offener Mengen unter f wieder
offen sind oder, dass Bilder abgeschlossener Mengen unter f wieder abgeschlossen
sind. Dies wollen wir zeigen.

Sei also B ⊂ E abgeschlossen. Dann ist B kompakt. Somit ist f(B) kompakt
und daher abgeschlossen. �

Da solche Abbildungen häufiger vorkommen definieren wir:

Definition 3.71. Seien E, F metrische Räume. Sei f : E → F eine Abbildung.
Dann heißt
(i) f offen, falls f(A) für alle offenen Mengen A ∈ OE in F offen ist.
(ii) f abgeschlossen, falls f(C) für alle abgeschlossenen Mengen C ⊂ E in F

abgeschlossen ist.

Auch der Rn besitzt eine Kompaktheitseigenschaft:

Definition 3.72 (lokal kompakt). Ein metrischer Raum E heißt lokal kompakt,
wenn jeder Punkt x ∈ E eine kompakte Umgebung besitzt.

3.4. Zusammenhang.

Definition 3.73. Sei E ein metrischer Raum.
(i) E heißt zusammenhängend, falls E sich nicht als disjunkte Vereinigung von

nichtleeren offenen Mengen schreiben lässt, d. h. aus

E = A∪̇B mit A, B ∈ O folgt A = ∅ oder B = ∅.
(ii) Eine Teilmenge A ⊂ E heißt zusammenhängend, wenn sie als Teilraum zu-

sammenhängend ist.
(iii) E heißt lokal zusammenhängend, wenn jeder Punkt eine Umgebungsbasis

besitzt, die aus zusammenhängenden Mengen besteht.

Bemerkung 3.74.

(i) Jeder einpunktige Teilraum ist zusammenhängend. Die leere Menge ist zu-
sammenhängend.

(ii) Seien B1, B2 ⊂ Rn offene disjunkte Kugeln. Dann ist E = B1∪̇B2 unzusam-
menhängend, da B1 und B2 in E offen sind.

(iii) Die Mengen A und B in der Definition von zusammenhängend sind als Kom-
plemente von offenen Mengen abgeschlossen.

(iv) E ist genau dann zusammenhängend, wenn ∅ und E die einzigen Teilmengen
von E sind, die gleichzeitig offen und abgeschlossen sind. (Übung)

Theorem 3.75. Seien E,F metrische Räume und f : E → F stetig. Ist E zusam-
menhängend, dann ist auch f(E) zusammenhängend.

Beweis. Falls der Teilraum f(E) ⊂ F nicht zusammenhängend wäre, so gäbe es
zwei disjunkte nichtleere relativ offene Mengen A,B ⊂ f(E) mit A ∪ B = f(E).
Somit sind auch die Mengen f−1(A) und f−1(B) disjunkt, nichtleer und offen in E
und es gilt f−1(A) ∪ f−1(B) = E. Widerspruch. �

Proposition 3.76.

(i) Eine nichtleere Teilmenge E ⊂ R ist genau dann zusammenhängend, wenn E
ein (möglicherweise unbeschränktes) Intervall ist.

(ii) R ist zusammenhängend und lokal zusammenhängend.

Beweis.
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(i)
„⇒“: Sei E zusammenhängend. Enthalte E ohne Einschränkung mindestens

zwei verschiedene Punkte a und b mit a < b. Wir behaupten dass dann
auch [a, b] ⊂ E gilt. Daher ist E ein Intervall (Übung). Angenommen, es
gibt c ∈ (a, b) mit c 6∈ E. Dann ist

E = (E ∩ (−∞, c))∪̇(E ∩ (c,∞))

eine Zerlegung von E in disjunkte nichtleere offene Mengen die zeigt, dass
E nicht zusammenhängend ist. Somit folgt die Behauptung.

„⇐“: Angenommen, ein Intervall I wäre unzusammenhängend. Dann gibt es
offene disjunkte nichtleere Mengen A,B mit I = A∪̇B. Wir finden also
Punkte a, b ∈ R mit a < b und ohne Einschränkung a ∈ A sowie b ∈ B.
Beachte, dass [a, b] ⊂ I gilt. Definiere c := sup{x ∈ [a, b] : x ∈ A} ≡
supM . M ist nichtleer und beschränkt. Daher gilt c ∈ [a, b]. Ab jetzt
betrachten wir alles relativ zu [a, b]. Nach Definition des Supremums ist
c Grenzwert einer Folge von Punkten in A. Da A als Komplement von
B abgeschlossen ist, folgt c ∈ A. Somit ist c < b. Da A offen ist, gibt
es ein ε > 0 mit Bε(c) ∩ [a, b] ⊂ A. Somit ist c nicht das Supremum.
Widerspruch.

(ii) Folgt aus (i). �

Erlauben wir in der Definition eines Intervalles auch Ausdrücke wie (1, 0) = ∅,
so sind die zusammenhängenden Teilmengen von R genau die Intervalle.

Korollar 3.77 (Zwischenwertsatz). Sei E ein zusammenhängender metrischer
Raum und seien a, b ∈ E. Sei f : E → R stetig. Gelte f(a) < f(b). Dann nimmt f
jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an, d. h. es gilt

[f(a), f(b)] ⊂ f(E).

Beweis. Als stetiges Bild eines zusammenhängenden Raumes ist f(E) nach Theo-
rem 3.75 selber wieder zusammenhängend und daher nach Proposition 3.76 ein
Intervall. �

Proposition 3.78. Sei E ein metrischer Raum und A ⊂ E eine zusammenhängen-
de Menge. Sei B eine Menge mit A ⊂ B ⊂ A. Dann ist auch B zusammenhängend.

Insbesondere ist der Abschluss einer zusammenhängenden Menge selbst wieder
zusammenhängend.

Beweis. Angenommen, es existiert eine Zerlegung B = X∪̇Y mit offenen nicht-
leeren Mengen X,Y ⊂ B. Da A nach Definition des Abschlusses dicht in B liegt,
folgen A ∩X 6= ∅ und A ∩ Y 6= ∅. Somit ist A = (A ∩X)∪̇(A ∩ Y ) eine Zerlegung
von A in offene nichtleere Mengen. Widerspruch. �

Proposition 3.79. Sei E ein metrischer Raum und sei (Ai)i∈I eine Familie zu-
sammenhängender Mengen mit Ai ⊂ E für alle i ∈ I. Gilt

⋂
i∈I

Ai 6= ∅, so ist auch

A :=
⋃
i∈I

Ai eine zusammenhängende Menge.

Beweis. Angenommen, A wäre nicht zusammenhängend. Dann gibt es offene nicht-
leere Mengen X,Y ⊂ E mit A = X∪̇Y . Sei a ∈

⋂
i∈I

Ai. Es folgt a ∈ X oder a ∈ Y .

Gelte ohne Einschränkung a ∈ X. Da a aus der Schnittmenge ist, erhalten wir
a ∈ Ai für alle i ∈ I. Da Y 6= ∅ gilt, gibt es ein j ∈ I mit Aj ∩Y 6= ∅. Es folgt, dass

Aj = (X ∩Aj)∪̇(Y ∩Aj)
eine disjunkte Zerlegung von Aj in offene nichtleere Mengen ist. Dies widerspricht
der Tatsache, dass Aj zusammenhängend ist. �
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Per Induktion erhalten wir daraus direkt

Korollar 3.80. Sei E ein metrischer Raum. Seien Ai, i = 1, . . . , n endlich viele
zusammenhängende Mengen in E, so dass Ai∩Ai+1 6= ∅ für alle 1 ≤ i ≤ n−1 gilt.

Dann ist
n⋃
i=1

Ai zusammenhängend.

Dies können wir auch auf abzählbare Vereinigungen verallgemeinern.

Korollar 3.81. Sei E ein metrischer Raum und sei (Ai)i∈N eine Folge zusam-
menhängender Mengen in E mit Ai ∩ Ai+1 6= ∅ für alle i ∈ N. Dann ist

⋃
i∈N

Ai

zusammenhängend.

Beweis. Wir definieren Bn :=
n⋃
i=0

Ai. Diese Mengen sind nach Korollar 3.80 jeweils

zusammenhängend. Weiterhin gilt⋂
n∈N

Bn = B0 = A0 6= ∅.

Somit folgt die Behauptung aus Proposition 3.79. �

Definition 3.82 (Zusammenhangskomponente). Sei E ein metrischer Raum.
(i) Sei x ∈ E. Dann definieren wir die Zusammenhangskomponente von x in

E, C(x), als die Vereinigung aller zusammenhängenden Mengen A ⊂ E mit
x ∈ A.

(ii) E heißt total unzusammenhängend, falls C(x) = {x} für alle x ∈ E gilt.

Bemerkung 3.83.

(i) Die Zusammenhangskomponente eines Punktes x ist als Vereinigung von zu-
sammenhängenden Mengen, die x enthalten, selbst wieder zusammenhängend.

(ii) C(x) ist die größte zusammenhängende Teilmenge von E, die x enthält.
(iii) Nach Proposition 3.78 ist C(x) abgeschlossen.
(iv) Es gilt C(x) = C(y)⇐⇒ C(x) ∩ C(y) 6= ∅.
(v) Somit bilden die Zusammenhangskomponenten eines metrischen Raumes eine

Partition dieses Raumes.
(vi) E ist genau dann zusammenhängend, wenn C(x) = E für alle (oder für ein)

x ∈ E gilt.

Proposition 3.84. Die Zusammenhangskomponenten eines lokal zusammenhän-
genden Raumes E sind offen.

Beweis. Sei C ⊂ E eine Zusammenhangskomponente von E. Sei x ∈ C. Dann besitzt
x eine zusammenhängende Umgebung U . Somit gilt U ⊂ C und C ist offen. �

Proposition 3.85. Jede offene Teilmenge A ⊂ R lässt sich als höchstens abzählbare
Vereinigung von offenen Intervallen schreiben.

Beweis. Da offene Intervalle zusammenhängend sind, ist A lokal zusammenhän-
gend. Somit sind nach Proposition 3.84 alle Zusammenhangskomponenten von A
offen und nach Proposition 3.76 offene Intervalle. Weiterhin haben wir bereits be-
merkt, dass unterschiedliche Zusammenhangskomponenten disjunkt sind. Schließ-
lich ist die Vereinigung höchstens abzählbar, da jedes offene Intervall eine rationale
Zahl enthält. �

Definition 3.86.
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(i) Sei E ein metrischer Raum. Eine Kurve Γ ⊂ E ist das Bild einer stetigen
Abbildung ϕ : I = [a, b]→ E,

Γ = {ϕ(t) : a ≤ t ≤ b}.

ϕ(a) und ϕ(b) heißen Endpunkte der Kurve. t heißt Parameter und ϕ Para-
metrisierung der Kurve. Da alle abgeschlossenen Intervalle in R homöomorph
zu [0, 1] sind, gibt es stets eine auf dem Einheitsintervall [0, 1] definierte Pa-
rametrisierung. Wenn nicht anders angegeben verwenden wir solch eine Para-
metrisierung.

(ii) Eine Kurve Γ heißt geschlossen, falls ϕ(a) = ϕ(b) gilt.
(iii) Statt von Kurven spricht man auch von stetigen Kurven, Wegen oder

Bögen.
(iv) Sei E ein normierter Raum. Dann heißt ϕ : [a, b]→ E stückweise affin (oder

stückweise affin linear), falls es xi ∈ R mit a = x0 < x1 < . . . < xn = b und
pi, qi ∈ E gibt, so dass ϕ|[xi,xi+1](t) = pi + tqi für alle 0 ≤ i ≤ n− 1 gilt.

(v) Eine Kurve Γ ⊂ E heißtPolygonzug, falls es eine stückweise affine Abbildung
ϕ : [0, 1]→ E mit ϕ([0, 1]) = Γ gibt.

Definition 3.87. Sei E ein metrischer Raum.
(i) E heißt wegzusammenhängend (oder bogenzusammenhängend), falls

es zu je zwei Punkten x, y ∈ E stets eine Kurve mit Endpunkten x und y
gibt, also eine stetige Abbildung ϕ : [0, 1]→ E mit ϕ(0) = x und ϕ(1) = y.

(ii) Eine Teilmenge A ⊂ E heißt wegzusammenhängend, wenn sie als Teilraum
wegzusammenhängend ist.

Definition 3.88. Sei E ein normierter Raum über dem Körper R. Sei A ⊂ E eine
Teilmenge.
(i) A heißt konvex, falls für beliebige x, y ∈ A auch die Verbindungsstrecke

[x, y] := {tx+ (1− t)y : t ∈ [0, 1]}

in A enthalten ist.
(ii) A heißt sternförmig, falls es ein x0 ∈ A gibt, so dass für beliebige x ∈ A

auch stets [x0, x] ⊂ A gilt.

Lemma 3.89. Sei E ein normierter Raum. Sei A ⊂ E.
(1) Ist A konvex, so ist A sternförmig.
(2) Ist A sternförmig, so ist A wegzusammenhängend.

Beweis. Übung. �

Proposition 3.90. Sei E ein wegzusammenhängender metrischer Raum. Dann ist
E zusammenhängend.

Beweis. Wir wollen zeigen, dass E nur eine Zusammenhangskomponente besitzt.
Dann sind wir nach Bemerkung 3.83 fertig. Seien x, y ∈ E und C(x) und C(y) die
zugehörigen Zusammenhangskomponenten. Sei Γ ⊂ E eine Kurve mit Endpunkten
x und y. Dann ist Γ als stetiges Bild der zusammenhängenden Menge [0, 1], siehe
Proposition 3.76, nach Theorem 3.75 selbst wieder zusammenhängend. Da C(x) die
Vereinigung aller zusammenhängenden Mengen, die x enthalten, ist, folgt y ∈ C(x).
Nach Bemerkung 3.83 gilt also C(x) = C(y). Die Behauptung folgt. �

Proposition 3.91. Sei E ein normierter Raum und Ω ⊂ E offen. Dann ist Ω
genau dann zusammenhängend, wenn Ω wegzusammenhängend ist.

Beweis. Nach Proposition 3.90 genügt der Nachweis, dass jede offene zusammen-
hängende Menge Ω ⊂ E auch wegzusammenhängend ist.
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Sei Ω 6= ∅. Sei x0 ∈ Ω beliebig. Definiere

K := {y ∈ Ω: ∃ϕ : [0, 1]→ Ω, ϕ(0) = x0, ϕ(1) = y und ϕ ist stückweise affin}.

Wir wollen nun K = Ω zeigen. Da Ω zusammenhängend ist, genügt es dafür zu
zeigen, dass K nichtleer, offen und abgeschlossen ist. (Diese Technik benutzt man
häufiger um zu zeigen, dass eine Eigenschaft überall in einem zusammenhängenden
Raum gilt.)
(i) Es gilt x0 ∈ K. Somit ist K 6= ∅.
(ii) K ist offen: Sei x ∈ K. Dann gibt es eine Kugel Bε(x) ⊂ Ω. Alle Punkte

dieser Kugel lassen sich durch ein Geradenstück mit x in Bε(x) verbinden. Wir
können also die stückweise affine Kurve von x0 nach x um ein Geradenstück
zu einer Kurve zu einem beliebigen Punkt in Bε(x) verlängern. Somit ist K
offen.

(iii) K ist abgeschlossen: Sei (xn)n∈N ⊂ K mit xn → y ∈ Ω. Dann gibt es ein ε > 0
mit Bε(y) ⊂ Ω. Somit gibt es ein n0 ∈ N, so dass für n ≥ n0 auch xn ∈ Bε(y)
gilt. Wir können also eine stückweise affine Kurve von x0 nach xn in Bε(y)
und damit insbesondere in Ω durch ein Geradenstück nach y verlängern. Dies
zeigt y ∈ K. Somit ist K abgeschlossen.

Wir erhalten also K = Ω und damit die Behauptung. �

Definition 3.92. Sei E ein normierter Raum. Dann heiß Ω ⊂ E ein Gebiet, falls
Ω offen und zusammenhängend ist.

3.5. Produkträume.

Definition 3.93 (Produktmetrik). Seien (E1, d1) und (E2, d2) metrische Räume.
Dann definieren wir auf E1 × E2 die Produktmetrik d : E1 × E2 → R+ durch

d(x, y) := max
1≤i≤2

di
(
xi, yi

)
= max

{
d1

(
x1, y1

)
, d2

(
x2, y2

)}
für x =

(
x1, x2

)
und y =

(
y1, y2

)
.

Bemerkung 3.94.

(i) Man rechnet direkt nach, dass die Produktmetrik eine Metrik auf dem karte-
sischen Produkt ist.

(ii) Wir hätten auch d′(x, y) := d1

(
x1, y1

)
+ d2

(
x2, y2

)
oder alternativ auch

d′′(x, y) :=

√
(d1 (x1, y1))

2
+ (d2 (x2, y2))

2 definieren können. Dies liefert zwei
äquivalente Metriken in dem Sinne, dass es eine Konstante c > 0 mit
1
cd ≤ d′ ≤ cd – und analog für andere Paare der oben erwähnten Metriken
– gibt. Die Äquivalenz dieser Metriken zeigt man wie bei der Äquivalenz der
Normen auf Rn.

Die Eigenschaften Cauchyfolge, stetig, gleichmäßig stetig, (prä-)kompakt,
oder beschränkt zu sein sind daher unabhängig von der Wahl der Metrik,
solange diese zur Produktmetrik äquivalent ist.

(iii) Die euklidische Metrik auf R2 ist gerade die Metrik d′′ auf R× R.
(iv) Es gilt Br(x) = Br

(
x1
)
×Br

(
x2
)
für die oben definierte Metrik d.

Definition 3.95.

(i) Seien (E1, ‖ · ‖1) und (E2, ‖ · ‖2) zwei normierte Räume. Dann definiert∥∥∥(xi)
i∈{1,2}

∥∥∥ := max
i∈{1,2}

∥∥xi∥∥
i

eine Norm auf E1 × E2.
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(ii) Seien (E1, 〈·, ·〉1) und (E2, 〈·, ·〉2) zwei Skalarprodukträume. Dann definiert〈(
xi
)

1≤i≤2
,
(
yi
)

1≤i≤2

〉
:=

2∑
i=1

〈
xi, yi

〉
i

ein Skalarprodukt auf E1 × E2.

Bemerkung 3.96.

(i) Wie bei metrischen Räumen kann man auch bei normierten Räumen äquiva-
lente Normen auf dem kartesischen Produkt definieren.

(ii) Beim kartesischen Produkt von Skalarprodukträumen können wir die Sum-
manden unterschiedlich gewichten.

Aus der Darstellung der Kugeln in Bemerkung 3.94 erhalten wir direkt

Proposition 3.97. Seien E,F metrische Räume.
(i) Gelten A ∈ OE und B ∈ OF , so folgt A×B ∈ OE×F .
(ii) Gelten U ∈ UE(x) und V ∈ UF (y), so folgt U × V ∈ UE×F ((x, y)).

Direkt nach Definition der Produktmetrik folgt

Proposition 3.98. Seien E1, E2 metrische Räume. Dann ist die Folge (xn)n∈N =((
xin
)
i∈{1,2}

)
n∈N
⊂ E1 × E2 genau dann eine Cauchyfolge in E1 × E2, wenn für

i = 1 und i = 2 die Komponentenfolgen
(
xi
)
n∈N Cauchyfolgen in Ei sind.

Ebenso gilt

Proposition 3.99. Seien E1, E2 metrische Räume. Dann konvergiert die Folge
xn =

(
xin
)
genau dann in E1 × E2 gegen x =

(
xi
)
, wenn die Komponentenfolgen

xin für i = 1 und i = 2 gegen xi konvergieren.

Korollar 3.100. Seien E1, E2 metrische Räume. Gelte Ai ⊂ Ei für i = 1, 2. Dann
gilt

A1 ×A2 = A1 ×A2.

Beweis. Nach Definition des Abschlusses in einem metrischen Raum liegt ein Punkt
x genau dann im Abschluss einer Menge A, wenn U ∩ A 6= ∅ für alle U ∈ U(x)
gilt oder, äquivalent dazu, falls es eine Folge A 3 xn → x gibt. Daher folgt die
Behauptung aus Proposition 3.99. �

Proposition 3.101. Seien E, F1, F2 metrische Räume und sei f : E → F1 × F2

eine Abbildung mit Komponentenabbildungen f =
(
f i
)
, f i : E → Fi. Dann ist f

genau dann in z ∈ E stetig, wenn dies für die Funktionen f i : E → Fi, i = 1, 2,
gilt.

Beweis. Benutze Folgenstetigkeit und Proposition 3.99. �

Proposition 3.102. Seien E, F1, F2 metrische Räume und sei f : E → F1 × F2

eine Abbildung mit Komponentenabbildungen f =
(
f i
)
, f i : E → Fi. Dann ist f

genau dann gleichmäßig stetig, wenn dies für die Funktionen f i : E → Fi, i = 1, 2,
gilt.

Beweis.

„⇒“: Klar, da d ≥ di.
„⇐“: Für ε > 0 gibt es δi > 0, so dass für alle x, y ∈ E

dE(x, y) < δi =⇒ dFi
(
f i(x), f i(y)

)
< ε
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für i = 1, 2 gilt. Verwende nun δ := min{δ1, δ2}. Dann folgt aus dE(x, y) < δ

dF1×F2(f(x), f(y)) = max
i∈{1,2}

dFi
(
f i(x), f i(y)

)
< ε

für alle x, y ∈ E und daher die Behauptung. �

Korollar 3.103. Seien E1, E2 metrische Räume. Dann sind die Projektionsabbil-
dungen πi : E1 × E2 → Ei, i = 1, 2, gleichmäßig stetig.

Beweis. Die Projektionsabbildung πi ist die i-te Komponente der Identität id : E1×
E2 → E1 × E2 und daher nach Proposition 3.102 gleichmäßig stetig. �

Proposition 3.104. Seien E1, E2 metrische Räume. Dann sind die Projektions-
abbildungen πi : E1 × E2 → E1, i = 1, 2, offene Abbildungen.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall i = 1. Sei A ⊂ E1 × E2 offen und x ∈ π1(A).
Dann gibt es ein y ∈ E2 mit (x, y) ∈ A. Da A offen ist, gibt es weiterhin nach
Bemerkung 3.94 ein r > 0 mit Br((x, y)) = Br(x) × Br(y) ⊂ A. Daher folgt
Br(x) = π1(Br((x, y))) ⊂ π1(A). Somit ist π1 offen. �

Bemerkung 3.105. π1 : R × R → R ist keine abgeschlossene Abbildung, denn
π1

(
{(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0 und xy ≥ 1}

)
= (0,∞) ist nicht abgeschlossen.

Proposition 3.106. Seien E1, E2 metrische Räume. Sei a =
(
a1, a2

)
fest.

(i) Dann sind E1 ×
{
a2
}
und

{
a1
}
× E2 in E1 × E2 abgeschlossen.

(ii) Die Abbildungen E1 → E1 ×
{
a2
}
, x 7→

(
x, a2

)
und E2 →

{
a1
}
× E2, y 7→(

a1, y
)
sind Isometrien.

Beweis.

(i) Dies folgt direkt aus Korollar 3.100 oder alternativ aus der Stetigkeit der
Projektionsabbildungen.

(ii) Dies gilt direkt nach Definition der Produktmetrik. �

Theorem 3.107. Seien E1, E2 nichtleere metrische Räume. Dann besitzt E1×E2

genau dann eine der unten aufgeführten Eigenschaften, wenn auch E1 und E2 diese
besitzen.
(i) vollständig
(ii) separabel
(iii) kompakt
(iv) präkompakt
(v) lokal kompakt
(vi) zusammenhängend
(vii) lokal zusammenhängend

Beweis. Ohne Einschränkung genügt es bei „=⇒“ stets, zu zeigen, dass E1 diese
Eigenschaft besitzt.
(i) Dies folgt unmittelbar aus den Propositionen 3.98 und 3.99.
(ii) separabel:

„⇒“: Sei D ⊂ E1×E2 eine höchstens abzählbare dichte Teilmenge. Sei x ∈ E1

beliebig. Definiere D1 := π1(D). Fixiere ein beliebiges y ∈ E2. Dann gibt
es eine Folge D 3 (xn, yn) → (x, y). Somit erhalten wir D1 3 xn → x
und D1 ist die gewünschte Menge.

„⇐“: Seien D1 ⊂ E1 und D2 ⊂ E2 dichte höchstens abzählbare Teilmengen.
Dann sieht man leicht, dass auchD1×D2 ⊂ E1×E2 eine dichte höchstens
abzählbare Teilmenge ist.

(iii) kompakt:
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„⇒“: Bilder kompakter Mengen unter stetigen Abbildungen – benutze π1 –
sind selbst wieder kompakt. (Man kann auch so wie bei „⇐=“ vorgehen.)

„⇐“: Wir benutzen die Folgenkompaktheit von Ei, i = 1, 2. Sei dazu xn =(
x1
n, x

2
n

)
n∈N ⊂ E1 × E2 eine Folge. Aufgrund der Kompaktheit von E1

konvergiert dann eine Teilfolge
(
x1
nk

)
k
der Folge

(
x1
n

)
n
, ebenso eine Teil-

folge
(
x2
nkl

)
l
der Folge

(
x2
nk

)
k
. Da beide Komponenten der Folge xnkl

konvergieren, erhalten wir nach Proposition 3.99 auch die Konvergenz
dieser Folge.

(iv) präkompakt:
„⇒“: Sei y ∈ E2 beliebig. Nach Lemma 3.61 ist E1 × {y} als Unterraum eines

präkompakten Raumes selbst wieder präkompakt. Die Behauptung folgt
nun, da π1 : E1 × {y} → E1 eine Isometrie ist.

„⇐“: Sei ε > 0. Gelten E1 =
⋃
n∈N

Bε(xn) und E2 =
⋃
m∈N

Bε(yn), so sieht man

leicht, dass auch

(Bε((xn, ym)))(n,m)∈N×N = (Bε(xn)×Bε(yn))n,m∈N

eine Überdeckung von E1 × E2 bildet.
(v) lokal kompakt:

„⇒“: Sei U eine kompakte Umgebung von (x, y) ∈ E1 × E2. Dann ist π1(U)
offen, da π1 eine offene Abbildung ist, als stetiges Bild einer kompakten
Menge kompakt und schließlich gilt x ∈ π1(U).

„⇐“: Dies folgt leicht, wenn man das Produkt U1 ×U2 zweier kompakter Um-
gebungen Ui ⊂ Ei betrachtet.

(vi) zusammenhängend:
„⇒“: Als stetiges Bild eines zusammenhängenden Raumes ist E1 = π1(E1×E2)

zusammenhängend.
„⇐“: Sei E1 × E2 = A∪̇B. Sei (x, y) ∈ E1 × E2 beliebig und gelte ohne Ein-

schränkung (x, y) ∈ A. Die Menge {x}×E2 ist zusammenhängend. Somit
ist

(({x} × E2) ∩A)∪̇(({x} × E2) ∩B) = {x} × E2

eine triviale Überdeckung, d. h. es gilt {x} × E2 ⊂ A. Wir vertauschen
nun die Rollen von E1 und E2 und können mit einem beliebigen y ∈ E2

argumentieren. Somit folgt E1×E2 ⊂ A und E1×E2 ist zusammenhän-
gend.

(vii) lokal zusammenhängend:
„⇒“: Sei x =

(
x1, x2

)
∈ E1×E2 beliebig und sei (Ui)i∈I eine Umgebungsbasis

von x aus zusammenhängenden Mengen. Dann sind die Mengen Vi :=
π1(Ui) offene zusammenhängende Umgebungen von x1, da π1 offen und
stetig ist.
Die Mengen (Vi)i∈I bilden eine Umgebungsbasis von x1: Sei V eine be-
liebige Umgebung von x1. Dann ist V ×E2 eine Umgebung von x. Somit
gibt es ein i ∈ I mit Ui ⊂ V × E2. Da Vi = π1(Ui) ⊂ π1(V × E2) = V
gilt, ist (Vi)i∈I eine Umgebungsbasis von x.

„⇐“: Sei wieder x =
(
x1, x2

)
∈ E1 × E2 beliebig. Seien (Ui)i∈I und (Vj)j∈J

Umgebungsbasen der Punkte x1 ∈ E1 bzw. x2 ∈ E2 aus zusammenhän-
genden Mengen. Dann besteht die Familie (Ui × Vj)(i,j)∈I×J aus zusam-
menhängenden Umgebungen von x. Die Kugeln Br(x) bilden eine Umge-
bungsbasis von x. Seien i0 ∈ I und j0 ∈ J so gewählt, dass Ui0 ⊂ Br

(
x1
)

und Vj0 ⊂ Br
(
x2
)
gelten. Dann folgt Ui0 × Vj0 ⊂ Br

(
x1
)
× Br

(
x2
)

=
Br(x). Somit bildet diese Familie auch eine Umgebungsbasis. �
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Bemerkung 3.108.

(i) Wie für das Produkt von zwei metrischen Räumen kann man analog (oder

induktiv) auch das Produkt von endlich vielen metrischen Räumen
n∏
i=1

Ei

definieren. Die hier bewiesenen Sätze gelten auch für den Fall von endlich
vielen metrischen Räumen.

(ii) Auch das Produkt von endlich vielen normierten Räumen oder von endlich vie-
len Skalarprodukträumen kann man wieder leicht zu einem normierten Raum
bzw. einem Skalarproduktraum machen.

(iii) Die Produkttopologie zweier topologischer Räume besitzt die Mengen O1×O2

mit O1 ∈ O1 und O2 ∈ O2 als Basis.

3.6. Stetige lineare Abbildungen. Wir werden später lineare Abbildungen be-
nutzen um die lineare Approximation in der Definition der Ableitung zu beschrei-
ben.

Der Begriff einer linearen Abbildung ist aus der Linearen Algebra bekannt.

Proposition 3.109. Seien E, F normierte Räume über K. Sei A : E → F eine
lineare Abbildung (= ein linearer Operator). Dann sind die folgenden Aussagen
äquivalent:
(i) A ist in O ∈ E stetig.
(ii) A ist stetig.
(iii) Es gibt ein c ≥ 0, so dass

‖Ax‖ ≤ c · ‖x‖
für alle x ∈ E gilt.

Beweis.

• „(i) =⇒(ii)“: Dies folgt da A linear ist aus der Identität ‖Ax − Ay‖ =
‖A(x− y)‖.

• „(ii) =⇒(iii)“: Falls nicht, so finden wir zu jedem n ∈ N>0 ein xn ∈ E
mit ‖Axn‖ ≥ n‖xn‖. Es folgt yn := 1

n
xn
‖xn‖ → 0 für n → ∞. Es gilt aber

‖Ayn‖ ≥ 1 für alle n ∈ N>0. Wegen yn → 0 widerspricht dies der Stetigkeit
von A im Punkt 0.

• „(iii) =⇒(i)“: Klar. �

Definition 3.110.

(i) Sei A : E → F eine stetige lineare Abbildung zwischen normierten Räumen.
Dann definieren wir die Operatornorm von A durch

‖A‖ := sup
x∈E
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖

= sup
x∈E

0<‖x‖≤1

‖Ax‖
‖x‖

= sup
x∈E
‖x‖=1

‖Ax‖.

(ii) Seien E, F normierte Räume. Wir bezeichnen die Menge aller stetigen linearen
Abbildungen E → F mit L(E,F ). Ist E = F , so setzen wir L(E) := L(E,E).

Proposition 3.111. Seien E, F, G normierte Räume. Dann gelten:
(i) L(E,F ) ist ein K-Vektorraum. Mit der Operatornorm ist L(E,F ) ein nor-

mierter Raum.
(ii) Ist F ein Banachraum, so ist L(E,F ) vollständig.
(iii) Seien A ∈ L(E,F ) und B ∈ L(F,G), so gilt ‖B ◦A‖ ≤ ‖B‖ · ‖A‖.
(iv) Ist A ∈ L(E), so definieren wir induktiv A0 := idE und für n ∈ N die Abbil-

dung An+1 := A ◦An. Es gilt ‖An‖ ≤ ‖A‖n.

Beweis. Übung. �
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Bemerkung 3.112.

(i) Ist dimE = n < ∞, so ist jede Abbildung A ∈ L(E,F ) stetig: Sei ei eine

Basis von E, so gilt xk → 0 mit xk =
n∑
i=1

aikei genau dann, wenn aik → 0 für

alle i ∈ {1, . . . , n} gilt. Daher folgt in diesem Falle Axk =
n∑
i=1

aik ·Aei → 0.

(ii) Der Raum L(E,K) ≡ E∗ heißt Dualraum von E. Die Elemente ϕ ∈ E∗

heißen stetige Linearformen. Wir schreiben ϕ(x) ≡ 〈x, ϕ〉. Damit wird
〈·, ·〉 : E × E∗ → K zu einer Bilinearform.

(iii) Ist A ∈ L(E,F ), so heißt N(A) := A−1({0}) Kern von A, kerA. kerA ist
abgeschlossen. Das Bild imA = R(A) ist im Allgemeinen nicht abgeschlossen.

(iv) Ist A ∈ L(E), so sind im Falle dimE =∞ die Aussagen „A ist injektiv“ und
„A ist surjektiv“ im Allgemeinen nicht mehr äquivalent. Man betrachte dazu
auf dem Folgenraum l2(N) die surjektive aber nicht injektive Linksverschie-
bung

(
x0, x1, x2, . . .

)
7→
(
x1, x2, . . .

)
und die injektive aber nicht surjektive

Rechtsverschiebung
(
x0, x1, x2, . . .

)
7→
(
0, x0, x1, x2, . . .

)
.

4. Differentiation in einer Variablen

Wir beschränken uns hier auf den Fall von auf Teilmengen von R definierten
Funktionen. Vieles lässt sich direkt auf den komplexen Fall übertragen, dies wird
aber auch noch in der Vorlesung Funktionentheorie behandelt. Somit betrachten
wir hier in der Regel auch Banachräume über dem Körper R.

4.1. Differenzierbare Funktionen.

Definition 4.1. Sei Ω ⊂ R offen, F eine Banachraum und f : Ω → F eine Abbil-
dung.
(i) Dann heißt f in x0 ∈ Ω differenzierbar, falls

lim
Ω3x→x0
x 6=x0

f(x)− f(x0)

x− x0

existiert. Der Quotient heißt Differenzenquotient. Sein Grenzwert heißt
Ableitung. Wir bezeichnen ihn mit f ′(x0) oder df

dx (x0). Es gilt f ′(x0) ∈ F .
(ii) Ist f in jedem Punkt x0 ∈ Ω differenzierbar, so heißt f in Ω differenzierbar.
(iii) Ist f in Ω differenzierbar und ist die Abbildung f ′ : Ω → F mit x 7→ f ′(x)

stetig, so heißt f in Ω stetig differenzierbar.

Bemerkung 4.2.

(i) Die Aussagen

f ′(x0) = lim
x→x0
x 6=x0

f(x)− f(x0)

x− x0

und ∥∥∥∥f(x)− f(x0)

x− x0
− f ′(x0)

∥∥∥∥→ 0

für x→ x0 sind äquivalent.
(ii) Direkt aus der Definition folgt: Ist f in x0 differenzierbar, so ist f in x0 auch

stetig.
(iii) Die in x0 ∈ Ω, die in Ω und die in Ω stetig differenzierbaren Funktionen bilden

jeweils einen Unterraum des Vektorraumes aller Abbildungen Ω→ F .

Definition 4.3 (Landausymbole). Seien E, F Banachräume, Ω ⊂ E offen, f : Ω→
F und g : Ω → R>0 Abbildungen. Sei x0 ∈ Ω. Bei den nachfolgenden Definitionen
ist stets kenntlich zu machen, dass x0 der Bezugspunkt ist.
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(i) Gilt

lim
x→x0

Ω3x 6=x0

f(x)

g(x)
= 0,

so schreiben wir f(x) ∈ o(g(x)). Wir sagen dann, f sei ein klein-o von g(x).
(ii) Gilt

lim
x→x0

Ω3x6=x0

‖f(x)‖
g(x)

<∞,

so schreiben wir f(x) ∈ O(g(x)). Wir sagen dann, f sei ein groß-O von g(x).

Bemerkung 4.4.

(i) Sei α > 0. Wir benutzen häufig f(x) ∈ o(‖x− x0‖α) und sagen, dass f in x0

von höherer Ordnung als α verschwindet.
(ii) Sei α > 0. Wir benutzen häufig f(x) ∈ O(‖x− x0‖α).
(iii) Wir verwenden diese Definitionen auch, wenn f nur in Ω \ {x0} definiert ist.
(iv) Mit o (‖x− x0‖α), . . . sind impliziert Mengen von Funktionen definiert. Statt

f(x) ∈ o (‖x‖α) oder f(x) ∈ O (‖x‖α) schreibt man auch f(x) = o (‖x‖α)
bzw. f(x) = O (‖x‖α).

(v) Im Falle Ω ⊂ R benutzen wir diese Notation auch für x→∞ oder x→ −∞.

Beispiele 4.5.

(i) Sei f : R→ R die Abbildung x 7→ xn für ein n ∈ N>0. Dann gelten für x0 = 0

f(x) = o (|x|α) für alle 0 < α < n und f(x) = O (|x|n) .

(ii) Für f : R+ → R+ mit x 7→
√
x gelten für x0 = 0 und alle 0 < α < 1

2

f(x) = o (xα) und f(x) = O
(√
x
)
.

(iii) Für f : R2 → R mit f(x) = x1 · x2 gilt f(x) = O
(
|x|2
)
und daher folgt für

x0 = 0 und alle 0 < α < 2

f(x) = o (|x|α) .

(iv) Die Funktion f : R→ R mit

f(x) =

{
x2 cos

(
1
x

)
, x 6= 0,

0, x = 0,

ist in ganz R differenzierbar, aber f ′ ist im Punkt 0 nicht stetig.

Beweis. Übung für später oder unter Verwendung von Schulkenntnissen. �

Proposition 4.6. Sei F ein Banachraum und sei Ω ⊂ R offen. Dann ist f : Ω→ F
genau dann in x0 ∈ Ω differenzierbar, wenn es ein a ∈ F mit

(4.1) f(x) = f(x0) + a · (x− x0) + o(|x− x0|)
für alle x ∈ Ω gibt. In diesem Falle gilt f ′(x0) = a.

Beweis. „⇒“: Ist f im Punkt x0 differenzierbar, so wählen wir a = f ′(x0) und
erhalten

f(x)− f(x0)− a · (x− x0) = o(‖x− x0‖)
nach Definition der Ableitung.

„⇐“: Nach (4.1) gilt für x 6= x0 mit x ∈ Ω∥∥∥∥f(x)− f(x0)

x− x0
− a
∥∥∥∥ =

‖o(|x− x0|)‖
|x− x0|

→ 0

für x→ x0. Somit ist f im Punkt x0 differenzierbar und es gilt f ′(x0) = a. �
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Da die linearen stetigen Abbildungen A : R→ F genau von der Form x 7→ a·x für
einen Vektor a = A(1) ∈ F sind, erhalten wir unter Verwendung der Konvention,
dass wir Argumente von linearen Abbildungen in spitzen Klammern schreiben

Proposition 4.7. Sei F ein Banachraum und Ω ⊂ R offen. Dann ist f : Ω →
F genau dann in x0 ∈ Ω differenzierbar, wenn es eine stetige lineare Abbildung
A : R→ F mit

f(x) = f(x0) +A〈x− x0〉+ o(‖x− x0‖)
für alle x ∈ Ω gibt.

Bemerkung 4.8.

(i) Proposition 4.7 lässt sich später gut auf Funktionen verallgemeinern, die auf
offenen Teilmengen eines Banachraumes definiert sind.

(ii) Die stetige lineare Abbildung A aus Proposition 4.7 bezeichnen wir mit

Df(x0) ∈ L(R, F ).

(iii) Ist f in Ω differenzierbar, so bezeichnet Df die Ableitung von f . Df ist durch

Df : Ω→L(R, F ),

x 7→Df(x)

gegeben.
(iv) Im reellwertigen Fall ist A〈x−x0〉 durch die Multiplikation der beiden reellen

Zahlen f ′(x0) und x − x0 gegeben. Identifizieren wir f ′(x0) ∈ R mit der
linearen stetigen Abbildung R 3 y 7→ f ′(x0) · y ∈ R, so schreiben wir auch
f ′(x0)〈y〉. Entsprechendes gilt auch für vektorwertige Funktionen.

Proposition 4.9. Sei Ω ⊂ R offen. Seien f, g : Ω→ R in x0 ∈ Ω differenzierbar.
(i) Es gelten (f + g)′(x0) = f ′(x0) + g′(x0) sowie (λf)′(x0) = λf ′(x0) für alle

λ ∈ R. Diese Aussagen gelten auch für vektorwertige Funktionen.
(ii) Es gilt die Produktregel

(f · g)′(x0) = f ′(x0) · g(x0) + f(x0) · g′(x0).

(iii) Ist g(x0) 6= 0, so gilt die Quotientenregel(
f

g

)′
(x0) =

f ′(x0)g(x0)− f(x0)g′(x0)

g2(x0)
.

Beweis.

(i) Klar nach Definition und Grenzwertsätzen.
(ii) Es gilt

f(x)g(x)− f(x0)g(x0) = (f(x)− f(x0))g(x) + (g(x)− g(x0))f(x0).

Wir dividieren nun durch x−x0 und gehen zum Grenzwert x→ x0 über. Die
Behauptung folgt.

(iii) Wir haben hier g2(x0) ≡ (g(x0))2 verwendet. Die Behauptung folgt direkt aus
der Produktregel und der noch zu zeigenden Identität(

1

g

)′
(x0) = − g

′(x0)

g2(x0)
.

Da g(x0) 6= 0 ist, gilt auch g(x) 6= 0 in einer ganzen Umgebung von x0, da g
in x0 stetig ist. Wir erhalten also

1

g(x)
− 1

g(x0)
= −g(x)− g(x0)

g(x)g(x0)
.

Wir dividieren wiederum durch x − x0 und gehen zum Grenzwert x → x0

über. Die Behauptung folgt. �
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Korollar 4.10. Sei n ∈ N>0. Dann ist fn : R→ R mit x 7→ xn in ganz R differen-
zierbar und es gilt

f ′n(x) = nxn−1.

Beweis. Die Behauptung für n = 1 ist leicht einzusehen. Gelte daher die Aussage
bereits für alle Funktionen fm mit m < n. Mit Produktregel erhalten wir daraus

f ′n(x) = (fn−1f1)′(x) = f ′n−1(x)f1(x) + fn−1(x)f ′1(x)

= (n− 1)xn−2 · x+ xn−1 · 1 = nxn−1. �

Theorem 4.11 (Kettenregel). Sei Ω, Ω̃ ⊂ R offen. Seien g : Ω → R in x0 und
f : Ω̃ → R in g(x0) ∈ Ω̃ differenzierbar, so ist f ◦ g in einer Umgebung von x0

definiert, in x0 differenzierbar und es gilt

(f ◦ g)′(x0) = f ′(g(x0)) · g′(x0) = f ′(g(x0))〈g′(x0)〈·〉〉.

Beweis.

(i) g ist in x0 differenzierbar, somit auch stetig und daher ist f ◦ g in einer
Umgebung von x0 definiert. Betrachte daher ab jetzt nur noch Werte in einer
solchen Umgebung.

(ii) Aufgrund der Differenzierbarkeit von f im Punkt g(x0) gilt nach Proposition
4.7 mit g(x) und g(x0) statt x und x0

(f ◦ g)(x)− (f ◦ g)(x0) = f(g(x))− f(g(x0))

= f ′(g(x0))〈g(x)− g(x0)〉+ o(|g(x)− g(x0)|).

Weiterhin gilt aufgrund der Differenzierbarkeit von g in x0

g(x)− g(x0) = g′(x0)〈x− x0〉+ o(|x− x0|).

Zusammengenommen erhalten wir

(f ◦ g)(x)− (f ◦ g)(x0) = f ′(g(x0))〈g′(x0)〈x− x0〉〉
+ f ′(g(x0))〈o(|x− x0|)〉+ o(|g(x)− g(x0)|).

(iii) Es fehlt noch der Nachweis, dass die beiden Terme in der letzten Zeile in
o(|x − x0|) liegen. Für den ersten Term ist dies klar. Da wir eine Funktion
in o(|x − x0|) stets in der Form ε(|x − x0|) · |x − x0| mit ε(|x − x0|) → 0 für
x→ x0 schreiben können, genügt der Nachweis, dass

lim
x→x0

ε(|g(x)− g(x0)|) · |g(x)− g(x0)|
x− x0

= 0

gilt. Dies folgt nun aus der Stetigkeit und Differenzierbarkeit von g in x0 und
Grenzwertsätzen. �

Bemerkung 4.12. Die Ableitung bezeichnet man nach Leibniz auch mit df
dx .

Schreibt man f(g(x)) und bezeichnet die Variable von f mit y für g(x), so ergibt
sich ohne Argumente die an das Kürzen von Brüchen erinnernde Merkregel

df

dx
=
df

dy

dy

dx
.

Mit Hilfe der Kettenregel kann man die Ableitung der Inversen bestimmen. Es
gilt

Korollar 4.13. Seien Ω, Ω̃ ⊂ R offen. Sei f : Ω→ Ω̃ invertierbar und sei g : Ω̃→ Ω
die Inverse. Sei f in x0 und g in f(x0) differenzierbar, so gilt

g′(f(x0)) =
1

f ′(x0)
.
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Beweis. Es gilt id = g◦f . Wir leiten dies ab und erhalten mit Hilfe der Kettenregel

1 = id′ = g′(f(x0)) · f ′(x0).

Somit ist insbesondere f ′(x0) 6= 0 und wir erhalten die behauptete Identität. �

Wir definieren iterativ höhere Ableitungen und zugehörige Funktionenräume.

Definition 4.14. Sei F ein Banachraum und sei Ω ⊂ R offen.
(i) Fassen wir die Ableitung einer Funktion f : Ω→ F als Funktion Df : Ω→ F

auf, so können wir induktiv die Abbildungen D0f = f : Ω → F , D1f =
Df : Ω → F , D2f = D(Df) : Ω → F sowie Dn+1f = D (Dnf) : Ω → F
definieren, soweit dies für die gegebene Funktion f möglich ist. Wir schreiben
auch Dnf ≡ f (n) ≡ dnf

dxn . Existiert f
(n) (in einem Punkt x0 ∈ Ω), so heißt f

(in x0) n-mal differenzierbar und f (n) die n-te Ableitung von f .
(ii) Ist f (n) : Ω→ F stetig, so heißt f eine n-mal stetig differenzierbare Funk-

tion. Existiert f (n) für alle n ∈ N, so heißt f unendlich oft differenzierbar.
(iii) Wir definieren die folgenden Funktionenräume:

C0(Ω, F ) := {f : (f : Ω→ F ) ist stetig},
C0
(
Ω, F

)
:=
{
f : f ist stetig und beschränkt auf Ω fortsetzbar

}
,

Ck(Ω, F ) := {f : Ω→ F : f ist in Ω k-mal stetig differenzierbar},

Ck
(
Ω, F

)
:=
{
f ∈ Ck(Ω, F ) : für alle 0 ≤ n ≤ k ist f (n)

stetig und beschränkt auf Ω fortsetzbar
}

sowie den Raum der glatten Funktionen

C∞(Ω, F ) :=
⋂
k∈N

Ck(Ω, F ).

Ist F = R, so schreiben wir C0(Ω) ≡ C0(Ω,R), Ck(Ω) ≡ Ck(Ω,R), . . . .

Bemerkung 4.15. Ist Ω kompakt, also z. B. Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, so ist
jede stetige Fortsetzung einer Funktion nach Ω automatisch auch beschränkt.

Definition 4.16.

(i) Auf dem R-Vektorraum C0
(
Ω, F

)
definieren wir eine Norm für eine Funktion

f : Ω→ F durch

‖f‖C0 ≡ ‖f‖L∞ := sup
x∈Ω
‖f(x)‖F .

Als Indices der Norm verwenden wir auch C0, C0(Ω, F ), C0
(
Ω, F

)
, L∞,

L∞(Ω, F ), gebräuchlich sind aber auch 0 und ∞. Ist F = R, so lassen wir
dieses Argument F auch weg.

(ii) Sei k ∈ N. Auf dem R-Vektorraum Ck
(
Ω, F

)
definieren wir eine Norm durch

‖f‖Ck(Ω,F ) :=

k∑
i=0

∥∥∥f (i)
∥∥∥
C0(Ω,F )

.

Gebräuchlich sind auch hier wieder alle Varianten wie bei der C0-Norm oder
‖ · ‖k.

Theorem 4.17. Sei Ω ⊂ R offen und sei F ein Banachraum. Sei k ∈ N. Dann ist
Ck
(
Ω, F

)
mit der Ck-Norm ein Banachraum.
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Beweis. Übung. Benutze das später unabhängig davon bewiesene Theorem, dass
Stetigkeit unter gleichmäßiger Konvergenz erhalten ist und dass C0

(
Ω, F

)
ein Ba-

nachraum ist. �

Proposition 4.18. Sei Ω ⊂ R offen, sei n ∈ N>0 und sei f : Ω → Rn mit f =(
f i
)

1≤i≤n eine Abbildung. Dann ist f genau dann in x0 differenzierbar, wenn die
Komponenten f i, 1 ≤ i ≤ n, in x0 differenzierbar sind und es gilt dann

f ′(x0) =
((
f i
)′

(x0)
)
.

Beweis. Übung. �

Definition 4.19. Seien E ein metrischer Raum und f : E → R eine Abbildung.
Sei x0 ∈ E.

(i) Dann besitzt f in x0 ein lokales Minimum, falls ein U ∈ U(x0) mit f(x0) ≤
f(x) für alle x ∈ U existiert.

(ii) Dann besitzt f in x0 ein (globales) Minimum, falls f(x0) ≤ f(x) für alle
x ∈ E gilt.

(iii) Gilt sogar f(x0) < f(x) für alle entsprechenden x 6= x0, so heißt x0 ein
striktes lokales/globales Minimum.

(iv) Lokale, globale und strikte Maxima sind analog oder als entsprechende
Minima von −f definiert.

(v) f besitzt in x0 ein (lokales) Extremum, falls f in x0 ein (lokales) Minimum
oder Maximum besitzt.

(vi) Besitzt f in x0 ein Extremum, so heißt x0 eine Extremalstelle.

Proposition 4.20. Seien a < b ∈ R, also a, b ∈ R und a < b, sei f : (a, b)→ R eine
Funktion mit einem lokalen Extremum in x0 ∈ (a, b). Ist f in x0 differenzierbar, so
gilt f ′(x0) = 0.

Beweis. Wir betrachten ohne Einschränkung nur den Fall, dass f in x0 ein lokales
Minimum annimmt.

Dann gibt es ε > 0, so dass für alle x ∈ Bε(x0) die Ungleichung f(x0) ≤ f(x)
gilt. Wir erhalten

f(x)− f(x0)

x− x0
≥ 0

für alle x ∈ Bε(x0) mit x > x0. Somit folgt f ′(x0) ≥ 0.
Durch analoge Betrachtungen für x < x0 erhalten wir f ′(x0) ≤ 0. Somit ist

f ′(x0) = 0. �

Definition 4.21. Sei Ω ⊂ R offen. Sei f : Ω → R eine in x0 ∈ Ω differenzierbare
Funktion mit f ′(x0) = 0. Dann heißt x0 kritischer Punkt von f .

Bemerkung 4.22.

(i) Proposition 4.20 zeigt, dass jedes lokale Extremum einer auf einer offenen
Teilmenge von R definierten Funktion ein kritischer Punkt ist.

(ii) R 3 x 7→ x4 − x2 ∈ R besitzt drei lokale Extrema und dies sind auch genau
die kritischen Punkte dieser Funktion.

(iii) R 3 x 7→ x3 besitzt in x = 0 einen kritischen Punkt, aber keine lokalen
Extrema.

Proposition 4.23 (Satz von Rolle). Seien a < b ∈ R. Sei f ∈ C0([a, b]) in (a, b)
differenzierbar und gelte f(a) = f(b). Dann gibt es ein ξ ∈ (a, b) mit f ′(ξ) = 0.
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Beweis. Definiere
m := inf

[a,b]
f und M := sup

[a,b]

f.

Da [a, b] kompakt ist, werden Minimum und Maximum auch angenommen. Es gilt
M ≥ f(a) = f(b) ≥ m.
(i) Gilt in beiden Fällen Gleichheit, so ist f konstant und somit auch f ′ ≡ 0.
(ii) Sonst gelte ohne Einschränkung M > f(a). Dann gibt es ein ξ ∈ (a, b) mit

f(ξ) = M . Nach Proposition 4.20 folgt also f ′(ξ) = 0. �

Theorem 4.24 (Mittelwertsatz (MWS)). Seien a < b ∈ R. Sei f ∈ C0([a, b]) und
in (a, b) differenzierbar. Dann gibt es ein ξ ∈ (a, b) mit

f(b)− f(a) = f ′(ξ) · (b− a).

Beweis. Definiere die Funktion g : [a, b]→ R durch

g(x) := f(x)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a).

Dann erfüllt g die Voraussetzungen des Satzes von Rolle und ξ ∈ (a, b) mit g′(ξ) = 0
erfüllt gerade die Behauptung. �

Für einen Mittelwertsatz für vektorwertige Funktionen benötigen wir noch zwei
Resultate:

Proposition 4.25. Sei Ω ⊂ R offen, F ein Banachraum und sei f : Ω→ F in x0

differenzierbar. Sei ϕ : F → R ein stetiges lineares Funktional. Dann ist g := ϕ ◦ f
in x0 differenzierbar und es gilt g′(x0) = ϕ(f ′(x0)) ≡ 〈f ′(x0), ϕ〉.

Beweis. Wende ϕ auf die Gleichung (4.1) an und beachte, dass ϕ(o(|x − x0|)) ⊂
o(|x− x0|) gilt. Details: Übung. �

Lemma 4.26. Sei E ein normierter K-Vektorraum. Sei u ∈ E. Dann gilt

‖u‖ = sup
ϕ∈E∗
‖ϕ‖=1

|〈u, ϕ〉|.

Beweis. Wir können aktuell nur eine Ungleichung zeigen. Die andere folgt aus dem
Satz von Hahn-Banach, den wir hier verwenden und später unabhängig davon in
der Funktionalanalysis beweisen werden.

„≥“: Nach Definition der Operatornorm gilt für alle ϕ ∈ E∗ gerade
‖ϕ‖ = sup

‖u‖=1

|ϕ(u)| = sup
‖u‖=1

|〈u, ϕ〉|.

Somit folgt insbesondere |〈u, ϕ〉| ≤ ‖ϕ‖ · ‖u‖.
„≤“: Der Satz von Hahn-Banach liefert, dass es ein stetiges lineares Funktional

ϕ0 ∈ E∗ mit ‖ϕ0‖ = 1 und ϕ0(u) = ‖u‖ gibt. Somit folgt

‖u‖ = |〈u, ϕ0〉| ≤ sup
ϕ∈E∗
‖ϕ‖=1

|〈u, ϕ〉|.

Im Spezialfall eines Hilbertraumes nehmen wir ohne Einschränkung ‖u‖ = 1 an.
Dann ist dieses Funktional direkt durch ϕ0 := 〈·, u〉, also ϕ0(x) := 〈x, u〉 gegeben.
In diesem Fall gilt ‖ϕ0‖ = sup

‖x‖=1

|〈x, u〉| ≤ sup
‖x‖=1

‖x‖ · ‖u‖ = 1 aufgrund der Cauchy-

Schwarzschen Ungleichung. Schließlich gelten noch ‖ϕ0‖ = sup
‖x‖=1

|〈x, u〉| ≥ |〈u, u〉| =

‖u‖2 = 1 und ϕ0(u) = ‖u‖2 = 1. �

Beispiel 4.27. Man überlegt sich am Beispiel einer Spirale R 3 t 7→ (sin t, cos t, t),
dass der Mittelwertsatz für vektorwertige Funktionen nicht genau in der Form des
obigen Mittelwertsatzes gelten kann.
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Theorem 4.28 (Vektorwertiger Mittelwertsatz). Seien a < b ∈ R. Sei F ein
Banachraum, sei f : [a, b]→ F stetig und in (a, b) differenzierbar. Dann gilt

‖f(b)− f(a)‖ ≤ sup
x∈(a,b)

‖f ′(x)‖ · (b− a) = sup
x∈(a,b)

‖f ′(x)‖ · |b− a|.

Beweis. Sei ϕ ∈ F ∗ mit ‖ϕ‖ = 1 beliebig. Wir definieren eine Funktion g : [a, b]→ R
durch g(x) := 〈f(x), ϕ〉. Dann ist g ∈ C0([a, b]) und in (a, b) differenzierbar mit
g′(x) = 〈f ′(x), ϕ〉. Wir wenden nun den Mittelwertsatz auf g an und erhalten für
ein ξ ∈ (a, b) mit der Abschätzung vom Anfang des Beweises von Lemma 4.26

〈f(b)− f(a), ϕ〉 = g(b)− g(a) = g′(ξ) · (b− a)

= 〈f ′(ξ), ϕ〉 · (b− a) ≤ ‖f ′(ξ)‖ · ‖ϕ‖︸︷︷︸
=1

·(b− a).

Da dies für beliebige ϕ ∈ F ∗ mit ‖ϕ‖ = 1 gilt, folgt die Behauptung nun aus Lemma
4.26. �

Im folgenden Korollar ist [x0, x] kein Intervall, sondern eine Verbindungsstrecke
wie in der Definition von Konvexität. Somit müssen wir nicht x0 < x annehmen.

Korollar 4.29. Sei Ω ⊂ R ein offenes Intervall, sei F ein Banachraum und sei
f : Ω→ F differenzierbar. Seien x, z0 ∈ Ω. Dann gilt

‖f(x)− f(x0)− f ′(z0)〈x− x0〉‖ ≤ sup
y∈[x0,x]

‖f ′(y)− f ′(z0)‖ · |x− x0|.

Beweis. Für festes z0 ∈ Ω definieren wir g(x) := f(x)−f ′(z0)〈x〉 = f(x)−f ′(z0) ·x.
Wegen g′(x) = f ′(x)−f ′(x0) folgt die Behauptung nun direkt aus dem (vektorwer-
tigen) Mittelwertsatz. �

Korollar 4.30. Sei Ω ⊂ R ein offenes Intervall, F ein Banachraum und f : Ω→ F
differenzierbar. Gilt f ′ ≡ 0, so ist f eine konstante Abbildung.

Beweis. Dies folgt direkt aus dem vektorwertigen Mittelwertsatz. �

Definition 4.31. Sei I ⊂ R ein Intervall. Eine Funktion f : I → R heißt
(i) monoton wachsend, falls für alle x1, x2 ∈ I aus x1 ≤ x2 die Ungleichung

f(x1) ≤ f(x2) folgt.
(ii) strikt monoton wachsend, falls für alle x1, x2 ∈ I aus x1 < x2 die Unglei-

chung f(x1) < f(x2) folgt.
(iii) (strikt) monoton fallend, falls für alle x1, x2 ∈ I aus x1 < x2 die Unglei-

chung f(x1) ≥ f(x2) bzw. f(x1) > f(x2) im strikten Fall folgt.

Proposition 4.32. Sei f : (a, b)→ R differenzierbar.
(i) Dann ist f genau dann monoton wachsend, wenn f ′(x) ≥ 0 für alle x ∈ (a, b)

gilt.
(ii) Gilt f ′(x) > 0 für alle x ∈ (a, b), so ist f strikt monoton wachsend.
(iii) Für (strikt) monoton fallende Funktionen gelten analoge Aussagen.

Beweis.

(a) Ist f monoton wachsend, so ist der Differenzenquotient nichtnegativ und folglich
auch f ′(x) ≥ 0 für alle x.

(b) Ist f ′(x) ≥ 0 oder f ′(x) > 0 für alle x, so folgt die (strikte) Monotonie aus dem
eindimensionalen Mittelwertsatz. �

Bemerkung 4.33. Das Beispiel R 3 x 7→ x3 zeigt, dass strikte Monotonie im
Allgemeinen nicht f ′(x) > 0 impliziert.
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Theorem 4.34. Sei I = (a, b) ⊂ R. Sei f : I → R differenzierbar und gelte f ′ 6= 0
in I. Dann ist J := f(I) ⊂ R offen und f besitzt eine differenzierbare Inverse
f−1 : J → I mit (

f−1
)′

(f(x)) =
1

f ′(x)
für alle x ∈ I.

Beweis.

(i) f ist injektiv, denn sonst gäbe es nach dem Satz von Rolle ein x ∈ (a, b) mit
f ′(x) = 0.

(ii) J ist als stetiges Bild einer zusammenhängenden Menge wieder zusammen-
hängend und somit ein Intervall.

(iii) J ist offen, denn wenn einer der Endpunkte zu J gehört, so nimmt f in I
ein Maximum oder Minimum an, was aber wegen f ′(x) 6= 0 für x ∈ (a, b)
ausgeschlossen ist.

(iv) Dieselbe Argumentation liefert, dass f eine offene Abbildung ist. Somit ist
f−1 : J → I stetig, f : I → J also ein Homöomorphismus.

(v) Da f ein Homöomorphismus ist, folgt

x→ x0 ⇐⇒ f(x)→ f(x0).

Wir setzen nun ξ = f(x) und ξ0 = f(x0). Dann gilt

f−1(ξ)− f−1(ξ0)

ξ − ξ0
=

x− x0

f(x)− f(x0)
=

(
f(x)− f(x0)

x− x0

)−1

.

Wir betrachten nun den Grenzwert x → x0 mit x 6= x0 oder, aufgrund der
obigen Äquivalenz und der Injektivität äquivalent dazu, ξ → ξ0 mit ξ 6= ξ0
und erhalten die Behauptung. �

Beispiel 4.35. Für fn : R>0 → R>0, n ∈ N>0, mit x 7→ xn ist g(x) = x1/n die
Umkehrfunktion und es gilt

g′(x) =
1

f ′ (f−1(x))
=

1

nx
1
n (n−1)

.

Dies wird in Analysis II fortgeführt.
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