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ZUSAMMENFASSUNG. Bei diesem Manuskript handelt es sich um Notizen zu
einer Vorlesung Analysis II. Ich habe sie im Sommersemester 2015 in Konstanz
benutzt.
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2 4. DIFFERENTIATION IN EINER VARIABLEN

Dies ist eine Fortsetzung des Skriptes zur Vorlesung Analysis I, siehe [3].

Wir orientieren uns an [2], was an [1] orientiert ist, und benutzen manchmal [6].

Wir empfehlen wiederum wie im ersten Semester, Resultate mit Banachraumen
zunédchst im Fall R oder R™ zu verstehen. Wiinschenswert wére im zweiten Semester
nun insbesondere ab der Differentialrechnung in mehreren Variablen ein Verstdndnis
zumindest im Falle von R”.

4. DIFFERENTIATION IN EINER VARIABLEN

Wir beschrénken uns hier auf den Fall von auf Teilmengen von R definierten
Funktionen. Vieles lésst sich direkt auf den komplexen Fall iibertragen, dies wird
aber auch noch in der Vorlesung Funktionentheorie behandelt. Somit betrachten
wir hier in der Regel auch Banachraume {iber dem Koérper R.

4.1. Differenzierbare Funktionen.

Definition 4.1. Sei 2 C R offen, F' eine Banachraum und f: Q — F eine Abbil-
dung.
(i) Dann heift f in xo € Q differenzierbar, falls

lim f(x) = f(2o)
Q3xz—zq xr — xo
TzH#xQ

existiert. Der Quotient heifst Differenzenquotient. Sein Grenzwert heifst Ablei-
tung. Wir bezeichnen ihn mit f’(xg) oder %(zo). Es gilt f/(zo) € F.
(ii) Ist f in jedem Punkt zo € Q differenzierbar, so heift f in Q differenzierbar.
(iii) Ist f in Q differenzierbar und ist die Abbildung f': Q@ — F mit z — f/(z)
stetig, so heifst f in Q stetig differenzierbar.

Bemerkung 4.2.
(i) Die Aussagen

Fnn) =t 08 = S0)
’;;;g T — g
und
r — X

flir z — ¢ sind Aquivalent.

(ii) Direkt aus der Definition folgt: Ist f in z¢ differenzierbar, so ist f in z¢ auch
stetig.

(iii) Diein xg € Q, die in © und die in 2 stetig differenzierbaren Funktionen bilden
jeweils einen Unterraum des Vektorraumes aller Abbildungen 2 — F.

Definition 4.3 (Landausymbole). Seien F, F' Banachraume, ) C E offen, f:  —
F und g: Q — Ry Abbildungen. Sei g € Q2. Bei den nachfolgenden Definitionen
ist stets kenntlich zu machen, dass xg der Bezugspunkt ist.
(i) Gilt
flz) _

a52 20 9(7)
so schreiben wir f(x) € o(g(z)). Wir sagen dann, f sei ein klein-o von g(z).
(i) Gilt
1/ @)

lim =2 < oo,
Qs:#go g(l')

so schreiben wir f(x) € O(g(z)). Wir sagen dann, f sei ein grof-O von g(x).

b

Bemerkung 4.4.



4.1. DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN 3

(i) Sei @ > 0. Wir benutzen haufig f(z) € o(||x — xo||*) und sagen, dass f in xg
von héherer Ordnung als « verschwindet.
(ii) Sei a > 0. Wir benutzen haufig f(x) € O(||z — zo]|%).
(iii) Wir verwenden diese Definitionen auch, wenn f nur in Q \ {z¢} definiert ist.
(iv) Mit o (||l& — z0]|%), ... sind impliziert Mengen von Funktionen definiert. Statt
f(x) € o(Jlz||*) oder f(z) € O(||x]|%) schreibt man auch f(z) = o(]|z||*)
bzw. f(z) = O (|lz]%).
(v) Im Falle Q C R benutzen wir diese Notation auch fiir z — oo oder  — —oo.
Beispiele 4.5.
(i) Sei f: R — R die Abbildung = — z™ fiir ein n € N5 4. Dann gelten fiir o =0
f()=o0(z|*) firale 0O<a<n und f(z)=0(]z|").
(i) Fiir f: Ry — Ry mit « — /7 gelten fiir zo =0 und alle 0 < o < 3

fr)=0@*) wnd f(z)=0(va).

(iii) Fir f: R? — R mit f(z) = 2! - 2? gilt f(z) = O (|z[?) und daher folgt fiir
zo=0und alle 0 < av < 2

f(x) =o(|z[*).
(iv) Die Funktion f: R — R mit
f(x):{g‘icos(a:)’ 33750,

z =0,

=

ist in ganz R differenzierbar, aber f’ ist im Punkt 0 nicht stetig.
Beweis. Ubung fiir spiter oder unter Verwendung von Schulkenntnissen. [J

Proposition 4.6. Sei F' ein Banachraum und sei Q) C R offen. Dann ist f: Q@ — F
genau dann in xg € Q differenzierbar, wenn es ein a € F mit

(4.1) f(x) = f(xo) + a- (z —x0) + oz — zo)

fir alle x € Q gibt. In diesem Falle gilt f'(x¢) = a.

Beweis. ,=* Ist f im Punkt z( differenzierbar, so wihlen wir a = f’(x¢) und
erhalten

f(@) = f(xo) —a- (z —z0) = of[lz — o)
nach Definition der Ableitung.
»<="“ Nach (4.1) gilt fiir z # 2o mit € Q

)= fle) | lole =l
T — T |z — 2o
fiir £ — xo. Somit ist f im Punkt xg differenzierbar und es gilt f’'(z¢) = a. O

Da die linearen stetigen Abbildungen A: R — F' genau von der Form x +— a-x fiir
einen Vektor a = A(1) € F sind, erhalten wir unter Verwendung der Konvention,
dass wir Argumente von linearen Abbildungen in spitzen Klammern schreiben

Proposition 4.7. Sei F' ein Banachraum und Q@ C R offen. Dann ist f: Q —
F genau dann in xo € Q differenzierbar, wenn es eine stetige lineare Abbildung
A: R — F mit

f(@) = f(xo) + A{z — o) + o(|lx — o))
fiir alle x € Q gibt.

Bemerkung 4.8.
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(i) Proposition 4.7 lasst sich spéter gut auf Funktionen verallgemeinern, die auf
offenen Teilmengen eines Banachraumes definiert sind.
(ii) Die stetige lineare Abbildung A aus Proposition 4.7 bezeichnen wir mit

Df(xg) € L(R, F).
(iii) Ist f in Q differenzierbar, so bezeichnet D f die Ableitung von f. D f ist durch
Df: Q— LR, F),
x— Df(x)

gegeben.

(iv) Im reellwertigen Fall ist A{x — () durch die Multiplikation der beiden reellen
Zahlen f’(zg) und = — xo gegeben. Identifizieren wir f'(z¢) € R mit der
linearen stetigen Abbildung R 5 y — f/(z9) -y € R, so schreiben wir auch
f'(z0){y). Entsprechendes gilt auch fiir vektorwertige Funktionen.

Proposition 4.9. Sei Q C R offen. Seien f, g: Q@ — R in xy € Q differenzierbar.

(i) Es gelten (f + g)'(xzo) = f'(z0) + g'(x0) sowie (\f) (zo) = Nf'(xo) fiir alle
A € R. Diese Aussagen gelten auch fiir vektorwertige Funktionen.
(ii) Es gilt die Produktregel

(f - 9)(z0) = f'(z0) - g(x0) + f(20) - ¢'(20).
(111) Ist g(xg) # 0, so gilt die Quotientenregel

(f)l (z0) = f'(@0)g(wo) — f(20)g'(z0)

9 9%(xo)

Beweis.
(i) Klar nach Definition und Grenzwertsétzen.
(ii) Es gilt
f(@)g(@) = fzo)g(xo) = (f(x) — f(x0))g(x) + (9(z) — g(w0)) f (xo)-
Wir dividieren nun durch z — zg und gehen zum Grenzwert x — x( iiber. Die
Behauptung folgt.

(iii) Wir haben hier g%(z¢) = (g9(z0))? verwendet. Die Behauptung folgt direkt aus
der Produktregel und der noch zu zeigenden Identitét

(5) =585

Da g(zg) # 0 ist, gilt auch g(z) # 0 in einer ganzen Umgebung von zg, da g
in xg stetig ist. Wir erhalten also

11 gl@)—g(xo)

g(x)  g(xo) 9(z)g(zo)
Wir dividieren wiederum durch z — ¢ und gehen zum Grenzwert x — zg
iiber. Die Behauptung folgt. O

Korollar 4.10. Sein € Nsg. Dann ist fp: R — R mit x — 2™ in ganz R differen-
zierbar und es gilt

fh(z) =na" L.

Beweis. Die Behauptung fiir n = 1 ist leicht einzusehen. Gelte daher die Aussage
bereits fiir alle Funktionen f,,, mit m < n. Mit Produktregel erhalten wir daraus

fu(@) = (farf1) (@) = fr 1 (@) fu(@) + famr(2) fi(2)

=(n—-12" % x+a" - 1=nas""". O



4.1. DIFFERENZIERBARE FUNKTIONEN 5

Theorem 4.11 (Kettenregel). Sei Q, Q C R offen. Seien g: Q@ — R in x und
f:Q = Rin g(xg) € Q differenzierbar, so ist f o g in einer Umgebung von xg
definiert, in xg differenzierbar und es gilt

(f 0 9)(zo) = f'(g(x0)) - g'(x0) = f'(g(x0)){g (x0)("))-
Bewets.
(i) g ist in xo differenzierbar, somit auch stetig und daher ist f o g in einer
Umgebung von x( definiert. Betrachte daher ab jetzt nur noch Werte in einer
solchen Umgebung.

(ii) Aufgrund der Differenzierbarkeit von f im Punkt g(zg) gilt nach Proposition
4.7 mit g(z) und g(xg) statt z und zg

(fog)(@)—(fog)(xo) =fg(x)) — flg(xo))
= f'(g(z0)){g(x) — g(x0)) + o(lg(x) — g(w0))).
Weiterhin gilt aufgrund der Differenzierbarkeit von g in xg
9(x) = g(zo) = ¢ (w0){x — o) + o(|x — 2o]).

Zusammengenommen erhalten wir

(f o g)(x) = (f o g)(wo) = f'(g(x0)){g'(z0){z — 0))
+ ' (g(xo)){o(|z — o])) + o(lg(x) — g(xo)])-

(iii) Es fehlt noch der Nachweis, dass die beiden Terme in der letzten Zeile in
o(|]z — xo|) liegen. Fiir den ersten Term ist dies klar. Da wir eine Funktion
in o(|z — o) stets in der Form e(|z — x¢|) - | — 20| mit e(|Jz — z¢|) — O fir
x — xo schreiben kénnen, geniigt der Nachweis, dass

lim e(lg(z) — g(zo)]) - L&) =9l

T—T0 Tr — X

=0

gilt. Dies folgt nun aus der Stetigkeit und Differenzierbarkeit von ¢ in ¢ und
Grenzwertsétzen. O

Bemerkung 4.12. Die Ableitung bezeichnet man nach Leibniz auch mit %.
Schreibt man f(g(z)) und bezeichnet die Variable von f mit y fiir g(z), so ergibt
sich ohne Argumente die an das Kiirzen von Briichen erinnernde Merkregel

df  df dy

de Iydz'
Mit Hilfe der Kettenregel kann man die Ableitung der Inversen bestimmen. Es
gilt
Korollar 4.13. Seien Q, Q C R offen. Sei f: Q — Q invertierbar und sei g: @ — Q
die Inverse. Sei f in xg und g in f(xg) differenzierbar, so gilt
1
/
xg)) = ——.
g (f( 0)) f/(xO)
Beweis. Es gilt id = go f. Wir leiten dies ab und erhalten mit Hilfe der Kettenregel
1=id" = ¢'(f(0)) - f'(20)-
Somit ist insbesondere f'(zg) # 0 und wir erhalten die behauptete Identitdt. O

Wir definieren iterativ héhere Ableitungen und zugehdrige Funktionenrdume.

Definition 4.14. Sei F ein Banachraum und sei 2 C R offen.
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(i) Fassen wir die Ableitung einer Funktion f: @ — F als Funktion Df: Q — F
auf, so kénnen wir induktiv die Abbildungen D°f = f: Q — F, D'f =
Df: Q — F, D*f = D(Df): Q — F sowie D"*'f = D(D"f): Q — F
definieren, soweit dies fiir die gegebene Funktion f moglich ist. Wir schreiben
auch D" f = f() = %. Existiert f(™ (in einem Punkt z¢ € Q), so heikt f
(in 20) n-mal differenzierbar und f) die n-te Ableitung von f.

(ii) Ist f(™): Q — F stetig, so heift f eine n-mal stetig differenzierbare Funktion.
Existiert f(") fiir alle n € N, so heift f unendlich oft differenzierbar.

(iii) Wir definieren die folgenden Funktionenrdume:
CoQ,F) :={f: (f: Q= F) ist stetig},
cv (ﬁ, F) = {f: f ist stetig und beschriinkt auf Q fortsetzbar} ,
F):

ckQ, ={f: Q= F: fistin Q k-mal stetig differenzierbar},
C* (@, F) = {f € C*(@, F): fir alle 0 < n < kst [
stetig und beschrankt auf O fortsetzbar}
sowie den Raum der glatten Funktionen
C®(Q,F):= [ C*(Q,F).
keN
Ist F =R, so schreiben wir C°(Q2) = C°(Q,R), C*(Q) = C*(LR), ....

Bemerkung 4.15. Ist ) kompakt, also z. B. © C R" offen und beschrénkt, so ist
jede stetige Fortsetzung einer Funktion nach {2 automatisch auch beschréankt.

Definition 4.16.

(i) Auf dem R-Vektorraum C° (ﬁ, F ) definieren wir eine Norm fiir eine Funktion
f: Q= F durch

[fllco = [[fllze := sup [ f(@)[|p-
z€Q

Als Indices der Norm verwenden wir auch C°, C°(Q,F), C° (ﬁ, F), L™,
L>(Q, F), gebrauchlich sind aber auch 0 und oco. Ist F' = R, so lassen wir
dieses Argument F' auch weg.

(ii) Sei k € N. Auf dem R-Vektorraum C* (Q, F) definieren wir eine Norm durch

k
Iller@my =3 ||
=0

Gebrauchlich sind auch hier wieder alle Varianten wie bei der C°-Norm oder
[ [k

Theorem 4.17. Sei Q2 C R offen und sei F' ein Banachraum. Sei k € N. Dann ist
Cc*k (Q, F) mit der C*-Norm ein Banachraum.

COQ,F)

Beweis. Ubung. Benutze das spiter unabhingig davon bewiesene Theorem 4.43
und dass C° (Q, F ) ein Banachraum ist. O

Proposition 4.18. Sei Q C R offen, sei n € Nyg und sei f: Q — R” mit f =
(fi)1<1.<n eine Abbildung. Dann ist f genau dann in xq differenzierbar, wenn die

Komponenten f%, 1 <i<mn, in xg differenzierbar sind und es gilt dann
i /
7(@o) = () (o)) -
Beweis. Ubung. O
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Definition 4.19. Seien E ein metrischer Raum und f: F — R eine Abbildung.
Sei xg € E.

(i) Dann besitzt f in xq ein lokales Minimum, falls ein U € U(xg) mit f(xg) <
f(z) fir alle z € U existiert.

(ii) Dann besitzt f in zg ein (globales) Minimum, falls f(xo) < f(z) fiir allex € E
gilt.

(iii) Gilt sogar f(zo) < f(z) fiir alle entsprechenden x # xg, so heifst z ein striktes
lokales/globales Minimum.

(iv) Lokale, globale und strikte Maxima sind analog oder als entsprechende Minima
von — f definiert.

(v) f besitzt in zq ein (lokales) Extremum, falls f in zg ein (lokales) Minimum
oder Maximum besitzt.

(vi) Besitzt f in 2 ein Extremum, so heifit zo eine Extremalstelle.

Proposition 4.20. Seiena < b € R, alsoa, b € Runda < b, sei f: (a,b) = R eine
Funktion mit einem lokalen Extremum in xo € (a,b). Ist f in xo differenzierbar, so

gilt f'(zo) = 0.

Beweis. Wir betrachten ohne Einschréankung nur den Fall, dass f in z¢ ein lokales
Minimum annimmt.
Dann gibt es € > 0, so dass fiir alle € B.(xg) die Ungleichung f(zo) < f(x)
gilt. Wir erhalten
f(x) — f(zo)

Tr — X
fiir alle € Be(z) mit > xg. Somit folgt f'(z¢) > 0.
Durch analoge Betrachtungen fiir z < z( erhalten wir f/(z9) < 0. Somit ist

f/(xo) =0. O

Definition 4.21. Sei Q2 C R offen. Sei f:  — R eine in zq € Q2 differenzierbare
Funktion mit f’(z9) = 0. Dann heift x kritischer Punkt von f.

>0

Bemerkung 4.22.

(i) Proposition 4.20 zeigt, dass jedes lokale Extremum einer auf einer offenen
Teilmenge von R definierten Funktion ein kritischer Punkt ist.
(i) R > x = 2* — 22 € R besitzt drei lokale Extrema und dies sind auch genau
die kritischen Punkte dieser Funktion.
(iii) R > x — 2® besitzt in 2 = 0 einen kritischen Punkt, aber keine lokalen
Extrema.

Proposition 4.23 (Satz von Rolle). Seien a < b € R. Sei f € C%([a,b]) in
differenzierbar und gelte f(a) = f(b). Dann gibt es ein & € (a,b) mit f'(£)

(a,b)
0.

Beweis. Definiere

m = inf f und M :=sup f.
[a,0] [a,b]

Da [a, b] kompakt ist, werden Minimum und Maximum auch angenommen. Es gilt
M = f(a) = f(b) = m.
(i) Gilt in beiden Féllen Gleichheit, so ist f konstant und somit auch f' = 0.
(ii) Sonst gelte ohne Einschrankung M > f(a). Dann gibt es ein £ € (a,b) mit
f(&) = M. Nach Proposition 4.20 folgt also f'(£) = 0. d

Theorem 4.24 (Mittelwertsatz (MWS)). Seien a < b € R. Sei f € C°([a,b]) und
in (a,b) differenzierbar. Dann gibt es ein £ € (a,b) mit

f) = fla) = f'(§) - (b—a).
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Beweis. Definiere die Funktion g¢: [a,b] — R durch

f() — f(a
o(@) = f() - L0 D, )
—a
Dann erfiillt g die Voraussetzungen des Satzes von Rolle und € € (a,b) mit ¢’(§) =0
erfiillt gerade die Behauptung. O

Fiir einen Mittelwertsatz fiir vektorwertige Funktionen bendtigen wir noch zwei
Resultate:

Proposition 4.25. Sei Q) C R offen, F' ein Banachraum und sei f: Q — F in xq
differenzierbar. Sei ¢: F — R ein stetiges lineares Funktional. Dann ist g := @ o f
in xqg differenzierbar und es gilt g'(xo) = (' (x0)) = (f'(z0), ¥)-

Beweis. Wende ¢ auf die Gleichung (4.1) an und beachte, dass ¢(o(|z — z¢])) C
o(|z — zg|) gilt. Details: Ubung. O

Lemma 4.26. Sei E ein normierter K- Vektorraum. Sei w € E. Dann gilt

[ul = sup [(u, ).
pEE*

llell=1

Beweis. Wir konnen aktuell nur eine Ungleichung zeigen. Die andere folgt aus dem
Satz von Hahn-Banach, den wir hier verwenden und spéter unabhéngig davon in
der Funktionalanalysis beweisen werden.

,»>“ Nach Definition der Operatornorm gilt fiir alle ¢ € E* gerade

lell = sup |p(u)| = sup [{u, @)
llull=1 llul=1
Somit folgt insbesondere |{u, )| < |l¢]| - ||ul|-

,»,<“ Der Satz von Hahn-Banach liefert, dass es ein stetiges lineares Funktional
wo € E* mit |lpo| =1 und po(u) = |lul| gibt. Somit folgt

[ull = [{u; po)| < sup [(u, )]
IT;HE:*I

Im Sperzialfall eines Hilbertraumes nehmen wir ohne Einschrankung |u|| = 1 an.
Dann ist dieses Funktional direkt durch ¢q := (-, u), also po(x) := (z,u) gegeben.
In diesem Fall gilt o]l = sup [{(z,u)| < sup ||z|-|ju|| = 1 aufgrund der Cauchy-

flzll=1 llzll=1
Schwarzschen Ungleichung. Schlieklich gelten noch ||po|| = sup [(z, u)| > [{u,u)| =
llzll=1
el = 1 und () = fluf]2 = 1. O

Beispiel 4.27. Man iiberlegt sich am Beispiel einer Spirale R 3 ¢ — (sint, cost, t),
dass der Mittelwertsatz fiir vektorwertige Funktionen nicht genau in der Form des
obigen Mittelwertsatzes gelten kann.

Theorem 4.28 (Vektorwertiger Mittelwertsatz). Seien a < b € R. Sei F ein
Banachraum, sei f: [a,b] — F stetig und in (a,b) differenzierbar. Dann gilt

1f) = f@)| < sup [[f'(@)]l-(b—a)= sup [f'(z)]-[b—al
z€(a,b) z€(a,b)
Beweis. Sei ¢ € F* mit ||¢|| = 1 beliebig. Wir definieren eine Funktion g: [a,b] — R
durch g(z) := (f(x), ). Dann ist g € C°([a,b]) und in (a,b) differenzierbar mit
g (z) = (f'(z), ). Wir wenden nun den Mittelwertsatz auf g an und erhalten fiir
ein £ € (a,b) mit der Abschitzung vom Anfang des Beweises von Lemma 4.26

(f(b) = f(a), ) =g(b) — g(a) = ¢'(§) - (b — a)
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= {'(€),9) - (b—a) <1l (b—a).

leoll -
~—
=1

Da dies fiir beliebige ¢ € F* mit ||| = 1 gilt, folgt die Behauptung nun aus Lemma
4.26. O

Im folgenden Korollar ist [xg, z] kein Intervall, sondern eine Verbindungsstrecke
wie in der Definition von Konvexitidt. Somit miissen wir nicht zo < z annehmen.

Korollar 4.29. Sei (2 C R ein offenes Intervall, sei F' ein Banachraum und sei
f:Q — F differenzierbar. Seien x, z9 € Q. Dann gilt

1f () = f (o) = f'(20)(z — zo)|| < sup 1/ (w) = f'(20)l - [& = ol.
y€ To,T
Beweis. Fiir festes zg € Q definieren wir g(z) := f(z)— f'(20){(z) = f(z)— f'(20) .
Wegen ¢'(z) = f'(x) — f'(z0) folgt die Behauptung nun direkt aus dem (vektorwer-
tigen) Mittelwertsatz. O

Korollar 4.30. Sei Q) C R ein offenes Intervall, F' ein Banachraum und f: Q — F
differenzierbar. Gilt f' =0, so ist f eine konstante Abbildung.

Beweis. Dies folgt direkt aus dem vektorwertigen Mittelwertsatz. O

Definition 4.31. Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f: I — R heift

(i) monoton wachsend, falls fir alle z1, z2 € I aus z7 < x2 die Ungleichung
f(z1) < f(zq) folgt.

(i) strikt monoton wachsend, falls fiir alle z1, xo € I aus x1 < o die Ungleichung
flz1) < f(x2) folgt.

(iii) (strikt) monoton fallend, falls fiir alle x1, o € I aus 1 < z9 die Ungleichung

f(x1) > f(x2) bzw. f(x1) > f(x2) im strikten Fall folgt.
Proposition 4.32. Sei f: (a,b) = R differenzierbar.

(i) Dann ist f genau dann monoton wachsend, wenn f'(x) > 0 fir alle x € (a,b)
qgilt.
(i) Gilt f'(xz) > 0 fir alle x € (a,b), so ist f strikt monoton wachsend.
(i1i) Fir (strikt) monoton fallende Funktionen gelten analoge Aussagen.

Beweis.

(a) Ist f monoton wachsend, so ist der Differenzenquotient nichtnegativ und folglich
auch f/(x) > 0 fiir alle .

(b) Ist f'(z) > 0 oder f'(x) > 0 fiir alle z, so folgt die (strikte) Monotonie aus dem
eindimensionalen Mittelwertsatz. O

Bemerkung 4.33. Das Beispiel R 3 = — 23

Allgemeinen nicht f/(z) > 0 impliziert.

Theorem 4.34. Sei I = (a,b) C R. Sei f: I — R differenzierbar und gelte f' # 0
in I. Dann ist J = f(I) C R offen und f besitzt eine differenzierbare Inverse
f7hJ =1 miat

zeigt, dass strikte Monotonie im

N (f(z)) = L ur alle x
U7 J@) = gy Sfir altew el

Beweis.

(i) f ist injektiv, denn sonst gébe es nach dem Satz von Rolle ein z € (a,b) mit
f(x)=0.

(ii) J ist als stetiges Bild einer zusammenhingenden Menge wieder zusammen-
héngend und somit ein Intervall.
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(iii) J ist offen, denn wenn einer der Endpunkte zu J gehort, so nimmt f in I
ein Maximum oder Minimum an, was aber wegen f’(z) # 0 fiir x € (a,b)
ausgeschlossen ist.

(iv) Dieselbe Argumentation liefert, dass f eine offene Abbildung ist. Somit ist
ft:J — I stetig, f: I — J also ein Homdomorphismus.

(v) Da f ein Homdomorphismus ist, folgt

r =z <= f(x)—= f(zo).
Wir setzen nun £ = f(z) und & = f(zp). Dann gilt
O - &%)z - :(ﬂm—fw@>*
£—% f(@) = f(zo) T — o .
Wir betrachten nun den Grenzwert x — xg mit  # z¢ oder, aufgrund der

obigen Aquivalenz und der Injektivitit dquivalent dazu, & — & mit & # &
und erhalten die Behauptung. O

Beispiel 4.35. Fiir f,: Ryg — Rsg, n € Nug, mit 2 — 2" ist g(z) = z'/™ die
Umkehrfunktion und es gilt

J() ! .

T PUT@) T nahe
4.2. Die Regeln von de I’'Hospital. Die Regeln von (de) I’'Hospital oder die

sinx

I’Hospitalschen Regeln erlauben es, Grenzwerte wie lirrb #2£ =1 zu bestimmen.
T—r

Als wichtiges Hilfsmittel benotigen wir den folgenden Satz.

Theorem 4.36 (verallgemeinerter Mittelwertsatz). Sei I = (a,b) C R ein Intervall
und seien die Funktionen f, g € C°([a,b]) in (a,b) differenzierbar. Sei weiterhin
g () #0 fir alle x € (a,b). Dann gibt es ein & € I mit

1) - fla) _ 1)

g9(b) —g(a)  ¢'(§)
Bemerkung 4.37. Nach dem Satz von Rolle gilt g(b) —g(a) # 0. Somit ist die linke

Seite wohldefiniert. Der iibliche Mittelwertsatz, auf Zéhler und Nenner getrennt
angewandt, liefert in der vorliegenden Situation die Existenz von &, n € I mit

)= f(@) _ f(S)
g(b) —g(a)  g'(n)
Der Unterschied zum verallgemeinerten Mittelwertsatz ist, dass in diesem zuséatzlich

& =n gilt.

Beweis von Theorem 4.36.

(i) Wegen ¢'(z) # 0 ist g nach dem Satz von Rolle injektiv. Aufgrund der Ste-
tigkeit ist g daher auch monoton. Ohne Einschrankung diirfen wir annehmen,
dass g monoton wachsend ist. Dann folgt g([a,b]) = [a, 8] mit a = g(a) und
B = g(b). Weiterhin gilt ¢’ > 0 in I.

(ii) Nach Theorem 4.34 besitzt g daher eine in J := («a, §) differenzierbare Inverse
e mit ¢'(g(z)) = ﬁ fiir alle x € I. Wir definieren h := f o ¢ und erhalten

aus dem Mittelwertsatz

h(B) — h(a) = 1 (7)(B — a)
fiir ein v € (a, B). Es gelten h(B) = f(b), M) = f(a), B = 9(b), @ = g(a)
o 1(e()

W ()= fleM)¢' (v) = M

Setzen wir dies oben ein, so folgt das Theorem mit £ = (). O
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Es gilt die folgende vektorwertige Verallgemeinerung

Theorem 4.38. x Sei F' ein Banachraum, sei I = (a,b) C R ein Intervall und
seien f € C%[a,b], F), g € C°[a,b]) in I differenzierbar. Gilt g'(x) # 0 fir alle
x €1, so folgt

150 - @l < s |[ZE] 1o
= fla)| < sup |25 [g(b) — g(a)].
ey | 9'(6)
Beweisidee. Gehe wie beim Beweis des verallgemeinerten Mittelwertsatzes vor und
benutze den vektorwertigen Mittelwertsatz statt der reellen Version. O

Wir formulieren das folgende Resultat nur fiir rechtsseitige Umgebungen von a.

Proposition 4.39. Seien a € R. Sei U eine offene rechtsseitige Umgebung von
a, d.h. eine offene Umgebung von a in [a,00). Seien f, g € C°(U) in U \ {a}
differenzierbar. Sei weiterhin f(a) = g(a) = 0 und ¢'(x) # 0 fir alle x € U \ {a}.

Dann existiert

!
im 79 s gim L@
voee g(x) veae ()

existiert, und die beiden Limites stimmen tberein.

Beweis. Gelte [a,b] C U. Sei = € (a,b] beliebig. Dann gibt es aufgrund des verall-
gemeinerten Mittelwertsatzes ein € = £(z) € (a,x) mit

fl@) _ fl@)—fla) _ f(§)
g(x)  g(x)—gla) g€

Wir lassen nun @ — a und somit £(z) — a und erhalten die Behauptung. O

Bemerkung 4.40.

(i) Es gilt unter Benutzung von Schulwissen (sin’ z = cos )

. sinx . cosx
lim = lim
z—0 I z—0 1

=1.

(ii) Gegebenenfalls muss man etwas umformen um einen Quotienten der Gestalt

» %“ zu bekommen.

(iii) Es ist moglich, von der Existenz des Grenzwertes von J;::—Eig auf die des Grenz-

g:g;; und dann weiter auf die des Grenzwertes von % zu schliefien.

(iv) Falls der Grenzwert der Funktionswerte existiert, braucht der Grenzwert der
Ableitungen nicht zu existieren, siehe [6].
(v) Linksseitige Umgebungen definieren wir analog zu rechtsseitigen.

wertes von

Dazu gibt es noch eine Variante mit Grenzwerten gleich unendlich.

Proposition 4.41. x Sei U eine einseitige Umgebung von a € R und seien f, g €
CO(U) in U\ {a} differenzierbar mit g'(x) # 0 fiir alle # € U. Gelte

lim f(z) = lim g(z) = oc.

Dann existiert

@ @)
T R

existiert, und die beiden Grenzwerte stimmen tberein.
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Beweis. Sei ohne Einschrinkung a der linke Endpunkt von U, also I = [a,b] C
U mit a < b. Fiir beliebige =, zp mit ¢ < z < zg < b gibt es aufgrund des
verallgemeinerten Mittelwertsatzes ein € € (z,zp) mit

f(x) = flzo) _ f'(§)
g(z) —glzo)  g'(&)

a = lim (@)
i—m g'(z)’

Sei

Sei e > 0. Dann gibt es ein zg € (a, b) mit L Egg < a+e fiir alle € € (a, o). Benutzen
wir solche &, so erhalten wir aus der oblgen Folgerung aus dem verallgemeinerten
Mittelwertsatz

— J() ~ f(zo)

v—a g(z) — g(xo)
Wegen lim g(z) = oo erhalten wir (Die erste Gleichheit gilt auch ohne Limes und
Tr—a

<a-te.

man sieht sie leicht durch Multiplikation mit g(z) — g(zo).)

()~ (o) _ o [ f(2) o)\ __ flw)
) "B () ~ 7w

Da € > 0 beliebig war, erhalten wir lim fgxg < a.

Tr—ra
Entsprechend schliefst man von

o @) = o)

a—¢ auf lim ——= > a.
v—a 9(2) — g(xo) — z—ag(®) —
Es gilt also
o< im?® < E i@ g,
Shg@) = (@)
Die Behauptung folgt. O

Proposition 4.42. x Sei U eine Umgebung von oo € R. Seien f, g: U — R auf
UNR stetig und differenzierbar mit ¢'(xz) # 0 fir alle x € U NR. Gelte

ILII;O f(z) = ml;ngo g(x)=0 oder mhﬁnolo f(z) = IILII;O g(x) = oo.

x

Dann existiert

!
im 29 s i L@
z—o0 g(x) z—o0 g'(x)
existiert, und die beiden Grenzwerte stimmen tberein.

Beweis. Definiere

pla)=f(z""), p(0) == lim f(x),
Y(z) =g (z7") und $(0) := Jim g(z).

Dann erfiillen ¢ bzw. ¢ die Voraussetzungen (Stetigkeit, Differenzierbarkeit, ¢’ # 0)
unserer bereits bewiesenen I’Hospitalschen Regeln und wir erhalten

tim L&) g 20 g, S S@)

m
e=oo g(x) =20 (x) w20 (x) e g'(2)
wie behauptet. O
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4.3. Differentiation von Funktionenfolgen.

Theorem 4.43. Seien E, F metrische Riume. Sei F vollstindig. Sei (f,)n eine
Folge von stetigen Funktionen fn,: E — F, die gleichmdf$ig gegen eine Funktion
[+ E — F konvergiert. Dann ist [ stetig.

Beweis. * Sei xy € E beliebig. Sei (2, )m C F eine Folge mit x,,, — x fiir m — oco.
Wir wollen nachweisen, dass

f(zo) = lim f(xm)
m—r0o0
gilt. Dies ist dquivalent zu

lim lim fy(z,)= lim lim f,(zm,)
n—00 M—00 m—r00 N—00

=fn(zo) =f(zm)
und folgt direkt aus unserem Resultat iiber die Vertauschbarkeit von Grenzwerten

bei Doppelfolgen, wenn die Konvergenz beziiglich des einen Indexes gleichmifig
ist. g

Fiir alle, die noch nicht so vertraut mit Doppelfolgen sind, geben wir einen al-
ternativen Beweis dieses wichtigen Resultates.

Alternativbeweis. Sei xg € E beliebig. Sei weiterhin € > 0 beliebig. Aufgrund der
gleichméfigen Konvergenz gibt es ein ng € N, so dass fiir alle n € N mit n > ng
und alle x € E

d(f (@), fa(2)) < g gilt.

Da fy,, in xq stetig ist, gibt es ein § > 0, so dass fiir alle z € Bs(xo)

e .
d(fno (LC), fno (5150)) < g gilt.
Insgesamt erhalten wir also fiir sdmtliche x € Bjs(xg)

d(f(ib), f((E(])) < d(f(x)a fno (LE)) +d(fno (1')7 fnn (x(])) +d(fno (960), f(xO)) <e.

<e/3 <e/3 <e/3
Somit ist f (in xg) stetig. O

Ein entsprechendes Resultat gilt auch fiir Reihen:

Theorem 4.44. x Sei E ein metrischer Raum, F ein Banachraum und fp,: E — F
eine Folge stetiger Funktionen. Konvergiert die Reihe ((fn))n fir n — oo gleich-
mafig gegen einen Funktion f: E — F, so ist f stetig.

Beweis. Wir wenden Theorem 4.43 auf die Folge (sy,), der Partialsummen

sul@) = 3 fula)
k=0

an. O

Gleichméfige Konvergenz sichert auch, dass wir den Grenzwert in der Folge und
die Ableitung, letztlich auch ein Grenzwert, vertauschen diirfen, dass also

!
lim f = <lim fn>
n— o0 n— 00
gilt.

Theorem 4.45. Sei Q) C R offen. Sei F' ein Banachraum und f,: Q — F eine
Folge stetig differenzierbarer Funktionen mit f, — f und f! = g fir eine Funktion
g: Q — F. Dann ist auch [ stetig differenzierbar und es gilt f' = g.
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Beweis. Wir wollen nachweisen, dass f differenzierbar ist und dass f' = g gilt.
Dazu geniigt natiirlich der Nachweis von f’ = g. Die Stetigkeit der Ableitung folgt
aus Theorem 4.43, da f] = g gilt.

Sei xg € Q beliebig. Sei € > 0. Wir wollen nachweisen, dass es ein § > 0 gibt, so
dass fiir alle € Bs(zo) mit = # xg

|FT0) g <
ilt. Es gil
gilt. Es g tf(x)f(wo) _ g(a0)
. ‘ @) floa) Jala) = fulwo) ‘+ fule) = ua0) _ ’
N P P

Wir zeigen zunéchst, dass der Term I, klein wird. Nach Korollar 4.29, einem ver-
allgemeinerten Mittelwertsatz, gilt fiir @ € Bs(zo)

ILy< sup |If,() = g(zo)ll

£€Bs (o)
< sup [[fn(6) =g+ sup [lg(§) — g(zo)ll
§€B5(w0) 5€B§((E0)

€ € 2e €

S1Ti1Ta1 Ty

falls wir zunéichst § > 0 so klein wéhlen, dass der letzte Term aufgrund der Stetigkeit
von g kleiner als €/4 ist und dann n so vergrofern, dass der erste Term aufgrund der
gleichméfigen Konvergenz f/, = ¢ kleiner als £/4 ist. All dies kénnen wir so machen
(und tun es auch, ebenso im Folgenden), dass dies fiir alle groferen n ebenfalls wahr
bleibt.

Wir fixieren nun = € Bs(zo) und erhalten I; < e/4 fiir grofe n. Zusammenge-
nommen folgt gerade die Behauptung. O

Ein entsprechendes Resultat gilt auch fiir Reihen von Funktionen.

Theorem 4.46. x Sei () C R offen. Sei F' ein Banachraum und sei fp: Q — F
eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen. Konvergiere ((fn(x)))nen fir jedes
x € Q. Definiere die Funktion f: Q — F durch

k
Nehme an, dass die Reihe ((f](x)))n bzw. die Folge (si)r mit sip(xz) = > fl(x)
n=0

gleichmdfig in x gegen eine Funktion g: Q — F konvergiert. Dann ist f stetig
differenzierbar und es gilt f' = g.

Beweis. Wir wenden Theorem 4.45 auf die Folge (s); der Partialsummen an. Die
Stetigkeit von g folgt aus Theorem 4.44. O

Damit kénnen wir die Ableitung einer Potenzreihe im Inneren ihres Konvergenz-
radiusses durch gliedweises Differenzieren ermitteln.

Dies funktioniert genauso fiir Potenzreihen in C, die in der Funktionentheorie
noch eingehend untersucht werden.
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Theorem 4.47. Sei ((a,2™)), oy €ine Potenzreihe in R mit Konvergenzradius v >
0. Dann ist die Funktion

f: B.(0) = R,
flx) = Z anx"
n=0
in B.(0) stetig differenzierbar und es gilt fir x € B,.(0)
f(z) = inanmn_l.
n=1

Insbesondere ist eine Potenzreihe innerhalb thres Konvergenzradiusses also beliebig
oft (stetig) differenzierbar.

Beweis.

(i) Die Potenzreihe ((nan,z™ !)),en hat (mindestens (es gilt sogar Gleichheit))
wieder den Konvergenzradius r: Man sieht direkt durch Ausklammern eines
Faktors z, dass die Reihe ((na,z™)), genau fiir die Werte von « konvergiert,
fiir die die Reihe ((nanx"_l))n konvergiert.

1/n — 1 gilt; siimtliche Folgeglieder sind

Zunéchst bemerken wir, dass lim n
n—oo
nidmlich > 1 und da (1 + &)™ — oo fiir beliebige £ > 0 und n — oo gilt, gibt

es keine Teilfolge, deren Folgeglieder > 1 4 ¢ sind. (Unter Verwendung des

Logarithmusses folgt dies auch aus n'/™ = exp (loﬁ "), n > 1, da aufgrund

81 () fiir 1 < n — oo gilt.)

der I’Hospitalschen Regel
Es folgt nun

L T Jan " = T (nfaa))/”
r n—oo n—oo
wie behauptet.

(ii) Sei p < r. Dann konvergiert die Potenzreihe ((nanx"’l))n in B,(0) gleich-
méhig (Analysis I) und ist nach Theorem 4.46 (wir diirfen Differentiation
und n — oo fiir die Partialsummen vertauschen) als gliedweise Ableitung der
Potenzreihe ((anz™)), in B,(0) die Ableitung von f. Da p mit 0 < p < r
beliebig war, hat f’ die angegebene Gestalt.

(iii) Per Induktion folgt, dass f in B, (0) beliebig oft differenzierbar ist. Somit sind
auch sémtliche Ableitungen von f in B,.(0) stetig. O

Beispiel 4.48. Fiir die Exponentialfunktion gilt mit Indexverschiebung

exp!(x) = i (f:) _ inl";:l - f: %T: — exp(a).

n=0 n=1 ’ n=0

4.4. Elementare Funktionen. Wir beginnen mit einem Resultat {iber gewohnli-
che Differentialgleichungen, das wir erst im dritten Semester beweisen werden.

Theorem 4.49. Sei E ein reeller Banachraum, A € L(E) und xy € E. Dann
besitzt das Anfangswertproblem
{;ic(t) = Ax(t), teR,
x(0) = xo
eine eindeutig bestimmte Losung x € C°(R, E).
Beweis. Drittes Semester. In diesem speziellen Fall kann man eine Losung direkt

hinschreiben, die Eindeutigkeit folgt aus dem Gronwallschen Lemma, das jedoch
Integrale benutzt. Vergleiche [7]. O
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Definition 4.50. Seien F, F' metrische Rdume und f,, f: F — F Abbildungen.

(i) Dann heilt f, lokal gleichmdfig konvergent mit Grenzwert f, wenn jeder
Punkt 2y € E eine Umgebung U besitzt, so dass f, = f in U gilt.

(ii) Dann heit f,, kompakt konvergent mit Grenzwert f, wenn fiir jede kompakte
Teilmenge K C FE gleichmifige Konvergenz f,|x = f|x vorliegt, d.h. fir
jede kompakte Teilmenge K C F und jedes € > 0 gibt es ein ng € N, so dass
fiir alle n > ng und alle € K die Abschitzung d(f,(z), f(x)) < € gilt.

Lemma 4.51. Seien E, F metrische Riume und f,, f: E — F Abbildungen.

(i) Konvergiert f, lokal gleichmdfSig gegen f, so ist (fn)n kompakt konvergent
mit Grenzwert f.

(ii) Ist E lokal kompakt, d. h. besitzt jeder Punkt in E eine kompakte Umgebung,
so folgt aus kompakter Konvergenz definitionsgemdfl auch lokal gleichmdjSige
Konvergenz. (In dieser Situation spricht man eher von lokal gleichmdafiger
Konvergenz als von kompakter Konvergenz.)

Beweis. Ubung. O

Bemerkung 4.52. Unsere Aussagen iiber Reihen und deren gliedweise Ableitun-
gen erlauben es, zu zeigen, dass

tA i _ N\~ tA
z(t) = exg mit e = 2} py
n=

gilt. Dabei konvergieren die Reihe und die ihre Ableitung darstellende Reihe lokal
gleichméfig absolut.

Beweis. Ubung. O

Unter Vorwegnahme des Integrals zeigen wir das Gronwallsche Lemma und wie
man daraus die Eindeutigkeit der Losung einer linearen gewohnlichen Differential-
gleichung erhélt.

Lemma 4.53 (Gronwallsches Lemma). x Seien a,b > 0 undT > 0. Sei f: [0,T] —
R, stetig und gelte

(@) Sa—i—b/f(s)ds
0

fiir alle t € [0,T]. Dann folgt
f(t) < ae’
fir alle t € [0,T).
Beweis. Ohne Einschrénkung diirfen wir annehmen, dass b > 0 gilt, da die Aussage

sonst trivial ist. Nach Voraussetzung erhalten wir

d

t t
o e*bt/f(s) ds | = —be*bt/f(s) ds + e P f(1)
0 0

t

t
< —be | f(s)ds+e " [a+b [ f(s)ds
[ /
—bt

<ae
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Wir integrieren dies nun unter Benutzung des Hauptsatzes der Differential- und

t
Integralrechnung, also [ %f(s) ds = f(t) — f(0), und erhalten
0

e | f(s)ds=e"" | f(s)ds—0
[rom=]

t:g(l—e_bt).

a
< /ae_bs ds = ——e b
o b

b

0

Dies multiplizieren wir nun mit e und verwenden nochmals die Integralungleichung
aus der Voraussetzung und erhalten

t

f@®) Sa—l—b/f(s)dsﬁa—i—b{% (ebt_l)] — qebt
0

wie behauptet. U

Korollar 4.54. x Die Losung x aus Theorem 4.49 ist (wie dort behauptet) eindeutig
bestimmt.

Beweis. Seien x und y Losungen der Differentialgleichungen @ = Az bzw. y = Ay.
Wir definieren ¢(t) := z(¢) — y(t) und erhalten

p(t) = i(t) —y(t) = Ax(t) — Ay(t) = Az(t) —y(t)) = Ap(t).

Wir integrieren dies und erhalten mit dem Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung

o(t) = p(0) + / Ap(s) ds.
0

Nun betrachten wir die Betréige beider Seiten, wenden die Dreiecksungleichung
an, ziehen die Betrége in das Integral hinein und erhalten unter Verwendung der
Operatornorm ||A|l

le@I < lle0)]] +/||A|| (o)l ds,
0

also fiir f(¢) := ||p(¢)| die Ungleichung

F() < £(0) + / 1Al £(s) ds.
0

Ist f(0) = 0, so folgt aufgrund des Gronwallschen Lemmas f = 0 und daher die
behauptete Eindeutigkeit. O

Wir erwdhnen zunéachst bereits Bekanntes oder direkt daraus Ableitbares iiber
die Potenzfunktionen und die Exponentialfunktion.

Bemerkung 4.55 (Potenzfunktionen). Seien n,m € Ns. Dann ist die Funktion
fn: Ry — Ry mit f(z) = 2" unendlich oft differenzierbar mit f! (z) = na"~! und
wegen f;(x) > 0 fiir > 0 strikt monoton wachsend. Somit ist f,: Ry — Ry ein
Homoomorphismus (kleine Ubung). Die Umkehrfunktion g, (z) = /™ ist in Ry
stetig und wegen f/ (x) > 0 fiir > 0 in Rs( (unendlich oft) differenzierbar.
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1
Sei @ > 0. Dann gilt (a")™ = (ai)", wie man durch Potenzieren mit m sieht.
Wir definieren

n . _n T
am = (an)m und a m = (a 1) m

Damit gelten die Potenzgesetze
a®V =a"-a¥  und (a®)¥ = a™¥

fiir z,y € Q, vergleiche auch die zugehorige Ubungsaufgabe.
Bemerkung 4.56 (Exponentialfunktion). Wir hatten die Exponentialfunktion als

o xn
exp(z) = Z ol
n=0

fir z € R definiert. Wir wissen bereits, dass

exp(z +y) = exp(x) - exp(y)
fiir alle z,y € R gilt. Wegen 1 = exp(0) = exp x - exp(—2x) gilt somit exp(x) # 0 fiir
alle z € R und wegen exp(x) = exp (%) - exp (%) > 0 oder der letzten Identitét ist
exp(z) > 0 fiir alle x € R. SchlieRlich gilt exp’ = exp.

Wegen exp’(z) > 0 fir alle x € R ist die Exponentialfunktion invertierbar. Sie
ist ein Homomorphismus exp: R — R+, da exp(z) — oo fiir x — oo und somit
wegen 1 = exp(z) - exp(—z) auch exp(z) — 0 fiir # — —oo gelten. Wir definieren
den Logarithmus, log: Ryg — R, als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion.
Aufgrund der Regel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion gilt log’(z) = <. Daher
ist der Logarithmus beliebig oft differenzierbar.

Lemma 4.57. Seien x € R und y € Q. Dann gilt
(expa)? = exp(ay).

Insbesondere folgt mit x = loga fiir a > 0 die Identitit a¥ = exp(yloga) fiir alle
yeQ.

Beweis. Wir definieren f(x) := (expx)¥ und g(x) := exp(xy). Es gelten f(0) =

und ¢(0) = 1. Die Funktionen f und g 16sen beide eine Differentialgleichung, niam-
lich f'(z) = yf(z) bzw. ¢'(z) = yg(z). Da die Losung dieser Differentialgleichung
bei gleichem Anfangswert eindeutig bestimmt ist, folgt f = ¢ und somit die Be-
hauptung. O

Motiviert durch diese Beziehung fiir rationale Exponenten definieren wir
Definition 4.58. Seien a > 0 und = € R. Dann definieren wir
a® = exp(zloga).
Bemerkung 4.59.

(i) Fir z € Q stimmt diese Definition mit der bereits bekannten Definition iiber-
ein.
(ii) Fiir e := exp(1l) = a und somit log(e) = 1 erhalten wir daher e = exp(z).

Die Exponentialfunktion wéchst schneller als jede Potenz fiir x — oo und fallt
schneller als jede Potenz fiir z — —oo.

Proposition 4.60. Es gelten fiir beliebiges n € N
x
lim — =00 und lim ez =0.
z—oo L™ T——00

Beweis. Fiir z > 0 erhalten wir aus der Exponentialreihe e” > Hieraus folgt

( +1)'
die erste Behauptung. Fiir die zweite Behauptung benutzen wir e*|z|" = |ew| und
die erste Behauptung. O
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Proposition 4.61. Der Logarithmus erfillt fir alle x,y,e € Rsg und alle A € R

1
8T _

log(zy) =logz +logy, loga™ = Xlogz wund lim

r—oo €

Somit wachst der Logarithmus langsamer als jede Potenz.

Beweis. Die ersten beiden Identititen zeigt man durch Anwenden der Exponenti-

alfunktion, die dritte folgt aus der Regel von 'Hospital. (]
Definition 4.62. Sei A := (_01 (1)> € R**2. Sei z € C* (R, R?) die eindeutig

bestimmte Losung der Differentialgleichung

#(t) = Az(t), teR,
2(0) = (0,1)7 .

Dann definieren wir die Funktionen sin: R — R und cos: R — R durch sin(¢) :=

xl(t) sowie cos(t) := 2%(t), also x(t) = (Sin(t))

cos(t)
Wir schreiben sin” ¢ = (sint)* bzw. cos® t = (cost)" fiir alle zulédssigen Exponen-
ten, also zumindest fiir alle k£ € N.

Bemerkung 4.63.

(i) Es gelten sin’t = cost sowie cos’t = —sint fiir alle ¢ € R.

(ii) Wir haben frither bereits die Potenzreihen fiir die Sinus- und die Kosinus-
funktion angegeben. Nun wollen wir jedoch die Definition als Losung einer
gewShnlichen Differentialgleichung verwenden und daraus dann spéter die Po-
tenzreihendarstellung herleiten.

Proposition 4.64. Es gilt
sin?t + cos?t = 1
fiir alle t € R.
Beweis. Wir definieren ¢(t) := sin® ¢ + cos®t. Es folgt
o(t) =2sintcost — 2costsint =0

und wir erhalten die Behauptung, da (sin(0), cos(0)) = (0, 1) gilt. O

Sinus und Kosinus sind ungerade bzw. gerade Funktionen.
Proposition 4.65. Es gelten sint = —sin(—t) und cost = cos(—t).

Beweis. Fir t = 0 gilt die Behauptung. Definiere ¢(t) := —sin(—t) und ¢(¢) =
cos(—t) Nun gilt

i (00) = (0) = () = (5 o) (6)
(t

Damit 16sen (sin(t), cos(t)) und (p(t), 1 (t)) dasselbe Anfangswertproblem mit dem-
selben Anfangswert fiir ¢ = 0 und stimmen daher iiberein. O

Um sich die folgenden Additionstheoreme zu merken, vergleicht man eine Dreh-
matrix um den Winkel a + 8 mit dem Produkt von zwei Drehmatrizen um die
Winkel « und . Dies benutzt jedoch implizit, dass die Abbildung, die « auf die
Drehmatrix um den Winkel « abbildet, ein Gruppenhomomorphismus ist.
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Proposition 4.66 (Additionstheoreme). Seien x, y € R. Dann gelten
sin(z +y) = sinz - cosy + cosx - siny

und
cos(z +y) = cosx - cosy —sinx - siny.

Beweis. Wir definieren ®(z) := (sin(z + y), cos(z + y))T und

U(z) = sinx - cosy + cosx - siny
" \coszx-cosy —sinz-siny /)’

Wir behaupten nun, dass ®(x) = ¥(x) fiir alle x € R gilt. Fiir z = 0 gilt
®(0) = (sin(y), cos(y))” = (0).

d _fcos(z+y)y (0 1

%<I>(x) - (— sin(z+y)) \-1 0 (@)
d [ cosxz-cosy—sinz-siny \ (0 1
%\p(x) o (— sinz - cosy — cosx - Siny> o (—1 0) ¥ (z).

Da @ und ¥ also dieselbe lineare gewohnliche Differentialgleichung erfiillen und
®(0) = ¥(0) gilt, folgt & = V. O

Weiterhin gelten

sowie

Aus sin? 2 + cos? = 1 folgt sinx, cosz € [—1,1] fiir alle 2 € R. Wir wollen nun
zeigen, dass imsin = im cos = [—1, 1] gilt. Dazu zeigen wir zunéchst

Lemma 4.67. Es gibt ein x > 0 mit cosxz = 0.

Beweis. Es gilt cos0 = 1. Falls es kein > 0 mit cosz = 0 gibt, so folgt aufgrund
des Zwischenwertsatzes cos x > 0 fiir alle > 0. Somit ist [0,00) 3 z +— sinz wegen
sin’ z = cosx > 0 strikt monoton wachsend und wir erhalten

0=sin0 <sinl <sinz fiir alle z > 1.
Damit liefert aber der Mittelwertsatz fiir den Kosinus auf dem Intervall [1,z] fiir
ein ¢ € [1, 7]

cosz —cosl=—siné-(r—1)<—sinl-(z—1).
Fiir z — oo konvergiert die rechte Seite gegen minus Unendlich. Dies widerspricht
cos?z < 1. O
Definition 4.68 (Die Kreiszahl 7). Wir haben gezeigt, dass
M :={zx eR : cosz =0}

nichtleer ist. Aufgrund der Stetigkeit des Kosinusses ist M abgeschlossen. Somit
gilt fiir 7 := 2 - inf M die Identitét cos 5 = 0.

Proposition 4.69. Auf [O, g} ist der Sinus strikt monoton wachsend und es gilt

0=sin0<sinx<sing:1 fiiralleO<x<g.

Beweis. Nach Definition von 7 gilt sin’z = cosz > 0 fir 0 < 2 < 5. Wegen
cos 5 = 0, der Monotonie und sin? z 4 cos? z = 1 insbesondere fiir © = 5 erhalten

wir sing =1. O

Korollar 4.70. Aufgrund der Additionstheoreme erhalten wir daraus

T T T T
sin T = sin 5 cos 5 + cos 5 sin 5 1-04+0 0,
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COST = cosI ~cosifsinz~sinE =0-0—-1-1=-1,
2 2 2 2
sin2r =sinm-cosm+cosw-sinmt=2-1-0=0,
cos2m = cosT - cosm —sinw - sinw = (—=1) - (=1)—0-0=1.
Beweis. Bereits in die Formulierung eingebaut. O
Allgemeiner gilt

Korollar 4.71. Fiir alle x € R gelten

sin (:17 + g) = cosz, sin(z +7) = —sinz, sin(z + 27) = sinx,
cos (ac + g) = —sinx, cos(xz + ) = — cosz, cos(x + 2m) = cosx.
Beweis. Benutze die Additionstheoreme. O

Korollar 4.72. Es gilt sin(R) = [—1, 1] = cos(R).

Beweis. Es gelten sin g = 1, sin‘%7T = cosm = —1 und cos0 = 1. Somit werden
aufgrund des Zwischenwertsatzes simtliche Funktionswerte im Intervall [—1, 1] vom
Sinus und Kosinus angenommen. Wegen sin? z + cos? z = 1 fiir alle = € R ist dies

bereits das gesamte Bild. O
Nach Korollar 4.71 sind der Sinus und der Kosinus mit Periode 27 periodisch.

Definition 4.73. Sei E ein Vektorraum und F' eine Menge. Sei 0 # £ € E. Eine
Abbildung f: E — F heiflt mit Periode £ periodisch, falls

flx+¢&) = f(x) firallex e E
gilt. Hieraus folgt natiirlich auch f(z + k&) = f(z) fiir alle z € F und alle k € Z.

Proposition 4.74. Die Abbildung
@: [0,2m) = R?,
t — (cost,sint)

ist injektiv und es gilt imp = St C R2.

Beweis. Im Intervall [07 g] ist der Sinus strikt monoton wachsend von 0 bis 1.

Somit ist ¢ dort injektiv. Wegen cos’ 2 = —sinz < 0 fiir 0 < z < § ist der Kosinus
in diesem Intervall von 1 nach 0 fallend, ist also insbesondere nichtnegativ. sinx
durchlduft in diesem Intervall alle Werte in [0, 1]. Da es zu jedem a = sinx genau
ein b > 0 mit a? + b? = 1, das den Einheitskreis beschreibt, gibt und b = cosz die
Gleichung a? + b? = 1 erfiillt, folgt

S'nTy=S'n{z=(2") eR?: 2" >0 fiirallei=1,2} Cimep.

I'; heifit positiver Quadrant und wird im R entsprechend als die Menge definiert,
in der alle Koordinaten beziiglich der Standardbasis positiv sind.
Analoge Uberlegungen fiir die weiteren Quadranten und die Intervalle [%,ﬂ,
3

[7r 7] sowie [%ﬂ, 271'] liefern nun die Behauptung tiber das Bild. Die Injektivitét

folgt aus der Injektivitdt auf jedem dieser Intervalle und Vorzeichenbetrachtungen.
O

Proposition 4.75 (Eulersche Formel). Firt € R gilt
e = cost +isint.

Fiir t = 7 vereint ™ 4+ 1 = 0 viele wichtigen Konstanten der Analysis in einer
einzigen Formel.
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Beweis. Wir konnen auch komplexe Potenzreihen definieren und innerhalb ihres
Konvergenzradiusses ableiten. Hier bedeutet der Ausdruck e daher, dass wir it in
die Potenzreihe der Exponentialfunktion eingesetzt haben.

Nach Kettenregel folgt fiir z(t) := e

2(t) = ie' = iz(t).

Fiir ((t) := cost + isint gilt ebenfalls (() = —sint + icost = i((t). Da die An-
fangswerte z(0) = 1 = ((0) tbereinstimmen, erhalten wir z = ¢ und daher die
Behauptung. O

Hieraus ergibt sich die angekiindigte Potenzreihenentwicklung fiir den Sinus und
den Kosinus.

Proposition 4.76. Es gelten fiir alle v € R

. o . x2n+1 I3 1’5 567
e = Vg gt
und
[e%e] . Z,2n 1‘2 1‘4 xﬁ
cose =) W eyt g

Insbesondere haben beide Potenzreihen den Konvergenzradius +oo.

Beweis. Wir betrachten die Exponentialfunktion an der Stelle iz, x € R, und er-

halten
oo .
e’ = E .
n!

n=0

Da diese Reihe absolut konvergiert, konnen wir sie umordnen, nach Real- und Ima-
ginarteil sortieren und erhalten

2n+1

72 2n +Z 2n-|—)

Die Eulersche Formel liefert nun die Behauptung. O

Proposition 4.77. FEs gilt fir z € C

(i) € =1 genau dann, wenn z = 2wik mit k € Z und
(ii) e* = —1 genau dann, wenn z = im + 27kt mit k € Z.

Beweis. Wir schreiben z = z + iy mit =, y € R. Dann folgt e* = €* - ¢®¥ und
e*] = e” - |e] = e®. Somit kann e* = +1 nur fiir = 0 erfiillt sein. Nun gilt
e® = cosy +isiny. Da der Sinus und der Kosinus 27-periodisch sind und [0, 27) 2
y — (cosy,siny) € S! bijektiv ist, kann es bis auf Vielfache von 27i jeweils nur
genau ein solches z geben. Da die angegebenen Zahlen z die Identitdten e* = +1
erfiillen, folgt die Behauptung. O

Allgemeiner folgt direkt aus der Eulerschen Formel
Korollar 4.78. Die Exponentialfunktion C 3 z — e* € C ist 2mwi-periodisch.
Definition 4.79.

(i) Fir z € (—%7 %) definieren wir den Tangens, tan x, durch tanx = m
(ii) * Fiir € (0,7) definieren wir den Cotangens bzw. Kotangens, cot x, durch

__ cosx
cotxr = G
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Bemerkung 4.80. x Tangens und Cotangens sind unendlich oft differenzierbar
und bilden ihren jeweiligen Definitionsbereich homéomorph auf R ab. Es gelten
1

5 =1+tan’z und cot' z = ——
0s2 x sin®

= —1—cot?z.

tan’z =
c
Definition 4.81 (Arcusfunktionen). x Wir definieren

-1

arccos := (cos|o,n)) :(—1,1) = (0,7),

-1 T
arctan := (tan|(7%7%)) ‘R — (—5, 5) ,
arccot := (cot |(077T))71 R — (0,7).

Bemerkung 4.82. x

(i) Fir z € (—%,Z) gelten sin’z = cosz # 0 und tan’z = —L— # 0 und fiir

272 Tz
z € (0,7) gelten cos’z = —sinx # 0 sowie cot’x = — —— # 0. Daher sind
die Arcusfunktionen wohldefiniert.
(ii) Es gilt
arcsin’ x = 1 arccos’ T = 1
V1—2? V1—2a?
1 1
arctan’ z = ——, arccot’ z = — ————.
1422 1422
Beweis. Ubung. O
Bemerkung 4.83.
(i) Aus der Eulerschen Formel erhalten wir
1, . . 1, . )
cosT = (e” + e*”) und sinx = % (e“” — e*”) .

Somit definieren wir die komplexen trigonometrischen Funktionen durch

1, . ) 1, )
cosz = o (e” + e_”) und sinz = 5 (e’z — e_”) .
i
Die Potenzreihendarstellungen stimmen mit den reellen Potenzreihendarstel-
lungen tiberein. Additionstheoreme und Ableitungsregeln gelten genauso wie
im Reellen, jedoch ist |sinz| < 1 nun im Allgemeinen falsch.
(ii) » Mit rein komplexen Argumenten erhalten wir Funktionen mit neuen Namen:

1 1
sinhz := — isiniz = 3 (" —e ™), coshz := cosiz = 3 (e® +e %)
und
h
tanhx := ST
cosh x

(iii) » Es gelten die folgenden Beziehungen:
cosh? z — sinh®z =1,
cosh(z + y) = cosha - coshy + sinh z - sinh y,
sinh(z + y) = sinh« - coshy + cosh z - sinh y,
sinh’ x = cosh z,

12 .
cosh’ x = sinh z,
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1
cosh? z

Beweis. Ubung. O

tanh’ z =

Bemerkung 4.84 (Polarkoordinaten in R?). Sei z € R?\ {0}. Dann gilt =
|| - ﬁ =r- ¢ fiir r > 0 und € € S'. Somit lisst sich £ € S! in eindeutiger Weise
als (cost,sint) mit ¢t € (—m, 7|, oder, wenn wir R? mit C identifizieren, als e
darstellen. (r,t) heiken dann Polarkoordinaten des Vektors z = re'’.

t heift auch Argument der komplexen Zahl z = re’, t = arg z. Die Argument-

funktion ist in R<g C C unstetig.
Lemma 4.85.
(i) Die Ezponentialfunktion bildet den Streifen
S={z=x+1iy: —m<y<m}
bijektiv auf C\ {0} ab.
(i1) Sei log: C\ {0} — S die Umkehrfunktion von exp: S — C\ {0}, so gilt

log’ z = % fiir alle Punkte im Inneren des Streifens S.
Bewets.

(a) Wir schreiben Punkte in S in der Form x4+ iy und sehen zunéchst, dass e* = e*
nur bei gleichem Realteil von z und w moglich ist. Die Imaginarteile miissen
ebenfalls {ibereinstimmen, da (—m, 7] > y — e € S! bijektiv ist.

(b) Die Surjektivitit folgt aus der Darstellung in Polarkoordinaten.

(c) Die Ableitung ergibt sich wie im reellen Fall aus der Formel fiir die Ableitung
der Umkehrfunktion. O

4.5. Polynome =*.
Bemerkung 4.86 (Wiederholung).

(i) Sei E ein Vektorraum. Dann sind die Polynome P(K, E) mit Koeffizienten in
E aus der linearen Algebra bekannt. Wir schreiben P(K) fiir P(K,K). Der
Grad eines Polynoms deg f, hat Werte in NU{—oo}, der fiihrende Koeffizient
Werte in E. In P(K) gilt deg(fg) = deg f + degg.

(i) Jedes Polynom p(z) = Y apz* lisst sich in der Form Y~ by (z — x0)* schrei-

k=0 k=0
ben. Dabei gilt a,, = b,. Grad und fiihrender Koeffizient sind also vom Ent-
wicklungspunkt xo unabhingig.

Beweis. Schreibe
p(z) = Z ar((z — z0) + x0)*
k=0

und expandiere den Ausdruck mit Hilfe der binomischen Formel. O

(iii) Sei f ein Polynom mit deg f > 1. Gelte f(z¢) = 0. Dann gibt es ein Polynom
g mit degg = (deg f) — 1 und f = (x — x9)g.
Beweis. Polynomdivision. Alternativ kann man f als f = > axp(z — x0)*
k=0
schreiben und sieht, dass ag = 0 gilt. (]

(iv) Ein Polynom vom Grad n > 1, das nicht das Nullpolynom ist, besitzt hochs-
tens n Nullstellen, wobei wir Nullstellen mit ihren Vielfachheiten zahlen.
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Beweis. Dies folgt direkt durch sukzessives Abspalten von Nullstellen von f
in der Form f = (z — x9)g. d

(v) Zwei Polynome vom Grad kleiner oder gleich n > 1, die an n + 1 Stellen
iibereinstimmen, sind gleich.

Beweis. Spalte induktiv alle Nullstellen des Polynoms, das als Differenz der
beiden Polynome definiert ist, ab. O

(vi) Mit der Gradfunktion bilden die Polynome einen Euklidischen Ring, d.h. es
gibt eine Division mit Rest.

(vii) Komplexe nichtkonstante Polynome besitzen mindestens eine Nullstelle (Fun-
damentalsatz der Algebra, siehe z. B. Funktionentheorievorlesung) und zerfal-
len daher in Linearfaktoren (Induktionsbeweis).

Proposition 4.87 (Partialbruchzerlegung).

Seien f,g komplexe Polynome mit deg f < degg. Seien (;, 1 < i < m, die (paar-
weise verschiedenen) Nullstellen von g mit Vielfachheiten m;, dann besitzt f /g eine
eindeutige Darstellung

mit c;; € C.
Bemerkung 4.88.

(i) Der Quotient zweier Polynome bzw. Polynomfunktionen heifit rationale Funk-
tion. Eine rationale Funktion f/g mit deg f < deg g heifit echt rationale Funk-
tion.

(ii) Mittels Polynomdivision ldsst sich jede rationale Funktion als Summe eines
Polynoms und einer echt rationalen Funktion darstellen.

Beweis von Proposition 4.87.

(i) Existenz: Wir zeigen zunichst per Induktion nach degg, dass es solch eine

Zerlegung gibt.

Im Fall degg = 1 sind wir fertig.

Sei also deg g = n und die Behauptung bereits fiir deg g < n bewiesen.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra besitzt g eine Nullstelle ¢ € C. Sei
m die Vielfachheit dieser Nullstelle, gelte also g(z) = (z — {)™gi1(2) fiir ein
komplexes Polynom g; mit ¢1(¢) # 0. Wir behaupten, dass es ein ¢ € C gibt,
so dass

f(z) ¢

9(z)  (z=Qm
eine echt rationale Funktion ist, bei der das Polynom im Nenner einen Grad
< n besitzt. Dazu bringen wir den Ausdruck auf den Hauptnenner

f(z) c _ G-z

9(z) (=™ (z=¢ma(2)
1)

Nun wahlen wir ¢ so, dass f(¢) — cg1({) = 0 gilt, also ¢ = IR Wegen

91(¢) # 0 ist dies wohldefiniert. Somit ist ¢ eine Nullstelle des Zahlers und
des Nenners auf der rechten Seite. Wir kénnen also den gemeinsamen Faktor
(z — ¢) kiirzen und erhalten

f(2) c_ _ f1(2)

9(z)  E=Qm (=™ ai(2)
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fiir ein Polynom f1(z) vom Grad deg f — 1. Somit kénnen wir die Induktions-
voraussetzung anwenden und die Behauptung folgt per Induktion.
(ii) Eindeutigkeit: Sei f/g ohne Einschrankung vollstindig gekiirzt. Sei

n
zzl JZI - E’L

eine weitere solche Darstellung. Dann wird (f/¢)(z) genau dann unbeschrénkt,
wenn z gegen eine Nullstelle von g konvergiert. Daher muss bis auf Umnum-
merierung ¢; = & gelten. Somit gilt auch n = m. Die Ubereinstimmungen
m; = n; und ¢;; = d;; erhalten wir schlieflich, indem wir beide Ausdriicke
mit (z — ), k = max{n;, m;}, multiplizieren und den Grenzwert z — (;
betrachten. Dann erhalten wir in beiden Féllen c¢;; und d;; bzw. 0, falls diese
Ausdriicke nicht definiert sind. Wir subtrahieren nun den Term (zficki)k und
erhalten per Induktion die Behauptung.

4.6. Taylorsche Formeln.
Bemerkung 4.89. Fiir Polynome

gilt ar, = 25 f*)(z0) und somit

n

Fle) = 32 1 o) - e )

k=0
Taylorreihen verallgemeinern solch eine Darstellung fiir beliebige Funktionen.
Theorem 4.90. Sei E ein reeller Banachraum, I = (a,b) ein Intervall mit 0,1 € T
und sei f € C™(I,E) mitn > 1. Dann gilt

n

M=% 4 f(k)() + Ra(£,0)(1),

k=0
wobei sich das Restglied R, (f,0)(1) in der Form

IBa(£, 001 < o=y s [0 = £ 0)

(n 0<t<1

abschdtzen ldsst.

Beweis. Wir miissen nur die Normabschétzung fiir das Restglied beweisen, da es
solch ein Restglied ndmlich stets gibt: Definiere es als die Differenz der anderen
beiden Terme.

Wir definieren fiir ¢ € I die Funktion

=1L F0(0) n
—ZENWwMM—7ﬂu4w

Man beachte die unterschiedlichen Argumente von f. Es gelten ¢(0) = R,,(f,0)(1)
nach Definition des Restes sowie (1) = 0, da alle Terme mit (1 — ¢)*, k > 1, dort
verschwinden und die restlichen beiden sich gerade aufheben. Fiir die Ableitung
erhalten wir

n—1 (n)
0=~ 3 g0 +Z R e
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n—1 n—2
1 1 ) (0
— 2 :ff(k—i_l)(t)-(l—t)k-i- § :ff(k-"_l)(t)(l—t)k—i— f ( ) (1—t)n_1
k! k! !
k=0 k=0
nach einer Indexverschiebung in der zweiten Summe

B ﬁ (f(n)(o) - f™ (t)) (1=t

Die Behauptung folgt nun aus dem Mittelwertsatz
1R (£, 00 =lle(1) = @(0) < sup [l (1)l
0<t<1
< [0 - 0. -
(”_1)!0<t51 Jr) = £7(0)

Das folgende Theorem gilt auch noch fiir auf konvexen Teilmengen von C defi-
nierten Funktionen.

Theorem 4.91 (Taylorsche Formel). Sei Q C R ein offenes Intervall, sei E ein
reeller Banachraum und sei f € C™(Q, E) mit n > 1. Seien x,xg € Q, dann ldsst
sich f in der Form

£@) = 3 1S Pw0) - (0 = 20) + Balf,20)0)
k=0

darstellen und es gilt die Restgliedabschétzung
|Ru(f.20)@)]| < £ = 1 @o)|| - o — ol

1
———— sup
(n - 1)' £€(zo,x)

Dabei bezeichne (x,xq) die offene Verbindungsstrecke zwischen x und xg, also das
Intervall (x,x9) oder das Intervall (xg,x).

Beweis. Wir definieren

p(t) = f(tw + (1 —t)xo)
fiir 0 < ¢ < 1. ¢ ist auch noch etwas iiber [0,1] hinaus von der Klasse C™. Daher
kénnen wir Theorem 4.90 anwenden und erhalten mit

e ®(t) = £B (k2 + (1 = Do) - (& — 20)*
sowie R, (p,0)(1) = R, (f,xo)(z) die Behauptung. O
Definition 4.92 (Taylorsche Polynome). Sei E ein Banachraum iiber K.
(i) Sei @ C K offen und f € C™(Q, E), n > 1, so heifit T,,(f, z¢) € P(K, E) mit

n

T(fyw0) () = 3 2 f®e0) - (&~ o)

k=0
das Taylorpolynom n-ten Grades von f im Punkt x.
(ii) In Q definieren wir das n-te Restglied R, (f, o) durch

R, (f,x0) == f — To(f, o).
(iii) Ist f € C*°(Q, E), so heifst die Potenzreihe

((3rovre-or)),

Taylorreihe von f im Punkt xzy € Q. Thre n-te Partialsumme ist gerade
T.(f,zo). Fur alle z, fiir die die Taylorreihe konvergiert, definieren wir

T(f20)(@) = 3 22 (o) - (o = )"
k=0 "
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Aus der Taylorschen Formel erhalten wir

Proposition 4.93. Sei Q) C R ein offenes Intervall, sei E ein reeller Banachraum,
sei f € C™"(Q, E) mit n > 1 und sei xg € 2. Dann gilt
f(@) = Ta(f, 20) (@) + 0 (J2 — o|")
und T, (f,x0) ist das einzige Polynom mit dieser Eigenschaft.
Beweis. Aus der Taylorschen Formel und der Stetigkeit der n-ten Ableitung von f
erhalten wir, dass das Restglied von der Ordnung o (| — xo|™) ist.
Gébe es ein weiteres Polynom, so liefert Differenzbildung ein Polynom vom Grade

< n in o(|x — z¢|™). Dies kann nur das Nullpolynom sein und wir erhalten die
behauptete Eindeutigkeit. O

Bemerkung 4.94.

(i) Sei f € C*(Q, E). Dann gilt f = T(f,x¢) in B:(z¢) nach Definition genau
dann, wenn die n-ten Restglieder R, (f, o) in Be(x) fiir n — oo punktweise
gegen Null konvergieren, wenn also fiir alle x € B.(z0)

nhHH;O R, (f,z0)(z) =0

gilt.

(ii) Gibt es zu g € Q ein solches € > 0 mit lim T, (f,z0)(z) = f(z) bzw.,

n—oo

aquivalent dazu, li_>m R, (f,xz0)(z) = 0 fiir alle z € B.(xg), so heifst f in xg
(reell) analytisch. Ist A C Q und f in jedem z € A analytisch, so schreiben
wir dafiir f € C¥(A, E).

(iii) In By/2(0) C C ist die Funktion f(z) = log(1 + z) durch ihre Taylorreihe mit
Entwicklungspunkt im Ursprung darstellbar. Es gilt also

o (=D
k=1
Beweis. Es gilt f € C°°(B1(0)). Per Induktion erhalten wir
— 1)
(o) = (_yn-1 =Dt
F0) = ("

fir alle n > 1.
Wir miissen also noch nachweisen, dass

Jim R,(f,0)(2) =0

fiir alle z € By /5(0) gilt. Aus der Taylorschen Formel und unserer Darstellung
fiir die Ableitung erhalten wir nacheinander

1 n
|RAﬂm@nszgu+on—4-4,
‘ < <2 fir|¢] < 1,
el <o 2
[Bn(f,0)(2)] < (1427) - [2]"
und wegen |z| < 1 die Behauptung. O

(iv) Das folgende Beispiel zeigt, dass T'(f, z¢) zwar konvergieren kann, aber trotz-
dem nicht f = T(f,xzo) zu gelten braucht.
Betrachte dazu die Funktion f: R — R mit

Fz) = {ezz, x <0,

0, x > 0.
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Per Induktion iiberzeugt man sich direkt, dass f € C* und f*)(0) = 0 fiir
alle k € N gelten. Somit folgt T'(f,zo) = 0, jedoch gilt in keiner Umgebung
des Ursprunges f = 0.

Wir leiten noch eine weitere Restgliedabschitzung her.

Theorem 4.95. Sei E ein reeller Banachraum, sei I C R offen mit 0,1 € I, sei
f: I — E eine (n+ 1)-mal differenzierbare Funktion mit n > 0. Dann gilt

=Y 2 O0) + Ra(£,0)(1)
k=0
mat
|Ra(£,0)(1)] <

Beweis. Wir definieren

me 1=tk und g(t) =1 —t)",

(n+1 H
su
(n+1)! O<tgl Hf ®)

@ und g sind in [ differenzierbar und es gilt
e(0) =T, (f,0)(1), »(1)=f(1), ©(1)—¢(0) =Rn(f,0)(1),
9(0) =1, g(1)=0,

1

o'(t) = ny RIOREDLEDY

k=0 k=1

S TAR OB

f 1 - t)kila

?E\w

g(t)=—-Mm+1)A-1)"
Hierauf wenden wir nun den Verallgemeinerten Mittelwertsatz, Theorem 4.38 (oder
Theorem 4.36), auf dem Intervall ( an und erhalten
1) — ¢(0)]]| < sup )| < su H ("'H) H
(1) = o0} < sup. e [
wie behauptet. O

Theorem 4.96 (Lagrangesche Restgliedabschitzung). Sei Q C K offen und kon-
vex. Sei E ein Banachraum tber K und f: Q — E sei (n + 1)-mal differenzierbar
mit n > 0. Dann gilt

mit

[ B (f; x0) ()] <

———— sup
(n + 1) £€(xo,x)

Beweis. Folge dem Beweis von Theorem 4.91 und benutze dabei Theorem 4.95 statt
Theorem 4.90. U

O] HERE

Weitere Restglieddarstellungen benutzen Integrale.
Lemma 4.97. x Sei F' ein Banachraum. Seien I = (a,b) und z,y € I. Sei f €
C™(I,F) mit n € N>1. Dann gilt

1) =1+ S )+ S )+ B gy

x

+/ (l(‘n_t)ln)_' f(n)(t) dt

Y
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€T

W)+ [ S oy a

Y

[

n—

=0

~.

Beweis. Der Induktionsanfang ,,n = 1 lautet

+]f@ﬁ

und ist gerade der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.
Induktionsschritt: Gelte also die Behauptung bereits fiir ein festes n € N>;. Dann
liefert die folgende Rechnung mit partieller Integration, dass sie auch fiir n+ 1 gilt.

Mf(n)(yyr/(x;i'twf("“)(ﬂ dt

n!

——
H,—/ f
Yoo_aw TFO®
G TR (i = ] (2= 0"
== 2 " — | =L M) dt
a0+ g e TRARC
Y
- / =02 poo ey
(n—1)!
Yy
Dies liefert gerade die Behauptung. O

Als direkte Verallgemeinerung daraus erhalten wir das folgende Korollar. Dies
benutzt jedoch auf Banachraumen definierte Funktionen. Wir empfehlen daher, dies
erst nach der mehrdimensionalen Differentialrechnung anzusehen.

Korollar 4.98. x Seien E, F' Banachriume. Sei Q) C E offen. Seien x,zo € Q und
gelte [z, z0] C Q. Sei f € C"(Q, F) mit n € N>q1. Firv € E und k € N schreiben

wir <U>(k) fir (v,...,v), wobei v in den spitzen Klammern genau k-mal vorkommdt.
Dann gilt
1 1
f(x) = f(zo) + ﬁf’(a:o)(x —zo) + Ef”(xo)@ —20)®@ 4
1
(n—1) _ (n—1)
+ (= 1)!f (zo){z — x0)

+ / wf(") (tz + (1 — t)z) dt (x — x0) ™).
0

Beweis. Wende Lemma 4.97 auf die Funktion ¢: (—¢,1 4+ ¢) — F mit o(t) =
flz+ (1 —t)xo) an. O

5. INTEGRATION IN EINER VARIABLEN

Wir werden hier einen ersten Integralbegriff kennenlernen, das Riemannintegral.
Im dritten Semester werden wir das Lebesgueintegral behandeln, das es beispiels-
weise erlaubt, weitere Grenzwertséitze zu zeigen.

Wenn man Integrale berechnet, verwendet man meist das Riemannsche Integral,
erhélt aber fiir das Lebesguesche Integral bessere allgemeine Sétze.
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5.1. Das Riemannsche Integral. Sei [a,b] C R kompakt und sei f: [a,b] — R
reell, nicht-negativ und beschriankt. Dann wollen wir mit dem Integral iiber die
Funktion f den Flacheninhalt der Menge

Q) ={(z,y) eR*:a<z<bund 0<y< f(z)}

in einer Weise beschreiben, dass fiir konstante Funktionen mit f(z) = h fiir alle x
gerade die Rechtecksfliache (b — a) - h herauskommt.
Um @ in kleine Stiicke aufteilen zu konnen, definieren wir

Definition 5.1 (Partition). Sei I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall.
(i) Dann definiert P = {zg, 1, ..., 2x}, n €ENmita =z <21 < ... <2, =b
eine Partition von I, die aus den Teilintervallen I; = [z;, ;1] besteht.

Wir nennen P mit den angeordneten Punkten x; und die Intervalle I; eine
Partition von I. Anders als bei einer Partition aus Analysis I lassen wir Uber-
schneidungen an den endlich vielen Endpunkten der Intervalle zu. Die Punkte
aus P heiflen Teil- oder Endpunkte.

(ii) Sei P = {zg, x1, ..., x,} eine Partition. Dann heifst
n(P):= sup |Tit1 — i
0<i<n—1

die Feinheit der Partition P.

(iii) Eine Partition P’ heift feiner als P, P < P’, falls jeder Endpunkt der Parti-
tion P auch Endpunkt von P’ ist.

(iv) Seien P; und P, zwei Partitionen von I. Dann heift die Partition P V P,
deren Menge der Endpunkte gerade die Vereinigung der Menge der Endpunkte
von P; und P ist, die gemeinsame Verfeinerung von P; und Ps.

Lemma 5.2. Seien P; und P» Partitionen von I = [a,b]. Dann gilt
P1 <P2 - ﬁ(PQ)S?](Pl)
Beweis. Klar. g

Mit Partitionen kénnen wir einen naheliegenden Flacheninhaltsbegriff motivie-
ren.

Definiere f; := f

1, Q; = 1; x [0,inf f;] und Q, :=I; x [0,sup fi]. Wegen

n—1 n—1
U Qz cQc U Qi
=0 1=0

ist der Flacheninhalt aller Qi’s addiert zu klein und der Flicheninhalt aller Q,’s
addiert zu grof fiir einen sinnvollen Fliacheninhaltsbegriff von @Q: |Q|. Dass diese
Rechtecke auf endlich vielen Linien iiberlappen tragt nichts zum Flécheninhalt bei.
Wir fordern also

n—1 n—1 n—1 n—1
M@= inffie LI <1QI <> [Qi| =D sup fi- |Li|-
=0 =0 =0 i=0

Der Ausdruck auf der linken Seite heiltt Untersumme, der auf der rechten Seite
Obersumme.

Wenn nun fiir eine beliebige Folge von Partitionen (Pj); mit Feinheit n(P) — 0
fiir K — oo die Grenzwerte der linken und der rechten Seite existieren und iiberein-
stimmen, so nennen wir dies den Fldcheninhalt von Q.

Dies ist sicher nur moglich, falls es fiir jedes € > 0 eine Partition P mit

n—1
Z(Supfi —inf fi) - [Li] <e

=0



32 5. INTEGRATION IN EINER VARIABLEN

gibt.
Ersetzen wir sup f; — inf f; durch die Ostzillation von f;, so kénnen wir dieses
Vorgehen auch auf banachraumwertige Funktionen verallgemeinern.

Definition 5.3. Sei I = [a,b] C R kompakt, sei E ein Banachraum und sei f: I —
E beschrankt. Sei P = {xg, x1, ..., ,} eine Partition von I und seien I; sowie f;
wie oben.
(i) Wir definieren die Oszillation von f als
osc fi= sup [|f(z) — f(y)l.
z,yel
(Fiir reellwertige Funktionen gilt osc f = max f(z) - mi?f(y).)
re ye
(ii) Multiplizieren wir die Oszillationen auf den Teilintervallen mit den Intervall-
langen, so erhalten wir die Definition

n—1

o(f,P) =" osc fi|L.
=0

(iii) Seien &; € I; beliebig und Z := {£;: 0 < i < n — 1}. Die Punkte &, 0 <
1 < n — 1, heiken Zwischenpunkte der Partition P. Dann definieren wir die
Riemannsche Summe als

n—1

S(f,P,Z)=8(P,Z) =Y _ f(&)- L.

i=0
Lemma 5.4. Sei f: I — E beschrinkt, seien P und P’ zwei Partitionen von I mit
P < P’ und habe P’ genau \ Teilpunkte mehr als P. Dann gelten
(i) o(f.P') < o(f, P) und
(ii) |o(f, P') = o(f, P)| < 2X[fl| Lo - n(P).
Bewets.

(i) Seien I;, 0 <i < n—1 die Teilintervalle der Partition P und I]’», 0<j<m-1
die Teilintervalle von P’. Dann setzen sich die Intervalle I; aus Intervallen I ]’
zusammen und wir erhalten mit f; = f|7, und f; = f| I

m—1 n—1
= S =5 S s
= i=0 {j: I/CI,}
n—1
< ) oscf; Z |I;|:ZOSCfi'\Ii|:U(f,P)-
i=0 {(G: ICLy i=0

(ii) Wir fithren den Beweis nur im Falle A = 1. Der allgemeine Fall folgt daraus
dann direkt per Induktion.

Sei dazu ohne Einschrankung I; ein Teilintervall, das sich aus den beiden
Teilintervallen I] und I} (bis auf einen Punkt) disjunkt zusammensetzt. Alle
anderen Teilintervalle stimmen iiberein. Dann folgt

0<ao(f,P)—o(f,P) =oscfi|L]—(oscfi |Ij] +oscf;|L])
<oscfi L <2 |[fllpe - [I] <2+ fllLe - n(P). U

Lemma 5.5. Seien I = [a,b] und E wie bisher. Sei f: I — E beschrinkt. Seien P
und P’ zwei Partitionen des Intervalles I mit Zwischenpunkten Z bzw. Z'.

(i) Gilt P < P’, so folgt
1S(P,Z) = S(P', Z")|| < o(f, P).
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1) Sin un eliebige Partitionen von I, so gilt

Sind P und P’ beliebige P 1 l
IS(P,2) = S(P', Z")|| < o(f, P) + o(f, P').

Bewets.

(i) Seien I; mit 0 < i <n — 1 die Teilintervalle von P und I]’- mit0<j<m-—1
die Teilintervalle von P’. Da sich die Intervalllingen aller Intervalle I ]' mit
I} C I; zu |I;] aufaddieren, erhalten wir

fE) -1l — 32 (&) |1

{j: IcL}
<|re - Y re-Ipl|+ Y € - @)l 1n)
{5: I;CIi} {i: ICli} <osc f;
=0
< osc f; - | Ii].

Diese Abschétzungen fiir die einzelnen Intervalle I; addieren wir nun und
erhalten

IS(P,Z) = S(P', Z")|| =

S-S fE)-|n)

i=0 =0 {j: I)CL;}
n—1
ORI S A (R
i=0 {3: IjCLi}
n—1
<Y oscfi- |l =0a(f,P).
=0

(ii) Sei P* = PV P’ oder eine beliebige andere gemeinsame Verfeinerung von P
und P’ mit beliebigen Zwischenpunkten Z*. Dann folgen P < P* und P’ < P*
und direkt nach der Dreiecksungleichung erhalten wir

15(P, Z) = S(P", Z")]|
<|S(P,2) = S(P*, Z7)| + |S(P*, 27) = S(P', Z'))|
<o(f,P)+o(f.P). O
Lemma 5.6 (Riemannsches Integrabilitdtskriterium). Sei f: I = [a,b] — E be-
schrdankt. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:
(i) 52/0139 o(f,P)<e wund

(i) ¥, 3% nP)<s = olfiP)<e.

Bewets.

e . (i)=(ii)*: Sei € > 0 beliebig und P eine Partition mit o(f, P) < e. Wir
nehmen an, dass P gerade A\ Teilpunkte besitzt und diirfen weiterhin ohne
Einschrankung annehmen, dass || f||z~ # 0 gilt. Wir wéhlen

€
0= ———.
2A1 £l 2o
Sei nun P’ eine beliebige Partition von I mit n(P’) < . Sei P* := PV P'.
Dann besitzt P* maximal )\ zusatzliche Teilpunkte gegeniiber P’. Es folgt

U(faP,) Sa(f,P*)+|a(f7P’)—a(f,P*)\
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<o(f,P)+2X|fllr~ - n(P") (nach Lemma 5.4)
<e+2X|fllpe -6 =€+ =2e.
o, (ii)=(i)*: Ist klar. O
Damit definieren wir uns nun die Menge der Riemann integrierbaren Funktionen.

Definition 5.7 (Riemannsches Integral). Sei I = [a,b] C R kompakt und sei E ein
Banachraum.
(i) Eine beschrinkte Funktion f: I — FE heiflt Riemann integrabel oder integra-
bel, falls f eine der Bedingungen aus Lemma 5.6 erfiillt.
Wir sagen dann, dass f das Riemannsche Integrabilititskriterium erfiillt.
(ii) Sei f Riemann integrabel und (Py)s eine Folge von Partitionen von I mit
Zwischenpunkten (Z ), und n(Py) — 0 fiir k¥ — oo. Dann definieren wir das
(bestimmte) Riemannsche Integral von f iiber I durch

/bfz/bf(x)dxz/f:: lerr;oS(Pk,Zk).
a a T

(Der Zusatz ,bestimmt” deutet dabei an, dass wir das Integrationsintervall I
festgelegt haben.)

Theorem 5.8. Das Riemannsche Integral ist wohldefiniert.
Beweis.

(i) Sei & > 0. Wahle § > 0, so dass fiir jede Partition P mit n(P) < ¢ die
Ungleichung o(f, P) < ¢ folgt. Seien P und P’ zwei Partitionen mit n(P) < ¢
und n(P’) < § sowie Zwischenpunkten Z und Z’. Nach Lemma 5.5 folgt dann

(5.1) IS(P, 2) = S(P", Z)|| < o(f, P) + o(f, P') < 2.

(ii) Sei (Py)y eine beliebige Folge von Partitionen von I mit n(Py) — 0 fiir k — oo
und Zwischenpunkten Zj. Dann erhalten wir aufgrund der obigen Uberlegun-
gen fiir fast alle k, [ die Abschétzung ||S(Py, Zx) — S(F1, Z1)|| < 2¢. Somit ist
(S(Pg, Z))r C E eine Cauchyfolge und leIEO S(Py, Zy,) existiert.

(iii) Ein bekanntes Argument liefert, dass dieser Grenzwert nicht von der speziellen
Wahl der Folge (Py) und ihren Zwischenpunkten Zy, k € N, abhéngt: Sei eine
weitere Folge von Partitionen (P}); und Zwischenpunkten (Z;); gegeben.
Dann kénnen wir die obige Argumentation auch auf die Folge

P07P65P17P1/7P23P2lv"'

und ihre zugehorigen Zwischenpunkte anwenden und erhalten eine Cauchy-
folge mit Gliedern S(Py, Zy) und S(Py, Z;,). Dies ist aber nur méglich, wenn
die Grenzwerte von S(Py, Zy) und S(P], Z},) iibereinstimmen. Somit folgt die
Behauptung. (|

Wir halten gesondert fest, dass wir, durch Betrachtung einer Folge (P}, Z;.), im
Grenzwert k — oo aus Gleichung (5.1) das folgende Korollar erhalten.

Korollar 5.9. Fliir beliebiges € > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass fiir alle Partitionen
P mit n(P) < § und Zwischenpunkten Z die Ungleichung

b

/f—S(P,Z) <e

a

gilt.
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5.2. Integrationsregeln.

Proposition 5.10. Sei f: I = [a,b] — E Riemann integrabel und sei [, 8] C [a, b].
Dann ist flia: [, B] — E ebenfalls Riemann integrabel.

Beweis. Sei € > 0 und sei P eine Partition von I mit o(f, P) < €. Verfeinere P so
zu P’, dass auch o und f Teilpunkte der Partition P’ sind. Wir erhalten o(f, P’) <
o(f, P). Sei schlieklich P die Partition von [a, (], die genau die Teilpunkte aus P’
als Teilpunkte besitzt, die zu [a, 3] gehéren. Dann folgt o(f|a.5, P") < o(f, P’)
und wir erhalten die Behauptung. O

Proposition 5.11. Sei ¢ € [a,b]. Sei f (oder genauer dessen Einschrinkung auf
die entsprechenden Intervalle) iber [a,c] und dber [c,b] integrierbar. Dann ist f
auch tber [a,b] integrierbar und es gilt

jo oo

(i) Seien P und P’ Partitionen von [a, ¢] baw. [c,b]. Dann liefert die Vereinigung
der Teilpunkte von P und P’ eine Partition P” von [a,b] und es gilt

g(f7P’/):g-(f’P)+g(f’P/),

Hieraus folgt, dass f auch auf [a,b] das Riemannsche Integrabilititskriterium
erfiillt.

(ii) Seien Z und Z' beliebige Zwischenpunkte der Partitionen P bzw. P’ und
7" = Z U Z'. Wir erhalten

S(P",2") = S(P,Z)+ S(P', 7).

Betrachten wir immer feinere Partitionen und gehen zum Grenzwert iiber, so
erhalten wir daraus gerade die obige Behauptung fiir die bestimmten Integrale.

O

Beweis.

Definition 5.12. Sei f iiber [a, ] integrierbar, so definieren wir

a a b
a/f—() und b/f——a/f.

Mit Proposition 5.11 erhalten wir daraus

Proposition 5.13. Sei f: I = [a,b] — E integrierbar. Seien a; € I, 1 < i < mn
beliebig. Dann folgt

an n_1 %it1
[=%[r
ay =1 g,
Beweis. Dies folgt direkt per Induktion nach n. Details: Ubung. (]

Theorem 5.14 (Dreiecksungleichung). Sei f: [a,b] — E (Riemann) integrierbar.
Dann ist auch || f]|: [a,b] = R (Riemann) integrierbar und es gilt

/bf S/bllfll-

Beweis.
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(i) Nach Dreiecksungleichung gilt fiir alle z, y € [a, b]
HLF @) = ILf @I < 1Lf (2) = f)l

Somit erhalten wir osc ||f;|| < osc f; fiir alle Intervalle I; C [a,b]. Daher gilt
auch o(||f|l, P) < o(f, P) fir beliebige Partitionen von [a, b] und erhalten die
Integrabilitat.

(ii) Sei e > 0. Da f und || f]|| integrabel sind, gibt es ein § > 0, so dass fiir alle
Partitionen P von [a,b] mit n(P) < ¢ und beliebigen Zwischenpunkten die
Abschétzungen

b b
/f—S(ﬂRZ) <e und /an—S(an,P,Z) <e

gelten.
Wir verwenden nun die iiblichen Bezeichnungen. Aus

S<||fH7P7Z) = |S(||f||,P7Z)|

b
= [||f|l. Somit erhalten wir

Fil

folgt im Limes

b b
/f < /f—S(f,P,Z> L S(4, P, 2)]

n—1
<e+ (D f(&) L]
i=0
n—1
<e+ > IIFE - I
i=0

=€+S(||f||,P,Z) =e+ |S(||f||7P7Z)|

b b
<ot S(HfII’P,Z)—/IIfII T /Hfll

b
§2e+/||fH-

Mit e \, 0 folgt die Behauptung. O
Proposition 5.15 (Monotonie des Integrals). Seien f, g: [a,b] — R Riemann

integrabel. Gilt f < g, so folgt
b b
/ f< / g-

Insbesondere gilt
b
-0 I~ < [ F< 6= Iflu~.

Beweis.

(i) Die Ungleichung S(f, P, Z) < S(g, P, Z) bleibt auch im Grenzwert erhalten.
b

(ii) Benutze —| fllp= < f <|fllr= und [¢= (b—a) - c fiir alle ¢ € R. O
a
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Der erste Teil des folgenden Korollars wird auch als Mittelwertsatz bezeichnet.

Korollar 5.16 (Mittelwertsatz). Sei I = [a,b] und seien f, g: I — R Riemann
integrabel. Gelten 0 < g und m < f < M, so folgen
b

m/bgé/bfgSM/bg und m(b—a)é/fSM(b—a)-

a

Proposition 5.17. Sei f: I = [a,b] = R™ mit f = (fi)1<i<n gegeben. Dann ist f
genau dann Riemann integrabel, wenn dies fiir die Komponentenfunktionen zutrifft

und es gilt
b b
fr={/r

Dieses Resultat gilt auch fiir Funktionen mit Werten in einem Produktraum
n

I E; von Banachrdumen E;, 1 <i < n.

i=1

1<i<n

Beweis.

(i) Beschranktheit: Es ist klar, dass f genau dann beschriankt ist, wenn alle Kom-
ponenten f?, 1 < i < n, beschrankt sind.
(ii) Integrabilitdt: Aus der Abschétzung

1Fi(@) = £ )| < If@) = ) <D | (=) - £
=1

fiir alle z, y € I folgt
o (f,P)<o(f,P) <> o(f'P)
i=1
und daher die Behauptung iiber die Integrabilitét.

(iii) Wert des Integrals: Die Riemannsche Summe S(f, P, Z) ist gleich dem Vektor,
dessen Komponenten die Riemannschen Summen S ( fi,P,Z ) sind. Gehen wir
nun zum Grenzwert liber und beriicksichtigen, dass im R™ der Grenzwert
einer Folge gleich dem Vektor ist, dessen Komponenten die Grenzwerte der
Komponentenfolgen sind, so erhalten wir die Behauptung. O

Proposition 5.18. Sei E ein Banachraum idber dem Kdérper K. Dann bilden
die Riemann integrierbaren Funktionen f: I = [a,b] — E einen K-Vektorraum:
R(I, E). Wir schreiben R(I) = R(I,R). Es gelten fir alle f, g € R(I,E) und alle

AeK
b b b

/(f+g)=/bf+/g und /)\f:Af.

a a a

Dies bedeutet, dass das Integral mit f — [ f als Abbildung R(I, E) — E ein linearer
I
Operator (= lineare Abbildung) ist.

Beweis. Seien f, g € R(I, E). Die Beschranktheit von f + g bzw. \f ist klar. Sei
J C I beliebig. Aus
osc(fls + gls) < osc(f|s)+ osc(glys)
erhalten wir
o(f+9,P)<o(f,P)+0(g,P)
fiir beliebige Partitionen P von I. Somit ist f + ¢ wieder Riemann integrabel.
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Der Rest des Beweises ist einfach: Ubung. O

Proposition 5.19. Seien E, F Banachrdume. Sei I = [a,b] und sei f € R(I,E).
Sei ¢: E — F Lipschitzstetig auf R(f). Dann gilt 9o f € R(I, F).

Beweis.

(i) Beschranktheit: Wegen f € R(I, E) ist R(f) beschrénkt, d. h. es gibt 29 € E
und 7 > 0 mit f(I) C By(xo). Fiir beliebige x € B,(x¢) folgt nun |p(x) —
o(xo)|| < L ||z —xo|| < Lr. Also ist g o f(I) C Br.(p(zp)). Somit ist p o f
beschrénkt.

(ii) Integrierbarkeit: Sei L die Lipschitzkonstante von f auf R(f). Dann folgt
le(z)—pW)|| < L-||lz—y| fir alle z, y € R(f). Sei J C I beliebig. Wir erhalten
dann osc(po f|y) < L-osc(f|s) und folgern, dass o(po f, P) < L-o(f, P) fiir
alle Partitionen P von I gilt. Wir erhalten die Behauptung. O

Korollar 5.20. Sei I = [a,b]. Ist f € R(I,E) und ist p € [1,00), so folgt ||f||P €
R(I,R).
Proposition 5.21. Sei I = [a,b] und seien f,g € R(I,K), so folgen

fg € R(I,K) und g € R(I,K), falls irllf|g| > 0.

Beweis.

(i) Die Beschénktheit von fg und f/g ist jeweils klar.
(ii) Sei J C I beliebig und seien z, y € J. Dann folgt aus

f@)g(x) — f(y)g(y) = f(2)(g(x) — g(y)) + (f(x) — f(¥)g(y)

die Oszillationsabschitzung

osc((fg)lr) < || fllze= - osc(gly) + osc(f]s) - gl Lo
Somit ist fg € R(I,K).
(iii) Gehe analog vor. Ubung. O

Proposition 5.22. Sei I = [a,b] und seien f, g € R(I,E). Stimmen f und g auf
einer dichten Teilmenge von I tberein, so gilt

b b
fi=]o
a a
Beweis. Wahle in den approximierenden Riemannschen Summen die Zwischen-
punkte aus der dichten Teilmenge, in der f und g iibereinstimmen. O

Integration von Folgen und Reihen. Das Riemannsche Integral verhélt sich unter
gleichméfiger Konvergenz gutartig. Bei punktweiser Konvergenz werden wir im
dritten Semester sehen, dass sich das Lebesguesche Integral besser verhélt.

Theorem 5.23. Sei I = [a,b]. Sei (fn)n eine Folge von Riemann integrierbaren
Funktionen f, € R(I,E), die gleichmdfig gegen eine Funktion f: I — E konver-
gieren. Dann gilt auch f € R(I, E) und fir das Integral erhalten wir

b b
lim [ f, = / f.
n— oo

Beweis.
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(i) Beschranktheit: Aus

IF @I < I fn@)+1f (@) = fa(@)] < 1 fllzee +11f = fallzee

folgt die Beschrianktheit von f.
(ii) Integrabilitét: f, = f ist dquivalent zu ||f — fn]lpee — 0 fiir n — oo. Sei
A C I beliebig und seien z, y € A. Sei n € N fest. Dann erhalten wir

1 (@) = F <[1f (@) = fa(@)l| + [ fa(z) = fu(o)]| + 1 Fn(y) = FW)I
S = ol +ose(fnla) + [[fn — fllz=

und somit

osc(fla) < osc(fula) +2[[f — fallzee

sowie fiir eine beliebige Partition P von [

O’(f’P) Sa(fnap)+2(b_a)Hf_fn”L°°

Fiir festes € > 0 wihlen wir nun zunéchst n so grof, dass 2(b—a)||f — fullL= <
¢ gilt. Nun wéhlen wir die Partition P so, dass auch o(f,, P) < € ist. Somit
gibt es eine Partition P von I mit o(f, P) < 2¢ und f ist integrabel.

(iii) Wert des Integrals: Mit Dreiecksungleichung und der Monotonie des Integrals
erhalten wir

b b b b
/f—/fn s/n(f—fn)(x)\\ms/||f—fnum <O—a)-If - fulli~.
a a E a a

Dies liefert die Behauptung. O

Theorem 5.24 (Integration von Reihen). x Sei I = [a,b], sei (f)n eine Folge mit
fn € R(I,E), n € N. Konvergiere die Reihe ((f))n in I gleichmafSig gegen f, gelte

&)
also insbesondere f(x) = > fn(x). Dann gelten f € R(I, E) und
n=0

b 0o b
[15]"

Beweis. Sei (sy,)n die n-te Partialsumme der Folge. Da R(I, E) ein Vektorraum ist,
folgt s, € R(I, E). Die Behauptung erhalten wir nun direkt aus Theorem 5.23. O

5.3. Monotone und stetige Funktionen. Bisher wissen wir nur, dass konstante
Funktionen Riemann integrierbar sind. In diesem Kapitel werden wir sehen, dass
auch alle monotonen Funktionen und alle stetigen Funktionen Riemann integrierbar
sind.

Proposition 5.25. Sei I = [a,b]. Sei f: I — E stetig, also f € C°(I,E). Dann
ist f € R(I,E).

Beweis. Da I kompakt ist, ist f auf I gleichméfig stetig. Zu € > 0 gibt es also ein
d > 0, so dass

lz—yl<d = |f(2)-Fflyll <e
fiir alle z,y € I gilt. Insbesondere gilt fiir alle Teilmengen J C I mit diamJ =

sup |z —y| < ¢ die Abschétzung osc(f|s) < e.
z,yeJ
Sei nun P eine beliebige Partition von I mit n(P) < §. Dann erhalten wir

o(f,P)<e-(b—a).
Die Beschranktheit von f ist klar. Somit ist f € R(I, F). O
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Proposition 5.26. Sei f: I = [a,b] — R monoton, so ist f Riemann integrabel.

Beweis. Wir diirfen ohne Einschrdnkung annehmen, dass f monoton wéchst. Sei
J = [a, f] C I ein beliebiges Teilintervall. Dann erhalten wir

osc(fly) = f(B) — f(a).

Wir zeigen nun das Riemannsche Integrabilitdtskriterium mit Hilfe der dquidistan-
ten Partition P,,, n € Nyg, von I, die durch z;11 — x; = b_Ta firo<i<n-1
charakterisiert ist. Fiir die Partition P,, bekommen wir eine Teleskopsumme und
erhalten

b—a' 2 b—a
Z(f(l”iﬂ) — f(z)) =

=0

O'(faPn) =

n

fiir n — oo. Die Beschrénktheit von f ist aufgrund der Monotonie klar. Somit ist
f € R(I,R). O

Definition 5.27.

(i) Eine Funktion f: I = [a,b] — FE heilt Treppenfunktion, falls es eine Par-
tition P = {zo, 21, ..., &} von I gibt, so dass f auf den Teilintervallen
I; = [z;,x;41) konstant ist. Es gilt dann

n—1
f = Z aiX1;
=0

fiir geeignete a; € E, 0 <i <n — 1, (aufer in x,), wobei x4 die charakteris-
tische Funktion einer Menge A mit

(2) 1, z€A,
€Tr) =
x4 0, 2¢ A

bezeichnet. Wir sprechen auch von einer Treppenfunktion, wenn die Werte in
den Teilpunkten x; nicht zu dieser Definition passen.

(ii) Eine Funktion f: I = [a,b] — E heillt stickweise stetig bzw. stiickweise von
der Klasse C™, m > 0, falls eine Partition P von I existiert, so dass f bzw.

o
alle Ableitungen von f bis zur Ordnung m auf allen Intervallen I; = (z;, ;41),
0 < i < n — 1, stetig sind und sich stetig auf jedes I; fortsetzen lassen.
(iii) Stiickweise affin lineare Funktionen, stiickweise quadratische Funktionen sowie
stiickweise polynomiale Funktionen und stiickweise konstante Funktionen (=
Treppenfunktionen) sind analog definiert.

Proposition 5.28. Stickweise stetige Funktionen und daher auch Treppenfunktio-
nen sind Riemann integrabel.

Beweis. Benutze, dass die Einschriankungen auf die Intervalle I; zu einer geeigneten
Partition stetig und daher auch Riemann integrabel sind. Nach Proposition 5.11
sind die Funktionen damit auch auf dem gesamten Definitionsbereich Riemann
integrabel. O

5.4. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Fiir das Integral gilt
das folgende Resultat, das gelegentlich auch als Mittelwertsatz bezeichnet wird.

Proposition 5.29 (Mittelwertsatz). Sei I = [a,b] und sei f € C°(I). Dann gibt

es ein € € I mit
b

[ 1=ro0-a.

a



5.4. HAUPTSATZ DER DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG 41

Beweis. Nach Korollar 5.16 erhalten wir (b —a)inf f < [ f < (b— a)sup f. Jede
Zahl in diesem Bereich ldsst sich aber aufgrund des Zwischenwertsatzes fiir stetige
Funktionen in der Form f(§) - (b — a) schreiben. O

Fiir vektorwertige Funktionen erhalten wir ebenfalls eine Variante des Mittel-
wertsatzes.
Proposition 5.30 (Mittelwertsatz). Sei I = [a,b] und sei f € R(I, E), so gilt
b

/f <sup f@)]- (6= @) = |1 - (b= a).

Beweis. Nach Dreiecksungleichung gilt

b b b
/f S/HfII s/ufnm — 1l - (b —a)

wie behauptet. U

Proposition 5.31. Sei I = [a,b] und sei f € R(I,E). Dann definieren wir eine
Abbildung

F:1—-FE durch x»—)/f.

Die Abbildung F ist Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante < || f]|po .

Beweis. Seien x, y € I und gelte ohne Einschréinkung z < y. Dann erhalten wir
y

1F(y) = Fa)| = ]f—jf = /f S/yfIISIIfIILoo-Iy—xl

a x

wie behauptet. U

Theorem 5.32 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei I = [a, D]
und sei f € C°(I, E). Dann ist die Funktion F aus Proposition 5.31 in (a,b) (stetig)
differenzierbar und es gilt dort F' = f.
xo+e
Grundidee des Beweises ist, dass [ f =~ f(z) - € gilt.
Zo
Beweis. Seien x, xg € (a,b). Dann folgt
[1F(2) = F(x0) = f (x0)-(z—wo)[| = /(f = f(zo))|| < sup |[f(E)=f(@o)ll-|z—wol.

£€(xo,x]
xo

Wenn wir nun durch |z — x| dividieren, konvergiert die rechte Seite fiir x — xg
aufgrund der Stetigkeit von f immer noch gegen Null. Dies besagt aber nach Defi-
nition der Differenzierbarkeit gerade, dass F' an der Stelle xg differenzierbar ist und
die Ableitung f(xg) ist. Die Stetigkeit der Ableitung folgt aus der Stetigkeit von
f. O

Korollar 5.33. Sei Q2 C R ein offenes Intervall. Sei f € CY(Q, E). Dann gilt
£@) = flao) + [ £t
o

fiir alle x, z¢ € Q.
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Beweis. Sei xg € ) fest. Betrachte beide Seiten als Funktionen von x. Nach dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung stimmen die Ableitungen der rech-
ten und der linken Seite nach x in ) iiberein. Somit ist die Differenz nach Korollar
4.30 eine Konstante in E. Fiir x = z( gilt Gleichheit, somit ist die Konstante 0 € F
und die Behauptung folgt. O

Aus Korollar 5.33 erhalten wir das folgende hdufig verwendete Resultat.

Korollar 5.34. Sei Q C R ein offenes Intervall. Sei f € C1(Q, E). Dann gilt

f(@) — f(zo) :/%f(tx—&—(1—t)xo)dt:/Df(t:r—i—(l—t)xo)(x—x()}dt
0 0

fir alle x,xzg € Q.

Beweis. Wir definieren ¢(t) := f(tx + (1 — t)xo) und erhalten aufgrund der Ket-
tenregel ¢’ (t) = Df(tx + (1 — t)xo){x — o). Das Resultat folgt nun aus Korollar
5.33. 0

Definition 5.35. Sei 2 C R eine offenes Intervall. Sei f: 2 — FE stetig. Eine
Funktion F: Q — E mit F' = f heifst Stammfunktion von f.

Bemerkung 5.36.

(i) Ist f stetig, so definiert F(z) = [ f eine Stammfunktion von f.

Zo
(ii) Ist F' eine Stammfunktion von f und ¢ € E, so ist auch = — F(x) + ¢ eine
Stammfunktion von f.
(iii) Seien F' und G zwei Stammfunktionen von f. Dann stimmen F' und G bis auf
eine additive Konstante iiberein.

Beweis. Es gilt F' = G'. Somit folgt die Behauptung aus Korollar 4.30. [

(iv) Sei F' eine Stammfunktion von f. Dann folgt nach Korollar 5.33 fiir beliebige
x1, T2 € (a,b)

T2
/f = F(x3) — F(x1) = F\if .
Ty
(v) Als unbestimmtes Integral [ f bezeichnen wir die Menge aller Stammfunktio-

nen von f.

Als Vorbereitung auf das folgende Kapitel halten wir noch einen Satz iiber die
Ableitung des Integrals in dem Fall, dass die obere Integrationsgrenze variabel ist,
fest.

Proposition 5.37. Sei I = [a,b] und sei f € CO(I, E). Sei Q C R offen und sei
v € CY(Q,R) mit im ¢ C (a,b). Dann ist die Funktion
w(z)
Glz) = / (1) dt
a

in Q (stetig) differenzierbar und es gilt fir xo € Q
G'(z0) = f(p(x0)) - ¢’ (20).

Beweis. In der Notation des Beweises des Hauptsatzes der Differential- und Inte-
gralrechnung gilt G(x) = F(¢(x)). Daher folgt die Behauptung aus der Kettenregel.
Die Stetigkeit der Ableitung ist wieder klar. O
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5.5. Integralsitze und Transformationsregeln.
Die partielle Integration ist eine integrierte Version der Produktregel.

Theorem 5.38 (Partielle Integration). Sei I = [a,b] und seien f, g € C1(I,K).

Dann gilt
/f’g: (f9)lz, */fg’

Eine der beiden Funktionen kann auch banachraumwertig sein.

fiir alle x, ¢ € 1.

Beweis. In (a,b) gilt aufgrund der Produktregel (fg) = f'g + fg’. Wir nehmen

zunichst an, dass z, 9 € (a,b) gelten. Wir integrieren dies [ und benutzen
o

[ (f9) = (fg)l;,- Somit folgt die Behauptung in diesem Fall. Durch Grenziiber-

o

gang erhalten wir aufgrund der Stetigkeit aller Summanden die Behauptung auch

flir beliebige x, ¢ € I. O
Beispiele 5.39.
(i) Fiir a, b > 0 folgt mit f/(t) =t und g(t) = logt

b 1 b1
tlogtdt = =t’logt| — [ =t3=dt
/ 8 2" 08| /2 ¢

a a

12 12
= (=t*logt — ~t
(7wet=3)

(ii) Fir a, b € R folgt mit f'(t) =sint und g(t) =t
b b

/tsintdt: t(fcost)\zf/L(fcost)dt

a a

= (—tcost+ sint)|l; .

b

a

Theorem 5.40 (Transformationsformel). Seien I = [a,b], J = [a, 8], ¢ € C1(J)
mit p(J) C I, a=p(a) und b= ¢(B). Sei f € C°(I,E), so gilt

/b f(@) d = /ﬁ £ o o)/ (t) dt.

Die Transformationsformel ist letztlich eine integrierte Form der Kettenregel.

Beweis. Wir betrachten beide Seiten als Funktion der oberen Grenze [, also ins-
besondere auch b = ¢(8), benutzen ~ statt § und ¢ = () statt b, da die obere
Grenze nun variabel sein soll und erhalten

2 [1war=1 [1@ar 20— pop0)

sowie mit Proposition 5.37

% /f o@(t)y!(t)dt = f o (v)¢' (7).



44 5. INTEGRATION IN EINER VARIABLEN

Daher stimmen die Ableitungen beider Seiten {iberein.
Fiir v = « sind beide Seiten Null. Somit folgt die Behauptung. O

Beispiel 5.41. Seien f(t) = et und ¢(z) = 2. Mit der Transformationsformel
kénnen wir nun das folgende in der Stochastik wichtige Integral bestimmen. Sei
a > 0. Es gilt

a a v(a)

. 1 1
/e_“Qxdx = g/f(go(x))ap'(x) dr = 3 / e tdt
0 0 ©(0)

a2 2

N 1
= — (1767(12).
2

0

1
=— [etdt= fle*t
2 2

0

5.6. Integration rationaler Funktionen x. Wir wollen in diesem Abschnitt ler-
nen, wie man eine echt rationale reelle Funktion h = f/g, die als komplexe Parti-

albruchzerlegung durch
m  m;

=YY oy
i=1 j=1 Z o Cl
gegeben ist, integriert.
Zur Vorbereitung zeigen wir

Lemma 5.42. Sei f € P(C) ein Polynom mit reellen Koeffizienten. Sei ¢ eine
Nullstelle von f. Dann ist auch ¢ eine Nullstelle von f und die Vielfachheiten der
Nullstelle von ¢ und ¢ stimmen tiberein.

Beweis.

(i) Da f reelle Koeffizienten hat, folgt f(z) = f(%) fiir alle z € C. Insbesondere
folgt aus f(¢) = 0 also auch f (¢) = 0.

(ii) Sei ¢ eine nicht reelle Nullstelle von f. Wir konnen f mittels Polynomdi-
vision als f(z) = (2 — ¢) (2 — ) g(2) mit einem Polynom g schreiben. Da
(z =) (z — Z) =22 - (C —|—Z) z — (C ein Polynom mit reellen Koeffizienten
ist, ist auch ¢ ein Polynom mit reellen Koeflizienten. Somit folgt die Aussage
iiber die Vielfachheit der Nullstellen per Induktion. O

Da die Nenner in der Partialbruchzerlegung gerade von den Nullstellen von ¢ in
h = f/g herkommen, kénnen wir die Partialbruehzerlegung auch in der Form

/
i

(5.2) ZZ il]&, +Z (Z—Cz ( Cij. )

J
=1 j= 1 =1 j=1 Z_Cz)

schreiben, wobei ¢; die reellen Nullstellen von g und ¢, ¢; die komplexen, nicht
reellen Nullstellen von g sind.

Lemma 5.43. Sei h = f/g eine rationale Funktion mit reellen Koeffizienten. Dann
gelten in der Partialbruchzerlegung in der Form (5.2) die Aussagen a;; € R und
Bij = Cij'

Beweis. Aus (5.2) und da die Koeffizienten reell sind, erhalten wir

LEee LR ()

=1 j=1

Dies gilt fiir beliebige z € C, also insbesondere auch fiir z statt z. Wir verglei-
chen das Ergebnis mit (5.2) und erhalten durch Koeffizientenvergleich aufgrund der
Eindeutigkeit der Partialbruchzerlegung die Behauptung. O
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Fiir den rein reellen Anteil mit a;; in (5.2) kénnen wir eine reelle Stammfunktion
mit log |z — ;| im Falle j = 1 und als rationale Funktion fiir j > 1 direkt angeben.
Daher geniigt es, im Falle

b b
fz) = + =
(=™ (x —C )
eine reelle Stammfunktion anzugeben.
Diese kann man mit Fallunterscheidung direkt angeben:

) m>17

Bemerkung 5.44.

(i) Seim > 2. Wir geben eine Stammfunktion F in zwei verschiedenen Formen an.
An der ersten Form liest man direkt ab, dass es sich um eine Stammfunktion
handelt, an der zweiten sieht man, dass die Funktion reell ist.

1 b b
F(z) = — m—1 <(x_<)m—1 + (:rf)m1>

1 b(@=Q" b —
= m—1 "
m=1 (a2 — 2 (C+C) +1¢2)
(ii) Ist m = 1, so konnen wir die Funktion f in der Form

oy Ho=Q M0 st
22—z (C+Q) + [P 22 +prtg
mit «, 8, p, ¢ € R darstellen. Der Nenner besitzt nach Voraussetzung keine
reelle Nullstelle und ist daher iiberall strikt positiv. Wegen
e (o 2)' - (2) o= (s 2) -0
¥+ pr—+q (x+2 9 +q= a:+2
ist dies nur fiir D < 0 mdglich.
(iii) Es gilt

d 1 r+ 5\ 1
Iz ( == arctan \/j) =2 Yprtq
Dies rechnet man direkt unter Benutzung von arctan’ z = Tlﬁ nach.
(iv) Es gilt
%%log (¢® +pr+q) =
Auch dies rechnet man direkt nach.
(v) Aus diesen Ausdriicken lasst sich nun stets eine reelle Stammfunktion zusam-
mensetzen.

P
T+ 5

w2 +pr+q

5.7. Lebesguesches Integrabilitdtskriterium x.
Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass eine beschréankte Funktion genau dann
Riemann integrabel ist, wenn sie aufserhalb einer Nullmenge stetig ist.

Definition 5.45 (Nullmenge).

(i) Eine Menge M C R heifit (Lebesguesche) Nullmenge, falls es zu jedem € > 0
eine hochstens abzéhlbare Uberdeckung (I;)iea von M durch offene Intervalle

mit
S Ll <e
i€A
gibt.
(ii) Eine Aussage p = p(z) gilt fast berall (f.1i.) in M C R, falls die Menge
{z € M: p(z) gilt nicht} eine Nullmenge ist.
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Bemerkung 5.46.

(i) Wir haben nicht gefordert, dass die Intervalle I; paarweise disjunkt sind.
i) Jede hochstens abzéhlbare Teilmenge von R ist eine Nullmenge.
ii) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist selber wieder eine Nullmenge.
) Die hochstens abzéahlbare Vereinigung von Nullmengen ist wieder eine Null-
menge. (Benutze ein 2~ e-Argument.)
(v) Eine kompakte Menge K C R ist genau dann eine Nullmenge, wenn es zu
jedem € > 0 eine endliche Uberdeckung (I;)1<i<n mit offenen Intervallen und

n

Z‘IA <e€

i=1
gibt.
(vi) Eine &quivalente Definition einer Nullmenge erhalten wir, wenn wir statt of-
fenen Intervallen in der Uberdeckung beliebige Intervalle zulassen.

Beweis. Einfache Ubung. (]
Fiir dieses Kapitel fithren wir eine ad hoc Definition ein.

Definition 5.47. Seien E, F metrische Rdume. Sei f: ' — F eine Abbildung.
(i) Wir definieren die Oszillation von f durch

osc f:= sup d(f(z), f(y))

r,yck
(ii) Ist A C F, so definieren wir die Oszillation von f in A durch
osc(f, A) :=osc(f|a)-

(iii) Ist x € E, so definieren wir die Oszillation von f in = durch
osc(f,x) == liﬁ)losc(f, B,.(x)).

(Da r — osc(f, B-(z)) monoton wachsend ist, existiert der Grenzwert, ist aber
moglicherweise gleich +00.)
Bemerkung 5.48. Seien F, F' metrische Rdume und f: E — F eine Abbildung.

(i) Dann ist f genau dann in x € E stetig, wenn osc(f,z) = 0 gilt.
(ii) Mit 3(f) bezeichnen wir die Menge der Unstetigkeitspunkte von f. Weiterhin
definieren wir X.(f) := {z € E: osc(f,z) > ¢}. Dann gilt

2(H=U L0
m=1
Bemerkung 5.49. Sei f: F — F eine Abbildung zwischen metrischen Rédumen.

Sei & > 0. Dann ist die Menge X.(f) abgeschlossen.

Beweis. Gelte X.(f) > x; — x flir ¢ — oo. Sei > 0 beliebig. Es geniigt der
Nachweis, dass es a, b € B,.(zo) mit d(f(a), f(b)) > € gibt. Sei dazu x;, € B, 2(zo).
Dann gibt es nach Voraussetzung a, b € B, s(x4,) mit d(f(a), f(b)) > €. Nach
Dreiecksungleichung gilt a, b € B, (z) und die Behauptung folgt. O

Das Hauptergebnis dieses Kapitels ist

Theorem 5.50. Sei f: I = [a,b] — E beschrinkt. Dann ist f genau dann Riemann
integrabel, wenn f fast iberall stetig ist.

Beweis.
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Sei f € R(I,FE). Es geniigt der Nachweis, dass fiir jedes m € Nyq die
Menge Y1 (f) eine Nullmenge ist, denn dann ist auch X(f) = |J X1 (f)
= =

eine Nullmenge.

Sei € > 0 beliebig und m € Ny fest. Wir wollen zeigen, dass sich die
Menge ¥ 1 (f) durch Intervalle mit aufsummierter Linge < ¢ {iberdecken
lasst. "

Da f Riemann integrierbar ist, gibt es eine Partition P = {zg, ..., z,}

von I, so dass

€
O’(f,P)<%

gilt. Wir definieren A C {0, 1, ..., n — 1} als die Menge der Indices i, so
dass 1 (f) N 1I; # 0 gilt. Dann erhalten wir

€A =0

Wir miissen nun insbesondere die Gesamtléinge der Intervalle in der ersten

Vereinigung abschéitzen. Sei dazu i € A und £ € ¥ 1 (f) N I;. Dann gibt es

eine Kugel/ein Intervall Bs(€) mit Bs(§) C I;. Es folgt nach Definition und
Monotonie der Oszillation im Definitionsbereich

< osc(f,€) < ose(f, Bs(€)) < osc(f, I;) = osc(fy).

Wir summieren tber alle ¢ € A und erhalten aus

1 €
EZ ;]| < ZOSC(fi) Ll <o(f,P) < o
€A i€EA
die Abschétzung
Sl <<
< 2
SN
Die endlich vielen Zwischenpunkte aus der Partition P tiberdecken wir mit
Intervallen J;, 0 < i <n — 1, mit z; € J; der aufsummierten Gesamtlange
< 5. Insgesamt erhalten wir also

Zﬁ(f)CUIZUUJl und Z|IZ|—|—Z|J1|<€
i€A i=0 i€A i=0

Sei umgekehrt X(f) eine Nullmenge. Sei € > 0 beliebig und sei (Jx)gea eine

hochstens abzihlbare Uberdeckung von () durch offene Intervalle Jj, mit

>kl <e.
keA
Zu jedem Punkt & € T\ X(f) gibt es ein 6 > 0, so dass

0SC (f, B;s(&)n I) = osc (ﬁB(&)) <e
gilt. Die Mengen (Ji)rea und (B(&))ecr\x(s) bilden zusammen eine offe-

ne Uberdeckung von I. Da I kompakt ist, besitzt diese Uberdeckung eine
endliche Teiliiberdeckung,

N

1c |J wulBE).
ken’ j=1

Wir betrachten nun die Partition P, deren Teilpunkte alle Endpunkte der

obigen Intervalle sowie a und b sind. Dann liegt jedes Teilintervall I;, 0 <

i <n—1,in einem J; mit k € A’ oder in einem B(&)NI,1<j<N.Wir
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definieren A; und Az als eine Zerlegung von {0, ..., n— 1}, so dass fiir die
Intervalle I; mit ¢ € Ay stets I; C J, fiir ein kK € A’ und fiir ¢ € Ay stets
I; C B(&) NI fiirein 1 < j < N gelten. Wir erhalten also die Abschétzung

n—1
o(f, )= oscfi-|L| =Y oscf;-|L|+ Y oscfi|L]
i=0

1€A 1€A2
S2-|fllze e +e- Il =2 [[fllze + (b—a)) e

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Riemann-Integrierbarkeit. O

Lemma 5.51. Sei I C R ein Intervall mit nichtleerem Inneren und sei A C I eine
Lebesgue-Nullmenge. Dann liegt I\ A dicht in I.

Beweis. Falls nicht, so gibt es 2 € I und ¢ > 0 mit B.(x) C I und B.(z)N(I\A) = 0.
Also folgt B.(x) C A. Dies ist bei einer Nullmenge A natiirlich nicht moglich.
Formal fiihren wir dies wie folgt zu einem Widerspruch. Die Menge K := B, 5(x)

ist kompakt. In einer Uberdeckung von A durch hochstens abzihlbar viele offene
Intervalle mit einer aufsummierten Gesamtlange < ¢ gibt es also endlich viele, I,
1 <1 < n, die bereits K iiberdecken. Wir erhalten

e= K| <Y Ihl <,

i=1

wobei man ,,<“ in der obigen Ungleichung durch sukzessives Verschieben der Inter-
valle, so dass sie direkt aneinander anstofend liegen, zeigt. Da A eine Nullmenge
ist, kdnnen wir § > 0 beliebig vorgeben. Widerspruch. O

Korollar 5.52. Sei f € R(I, E). Dann gilt

Il = / Ifll=0 <— f =0 fast iberall.
T

Beweis.

»= Gelte || f||z: = 0. Wir definieren A := I'\ X(f) und behaupten, dass f|5 =0
gilt:
Sei dazu & € A mit f(§) # 0. Dann ist f in £ stetig und es gibt eine
(relativ) offene Kugel Bs(&) mit 0 < || f(&)|l < || f ()| fiir alle 2 € Bs(&).
Wir diirfen ohne Einschrankung annehmen, dass zumindest die rechte oder
linke Halfte der Kugel/des Intervalles Bs(&) in I liegt. Sonst miissen wir in
der folgenden Abschétzung § durch |I] ersetzen. Aufgrund der Monotonie
des Integrals im Integrationsbereich bei nichtnegativen Integranden (:= der
Funktion ,unter dem Integral) und im Integranden erhalten wir

b
[is1= [ 11> 30150

Bs(€)

Widerspruch.
»<="“ Gelte fast tiberall f = 0. Wir definieren A := {z € I: f(x) # 0}. Dann ist
A nach Voraussetzung eine Lebesgue-Nullmenge. Nach Lemma 5.51 liegt
I\ A also dicht in I. Auf einer dichten Teilmenge von I gilt also f = 0.
Nach Proposition 5.22 folgt daher [ f = [0 = 0 wie behauptet. O
T T
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5.8. Uneigentliche Integrale. In diesem Kapitel werden wir Funktionen integrie-
ren, die am Rand des Definitionsintervalles ,singular” werden.

Definition 5.53. Sei E ein metrischer Raum und V' C E. Dann heift A C V
kompakt enthalten in V., A € V, falls A kompakt ist und A C V gilt.

Bemerkung 5.54.

(i) Ist E =V, soist A € V gleichbedeutend zur relativen Kompaktheit von A in
L.
(ii) Ist V offen in R™ und A € V, so gilt insbesondere dist(A, V) > 0.
(iii) Wir erinnern daran, dass ,* bzw. \, monotone Konvergenz bezeichnen.

Definition 5.55. Sei (z,), C R eine Folge und a € R.

(i) Fir z,, — a fiir n — oo mit z,, < a fir alle n € N schreiben wir z,, T a fir
n — oo. Man findet auch x,, — a~.

(ii) Fir x, — a fir n — oo mit x,, > a fiir alle n € N schreiben wir z,, | a fiir
n — 0o. Man findet auch z,, — a™.

Definition 5.56. Sei E ein Banachraum und sei §) # I C R ein beliebiges nicht-

leeres Intervall.

(i) Eine Funktion f: I — E heillt lokal integrierbar, f € Rio.(I, E), falls f|; €
R(J, E) fiir alle Intervalle J € I gilt.
(ii) Sei I = [a,b) und gelte f € Rioc(I, E). Dann sagen wir, dass das uneigentliche
b

Integral [ f existiert oder konvergiert, falls
a

b—4
lim / f
a

b
existiert. Wir definieren dann f f als diesen Grenzwert und schreiben f €

R(I,E). ’
(iii) ~ Entsprechend definieren wir im Falle I = (a,b] und f € Rjo.(I, E), falls der
folgende Grenzwert existiert,

b b
o=

a+d
(iv) Ist I = (a,b) und f € Rioc(I, E), so definieren wir, sofern diese Grenzwerte

existieren,
b—¢ c
lim + lim
610 / f €l0 / f
(&

a-+te
fiir ein beliebiges ¢ € (a, b).
(Diese Definition héngt nicht von der speziellen Wahl von ¢ € (a,b) ab.)

Beispiel 5.57. Es gilt
1

1
1 . 1 . 1
/%d:v:%lﬁ)l 7dz:2%2ﬁ|5:2'
0 5

Ganz analog definieren wir fiir unbeschrankte Integrationsbereiche

Definition 5.58.
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(i) Sei I = [a,00) und f € Rjpc(I, E). Dann sagen wir, dass das uneigentliche
Integral [ f existiert oder konvergiert, falls
0

xT

lim [ f
r—r 00
a

o0
existiert und definieren in diesem Fall [ f als diesen Grenzwert.

a
(ii) % Falls f € Rioc((—00,a], E) ist, so definieren wir entsprechend

/f—;pm /,

falls dieser Grenzwert existiert.
(iii) Ist f € Rioc(R, E), so definieren wir

T——00 y~>c>o

/f: lim f+11m f

fiir ein beliebiges a € R, falls diese Grenzwerte belde existieren.
(Diese Definition ist wiederum von der Wahl von @ unabhéngig.)

Beispiel 5.59. Es gilt

o0 xT
— . — . —_ x
e tdt = lim e = lim —e " =1.
z—00 T—>00 0
0 0

Bemerkung 5.60. *

(i) Fir f € R([a,b], E) stimmt das uneigentliche Integral iiber (a,b) mit dem ge-
wohnlichen Integral iiber [a, ] iiberein, da das Integral fiir beschrankte Funk-
tionen beziiglich seiner Grenzen stetig ist.

(ii) Das uneigentliche Integral ist linear in f, additiv beziiglich seiner Grenzen
und im Falle £ = R auch monoton.

Lemma 5.61. Ist f € Rj.((a,b),R) mit f > 0 in (a,b), a,b € R bzw. (a,b) =
(—00,00), so gelten

b b—§ ) x
/f:gg/f b, /f:£$ /.

a+d —o00 —x

wobei maglicherweise beide Seiten gleich +o00 sind.

Beweis. Ubung. (]

Bemerkung 5.62. Ist
+1, x>0,
) = {1, z <0,

o0
so existiert [ f nicht, es gilt jedoch
— 00
xr
lim f=0.
T—r00
—x

Definition 5.63.
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(i) Sei f € Rioc((a,b), E), a,b € RU{£oo}. Dann heifit das uneigentliche Integral
b b
| [ absolut konvergent oder absolut integrierbar, falls [ | f| konvergiert.

(ii) f € Rioc(R, E) heilt integrierbar (iber R), falls [ f existiert.

Da uneigentliche Integrale als Grenzwerte definiert sind, existieren sie genau

(oo}

dann, wenn die zugehorigen Cauchykriterien erfiillt sind. Im Fall f f geben wir es
a

hier an, in den anderen Fillen lauten sie analog.

o0
Proposition 5.64 (Cauchykriterium). Das uneigentliche Integral [ f existiert ge-
a

T Yy Yy
EZ/ORga;EJYZR /f__/fH: /f <
a a T

Beweis. Dies folgt direkt nach Definition. O

nau denn, wenn

gilt.

Damit erhalten wir direkt
Korollar 5.65. Ein absolut konvergentes Integral ist konvergent.

Beweis. Dies folgt direkt aus dem Cauchykriterium und der folgenden Folgerung

aus der Dreiecksungleichung
Yy Y
[ =<| .

Proposition 5.66 (Majorantenkriterium).
Sei I = [a,00) und gelten g € Rioc(I,R4), f € Ripe(I, E) sowie || f(x)| < g(z) fir

O

alle € 1. Existiert [ g, so ist auch f absolut integrierbar.

j||f||§79§79~

Hieraus folgt die Behauptung aufgrund der Monotonie der linken Seite in x. O

Beweis. Fiir alle x > a gilt

Bemerkung 5.67. Ist das Integrationsintervall nichtkompakt, so kénnen unerwar-
tete Effekte auftraten. Auch bei gleichméfiger Konvergenz gilt dann im Allgemeinen
nicht mehr

oo oo

/ lim f, = lim [ f,.
n—oo n— oo

0 0

Dies sehen wir an dem folgenden Beispiel. Definiere fiir n € N Funktionen f,,: R, —

R durch
l, n<z<2n,
fn(w) = {g
, sonst.

o0
Dann gilt einerseits f,, =% 0, andererseits gilt aber auch [ f, =1 /4 0 fiir n — oo.
0
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Ist der Grenzwert lim [ f,, in der Definition des uneigentlichen Integrales jedoch
xr—r o0 a

gleichméfig in n, so erhalten wir

Theorem 5.68. Sei I = [a,00) und sei fn, € Rioc(I, E) eine Folge von Funktion-
en, die lokal gleichmdfig (und daher auch kompakt, d.h. gleichmdfig auf kompak-
ten Teilmengen) gegen eine Funktion f: 1 — E konvergieren. Konvergieren die

uneigentlichen Integrale [ f, gleichmdpig, so ist f lokal Riemann integrabel, [ f
a 0

existiert und es gilt
i | 4. - / ;.
n—oo

Beweis.

(i) Die Behauptung f € Ryo.(I, E) folgt direkt aus Theorem 5.23.
(ii) Wir schreiben die gleichméfkige Konvergenz der Integrale explizit als gleich-
mékige Cauchybedingung auf. Es gilt

v 3 fn <e.
e>0 R>a m,y>R nEN

Mit Theorem 5.23 kénnen wir zum Grenzwert n — oo ibergehen und erhalten
fiir das € und das R von oben

y
/f <e fir alle z, y > R.

x

o0
Diese Cauchybedingung besagt aber gerade, dass f f konvergiert.

a
(iii) Zur Behauptung iiber den Wert des Integrals: Sei e > 0. Dann gibt es aufgrund
der obigen Integralabschitzungen fiir f und f,, ein R > a mit

anvLR/f <2

fir alle n € N, da wir in den obigen Abschidtzungen nun zum Grenzwert
y — oo libergehen diirfen.
Da f, = f auf [a, R] gilt, gibt es ng € N, so dass fiir alle n > ng

R

Jr—1) <=

a
gilt. Zusammengenommen erhalten wir somit

oo

R o)
a/(f—m < a/f f) }Zf i)
+R/f+R/fn

Die Behauptung folgt. O
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Bemerkung 5.69. Eine Folge von uneigentlichen Integralen [ f, ist gleichméfig

konvergent, falls es eine Funktion g € Rioc([a,00), R) mit [ g < oo und | f,, ()| <

g(z) fiir alle n € N und alle z € [a, c0) gibt.
Beachte, dass somit automatisch g(z) > 0 fiir alle z € [a, 00) gilt.

Beweis. Ubung. O

5.9. Parameterabhingige Integrale. Sei f: [ x{) — FE eine Funktion. Dabei ist
I = [a, b] ein kompaktes Intervall, { ein metrischer Raum, eine offene Teilmenge von
K oder ein Intervall, dann auch mit J = [« 8] bezeichnet, und E ein Banachraum.

Proposition 5.70. Sei Q2 ein metrischer Raum und f € C°(I x Q, E). Dann ist
b

F(x) ::/f(t,:v)dt

in ) stetig.
Beweis.

(i) Sei z, — =z eine konvergente Folge in Q. Dann ist K := {z;: i € N} > g
kompakt. Die Einschrankung von f auf die kompakte Menge I x K ist somit
gleichméfig stetig. Sei nun f ohne Einschrinkung auf I x K definiert und
daher gleichméfig stetig.

(ii) Wir definieren nun Funktionen f, := f(-,x9) und g := g(-,x¢). Aufgrund
der gleichméfigen Stetigkeit folgt f,, = g fiir n — co. Da wir den Limes bei
gleichméfiger Konvergenz mit dem Integral vertauschen diirfen, erhalten wir

b b

b
/f(t,xo)dt:/g— hm fo= lm [ f(t,x,)dt

n—oQ
a a

wie behauptet. O
FEine Definition, die uns auch in Kapitel 6 noch intensiver beschéftigen wird, ist

Definition 5.71 (Partielle Ableitungen).

(i) Seien ; C R, 1 < i < n, offene nichtleere Intervalle. Sei Q := [] ©; C R™ und
i=1
sei f: 2 — E eine Funktion. Dann heiftt die Funktion f im Punkt zy = (xf))
nach z* oder in Richtung k partiell diﬁerenzierbar falls die Funktion

g: Qp — E  mit g(t)::f(x(l),.. o=t bt ..,xg)zf(i‘g,t)

im Punkt t = af € Q. differenzierbar ist. Wir bezeichnen die Ableitung von

g mit (%k, aI,ﬂf oder Dy f.

(i) Ist f in ganz Q partiell nach x* differenzierbar, so heifit f in Q nach z*
differenzierbar. Wir erhalten in diesem Fall eine Abbildung Dy f: Q — E.

(iii) Ist die partielle Ableitung Dy f stetig, so heikt f stetig partiell nach x* diffe-
renzierbar.

(iv) f heilit partiell differenzierbar, falls alle Ableitungen Dy f, 1 < k < n, existie-
ren und stetig partiell differenzierbar, falls diese zuséatzlich stetig sind.

(v) Ist Dy f wieder partiell differenzierbar so schreiben wir fiir die entsprechenden
partiellen Ableitungen DyDyf = (8xk)2’ D Dyf = zl 8ka = ajaTk oder
entsprechende Ausdriicke fiir héhere Ableitungen.
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Theorem 5.72. Sei Q C K nichtleer und offen, seien f, Do f = % eCYIXxOE).

Dann ist ,
= /f(t,x) dt

b
_[9f
—/%(t,x)dt

Beweis. Sei xg € Q. Sei § > 0, so dass Bs(zg) C 2 gilt. Dann erhalten wir fiir
x € Bs(zo)

Flo)~ Fla) /f ft2) ~ f(t,wo) Of
Tr — X

T — xg ox

stetig differenzierbar und es gilt

(t,zo)dt = 1.

Wir schétzen dies mit der Dreiecksungleichung fiir Integrale und dem Mittelwertsatz
in der Form von Korollar 4.29 ab und erhalten

1

|z — o]

dt

I < /b |60 = sit.00) - it a0) - (2 = 20)

b
S/ sup
a 56[1071]

wobei das £ von t abhéngen darf. Aufgrund der Stetigkeit von 5% konverglert die

rechte Seite fiir + — x( gegen Null und wir erhalten aus 0 = lim I dle Behauptung.
T—x0

Die Stetigkeit der Ableitung folgt nun aus Proposition 5.70. O

of of

6:5( &) — %(tﬂ?o)

Im Fall, dass auch noch die Grenzen des Intervalles von x abhéngen, erhalten
wir
Korollar 5.73. Sei Q) C R nichtleer und offen, seien f7 E CI x Q, E). Seien

o, v: Q=TI inxg € Q differenzierbar, so ist

e(x)
Flz) = / Ft2)dt
P(x)
in xg differenzierbar und es gilt
e(zo)
F'(20) = f(e(20),20) - ¢'(w0) — f(¥(20), x0) - ¥'(z0) + / gi (t, zo) dt.
Y(zo)
Beweis.
(i) Gelte ohne Einschriankung 0 € Q. Vermoge
o(x) o (x) ¥(z)
F(x):/ftx /ftxdt—/f(tmc)dt
P(x) 0

geniigt es, die Behauptung im Fall ¢)(z) = 0 zu zeigen.
(ii) Es gilt
F(z) — F(xo)
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0
() () (o)
— [ ftw) - fitwoydt+ [ ftao)dt— [ f(two)dt
/ [ s
#(z0) w(z) o(z)
= [ s - sesder [ feo) - ftaodes [ e
0 @(zo) v (za)

Wir dividieren nun durch z — zg und lassen x — xy. Dann konvergiert der
erste Term auf der rechten Seite wegen Theorem 5.72 gegen den Integralterm
aus der Behauptung und der dritte Term konvergiert nach Proposition 5.37
gegen den ersten Term auf der rechten Seite in der Behauptung.

(iii) Es geniigt also, die folgende Behauptung zu zeigen:

o(x)

0= lim /ftx Ft,zo)dt | = lim T.
T—XTo xr — {EO T—XT0
Es gilt aufgrund des vektorwertigen Mittelwertsatzes
f(t,
/ Hf (t, o) ’ gt
T — X9
(o)
f f(t,x
<lotw) —plon)l- s | HED S0
te[p(z),¢(x0)] =20
of
<o) = ela)l s - sw [T
telp(z),p(z0)] E€[z,ao] I OF

Aufgrund der Stetigkeit von % ist der zweite Faktor beschrankt. Aufgrund
der Stetigkeit von ¢ konvergiert der erste Faktor fiir x — zg gegen Null. Somit
folgt die Behauptung. O

Theorem 5.74 (Doppelintegrale). Seien I = [a,b] und J = [a, 8] kompakte Inter-
valle und f € C°(I x J,E), so gilt

B /b b /B
/ /f(tmc)dt dx:/ /f(t,x)dx dt,

d. h. es kommt nicht auf die Integrationsreihenfolge an.

Beweis. Nach Proposition 5.70 ist das Ergebnis nach der jeweils inneren Integration
eine stetige und daher auch integrierbare Funktion. Somit sind die Doppelintegrale
auf beiden Seiten wohldefiniert.

Wir definieren nun fiir y € [«, 8] die Funktionen

)=/y /bf(t,x)dt dr und (y / /fta: de | dt.

Es gilt p(a) = 0 = ¢(a). Weiterhin sind ¢ und ¢ in («, 8) nach Theorem 5.72 (1)
(die dafiir notigen Voraussetzungen wollen wir nachfolgend priifen), Proposition
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5.70 (¢ und v) und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (¢ und
v) differenzierbar und es gilt dort

b
() = / Flt ) dt = ¢/ (1),

Somit stimmen ¢ und % iiberein.
Fiir die Anwendbarkeit von Theorem 5.72 miissen wir noch die Stetigkeit von
g: I xJ— E mit

Yy
IxJa@y%+/f@@dx

und die Stetigkeit von Dog = f, die klar ist, tiberpriifen. Sei (to,yo) € I x J und
(t,y) € I x J mit |t —to| + |y — yo| < 8. Sei € > 0. Wir wollen zeigen, dass fiir
hinreichend kleines § > 0 auch ||g(t,y) — g(to,vo)|| < € gilt. Da t — g(¢,y0) nach
Proposition 5.70 stetig ist, gibt es ein § > 0, so dass ||g(t,y0) — g(to, yo)|| < € gilt.
Wir erhalten

lg(t,y) — g9(to, yo)ll < llg(t,y) — g(t, yo)ll + llg(t, y0) — 9(to, yo)|
Yo
< | [ ftordsl| +2 < ly— ol Il +2 < 22
)

fiir § < . Da € > 0 beliebig war, folgt hieraus die Behauptung. O

T T~
Per Induktion erhélt man daraus die folgende Verallgemeinerung.

Theorem 5.75 (Mehrfachintegrale). x Seien I; = [a;,b;], i = 1, ..., n, kompakte

Intervalle, E ein Banachraum und f € C° ( Ii,E>, so ist

2

by by,
/-~-/f(331,...,m") det - dz"

wohldefiniert und ergibt unabhdngig von der Integrationsreihenfolge stets denselben
Wert.

1

Parameterabhingige uneigentliche Integrale x. Wir behandeln hier nur den Fall
I =[a,o0).

Proposition 5.76. Sei I = [a,00), sei Q) ein metrischer Raum und sei f € CO(I x
O, E). Angenommen, die Integrale

ﬂ@:/}@@ﬁ

T
konvergieren gleichmdfig in x € ), d. h. der Limes Tlim [ f(t,x)dt ist gleichmdfig
—o00

in x, dann ist F in Q stetig.

Beweis. Wir gehen dhnlich wie beim Beweis von Proposition 5.70 vor.

Sei x, — x¢ eine konvergente Folge in ). Dann kénnen wir f auf I x K mit
der kompakten Menge K = {z,: n € N} einschranken und diirfen daher ohne
Einschrankung annehmen, dass f lokal gleichméfig stetig ist.

Somit konvergiert f, := f(-,xz,) lokal gleichméfig gegen f := f(-,x0). Nach
Theorem 5.68 folgt [ f, — [ f und somit die Behauptung. O
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Proposition 5.77. Sei I = [a,00), sei Q C K offen, seien f, Dof = % € C%I x
O, E). Angenommen,

/EﬁwMt

konvergiert gleichmdfig in x € Q und

7f(t,x) dt

konvergiert fir alle x € ).
Dann konvergieren die Integrale

m@:/}@@m

lokal gleichmdfig in Q, F st stetig differenzierbar und es gilt

_Jof
o oz

a

F'(x) (t,x)dt.

Beweis.

(i)

(i)

Sei a < t,, — oo eine beliebige Folge. Wir definieren
2%
F,(z) := /f(t,x) dt.

Nach Definition von F gilt F,(x) — F(z) fir alle € Q.

Da das Integrationsgebiet [a,t,] kompakt ist, erhalten wir aus Theorem
5.72 die Differenzierbarkeit von Fj und eine Formel fiir die Ableitung. Da
die Ausdriicke fiir die Ableitung F) nach Voraussetzung gleichméfig in z
konvergieren, erhalten wir

tna ooa
mmzféwmﬁjféwww

Die Funktionenfolge F;, konvergiert also punktweise und die Ableitungen F),
konvergieren gleichméfig. Daher diirfen wir die beiden Grenzwerte (n — oo
und Differentiation) vertauschen und erhalten
F'(z) = lim F)(z)= [ ==(t,z)dt.
() = lim F(z) 5 (%)
a

Zur lokal gleichméfigen Konvergenz: Sei dazu B = Bs C () ein Ball. Wir
wollen F,, = F' in B zeigen. Aufgrund des Mittelwertsatzes gilt fiir x,zo € B
[(F(z) = F(x)) = (Fa(xo) = F(x0))|| < S 1£5,(8) = F'(E) - [ — .

S xo,T

Aufgrund der Dreiecksungleichung erhalten wir in B
[1En(z) = F(z)|| < [[Fn(zo) — F(zo)ll + sup 1£7,(6) = F'(&)] - 6.
Auf der rechten Seite konvergiert nun fiir n — oo der erste Term aufgrund

der punktweisen Konvergenz F,, — F in  gegen Null und wegen F) = F’
konvergiert der zweite Term gegen Null. O
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Fiir Doppelintegrale mit einem unbeschrinkten Integrationsbereich erhalten wir

Proposition 5.78. Seien I = [a,00), J = [o, 8], f € C°(I x J, E) und sei

gleichmdfig konvergent. Dann gilt

/ﬁF(m)daz—/ﬁ]of(t,x)dtdx—/oo/ﬁf(t,m)dxdt.

Beweis. Nach Proposition 5.76 ist F' stetig. Somit ist das Integral auf der linken
Seite wohldefiniert.
Sei nun a < t,, — oo eine beliebige Folge. Nach Theorem 5.74 erhalten wir

5 t”L t7l /Ej
//f(t,m)dt dx://f(t,x)dxdt.
o a a o«

=:F, (x)

Nach Voraussetzung gilt F,, = F' und das das Integrationsintervall [«, 5] kompakt

ist, diirfen wir den Grenzwert lim und f vertauschen und erhalten
n—oo a

JERES B tn Bty

//f(t,x)dtdx:/ lim /f(t,x)dtdx: lim //f(t,x)dtdm
n—oo n— oo

o a « a o a

- nli_)néof/ﬂf(t,x) dx dt = 7if(t,x) da dt

wie behauptet. O

Lassen wir die gleichméfige Konvergenz in der Voraussetzung weg, so gibt es
Gegenbeispiele:

Beispiel 5.79. Sei f € C'([—¢,0)) und gelte f(0) = tli}m f(t). Wir definieren F
o
nachfolgend und erhalten

(oo}

oo
1
F(x) ::/f’(xt) dt = Ef(xt) =0
) 0
B
fiir alle z > 0. Somit gilt [ F(z) dz = 0 fiir alle 8 > 0. Andererseits gilt fiir beliebige
t>0

0
/ 1
[ #atyde= 3560 - (0.
0

Somit folgt

o0

7/3f/(:ct) dxdtz/%(f(ﬁt)—f(o))dt.

0
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Im Falle f(t) =t?e~* und 8 = 1 erhalten wir fiir die rechte Seite

[e )

/tﬁQe*f” dt > 0.
0
Somit diirfen wir in diesem Falle die Integrationsreihenfolge nicht umdrehen.

Doppelintegrale mit unbeschrinktem Integrationsbereich *.

Theorem 5.80. Seien [ = [a,00) und J = [a,0). Sei f € C°(I x J,E). Ange-
nommen, die uneigentlichen Integrale

/ If(to)dt und / 1t )] de

konvergieren gleichmdf$ig. Existiert dann eines der beiden Doppelintegrale

70 7 I7t,2) dwdt oder 7 ]O |£(t,)] dt

so existieren beide und ihre Werte stimmen tiberein.

o0 o0

Beweis. Angenommen, [ [ ||f(t,z)||dz dt existiert. Sei 8 > a. Nach Proposition
a «

5.78 erhalten wir dann

j]o'lf(t’m)||dtdx:7/B|f(tal‘)|dxdté77||f(t,x)||dxdt.

Die Existenz dieser in 3 gleichméfiigen oberen Schranke besagt gerade, dass auch
das zweite Doppelintegral konvergiert. Im Grenzwert S — oo erhalten wir daraus

7/00|f(t,1‘)|dtdx < 77||f(t,x)||d:sdt_

Mit vertauschten Rollen der beiden Integrale erhalten wir die umgekehrte Abschit-
zung und somit insgesamt die Behauptung. O

Fiir die Integrale ohne Normen erhalten wir

Korollar 5.81. Sei die Situation aus Theorem 5.80 gegeben.
Nochmals explizit: Seien I = [a,00), J = [a,00). Sei f € C°(I x J,E). Ange-
nommen, die uneigentlichen Integrale

[iseola  wa [ ira)d

konvergieren gleichmdf$ig und eines der Doppelintegrale

7 ]o I#(t,2)l dodt oder ]O /OO 1£(t,2)] de e

existiert (und damit nach Theorem 5.80 beide).
Dann existieren die Doppelintegrale

77f(t,x) dx dt und 77f(t,x) dt dx

und stimmen tberein.
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Beweis.

(i) In einem Banachraum impliziert absolute Konvergenz einfache Konvergenz.
Somit konvergieren die Integrale

Fz) = / f(te)dt wd G(t) = / f(t,z) do

gleichmiéfig und sind nach Proposition 5.76 (wie im Beweis von Proposition
5.78) stetige Funktionen.

(ii) Existenz: Nach Theorem 5.80 konvergieren die Doppelintegrale absolut. Daher
konvergieren auch die uneigentlichen Integrale iiber F' bzw. G absolut. Daraus
folgt die Existenz der beiden angegebenen Doppelintegrale.

(iii) Gleichheit: Da die Integrale F(x) gleichméfig in = konvergieren, kénnen wir
Proposition 5.78 anwenden und erhalten fiir alle n > «

(5.3) 7/nf(t,x) dwdt:/n/oof(t,m) dt dz.

Definiere nun
Gnr(t) ::/f(t,x) dx.

Dann konvergieren die Funktionen G,, fiir n — oo nach Voraussetzung gleich-
miéfkig nach G. Andererseits gilt

1Gat)] < / 1,2 da < / 1 £(t,2) ]| dz = T(0).

I ist eine von n unabhéngige obere tliber das Intervall [a,c0) integrierbare
Schranke. Somit folgt nach Bemerkung 5.69, dass die Integrale [ G, (t)dt

a
gleichméfig konvergent sind. Nun wenden wir Theorem 5.68 auf G,, und G
an und erhalten unter Benutzung von (5.3)

(o} oo

77f(t,x)dzdt_ /G(t)dt: lim [ Gn(t)dt

n—oo
a

lim //f(t,x)dzdt: lim //f(t,x)dtdx
n—oo n— oo

= 77f(t,x) dt dx

a

wie behauptet. O

6. DIFFERENTIATION IN BANACHRAUMEN

Sie sollten versuchen, die Resultate in diesem Abschnitt zumindest in dem Fall
zu verstehen, dass die Banachrdume euklidische Rdume R", n € N, sind.
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6.1. Differenzierbarkeit.
Definition 6.1.

(i) Seien E, F Banachriume. Sei Q2 C E offen. Dann heift eine Abbildung f: Q —
Fin g € Q differenzierbar, falls es eine stetige lineare Abbildung A € L(E, F)
mit

f(@) = f(xo) + A{z — o) + o(|lx — o))

fiir alle z € 2 gibt.
(ii) Wir nennen dann A die Ableitung von f im Punkt 29 und bezeichnen sie mit

D (o), df (x0) oder f'(xo).
(iii) Ist f in jedem Punkt in Q differenzierbar, so heiflt f in Q differenzierbar. Wir
nennen dann die Abbildung
Df:Q—L(E,F),
x = Df(x)

Ableitung oder Differential von f.
(iv) Ist Df: Q@ — L(E, F) stetig, so heifst f in Q stetig differenzierbar.

Bemerkung 6.2. Seien F, F' Banachraume, Q) C F offen und f: Q — Fin 29 €
differenzierbar.

(i) Ist dim E' < oo, so ist jede lineare Abbildung A: E — F automatisch stetig,
siehe Analysis I.
(ii) f ist im Punkt zo stetig.
(iii) Die Ableitung Df(xq) ist eindeutig bestimmt.
(iv) Ist E = K, so stimmt diese Definition mit der Definition fiir Funktionen in
einer Variablen iiberein.

Bemerkung 6.3. Seien E, F' Banachrdume und sei 2 C F offen. Seien f, g: Q —
F in zg € Q differenzierbar. Dann sind auch f + g und Af fiir beliebige A € K in
xq differenzierbar und es gelten

D(f + g)(xo) = Df(z0) + Dg(zo) und D(Af)(zo) = ADf(x0)-

Somit bilden die in einer vorgegebenen Menge V' C , z.B. V = {z}, differenzier-
baren Funktionen einen Unterraum des Vektorraumes aller Abbildungen Q@ — F.

Beweis. Klar. O

Beispiele 6.4.

(i) Konkretes Beispiel: Sei f: R? — R3 mit
x %

(y) = | 2%y

Y

Wir benutzen die Definition der Ableitung

f((@,9) + (u,0) = F((z,9)) = Df (2, 9))((u, v)) + o([|(u, v)]])

und erhalten

/(6 4(0)

= | (@+u)P(y+v) -2
(y+v)® —y?
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2% + 220 + u? — 22
= | 2%y + 2zuy + v’y + 220 + 2zuv + vPv — 23y
y3 + 3y + 3y + vd — B

2zu
= | 2zyu+ 20 | +o([[(w,v)]),
3y%v
da beispielsweise u? € o(||(u,v)||) wegen
| = et | = <1
= = 'U_u
[(w, 0)|[| Jmax{lul, [ol} | [max{ful, o[}

gilt.

Wir bemerken, dass wir unter Verwendung einer fiquivalenten Norm auf R?
dasselbe Ergebnis erhalten.

Somit gilt

2x 0
T u,v)) = | 2z a? v)
DA = (2 s (4

Es ist kein Zufall, dass in dieser 3 x 2-Matrix gerade die partiellen Ableitungen
der Komponenten stehen. Wir werden dies spéter allgemeiner zeigen.

(ii) Sei f: Q — F konstant. Dann ist f in jedem Punkt aus Q differenzierbar und
es gilt Df(z) =0¢€ L(E, F) fir alle z € .

(i) Ist f = A € L(E,F), dann ist f differenzierbar und es gilt Df(z) = A fiir
allex € F, da

Ax = Axg+ A{x — xo) + 0

gilt.

Achtung, es sieht so aus, als ob die Ableitung von f wieder dieselbe Funk-
tion wére und somit alle Ableitungen von f gleich A wéren. Dies scheint der
eindimensionalen Erfahrung zu widersprechen. Es gelten jedoch f(z) = Az
und D f(x) = A. Somit ist Df eine konstante Abbildung wihrend f nichtkon-
stant ist.

Beim ersten Lesen betrachte man diese Definition nur fiir den Fall n = 2.

Definition 6.5. Seien E4, Es, ..., E,, F Banachrdume. Sei

A:Elezx...xEnEHEjﬁF

j=1
eine Abbildung.
(i) Sind die Abbildungen E; 3 z — A (z!, ..., 27!, 2z, 2™ ... ") fiir alle
(xl, e a/:\i, cee JJ”) € ] E; und alle 1 < ¢ < n linear, so heilt A multiline-
j=1

i
ar. Wir verwenden auch in diesem Fall spitze Klammern, A(...).
(ii) Wir bezeichnen den Banachraum aller stetigen multilinearen Abbildungen

[[E—F
i=1
als L(Eq, Ea, ..., Ey; F) und versehen ihn mit der Operatornorm
JAGt, . 2 |
4= sup LK )

opmiem, T2
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(iii) Gilt By = B3 = ... = E,, = E, so schreiben wir
L,(E;F)=L(Fy, Es, ..., E,; F).
Bemerkung 6.6.

(i) Sei A: Fyx...xE, — F eine multilineare Abbildung. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:
(a) A ist stetig.
(b) A ist in O stetig.
(c) Die oben definierte Operatornorm || A|| ist endlich.
(d) Es gibt ein ¢ > 0, so dass die Abschitzung

Az, ..., 2™ <e- Ha:1|| o2
fiir alle (z*, ..., 2") € ] E; gilt.
i=1
(ii) L(E1, ..., Eyp; F) ist mit der angegebenen Norm ein Banachraum.
(iii) Ist A: By x Ey — F multilinear, so gilt A(\z, \y) = N2 A(x,y).
Ist A: Ey X Ey — F linear, so gilt A{(Az, \y)) = AA{((z,y)).
(iv) Es gibt einen normerhaltenden Isomorphismus
L(El; L(EQ; F)) — L(El, EQ; F)

Er ist durch o — ((z,y) — (a(x))(y)) fir « € L(Ey; L(Ey; F)) gegeben.
(v) Analoge Bezeichnungen verwendet man in der Linearen Algebra auch fiir be-

liebige Vektorrdume FE1, ..., E,, F und lineare nicht notwendigerweise stetige
Abbildungen.
Beweis. Wichtige Ubung. O

Beispiel 6.7. Seien F, E5, F Banachrdume. Setze F := F; X F5 mit der Produkt-
metrik. Sei A € L(E,, Eo; F) eine stetige bilineare Abbildung. Dann ist A in einem
beliebigen Punkt (zg, yo) € E1 x Ey differenzierbar und es gilt D A(zo, yo){(u,v)) =
A(xo,v) + A(u, yo).
Beweis. Es gilt
A(zo + u, yo +v) — A(zo, Yo)

:A(an yo) + A(‘r07 U) + A(’LL, yO) + A(U, U) - A(x07 yO)

= A(zo, v) + A(u, yo) + A(u, v)

=DA(zo, yo)((u,v)) + o([[ull + [[v])-

Fiir die letzte Gleichheit rechnen wir noch nach, dass A(u, v) € o(|lul| + ||v]|) gilt,
wobei wir daran erinnern, dass |Ju| + ||v|| die Norm auf dem Produktraum F4 x Es
ist. Es gilt

1A, o) < NAI- lull - flol < 1AL (lul + 1lvlD? € o(lull + o).

Schlieflich miissen wir noch zeigen, dass DA(zo, yo) € L(E; X Eo; F) ist. Die
Linearitét ist klar. Seien ||u|| + ||v]| < 1. Dann folgt

IDA(zo, yo)((u, v)|| <|[Azo, v)[| + [|A(u, yo)
<Al - [lzoll - [[oll + [[A]l - {Jeell - floll
<[IA[l - [lzoll + [IAll - lyol
und somit die Stetigkeit von DA(zg, yo). O
Ein entsprechendes Resultat gilt auch fiir multilineare Abbildungen.

Ohne den Darstellungssatz von Fréchet-Riesz kénnen wir den Gradienten zwar
definieren, dessen Existenz aber im Allgemeinen nicht zeigen.
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Definition 6.8 (Gradient). Seien H ein Hilbertraum, Q C H offen und f: Q —
K in zg € Q differenzierbar. Dann ist Df(z9) € L(H;K) = H*. Aufgrund der
allgemeinen Hilbertraumtheorie (Darstellungssatz von Fréchet-Riesz) gibt es einen
Vektor v € H mit (-,v)g = Df(x9)(:). Dann heifft v der Gradient von f in xy. Wir
schreiben dafiir grad f(xo) oder V f(z¢). Es gilt dann fiir alle w € H

(u, Vf(x0)) = Df(x0)(w).
Beispiel 6.9.

(i) ~ Konkretes Beispiel zum Selbststudium:
Sei f: R? — R die Abbildung (z,y) — 22 - y. Dann gelten

Df(xo,y0){u,v) = 2xoyou + xgv

und

V f(xo,90) = (onzy()) .

Zo
Beweis. Wir benutzen die Definition der Ableitung
F((@o,90) + (u,v)) = f((x0,50)) + Df (w0, y0))((u, v)) + o(l|(u, v)[])
und erhalten

(zo +u)?(yo +v) — Tgyo =TgYo — TZYo + 22ouyo + U Yo + TV + 2TuUV + UV

=2zoyou + x5v + o([|(u, v)]])

— e 3) (%) +olllw o)

- <(u> (2203%» +o(||(u, v) ). .

(i) Sei H ein reeller Hilbertraum und f: H — R durch f(x) = ||z]|? = (z,2)
definiert. Dann gilt V f(xq) = 2z fiir alle z¢g € H.

Beweis. Es gilt fir alle z € H

f(wo + ) = f(0) + 2(x0, ) + f ().

Hieraus folgt die Behauptung. O

Theorem 6.10 (Kettenregel). Seien E, F,G Banachriume und seien Q@ C E und
V C F offen. Seien g: Q — F in xo und f:V — G in g(xg) € V differenzierbar.
Dann ist die Verkniipfung fog in einer Umgebung Bs(xo) von xg wohldefiniert und
in xq differenzierbar. Es gilt

(fo9) (z0) = f'(g(x0)) © g'(x0).
Wir folgen im Wesentlichen dem eindimensionalen Beweis der Kettenregel und

wiederholen den Beweis, da die Kettenregel wichtig ist.

Beweis.

(i) Wohldefiniertheit: Wir haben angenommen, dass g(z) € V gilt. Da V offen
ist, gibt es eine Umgebung B,-(g(zo)) von g(zo) mit B,(g(z¢)) C V. Aufgrund
der Stetigkeit von ¢ in xo gibt es ein § > 0 mit Bs(zo) C @ und ¢g(Bs(zo)) C
B, (g(x0)). Somit ist die Verkniipfung f o g in Bs(xo) wohldefiniert.
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(ii) Aufgrund der Differenzierbarkeit von f in g(x) erhalten wir
fog(@) = foglwo) = f(g(x0)){g(x) — g(xo)) + o(llg(x) — g(xo)ll)-
Aufgrund der Differenzierbarkeit von g in z( erhalten wir
9(x) — g(zo) = g'(z0){x — o) + o(||z — o).
Zusammengenommen erhalten wir also
fog(@)— fog(zo) =f'(g9(x0))(g' (zo)(z — x0)) + f'(9(z0)){o(l|z — zol]))
+o(llg(z) — g(zo)l))-

(iii) Die beiden Restterme liegen in o(||z — x¢||): Dies ist fiir den ersten Restterm
klar. Den zweiten Restterm schreiben wir als
o(llg(x) = g(zo)ll) = ellg(x) — g(zo)l) - llg(x) — g(xo)||

mit einer Funktion ¢, die ¢ — 0 fiir g(x) — g(xo) erfillt. Wir erhalten nach
Anwendung der Norm und der Dreiecksungleichung auf die Definition von
Differenzierbarkeit fiir g

lg(x) = g(@o) |l < lg"(@o)l - llx = woll + o[l — zol])-
Aufgrund dieser Abschéitzung bleibt W im Grenzwert x — g be-

schrinkt und da z — xo aufgrund der Stetigkeit von g auch g(z) — g(zo)
impliziert, folgt (||g(x) — g(xo)|]) — 0. Somit erhalten wir
o(llg(z) — g(@o)ll) € o([lz — zoll)
und die Behauptung folgt. O
Korollar 6.11. Seien E,E’ Banachriume, seien @ C E und ¥ C E’ offene

Teilmengen und sei f: Q — Q' invertierbar und g: Q' — Q die Inverse. Sei f
in xg € Q differenzierbar und g in f(xqg) differenzierbar, so gilt

g'(f(w0)) = (f'(x0))
Beweis. Es gelten idg = go f und idg: = f o g. Setze yo := f(xg). Wir erhalten
aufgrund der Kettenregel
idg = g'(f(x0)) o f'(x0) wnd idg = f'(9(y0)) 0 ¢'(v0) = f'(w0) 0 g'(f(w0))-

Somit ist ¢’'(f(zg)) beidseitige Inverse von f’(xg) und nach Voraussetzung stetig,
also in L(E', E). O

-1

Theorem 6.12. Seien E,E’ Banachrdume. Seien @ C E und ' C E’ offene
Teilmengen. Sei f: Q — Q' ein Homoomorphismus mit Inverse g: ' — Q. Falls
f in xo differenzierbar ist und f'(xo) ein Homdomorphismus ist, ist g in f(xo)
differenzierbar und es gilt
-1
9'(f(xo)) = (f'(z0))
Beachte, dass wir hier nicht mehr voraussetzen, dass g in f(zo) differenzierbar
ist.

Beweis.

(i) Fiir einen linearen Homomorphismus A gilt allgemein folgendes: A~! ist
stetig (und linear). Somit gibt es ein ¢ > 0, so dass [[A7ly|| < ¢ - |y
fiir alle y gilt. Wir wéhlen speziell y = Az und erhalten c- ||z|| < ||Az||. Somit
erhalten wir in unserer Situation ein ¢ > 0 mit

cllz|| < |If (wo)(z)|| fiir alle x € E.
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(ii) Aufgrund der Differenzierbarkeit von f in x( erhalten wir mit der schon be-
kannten Schreibweise &(]|a||) fiir eine Funktion mit £(||a|) — 0 fiir a — 0
1/ () = f(@o)l Z I (zo){x — o)l — llo(llx — 2ol
> cflz = ol = e(llz = xol]) - [l — ol
> 5lle — o
fiir alle x € Bs(xg), falls wir § > 0 so klein wéhlen, dass fiir € Bs(xg) bereits

e(llz — o)) < 5 gilt.
(iii) Wir kiirzen nun y = f(z) und yo = (xo) ab und erhalten

9(y) — 9(yo) — (f'(x0)) ™" {y — o)
=z — a9 — (f'(20)) " {f(x) — f(0))
= (f'(x0))" " (f'(wo)(x — z0) — f(x) + f(x0))
= (f'(x0)) " {~ollz = zoll)) = o(lly — woll).

Zur Begrindung der letzten Behauptung geniigt aufgrund der Stetigkeit von
(f'(z0))~" der Nachweis, dass o(||z — zol|) € o|ly — yol|) gilt. Es gilt

(ii)
o[l — zoll) = e(llz — zoll) - llx — 2ol < e(llz —zoll) - 2ly — wol-
Wegen z — x¢p <= y — o folgt damit o(||z — z¢||) € o(|ly — yo||) und damit
auch die Behauptung iiber die Differenzierbarkeit von g in f(zo). O

Proposition 6.13. Seien E ein Banachraum, Q@ C E offen und F = [] F; ein

=1
Produktraum von Banachrdumen. Sei f: Q — F mit f = (fi)1<i<n eine Abbildung.

Dann ist f genau dann in xo differenzierbar, falls jede Komponente f*, 1 < i <n,
i xq differenzierbar ist und es gilt

Df(zo) = (Df"(z0),...,Df"(x0)),
wobei wir L(E, F) und ]_n[ L(E, F;) (mit Mazimumsnorm) wie nachfolgend angege-
ben identifizieren. =
Beweis.

(i) Zur Identifikation:
(a) Zu A € L(E, F) definieren wir A; =m0 A € L(E, F}).
(b) Umgekehrt ordnen wir den Abbildungen A; € L(E,F;), 1 < i < n, die
Abbildung A: z — (Ayz,..., Ayz) 2u
(¢) Nach Definition der Maximumsnorm auf dem Produktraum gilt ||Az|| =
max ||A4;z| und wir erhalten

1<i<n
Al = sup ||Az| = sup max |A;x|| = max sup |A;x| = max IIA:l-
llef=1 el=11Si< Isisn||z)|= 1=is

Damit sind die angegebenen Abbildungen normtreue Isomorphismen, wir
diirfen die beiden Rdume also wie angegeben identifizieren.
(ii) Differenzierbarkeit:

(a) Die kanonische Projektion m;: F' — F; ist eine lineare stetige Abbildung.
Ist f in zg differenzierbar, so auch f! = m; o f und nach Kettenregel gilt
Dfl(l'o) = T; O Df(ﬂfo) )

(b) Seien umgekehrt die Abbildungen f*, 1 < i < n, in z differenzierbar.
Dann erhalten wir fiir jedes ¢

fi(x) = f'(wo) + Df'(wo)(x — z0) + ol — wo)).
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Diese Komponenten fassen wir zusammen und erhalten mit Hilfe der obi-
gen Identifikation

f(@) = f(xo) + (D' (20), ..., Df"(wo)) {x — o)
+ (o(llz = oll), ..., ollz — xo))),
€o(llz—zol)

wobei ,,€“ nach Definition der Produktnorm folgt. O

Proposition 6.14 (Produkt- und Quotientenregel). Seien E ein Banachraum,
Q C FE offen und f, g: Q — K in xo € Q differenzierbar.

(i) Dann ist auch h:= fg in xq differenzierbar und es gilt
Dh(zo) = D f(x0) - g(xo) + f(z0) - Dg(z0).
(Dabei ist Dh(xo) € L(E;K) durch
E3 v Df(x0)(v) - g(zo) + f(0) - Dg(xo)(v) € K

gegeben.)
(ii) Ist f # 0 nahe g, so ist auch h := % in xo differenzierbar und es gilt dort

Dh(l‘o) = — Df(.’Iio)

_1
f%(20)
Beweis.

(i) Statt dies von Hand zu zeigen, kénnen wir wie folgt Bekanntes verwenden: Sei
a € Ly(K;K) definiert durch a(s,t) := s - t. Sei weiter ¢:  — K? die Abbil-
dung mit ¢(x) := (f(z),g(x)). Dann gilt h = a o ¢, h ist nach Kettenregel
differenzierbar und es gilt Dh(xzg) = Da(p(x0))(Dy(x0){-)). Man iiberzeugt
sich anhand der bereits hergeleiteten Formeln fiir Da und Dy, dass dies tat-
sachlich die Behauptung zeigt.

(i) Ubung.

U

Theorem 6.15. Seien E ein Banachraum, Q C E offen und f: Q@ — R eine in
xo € Q differenzierbare Funktion, die in xy ein lokales Mazimum annimmt. Dann
gilt D f(xo) = 0.

Definition: Punkte xo mit Df(xo) = 0 nennen wir kritische Punkte.

Beweis. Sei e € E ein beliebiger Vektor. Dann gibt es ¢ > 0, so dass zg + te € 2
fiir alle t € (—e,¢) gilt. Nach Kettenregel ist die Funktion ¢: R — R mit ¢(t) :=
f(zo + te) in t = 0 differenzierbar und nimmt in ¢ = 0 ein lokales Maximum an.
Somit gilt nach Proposition 4.20

0=¢'(0) = Df(xo){e)-
Da e € FE beliebig war, folgt Df(xo) = 0 € L(E,R). O

Definition 6.16. Seien F, F' Banachrdume und €2 C E offen. Dann definieren wir
die folgenden Funktionenrdume:
(i) CYQ, F):={f: Q— F : fist in Q stetig differenzierbar}.
(i) C* (Q,F) :={f € C*(, F): f und Df lassen sich stetig und beschrénkt auf
Q fortsetzen}.
(iii) Wir definieren die C'*-Norm auf C* (Q, F) durch

1fller@.py = Ifller@ry = 1 ller = sup [f(@)llr +sup [ Df(@)l|ce,r)-
€N €N

(iv) Ist F =R, so schreiben wir auch C*(Q) = C*(Q,R), C* () = C' (Q,R) oder
gelegentlich auch |f|c1 = || f]lor-
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Theorem 6.17. Seien E, F Banachriume und sei Q C E offen. Dann ist C! (Q, F)
mit der C'-Norm ein Banachraum.

Beweis. Ubung. O

Eulersche Homogenitdtsrelation.
Definition 6.18.
(i) Sei E ein R-Vektorraum. Dann heift T' C E ein Kegel, falls
zel' = txel

fiir alle t > 0 gilt.
(ii) Seien E, F zwei R-Vektorrdume und I' C E ein Kegel. Dann heifit eine Funk-
tion p: I' = F positiv homogen vom Grade o mit a € R, falls

p(tr) = t"p(x)
fiir alle t > 0 und alle x € I" gilt.

Proposition 6.19 (Eulersche Homogenitétsrelation). Seien E,F Banachriume,
Q C FE ein offener Kegel und sei p: Q — F differenzierbar. Dann ist ¢ genau dann
positiv homogen vom Grade o, wenn die Fulersche Homogenitétsrelation

Dyp(x)(x) = ap()
fiir alle x € Q gilt.

Beweis.

»=" Sei p positiv homogen vom Grade «. Fixiere x € Q beliebig und definiere
f(t) = p(tx) fir t > 0. Wegen f(t) = t*¢(x) konnen wir f auf zwei Arten

differenzieren und erhalten

f'(t) = Do(t)(z) = ot~ ().

Wir werten dies im Punkt ¢ = 1 aus und erhalten die Behauptung.

»<= * Gelte umgekehrt die Eulersche Homogenitétsrelation. Definiere wieder
f(t) := @(tz) fir festes © € Q und ¢t > 0. Wir differenzieren und erhalten
mit Hilfe der Eulerschen Homogenitéatsrelation

F'(t) = Do(tz)(z) = ; Dp(ta)(te) = tap(te) = o f(t).

Dies ist eine Differentialgleichung fiir f. Da f stetig ist, folgt aufgrund der
Differentialgleichung f € C'. Andererseits 16st auch h(t) := t*f(1), t > 0,
dieselbe Differentialgleichung, wie man direkt nachrechnet. Nun gilt fiir
t > 1 aufgrund des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung

1£(t) - h(1)]| < [I£Q) H+t/f d&,/ '(s)ds

/w Hw—/gwﬂ@—<wm8

1

und das Gronwallsche Lemma, angewandt auf ¥ (t) = || f(t) — h(t)]], liefert
aufgrund der Beschréinktheit von L fiir s € [1,¢] die Eindeutigkeit. (Solch
eine Argumentation wird uns im drltten Semester noch in allgemeineren
Situationen begegnen.) Eine analoge Argumentation funktioniert im Falle
t < 1. Somit folgt f = h und wir erhalten die Behauptung. O
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6.2. Der Mittelwertsatz und Anwendungen. Den schon bekannten Mittel-
wertsatz konnen wir wie folgt verallgemeinern.

Theorem 6.20 (Mittelwertsatz (MWS)). Seien E, F Banachriume, Q C E offen
und sei f: Q — F differenzierbar. Seien x,y € Q mit [x,y] C Q. Dann folgt
1f(@) = fW)Il < sup [[Df(tz+ (1 =t)y)|l -l —yll = sup [Df(2)][lz -yl
0<t<1 2€(z,y]

Beweis. Wir definieren ¢(t) := f(tz + (1 — t)y). (Manche Autoren bevorzugen
die #quivalente Definition ¢(t) := f(y + t(z — y)). Auf jeden Fall werden solche
Konvexkombinationen haufiger verwandt.) Da  offen ist, ist ¢ nicht nur auf [0, 1]
sondern auch noch auf (—¢,1 + ¢) fiir ein kleines € > 0 definiert und aufgrund
der Kettenregel differenzierbar. Mit Hilfe des Mittelwertsatzes fiir auf Intervallen
definierte Funktionen und der Kettenregel erhalten wir

@) = FW)I =lle) = O < sup I ()11 - [1 = 0]
= sup [Df(tz+ (1 —t)y)(z -y
0<t<1
< sup [[Df(te+ (1 =t)y)| - llz -yl
0<t<1
wie behauptet. O

Analog zum Eindimensionalen erhalten wir auch hier das folgende

Korollar 6.21. Seien E,F Banachriume, Q) C E offen und f: Q — F differen-
zierbar. Seien x,y,xo € Q beliebig mit [x,y] C Q. Dann gilt

1 (x) = f(y) = Df(wo)(z —y)|| < sup ] IDf(z) = Df(zo)ll - [l —yll-

ze|x,y

Beweis. Wende den Mittelwertsatz auf die Funktion

g9(z) == f(z) = D f(zo)(z)
an. [l

Korollar 6.22. Seien E, F Banachrdume, Q) C E ein Gebiet, d. h. eine offene und
zusammenhdngende Menge, und f: Q — F differenzierbar. Gilt Df = 0 in Q, so
ist f konstant.

Beweis. Sei zg € 2. Aus Korollar 6.21 folgt, dass f auf Geradenstiicken in €2, d. h.
Mengen der Form [z,y] C 2, konstant ist. Somit folgt, dass A := {z € Q: f(x) =
f(xo)} offen, abgeschlossen und nichtleer ist, genauer:

e offen: Sei y € A. Dann gibt es ein € > 0 mit B.(y) C €. Sei z € B:(y)
beliebig. Wegen [y, z] € Q ist f auf [y, z] konstant. Somit folgt insbesondere
z € A und A ist offen.

e abgeschlossen: Aufgrund der Stetigkeit von f ist A (relativ) abgeschlossen.
(Wie bei der Offenheit kénnte man hier auch vom Grenzwert einer in
konvergenten Folge her argumentieren.)

e nichtleer: Es gilt zy € A.

Da Q zusammenhédngend ist, folgt die Behauptung. O

6.3. Differentiation von Funktionenfolgen. Wir erhalten &hnliche Resultate
wie im Eindimensionalen, z. B. wie in Theorem 4.45.

Theorem 6.23. Seien E,F Banachriume, Q C E offen. Sei (fu)n C CH(Q, F)
eine Funktionenfolge mit f, — f und Df, = ¢ fir Funktionen f: Q — F und
g: Q= L(E,F). Dann ist f ebenfalls stetig differenzierbar und es gilt Df = g. Ist
Q zusdtzlich konvex und beschrinkt, so folgt fr, = f.
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Beweis.

(i) g ist als Grenzwert stetiger Funktionen unter gleichméfiger Konvergenz selbst
wieder stetig.

(ii) Df = g: Sei z¢ € Q beliebig. Fiir den Nachweis, dass f differenzierbar ist und
Df = g gilt, diirfen wir ohne Einschrankung annehmen, dass {2 ein Ball ist.

Seien x, zo € . Der Mittelwertsatz, Korollar 6.21, impliziert
[fn(2) = fulzo) = Dfu(xo)(z —z0)|| < sup [[Dfn(y) = Dfnlzo)l - [l — zoll.
y€E[z,x0)

Aufgrund der punktweisen Konvergenz f, — f und Df, — g konvergiert die
linke Seite fiir n — oo gegen ||f(z) — f(xo) — g(zo)(x — zo)||. Fiir die rechte
Seite liefert die Dreiecksungleichung

sup [|Dfu(y) — Dfn(zo)ll

y€Elz,xo)
< S[up }HDfn(y) — gl + S[up ]Ilg(y) — g(@o)|l + llg(z0) — D fr(xo)]|-
yeE|x,z0 ye[x,xo0

Auf der rechten Seite konvergiert der erste Term aufgrund der gleichméfigen
Konvergenz D f,, = g gegen Null und der dritte Term konvergiert aufgrund
der punktweisen Konvergenz ebenfalls fiir n — oo gegen Null. Somit folgt
1f(2) = f(zo) — g(zo)(x — xo)[| < sup | lg(y) = g(xo)| - [l — o-
YyE|T,To
Da g stetig ist, folgt sup |lg(y) — g(zo)|| — O fiir £ — x¢. Somit liegt die
y€[z,w0]

rechte Seite in o(||x — xol|), f ist an der Stelle z( differenzierbar und es gilt
g=Df.

(iii) fn, = f: Sei d := diam Q. Sei ¢ > 0. Sei z € ) beliebig und sei y €
fest gewahlt. Dann impliziert der Mittelwertsatz, angewandt auf die Funktion

fn - fm7
[(fn(@) = fin(2)) = (fuly) = fm())] < sup D fn(2) = Dfm(2)]| - d.

Aufgrund der gleichméafigen Konvergenz ist die rechte Seite fiir groke n,m
kleiner als ¢ und aufgrund der punktweisen Konvergenz gilt || f. (v) — fm (v)]] <
e fiir grofse n, m. Somit folgt aufgrund der Dreiecksungleichung fiir beliebige
x e

[fn (@) = fro ()]
<[(ful2) = fm(@)) = (fa(y) = fn @D + 1 fa(y) = fa ()]l < 2e.
Die Behauptung folgt. O

Aufgrund der Uberlegungen des letzten Abschnittes konnen wir statt f, — f
auch nur f,(z9) = f(xo) fiir ein 2o € Q fordern und erhalten

Theorem 6.24. x Seien E, F Banachriume und 2 C E ein Gebiet. Sei (fn)n €
CH(Q, F) eine Funktionenfolge mit f,,(zo) — f(xo) fiir ein o € Q (wobei wir f(zo)
als diesen Grenzwert definieren). Nehme an, dass Df, lokal gleichmdfig gegen g
konvergiert. Dann definiert f(x) := nh_)ngo fu(x) fir x € Q eine Funktion f: Q —
F. Weiterhin ist f stetig differenzierbar, es gilt Df = g und die Funktionen f,
konvergieren lokal gleichmdfig gegen f.

Beweis.

(i) Wir zeigen zunéchst, dass f,, — f gilt.
(ii) g ist als gleichméfiger Limes stetiger Funktionen in geeigneten Billen dort
und deshalb iiberall selbst ebenfalls stetig.
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(iii) Definiere
A= {z € Q: (fn(x)), konvergiert}.

Es gilt zp € A und somit A # 0.

(iv) In Theorem 6.23 (iii) haben wir gesehen, dass f, = f in einem Ball By, in
dem Df, = g gilt, gilt, falls f,,(y) — f(y) fur ein y € Bs gilt, selbst wenn die
Wortwahl nicht besonders abwechslungsreich ist.

Genauer haben wir dort nur die entsprechende Cauchyfolgenbedingung ge-
zeigt. Mit m — oo fort dort aber sofort die Existenz von f und die Behauptung
Jfn = [ in Bs.

(v) A ist offen: Sei y € A. Nach (iv) erhalten wir aufgrund der Konvergenz in y,
dass f,, = f in einem Ball Bs(y) C Q gilt, in dem D f,, gleichméfig gegen g
konvergiert.

(vi) A ist abgeschlossen: Sei 2, — & eine Folge in  mit x; € A fiir alle k. Sei
B;s(z) C Q ein Ball, in dem Df,, gleichméifig gegen g konvergiert. Fiir grofie
k gilt z) € Bs(Z). Wegen f,,(zr) — f(zy) fiir solche k erhalten wir nach (iv)
fn = f in Bs(2) und daher insbesondere Konvergenz in . Somit ist A auch

abgeschlossen.
(vii) Da  zusammenhéngend ist, folgt A = Q und somit f,, — f in Q.
(viii) Nun folgt der Rest der Behauptung nach Theorem 6.23. O

Differentiation von Reihen.

Theorem 6.25. x Seien E, F Banachriume. Sei Q C E ein Gebiet und (fn)n €
CH(Q, F). Angenommen, die Reihe ((fu(x0)))n konvergiert fir ein xo € Q und zu
jedem y € Q gibt es eine Kugel B = Bs(y) C Q, in der (Dfn))n gleichmafig
konvergiert. Dann konvergiert die Reihe ((fn))n lokal gleichmdfig in Q. Definiere
fir x € Q

f@) =" fal@).

neN
Dann ist f € CY(Q, F) und es gilt
Df=> Dfn.
neN
Beweis. Wende Theorem 6.24 auf die Folge der Partialsummen an. (]

Beispiel 6.26. Sei E ein Banachraum. Definiere
exp: L(E) — L(E),
ATL

n!’

Ay expA=et ::Z
neN
Wir moéchten nun die Ableitung der Exponentialfunktion ausrechnen.
(i) Definiere f,,: L(E) — L(E) durch A — A™.
(ii) Wir definieren weiterhin die lineare Abbildung ¢: L(F) — L(E)™ durch A —
(A,...,A) und erhalten Dyp(A)(B) = (B,...,B).
(iii) Definiere schlieflich die multilineare Abbildung a € L,,(L(E); L(E)) durch

a(Ay,...,Ay) =A10...0A4,.

Als multilineare Abbildung ist a differenzierbar und es gilt

n
Da(Al,...,An)<B,...,B>:ZAlo...oAi_loBoAi_,_lo...oAn.
=1
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(iv) Es gilt f,, = a o ¢ und daher nach Kettenregel

Df,(A){B) = Da(p(A)){(Dy ZAO .0AoBoAo...0A.

=1 4—1 Stiick n—1i Stiick

(v) Es gilt | D fo(A)(B)|| < nf|A|"~"||B|| und somit folgt || D f, (A)]| < nl|AlI"~.
Also konvergiert die Reihe ((%D f”()))n auf beliebigen aber festen Béllen
B,.(0) C L(E) gleichméRig (Majorantenkriterium mit exp’(r) = exp(r)). So-
mit ist die Exponentialfunktion differenzierbar und es gilt

Dexp(A) = Z %Dfn(AMB)

neN

(vi) Der Ausdruck fiir die Ableitung wird im Falle [4,B] = 0, d.h. AB = BA
iibersichtlicher. In diesem Fall gilt Df,,(A)(B) = nA"~'B und wir erhalten

Dexp(A)(B) =B = Be.

6.4. Partielle Ableitungen. Wir hatten partielle Ableitungen schon im Spezial-
fall einer auf Q2 C K™ definierten Funktion kurz kennengelernt.

Definition 6.27. Seien n € Nyo, Fn, ..., E,, F Banachrdume und Q, CE,1<
1 < n, offen. SelenE—HE EixEyx...x E, undQ—HQ_leng

=1 =1

X Q. Sei f: Q — F eine Abbildung. Sei zg = () € Q

1<i<n
(i) Dann heifit die Abbildung f in z( in Richtung i, 1 < i < n, partiell differen-
zierbar, falls die Abbildung
Qoat— f (xé,...,a:é Lot x6+1,...,x8) =f (%,xi)
in 2, € Q; differenzierbar ist. Die Ableitung heit partielle Ableitung von f in
7o in Richtung i oder beziiglich x'. Wir bezeichnen sie mit D; f(zo). Es gilt

(ii) f heifst in z partiell differenzierbar, falls f in ¢ in alle Richtungen i, 1 <14 <
n, partiell differenzierbar ist.

(iii) Ist f in allen Punkten x € Q partiell differenzierbar, so ist D; f eine Abbildung
D;f: Q — L(E;, F) und f heifit in Q partiell differenzierbar. Sind alle diese
Abbildungen D;f, 1 <1i < n, stetig, so heilst f stetig partiell differenzierbar.

(iv) Ist E = R™, so schreiben wir g mf = D;f oder f;. In diesem Fall konnen wir
L(R, F) mit F identifizieren und erhalten f;(zo) € F.

(v) Ist f in einer offenen Teilmenge 2 von F mit 2y € Q definiert, die nicht not-
wendigerweise Produktgestalt hat, so kénnen wir partielle Differenzierbarkeit
in zo mit Hilfe der Einschrinkung f|p, (s mit By(zo) = BEF (2§) x ... x
BE» (z1) C Q definieren. Diese Definition ist unabhiingig von der Wahl von
r > 0.

(vi) Zur Abgrenzung gegeniiber partiellen Ableitungen bezeichnen wir die iibliche
Ableitung gelegentlich als totale Ableitung.

Proposition 6.28. Seien E = H E; ein Produkt von Banachrdumen, Q C E offen

und f: Q= Finy € Q dzjj‘erenzzerbar Dann ist f iny auch partiell differenzierbar.
Ist x;: E; = E mitx — (0,...,0,2,0,...,0) die kanonische Einbettung, so folgt

Dif(y) = Df(y) o xi-
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Beweis. Seiy € Q und sei r > 0 so klein, dass B,.(y) = [] B (y7) C Q gilt. Wir
j=1
definieren nun die Abbildung ¢: B ( i) — Q durch

— (yla"'ayl 17 ivyi+l7"'ayn)

und erhalten Dgo( ’) = (0,...,0,idg,,0,...,0) = x;, wobei wir die Identifika-

tion L(E;, E) = H L(E;, E;) benutzt haben. Die Abbildung BZi (y') > z'
J_

[ty hat Yy y") ist durch f o ¢ gegeben und somit erhalten wir
nach Kettenregel und Definition der partiellen Ableitung D; f(y)(-) = D f(y){x:(-))
wie behauptet. O

Die Ableitung einer Funktion ergibt sich aus den partiellen Ableitungen wie folgt.

Korollar 6.29. Seien E;, 1 < i < n, und F Banachrgume und sei E = [] E;.
i=1
Seien Q0 C E offen und f: Q — F in xg € Q differenzierbar. Dann gelten

ZD f(zo) > fir w= ( i)1gi§n € £,
d. h. es gilt

= Z sz(ﬂj'o) o Ty,
i=1

wobei w;: E — E; die kanonische Projektion auf die i-te Komponente bezeichnet.

Beweis. Es gilt nach Proposition 6.28 und aufgrund der Linearitét

ZDf (z0) ZDf (o) (xi (u')) = Df (o) <ZXZ >=Df($0)<u>

wie behauptet. O

Bemerkung 6.30. Sind £ =R", FF =R, Q C R” offen und f: Q@ - R in 2y €
differenzierbar, so haben wir D f(z¢) mit einem Vektor in R™ identifiziert. Nun gilt

Vf(wo) = (f--s fa)T.

Umgekehrt braucht eine partiell differenzierbare Funktion nicht differenzierbar
Zu sein.

Beispiel 6.31. Definiere f: R? — R durch

S5 (@) #0,
fla,y) = {07” (z.9) = 0.

Insbesondere gelten f(x,0) = z und f(0,y) = 0. Daher ist f im Ursprung partiell
differenzierbar mit f,(0) = f5(0) =1 und f>(0) = f,(0) =0
Ware f im Ursprung differenzierbar, so folgte insbesondere

olz]) = f(z,a) — £(0,0) — <<(1)) , <i>> _ %x - —%x.

Widerspruch.
Fiir stetig differenzierbare Funktionen gilt die Umkehrung jedoch

n
Theorem 6.32. Seien E;, 1 <i <n, und F Banachrgume, E = [[ E; und Q2 C E
i=1
offen. Dann ist f genau dann in Q stetig differenzierbar, wenn f in § stetig partiell
differenzierbar ist.
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Beweis. Wegen Proposition 6.28 geniigt es zu zeigen, dass f in ) stetig differen-
zierbar ist, falls f in ) stetig partiell differenzierbar ist, dass also ,,<=" richtig
ist.

Ist f differenzierbar, so kénnen wir nach Korollar 6.29 die Ableitung Df mit
Hilfe der partiellen Ableitungen D, f darstellen. Damit ist D f stetig, falls dies fiir
D;f gilt und wir miissen nur noch die Differenzierbarkeit von f in Q nachweisen.
Sei dazu xg € 2 beliebig und €2 ohne Einschrénkung konvex. Wir wollen zeigen,
dass

f@) = f(xo) + > Dif(xo) (2" — xf) + o ||z — zo])
i=1
gilt.
Zur besseren Ubersicht fithren wir den Rest des Beweises nur im Falle n = 2
durch. Es gilt

f (.%‘1,.’)32) - f (‘T(l)am(Q)) :f (xlaxz) - f (x(lbxz) + f (CL‘(l),SCQ) - f (w(1)7x(2)>
(6.1) =D:f (x(l),xz) <:L'1 - 93(1)> + 042 (Hxl - a:(l)H)
+ Daf (20, 75) (2 = a5) + o ([}o* = a5)) -

Auf der rechten Seite hat der erste Term noch das falsche Argument, der zweite
Term hingt noch in unerwiinschter Weise von 22 ab und die beiden letzten Terme
haben die gewiinschte Form.
Fiir den zweiten Term benutzen wir die Definition dieses Terms und den Mittel-
wertsatz und erhalten
loa2 ([} = wol)[| = [|£ (2", 2%) = £ (5, 2%) = D1 (wg,2%) (" = x5)|
< sw |Dif (6a) ~ Duf (abea) |- [ — b
Ee[ml,mé] N—

Slle—aoll

Aufgrund der Stetigkeit von Dif sehen wir, dass der Term o2 (Ha:l — xé”) ein
o(||z — xo||)-Term ist. Insbesondere wird also der erste Faktor in einer kleinen Um-
gebung von (z{,23) unabhéingig von z? klein.

Nun zum ersten Term der rechten Seite in (6.1). Es gilt

Dy f (x(l),a:Z) <x1 — x(lJ> =Dif (mé,x%) <:c1 — x(1)>
+ (le (x(l),mQ) —Df (xé,xg)) <x1 — xé>
Da D, f stetig ist, ist auch diese Differenz in o(||x — zq]|). O
In Kombination mit der Kettenregel erhalten wir

Theorem 6.33. Seien E;, 1 < ¢ < n, E' und F Banachrdume und seien Q C

E =[] E; sowie Q' C E’ offen. Seien f: Q — F und g = (gi)i QY - QCE
i=1

differenzierbar. Dann ist auch h = f o g differenzierbar und es gilt

Dh=>"Dif(9)(Dg"),

i=1

d. h. mit Argumenten x € Q' und u € E’ erhalten wir
Dh(x)(u) = > Dif(g(x)) (Dg" (x)(u)) .
i=1

Beweis. Nach Kettenregel gilt Dh = Df(g)(Dg). Explizit erhalten wir
Dh(z){u) = Df(g(x))(Dg(x)(u)) = Df(g()) ((Dg' (z),..., Dg"(x)) {v))
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- Z Dif(g(@)) (mi (Dg' (@){u), ..., Dg" (x){w)))

=Y Dif(g(x)) (Dy'(x)(u)
i=1

wie behauptet. U

Differenzierbare Funktionen im R™.

Bemerkung 6.34 (Jacobimatrix). Seien @ C R™ offen und f: Q — R™ differen-
zierbar. Nach Korollar 6.29 gilt fiir g € Q und u € R™

n

-3 Distani =3 1

- (zo)u'
Die Ableitung kénnen wir beziiglich der kanomschen Basis des R™ bzw. R™

als Matrixmultiplikation darstellen. Die die lineare Abbildung D f(xo) darstellende

Matrix heift Jacobimatriz. Wir bezeichnen sie mit (aiz (xo)) 1<y Oder Jy(zo).

1<i<n

Die j-te Komponente, 1 < j < m, davon lautet E

In Matrizendarstellung erhalten wir

aft aft
. azl M 81‘”
of7
ori )~ : :
1,] afm™ afm™
9z Qan

Dann erhalten wir D f(xo)(u) in Koordinaten als Matrixprodukt zwischen der Ja-
cobimatrix Jy(zo) und dem Spaltenvektor u = (u’), € R™.

Ist n = m, so heifit det Jy(xo) = |Jf(x0)| = gf
te.

Bemerkung 6.35 (Einsteinsche Summenkonvention). x Physiker summieren gerne
iiber Indices, die in einer Formel doppelt einmal unten und einmal oben auftauchen.
Unter Benutzung dieser Finsteinschen Summenkonvention erhalten wir

of
ozt

D f(xo)(u) = 5 (zo)u" = fi(wo)u'
Daher bezeichnen wir die j-te Komponente von f mit f7/ und die i-te partielle
Ableitung von f mit f;. Wir werden die Einsteinsche Summenkonvention auch ab
Vorlesungen iiber Differentialgeometrie oder Partielle Differentialgleichungen (mei-
nen Spezialgebieten) verwenden.

Oben und unten stehende Indices erlauben es auch besser, zwischen Elementen in
Vektorraumen und Dualrdumen zu unterscheiden. Dementsprechend ist es sinnvoll,
die Eintréige von Matrizen mit a} zu bezeichnen. Details dazu finden sich in [4].

Aus Theorem 6.33 erhalten wir als Korollar direkt die Kettenregel in Koordina-
ten.

Theorem 6.36. Seien Q C R™ und ' C R offen. Seien f: Q — R™ und g: ' —
Q C R” differenzierbar:

R 5 R 5 0L Rrm
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Dann ist auch h := fog: Q — R™ differenzierbar und es gilt in Koordinaten bzw.
als Matrizmultiplikation der zugehdrigen Jacobimatrizen

oh? - - afj 8gi no_ / ’
oz’ - g 02 9’ bzw. Jn(x ) = Jf(g(x )) . Jg(x )

Wir zeigen einen eindimensionalen Hebbarkeitssatz.

Lemma 6.37. Sei Q C R offen mit 0 € Q. Seien f,g: Q@ — R stetig und [ in
O\ {0} stetig differenzierbar mit f' = g in Q\ {0}. Dann ist f in ganz Q stetig
differenzierbar und es gilt dort f' = g.

Beweis. Wir diirfen ohne Einschrdnkung annehmen, dass 2 ein Intervall ist. Es
geniigt zu zeigen, dass f in 0 differenzierbar ist und f/(0) = ¢(0) erfiillt, dass also
f(x) — f(0) — g(0)z = o(|z|) fir alle z € Q
gilt. Dazu zeigen wir, dass es zu beliebigen € > 0 ein § > 0 mit

[f(z) = f(0) — g(0)a| <& -z]
fiir alle |x| < ¢ gibt.
Definiere dazu ¢: [0,1] — R durch
o(t) == f(x) — f(tz) — g(0)(1 — t)a.

Dann ist ¢ auf [0, 1] stetig und in (0,1) differenzierbar. Der Mittelwertsatz ist also
anwendbar. Es gelten

9(0)] = |£(z) — £(0) — g(0)a] < e Ja],
0(0)] =19(0) — o(1)]
< sup /()] 1

te(0,1)
= sup | — f'(tz)z — g(0)(—1)z|
te(0,1)
= sup |f'(tx) —g(0)[ - ||
te(0,1)
< sup |f'(y) —g(0)| - x| fiir 2| <,
lyl<é
= sup |g(y) — g(0)] - ||.
lyl<é
Die Behauptung folgt nun aus der Stetigkeit von g. (]

Lemma 6.38. Sei  C R” offen. Seien f: Q@ — R und g: Q@ — R" stetig. Sei
H C R"™ eine Hyperebene, also ein n— 1-dimensionaler affiner Unterraum. Sei f in
Q\ H stetig differenzierbar mit Df = g. Dann ist f in ganz Q stetig differenzierbar
und es gilt dort Df = g.

Beweis. Nach Theorem 6.32 geniigt es zu zeigen, dass f in €2 partiell differenzierbar
ist und dort f; = g(e;) gilt. Dies folgt in einem gedrehten Koordinatensystem, in
dem keiner der Basisvektoren e; in H liegt, aus Lemma 6.37. (|

Dieses Resultat iibertrégt sich wie folgt auf die erst im néchsten Kapitel defi-
nierten hoheren Ableitungen.

Korollar 6.39. x Sei 2 C R™ offen. Set H C R™ eine Hyperebene. Sei f: Q@ — R
in Q\ H eine k-mal stetig differenzierbare Funktion und seien samtliche Ableitungen
bis zur Ordnung k stetig auf ganz Q fortsetzbar. Dann ist auch f in ganz Q k-mal
stetig differenzierbar.
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Beweis. Induktion nach der Ordnung der Ableitung. O

Bemerkung 6.40. x Lemma 6.37 ldsst sich nicht problemlos auf Funktionen tiber-
tragen, die auf dem Komplement einer abgeschlossenen Menge A mit int A = ()
definiert sind. Die Cantorsche Treppenfunktion ist ein Gegenbeispiel dafiir.

Richtungsableitung.

Definition 6.41. Seien F, F' Banachriume und Q@ C FE offen. Sei e € E mit ||e]| = 1.
Sei f: ) — F eine Funktion. Dann heifst f in g in Richtung e differenzierbar, falls
die Funktion ¢(t) := f(xo + te), die fiir kleine ¢ > 0 in (—¢,¢) definiert ist, in
t = 0 differenzierbar ist. Dann heift ¢(0) Richtungsableitung von f im Punkt zg in

Richtung e. Wir schreiben dafiir D, f(z¢), V. f(zo) oder %.

Bemerkung 6.42.

(i) Ist E =R", so sind die partiellen Ableitungen gerade die Richtungsableitun-
gen in Richtung e;, fi(xo) = D, f (o).

(ii) Ist f in z( differenzierbar, so gilt nach Kettenregel D. f(zq) = D f(xo)(e) fiir
alle e € E mit |le]| = 1.

(iii) Gelegentlich erlaubt man in der Definition der Richtungsableitung auch be-
liebige e # 0.

(iv) Die Funktion aus Beispiel 6.31 ist im Ursprung in jede Richtung differenzier-
bar, jedoch nicht differenzierbar.

6.5. Ableitungen hoéherer Ordnung. In der folgenden Definition werden wir
hohere Ableitungen induktiv definieren und zur besseren Anschauung die zwei-
te und dritte Ableitung zusétzlich explizit definieren. Beachte dabei, dass wir die
bisherige Definition von Differenzierbarkeit anwenden kénnen, da auch L(E,F),
L(E,L(E,F)), ...mit der Operatornorm wieder Banachrdume sind.

Definition 6.43. Seien E, F' Banachriume, @ C FE offen und f: Q — F eine
Abbildung. Sei zy € Q) beliebig.

(i) Wir definieren D°f := f: Q — F als die O-te Ableitung von f. Ist f in U C
differenzierbar, so definieren wir die erste Ableitung von f durch D'f :=
Df: U — L(E, F).

(ii) Ist Df in einer Umgebung U von xg definiert und die Abbildung Df: U —
L(E, F) in z, differenzierbar, so heit D(Df)(x¢) = D?f(x0): E — L(E, F),
also D?f(z¢) € L(E,L(E, F)) zweite Ableitung von f in z.

(iii) Ist D*f: U — L(E, L(E, F)) in einer Umgebung U von x( definiert und in
differenzierbar, so heifst die Ableitung dieser Funktion dritte Ableitung von f
in xo: D(D?f)(z0) = D3f(x0) = DDDf(x¢) € L(E, L(E, L(E, F))).

(iv) Ist die k-te Ableitung D* f von f in einer Umgebung U von z definiert und ist
D¥f:U — L(E,...,L(E,F)...) in 2 differenzierbar, so heifit die Ableitung
dieser Funktion, D (D" f) (z¢) = D**! f(x0), die (k + 1)-ste Ableitung von f
in xg.

(v) Existiert die k-te Ableitung von f in allen x € , so heift f in Q k-mal
differenzierbar.

(vi) Existiert die k-te Ableitung von f in allen x € Q und ist sie in  stetig, so
heift f in Q k-mal stetig differenzierbar oder von der Klasse C*(Q, F).

(vii) Sind k € N, f € C*(Q, F) und alle Ableitungen von f bis zur Ordnung k
auf Q stetig und beschriinkt fortsetzbar, so ist f von der Klasse C* (ﬁ, F ),
f e O (Q,F).

(viii) Ist f € C*(Q, F) fiir alle k € N, so heift f glatt oder von der Klasse C*(Q, F).

Bemerkung 6.44.
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(i) Da L(E, F) selbst wieder ein Banachraum ist, kénnen wir die Definition von
Differenzierbarkeit auf die Abbildung Df: U — L(E, F)) anwenden.
(ii) Aus der linearen Algebra kennen wir den (normtreuen) Isomorphismus

L(E,L(E,F)) 2 Ly(E; F),
A+ a mit

a(u,v) == (A(u)) (v) fir alle u,v € E.
——
€L(E,F)
Damit erhalten wir direkt

Proposition 6.45. Sei Q C E im Banachraum E offen. Sei f: Q@ — F in xg
zweimal differenzierbar. Dann ist, vermége der Identifikation

L(E,L(E,F)) > Ly(E; F),
D?f(xg) € Lo(E; F) und es gilt
D? f(wo)(u,v) = D* f(x0)(u,v) = (D*f(z0)(u)) (v).
Bemerkung 6.46. *

(i) Hier stehen links die bilinearen Abbildungen, bei denen wir auch wieder (-, )
benutzen werden um die Linearitdt in den angegebenen Argumenten zu ver-
deutlichen.

(i) Wir wollen kiinftig stets D?f(zq) fiir das Element in L(E,L(E,F)) oder
Ls(E; F) schreiben.

(iii) Entsprechend schreiben wir stets D* f(z¢) fiir das entsprechende Element in

L(E,...,L(E,F)...)
oder in Ly (E; F'). Dabei benutzen wir induktiv, dass
L(E,Ly(E;F)) = Ly+1(E; F)
gilt.
Beweis. Ubung. O

(iv) Ist f in Q zunédchst m-mal differenzierbar und D™ f in © noch n-mal differen-
zierbar, so ist f in £ mindestens (m + n)-mal differenzierbar.

Beweis. Induktion. Ubung O

Definition 6.47 (C*-Normen). Seien E, F Banachriume und 2 C E offen. Dann
definieren wir auf C* (ﬁ, F ) eine Norm, die C*-Norm, durch

k
I fllcx,r) = Z HleHCO(Q,Li(E;F))
1=0

mit Lo(E,F)=F.

Genauso wie im eindimensionalen Fall sehen wir, dass die Riume C* (ﬁ, F )
Banachrdume sind.

Theorem 6.48. Seien E, F Banachriume und sei 2 C E offen. Sei k € N. Dann
ist C* (Q,F) mit der C*-Norm ein Banachraum.

Beweis. Ubung. O
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Lemma 6.49. Seien E, F' Banachrdume und Q) C E offen. Sei f: Q@ — F inxg € Q
zweimal differenzierbar. Sei U eine Umgebung von xg, in der f einmal differenzier-
bar ist. (U existiert nach Definition von zweimal differenzierbar.) Sei v € E fest.
Definiere ¢: U — F durch o(z) = D f(x)(v). Dann ist ¢ in xq differenzierbar und
es gilt fir allew € E

De(o){u) = D* f(x0) (v, u).
Beweis. Wir schreiben ¢ als Komposition der linearen Abbildung
¢: L(E,F) - F mit A~ Av

und der Abbildung Df: U — L(E,F): ¢ = ®o Df. Aus ®(A) — ®(A4p) = (A —
Ap){v) = DP(Ap)(A — Ap) wie bei jeder stetigen linearen Abbildung folgt hier
D®(Ap)(B) = B(v). Nach Kettenregel ist ¢ somit in z( differenzierbar und es gilt
Dy = D®(Df) o D?f und in expliziterer Form

Dp(x0)(u) = DP(D f(z0) (D(Df() () (wo)(u))

=D®(Df(x0)) (D*f(x0)(-)(u)) = D*f(wo) (v, u),

wobei Df(-)(-) eine Funktion = — L(E, F') bezeichnet. O

Das folgende Resultat ist eine Variante des noch folgenden Satzes von Schwarz.
Beachte, das hier die Existenz der zweiten Ableitung in zg und nicht nur die par-
tieller Ableitungen gefordert wird.

Theorem 6.50. Seien E, F' Banachriume, Q C E offen und sei f: Q — F in xg €
Q zweimal differenzierbar. Dann ist die bilineare Abbildung D? f(zo) symmetrisch,
d. h. es gilt fir alle u,v € E

D?f(w0)(u,v) = D f(x0)(v, u).
Beweis. Wir behaupten, dass
(6.2) f(zo+utv)—f(zotu)—f(zo+v)+f(xo) = D*f(w0)(u, v)+o (([lull +[lv])?)

gilt, falls u,v so gewdhlt sind, dass alle Ausdriicke wohldefiniert sind, also z.B.
u,v € B.(0) mit r > 0, so dass Ba,(z9) C Q gilt, was wir im Folgenden annehmen
werden.

Aus (6.2) folgt die Behauptung: Die linke Seite ist in © und v symmetrisch. Somit
gilt

|D? f (o) {u, v) — D* f(wo){v, w)|| = o (([lull + [[v]})*)

und fiir alle Einheitsvektoren (= Vektoren der Lénge eins) u,7 € E und alle |t| < r
erhalten wir daraus

t* || D? f(xo) (u,v) — D? f(20) (v, 1) || = o (£*) -

Wir dividieren nun durch #? # 0 und erhalten im Grenzwert ¢t — 0 die Behauptung.
Somit ist noch (6.2) zu zeigen. Definiere fiir 0 < ¢ < 1 die Funktion

o(t) == fzo +u+tv) — f(xzo + tv).

Die behauptete Gleichheit werden wir dann aus einer Abschétzung fiir (1) —(0)—
©'(0) erhalten, vergleiche das Ende dieses Beweises.

Es gilt der Mittelwertsatz fiir auf Teilmengen von R definierte Funktionen in der
Form

lo(1) = ¢(0) =" (0)[| < sup [[¢'(t) — ' (0)]-
0<t<1
Die rechte Seite wollen wir weiter abschétzen. Nach Kettenregel gilt

¢'(t) = Df(xo + u+tv){v) = Df(xzo + tv)(v).



80 6. DIFFERENTIATION IN BANACHRAUMEN

Wir addieren eine Null und schreiben die beiden Differenzen aufgrund der Differen-
zierbarkeit mit Hilfe der zweiten Ableitung, benutzen die Linearitdt der Ableitungen
im ,(-)~Argument und erhalten

¢'(t) = {Df(xo + u+tv) = Df(xo) — [Df(wo + tv) — Df(x0)]} (v)
= {D?f(wo){u+ tv) + o||u + tvll) — D? f (o) (tv) — o(|[tv]))} (v)
= D?f(wo){w){v) + o([[u + tol) vl + of|tv|)]v]].

Wie man sich beispielsweise mit Hilfe der e-Notation leicht iiberzeugt, sind beide
Fehlerterme in o ((||ul| + ||v[|)?). Hieraus folgt einerseits

S @) = (0) <o (Cllall + 1)) -

andererseits konnen wir den Ausdruck fiir ¢'(¢), ausgewertet an der Stelle ¢t = 0,
auch in der Folgerung aus dem Mittelwertsatz einsetzen und erhalten

(1) = ¢(0) = D* f(x0)(u, v) + o (([[ull + [lv])?) -
Nach Definition von ¢ ist dies aber gerade die Behauptung. O

Auch fiir zweite Ableitungen bekommen wir einen Zusammenhang zwischen D? f
und zweiten partiellen Ableitungen.

Proposition 6.51. Sei E = [[ E; ein Produktraum von Banachriumen. Sei 2 C
i=1

E offen und f: Q — F in xg zweimal differenzierbar. Beachte, dass fiir feste i,j
mit 1 < i,j < n die partiellen Ableitungen D;D;f(xo): E; x E; — F bilineare
Abbildungen sind. Seien x;: B; — E, 1 <i <mn, die kanonischen FEinbettungen.

(i) Dann gilt fir alle (u’,w/) € E; x E;

DuD, (w0 (u ) = D f(a0) (x5 () s ().
(i) Ist E =K", so gilt
DiD; f(x0) = D;Di f(x0),

d. h. die zweiten partiellen Ableitungen kommutieren.

Die Reihenfolge der linearen Argumente ist eine Konvention und kommt in der
Literatur auch anders herum vor.

Beweis.

(i) Fiir die ersten partiellen Ableitungen von f haben wir bereits D; f(-) = Df(-)o
Xj; 1 < j < n, gezeigt. Wenn wir dies auf w € E; anwenden, erhalten wir
D;f(){(w) = Df(-){x; (v')). Wir differenzieren dies nochmals und benutzen
dabei Lemma 6.49 fiir die rechte Seite. Es folgt fiir u € E

D (Djf(') <U]>) () (u) = D*f(x0) <Xj (Uj) ,U>«

Insbesondere fiir u = x; (u’) erhalten wir also
Di (D f(-) (w’)) (wo) (u') =D (D;£() (u’)) (o) (xi ()
=D?f(z0) {x; (v/),x: (u')).

Wir schreiben

D;D;f(zo) (v, u")y = D; (D; f(-) (v)) (o) (u'),
was man analog zu Lemma 6.49 rechtfertigt, und erhalten

DiD; f(xo)(:,-) = D* f(wo){x; (-), xi(")

wie behauptet.
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(ii) Dies folgt insbesondere aus Theorem 6.50. Es gilt D; f(z) = D f(x0){e;) und
somit erhalten wir

D;D; f(x0) = D;D; f(x0)(1,1) = D*f(x0){e;, e5) = D f(x0){es, e5) = D;D; f (wo).
O

Existieren die zweiten partiellen Ableitungen und sind stetig, so existieren auch
die zweiten Ableitungen. Als Vorbereitung dafiir zeigen wir

n
Lemma 6.52. Sei E = [] E; ein Produkt von Banachrdumen und F ein weiterer
=1

Banachraum. Dann sind L(E,F) und H L(E;, F) isomorphe Banachriume, d. h.

i=
es gibt eine beschrinkte lineare Abbildung zwzschen thnen mit beschrankter Inversen.
Ist x;: E; — E die kanonische FEinbettung und m;: E — E; die Projektion
auf den i-ten Faktor, so sind dieser Banachraumisomorphismus durch ®: A +—
n
(Ai)i<i<n mit A; = Ao x; und die Inverse dazu durch A =Y A; om,; gegeben.
i=1
Beweis. Direktes Nachrechnen. Beachte, dass wir nicht behaupten, dass der Ba-
nachraumisomorphismus normerhaltend ist. O

n
Theorem 6.53. Sei E = [[ E; ein Produktraum von Banachriumen und sei F
i=1
ein weiterer Banachraum. Seien Q@ C E offen und f: Q — F eine Abbildung. Dann
ist f genau dann zweimal stetig in QU differenzierbar, wenn f in Q zweimal stetig

partiell differenzierbar ist.

Beweis. Nach Theorem 6.32 (stetige und stetige partielle Differenzierbarkeit sind
dquivalent) ist die Behauptung fiir die ersten Ableitungen bekannt.

»,=" Sei f zunichst zweimal stetig differenzierbar. Nach Proposition 6.51 gilt
D;D; f(z0){-,-) = D?f(20){(xi(-), x;(-)) und wir erhalten die Behauptung
fiir die zweiten Ableitungen.

»&" Seinun f umgekehrt zweimal stetig partiell differenzierbar, D; f und D;D; f,
1 <4,j < n existieren also und sind stetig. Nach Theorem 6.32 sind somit
fund D;f in Q stetig differenzierbar.

Wir Verwenden nun ¢ aus Lemma 6.52 und erhalten eine Abbildung

PoDf: Q — H L(E;, F). Nach Proposition 6.28 sind die Komponenten

dieser Abbﬂdung gerade die partiellen Ableitungen D; f.

Nach Voraussetzung sind die Funktionen D;f, die ja gerade die Kom-
ponenten der Abbildung ® o D f sind, in  differenzierbar. Somit ist nach
Proposition 6.13 auch die Abbildung ® o Df in Q differenzierbar. Wir ver-
kniipfen diese Funktion noch mit der linearen Abbildung ® ! und erhalten,
dass Df = ® ' o®o Df in Q differenzierbar ist.

Zur Stetigkeit der Abbildung z — D?f(x): Seien u = (uf),_,_ und

v = (vj)1§jgn‘ Es gilt N
Dm0 (3 ). 3 ()
i=1 j=1
> D) (a () o () = D2 DiDif (@) (u',0?)

ij=1 ij=1
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und somit erhalten wir

D*f(x) = Z D;D; f(x)(mi(-), m;("))-

i,j=1
Hieraus folgt die Stetigkeit. ]

Korollar 6.54 (Satz von Schwarz). Seien n € N5 und F ein Banachraum, Q@ C
K™ offen und f: Q — F zweimal stetig partiell differenzierbar, so sind die zweiten
partiellen Ableitungen symmetrisch, d. h. fir alle 1 <i,j <n und alle x € Q gilt

DiDjf(x) = D;D;f(z).

Beweis. Nach Theorem 6.53 ist f in 2 zweimal differenzierbar. Nun kénnen wir
Proposition 6.51 anwenden und erhalten die behauptete Vertauschbarkeit der par-
tiellen Ableitungen. O

Bemerkung 6.55.

(i) Sei Q C R™ offen und sei f: Q — R zweimal differenzierbar. Dann erhalten
wir fiir alle x € Q2 und alle u,v € R™ nach Proposition 6.51

D?f(z){u,v) = Z D;D; f(z)u/v’.
i,j=1
(ii) Wie in der linearen Algebra kénnen wir auch hier die symmetrische Bilinear-
form D? f(z) durch eine Matrix darstellen, ndmlich durch (D;D; f(z))1<i j<n,
die Hessematriz oder Hessesche von f.
(iii) Wir werden auch im vektorwertigen Fall D?f(x) € Ly(E; F) als Hessesche
bezeichnen.

Viele Eigenschaften, die wir fiir zweite Ableitungen gezeigt haben, {ibertragen
sich per Induktion auf héhere Ableitungen. Wir erwdhnen hier nur die entsprechen-
den Resultate.

Bemerkung 6.56. % Seien n,m € Ny, F, F Produktrdume mit £ = [] F; und
i=1
F = [] F; fir Banachrdume E; und F;, Q C E offen und f: Q@ — F eine Abbil-
j=1
dung. Haufig machen wir von der Produktgestalt keinen Gebrauch; dies entspricht
den Féllen n =1 oder m = 1.
(i) Ist f eine k-mal differenzierbare Abbildung, so kénnen wir D* f(z¢) als Ele-
ment in Ly (F; F) auffassen.
(i) Ist f eine k-mal differenzierbare Abbildung und D* f eine I-mal differenzier-
bare Abbildung, so ist f eine k + [-mal differenzierbare Abbildung.
(iii) Seien f eine k-mal differenzierbare Abbildung und wy,...,ug—1 € E. Dann ist
die Abbildung ¢: Q — F mit

o(z) = Dkilf(z)<u1, ce sy Uk—1)

in Q differenzierbar und es gilt

Dy()(-) = D" f(z){us, ..., up-1,).

Ist f sogar k + 1-mal differenzierbar, so gilt eine entsprechende Aussage auch
fiir die zweite Ableitung von ¢, ....
(iv) Sei f eine im Punkt o € 2 mindestens k-mal differenzierbare Abbildung. So
ist
E* 5 (uy,...,up) — D*fxo)(ui, ... ug)
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eine symmetrische Abbildung, d.h. es gilt

D*f(xo)(uy,. .. ,up) = Dkf(ajo)<uo.(1), oy U (k)

fiir alle uy,...,ur € E und alle 0 € S(k), der symmetrischen Gruppe, die die
ersten k natiirlichen Zahlen beliebig permutiert.

(v) Sei f in xg € Q eine k-mal differenzierbare Abbildung und E habe Produkt-
gestalt. Dann ist f in zg auch k-mal partiell differenzierbar und es gilt fiir alle
1y mit 1 <i; <n, 1 <7<k, und alle u; € Fy,

Dik e Dilf(xo)<u1, . uk> = Dkf(xo)@(“ (ul), - ,Xik (’U/k;)>

Sind alle Faktoren E; gleich, so ist D¥ f(x) eine symmetrische Multilinearform
in k Argumenten.
Gilt insbesondere E; = K fiir alle 1 <1 < n, so ist

Dik Dllf(mo) = Dia(k) '~'Dia(1)f(‘/'r0)

fiir alle o € S(k).

(vi) Hat F' Produktgestalt, so ist f = (fi)1<i<m
mal differenzierbar, wenn dies fiir alle Ko_m_ponentcnfunktionen fi1<i<m,
gilt und es folgt in diesem Falle

D*f(z) = (D* f!(x),..., D" f™(2)) ,

wobei wir Ly (E, F) mit [[ Lx(E, F;) identifizieren.
i=1
(vii) Auch fiir hohere Ableitungen k-mal differenzierbarer Funktionen gilt eine Ket-

tenregel, allerdings sehen die Darstellungen héherer Ableitungen von Verkniip-
fungen komplizierter aus.
(viii) Hat E Produktgestalt, so ist f genau dann k-mal stetig differenzierbar, wenn

f oder die Komponenten f? alle k-mal stetig partiell differenzierbar sind.
(ix) Sei Q C R” offen. Ist f € C*(Q), so gilt

Dik . D“f(],‘) = Dkf(x)<ei1, vy €ik>
fir alle x € Qund alle i; mit 1 <4; <n, 1 <[ <k.
Fiir Vektoren u; = (ull, e ,u?) folgt

genau dann in einem Punkt k-

D f(x)(uy,. .. ug) = Z D, ... Dy, f(x)ul uZ"

Beispiele 6.57.

(i) Seien Ey, Es, F Banachraume. Sei B: Ey X Ey = E — F bilinear und stetig.
Dann ist B € C* und D3B = 0.

Bewets. Es gilt
DB(u,v){(a,b)) = B(a,v) + B(u,b).
Die Abbildung DB(-,-): E — F ist linear. Somit gilt
D(DB(-){(a, b)))(u, v){(c, d)) = D*B(u,v){(a,b), (¢,d)) = B(a,d) + B(c,b).

Dies ist von (u,v) unabhiingig. Also ist D3B = 0. O
(ii) Sei E ein Banachraum und GL(FE) C L(E) die (offene) Menge der Operatoren

in L(E) mit Inverser Abbildung in L(E). Dann ist

®: GL(E)> A A~ € GL(E) C L(E)
in GL(E) differenzierbar und es gilt D®(A)(B) = —A"'BA~1. (Vergleiche

/

dies mit (¢7') = —g—;.) Es gilt ® € C*°.
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Beweis. Wir zeigen nur die Behauptung iiber D® und lassen es als Ubung, die
Glattheit von D® mit Hilfe der Glattheit der in (A, C') bilinearen Abbildung
U(A,C){B) :=—-ABC,

der Kettenregel und Induktion zu zeigen.
Differenzierbarkeit: Statt ®(A + B) — ®(A) — DP(A)(B) € o(||B]|) zu
zeigen, multiplizieren wir die Gleichung von links mit A und erhalten

o(|BI) =A(B+A)"' — AA™' + AA"'BA™!
= (B+A)A ) —14+BA™!
— (BA +1) 14+ BA
Die Behauptung folgt nun mit Hilfe der Neumannschen Reihe, denn es gilt
(1+BA ) =1-BA' + (BA)’ - (BA™ )’ +
fiir || BA™!|| < 1. O
(iii) Die Funktion f: R? — R mit
2 _ .2
sy Dy 2 00,
0, (z,y) = (0,0),
ist im Ursprung zweimal partiell differenzierbar, jedoch sind die zweiten par-
tiellen Ableitungen dort weder stetig noch symmetrisch.
Beweis. Ubung. O
6.6. Taylorsche Formel.

Definition 6.58. Seien E, F' Banachraume, 2 C E offen und f: {0 — F eine k-mal
differenzierbare Abbildung. Seien v € F und z € €. Dann setzen wir

D* £ () ()" i= D* () {u, ..., )
———
k Stiick
fiir k € Nog und DO f(z)(u)? = f(z).
Lemma 6.59. Seien E, F Banachraume,  C E offen und f: Q — F eine k-mal
differenzierbare Abbildung. Seien x,u € E mit [x,x +u] C Q. Dann ist [0,1] > ¢ —
o(t) = f(z +tu) € F ebenfalls k-mal differenzierbar und es gilt
" (t) = D" f(x + tu) (u)*.

Beweis. Kettenregel und Induktion. O
Theorem 6.60 (Taylorsche Formel). Seien E,F Banachriume, Q C E offen und

feCr(Q,F), pe N. Seix € Q. Dann gilt fir alle w € E mit x +u € Q die
Darstellung

P
1
— — p
fo+u) = 3 5D ) + ol

Beweis. Da 2 offen ist, diirfen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass 6 > 0 so
gewdhlt ist, dass Bs(z) C Q gilt. Da die Behauptung nur im Falle, dass ||u|| klein ist,
nichttrivial ist, diirfen wir ohne Einschrinkung ||u|| < 6 annehmen. Wir betrachten
nun ¢ mit [0,1] 3t — o(t) = f(x + tu) € F wie in Lemma 6.59. Dann ist ¢ sogar



6.7. LOKALE EXTREMA 85

noch in einer kleinen Umgebung von [0, 1] C R von der Klasse C?. Wir wenden nun
den eindimensionalen Satz von Taylor, Theorem 4.90, an und erhalten

P
1
= 17970 + Ry, 0)(1)
k=0 "
sowie die Restgliedabschétzung
IRy, 0)(1)] < p [¢® (1) - ().

Die Behauptung folgt nun direkt mit Hilfe der Formel fiir die Ableitungen von ¢
aus Lemma 6.59. O

(p—1)! O<t<1

Bemerkung 6.61 (Lagrangesche Restgliedabschiitzung). Ist f € CP*1(Q, F), so
erhalten wir mit einem analogen Vorgehen, diesmal unter Verwendung von Theorem
4.95, die Abschétzung

p
1
f(x+u) :};1? u)® + O (|[u]PHY).

Stellen wir totale Ableitungen mit Hilfe der partiellen Ableitungen dar, so erhal-
ten wir aus der Taylorschen Formel

Korollar 6.62. Sei Q C R™ offen, F ein Banachraum und f € CP(Q, F) mitp > 1.
Dann gilt fir alle x,x +u € Q)

flz+u) = l' Z Dy, ... Dy, f(x)u™ ...u®™ +o(||ullP).

~
o
~
=
d&x
kol
Il
—

Bemerkung 6.63 (Multiindexschreibweise). % Ist & € N”, so schreiben wir D f
n

fiir die Ableitung D" ... D" f und nennen |a| = > «; die Ordnung der Ableitung.
i=1

Weiterhin schreiben wir H ( ) = u®. In dieser Schreibweise erhalten wir die

folgende Form der Taylorschen Formel:

flota) = 3 DR fae 4o Jul”)

lal|<k
mit a! :==aq! ... -l

Beweis. Dies folgt aus rein kombinatorischen Uberlegungen aus der obigen Taylor-
schen Formel. (]

6.7. Lokale Extrema. Hinreichende und notwendige Bedingungen fiir lokale Ex-
trema benutzen die aus der linearen Algebra bekannte Definitheit.

Definition 6.64. Sei F ein Banachraum und a € L(F;R) eine symmetrische
Bilinearform. Dann heift a

(i) * positiv semidefinit, a 3= 0, falls a(x,z) > 0 fiir alle x € E gilt.

(if) * positiv definit, a = 0, falls a(z,z) > 0 fir alle z € E \ {0} gilt.

(iii) gleichmdpig positiv definit, falls es ein ¢ > 0 mit a(z, z) > c fiir alle € FE mit

[z =1 gibt.
(iv) * negativ semidefinit, a < 0, falls —a positiv semidefinit ist;
negativ definit, a < 0, falls —a positiv definit ist; . ...

(v) * (gleichmafig) definit, falls a (gleichméfig) positiv oder negativ definit ist.

(vi)  indefinit, falls es Vektoren z,y € E mit a(z,z) > 0 und a(y,y) < 0 gibt.
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(vii) Ist H ein reeller Hilbertraum und A € L(H) selbstadjungiert, so heifst A
positiv semidefinit, ..., falls dies fiir die symmetrische Bilinearform (x,y) —
(Az,y) gilt. Wir schreiben hier ebenso A = 0, ....

(viii) % Im komplexen Fall benutzen wir die entsprechenden Definitionen fiir hermi-
tesche (gleiche Linearitatseigenschaften wie beim komplexen Skalarprodukt)
Sesquilinearformen a € Ly(F; C).

(ix) = Haufig schreibt man auch einfach a >0, a >0, ....

Bemerkung 6.65. x Ist dim F < oo, so ist jede positiv definite Bilinearform auch
gleichméfig positiv definit.

Bei symmetrischen R™*”-Matrizen kann man mit Hilfe der Eigenwerte Definit-
heit tiberpriifen, siehe [5]:

Lemma 6.66. x Sei A = (ai;)1<i j<n € R™™" eine eine symmetrische Bilinearform
darstellende Matriz und seien (\;)1<i<n deren Eigenwerte mit Vielfachheiten. Dann
gelten

(i) A0 <= X\ >0 Vi,

(ii) A-0 <= X\ >0 Vi,

(iii) A0 <— N\ <0 Vi,

(iv) A<0 <= X\ <0 Viund

(v) A ist indefinit <= 3i,j: A <0< A

Beweis. Diagonalisiere A. O

Bei symmetrischen R™*"™-Matrizen kann man die strikte Definitheit mit Hilfe der
Vorzeichen von Unterdeterminanten untersuchen, siehe [5]:

Lemma 6.67. * Sei A = (a;j)1<i,j<n € R"*" eine eine symmetrische Bilinearform
darstellende Matriz. Dann gelten

(Z) A-0 <— det(aij)lﬁngk >0 VI<k< n,

(ZZ) A<0 = (—1)k det(aij)lgi,jgk >0 VI<k<n.

Beweis. Siehe [5]. O

Beachte, dass die entsprechende Aquivalenz im Falle A 5= 0 nicht mehr gilt,
100
betrachte dazu A = (8 00 ) .

0-1

Theorem 6.68. Sei E ein Banachraum, Q C E offen und f € C?*(Q,R). Sei
xg € Q eine lokale Extremalstelle von f.

(i) Dann ist xo ein kritischer Punkt von f, d. h. es gilt D f(xz¢) = 0.
(ii) Weiterhin gilt D?f(xq) 3= 0 in einem lokalen Minimum bzw.
D?f(x) < 0 in einem lokalen Mazimum.

Beweis.

(i) Sei u € E beliebig. Dann ist 0 eine lokale Extremalstelle der Funktion ¢ mit
(—e,8) 2t = ¢(t) = f(zo+tu) € R, die fiir ein kleines € > 0 definiert ist. Da
© auf einer offenen Teilmenge von R definiert ist, folgt 0 = ¢'(0), also aufgrund
der Kettenregel D f(zq){(u) = 0. Da u € E beliebig war, folgt D f(zq) = 0 und
xg ist ein kritischer Punkt von f.

(ii) Aus der Taylorschen Formel folgt nun

Flaro+u) = Flao) + 5 D (o) () + o ()

fiir alle v in einem hinreichend kleinen Ball B, (0), so dass B,(xo) C Q gilt.
Wir betrachten ab jetzt ohne Einschrankung den Fall eines lokalen Minimums.
Durch Verkleinerung von r > 0 kénnen wir erreichen, dass f(xo +u) > f(xo)
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fiir alle u € B, (0) gilt. Setzen wir in die Taylorsche Formel nun speziell v = te
mit 0 < ¢ < r und ein beliebiges e € F mit |le]| = 1 ein, so folgt

0 < f(wo + te) — flao) = %tQDQf(xOMe, &) +o ().

Wir dividieren nun durch #2, lassen ¢t — 0 und erhalten, da e € E mit ||e|| = 1
beliebig war, die Behauptung. O

Bemerkung 6.69. x Bereits im eindimensionalen Fall haben wir gesehen, dass
D?f(x0) = 0 zwar eine notwendige, jedoch keine hinreichende Bedingung fiir ein
lokales Minimum ist, wie man am Beispiel R 3 ¢ — 3 € R sieht.

Theorem 6.70. Sei E ein Banachraum. Sei @ C E offen und f € C?(Q). Sei
o € Q ein kritischer Punkt von f.
(i) Ist D? f(zo) gleichmdfig positiv definit, so nimmt f in zo ein lokales Minimum
an.
(ii) Ist D?f(wg) gleichmdifig negativ definit, so nimmt f in xqo ein lokales Maxi-
mum an.

Ist dim E' < o0, also z. B. E = R"™, so geniigt die positive bzw. negative Definitheit
als Voraussetzung.

Beweis. Sei D?f(x() ohne Einschrinkung gleichméRig positiv definit, d. h. es gibt
ein ¢ > 0, so dass D?f(zo)(u,u) > 2¢||lul|? fiir alle u € E gilt. Sei r > 0, so dass
B (z9) C Q gilt. Sei ||u|| < r. Dann folgt aus der Taylorschen Formel

flzo+u) > fzo) + cllull” + o (||ull?) .

Ist r klein genug, so erhalten wir |o (|[u/|?)| < £||u[* und es folgt

c
Flao +u) = flwo) + 5lul
fiir alle u € B,(0). Dies impliziert die Behauptung. O

Beispiele 6.71. %

(i) Die Funktion f: R? — R mit (z,y) — 22 — 32 hat in (0,0) einen kritischen
Punkt. D?f(0) ist indefinit; wir nennen solch einen Punkt einen Sattelpunkt.
Die Anzahl der negativen Eigenwerte von D? f(0) heifit Indez von f im kriti-
schen Punkt 0. Fiir den Index gilt hier ind f(0) = 1.

(ii) Die Funktion R? 3 (z,y) ~ e 3" +v%) (2% — y?) hat zwei lokale Minima, zwei
lokale Maxima und einen Sattelpunkt.

7. EXISTENZSATZE

7.1. Banachscher Fixpunktsatz. Bereits bekannt.
Fiir spater bené6tigen wir jedoch noch die folgende Variante des Banachschen
Fixpunktsatzes.

Theorem 7.1. Sei E ein Banachraum und f: B,.(0) — E eine Kontraktion mit
Kontraktionskonstante k. Gelte ||f(0)|| < r(1 — k). Dann besitzt f einen Fizpunkt.

Im Unterschied zum Banachschen Fixpunktsatz nehmen wir hier nicht an, dass
f: B.(0) — B,(0) eine Selbstabbildung ist. Trotzdem gehen wir &hnlich wie beim
Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes vor und iterieren die Abbildung f.

Beweis. Wir definieren induktiv o := 0 und z,1 := f(z,) fiir alle n € N. Solange
r, € B,.(0) gilt, ist auch x,,1; wohldefiniert. Sei N € N, so dass z,, € B,.(0) fiir alle
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0 <n < N gilt. Wie beim Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes erhalten wir fiir
allen < N +1

lzn — 21|l =1 f(Tn-1) = fl@n-2)| <K |Tn-1 — Tn_2]
=k |f(@n-2) = f@as)| <K - |Jen—2— 20 s] <...
<KMoy — ol = &7 £ O,

Iexall =l = oxall < oo =l -+ ey =l

<Zm 17O < =IO <

Hieraus folgt, dass auch noch zy41 € B,.(0) gilt. Induktiv folgt also x,, € B,.(0) fiir
alle n € N.

Mit einer Abschétzung &hnlich wie oben oder wie im Beweis des Banachschen
Fixpunktsatzes folgt nun, dass (z,), eine Cauchyfolge ist und der Limes ist der
gesuchte Fixpunkt in B,(0). O

7.2. Satz iiber die Umkehrabbildung. Wir beginnen mit etwas Vorbereitung.
Da einige Resultate auch fiir Holderrdume gelten, definieren wir diese.

Definition 7.2.
(i) Sei E ein metrischer Raum und sei F' ein Banachraum. Eine Funktion f: E —
F heift lokal hélderstetig mit Exponent «, 0 < a < 1, falls

v 3 3 < cd «
vl Bou 5@~ FO)] < cd(e.y)

gilt. Ist @ = 1, so sprechen wir von lokal Lipschitzstetigen Funktionen. Wir
schreiben C*%(E, F), C%Y(E,F) bzw. im Fall F = R auch C%%(E) und
CYL(E).

(ii) Sind F, F' Banachrdume und sei  C E offen. Sei m € Nygund 0 < o < 1.
Dann definieren wir

C"™Q,F) = {f € C™Q,F): D"f € C™*(Q, L, (E; F))}
und schreiben C"™*(Q,R) = C™*(Q).
Wichtig wird in diesem Kapitel die Menge der Diffeomorphismen.

Definition 7.3 (Diffeomorphismus). Seien F, F' Banachrdume und U C FE sowie

V C F offen.

(i) Eine Abbildung f: U — V heift ein C*-Diffeomorphismus, k € Nug U {oo},
falls f bijektiv ist und f und f~! von der Klasse C* sind. Wir bezeichnen die
Menge aller C*-Diffeomorphismen von U nach V' mit Diff*(U, V).

(ii) Eine Abbildung f: U — F heift lokaler C*-Diffeomorphismus, falls f eine
offene Abbildung ist (dies ist notig um spéter die Definition von Diff * anwen-
den zu konnen) und jeder Punkt g € U eine offene Umgebung B,.(z¢) C U
besitzt, so dass f € Diff*(B,(x¢), f(By(x0))) gilt. Wir bezeichnen die Menge
aller lokalen C*-Diffeomorphismen von U nach F mit Difff (U, F).

(iii) Die (moglicherweise leere) Menge aller topologischen (linearen) Isomorphis-
men (oder linearen Homéomorphismen) von E nach F' bezeichnen wir mit
Liop(E, F). (Eine Abbildung ¢ € Ly, (E, F) ist linear, stetig und bijektiv,
ebenso ¢!, Weiterhin bemerken wir, dass Liop(E, F) = GL(E) gilt.)

Fiir holderstetige Funktionen gilt

Lemma 7.4. x Seien E;, 1 < i < 3, Banachrdume und ; C FE; offen. Seien
m€ENsgund 0 < a<l.
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(i) Seien f € C"™*(, Es) und g € C"™*(Qa, E3) mit f(Q1) C Q2. Dann gilt

go f S Cm’a(Ql,Eg,).

(ii) Sei f € Diff™(Qq,Q2) und gelte f € C™*(Qy, E3). Dann folgt fir die Um-

kehrabbildung f~' auch f=1 € C™*(Qy, E1).
Daher bezeichnen wir solche Diffeomorphismen auch mit Diff ™% (4, Qs)
und im Fall lokaler Diffeomorphismen mit Diff} % (Q1,Q2).

loc

Beweis. Ubung. (]

Theorem 7.5 (Satz iiber die Umkehrfunktion, Satz von der inversen Abbildung,
“Inverse function theorem”).

Seien E,F Banachriume, sei Q C E offen und f € C*(Q, F) mit k > 1. Sei
xo € E. Ist Df(x0) € Liop(E, F), so gibt es eine offene Umgebung U = B,.(xq) C Q,
so dass V = f(U) offen ist und f € Diff*(U, V') gilt.

Gilt also Df(x) € Liop(E, F) fiir alle z € Q, so folgt f € Diffy (9, F).

Beweis.

(i)

(i)

Wir nehmen ohne Einschrénkung an, dass £ = F' gilt. Sonst wenden wir das
Resultat auf die Abbildung g := (Df(x¢))"! o f an. Es gelten g € C*(Q, E)
sowie Dg(zo) = id. Ist g ein C*-Diffeomorphismus, so auch f.

Sei f € C*(Q, E) und Df(x¢) € GL(E). Wir erinnern daran, dass GL(E) C
L(E) eine offene Teilmenge ist und dass die Abbildung ®: GL(E) — GL(E)
mit A — A1 von der Klasse C ist.

Wegen f € C1, also Df € C°, gibt es eine Umgebung U = B,.(z¢), so dass
fiir alle x € B, (z¢) auch Df(x) € GL(E) gilt.

Wir nehmen nun an, dass f: U — V := f(B,(z¢)) ein Hom6omorphismus
ist (und zeigen dies spiter noch). Sei g := (f|y)~!. Nach Theorem 6.12, dessen
Voraussetzungen in jedem Punkt x € U erfiillt sind, ist g differenzierbar und
fiir alle z € U gilt

Dy(f(x)) = (Df(x))™" = ® o Df(x),

also Dg = ® o Df o g. Da wir vorausgesetzt haben, dass f|y ein Homdo-
morphismus ist, ist ¢ = (f|y) ! stetig und aufgrund der Formel fiir Dg gilt
geCt.

Da Df € C*~! ist, erhalten wir per Induktion g € C*(V, E).

Bis auf den Beweis der nachfolgenden Behauptung beweist dies unser Theo-
rem.
Behauptung: Es gibt ein r > 0, so dass f|y: U = V mit U = B,.(zg) und V =
f(B(x0)) ein Homéomorphismus ist. Dies werden wir in den noch folgenden
Punkten zeigen.
Surjektivitdt und Stetigkeit sind klar.
Injektivitat: Wir gehen dhnlich wie beim Beweis von Theorem 6.12 vor. Wir
behaupten, dass f|y fiir hinreichend kleine r» > 0 injektiv ist. Seien x,y €
B,.(x) beliebig. Dann folgt

f(@) = fy) = Df(y)(z —y) + o(llz — yl)).

In einer hinreichend kleinen Umgebung von x gibt es eine Konstante ¢ > 0,
so dass fiir y aus dieser Umgebung || D f(y)(v)| > ¢||v| gilt. (Erklarung dazu:
Aufgrund der Stetigkeit von (D f(x0))~! gibt es eine Konstante ¢ > 0, so dass
|(Df(x0)) " u)| < 5=llul fiir alle w € E gilt. Wir setzen nun insbesondere
u = D f(xo)(v) und erhalten 2¢- ||v|| < ||Df(zo){v)| fir alle v € E. Indem wir
eine hinreichend kleine Umgebung von xg betrachten, diirfen wir fiir alle y in
dieser Umgebung annehmen, dass || D f(y)—D f(zo)|| < c¢in der Operatornorm
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gilt. Daher folgt fiir solche y

IDf(W) )| = 1D f(zo) ()| = [Df(z0){v) = Df(y)(v)ll
>2c- |lv]| = [[Df(x0) = Df()| - [[v]l = ¢ [|v]
wie oben behauptet.)
Indem wir die Umgebung gegebenenfalls weiter verkleinern, kénnen wir
erreichen, dass ||o(||x — y||)|| < £||lx — y|| fiir alle z, y in dieser Umgebung gilt,

51
da wir aufgrund des Mittelwertsatzes die Abschéitzung

llo(llz = yIDII = [/ (z) = f(y) = Df (y)(z = )|l
<llz—yll- sup [IDFE) - DFy)ll

€lz,y]
haben und Df stetig ist. Wir erhalten somit fiir z,y € B,.(z¢) fiir geeignete
kleine » > 0 c
1f (@) = f@l = 5llz -yl
und somit die Injektivitét. y }
(v) flu ist eine offene Abbildung: Sei U C U offen und z € U beliebig. Wir
méchten nachweisen, dass es ein € > 0 gibt, so dass B.(f(z)) C f(U) gilt.
Ohne Einschrankung diirfen wir (nach Anwendung von Translationen) an-
nehmen, dass T = 0 und f(Z) = 0 gelten.
Sei £ mit 0 < £ < 1 beliebig. Da D f stetig ist, gibt es ein p > 0, so dass
B,(0) C U und
1
—(Df(0)) o /Df(tx + (1 —-ty)dt|| <k
0
fiir alle z,y € B,(0) gelten. (Erklirung dazu: Es gilt
1
—(DF(0)) o /Df(tx +(1—tyy)dt

0
1

= [[(DF(0)™" o (Df(0)) = (Df(0)) " o /Df(t:l? + (1 —t)y)dt
0

— (Dr©)~to | Dr(O) - / Df(tz + (1 - t)y) dt

0
1 1

I(DFO) - / DF(0) dt - / Df(tz + (1—tyy)dt |,
0 0

IN

da Df(0) von t unabhéngig ist,

= |[(Df(0)7| - /Df —Df(tz+ (1 —t)y)dt

< (D)7 sup [[DF(0) = Df(2)l| -1

z€[z,y)

< |@r)~H- ) IDf(0) — Df(2)|

und dieses letzte Supremum kénnen wir aufgrund der Stetigkeit von D f durch
Verkleinern von p > 0 beliebig klein machen.)
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Sei u € B:(0) beliebig, wobei wir ¢ > 0 gegebenenfalls noch verkleinern
diirfen. Wir definieren die Abbildung ¢: B,(0) — FE fiir p > 0 wie oben durch

p(z) =z + (Df(0)) " (u — f())

und wollen zeigen, dass ¢ fiir kleine € > 0 die Voraussetzungen von Theo-
rem 7.1 erfiillt. Dann erhalten wir hieraus nédmlich einen Fixpunkt, was gleich-
bedeutend mit v — f(z) ist und die Offenheit liefert, da u € B.(0) beliebig
war.

Seien also x,y € BP(O). Dann folgt unter Verwendung des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung

o(x) —oly) =x —y — (Df0)"(f(z) — f(y))
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Somit erhalten wir aufgrund der Wahl von p

le(x) =)l < k- llz -yl

fiir alle z,y € B,(0). Somit ist ¢ wie gewiinscht eine Kontraktion.
Mit Theorem 7.1 folgt nun die Behauptung, falls wir noch ||¢(0)]| < p(1—x)
beweisen konnen. Aufgrund unserer Annahme f(0) = 0 erhalten wir aber

eIl = [[(DF(0)) " w]| < [[(DFO)TH - lull < [[(DFO) 7] e

Somit erhalten wir die behauptete Abschétzung, indem wir ¢ > 0 falls notig
verkleinern, so dass

< [(DFO) T (1 = k)
gilt. (]

Bemerkung 7.6. x Beachte, dass wir in der letzten Abschidtzung den Ausdruck

||(Df(0))’1||_1 nicht durch ||[Df(0)| ersetzen diirfen. Dies sind im Allgemeinen
unterschiedliche reelle Zahlen.

Korollar 7.7. x Gilt im Satz iiber die Umkehrfunktion zusdtzlich f € C*%(Q, F),
so folgt auch f € Diff>*(Q, F).

loc

Beweis. Kombiniere den Satz iiber die Umkehrfunktion, Theorem 7.5 mit Lemma,
7.4. O

Als weiteres Korollar zum Satz uber die Umkehrfunktion erhalten wir die fol-
gende globale Variante

Korollar 7.8. Sei Q C E offen und f € CF(Q,F), k > 1, injektiv. Sei wei-
terhin Df(x) € Lyop(E, F) fir alle x € Q. Dann ist f(Q) offen und es gilt f €
Diff* (Q, £(Q)).

Beweis. Ubung. O
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Sind E oder F endlichdimensional, so folgt aus der Bijektivitiat von D f(x), dass
E und F endlichdimensional sind. Wir betrachten also den Fall einer Abbildung
f: Q@ CR™ — R™. Dann folgt aus der Bijektivitit von D f(zg) bereits n = m und
wir erhalten

Korollar 7.9. Sei Q C R” offen und f € CF(Q,R"), k > 1. Gelte fiir die Jacobi-
matric |J¢(zo)| # 0 in xg € Q. Dann gibt es eine offene Umgebung U = B,(x), so
dass auch V := f(U) offen ist und es gilt f € Diff*(U, V).

Also folgt aus |J(x)| # 0 fir alle x € Q, dass f € Diff}, (9, f()) gilt.

loc

Eine Variante des Satzes iiber die Umkehrfunktion gilt auch, wenn D f(x() ledig-
lich surjektiv ist. Wir empfehlen hier dringend, den Fall allgemeiner Banachrdume
bis zur Vorlesung iiber Funktionalanalysis zu {iberbléttern, da es nicht so ganz ein-
fach ist, sich abgeschlossene Teilrdume vorzustellen, die nicht splitten (ein deutscher
Begriff dazu scheint nicht tiblich zu sein).

Definition 7.10. x Sei E ein normierter Raum und M C E ein abgeschlossener
Teilraum. Dann splittet M den Raum FE, falls M ein topologisches Komplement
besitzt, d. h. es gibt einen abgeschlossenen Teilraum N C FE, so dass E die algebrai-
sche direkte Summe, d.h. direkte Summe im Sinne der linearen Algebra, ist, also
E = M@&N gilt und E als topologischer Raum zum Produktraum M x N isomorph
ist, d. h. die Abbildung

JiMxN—=E mit (z,y)—z+y

ist ein topologischer Isomorphismus, oder, dquivalent dazu, falls es eine Konstante
¢ > 0 mit

1
Nz +yll < max(flz]l, [ly]]) < e |l +yll

fiir alle (x,y) € M x N gibt. In diesem Falle heilt N ein topologisches Komplement
von M. E heilt topologische direkte Summe von M und N.

Bemerkung 7.11. * Sei E = M & N. Betrachten wir M, N als Teilmengen von
E, so konnen wir jeden Vektor z € F in eindeutiger Weies als z = x +y mit x € M
und y € N schreiben. Dies definiert lineare Abbildungen Pys: E — E mit Pyz = x
und Py: EF — E mit Pyz = y. Die Abbildungen P,; und Py sind idempotent, d. h.
es gelten P?, = Py und PI%, = Py.

Definition 7.12. Sei F ein normierter Raum. Dann heift P € L(E) ein Projektor,
falls P?2 = P gilt, P also idempotent ist.

Lemma 7.13. x Sei E ein Banachraum und M C E ein abgeschlossener Teilraum.
Dann splittet M den Raum E genau dann, wenn es einen Projektor P € L(E) mit
R(P)= M gibt.

Beweis.

,=“ Sei E = M ® N eine topologische direkte Summe. Wir definieren P :=
Pys. Dann ist P idempotent und es gilt R(P) = M. Wir miissen noch
nachweisen, dass P stetig ist, d. h. dass P € L(F) gilt. Nach Voraussetzung
gibt es ein ¢ > 0, so dass fir alle z = z + y mit (z,y) € M x N die
Abschétzung max(||z||, |ly|]) < ¢- ||z + y|| gilt. Somit folgt ||Pz|| = [jz| <
max(||z||, [|y]|) < ¢- ||z|| fir alle z € E. Also ist P stetig.

,<“ Sei P € L(E) ein Projektor mit R(P) = M. Wir definieren N := P~1({0}).

Wir behaupten, dass £ = M & N gilt: Sei dazu z € E. Wir definieren
dazu z := P(z) und y := z — P(2). Es gilt (z,y) € M x N; die Inklusion
fiir 2 ist klar, die fiir y folgt aus P(y) = P(z — P(2)) = P(z) — P?(z) =
P(z) — P(z) = 0. Die Eindeutigkeit der Darstellung folgt, wenn in einer
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Darstellung 0 = z + y mit (z,y) € M x N stets x =y =0 gilt. Ausz € M
folgt, dass es ein T € F mit P(Z) = x gibt. Damit folgt P(x) = P(P(Z)) =
P(z) = x. Wir wenden nun P auf 0 = z +y an und erhalten 0 = z + 0 nach
Definition von N. Somit ist £ = 0 und folglich gilt auch y = 0. Also ist F
die algebraische direkte Summe von M und N.

Zu den Normabschéitzungen: Es gilt nach Dreiecksungleichung ||z 4yl <
llz|l + [yl <2max(||z]],|ly]|). Die Stetigkeit der Abbildungen P und id —P

impliziert [lz|| = ||Pz[] < [|P|[- ||z]| sowie [jy] = [[(id—P)z|| < [[id—P] -
||z||- Beide Ungleichungen zusammen liefern max(||z]|, ||y]|) < ¢ z||. Somit
splittet M. O

Das folgende Lemma gilt insbesondere fiir H = R™.

Lemma 7.14. x Sei H ein Hilbertraum und M C H ein abgeschlossener Teilraum.
Dann splittet M den Raum H.

Beweisidee. Das orthogonale Komplement M= ist auch ein topologisches Komple-
ment. Fiir z = z + y mit (z,y) = 0 folgt insbesondere ||z + y||* = ||z]|*> + |ly||* und
somit die zweite Ungleichung in der Definition eines splittenden Unterraumes.

Endlichdimensional kénnen wir eine Orthonormalbasis (aq,...,ax) von M zu
einer Orthonormalbasis (ay,...,a,) von H ergidnzen und erhalten das orthogonale
Komplement als (agi1,...,a0n). O

Proposition 7.15. x Sei E ein Banachraum und M C E ein Unterraum mit
dim M < oco. Dann besitzt M ein topologisches Komplement in E.

Beweis. Seien dimM = n und (ey,...,e,) eine Basis von M. Definiere M; :=
(€1, ,€i—1,€i415---,€n), 1 <i<n.Dann gibt es aufgrund des Satzes von Hahn-
Banach stetige Linearformen ¢; € E* mit ¢;|a, = 0 und (e;, ;) = 1. Wir definieren
nun eine Abbildung P: E — E durch

P(z) := Zei<z7cpi>.
i=1
Man rechnet direkt nach, dass P(e;) = e;, R(P) C M und damit R(P) = M und
P? = P gelten. Die Stetigkeit von P ist klar. Somit splittet M den Raum E. [

Bei der folgenden Folgerung aus dem Satz iiber die Umkehrabbildung empfehlen
wir, zundchst nur den Fall zu betrachten, dass £ = R"™ gilt oder E ein Hilbertraum
ist.

Theorem 7.16. Seien E,F Banachriume. Sei Q C E offen und f € CY(Q, F).
Sei xg € Q ein Punkt, so dass Df(xg): E — F surjektiv ist und eine der folgenden
Bedingungen erfillt sind:

(i) E=R",
(i) E ist ein Hilbertraum oder *
(iii) ker(Df(xq)) splittet E. *

Dann gibt es ein € > 0, so dass B:(f(z¢)) C f(Q) gilt.

Beweis. Aufgrund einer der drei vorausgesetzten Bedingungen gibt es zu F; :=
ker(D f(xg)) C E einen abgeschlossenen Unterraum Es; C E, so dass E = Eq x Es
mit einer zur Produktnorm &quivalenten Metrik ist. Entsprechend schreiben wir
Vektoren in E als z = (2!, 2?).

Im Falle E = R"™ erreichen wir dies beispielsweise, indem wir eine Orthonor-
malbasis von Fy mit (ag,...,a,) zu einer Orthonormalbasis von E ergénzen und
Es :={ag,...,a,) definieren.
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Nun gilt fiir u € £
Df(zo){(u) = D1f(zg) <u1> + Do f(x0) <u2> :

Nach Voraussetzung gilt D1 f(zo) (u') = D f(zo) ((u',0)) = 0 und Dy f(z0): E» —
F ist surjektiv, da Df(xq) nach Voraussetzung surjektiv ist.
Dann ist die Abbildung D5 f(zo) offen, da
(i) D2f(zo) als injektive und surjektive Abbildung bijektiv ist.
(ii) (im Fall mit x ) dies aus dem Satz von der offenen Abbildung folgt, siehe
Funktionalanalysis.

Somit folgt in allen Féllen Dy f(xo) € Liop(Eo, F). Die Abbildung g := f (x§,-)
erfiillt daher die Voraussetzungen des Satzes von der inversen Abbildung. Somit gibt
es eine Umgebung U € U (x(z)) in By, sodass g: U — g(U) ein C*-Diffeomorphismus
ist. Insbesondere ist g(U) C f(2) offen. O

Wir wollen damit eine nichtlineare gewShnliche Differentialgleichung 16sen. Diese
Methode kann man spédter auch auf nichtlineare partielle Differentialgleichungen
anwenden.

Beispiel 7.17. % Seien E = C*([0,1]) und F = C°([0,1]) mit der C'- bzw. der
C°-Norm. Wir definieren die nichtlineare Abbildung ¢: F — F durch
o(u) = i+ u?
fiir u € E. Dann gilt ¢ € CY(E, F), ja sogar ¢ € C*°, und aus
o(u+ug) = p(ug) + 0 + 2upu + u?
erhalten wir
Do(ug)(u) =4+ 2ugu
fiir u, ug € E. Wir betrachten nun speziell ug = 0. Dann ist Dp(0) = 4 € L(E, F).
Aufgrund des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung ist Dy(0) sur-
jektiv, da némlich & [ f(r)dr = f(t) fir alle f € F gilt. Weiterhin besteht
0

ker Dp(0) gerade aus den konstsariten Funktionen, ist daher eindimensional und
besitzt somit nach Proposition 7.15 ein topologisches Komplement.

Wir kénnen daher Theorem 7.16 anwenden und erhalten, dass es ein € > 0 gibt,
so dass fiir alle f € F mit || f|co(jo,1) <€ ein u € E mit

u4u? = f

existiert. Wir haben damit eine nichtlineare gewdhnliche Differentialgleichung ge-
lost.

7.3. Satz von der impliziten Funktion.

Bemerkung 7.18. Der Satz von der impliziten Funktion verallgemeinert das fol-
gende Resultat aus der linearen Algebra: Sei A = (A1 As) eine Blockmatrix, so dass
Ay bijektiv ist. Dann gibt es fiir jedes 2! ein 22 = ¢ (xl), so dass A (i;) = 0 gilt.
Theorem 7.19 (Satz von der impliziten Funktion, Satz tiber implizite Funktionen,
“Implicit function theorem”).

Seien Ey, By, F Banachriume, Q; C E; offen, i = 1,2 und f € C*(Qy x Q, F),
k> 1. Sei (xo,y0) € Q1 x Qo und gelte

f(z0,y0) =0 sowie Dsf(x0,90) € Ltop(E2, F).

Dann gibt es eine offene Umgebung U von x¢ und ¢ € C*(U, Ey) mit o(z0) = vo
und

f(z,p(x)) =0
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fiir alle x € U.
Die Abbildung ¢ ist eindeutig bestimmt und es gilt

Dy(x) = —(Daf(z,¢(2))) ™" o D1 f(x, ¢(x)).
Gilt f € CF, 0 < a <1, so folgt auch ¢ € C*,
Beweis. Wir mochten den Satz von der Umkehrabbildung benutzen.
(i) Um die Existenz von ¢ zu zeigen, definieren wir
g: U x Qo = Ey x F durch  (z,y9) — (z, f(z,y)).
Es gilt g € C*(Qy x Qo, By x F), weil die Komponenten selber in C* sind und
fiir die Ableitung erhalten wir
Dg = (Didg,,Df).
Wir schreiben dies komponentenweise

Dg(z,y)(u,v) = D1g(z,y)(u) + D2g(z,y)(v)
= (ua le(l‘,y)<u>) + (Oa Dgf(x,y)<v>)
= (u, D1 f(z,y)(u) + D2 f (z,y)(v)).

In Matrixnotation kénnen wir dies als

N idEl 0
Dyg(z,y) = (le(a:,y) Daf(x’?J))

schreiben.
(ii) Wir mo6chten nun nachweisen, dass Dg(xo,Yo0) € Liop(E1 X Eo, E1 x F') gilt.
Das Argument (z,yo) ist hier nicht so relevant, da stets gleich.
(a) Die Injektivitat von Dg(z,yo) folgt aus der Injektivitat von Da f(xq,yo)-
(b) Surjektivitdt von Dg(xg,yo): Sei (@,7) € Ey X F beliebig und definiere
(u,v) := (@, (Da.f (w0, y0)) (8 — D1f(z0,y0)(w))) -

Durch Einsetzen in die obige Formel fiir g sieht man direkt, dass sich
der Term Dy f(z0,yo)(t) weghebt und Dg(xg,yo){u,v) = (@,v) gilt. Wir
haben damit als Formel fiir die Inverse

(Dg(wo,y0))” ' (@, 0) = (i, (D2.f (z0,0)) "' (v — D1f (w0, y0) (1)) -

(c) Stetigkeit von (Dg(zg,y0))~!: Aus der obigen Formel erhalten wir direkt
mit von ||(Dzf(zo,y0)) || und || D1 f(x0,90)|| abhiingigen Konstanten

[(Dg (0, 90)) " (@, B)|| = max (||al], || (D2 (z0,90)) ™" (2 — D f (o, yo) (@)]])
<c-max (||all, |t — D1f(zo,yo){@)||)
<c-max (|||, |9]| + || D1.f(z0, yo)(@)])
<c-max ([[al, |9 + [la]]) < ¢ - max ([, [7]) .

Somit ist Dg(:vo,yo) € Ltop(El X Fo, Ey X F)
(iii) Nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion gibt es daher ein r > 0, so dass mit
Uy := B, (z¢) und Vp := B,(yo) sowie der offenen Menge Wy := g(Uy x Vp) C
E; x F je nach Differenzierbarkeit von f

g € Diff*(Uy x Vo, Wy) oder g e Diff**(Uy x Vi, Wo)
gilt. Wir bezeichnen die lokale Inverse von g mit h
h: Wy — Uy x V.
Wir schreiben h = (hl, h2) und erhalten fiir (z,z) € Wy C By X F

(x,z2) =goh(z,2z)=g (hl(m,z),hz(x,z)) = (hl(x,z), f (hl(x,z),hQ(m,z))) .
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Somit gelten fiir alle (x,z) € Wy die Identitditen h! = 71 (Projektion auf die
erste Komponente) und f (z, h?(z, 2)) = z.

Wir definieren nun U := {z € Up: (x,0) € Wp}. Wegen g(zo,y0) =
(z0, f(x0,y0)) = (20,0) folgt o € U und U ist offen, da Uy und Wy offene
Mengen sind. Weiterhin definieren wir ¢: U — Vi durch ¢ := h%(-,0). Dann
gilt nach Definition f(z,p(z)) = 0 fiir alle x € U und es ist p € CF(U, Ey)
bzw. p € CH2(U, Ey).

Eindeutigkeit: Wir zeigen, dass fiir die gewéhlte Menge U die Abbildung
p: U — FE5 die einzige Abbildung ist, so dass f(x,¢(x)) = 0 gilt. Sei dazu
(z,y) € Uy x Vy beliebig mit f(z,y) = 0. Dann folgt g(x,y) = (z, f(z,y)) =
(z,0). Da g: Uy x Vo — Wy injektiv ist, kann es zu festem z maximal ein
solches y geben. Daher ist ¢ eindeutig bestimmt.

Formel fiir die Ableitung: Da Dg(z,y) € Liop(Er X Ea, Eq x F) fir (z,y) €
Uy x V gilt, lesen wir aus der Matrixdarstellung von Dg ab, dass Ds f(z,y) €
Liop(Eo, F') ebenfalls fir (x,y) € Uy x V} gilt.

Mit der Kettenregel erhalten wir aus f(z,¢(x)) = 0 die Identitét

Dy f(x, o(2))(-) + Do f (2, p(x))(De(z)(-)) = 0.

Fiir z € U gilt (z,¢(x)) € Uy x V. Somit ist Dy f(z,¢(x)) invertierbar und
durch direktes Auflésen der obigen Gleichheit nach D¢ erhalten wir die Be-

hauptung.
Ist f € C*, so liest man an der Formel fiir Dy ab, dass dann auch ¢ € CF
gilt. (]

Bemerkung 7.20.

(i)
(i)

Im Satz von der impliziten Funktion kann man durch Betrachten von f — zg
statt f die Bedingung f(x,yo) = 0 auch durch f(xg,yo) = 20 € F ersetzen.
Sei A € L(R™,R™). Dann gilt stets fiir den Rang von A die Abschétzung
rk A < min(m,n). Gilt tk A = min(m,n), so sagen wir, dass A mazimalen
oder wvollen Rang besitzt.

Wir bemerken, dass aus der Unterhalbstetigkeit des Ranges oder der Ste-

tigkeit jeder Unterdeterminante folgt, dass die Menge, in der eine Abbildung
Df fiir ein f € CY(Q,R™), Q C R" offen, maximalen Rang besitzt, offen ist.
Ist f: R® x R™ = R"™™ — R™ gegeben, so gilt die Bedingung Ds f (0, y0) €
Liop(R™,R™) aus dem Satz von der impliziten Funktion genau dann, wenn
Dy f(xo,y0) surjektiv (oder injektiv) ist.
Ist f: R™"™ — R™ gegeben und D f(zo, yo) surjektiv bzw. J¢(zo,yo) hat vol-
len Rang, so kénnen wir durch Umnummerierung der Koordinaten im R™*™
erreichen, dass wir eine Abbildung f: R"*™ — R™ mit bijektivem Do f (z0,Y0)
erhalten.

Aufgabe 7.21. Zeige, dass es unter den Voraussetzungen des Satzes {iber implizite
Funktionen eine Umgebung A von (zg, yo) mit

gibt,

{(z,y) € A: f(z,y) = 0} = {(2, p(x)): © € U} N A = graphp N A
d. h. dass sich lokal die gesamte Menge {f = 0} als graph ¢ beschreiben 14ft.

Hinweis. Benutze den Teil des Beweises des Satzes iiber implizite Funktionen, in
dem wir die Eindeutigkeit von ¢ gezeigt haben. t

In diesem Zusammenhang verwendet man héufiger die folgende Definition. Sie
verallgemeinert auch die bisherige Definition eines kritischen Punktes.

Definition 7.22. Sei E ein Banachraum und Q C E offen. Sei f € C1(Q,R™).
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(i) Dann heifit « € Q ein reguldrer Punkt von f, falls D f(z) surjektiv ist. Sonst
heifst x ein kritischer Punkt.

(ii) Ein Punkt y € R™ heift requlirer Wert von f, falls f~1({y}) nur aus reguliiren
Punkten besteht. Sonst heifst y ein singuldrer Wert.

Bemerkung 7.23. x

(i) Beachte, dass Cf(Q) aus reguliren Werten besteht.

(ii) Da der Zielraum endlichdimensional ist, gibt es nach Proposition 7.15 stets
einen splittenden endlichdimensionalen Teilraum M, so dass D f(z)|as bijektiv
ist.

In der folgenden Bemerkung fithren wir die spéter in der Differentialgeometrie
noch wichtigen Hyperflachen ein.

Bemerkung 7.24.

(i) Sei f € C*(Q), @ C R" offen und k > 1. Die Bedingung, dass Vf bzw. J; in
einem Punkt ¢ € Q vollen Rang besitzt ist dann dquivalent zu V f(zq) # 0.
(ii) Seic € R. Gilt Vf # 0 tiberall in der Menge €2, so gibt es fiir jeden Punkt xq €
M, := f~1({c}) eine Umgebung, so dass in dieser Umgebung von x die Menge
M, mit dem Graphen einer auf einer offenen Teilmenge von R"~! definierten
C*-Funktion iibereinstimmt, wobei R”~! senkrecht zu einer Richtung e; steht,
so dass Df(e;) # 0 gilt. Es geniigt sogar, die Bedingung V f # 0 nur auf M,

zu fordern.
(iii) Ist f(zo) = c und Df(zg){en) # 0, so gibt es aufgrund des Satzes iiber
implizite Funktionen eine Umgebung U von o = (:::3), ey 1:8_1) und eine > 0

sowie eine Funktion ¢ € C*(U) mit ¢(&0) = 23 und
M.N (U x (zf —e, x5 +¢€)) = graph e

bzw. f(&,p(2)) = c fir alle & € U.

(iv) Mengen M, mit dieser Eigenschaft heiken Hyperfiichen der Klasse C* in Q C
R™ oder n — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeiten von £ C R™. Im Falle
n = 2 heifsen sie auch Niveaulinien und im Falle n = 3 Niveauflichen.

Wir halten diese wichtige Definition noch einmal gesondert fest.

Definition 7.25. Seien Q C R” offen, f € C*(Q2), k > 1, und c ein regulirer Wert
von f. Dann heift M, := f~1({c}) eine C*-Hyperfliche in Q C R".

Beispiel 7.26. Sei f: R" — R durch z — |z|? gegeben. Dann sind die Mengen
M. = f~'({c}) fiir alle ¢ # 0 glatte Hyperflichen in R". Es gilt M. = B /(0) fiir

alle ¢ > 0. Es gilt M. N {z" > 0} = graph (& — \/c* — |2]?).

Aufgabe 7.27. Sei Q C R” offen. Sei f € C?(Q,R). Sei ¢ ein reguliirer Wert von
f. Dann gibt es fiir jedes xg € M, = f~1({c}) eine offene Umgebung U von x, eine
Translation T, eine orthogonale Abbildung O und eine Funktion ¢ € C2(R"~1), so
dass

(i) M.NU = (TOgraphp) N U,
(ii) TO(0) = zo,
(iii) V¢(0) = 0 gelten und die Hessematrix (¢;;(0))1<; j<n—1 diagonal ist.

7.4. Das Rangtheorem . Sei r < min(m,n) und sei p: R" — R™ eine Ab-
bildung mit p(z) = (z!,...,2",0,...,0). Dann hat D¢ {iberall den konstanten
Rang r. Das Rangtheorem besagt nun, dass lokal bis auf Diffeomorphismen auch
die Umkehrung hiervon gilt.
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Definition 7.28. Ein (achsenparalleler) Wiirfel im R™ mit Kantenlinge 2r und
Mittelpunkt xg ist die Menge

W (zo) = W (xo) := {:v e R"™: |aci - xé’ <rfirallel <i< n}
Schreiben wir R” = R! x R™, so erhalten wir W (zq,yo) = Wl(x0) x W™ (o).

Theorem 7.29. Sei Q@ C R™ offen und f € C*(Q,R™) mit k > 1. Nehme an,
dass die Ableitung der Abbildung f in Q den konstanten Rang r hat, tk Df(z) = r
fir alle x € Q. (In diesem Fall gilt automatisch r < min(n,m).) Sei zg € Q
beliebig. Dann gibt es offene Umgebungen U € U(zo) und V € U(f(xo)) und C*-
Diffeomorphismen ¢, € Dift*(W(0),U) und @, € CH(V,W(0)), so dass die
Abbildung @m o f o pn: W (0) — W (0) durch

(x17...,ac") — (ml,...,xr,O,...,O)

gegeben ist.
Ist zusitzlich f € C*, so kénnen wir auch @, und @, in C** wdhlen.

Beweis.

(i) Ohne Einschrdnkung wollen wir annehmen, dass o = 0, f(zg) = 0 sowie
Df(0)(u) = (u',...,u",0,...,0) fiir alle u € R™ gelten. Sonst verkniipfen
wir f mit Translationen um die ersten beiden Bedingungen zu erfiillen oder
Elementen B € GL(m) bzw. A € GL(n), so dass BoD f(0)o A das Differential
BoDf(0)o A{u) = (ul,...,ur,O,...,O) fiir alle u € R™ hat.

(ii) Wir definieren eine Funktion g € C*(Q, R™) durch

g(z) = (fl(m), e (@), 2" ,x") ,

wobei wie ganz bewusst einige der Komponenten von f = (fl7 ceey fm) weg-
lassen. Man rechnet leicht nach, dass Dg(0) = idgn gilt.

(iii) Aufgrund des Satzes iiber die Umkehrabbildung gibt es eine Umgebung U €
U(0) in R™ und einen Wiirfel W/ € U(0), so dass g|y € Dift* (U, W) gilt. Wir

definieren ¢/, als Inverse von g|y und definieren weiterhin ¢ := fo¢] : W —

R™. Dann gilt rk D¢/, = n und somit folgt rk Dy = rk(D foDy! ) =1tk Df =r
in W[, wobei wir die Argumente weggelassen haben. Nach Definition von

folgt
(7.1) Py) =y T (), R ()

fiir alle y € W2, wobei b/, r + 1 < j < m, C*-Funktionen sind.
(iv) Wir behaupten, dass die Funktionen A7 nur von (y!,...,4") abhingen: Seien
e; bzw. €} die kanonischen Basisvektoren von R™ bzw. R™ und sei (al) =

(al(y)) isisn = Jy(y) die Jacobimatrix von v. Dann folgt fiir alle 1 < 4 <

n nach Definition der Komponenten einer Matrix Dy (y)(e;) = i al (y)e’.

Unter Benutzung der Darstellung (7.1) erhalten wir =
Diy(y)le;) =€, firallel <i<r

und

AN L

e. firaller+1<i<n.

Dw(y><ez> = ayl J

Jj=r+1

Nun gilt rk Dy(y) = r, die Vektoren e}, 1 < i < r, erzeugen bereits ein 7-
dimensionales Bild und die Vektoren e;-, r+ 1 < j < n, stehen orthogonal
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dazu. Folglich diirfen letztere keinen weiteren Beitrag zu R(D(y)) liefern.
Dies bedeutet, dass
oh?
oyt
fiir alle y € W gilt.

Schreiben wir W = W[ x W2~" mit Elementen y = (y1, y2), so haben wir
D,,h/ =0 fiir alle r + 1 < j < m gezeigt. Da die Wiirfel zusammenhéngend
sind, folgt h?(y1,y2) = hi(y1) =k (y*,...,y") firaller +1 < j < m.

Wir definieren eine Funktion h: W/ x R™™" — W[ x R™~" durch

h=(0,...,0,n" .. A,

(y)=0 furalled,jmitr+1<i<nundr+1<j<m

wobei séimtliche Komponenten nur von den ersten r Variablen (y!,...,y") €
W abhéngen. Wir definieren weiterhin oc: W x R™~" — W x R™~" durch
a(y) == y—h(y). Zerlegen wir Vektoren y € W xR™~" (ein anderes y als oben
in WI x W2=" = W) als y = (y1,92), so folgt a(y1,y2) = (y1,92) — h(y1)-
Die Abbildung « ist von der Klasse C*, wie wir direkt an der Definition von
h ablesen konnen, auch injektiv, und fiir u = (ug,u2) € R” x R™™" gilt

Da(y)(ui,uz) = (u1,u2) — Dy, h(y){u1).

In Matrixschreibweise mit h = (0, he) erhalten wir

C( ide 0
Daly) = (Dylhz@) idRm-r>

und somit Da(y) € GL(m) fiir beliebige y € WI x R™~".

Aus der Darstellung a(y1,y2) = (y1,y2 — ha(y1)) sieht man leicht, dass «
auch surjektiv ist.

Nach Korollar 7.8 ist o somit ein Diffeomorphismus.
Aus (7.1) und der Darstellung a(y1,y2) = (y1,y2) — h(y1) lesen wir direkt ab,
dass

ao(y) = (yl,...,yr,O,...,O)

fiir alle y € W[ gilt. Insbesondere erhalten wir daraus o o (W) C W".

Wir definieren V := o~ }(W/*) und ¢!, := aly. Dann erhalten wir durch
Anwenden von a~! auf die gerade bewiesene Mengeninklusion (W) C V.

Nach Definition von ¢ gilt ¢ = f o ¢/,. Somit erhalten wir aus der obigen
Darstellung fiir a0 ¢

oo fop (y)=aot(y) = (yl,...,yr,O,...,O) e WI xR™"

fiir alle y € W
Als Verkniipfung mit Streckungen definieren wir schlieflich ¢, (y) := ¢!, (cy)
fiir y € W™ und 9., (y) = e~ ¢/, (y). Damit folgt die Behauptung. O

Theorem 7.30 (Invarianz der Dimension). Seien ,, C R™ und ,, C R™ offen.
Sei f: Q, — Q. ein Homdéomorphismus. Dann gilt m = n.

Wir kénnen mit unseren momentanen Kenntnissen nur den Fall behandeln, dass
f zusiitzlich von der Klasse C* ist. Wir kommen jedoch ohne die Voraussetzung aus,
dass f ein C!'-Diffeomorphismus ist; in diesem Fall wire die Aussage vergleichswei-
se trivial. Der allgemeine Fall wird beispielsweise in Algebraischer Topologie oder
Differentialtopologie bewiesen.

Beweis im C'-Fall. Da tk D f(x) nur Werte in N<min(m,n) annimmt, gibt es xo €
Q,, mit

r=rkDf(xg) = m%xrkDf(a:).
r€lly
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Dann gibt es aufgrund der Unterhalbstetigkeit des Ranges einer Matrix ein € > 0
mit tk Df(z) = r fir alle z € B.(zg). Aufgrund des Rangtheorems gibt es nun
Diffeomorphismen ¢,, und ¢,,, so dass

(pmofO(pn:(wl,...7xr,0,...,0) eRrR™

fiir alle z € W{* gilt. Da r der Rang einer m x n-Matrix ist, gilt » < min(m,n).
Die Abbildung ¢,, o f o ¢, ist injektiv. Dies erfordert r > n. Also gilt r = n.
Andererseits ist die Abbildung ¢,, o f o ¢, als Verkettung eines Homéomorphis-

musses mit Diffeomorphismen eine offene Abbildung. Dies erfordert r = m. Wir

erhalten die Behauptung. O

7.5. Extrema mit Nebenbedingungen.

Theorem 7.31 (Lagrangesche Multiplikatorregel). Sei @ C R™ offen. Sei f €
CY(Q) und sei ® = (@°) € C*(Q,R™) mit m < n. Erfille zo € Q die Bedingungen
(i) ®(z0) =0,
(ii) fl{s=0y nimmt in zo ein lokales Extremum an, d.h. wenn wir f nur auf der
Menge ({®® = 0} betrachten, so nimmt f in z ein lokales Extremum an,
i

und
(i1i) tk D®(z9) = m, d. h. es gilt dimim D®(zp) = m.
Dann gibt es X = (N\;); € (R™)*, so dass zy ein kritischer Punkt der (nun auf ganz
Q definierten) Funktion g: Q@ — R

i=1

ist. Insbesondere gilt also

0= Vg(z0) = Vf(z0) + Y AV ().
i=1
Auch hier gilt eine entsprechend technischere Banachraumvariante. Unter den
in diesem Fall iiblichen Voraussetzungen funktioniert auch hier der angegebene
Beweis. Auf Details verzichten wir hier jedoch.

Beweis. Falls notig nummerieren wir die Koordinaten um und schreiben R™ =
R™=™ x R™ mit z = (x,y) sowie zg = (x0,yo). (Insbesondere fiir diese Aufsplittung
des Definitionsbereiches benétigt man in Banachrdumen die Zusatzvoraussetzun-
gen.) Damit kénnen wir es erreichen, dass Do®(29) € GL(m) gilt. (Da GL(m) offen
ist, gilt Do®(z) € GL(m) auch noch fiir z in einer kleinen Umgebung von zg.) Nach
dem Satz iiber die inverse Funktion finden wir eine Umgebung U von x in R*~™
und eine Funktion ¢ € C*(U,R™) mit ¢(z¢) = yo, so dass ®(z, p(x)) = 0 fiir alle
x € U gilt und (x, p(z)) lokal alle Punkte mit ® = 0 beschreibt, d.h. es gibt ein
r >0, so dass {z € B,(20): ®(z) =0} = {(x,p(x)): € U} N By (20) gilt. Wie im
Satz von der inversen Funktion gilt Do(z) = —(D2®(x, ¢(x)))~! o D1®(x, ¢(z))
fir allexz € U.

Nun haben wir {® = 0} lokal als graph ¢ geschrieben und erhalten daher, dass
die Funktion h: U — R mit h(z) := f(z,¢(x)) in 9 € U ein lokales Extremum
annimmt. Somit folgt nach Kettenregel

0 = Dh(xg) = D1 f(x0,¢(w0)) + D2f (w0, p(0)) © Dp(z0).

Nun benutzen wir die Darstellung fiir Dy und erhalten mit ¢(x¢) = yo

0= D1 f(z0,40) — D2f(x0,0) © (D2®(z0,10)) " 0 D1®(z0, o).
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Wir definieren nun \ := —Dy f(29) o (D2®(20))~! € (R™)*. Somit kénnen wir aus
Dh = 0 letztlich folgern, dass in z

0= D1f+Z)\jD1<I>j

j=1

gilt. Weiterhin folgt durch Umsortieren der Definition von A in zq

0=Daf + Y A Dy®.

j=1
Also ist zg ein kritischer Punkt der Funktion
m
g = f + Z /\j (I’j.
j=1
Dies war gerade die Behauptung. O

Als Beispiel erhalten wir eine Moglichkeit, Eigenwerte und Eigenvektoren sym-
metrischer Matrizen zu bestimmen.

Theorem 7.32 (Eigenwerte symmetrischer Matrizen).
Sei A € R™*" symmetrisch. Nehme die Funktion f: S*~! = R mit

f(z) == (Az, z)
ihr Minimum in o € S*™' an. Dann ist xo ein Eigenvektor von A zum FEigenwert

f (o).

Beweis. Ohne Unterscheidung in der Bezeichnung kénnen wir auch annehmen, dass
f:R™ = R durch f(z) := (Az,z) definiert ist. Dann ist g ein Minimum von f
unter der Nebenbedingung ® = 0 mit ®: R” — R und ®(z) = |z|> — 1. Es gilt
D®(xg) # 0. Nach der Lagrangeschen Multiplikatorregel folgt daher, dass es ein
A € R* 2 R gibt, so dass zq ein kritischer Punkt von g := f 4+ A® ist. Wir erhalten
somit fiir alle y € R™ aufgrund der Symmetrie von A

0 =Dg(x0)(y) = Df(zo){y) + AD®(20)(y)
= <Ay7$()> + <A(E(],y> + 2)\<£C07y>
:2<A$0 + Axg, y>

Da y € R™ beliebig ist, folgt Axg = —Axp.

Wir miissen noch nachweisen, dass —\ = f(z¢) gilt. Dazu setzen wir die Ei-
genwertgleichung Azg = —Azg in die Definition von f ein und erhalten f(zg) =
(Ao, 20) = (—Aw0, 20) = —A, da |z0|> = 1 gilt. O

Bemerkung 7.33.

(i) Betrachtet man im Beweis von Theorem 7.32 g := f — A®, so erhdlt man
direkt die optisch gewohntere Eigenwertgleichung Axg = Axqg.

(ii) Aufgrund der Kompaktheit von S"~! € R™ und der Stetigkeit von f ist klar,
dass die Funktion f ihr Minimum auf S"~! annimmt.

(iii) Dieses Minimum ist der kleinste Eigenwert von A. Dies sieht man leicht, da f
in groferen Eigenwerten von A auch grofere Werte annimmt.

(iv) Indem man als zusétzliche Nebenbedingung noch fordert, dass die Vektoren
senkrecht auf den ersten bereits gefundenen Eigenvektoren stehen, erlaubt es
diese Methode auch, weitere Eigenwerte und Eigenvektoren zu finden.

(v) Mit min-max-Methoden, siehe z. B. [5], erhélt man, dass nicht nur der kleinste
Eigenwert stetig von A abhéingt, siehe das nachfolgende Korollar 7.34, sondern
alle n Eigenwerte.

(vi) Eigenvektoren héngen i. a. nicht stetig von der Matrix A ab.



102 7. EXISTENZSATZE

Korollar 7.34. Sei X ein metrischer Raum und A: X — R™*"™ eine stetige Funk-
tion, die fiir jedes x € X eine symmetrische n x n-Matriz A(x) liefert. Dann hingt
der kleinste Eigenwert von A(x) stetig von x ab.
Beweis. Nach Theorem 7.32 geniigt der Nachweis, dass x — rrslinl(A(x)f,@ stetig
gesn—

ist.

Auf R™*"™ gind alle Normen &quivalent. Daher kénnen wir die Operatornorm
verwenden und erhalten fiir symmetrische n x n-Matrizen mit ||A — BJ| < ¢ fiir

€l=1

min (A¢, Q) < (A€,€) = (BE,€§) + (A~ B)&,€) < (BE,€) + |A—B| - ¢ .
¢esn N—_——
<e =1

Nun folgt zunichst Cnfslinl<AC,C> < (BE,€) + ¢ fiir alle ¢ € S*71. Da ¢ € S*!
esn-
beliebig war, erhalten wir auch min (A(, () < (Hslin (B, () +e. Im obigen Beweis
e n—1

¢cesn1
hétten wir die Rollen von A und B auch austauschen kénnen. Somit folgt die
behauptete Stetigkeit des Minimums mit § = ¢. O
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