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2 4. DIFFERENTIATION IN EINER VARIABLEN

Dies ist eine Fortsetzung des Skriptes zur Vorlesung Analysis I, siehe [3].

Wir orientieren uns an [2], was an [1] orientiert ist, und benutzen manchmal [6].

Wir empfehlen wiederum wie im ersten Semester, Resultate mit Banachraumen
zunédchst im Fall R oder R™ zu verstehen. Wiinschenswert wére im zweiten Semester
nun insbesondere ab der Differentialrechnung in mehreren Variablen ein Verstdndnis
zumindest im Falle von R”.

4. DIFFERENTIATION IN EINER VARIABLEN

Wir beschranken uns hier auf den Fall von auf Teilmengen von R definierten
Funktionen. Vieles ldsst sich direkt auf den komplexen Fall iibertragen, dies wird
aber auch noch in der Vorlesung Funktionentheorie behandelt. Somit betrachten
wir hier in der Regel auch Banachrdume {iber dem Korper R.

4.1. Differenzierbare Funktionen.

Definition 4.1.1. Sei 2 C R offen, F' eine Banachraum und f: 0 — F eine
Abbildung.

(i) Dann heift f in zy € Q differenzierbar, falls

lim f(x) = f(zo)
Q3xz—zq €xr — xo
TzF#x(Q

existiert. Der Quotient heift Differenzenquotient. Sein Grenzwert heifst
Ableitung. Wir bezeichnen ihn mit f’(zg) oder %(xo). Es gilt f'(zo) € F.
(ii) Ist f in jedem Punkt z¢ € Q differenzierbar, so heift f in 2 differenzierbar.
(iii) Ist f in Q differenzierbar und ist die Abbildung f': Q@ — F mit z — f/(z)
stetig, so heifst f in ) stetig differenzierbar.

Bemerkung 4.1.2.

(i) * Die Aussagen

f/(ﬁCo) = lim f(.%‘) - f(CCo)
;;jg T — Xo
und
|FD =) )| 0

fiir x — xo mit  # z sind dquivalent.

(ii) Direkt aus der Definition folgt: Ist f in x¢ differenzierbar, so ist f in x¢ auch
stetig.

(iii) * Die in zg € €, die in Q und die in  stetig differenzierbaren Funktionen
bilden jeweils einen Unterraum des Vektorraumes aller Abbildungen 2 — F'.

Definition 4.1.3 (Landausymbole). Seien E, F' Banachréume, sei  C E offen und
seien f: Q — F und g: Q — Ry Abbildungen. Sei x( € 2. Bei den nachfolgenden
Definitionen ist stets kenntlich zu machen, dass xog der Bezugspunkt ist.
(i) Gilt
flx) _

abasl, 9(x)
so schreiben wir f(x) € o(g(z)). Wir sagen dann, f sei ein klein-o von g(z).

(i) Gilt

b

obasl, 9(@)

so schreiben wir f(x) € O(g(z)). Wir sagen dann, f sei ein grof3-O von g(z).

)

Bemerkung 4.1.4.
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(i) Sei av > 0. Wir benutzen hiufig f(z) € o(]|z — 2¢]|*) und sagen, dass f in xg
von héherer Ordnung als a verschwindet.

(ii) Sei a > 0. Wir benutzen haufig f(x) € O(||z — zo]|%).

(iii) Wir verwenden diese Definitionen auch, wenn f nur in Q\ {z¢} definiert ist.

(iv) Mit o (||l& — zo]|%), ... sind impliziert Mengen von Funktionen definiert. Statt
f(x) € o(Jz||*) oder f(z) € O(||x]|%) schreibt man auch f(z) = o(]|z||*)
bzw. f(z) = O (|lz]%).

(v) Im Falle Q C R benutzen wir diese Notation auch fiir z — oo oder z — —oo.

Beispiele 4.1.5.

(i) Sei f: R — R die Abbildung = — z™ fiir ein n € N5 . Dann gelten fiir 2o = 0

f()=o0(z|*) firale 0O<a<n und f(z)=0(z|").
(i) » Fiir f: Ry — Ry mit  — /Z gelten fiir 2o = 0 und alle 0 < < 3
f(@)=o0(z*) und f(z)=0 (Vz).
(iii) Fir f: R? — R mit f(z) = 2! - 2? gilt f(z) = O (|z[?) und daher folgt fiir
zo=0und alle 0 < av < 2
f(@) = o(]x]*).
(iv) Die Funktion f: R — R mit

~ Ja?ceos (L), z#0,
- { o

=

ist in ganz R differenzierbar, aber f’ ist im Punkt 0 nicht stetig.
Beweis. Ubung fiir spiter oder unter Verwendung von Schulkenntnissen. [J

Proposition 4.1.6. Sei F' ein Banachraum und sei 2 C R offen. Dann ist f: Q —
F genau dann in xg € Q differenzierbar, wenn es ein a € F mit

(4.1) f(x) = f(xo) +a- (z—x0) + oz — zo)

fir alle x € Q gibt. In diesem Falle gilt f'(x¢) = a.

Beweis. ,=* Ist f im Punkt z( differenzierbar, so wihlen wir a = f’(x¢) und
erhalten

f(x) = f(zo) —a- (z — x0) = oz — zol)
nach Definition der Ableitung.
»<="“ Nach (4.1) gilt fiir z # 2o mit € Q

)= fle) | lole =l
T — T |z — 2o
fiir £ — xo. Somit ist f im Punkt xg differenzierbar und es gilt f’'(z¢) = a. O

* Da die linearen stetigen Abbildungen A: R — F genau von der Form z +— a-x
fiir einen Vektor a = A(1) € F sind, erhalten wir unter Verwendung der Konvention,
dass wir Argumente von linearen Abbildungen in spitzen Klammern schreiben

Proposition 4.1.7. Sei F' ein Banachraum und 2 C R offen. Dann ist f: Q@ — F
genau dann in xg € Q) differenzierbar, wenn es eine stetige lineare Abbildung A €
L(R, F) mit

f(@) = f(xo) + A{z — o) + o(|lx — o))
fiir alle © € Q gibt. Wir schreiben A = D f(x¢).

Bemerkung 4.1.8.
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(i) Proposition 4.1.7 lasst sich spéter gut auf Funktionen verallgemeinern, die auf
offenen Teilmengen eines Banachraumes definiert sind.

(ii) Ist f in Q differenzierbar, so bezeichnet D f die Ableitung von f. D f ist durch

Df: Q — L(R, F),
= Df(x)
gegeben.

(iii) Im reellwertigen Fall ist A(z — z) durch die Multiplikation der beiden reellen
Zahlen f’(zg) und = — zo gegeben. Identifizieren wir f/'(z¢) € R mit der
linearen stetigen Abbildung R > y — f/(z9) - y € R, so schreiben wir auch
f'(z0)(y). Entsprechendes gilt auch fiir vektorwertige Funktionen.

Proposition 4.1.9. Sei Q C R offen. Seien f, g: © — R in xy € Q differenzierbar.
(i) Es gelten (f + g)' (x0) = f'(x0) + ¢'(x0) sowie (Af) (xo) = Af'(xo) fir alle
AeR.
(i) Es gilt die Produktregel
(f - 9)(x0) = f'(20) - g(wo) + f(20) - ¢'(20).
(i1i) Ist g(xg) # 0, so gilt die Quotientenregel
(f)' (o) = [ (@o)g(xo) — f(x0)g' (20)
g) " 9%(0) '

Bemerkung 4.1.10. * Proposition 4.1.9 (i) besagt, dass die Ableitung eine lineare
Abbildung auf den in z( differenzierbaren Funktionen nach L(R,R) = R ist.

Beweis von Proposition 4.1.9.

(i) Klar nach Definition und Grenzwertsétzen.
(ii) Es gilt
f(@)g(@) = fzo)g(xo) = (f(x) — f(x0))g(x) + (9(x) — g(x0)) f (o).
Wir dividieren nun durch x — zg und gehen zum Grenzwert x — x( iiber. Die

Behauptung folgt.
(iii) Die Behauptung folgt direkt aus der Produktregel und der noch zu zeigenden

Identitat ,
1 9'(x0)
042
9 9*(2o0)
Da g(xg) # 0 ist, gilt auch g(z) # 0 in einer ganzen Umgebung von z, da g
in g stetig ist. Wir erhalten also

11 @) —glx)

9(x)  g(zo) 9(x)g(z0)
Wir dividieren wiederum durch x — xzg und gehen zum Grenzwert x — xg
iiber. Die Behauptung folgt. O

Korollar 4.1.11. Sei n € Nyg. Dann ist f,: R - R mit z — 2™ in ganz R
differenzierbar und es gilt

fh(z) = na" L.

Beweis. Die Behauptung fiir n = 1 ist leicht einzusehen. Gelte daher die Aussage
bereits fiir alle Funktionen f,,, mit m < n. Mit Produktregel erhalten wir daraus

fo(@) = (fa1f1) (@) = froa(2) fi(@) + fam1(2) fi(2)
=(n— 1)35”_2 x4z 1 =na" L, g

Bemerkung 4.1.12. % Einen Beweis, in dem (z + y)™ — 2™ mit Hilfe von Binomi-
alkoeffizienten geschrieben wird, lassen wir als Ubung.
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Theorem 4.1.13 (Kettenregel). Sei Q, Q C R offen. Seien g: Q — R in x¢ und
f:Q = Rin g(xg) € Q differenzierbar, so ist f o g in einer Umgebung von xg
definiert, in xg differenzierbar und es gilt

(f09) (o) = f'(g(z0)) - 9'(20) = f'(9(x0))(g'(z0) ("))
Bewets.
(i) ¢ ist in xo differenzierbar, somit auch stetig und daher ist f o g in einer
Umgebung von g definiert. Betrachte daher ab jetzt nur noch Werte in einer
solchen Umgebung.

(ii) Aufgrund der Differenzierbarkeit von f im Punkt g(xo) gilt nach Proposition
4.1.7 mit g(x) und g(xo) statt x und xg

(fog)(@) = (fog)(zo) = f(9(x)) — f(g(x0))
= f'(g(x0)){g(x) — g(x0)) + o(|g(z) — g(x0)])-

Weiterhin gilt aufgrund der Differenzierbarkeit von g in xg

9(x) = g(xo) = ¢'(z0){x — w0) + 0|z — wo])-

Zusammengenommen erhalten wir

(fog)(@) = (f o g)(x0) = f'(g(w0)){g' (x0)(x — 0))
+ f'(g(xo))(o(|z = o])) + o(lg(x) — g(wo)])-

(iii) Es fehlt noch der Nachweis, dass die beiden Terme in der letzten Zeile in
o(|Jx — zol|) liegen. Fiir den ersten Term ist dies klar. Da wir eine Funktion
in o(|z — o) stets in der Form e(|z — x¢|) - |x — 0| mit e(|z — zo|) — O fiir
T — x schreiben kénnen, geniigt der Nachweis, dass

: l9(z) — g(zo)| _
Jim e(lg(@) = g(zo)l) - = — == =0

gilt. Dies folgt nun aus der Stetigkeit und Differenzierbarkeit von g in x¢ und
Grenzwertsétzen. O

Bemerkung 4.1.14. % Die Ableitung bezeichnet man nach Gottfried Wilhelm
Leibniz auch mit % Schreibt man f(g(z)) und bezeichnet die Variable von f mit y
fiir g(x), so ergibt sich ohne Argumente die an das Kiirzen von Briichen erinnernde
Merkregel
@ _df dy
de  dydz’
Mit Hilfe der Kettenregel kann man die Ableitung der Inversen bestimmen. Es
gilt
Korollar 4.1.15. Seien Q, Q C R offen. Sei f: Q — Q invertierbar und sei g: Q —
Q die Inverse. Sei f in xg und g in f(xo) differenzierbar, so gilt
1
/
x9)) = ———.
g (f( 0)) f'(l‘o)
Beweis. Es gilt id = go f. Wir leiten dies ab und erhalten mit Hilfe der Kettenregel
1=id = 9'(f(x0)) - (o).
Somit ist insbesondere f’(z) # 0 und wir erhalten die behauptete Identitdt. O

Wir definieren iterativ héhere Ableitungen und zugehdrige Funktionenrdume.

Definition 4.1.16. Sei F' ein Banachraum und sei 2 C R offen.
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(i) Fassen wir die Ableitung einer Funktion f: @ — F als Funktion Df: Q — F
auf, so kénnen wir induktiv die Abbildungen D°f = f: Q — F, D'f =
Df: Q — F, D*f = D(Df): Q — F sowie D"*'f = D(D"f): Q — F
definieren, soweit dies fiir die gegebene Funktion f moglich ist. Wir schreiben
auch D"f = f(m = 4L Existiert £ (in einem Punkt z¢ € Q), so heift f

dx™
(in 29) n-mal differenzierbar und f(™ die n-te Ableitung von f.
(ii) Ist fM: Q — F stetig, so heifit f eine n-mal stetig differenzierbare Funk-
tion. Existiert (™ fiir alle n € N, so heift f unendlich oft differenzierbar.
(iii) Wir definieren die folgenden Funktionenrdume:

COUQ F) :={f: (f: Q — F) ist stetig},
c° (ﬁ, F) = {f: f ist stetig und beschrinkt auf fortsetzbar} ,
C*(Q,F):={f: Q— F: fistin Q k-mal stetig differenzierbar},
Ck (@, F) = {f € CF(Q, F): fiir alle 0 < n < k ist f™

stetig und beschrankt auf fortsetzbar}

sowie den Raum der glatten Funktionen
Co(Q,F) = [ CH(Q, F).
keN
Ist F =R, so schreiben wir C°(Q2) = C°(Q,R), C*(Q) = C*(L,R), ....

Bemerkung 4.1.17. % Ist  kompakt, also z. B. 2 C R™ offen und beschrénkt, so
ist jede stetige Fortsetzung einer Funktion nach {2 automatisch auch beschrénkt.

Definition 4.1.18.

(i) Auf dem R-Vektorraum C° (ﬁ, F ) definieren wir eine Norm fiir eine Funktion
f:Q = F durch

[fllco = [[fllze := sup [ f(z)[|p-
zEQ

% Als Indices der Norm verwenden wir auch C%, C°(Q, F), C° (ﬁ, F), L™,
L>(Q, F), gebrauchlich sind aber auch 0 und oo. Ist F' = R, so lassen wir
dieses Argument F' auch weg.

(i) Sei k € N. Auf dem R-Vektorraum C* (Q, F) definieren wir eine Norm durch

!
I fllcx @,y == Z Hf(i)
1=0

* Gebréauchlich sind auch hier wieder alle Varianten wie bei der C°-Norm oder
I Ml

coQF)

Um nachweisen zu kénnen, dass diese Rdume Banachrdume sind, bendtigen wir,
dass Stetigkeit unter gleichméfiger Konvergenz erhalten ist.

Theorem 4.1.19. Seien E, F metrische Riume. Sei (f,)n eine Folge von stetigen
Funktionen f,: E — F, die gleichmdflig gegen eine Funktion f: E — F konver-
giert. Dann ist f stetig.

Beweis. Sei xg € E beliebig. Sei weiterhin ¢ > 0 beliebig. Aufgrund der gleichmé-
Bigen Konvergenz gibt es ein ng € N, so dass fiir alle n € N mit n > ng und alle
zeF

d(f (), fulx)) < g gilt.
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Da f,, in xq stetig ist, gibt es ein § > 0, so dass fiir alle z € Bs(xg)

A(fro (), fro (20)) < g gilt.

Insgesamt erhalten wir also fiir simtliche = € Bj(xg)
A (), £(20)) < AF@), Fag (2)) + AFg () o (20)) + Ao (0), F0)) < &
<e/3 <e/3 <e/3
Somit ist f (in xg) stetig. O

Alternativbeweis mit Doppelfolgen. x Sei xy € E beliebig. Sei (z,,)m C F eine
Folge mit z,,, — xg fir m — oco. Wir wollen nachweisen, dass
f(zo) = lim f(xm,)
m—r o0

gilt. Dies ist dquivalent zu

lim lim fy(zp,)= lim lim f,(zm)

n—o00 m—0oo m—00 N—00

———— —— ——
=fn (:’70) :f(mm)

und folgt direkt aus unserem Resultat iiber die Vertauschbarkeit von Grenzwerten
bei Doppelfolgen, wenn die Konvergenz beziiglich des einen Indexes gleichméfig
ist. U

Ein entsprechendes Resultat gilt auch fiir Reihen:

Theorem 4.1.20. x Sei E ein metrischer Raum, F ein Banachraum und f,: E —
F eine Folge stetiger Funktionen. Konvergiert die Reihe ((fn))n fiir n — oo gleich-
mafig gegen einen Funktion f: E — F, so ist f stetig.

Beweis. Wir wenden Theorem 4.1.19 auf die Folge (s,,), der Partialsummen

Sn(x) == Z fk(x)
k=0

an. O

Theorem 4.1.21. Sei Q C R offen und sei F' ein Banachraum. Sei k € N. Dann
ist C* (Q,F) mit der C*-Norm ein Banachraum.

Beweis. + Ubung. Benutze, dass der Grenzwert gleichméhig konvergenter stetiger
Funktionen nach Theorem 4.1.19 wieder stetig ist und dass C° (Q, F ) ein Banach-
raum ist. (]

Proposition 4.1.22. Sei Q@ C R offen, sei n € Nsg und sei f: Q@ — R™ mit
f= (fi)1<i<n eine Abbildung. Dann ist f genau dann in xo differenzierbar, wenn

die Komponenten f', 1 <i <mn, in zo differenzierbar sind und es gilt dann
N/
7o) = () (@0))

Beweis. Ubung. O

1<i<n

Definition 4.1.23. Seien E ein metrischer Raum und f: £ — R eine Abbildung.
Sei zy € E.
(i) Dann besitzt f in zq ein lokales Minimum, falls ein U € U(xp) mit f(zq) <
f(x) fiir alle x € U existiert.
(ii) Dann besitzt f in zp ein (globales) Minimum, falls f(xzq) < f(z) fiir alle
x € F gilt.
(iii) Gilt sogar f(zo) < f(x) fiir alle entsprechenden z # 1z, so heifit zo ein
striktes lokales/globales Minimum.
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(iv) Lokale, globale und strikte Maxima sind analog oder als entsprechende
Minima von —f definiert.

(v) f besitzt in zq ein (lokales) Extremum, falls f in z( ein (lokales) Minimum
oder Maximum besitzt.

(vi) Besitzt f in xg ein Extremum, so heifst 2y eine Extremalstelle.

Proposition 4.1.24. Seien a <b € R, also a, b € R und a < b, sei f: (a,b) > R
eine Funktion mit einem lokalen Extremum in xo € (a,b). Ist f in xo differenzierbar,
so gilt f'(xo) = 0.

Beweis. Wir betrachten ohne Einschréankung nur den Fall, dass f in z( ein lokales
Minimum annimmt.
Dann gibt es € > 0, so dass fiir alle € B.(xg) die Ungleichung f(zo) < f(x)
gilt. Wir erhalten
f(z) — f(zo)

r — X
fiir alle € B.(xg) mit > xo. Somit folgt f'(xg) > 0.
Durch analoge Betrachtungen fiir z < xz( erhalten wir f/(z9) < 0. Somit ist

f/(,To) =0. U

Definition 4.1.25. Sei Q2 C R offen. Sei f: 2 — R eine in zg €  differenzierbare
Funktion mit f’(zp) = 0. Dann heift zy kritischer Punkt von f.

Bemerkung 4.1.26.

>0

(i) Proposition 4.1.24 zeigt, dass jedes lokale Extremum einer auf einer offenen
Teilmenge von R deﬁnierten Funktion ein kritischer Punkt ist.
(i) Rszw— im‘l é € R besitzt drei lokale Extrema, ndmlich —1,0,1, und
dies sind auch genau die kritischen Punkte dieser Funktion.
(ili) R > @ — 23 besitzt in # = 0 einen kritischen Punkt, aber keine lokalen

Extrema.

Proposition 4.1.27 (Satz von Rolle). Seien a < b € R. Sei f € C°([a,b]) in (a,
differenzierbar und gelte f(a) = f(b). Dann gibt es ein £ € (a,b) mit f'(£) = 0.

b)

Beweis. Definiere

m = inf f und M :=sup f.
[a,0] [a,b]

Da [a, b] kompakt ist, werden Minimum und Maximum auch angenommen. Es gilt
M = f(a) = f(b) = m.
(i) Gilt in beiden Féllen Gleichheit, so ist f konstant und somit auch f' = 0.
(ii) Sonst gelte ohne Einschrankung M > f(a). Dann gibt es ein £ € (a,b) mit
f(&) = M. Nach Proposition 4.1.24 folgt also f'(£) = 0. d

Theorem 4.1.28 (Mittelwertsatz (MWS)). Seien a < b € R. Sei f € C°([a, b))
und in (a,b) differenzierbar. Dann gibt es ein & € (a,b) mit

f) = fla) = f'(&) - (b—a).
Beweis. Definiere die Funktion g: [a,b] — R durch

o(@) = f(x) - 1O IO )

Dann erfiillt g die Voraussetzungen des Satzes von Rolle und ¢ € (a,b) mit ¢’(£) =0
erfiillt gerade die Behauptung. 0

Fiir einen Mittelwertsatz fiir vektorwertige Funktionen bendtigen wir noch zwei
Resultate:
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Proposition 4.1.29. Sei Q) C R offen, F' ein Banachraum und sei f: Q — F in xg
differenzierbar. Sei ¢: F — R ein stetiges lineares Funktional. Dann ist g := @ o f
in xo differenzierbar und es gilt g'(xo) = (' (x0)) = {f'(x0), ¥)-

Beweis. Wende ¢ auf die Gleichung (4.1) an und beachte, dass p(o(|x — zo|)) C
o(|x — x0]) gilt. Details: Ubung. O

Lemma 4.1.30. Sei E ein normierter K-Vektorraum. Sei w € E. Dann gilt

lull = sup [(u, p)-
€EE*

llell=1

Beweis. Wir kénnen aktuell nur eine Ungleichung zeigen. Die andere folgt aus dem
Satz von Hahn-Banach, den wir hier verwenden und spéter unabhéngig davon in
der Funktionalanalysis beweisen werden.

,»=>“ Nach Definition der Operatornorm gilt fiir alle ¢ € E* gerade

lell = sup [o(u)| = sup [(u,p)].
flull=1 flull=1

Somit folgt insbesondere |{u, )| < ||¢]| - ||lul|-

,<“ Der Satz von Hahn-Banach liefert, dass es ein stetiges lineares Funktional
o € E* mit |lpo| = 1 und po(u) = ||ul| gibt. Somit folgt

lull = [{u, o) < sup [{u, )]
feli=1
Im Spezialfall eines Hilbertraumes (und insbesondere des R™) nehmen wir ohne
Einschriankung ||u|| = 1 an. Dann ist dieses Funktional direkt durch g := (-, u),
also g (z) := (z,u) gegeben. In diesem Fall gilt ||¢g|| = sup [{z,u)| < sup |z -
llzll=1 llzll=1
|lu]| = 1 aufgrund der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung. Schlieflich gelten noch
lloll = P, [z, u)| > [u, u)| = [Jul]* = 1 und po(u) = [|uf|* = 1. O
Beispiel 4.1.31. * Man iiberlegt sich am Beispiel einer Spirale
R >t~ (sint,cost,t),

dass der Mittelwertsatz fiir vektorwertige Funktionen nicht genau in der Form des
obigen Mittelwertsatzes gelten kann.

Theorem 4.1.32 (Vektorwertiger Mittelwertsatz). Seien a < b € R. Sei F ein
Banachraum, sei f: [a,b] — F stetig und in (a,b) differenzierbar. Dann gilt
1f(0) = f(a)l < sup [If'(@)]-(b—a)= sup [f'(z)]-[b—al.
z€(a,b) z€(a,b

Beweis. Sei¢ € F* mit ||| = 1 beliebig. Wir definieren eine Funktion g: [a,b] — R
durch g(z) := (f(z),¢). Dann ist g € C%([a,b]) und in (a,b) differenzierbar mit
g (x) = {f'(x),p). Wir wenden nun den Mittelwertsatz auf g an und erhalten fiir
ein £ € (a,b) mit der Abschitzung vom Anfang des Beweises von Lemma 4.1.30

(f(b) = f(a), ) =g(b) —g(a) = ¢'(§) - (b—a)

= {'(€),0) - (0=a) <[IF'OIl - Il -(b = a).
~—
=1
Da dies fiir beliebige ¢ € F* mit ||| = 1 gilt, folgt die Behauptung nun aus Lemma

4.1.30. (]

Im folgenden Korollar ist [z, ] kein Intervall, sondern eine Verbindungsstrecke
wie in der Definition von Konvexitat. Somit miissen wir nicht z¢ < x annehmen.



10 4. DIFFERENTIATION IN EINER VARIABLEN

Korollar 4.1.33. Sei Q2 C R ein offenes Intervall, sei F' ein Banachraum und sei
f:Q = F differenzierbar. Seien x, zg € Q. Dann gilt
1f(z) = f(@0) — f'(20){z — o) || < sup 1" (y) = f'(20)ll - |z — @ol.
yE Zo,T
Beweis. Fiir festes zg € Q definieren wir g(z) := f(x)— f'(20){z) = f(z)— f'(20) - x.
Wegen ¢'(z) = f'(x) — f'(20) folgt die Behauptung nun direkt aus dem (vektorwer-
tigen) Mittelwertsatz. O

Bemerkung 4.1.34. *x In Korollar 4.1.33 diirfen wir iiberall, auch im Beweis,
f'(20) durch ein anderes Element v € F' ersetzen.

Korollar 4.1.35. Sei Q) C R ein offenes Intervall, F' ein Banachraum und f: Q —
F differenzierbar. Gilt f' =0, so ist f eine konstante Abbildung.

Beweis. Dies folgt direkt aus dem vektorwertigen Mittelwertsatz. O

Definition 4.1.36. Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f: I — R heiftt

(i) monoton wachsend, falls fiir alle z1, 22 € I aus 21 < x5 die Ungleichung
fla1) < f(a2) folgt.
(ii) strikt monoton wachsend, falls fiir alle 21, x5 € I aus z1 < x5 die Unglei-
chung f(z1) < f(z2) folgt.
(iii) * (strikt) monoton fallend, falls fiir alle 21, z2 € I aus =1 < z3 die Un-
gleichung f(z1) > f(z2) bzw. f(x1) > f(x2) im strikten Fall folgt.

Proposition 4.1.37. Sei f: (a,b) — R differenzierbar.
(i) Dann ist f genau dann monoton wachsend, wenn f'(x) > 0 fir alle x € (a,b)
gilt.
(ii) Gilt f'(x) > 0 fir alle x € (a,b), so ist f strikt monoton wachsend.
(i5i) * Fir (strikt) monoton fallende Funktionen gelten analoge Aussagen.

Beweis.

(a) Ist f monoton wachsend, so ist der Differenzenquotient nichtnegativ und folglich
auch f/(x) > 0 fiir alle .

(b) Ist f'(z) > 0 oder f'(x) > 0 fiir alle z, so folgt die (strikte) Monotonie aus dem
eindimensionalen Mittelwertsatz. ]

Bemerkung 4.1.38. x Das Beispiel R 3 2+ 22 zeigt, dass strikte Monotonie im
Allgemeinen nicht f/(z) > 0 impliziert.

Theorem 4.1.39. Sei I = (a,b) C R. Sei f: I — R differenzierbar und gelte
f"# 0 in I. Dann ist J = f(I) C R offen und f besitzt eine differenzierbare
Inverse f~1: J — I mit

-1’ T)) = ! ur alle x
(7 (@) = 5 firallew e 1.

Beweis.

(i) f ist injektiv, denn sonst gébe es nach dem Satz von Rolle ein = € (a,b) mit
f(x)=0.

(ii) J ist als stetiges Bild einer zusammenhédngenden Menge wieder zusammen-
héngend und somit ein Intervall.

(iii) J ist offen, denn wenn einer der Endpunkte zu J gehort, so nimmt f in [
ein Maximum oder Minimum an, was aber wegen f'(z) # 0 fiir x € (a,b)
ausgeschlossen ist.

(iv) Dieselbe Argumentation liefert, dass f eine offene Abbildung ist. Somit ist
f~t: J = I stetig, f: I — J also ein Hom&omorphismus.
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(v) Da f ein Homdomorphismus ist, folgt
x—x9 <= f(z)—= f(zo).
Wir setzen nun £ = f(z) und & = f(zp). Dann gilt
A1) w—m0 (f(x)—f($0)>_l
£—% f(z) = f(zo) T — o
Wir betrachten nun den Grenzwert x — xg mit  # zo oder, aufgrund der

obigen Aquivalenz und der Injektivitit dquivalent dazu, & — & mit & # &
und erhalten die Behauptung. O

Beispiel 4.1.40. * Fiir f,: Rog — Rsg, n € Ny, mit o — 2" ist g(x) = 2/ die
Umkehrfunktion und es gilt

J() ! .

T UTE) T e
4.2. Die Regeln von de I’Hospital. Die Regeln von (de) ’'Hospital oder die

I’Hospitalschen Regeln erlauben es, Grenzwerte wie lir% % = 1 zu bestimmen.
T—r

Als wichtiges Hilfsmittel bendtigen wir den folgenden Satz.

Theorem 4.2.1 (verallgemeinerter Mittelwertsatz). Sei I = (a,b) C R ein Inter-
vall und seien die Funktionen f, g € C°([a,b]) in (a,b) differenzierbar. Sei weiterhin
g () # 0 fir alle x € (a,b). Dann gibt es ein & € I mit

10— f@ _ F©)
g9(b) —g(a)  g'(&)
Bemerkung 4.2.2. x Nach dem Satz von Rolle gilt g(b) — g(a) # 0. Somit ist

die linke Seite wohldefiniert. Der iibliche Mittelwertsatz, auf Zéhler und Nenner
getrennt angewandt, liefert in der vorliegenden Situation die Existenz von &, n €

mit

1) - fa) _ 1'©)

g9(b) —gla)  g'(n)
Der Unterschied zum verallgemeinerten Mittelwertsatz ist, dass in diesem zusétzlich
& = n gilt.

Beweis von Theorem 4.2.1.

(i) Aufgrund des Zwischenwertsatzes gilt ¢’(x) > 0 fiir alls z € (a,b) oder ¢'(z) <
0 fiir alle « € (a,b). Nach Proposition 4.1.37 ist g daher strikt monoton. Also
gilt insbesondere g(a) # g(b).

(ii) Daher konnen wir die Funktion A mit

hwwzfuw—ﬁg_ggﬁmm—gw»

definieren. Es gilt h(a) = f(a) = h(b). Somit finden wir nach dem Satz von
Rolle ein £ € I mit

wie behauptet. U
Der folgende Beweis lésst sich gut auf den vektorwertigen Fall verallgemeinern.

Alternativer Beweis von Theorem 4.2.1 % .
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(i) Wegen ¢'(z) # 0 ist g nach dem Satz von Rolle injektiv. Aufgrund der Ste-
tigkeit ist g daher auch monoton. Ohne Einschrankung diirfen wir annehmen,
dass g monoton wachsend ist. Dann folgt g([a,b]) = [a, 8] mit a = g(a) und
B = g(b). Weiterhin gilt ¢’ > 0 in I.

(ii) Nach Theorem 4.1.39 besitzt g daher eine in J := (o, 8) differenzierbare In-
verse ¢ mit ¢’(g(x)) = ﬁ fir alle x € I. Wir definieren h := f o ¢ und
erhalten aus dem Mittelwertsatz

h(B) = h(er) = h'(7)(B — o)
fiir ein v € (a, 8). Es gelten h(B8) = f(b), h(a) = f(a), B = g(b), a = g(a)

sowie

’ ’ ’ f'e(v))
h = = —
(v) = fleM)¢’ () 7o)
Setzen wir dies oben ein, so folgt das Theorem mit £ = (7). O

Es gilt die folgende vektorwertige Verallgemeinerung

Theorem 4.2.3. x Sei F' ein Banachraum, sei I = (a,b) C R ein Intervall und
seien f € C%a,b],F), g € C%a,b]) in I differenzierbar. Gilt g'(z) # 0 fiir alle
xz €1, so folgt

/()

50 - sl < s | ZE190) - gt
£€(a,b) g/(f)
Beweisidee. Gehe wie beim Beweis des verallgemeinerten Mittelwertsatzes vor und
benutze den vektorwertigen Mittelwertsatz statt der reellen Version. O

Wir formulieren das folgende Resultat nur fiir rechtsseitige Umgebungen von a.

Proposition 4.2.4. Seien a € R. Sei U eine offene rechtsseitige Umgebung von
a, d.h. eine offene Umgebung von a in [a,00). Seien f, g € CO(U) in U \ {a}
differenzierbar. Sei weiterhin f(a) = g(a) = 0 und ¢'(x) # 0 fir alle x € U \ {a}.
Dann existiert

lim M falls lim ()

Vi @) viite ()

existiert, und die beiden Limites stimmen tberein.

Beweis. Gelte [a,b] C U. Sei z € (a,b] beliebig. Dann gibt es aufgrund des verall-
gemeinerten Mittelwertsatzes ein & = £(z) € (a,x) mit

fx) _ f@)—fla) _ [(€)
gx)  gl@)—gla) g&)
Wir lassen nun  — a und somit £(z) — a und erhalten die Behauptung. O

Bemerkung 4.2.5.

(i) Es gilt unter Benutzung von Schulwissen (sin’ z = cos )

. sinx . Ccosx
lim = lim
x—0 X x—0

=1.

(ii) * Weiterhin gilt unter Benutzung von Schulwissen

z (_ 1
g o8 _ o los(l/2) . § (=5E)

= 1
— x—0 x—0 —_
ymroeo Y >0 1/l‘ >0 2

=limz=0.
x—0
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(iii) » Existieren die Grenzwerte lim W = f’(a) und ;lgz w = g'(a)

T—a
sowie der Quotient f; ,EZ;, so funktioniert folgender einfacherer Beweis, den

man von rechts her liest:

[@)=f@  ljm {@=I@
@) f(@) - fla) e _ ['(a)
lim = lim = lim =
z—a g(x) T—a g(:c) — g(a) r—a 9(x)— g(a) lim g(w):g(a) g’(a)

r—a

(iv) * Gegebenenfalls muss man etwas umformen um einen Quotienten der Gestalt

9« 71 bekommen.

90
(v) x Es ist moglich, von der Existenz des Grenzwertes von g ,,gg auf die des

Grenzwertes von g :gg und dann weiter auf die des Grenzwertes von % zZu

schliefsen.

(vi) = Falls der Grenzwert der Funktionswerte existiert, braucht der Grenzwert der
Ableitungen nicht zu existieren, siehe [6].

(vii) * Linksseitige Umgebungen definieren wir analog zu rechtsseitigen.

Dazu gibt es noch eine Variante mit Grenzwerten gleich unendlich.

Proposition 4.2.6. x Sei U eine einseitige Umgebung von a € R und seien
f, g€ C°U) in U\ {a} differenzierbar mit g'(x) # 0 fiir alle x € U. Gelte

lim f(z) = lim g(z) = oc.

Dann existiert

!
lim @, falls lim f,(m)
r—a g(x) r—a g (I’)
ezistiert, und die beiden Grenzwerte stimmen tberein.
Beweis. Sei ohne Einschrinkung a der linke Endpunkt von U, also I = [a,b] C

U mit a < b. Fiir beliebige z, xg mit a < = < zy < b gibt es aufgrund des
verallgemeinerten Mittelwertsatzes ein £ € (z, o) mit

f@) — flz) 1)
9(z) —g(xo0)  g'(&)
Sei
« = lim f’(x)
z—a g'(x)

Sei e > 0. Dann gibt es ein 29 € (a,b) mit ’;,lgg < a+e fir alle £ € (a,zo). Benutzen

wir solche &, so erhalten wir aus der obigen Folgerung aus dem verallgemeinerten
Mittelwertsatz

e—ag(z) — g(xo)
Wegen ligl g(z) = oo erhalten wir (Die erste Gleichheit gilt auch ohne Limes und

<a-+e.

man sieht sie leicht durch Multiplikation mit g(x) — g(xo).)

+— f(x) — f(z0) o f(z) g(o) ~ fl=o)
:llgtlzg(x)—g(xo) ;%“{g(x) <1+9($)—9($0)> g(z) —g(z )}
Tm f(z)
z—)ag( )

Da € > 0 beliebig war, erhalten wir lim @) < .
z—a 9(@)

Entsprechend schliefst man von

1o 1) = (o)

a—¢ auf lim —~% > a.
2—a 9(z) — g(w0) r—a -
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Es gilt also
f (96 fz

<l — 77

Die Behauptung folgt. O

~—
~

Proposition 4.2.7. x Sei U eine Umgebung von oo € R. Seien f, g: U — R auf
U NR stetig und differenzierbar mit ¢’'(x) # 0 fir alle x € U NR. Gelte

ml;rigo f(z) = xl;ngo g(x) =0 oder xlingc f(z) = ml;rigo g(x) = oo.

Dann existiert

@) e
R MR A S 7y

existiert, und die beiden Grenzwerte stimmen tberein.

Beweis. Definiere

pla) = f (7). o(0) = T (o),
Y(z) =g (") und P(0) := xl;ngo g(x).

Dann erfiillen ¢ bzw. ¢ die Voraussetzungen (Stetigkeit, Differenzierbarkeit, ¢’ # 0)
unserer bereits bewiesenen 1’Hospitalschen Regeln und wir erhalten

o fle) () (@) L (@)
A @) TR e T R ) ek (o)

wie behauptet. O

4.3. Differentiation von Funktionenfolgen. Wir haben in Theorem 4.1.19 be-
reits gesehen, dass gleichméfige Konvergenz Stetigkeit erhélt. Gleichméfkige Konver-
genz sichert auch, dass wir den Grenzwert in der Folge und die Ableitung, letztlich
auch ein Grenzwert, vertauschen diirfen, dass also

!
lim f = <lim fn>
n—oo n—oo
gilt.

Theorem 4.3.1. Sei (2 C R offen. Sei F' ein Banachraum und f,: Q@ — F eine
Folge stetig differenzierbarer Funktionen mit f, — f und f} = g fir eine Funktion
g: Q — F. Dann ist auch f stetig differenzierbar und es gilt f' = g.

Beweis. Wir wollen nachweisen, dass f differenzierbar ist und dass f/ = ¢ gilt.
Dazu geniigt natiirlich der Nachweis von f’ = g. Die Stetigkeit der Ableitung folgt
aus Theorem 4.1.19, da f), = g gilt.

Sei zg € Q beliebig. Sei € > 0. Wir wollen nachweisen, dass es ein § > 0 gibt, so
dass fiir alle x € Bs(xp) mit x # xg

g

r — X

— g(wo)

‘ <e
gilt. Es gilt
’ f(z) = f(zo)

P 9(@o)

’ f@) = f(@o)  fulz) — fulxo)

r — X Tr — X

fn(@) = fn(@0)

T 9(o)

-+
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EI]_ +IQ

Wir zeigen zunéchst, dass der Term I klein wird. Nach Korollar 4.1.33 mit Bemer-
kung 4.1.34 und g(x¢) statt f'(zo), einem verallgemeinerten Mittelwertsatz, gilt fiir
x € Bs(xo)

I < sup [[f(8) = g(xo)

&€ Bs(wo)
< sup £ (&) =g+ sup [g(§) — g(xo)ll
£€Bs(xo0) £€Bs(xo)

€ € 2 €

< 4 + 4 4 2

falls wir zunéichst § > 0 so klein wéhlen, dass der letzte Term aufgrund der Stetigkeit
von g kleiner als £/4 ist und dann n so vergrofern, dass der erste Term aufgrund der
gleichméfigen Konvergenz f/ = ¢ kleiner als £/4 ist. All dies kénnen wir so machen
(und tun es auch, ebenso im Folgenden), dass dies fiir alle groferen n ebenfalls wahr
bleibt.

Wir fixieren nun = € Bs(zo) und erhalten I; < e/4 fiir grofe n. Zusammenge-
nommen folgt gerade die Behauptung. O

Ein entsprechendes Resultat gilt auch fiir Reihen von Funktionen.

Theorem 4.3.2. x Sei Q) C R offen. Sei F' ein Banachraum und sei fr,: Q — F
eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen. Konvergiere ((fn(x)))nen fir jedes
x € Q. Definiere die Funktion f: Q — F durch

@)= ful@).
n=0

k
Nehme an, dass die Reihe ((f)(x)))n bzw. die Folge (si)r mit sp(z) = > f ()
n=0

gleichmdfig in x gegen eine Funktion g: Q@ — F konvergiert. Dann ist}’ stetig
differenzierbar und es gilt f' = g.

Beweis. Wir wenden Theorem 4.3.1 auf die Folge (sj); der Partialsummen an. Die
Stetigkeit von g folgt aus Theorem 4.1.20. (]

Damit kénnen wir die Ableitung einer Potenzreihe im Inneren ihres Konvergenz-
radiusses durch gliedweises Differenzieren ermitteln.

Dies funktioniert genauso fiir Potenzreihen in C, die in der Funktionentheorie
noch eingehend untersucht werden.

Theorem 4.3.3. Sei ((anx™)), oy eine Potenzreihe in R mit Konvergenzradius
r > 0. Dann ist die Funktion

f: B.(0) = R,
f(z) = Zanm‘"

n=0

in B, (0) stetig differenzierbar und es gilt fir x € B,(0)

f(z) = Z na,z" L.
n=1

Insbesondere ist eine Potenzreihe innerhalb ihres Konvergenzradiusses beliebig oft
(stetig) differenzierbar.

Beweis.
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(i) Die Potenzreihe ((na,z" !)),en hat (mindestens (es gilt sogar Gleichheit))
wieder den Konvergenzradius r: Man sieht direkt durch Ausklammern eines
Faktors z, dass die Reihe ((na,z™)),, genau fiir die Werte von x konvergiert,
fiir die die Reihe ((na,z"')) konvergiert.

Nach Lemma 4.3.4 gilt nh_}rr;o n'/™ = 1. Damit folgt

L T Jan 7 = T (nfan))/”

r n—oo n—oo
wie behauptet.

(ii) Sei p < r. Dann konvergiert die Potenzreihe ((nanm"’l))n in B,(0) gleich-
méfkig (Analysis I) und ist nach Theorem 4.3.2 (wir diirfen Differentiation
und n — oo fiir die Partialsummen vertauschen) als gliedweise Ableitung der
Potenzreihe ((a,2™)), in B,(0) die Ableitung von f. Da p mit 0 < p < r
beliebig war, hat f’ die angegebene Gestalt.

(iii) Per Induktion folgt, dass f in B, (0) beliebig oft differenzierbar ist. Somit sind
auch sémtliche Ableitungen von f in B,.(0) stetig. d

Lemma 4.3.4. x Es gilt

lim n'/"™ = 1.
n—o0

Beweis. Sei e > 0. Wire n'/" > 1 + ¢ fiir unendlich viele n € N, so folgte fiir diese
aufgrund der binomischen Formel

y

N ) R e
k=0

1-2

Dies ist nicht moglich, da die linke Seite linear in n, aber die rechte Seite quadratisch
in n wéchst. (I

Alternativbeweis mit Schulwissen. x Aufgrund der ’'Hospitalschen Regel gilt

1/n . logn . logn
= lim exp| — | = exp | lim
n—oo n—oo n n—oo n

lim n
1
= exp ( lim 71‘) =exp(0) =1

n—oo

wie behauptet. O

Beispiel 4.3.5. Fiir die Exponentialfunktion gilt mit Indexverschiebung

e " / e > pn
exp’(x) = Z (n') = Zn o= Z i exp(z).
n=0 n=1 n=0

4.4. Elementare Funktionen. Wir beginnen mit einem Resultat iiber gew6hnli-
che Differentialgleichungen, das wir erst im dritten Semester beweisen werden.

Theorem 4.4.1. Sei E ein reeller Banachraum, A € L(E) und zy € E. Dann
besitzt das Anfangswertproblem

(t) = Az(t), teR,
x(0) = xo
eine eindeutig bestimmte Losung x € C°(R, E).

Beweis. Drittes Semester. In diesem speziellen Fall kann man eine Losung direkt
hinschreiben, die Eindeutigkeit folgt aus dem Gronwallschen Lemma, das jedoch
Integrale benutzt. Vergleiche [7]. O
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Bemerkung 4.4.2. Unsere Aussagen iiber Reihen und deren gliedweise Ableitun-
gen erlauben es, zu zeigen, dass

z(t) = etz mit et = i A

N 0 N n!
n=0

gilt. Dabei konvergieren die Reihe und die ihre Ableitung darstellende Reihe lokal

gleichméfig absolut.

Beweis. Ubung. O

Unter Vorwegnahme des Integrals zeigen wir das Gronwallsche Lemma und wie
man daraus die Eindeutigkeit der Losung einer linearen gewo6hnlichen Differential-
gleichung erhélt.

Lemma 4.4.3 (Gronwallsches Lemma). x Seien a,b > 0 undT > 0. Sei f: [0,T] —
R, stetig und gelte

fiir alle t € [0,T]. Dann folgt

fir alle t € [0,T).

Beweis. Ohne Einschrankung diirfen wir annehmen, dass b > 0 gilt, da die Aussage
sonst trivial ist. Nach Voraussetzung erhalten wir

t
<l / fls)ds | = —be [ f(s)ds + e f(t)
0

< - be—bt

o O~

t
f(s)ds+e " a+b/f(s)ds
0

< ae” .
Wir integrieren dies nun unter Benutzung des Hauptsatzes der Differential- und

t
Integralrechnung, also [ <L f(s)ds = f(t) — f(0), und erhalten

0
t t
e P [ f(s)ds=e7" | f(s)ds—0
[
¢

t

< /ae*bs ds = f%e*bs = % (1 - e*bt) .

0

0

Dies multiplizieren wir nun mit e und verwenden nochmals die Integralungleichung
aus der Voraussetzung und erhalten

(ebt - 1)} = ae®

Sl

¢
[0 §a+b/f(s)ds§a+b[

0
wie behauptet. U

Korollar 4.4.4. x Die Losung x aus Theorem 4.4.1 ist (wie dort behauptet) ein-
deutig bestimmt.
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Beweis. Seien x und y Losungen der Differentialgleichungen @ = Az bzw. y = Ay.
Wir definieren ¢(t) := z(¢) — y(t) und erhalten

p(t) = () —y(t) = Az(t) — Ay(t) = Az (t) —y(t)) = Ap(t).

Wir integrieren dies und erhalten mit dem Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung
t

o(t) = p(0) + / Ap(s) ds.
0

Nun betrachten wir die Betrdge beider Seiten, wenden die Dreiecksungleichung
an, ziehen die Betrdge in das Integral hinein und erhalten unter Verwendung der
Operatornorm || Al

le@I < lle0)]] +/||A|| (o)l ds,
0

also fiir f(t) := ||p(¢)| die Ungleichung

F() < £(0) + / 1Al - £(s) ds.
0

Ist f(0) = 0, so folgt aufgrund des Gronwallschen Lemmas f = 0 und daher die
behauptete Eindeutigkeit. O

Wir erwdhnen zunéachst bereits Bekanntes oder direkt daraus Ableitbares iiber
die Potenzfunktionen und die Exponentialfunktion.

Bemerkung 4.4.5 (Potenzfunktionen). * Seien n, m € N5 (. Dann ist die Funktion
fn: Ry — Ry mit f,,(7) = 2™ unendlich oft differenzierbar mit f/ (z) = nz"~! und
wegen f!(x) > 0 fiir > 0 strikt monoton wachsend. Somit ist f,: Ry — Ry ein
Homgomorphismus (kleine Ubung). Die Umkehrfunktion g, (z) = /" ist in R
stetig und wegen f (x) > 0 fiir x > 0 in Rs¢ (unendlich oft) differenzierbar.

1
Sei @ > 0. Dann gilt (a™)™ = (avlﬁ)n, wie man durch Potenzieren mit m sieht.
Wir definieren

n n

am = (a”)# und a~m = (ail)’i”' .
Damit gelten die Potenzgesetze
a*tv =q®% . q¥ und (a®)¥ = a™¥
fir z,y € Q, vergleiche auch die zugehorige Ubungsaufgabe.

Lemma 4.4.6 (Exponentialfunktion). Die Ezponentialfunktion exp: R — R~ ist
1

ein Homdomorphismus und besitzt eine C™-Inverse: log: Rso — R mitlog’(z) = o
Beweis. Beispiel 4.3.5 liefert die Differenzierbarkeit und exp’ = exp. Fir z > 0
gilt klarerweise exp(xz) > 0. Wegen 1 = exp(0) = exp(x) - exp(—z) ist exp(z) fiir
alle z € R positiv. Weiterhin folgt wegen exp(z) — oo fiir © — oo daraus auch
exp(z) — 0 fiir £ — —oo. Dank der Stetigkeit ist exp: R — R<( somit surjektiv.
Nach Theorem 4.1.39 ist exp ein Homdomorphismus (sieche Beweis), die Inverse log
ist differenzierbar und es gilt log’(exp(z)) = @. Da sich jedes y > 0 als exp(z)
darstellen 1d#t, erhalten wir den Ausdruck fiir log’. Daher ist der Logarithmus
beliebig oft differenzierbar. O



4.4. ELEMENTARE FUNKTIONEN 19

Lemma 4.4.7. Seien x € R und y € Q. Dann gilt

(expz)? = exp(zy).

Insbesondere folgt mit x = loga fir a > 0 die Identitit a¥ = exp(yloga) fir alle
yeQ.

Beweis. Wir definieren f(x) := (expz)¥ und g(x) := exp(zy). Es gelten f(0) =1
und ¢(0) = 1. Die Funktionen f und g 1ésen beide eine Differentialgleichung, nim-
lich f'(z) = yf(z) bzw. ¢'(x) = yg(z). Da die Losung dieser Differentialgleichung
bei gleichem Anfangswert eindeutig bestimmt ist, folgt f = g und somit die Be-
hauptung. O

Motiviert durch diese Beziehung fiir rationale Exponenten definieren wir
Definition 4.4.8. Seien a > 0 und € R. Dann definieren wir
a” := exp(zloga).
Bemerkung 4.4.9. *

(i) Fiir z € Q stimmt diese Definition nach Lemma 4.4.7 mit der bereits bekann-

ten Definition iiberein. Definieren wir ¢® := lim o mit Q 3 z,, - = € R, so
n—oo

erhalten wir aufgrund der Stetigkeit Ubereinstimmung mit Definition 4.4.8.
(ii) Fiir e := exp(1) = a und somit log(e) = 1 erhalten wir daher e = exp(x).
Die Exponentialfunktion wéachst schneller als jede Potenz fiir x — oo und fallt

schneller als jede Potenz fiir z — —oo.

Proposition 4.4.10. Es gelten fir beliebiges n € N

lim — = o0 und lim e®|z|" =0.
xz—oo L™ T——00

Beweis. Fiir z > 0 erhalten wir aus der Exponentialreihe e” > Hieraus folgt

( +1)'
die erste Behauptung. Fiir die zweite Behauptung benutzen wir e*|z|" = @ und
die erste Behauptung. O
Proposition 4.4.11. Der Logarithmus erfillt fir alle x,y,e € Rsg und alle A € R
log

log(zy) =logx + logy, log (x)‘) =Alogz wnd lim =0.

r—oo €

Somit wachst der Logarithmus langsamer als jede Potenz.

Beweis. Die ersten beiden Identititen zeigt man durch Anwenden der Exponenti-

alfunktion, die dritte folgt aus der Regel von I'Hospital. O
Definition 4.4.12. Sei A := (_01 (1) € R?X2, Sei z € C> (R,Rz) die eindeutig

bestimmte Losung der Differentialgleichung
{x’(t) = Ax(t), teR,
2(0) = (0,1)T.
Dann definieren wir die Funktionen Sinus sin: R — R und Kosinus cos: R — R

durel sin(t) == o' (1) sowie cos(t) == (1), also (1) = ( S117)

Wir schreiben sin® ¢ = (sint)* baw. cos* t = (cost)" fiir alle zulissigen Exponen-
ten, also zumindest fiir alle k € N.

Bemerkung 4.4.13.

(i) Es gelten sin’t = cost sowie cos’'t = —sint fiir alle t € R.
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(ii) » Wir haben friither bereits die Potenzreihen fiir die Sinus- und die Kosi-
nusfunktion angegeben. Nun wollen wir jedoch die Definition als Lésung einer
gewohnlichen Differentialgleichung verwenden und daraus dann spéter die Po-
tenzreihendarstellung herleiten.

(iii) » Es lasst sich zwar leicht iiberpriifen, dass die iber Potenzreihen definierten
Funktionen sin und cos die Differentialgleichung l6sen, ohne weitere Theorie
ist jedoch nicht klar, dass dies die einzigen Lésungen sind.

Proposition 4.4.14. Es gilt
sin?t + cos®t =1
fiir alle t € R.
Beweis. Wir definieren ¢(t) := sin® ¢ + cos?t. Es folgt
$(t) =2sintcost — 2costsint =0
und wir erhalten die Behauptung, da (sin(0), cos(0)) = (0, 1) gilt. O
Sinus und Kosinus sind ungerade bzw. gerade Funktionen.
Proposition 4.4.15. Es gelten sint = — sin(—t) und cost = cos(—t).

Beweis. Fir t = 0 gilt die Behauptung. Definiere ¢(t) := —sin(—t) und ¥ (t) =
cos(—t) Nun gilt

i (00) = (i) = (25) = (5 0) (569):
Damit 1dsen (sin(t), cos(t))” und (p(t),%(t))T dasselbe Anfangswertproblem mit

demselben Anfangswert fiir ¢ = 0 und stimmen daher {iberein. O

Um sich die folgenden Additionstheoreme zu merken, vergleicht man eine Dreh-
matrix um den Winkel a + 8 mit dem Produkt von zwei Drehmatrizen um die
Winkel « und . Dies benutzt jedoch implizit, dass die Abbildung, die « auf die
Drehmatrix um den Winkel « abbildet, ein Gruppenhomomorphismus ist.

Proposition 4.4.16 (Additionstheoreme). Seien xz, y € R. Dann gelten
sin(xz + y) = sinx - cosy + cosx - siny

und
cos(z +y) = cosx - cosy —sinx - siny.

Beweis. Wir definieren ®(z) := (sin(z + y), cos(z + y))T und

() sinx - cosy + cosx - siny
T) = . . .
cosz - cosy —sinx - siny

Wir behaupten nun, dass ®(z) = ¥(z) fiir alle z € R gilt. Fiir = 0 gilt
©(0) = (sin(y), cos(y))” = ¥(0).

d _fcos(z+y)y (0 1

@q)(x) - (— sin(z+y))  \-1 0 ()
d [ cosx-cosy—sinx-siny \ (0 1
%\I](I) o (— sinx - cosy — cos T - siny> o (—1 0> V().

Da ® und ¥ also dieselbe lineare gewthnliche Differentialgleichung erfiillen und
®(0) = ¥(0) gilt, folgt ® = . O

Weiterhin gelten

sowie
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Aus sin? 2 + cos? z = 1 folgt sinxz, cosz € [—1,1] fiir alle z € R. Wir wollen nun
zeigen, dass imsin = im cos = [—1, 1] gilt. Dazu zeigen wir zunéchst

Lemma 4.4.17. Es gibt ein © > 0 mit cosz = 0.

Beweis. Es gilt cos0 = 1. Falls es kein > 0 mit cosz = 0 gibt, so folgt aufgrund
des Zwischenwertsatzes cosz > 0 fiir alle > 0. Somit ist [0,00) > z — sinx wegen
sin’ x = cosx > 0 strikt monoton wachsend und wir erhalten

0=sin0 <sinl <sinz fir alle z > 1.

Damit liefert aber der Mittelwertsatz fiir den Kosinus auf dem Intervall [1,z] fiir
ein £ € [1, 2]

cosz —cosl=—siné-(z—1)<—sinl-(z—1).

Fiir # — oo konvergiert die rechte Seite gegen minus Unendlich. Dies widerspricht
cos?x < 1. O

Definition 4.4.18 (Die Kreiszahl 7). Wir haben gezeigt, dass
M :={x eRy: cosz =0}

nichtleer ist. Aufgrund der Stetigkeit des Kosinusses ist M abgeschlossen. Somit

gilt fiir m := 2 - inf M die Identitét cos § = 0.

Proposition 4.4.19. Auf [O, g] ist der Sinus strikt monoton wachsend und es gilt
0=sin0 <sinz <sing =1 firale0<zx< g

Beweis. Nach Definition von 7 gilt sin’z = cosz > 0 fiir 0 < < . Wegen

cos 5 = 0, der Monotonie und sin? z + cos? z = 1 insbesondere fiir z = 5 erhalten
wir sin § = 1. (]
Korollar 4.4.20. Aufgrund der Additionstheoreme erhalten wir daraus
sinm = sing-cosg—i—cosg-sing =1-040-1=0,
COST = cosg -cosg—sing-sing =0-0—-1-1=-1,
sin2m = sin7 - cosm+cosm-sinm=2-1-0=0,
cos2m = cosm - cosm —sinw -sinw = (—1) - (—=1) —0-0=1.
Beweis. Bereits in die Formulierung eingebaut. U
Allgemeiner gilt
Korollar 4.4.21. Fiir alle x € R gelten
sin (ZL‘ + g) = cosz, sin(x + ) = — sinx, sin(z + 27) = sinz,
cos (ac + g) = —sinx, cos(x 4+ m) = — cosw, cos(z 4 2m) = cosx.
Beweis. Benutze die Additionstheoreme. O
Korollar 4.4.22. Fs gilt sin(R) = [—1, 1] = cos(R).
Beweis. Es gelten sin § = 1, sin%7T = cosm = —1 und cos0 = 1. Somit werden

aufgrund des Zwischenwertsatzes sdmtliche Funktionswerte im Intervall [—1, 1] vom
Sinus und Kosinus angenommen. Wegen sin® z 4 cos? x = 1 fiir alle = € R ist dies
bereits das gesamte Bild. O

Nach Korollar 4.4.21 sind der Sinus und der Kosinus mit Periode 27 periodisch.
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Definition 4.4.23. Sei E ein Vektorraum und F' eine Menge. Sei 0 # £ € E. Eine
Abbildung f: E — F heifit mit Periode ¢ periodisch, falls

flx+¢& = f(x) firallex e E
gilt. Hieraus folgt natiirlich auch f(z + k§) = f(x) fiir alle € E und alle k € Z.

Proposition 4.4.24. Die Abbildung
¢: [0,2m) — R?,
t +— (cost,sint)
ist injektiv und es gilt imp = St C R2.

Beweis. Im Intervall [O, g] ist der Sinus strikt monoton wachsend von 0 bis 1.

Somit ist ¢ dort injektiv. Wegen cos’ 2 = —sinz < 0 fiir 0 < 2 < § ist der Kosinus
in diesem Intervall von 1 nach 0 fallend, ist also insbesondere nichtnegativ. sinz
durchlduft in diesem Intervall alle Werte in [0, 1]. Da es zu jedem a = sinx genau
ein b > 0 mit a? + b = 1, das den Einheitskreis beschreibt, gibt und b = cosz die
Gleichung a? + b? = 1 erfiillt, folgt

SlﬁF+ESlﬂ{x: (mz) eR*: 2" >0 fiir allei:l,Q} C im .

T'; heifit positiver Quadrant und wird im R™ entsprechend als die Menge definiert,
in der alle Koordinaten beziiglich der Standardbasis positiv sind.

Analoge Uberlegungen fiir die weiteren Quadranten und die Intervalle [%,ﬂ,
[7,2%] sowie [3F,27] liefern nun die Behauptung iiber das Bild. Die Injektivitét
folgt aus der Injektivitdt auf jedem dieser Intervalle und Vorzeichenbetrachtungen.

O

Proposition 4.4.25 (Eulersche Formel). Firt € R gilt
e = cost +isint.

Fiir t = 7 vereint €™ 4+ 1 = 0 viele wichtigen Konstanten der Analysis in einer
einzigen Formel.

Beweis. Wir konnen auch komplexe Potenzreihen definieren und innerhalb ihres
Konvergenzradiusses ableiten. Hier bedeutet der Ausdruck e daher, dass wir it in
die Potenzreihe der Exponentialfunktion eingesetzt haben.

Nach Kettenregel folgt fiir z(t) := e

2(t) = ie' = iz(t).

Fiir ¢(t) := cost + isint gilt ebenfalls ((t) = —sint + icost = i((t). Da die An-
fangswerte z(0) = 1 = ((0) {ibereinstimmen, erhalten wir z = ¢ und daher die
Behauptung. O

Hieraus ergibt sich die angekiindigte Potenzreihenentwicklung fiir den Sinus und
den Kosinus.

Proposition 4.4.26. Es gelten fiir alle x € R

] > N x2n+l 553 £E5 LC7
n=0
und
> " an (EQ (E4 (EG
cosx:Z(—l) (2n)!:1_5+ﬂ_ai”"
n=0

Insbesondere haben beide Potenzreihen den Konvergenzradius +oo.
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Beweis. Wir betrachten die Exponentialfunktion an der Stelle iz, x € R, und er-
halten

oo .
n.n
7

T

n!
n=0

Da diese Reihe absolut konvergiert, konnen wir sie umordnen, nach Real- und Ima-
ginérteil sortieren und erhalten

‘ ) 2n+1
© = Z(i (2n)! T Z 2n @2n+ 1)
n=0 n=0
Die Eulersche Formel liefert nun die Behauptung. (]

Proposition 4.4.27. Es qilt fiir z € C

(i) €* =1 genau dann, wenn z = 2wik mit k € Z und
(ii) e* = —1 genau dann, wenn z = iw + 2wik mit k € Z.

Beweis. Wir schreiben z = x + iy mit 2, y € R. Dann folgt e* = e% - ¢ und
le*| = e” - |e] = e®. Somit kann e* = +1 nur fiir = 0 erfiillt sein. Nun gilt
e® = cosy +isiny. Da der Sinus und der Kosinus 27-periodisch sind und [0, 27) >
y + (cosy,siny) € St bijektiv ist, kann es bis auf Vielfache von 2mi jeweils nur
genau ein solches z geben. Da die angegebenen Zahlen z die Identitdten e* = +1
erfiillen, folgt die Behauptung. O

Allgemeiner folgt direkt aus der Eulerschen Formel
Korollar 4.4.28. Die Exponentialfunktion C > z — e* € C ist 2mi-periodisch.
Definition 4.4.29.

(i) Fir x € (—g 2) definieren wir den Tangens, tanz, durch tanx = 2=,
(ii) * Fiir z € (0, 7) definieren wir den Cotangens bzw. Kotangens, cot 2, durch

__ cosx
cotx = cina -

Bemerkung 4.4.30. x Tangens und Cotangens sind unendlich oft differenzierbar
und bilden ihren jeweiligen Definitionsbereich homéomorph auf R ab. Es gelten

1

tan’ x = — =1+tan’z und cot' z = ——5— = —1—cot’z
cos?x sin” z
Definition 4.4.31 (Arcusfunktionen). x Wir definieren
. . -1 T
arcsin := <51n|(_%7%)> (=1,1) — (—5, 5) ,
arccos := (cos|(o,x )_1 : (—17 1) — (0,m),
Tow
arctan := (tan| _z, %)) R — (—5, 5) ,
arccot := (cot |( oﬂ))_l : R — (0, 7).
Bemerkung 4.4.32. x
(i) Fir z € (—g, 5) gelten sin’z = cosz # 0 und tan’z = o 2 # 0 und fiir
z € (0,m) gelten cos’z = —sinz # 0 sowie cot’z = — 7é 0. Daher sind
die Arcusfunktionen wohldefiniert.
(ii) Es gilt
arcsin’ 1 arccos’ 1
resin’ ¥ = —, T T —
Ny Vi
1 1
arctan’ v = —— arccot’ z = —

1422’ 14227
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Beweis. Ubung. O
Bemerkung 4.4.33.
(i) Aus der Eulerschen Formel erhalten wir
cos T = % (e +e7™) und sinx = % (e —e™™).
Somit definieren wir die komplexen trigonometrischen Funktionen durch

1, ., 4 1, . ,
cosz = o (e +e7%) und sinz = 5 (% —e ™).
i
Die Potenzreihendarstellungen stimmen mit den reellen Potenzreihendarstel-
lungen {iberein. Additionstheoreme und Ableitungsregeln gelten genauso wie
im Reellen, jedoch ist |sinz| < 1 nun im Allgemeinen falsch.
(ii) » Mit rein komplexen Argumenten erhalten wir Funktionen mit neuen Namen:

1, - . 1, . .
sinhx := — isiniz = 3 (e* — e_*) , cosh z := cosiz = 5 (e* +e ‘)
und

inh
tanhx := S CE.
coshz

(iii) » Es gelten die folgenden Beziehungen:
cosh?z — sinh®z =1,
cosh(z 4+ y) = coshz - coshy + sinh z - sinh y,
sinh(z + y) = sinh « - coshy + cosh z - sinh y,
sinh’ ¢ = cosh z,
cosh’ z = sinh z,
1
cosh? z”
Beweis. Ubung. O

Bemerkung 4.4.34 (Polarkoordinaten in R?). Sei z € R?\ {0}. Dann gilt = =
|| - ﬁ =7 ¢ fiir r > 0 und € € S'. Somit lisst sich € € S! in eindeutiger Weise

tanh’ z =

als (cost,sint) mit ¢t € (—m, 7|, oder, wenn wir R? mit C identifizieren, als e
darstellen. (r,t) heifen dann Polarkoordinaten des Vektors z = re'.
t heift auch Argument der komplexen Zahl z = re®, ¢t = arg z. Die Argument-

funktion ist in R<g C C unstetig.
Lemma 4.4.35.
(i) Die Ezponentialfunktion bildet den Streifen
S={z=ax+iy: —m<y<m7}

bigektiv auf C\ {0} ab.
(ii) Sei log: C\ {0} — S die Umkehrfunktion von exp: S — C\ {0}, so gilt
log' z =1 fiir alle Punkte in C\ R<o.

Beweis.

(a) Wir schreiben Punkte in S in der Form x4+ iy und sehen zunéchst, dass e* = e*
nur bei gleichem Realteil von z und w mdoglich ist. Die Imaginérteile miissen
ebenfalls iibereinstimmen, da (—m, 7] > y — % € S! bijektiv ist.

(b) Die Surjektivitét folgt aus der Darstellung in Polarkoordinaten.

(c) Die Ableitung ergibt sich wie im reellen Fall aus der Formel fiir die Ableitung
der Umkehrfunktion. O
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4.5. Polynome *.
Bemerkung 4.5.1 (Wiederholung).

(i) Sei E ein Vektorraum. Dann sind die Polynome P(K, E) mit Koeffizienten in
E aus der linearen Algebra bekannt. Wir schreiben P(K) fiir P(K,K). Der
Grad eines Polynoms deg f, hat Werte in NU {—o0}, der fithrende Koeffizient
Werte in E. In P(K) gllt deg(fg) = deg f + degg.

(ii) Jedes Polynom p(x) = E apx” ldsst sich in der Form Z bi(x — x0)" schrei-

=0
ben. Dabei gilt a,, = b Grad und fiihrender Koeﬁiment sind also vom Ent-
wicklungspunkt zy unabhéngig.

Beweis. Schreibe
ZL’) = Zak((x — (E()) + xo)k
k=0

und expandiere den Ausdruck mit Hilfe der binomischen Formel. O

(iii) Sei f ein Polynom mit deg f > 1. Gelte f(zp) = 0. Dann gibt es ein Polynom
g mit degg = (deg f) — 1 und f(z) = (z — zo)g(z).

Beweis. Polynomdivision. Alternativ kann man f als f(x) = Y ax(z — x9)*
E=0
schreiben und sieht, dass ag = 0 gilt. O

(iv) Ein Polynom vom Grad n > 1, das nicht das Nullpolynom ist, besitzt hochs-
tens n Nullstellen, wobei wir Nullstellen mit ihren Vielfachheiten z&hlen.

Beweis. Dies folgt direkt durch sukzessives Abspalten von Nullstellen von f
in der Form f(z) = (z — z0)g(z). O

(v) Zwei Polynome vom Grad kleiner oder gleich n > 1, die an n + 1 Stellen
iibereinstimmen, sind gleich.

Beweis. Spalte induktiv alle Nullstellen des Polynoms, das als Differenz der
beiden Polynome definiert ist, ab. O

(vi) Mit der Gradfunktion bilden die Polynome einen Euklidischen Ring, d.h. es
gibt eine Division mit Rest.

(vii) Komplexe nichtkonstante Polynome besitzen mindestens eine Nullstelle (Fun-
damentalsatz der Algebra, siehe z. B. Funktionentheorievorlesung) und zerfal-
len daher in Linearfaktoren (Induktionsbeweis).

Proposition 4.5.2 (Partialbruchzerlegung).

Seien f,g komplexe Polynome mit deg f < degg. Seien (;, 1 < i < m, die (paar-
weise verschiedenen) Nullstellen von g mit Vielfachheiten m;, dann besitzt f/g eine
eindeutige Darstellung

mit c;; € C.
Bemerkung 4.5.3.

(i) Der Quotient zweier Polynome bzw. Polynomfunktionen heifst eine rationale
Funktion. Eine rationale Funktion f/g mit deg f < deg g heifit echt rationale
Funktion.
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(ii) Mittels Polynomdivision lasst sich jede rationale Funktion als Summe eines
Polynoms und einer echt rationalen Funktion darstellen.

Beweis von Proposition 4.5.2.

(i) Existenz: Wir zeigen zunichst per Induktion nach degg, dass es solch eine
Zerlegung gibt.
Im Fall deg g = 1 sind wir fertig.
Sei also deg g = n und die Behauptung bereits fiir deg g < n bewiesen.
Nach dem Fundamentalsatz der Algebra besitzt g eine Nullstelle ¢ € C. Sei
m die Vielfachheit dieser Nullstelle, gelte also ¢g(z) = (z — {)™gi1(z) fiir ein
komplexes Polynom g; mit ¢;(¢) # 0. Wir behaupten, dass es ein ¢ € C gibt,

so dass
f(z) c

9(z)  (z—Qm
eine echt rationale Funktion ist, bei der das Polynom im Nenner einen Grad
< n besitzt. Dazu bringen wir den Ausdruck auf den Hauptnenner

f(z) c _ G-z

9(z) =™  (z-0Oma()
Nun wéhlen wir ¢ so, dass f({) — cg1(¢) = 0 gilt, also ¢ = f(é) Wegen
g1(¢) # 0 ist dies wohldefiniert. Somit ist ¢ eine Nullstelle des Zahlers und

des Nenners auf der rechten Seite. Wir kénnen also den gemeinsamen Faktor
(z — ¢) kiirzen und erhalten

f(2) c_ _ h(z)

9z) =™ (=" al(2)
fiir ein Polynom f;(z) vom Grad < deg f — 1. Somit konnen wir die Indukti-
onsvoraussetzung anwenden und die Behauptung folgt per Induktion.
(ii) Eindeutigkeit: Sei f/g ohne Einschrankung vollstindig gekiirzt. Sei

-3t

=1 j=1

eine weitere solche Darstellung. Dann wird (f/g)(z) genau dann unbeschrénkt,
wenn z gegen eine Nullstelle von g konvergiert. Daher muss bis auf Umnum-
merierung ¢ = & gelten. Somit gilt auch n = m. Die Ubereinstimmungen
m; = n; und ¢;; = d;; erhalten wir schlieflich, indem wir beide Ausdriicke
mit (z — ), k = max{n;, m;}, multiplizieren und den Grenzwert z — (;
betrachten. Dann erhalten wir in beiden Féllen ¢;; und d;; bzw. 0, falls diese
Ausdriicke nicht definiert sind. Wir subtrahieren nun den Term (Z C [e=a und
erhalten per Induktion die Behauptung.

4.6. Taylorsche Formeln.

Bemerkung 4.6.1. x Fiir Polynome

n

flz) = Zak(;v — xo)k

k=0

mit x € R und aj, aus einem Banachraum gilt aj, = %f(k) (o) und somit

9=3 5

=0

f a:fxo)k.

?T“H

Taylorreihen verallgemeinern solch eine Darstellung fiir beliebige Funktionen.
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Theorem 4.6.2. Sei E ein reeller Banachraum, I = (a,b) ein Intervall mit 0,1 € T
und sei f € C™(I,E) mitn > 1. Dann gilt

~ 1
=D /M0 + Ra(£,0)(1),
k=0 """
wobei sich das Restglied R, (f,0)(1) in der Form

1B (F )OI < =gy s [[70) = 1 0)

abschdtzen ldsst.

Beweis. Wir miissen nur die Normabschéitzung fiir das Restglied beweisen, da es
solch ein Restglied namlich stets gibt: Definiere es als die Differenz der anderen
beiden Terme.

Wir definieren fiir ¢ € I die Funktion

Z k|f 1-t)*~ /70 (1—t)".

n!

Man beachte die unterschiedlichen Argumente von f. Es gelten ¢(0) = R, (f,0)(1)
nach Definition des Restes sowie ¢(1) = 0, da alle Terme mit (1 —¢)*, k > 1, dort
verschwinden und die restlichen beiden sich gerade aufheben. Fiir die Ableitung
erhalten wir

n—1 n—1 (n)
FIOR SR NI L St TR e A (0),<1 o
k=0 k=1 "

= — Ti %f(kJrl)(t) S(1—t)F + Ti %f(kJrl)(t)(l L ; ") (0) (1 -
k=0 o

nach einer Indexverschiebung in der zweiten Summe

= g (PO = 1) - -

(n

Die Behauptung folgt nun aus dem Mittelwertsatz
[Rn(f,0)(D)[| =[le(1) = (0)] < S I @)

< 7 sup H (")OH. O
e FU@) = f™(0)

Das folgende Theorem gilt auch noch fiir auf konvexen Teilmengen von C defi-
nierten Funktionen.

Theorem 4.6.3 (Taylorsche Formel). Sei Q C R ein offenes Intervall, sei E ein
reeller Banachraum und sei f € C™(Q, E) mit n > 1. Seien x,x9 € Q, dann ldsst
sich f in der Form
1
f(z) = Z Hf(k)(%“o) - (z = 20)" + Rn(f, m0) (x)
k=0
darstellen und es gilt die Restgliedabschdtzung

|Ru(f,20)(@)]] < £ (©) = £ a0)|| - o = ol

———— sup
(Tl - 1) £€(xo,x)

Dabei bezeichne (x,xq) die offene Verbindungsstrecke zwischen x und xg, also das
Intervall (x,x0) oder das Intervall (xg,x).
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Beweis. Wir definieren

o(t) == ftx + (1 —t)zo)
fiir 0 < ¢ < 1. ¢ ist auch noch etwas iiber [0,1] hinaus von der Klasse C™. Daher
koénnen wir Theorem 4.6.2 anwenden und erhalten mit

" (t) = fP bz + (1 t)z0) - (2 — wo)"
sowie R, (p,0)(1) = R,(f,zo)(x) die Behauptung. O

Definition 4.6.4 (Taylorsche Polynome). Sei F ein Banachraum iiber K.
(i) Sei Q C K offen und f € C™(Q, E), n > 1, so heillt T,,(f,zo) € P(K, E) mit

To(f,w0) () = 3 2 f®e0) - (& — o)
k=0

das Taylorpolynom n-ten Grades von f im Punkt xzg.
(ii) In Q definieren wir das n-te Restglied R, (f,zo) durch

Rn(f7 l‘()) = f - Tn(fa .’EO).
(iii) Ist f € C*°(Q, E), so heifst die Potenzreihe

(G e-2r),

Taylorreihe von f im Punkt zy € . Ihre n-te Partialsumme ist gerade
T.(f,zo). Fir alle z, fiir die die Taylorreihe konvergiert, definieren wir

o0

T(f,20)(x) = 3 2 f®(w0) - (& — 20"

k=0

Aus der Taylorschen Formel erhalten wir
Proposition 4.6.5. Sei Q) C R ein offenes Intervall, sei E' ein reeller Banachraum,
sei f € C™"(Q,E) mitn>1 und sei xg € Q. Dann gilt

f(x) =Ta(f,20) (@) + o (|2 — x0[")

und T, (f, o) ist das einzige Polynom mit dieser Eigenschaft.
Beweis. Aus der Taylorschen Formel und der Stetigkeit der n-ten Ableitung von f
erhalten wir, dass das Restglied von der Ordnung o (|Jz — 2|™) ist.

Gébe es ein weiteres Polynom, so liefert Differenzbildung ein Polynom vom Grade

< n in o(|x — zo|™). Dies kann nur das Nullpolynom sein und wir erhalten die
behauptete Eindeutigkeit. O

Bemerkung 4.6.6.

(i) * Sei f € C*(Q, E). Dann gilt f = T(f, o) in Bs(xo) nach Definition genau
dann, wenn die n-ten Restglieder R,,(f,xo) in Bc(zg) fiir n — oo punktweise
gegen Null konvergieren, wenn also fiir alle x € B.(z0)

nhHH;O R, (f,z0)(z) =0
gilt.
(ii) * Gibt es zu xy € Q ein solches € > 0 mit lim T,(f, zo)(z) = f(z) bzw.,
n— oo
aquivalent dazu, li_>rn R, (f,z0)(x) = 0 fiir alle € B.(x0), so heifit f in xq

(reell) analytisch. Ist A C Q und f in jedem x € A analytisch, so schreiben
wir dafiir f € C¥(A, E).
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(iii) In By/2(0) C C ist die Funktion f(z) = log(1 + z) durch ihre Taylorreihe mit
Entwicklungspunkt im Ursprung darstellbar. Es gilt also

% (1yk-1
fla =3 E
k=1
Beweis. Es gilt f € C*°(B;(0)). Per Induktion erhalten wir
—1)!
(n) — (—1)"! (n 1)
£ = (1

fur alle n > 1.
Wir miissen also noch nachweisen, dass

lim R, (£,0)() =0

fiir alle z € By /5(0) gilt. Aus der Taylorschen Formel und unserer Darstellung
fiir die Ableitung erhalten wir nacheinander

1
R, (f,0 < . — 1] [2]",
IRa(£.0)(2) Efipl g1k
. 1
‘1+< <SR ks

[Rn(f,0)(2)] < (1427) - [2"
und wegen |z| < 5 die Behauptung. O

(iv) * Das folgende Beispiel zeigt, dass T'(f, zo) zwar konvergieren kann, aber trotz-
dem nicht f = T(f,zo) zu gelten braucht.
Sei dazu z¢ = 0. Betrachte nun die Funktion f: R — R mit

o) = {ez?, r <0,

0, x> 0.

Per Induktion zeigt man, dass die Ableitungen fiir z < 0 von der Gestalt
1
f®)(z) = Z’;‘T(f)e_? fiir Polynome py, sind. Nun gilt

lim e Yy' =0
Yy—00

fir alle [ > 0. Daraus erhalten wir erstens
lim f®)(z) =0
T2

fiir alle k¥ € N und weiterhin (nutze lokale Beschrénktheit der Ableitungen,
deren Verschwinden im Ursprung und integriere mehrfach)

|f(2)] < Jaf**

fiir alle k € N und o € (—¢e, ) fiir e, > 0. Somit gilt f*)(0) = 0 fiir alle
k € N. Wir erhalten also f € C*. Aufgrund der Formel fiir f(*)(0) folgt somit
T(f,x0) =0, jedoch gilt in keiner Umgebung des Ursprunges f = 0.

Wir leiten noch eine weitere Restgliedabschitzung her.

Theorem 4.6.7. Sei E ein reeller Banachraum, sei I C R ein offenes Intervall
mit 0,1 € I, sei f: I — E eine (n+ 1)-mal differenzierbare Funktion mit n > 0.

Dann gilt
=2

k=0

TAS R (£,0)(1)

zl -
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mit

|R.(f,0)(1)] < sup Hf(n“ H

(n+ 1) o<t

Beweis. Wir definieren
Z k'f(k) (1-t)* und g(t) =1 —t)"L

@ und g sind in 1 dlﬁerenmerbar und es gilt
@(0) =Tu(f,0)(1),  ¢(1) = f(1), ¢(1) = (0) = Ru(f,0)(1),
9(0)=1, g¢(1)=0,
PIOED DTN ST CIONE
k=0 k=1""
= SO (-,
gt)=—-Mm+11-1)"

Hierauf wenden wir nun den Verallgemeinerten Mittelwertsatz, Theorem 4.2.3 (oder
Theorem 4.2.1), auf dem Intervall ( an und erhalten

1
1) —(0)]| < sup )| < —— su H (n+1) (¢ H
(1) = (0)] S S, TR

wie behauptet. O

Theorem 4.6.8 (Lagrangesche Restgliedabschitzung). Sei Q C K offen und kon-
vex und seien x,xg € Q. Sei E ein Banachraum dber K und f: Q — E sei (n+1)-
mal differenzierbar mit n > 0. Dann gilt

1
sup
(n + 1) £€(xo,x)

mat

1 (f. 20) @)] < )| o = ol

Beweis. Folge dem Beweis von Theorem 4.6.3 und benutze dabei Theorem 4.6.7
statt Theorem 4.6.2. (]
Ohne Abzuschétzen erhalt man

Theorem 4.6.9 (Lagrangesches Restglied). x Sei Q C R ein Intervall und seien
z,z9 € Q. Sei f: Q — R eine (n + 1)-mal differenzierbare Funktion mit n > 0.
Dann gilt

f(@) = Ta(f, 20)(2) + FFDE) - (& — o)™

fiir ein & € [z, x).

1
(n+1)!

Beweis. Wir gehen wie im Beweis von Theorem 4.6.7 vor und erhalten in der dor-
tigen Notation aber mit F statt f

=32 S FR0) = 1)~ p(0)
k=0

_ (1) =(0)
g9(1) — g(0)
¢'(§)
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fiir ein £ € [z, x]

= (n+1 RN

Nun wenden wir dies fir F(t) := f(tx + (1 — t)zp) an und erhalten aufgrund der
Kettenregel die Behauptung. O

Weitere Restglieddarstellungen benutzen Integrale.

Lemma 4.6.10. * Sei F ein Banachraum. Seien I = (a,b) und xz,y € I. Sei
feC™(I,F) mitn € N>1. Dann gilt

@) =)+ 2 )+ G+ G )
s [ a

Beweis. Der Induktionsanfang ,,n = 1* lautet
f@) = 1)+ [ rod
Yy

und ist gerade der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.
Induktionsschritt: Gelte also die Behauptung bereits fiir ein festes n € N>;. Dann
liefert die folgende Rechnung mit partieller Integration, dass sie auch fiir n+ 1 gilt.

E=9" po ) + / =" o) gy gy

\W_/ f
Y'o—ew O

(=" (=" () e j (="

== i (¢t — [y ar
LW 0] e AlD
Yy

r (l’ — t)n71 (n)
= ——— " (t) dt.

/ S 1

Y

Dies liefert gerade die Behauptung. O

Als direkte Verallgemeinerung daraus erhalten wir das folgende Korollar. Dies
benutzt jedoch auf Banachraumen definierte Funktionen. Wir empfehlen daher, dies
erst nach der mehrdimensionalen Differentialrechnung anzusehen.

Korollar 4.6.11. x Seien E, F Banachrdume. Sei Q0 C E offen. Seien x,xy € (2
und gelte [x,z9] C Q. Sei f € C"(Q,F) mit n € N>y. Firv € E und k € N
schreiben wir (v)*) fiir (v,...,v), wobei v in den spitzen Klammern genau k-mal
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vorkommt. Dann gilt

1 1,
f(l') = f(l’o) + if/(z0)<x — I0> + 5f /(I0)<1‘ _ .CE0>(2) 4+
1
(n—1) _ (n—1)
+ (n— 1)!]” (zo){z — x0)
[a—p
—t n—
) - )@
| S+ (L= o) dt 2 = o)™,
0
Beweis. Wende Lemma 4.6.10 auf die Funktion ¢: (—&,1 + ¢) — F mit ¢(t) :=
f(tz + (1 —t)xo) an. -

5. INTEGRATION IN EINER VARIABLEN

Wir werden hier einen ersten Integralbegriff kennenlernen, das Riemannintegral.
Im dritten Semester werden wir das Lebesgueintegral behandeln, das es beispielswei-
se erlaubt, weitere Grenzwertsitze zu zeigen und mehr Funktionen zu integrieren.

Wenn man Integrale berechnet, verwendet man meist das Riemannsche Integral,
erhélt aber fiir das Lebesguesche Integral bessere allgemeine Sétze.

5.1. Das Riemannsche Integral. Sei [a,b] C R kompakt und sei f: [a,b] — R
reell, nicht-negativ und beschrinkt. Dann wollen wir mit dem Integral iiber die
Funktion f den Flacheninhalt der Menge

Q(f) = {(z,y) eR?*: a<z<b und Ogygf(x)}

in einer Weise beschreiben, dass fiir konstante Funktionen mit f(x) = h fiir alle x
gerade die Rechtecksfliche (b — a) - h herauskommt.
Um @ in kleine Stiicke aufteilen zu kénnen, definieren wir

Definition 5.1.1 (Partition). Sei I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall.

(i) Dann definiert P = {zg, z1, ...,zp}, n € N mita =29 <21 < ... < T, =
b eine Partition von I, die aus den Teilintervallen I; = [z;,2;11] besteht:
{Titi<i<n—1-

Wir nennen P mit den angeordneten Punkten x; und die Intervalle I; eine
Partition von I. Anders als bei einer Partition aus Analysis I lassen wir Uber-
schneidungen an den endlich vielen Endpunkten der Intervalle zu. Die Punkte
aus P heiflen Teil- oder Endpunkte.

* Wir werden auch laxerweise P selbst als Partition bezeichnen.

(ii) Sei P = {zg, x1, ..., x,} eine Partition. Dann heifst
n(P):= sup |zit1— i
<i<n—1

die Feinheit der Partition P.

(iii) Eine Partition P’ heifit feiner als P, P < P’, falls (unter Verwendung der
laxen Bezeichnung) P C P’ gilt.

(iv) Seien P; und P, zwei Partitionen von I. Dann heift die Partition Py V Py :=
Py U P, (laxe Bezeichnung) die gemeinsame Verfeinerung von P; und Ps.

Lemma 5.1.2. Seien P; und P, Partitionen von I = [a,b]. Dann gilt
P =P = n(P)<n(P).
Beweis. Klar. 0

Mit Partitionen kénnen wir einen naheliegenden Flécheninhaltsbegriff motivie-
ren.
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Definiere f; := f

1y @, = I; x [0,inf f;] und Q, :=I; x [0,sup fi]. Wegen

n—1 n—1
U Qz C Q C U Q"
=0 =0

ist der Flédcheninhalt aller Qi’s addiert zu klein und der Flicheninhalt aller Q,’s
addiert zu grof fiir einen sinnvollen Fliacheninhaltsbegriff von Q: |Q]. Wir wollen
|Q| definieren. Dass diese Rechtecke auf endlich vielen Linien iiberlappen tragt
nichts zum Flidcheninhalt bei. Wir fordern also

n—1 n—1 n—1 n—1
SNl =Y it fi- Ll < QI <Y [@| =Y sup fi- L.
=0 i=0 =0 =0

Der Ausdruck auf der linken Seite heifft Untersumme, der auf der rechten Seite
Obersumme.

Wenn nun fiir eine beliebige Folge von Partitionen (P ) mit Feinheit n(Py) — 0
flir Kk — oo die Grenzwerte der linken und der rechten Seite existieren und iiberein-
stimmen, so nennen wir dies den Flicheninhalt von Q.

Dies ist sicher nur moglich, falls es fiir jedes € > 0 eine Partition P mit

n—1
> (sup fi —inf fi) - |L;] <
i=0
gibt.
Ersetzen wir sup f; — inf f; durch die Oszillation von f;, so konnen wir dieses
Vorgehen auch auf banachraumwertige Funktionen verallgemeinern.

Definition 5.1.3. Sei I = [a,b] C R kompakt, sei E ein Banachraum und sei
f: I — E beschrankt. Sei P = {xq, 21, ..., x,} eine Partition von I und seien I;
sowie f; wie oben.

(i) Wir definieren die Oszillation von f als
osc f = sup [|f(z) = f(y)ll.
z,yel
(Fiir reellwertige Funktionen gilt osc f = sup f(z) — infl fw).)
zel ye

(ii) Multiplizieren wir die Oszillationen auf den Teilintervallen mit den Intervall-
léngen, so erhalten wir die Definition

n—1
o(f,P) =) oscfi- L.
=0

(iii) Seien &; € I; beliebig und Z := {£;: 0 < i < n — 1}. Die Punkte &, 0 <
1 < n —1, heifen Zwischenpunkte der Partition P. Dann definieren wir die
Riemannsche Summe als

n—1

S(f’P7Z)ES(P7Z) :Zf(fl)|lz|

=0
Lemma 5.1.4. Sei f: I — E beschrinkt, seien P und P’ zwei Partitionen von I
mit P < P’ und habe P’ genau \ Teilpunkte mehr als P. Dann gelten
(i) o(f,P") <o(f,P) und
(ii) |o(f, P') = o(f, P)| < 2X[|fl| L= - n(P).

Beweis.
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(i) Seien I;, 0 < i < n—1 die Teilintervalle der Partition P und I;, 0<j<m-1
die Teilintervalle von P’. Dann setzen sich die Intervalle I; aus Intervallen I ]’
zusammen und wir erhalten mit f; = f[;, und f; = f| I

m—1 n—1
ao(f,P) = osc f - |I’|—Z Z osc fj - |I}]
j=0 i=0 {j: I'CI;}
n—1
oscfi Y. |I;-\=Zoscfi-|fi\=o<f,P).
i=0 {4 I;CI} =0

(ii) Wir fithren den Beweis nur im Falle A = 1. Der allgemeine Fall folgt daraus
dann direkt per Induktion.
Sei dazu ohne Einschrénkung I; ein Teilintervall, das sich aus den beiden
Teilintervallen I1 und I} (bis auf einen Punkt) disjunkt zusammensetzt. Alle
anderen Teilintervalle stimmen {iberein. Dann folgt

0<o(f,P)—o(f,P')=oscfi-|L] — (oscfi-|I}] +osc fs - |Iy])
<oscfi- L] <2-|[fllzee - [Ii] <2 || fllze - n(P). O

Lemma 5.1.5. Seien I = [a,b] und E wie bisher. Sei f: I — E beschrinkt. Seien
P und P’ zwei Partitionen des Intervalles I mit Zwischenpunkten Z bzw. Z'.

(i) Gilt P < P’, so folgt
IS(P, Z) = S(P', Z")|| < o(f.,P).
(i) Sind P und P’ beliebige Partitionen von I, so gilt
ISP, Z) = S(P', Z")|| < o(f,P) + o(f, P').
Beweis.

(i) Seien I; mit 0 <4 < n — 1 die Teilintervalle von P und IJ’» mto<j<m-1
die Teilintervalle von P’. Da sich die Intervalllaingen aller Intervalle I J’ mit
I} C I; zu |I;] aufaddieren, erhalten wir

&) L= > ) -|l

{7: I;CIi}

SN R RS (SRl F S TR (] R
e neny U neny T o
=0
< osc fi - 1]
Diese Abschétzungen fiir die einzelnen Intervalle I; addieren wir nun und
erhalten
n—1
I1S(P,2) = S(F', 2')|| = || >_ £(&) |1l — Z > 1(g)- 1]
i=0 i=0 {j: I'CI;}
Z ) 1Ll D> (&) |5

i= {J: 1L}

S Scfi‘|Ii|:U(faP)'

=0
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(ii) Sei P* = PV P’ oder eine beliebige andere gemeinsame Verfeinerung von P
und P’ mit beliebigen Zwischenpunkten Z*. Dann folgen P < P* und P’ < P*
und direkt nach der Dreiecksungleichung erhalten wir

HS(PvZ) - S(PI,Z/)H
<|S(P,2) = S(P, Z7)| + |S(P*, 27) = S(P', Z'))|
<o(f,P)+o(f,P). O

Lemma 5.1.6 (Riemannsches Integrabilitétskriterium). Sei f: I = [a,b] — E
beschrankt. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) V 3 o(f,P)<e und

(i) ¥V >05>0P nP)<dé = o(f,P)<e

Beweis.
o (i)=(ii)*: Sei € > 0 beliebig und P eine Partition mit o(f, P) < e. Wir
nehmen an, dass P gerade \ Teilpunkte besitzt und diirfen weiterhin ohne
Einschrankung annehmen, dass || f|| L~ # 0 gilt. Wir wihlen

€
0= ——.
2A1 £l 2o
Sei nun P’ eine beliebige Partition von I mit n(P’) < . Sei P* := PV P’.
Dann besitzt P* maximal )\ zusatzliche Teilpunkte gegeniiber P’. Es folgt
J(faP/) éU(f,P*) + |O—(f,P/) —U(f,P*)|
<o(f, P)+ 2| fllL= - n(P") (nach Lemma 5.1.4)
<e+42M|fllp= -0 =c+e=2e.
o  (ii)=(i)*: Ist klar. U
Damit definieren wir uns nun die Menge der Riemann integrierbaren Funktionen.
Definition 5.1.7 (Riemannsches Integral). Sei I = [a,b] C R kompakt und sei E
ein Banachraum.

(i) Eine beschriankte Funktion f: I — FE heifst Riemann integrabel oder inte-
grabel, falls f eine der Bedingungen aus Lemma 5.1.6 erfiillt.
Wir sagen dann, dass f das Riemannsche Integrabilitdtskriterium
erfiillt.
(ii) Sei f Riemann integrabel und (Py)s eine Folge von Partitionen von I mit
Zwischenpunkten (Zy), und n(Py) — 0 fiir & — co. Dann definieren wir das
(bestimmte) Riemannsche Integral von f iiber I durch

/f /f dx—/f S(Py. Zs).

(Der Zusatz ,bestimmt” deutet dabei an, dass wir das Integrationsintervall I
festgelegt haben.)

Theorem 5.1.8. Das Riemannsche Integral ist wohldefiniert.
Beweis.

(i) Sei ¢ > 0. Wahle § > 0, so dass fiir jede Partition P mit n(P) < 4 d1e
Ungleichung o(f, P) < ¢ folgt. Seien P und P’ zwei Partitionen mit n(P) <
und n(P") < 0 sowie Zwischenpunkten Z und Z’. Nach Lemma 5.1.5 folgt
dann

(5.1) |S(P,Z)— S(P',Z")|| <o(f,P)+0o(f,P) < 2e.
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(ii) Sei (Py) eine beliebige Folge von Partitionen von I mit n(Py) — 0 fiir k — oo
und Zwischenpunkten Zj. Dann erhalten wir aufgrund der obigen Uberlegun-
gen fiir fast alle k, [ die Abschétzung ||S(Py, Zx) — S(F1, Z1)|| < 2e. Somit ist
(S(Pg, Z1))r C E eine Cauchyfolge und kl;r& S (P, Zy,) existiert.

(iii) Ein bekanntes Argument liefert, dass dieser Grenzwert nicht von der speziellen
Wahl der Folge (Py) und ihren Zwischenpunkten Zy, k € N, abhéngt: Sei eine
weitere Folge von Partitionen (P}); und Zwischenpunkten (Z;); gegeben.
Dann konnen wir die obige Argumentation auch auf die Folge

Py, P, Py, P, Py, P}, ...
und ihre zugehodrigen Zwischenpunkte anwenden und erhalten eine Cauchy-
folge mit Gliedern S(Py, Zy) und S(Py, Z;,). Dies ist aber nur moglich, wenn

die Grenzwerte von S(Py, Zi) und S(P}, Z;,) libereinstimmen. Somit folgt die
Behauptung. O

Wir halten gesondert fest, dass wir, durch Betrachtung einer Folge (P}, Z},), im
Grenzwert k — oo aus Gleichung (5.1) das folgende Korollar erhalten.

Korollar 5.1.9. Fiir beliebiges € > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass fiir alle Partitionen
P mit n(P) < § und Zwischenpunkten Z die Ungleichung

b
/f—S(P,Z) <e

gilt.
5.2. Integrationsregeln.

Proposition 5.2.1. Sei f: I = [a,b] — E Riemann integrabel und sei [a, ] C
[a,b]. Dann ist f|ap: o, B] = E ebenfalls Riemann integrabel.

Beweis. * Sei ¢ > 0 und sei P eine Partition von I mit o(f, P) < e. Verfeinere P so
zu P’, dass auch o und g Teilpunkte der Partition P’ sind. Wir erhalten o(f, P’) <
o(f, P). Sei schliefflich P” die Partition von [«, 3], die genau die Teilpunkte aus P’
als Teilpunkte besitzt, die zu [a, 3] gehéren. Dann folgt o(f|a.5, P") < o(f, P’)
und wir erhalten die Behauptung. O

Proposition 5.2.2. Sei c € [a,b]. Sei [ (oder genauer dessen Einschrinkung auf
die entsprechenden Intervalle) iber [a,c] und iber [c,b] integrierbar. Dann ist f
auch iber [a,b] integrierbar und es gilt

/Cf+/bf=/bf-

(i) Seien P und P’ Partitionen von [a, c] bzw. [c,b]. Dann liefert die Vereinigung
der Teilpunkte von P und P’ eine Partition P” von [a,b] und es gilt

o(f,P")=0o(f,P)+o(f,P).
Hieraus folgt, dass f auch auf [a,b] das Riemannsche Integrabilititskriterium
erfiillt.
(ii) Seien Z und Z' beliebige Zwischenpunkte der Partitionen P bzw. P’ und
7" = Z U Z'. Wir erhalten

S(P",72") = S(P,Z) + S(P, Z').

Betrachten wir immer feinere Partitionen und gehen zum Grenzwert iiber, so
erhalten wir daraus gerade die obige Behauptung fiir die bestimmten Integrale.

Beweis. %
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Definition 5.2.3. x Sei f {iber [a,b] integrierbar, so definieren wir

/afzo und /afz—/bf.
a b a

Mit Proposition 5.2.2 erhalten wir daraus

Proposition 5.2.4. x Sei f: I = [a,b] — E integrierbar. Seien a; € [, 1 <i<n
beliebig. Dann folgt

an n_1 %itl
[=%[r
ay =1 g,
Beweis. Dies folgt direkt per Induktion nach n. Details: Ubung. O

Theorem 5.2.5 (Dreiecksungleichung). Sei f: [a,b] — E (Riemann) integrierbar.
Dann ist auch || f]|: [a,b] = R (Riemann) integrierbar und es gilt

b b
[ =< [

(i) Nach Dreiecksungleichung gilt fir alle z, y € [a, b]
L@ = ILF @I < I1Lf (2) = f)l

Somit erhalten wir osc || f;|] < osc f; fiir alle Intervalle I; C [a,b]. Daher gilt
auch o(||f|l, P) < o(f, P) fur beliebige Partitionen von [a, b] und erhalten die
Integrabilitat.

(ii) Sei € > 0. Da f und ||f|| integrabel sind, gibt es ein § > 0, so dass fiir alle
Partitionen P von [a,b] mit n(P) < ¢ und beliebigen Zwischenpunkten die
Abschétzungen

Beweis.

b b
/f—S(f,P,Z) < und /IIfH—S(IIfH,P,Z) <e

gelten.
Wir verwenden nun die iiblichen Bezeichnungen. Aus

S(||fH7P7Z) = |S(||f||,P7Z)|

beIfH

b
folgt im Limes = [||f]l- Somit erhalten wir

b b
/f < /f—S(ﬁRZ) +S(f.P,2)]

n—1
> F&) -1l
i=0
n—1
<e+ D £ - Il
=0
=e+S(If1, P, 2) = e+ S/, P, 2)|

<e+
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b b
§5+-SwﬂLRZ)—/WfH+./HN

b
325+/||fH-
a

Mit e \, 0 folgt die Behauptung. O

Proposition 5.2.6 (Monotonie des Integrals). Seien f, g: [a,b] — R Riemann
integrabel. Gilt f < g, so folgt

b b

/ f< / g-

Insbesondere gilt

b
—w—wwvmws/fsw—wwumw

Beweis.
(i) Die Ungleichung S(f, P, Z) < S(g, P, Z) bleibt auch im Grenzwert erhalten.
b
(ii) Benutze —||fllpe < f < || flle und [¢= (b—a) - c fiir alle ¢ € R. O
Der erste Teil des folgenden Korollars wird auch als Mittelwertsatz bezeichnet.

(Dabei verwenden wir schon das erst in Proposition 5.2.12 gezeigte Resultat, dass
das Produkt von Riemann integrablen Funktionen wieder Riemann integrabel ist.)

Korollar 5.2.7 (Mittelwertsatz). Sei I = [a,b] und seien f, g: I — R Riemann
integrabel. Gelten 0 < g und m < f < M, so folgen

m/bgé/bfgSM/bg und m(b—a)éijM(b—a)~

Proposition 5.2.8. Sei f: I = [a,b] — R™ mit f = (fi)1<i<n gegeben. Dann ist f
genau dann Riemann integrabel, wenn dies fir die Komponentenfunktionen zutrifft

und es gilt
b b
fo=/r

* Dieses Resultat gilt auch fiir Funktionen mit Werten in einem Produktraum

n
I E; von Banachrdumen E;, 1 <i < n.
i=1

1<i<n

Beweis. %

(i) Beschranktheit: Es ist klar, dass f genau dann beschrankt ist, wenn alle Kom-
ponenten f?, 1 < i < n, beschrankt sind.
(ii) Integrabilitdt: Aus der Abschétzung

[fi(@) = f{(w)] < |f (@) = fly)] < Z (@) = f ()]
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fiir alle z, y € I folgt
o (f',P)<o(f,P)<> o(f,P)
i=1

und daher die Behauptung iiber die Integrabilitét.

(iii) Wert des Integrals: Die Riemannsche Summe S(f, P, Z) ist gleich dem Vektor,
dessen Komponenten die Riemannschen Summen S ( fi,PZ ) sind. Gehen wir
nun zum Grenzwert {iber und beriicksichtigen, dass im R™ der Grenzwert
einer Folge gleich dem Vektor ist, dessen Komponenten die Grenzwerte der
Komponentenfolgen sind, so erhalten wir die Behauptung. O

Proposition 5.2.9. Sei E ein Banachraum tber dem Kérper K. Dann bilden
die Riemann integrierbaren Funktionen f: I = [a,b] — E einen K-Vektorraum:
R(I, E). Wir schreiben R(I) = R(I,R). Es gelten fir alle f, g € R(I, E) und alle

rek
b b

/b(f+g)=/bf+/g und //\f=A/bf.

a a a

Dies bedeutet, dass das Integral mit f — [ f als Abbildung R(I, E) — E ein linearer
T
Operator (= lineare Abbildung) ist.

Beweis. Seien f, g € R(I, E). Die Beschranktheit von f + g bzw. Af ist klar. Sei
J C I beliebig. Aus

osc(fls +gls) < osc(f[.s)+ osc(gls)
erhalten wir
o(f+9,P) <o(f,P)+0a(g,P)

fiir beliebige Partitionen P von I. Somit ist f + ¢ wieder Riemann integrabel.
Der Rest des Beweises ist einfach: Ubung. (]

Proposition 5.2.10. Seien E, F Banachriume. Sei I = [a,b] und sei f € R(I, E).
Sei p: E — F Lipschitzstetig auf R(f). Dann gilt po f € R(I, F).

Beweis.

(i) Beschranktheit: Wegen f € R(I, E) ist R(f) beschrénkt, d. h. es gibt 2 € E
und 7 > 0 mit f(I) C By(xo). Fiir beliebige x € B,(x¢) folgt nun |p(x) —
o(xo)|| < L- ||z — x| < Lr, wobei L die Lipschitzkonstante von ¢ ist. Also
ist o f(I) C Br,r(¢(xg)). Somit ist ¢ o f beschrénkt.

(ii) Integrierbarkeit: Sei L die Lipschitzkonstante von f auf R(f). Dann folgt
le(z)—pW)|| < L-||z—y| fir alle z, y € R(f). Sei J C I beliebig. Wir erhalten
dann osc(po f|y) < L-osc(f|s) und folgern, dass o(po f, P) < L-o(f, P) fiir
alle Partitionen P von I gilt. Wir erhalten die Behauptung. O

Korollar 5.2.11. Sei I = [a,b]. Ist f € R(I,E) und ist p € [1,00), so folgt
If1I” € R(L,R).

Proposition 5.2.12. Sei I = [a,b] und seien f,g € R(I,K), so folgen

fg € R(I,K) und g € R(I,K), falls iIIlf lgl > 0.

Beweis.

(i) Die Beschéanktheit von fg und f/g ist jeweils klar.
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(ii) Sei J C I beliebig und seien z, y € J. Dann folgt aus
f(@)g(@) = F(y)g(y) = Fx)(g9(x) = 9(v)) + (F(z) = F(¥))9(y)

die Oszillationsabschitzung
osc((fg)ls) < ISz - osc(gls) +osc(fls) - llgllzoe-
Somit ist fg € R(I,K).
(iii) Gehe analog vor. Ubung. O

Proposition 5.2.13. x Sei I = [a,b] und seien f, g € R(I,E). Stimmen f und g
auf einer dichten Teilmenge von I tberein, so gilt

b b
fi=]o
a a
Beweis. Wahle in den approximierenden Riemannschen Summen die Zwischen-
punkte aus der dichten Teilmenge, in der f und g iibereinstimmen. O

Integration von Folgen und Reihen. Das Riemannsche Integral verhilt sich unter
gleichméfiger Konvergenz gutartig. Bei punktweiser Konvergenz werden wir im
dritten Semester sehen, dass sich das Lebesguesche Integral besser verhalt.

Theorem 5.2.14. Sei I = [a,b]. Sei (fn)n eine Folge von Riemann integrierbaren
Funktionen f, € R(I,E), die gleichmafig gegen eine Funktion f: I — E konver-
gieren. Dann gilt auch f € R(I, E) und fir das Integral erhalten wir

b

b
lim | f,= / f.
n— oo

Bewets.
(i) Beschranktheit: Aus

If @I < [[fa@) + 1f (@) = fa@)] < [ fallze + 1f = fallo

folgt die Beschrianktheit von f.
(ii) Integrabilitét: f, = f ist dquivalent zu ||f — fn]lpee — O fiir n — oco. Sei
A C I beliebig und seien z, y € A. Sei n € N fest. Dann erhalten wir

1) = F@I <1f (@) = )| + [ fnlz) = Fu@)l] + 1Fn(y) = F()]
<If = falle +osc(fnla) + [[fa — fllz=

und somit

osc(fla) < osc(fula) + 201 = fallLe

sowie fiir eine beliebige Partition P von [

o’(f,P) Sa(fnap)+2(b_a)Hf_fn||L°°

Fiir festes ¢ > 0 wihlen wir nun zunéchst n so grof, dass 2(b—a)||f — follL= <
¢ gilt. Nun wéhlen wir die Partition P so, dass auch o(f,, P) < € ist. Somit
gibt es eine Partition P von I mit o(f, P) < 2¢ und f ist integrabel.

(iii) Wert des Integrals: Mit Dreiecksungleichung und der Monotonie des Integrals
erhalten wir

b b b b
/f—/fn S/Il(f—fn)(l‘)HEde/IIf—anLoc <O—a)-If — fulli~.
a a E a a

Dies liefert die Behauptung. O
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Bemerkung 5.2.15. * Der punktweise (sogar monotone) Grenzwert von Riemann
integrablen Funktionen ist i.a. nicht Riemann integrierbar: Sei dazu (z;);en eine
Abzéhlung von Q N[0, 1]. Wir definieren

1, falls z = x; fiir ein i < n,

Jal@) = {0: sonst.

Es gilt f.(z) € R([0,1],R) fiir alle n € N und f, — xgno,1 fiir n — oo, aber
Xanp,1) € R((0,1], R).

Theorem 5.2.16 (Integration von Reihen). * Sei I = [a,b], sei (fn)n eine Folge
mit f, € R(I,E), n € N. Konvergiere die Reihe ((fn))n in I gleichmafig gegen f,

gelte also insbesondere f(x) = Y. fn(x). Dann gelten f € R(I, E) und
n=0

b 0o 0
J-E]-

Beweis. Sei (sy,)n, die n-te Partialsumme der Folge. Da R(I, E) ein Vektorraum ist,
folgt s, € R(I, E). Die Behauptung erhalten wir nun direkt aus Theorem 5.2.14. J

5.3. Monotone und stetige Funktionen. Bisher wissen wir nur, dass konstante
Funktionen Riemann integrierbar sind. In diesem Kapitel werden wir sehen, dass
auch alle monotonen Funktionen und alle stetigen Funktionen Riemann integrierbar
sind.

Proposition 5.3.1. Sei I = [a,b]. Sei f: I — E stetig, also f € C°(I, E). Dann
ist f € R(I,E).

Beweis. Da I kompakt ist, ist f auf I gleichméfig stetig. Zu € > 0 gibt es also ein
d > 0, so dass
lz—yl<d = |[f(@)-fll<e

fir alle z,y € I gilt. Insbesondere gilt fiir alle Teilmengen J C I mit diamJ =

sup |z —y| < ¢ die Abschétzung osc(f|s) < e.
z,yeJ
Sei nun P eine beliebige Partition von I mit n(P) < §. Dann erhalten wir

o(f,P)<e-(b—a).
Die Beschranktheit von f ist klar. Somit ist f € R(I, E). O
Proposition 5.3.2. Sei f: I = [a,b] — R monoton, so ist f Riemann integrabel.

Beweis. Wir diirfen ohne Einschrinkung annehmen, dass f monoton wéchst. Sei
J = [a, B] C I ein beliebiges Teilintervall. Dann erhalten wir

osc(flr) = f(B) — fla).

Wir zeigen nun das Riemannsche Integrabilitatskriterium mit Hilfe der &quidistan-
ten Partition P,, n € Nyg, von I, die durch z;11 — z; = ”‘T“ fir0<i<n-1
charakterisiert ist. Fiir die Partition P,, bekommen wir eine Teleskopsumme und
erhalten
b—a ' b—a
Y (fisn) = f(2:)) = ——(f(b) = f(a)) >0

=0

O—(f»Pn):

fiir n — oo. Die Beschrénktheit von f ist aufgrund der Monotonie klar. Somit ist
f € R(I,R). O

Definition 5.3.3.
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(i) Sei A C X eine Menge. Dann ist x4: X — R, die charakteristische Funk-
tion der Menge A durch

1, z€A,
xa(z) = {

0, z¢ A
definiert.
(ii) Eine Funktion f: I = [a,b] — F heifst Treppenfunktion, falls es eine Par-
tition P = {zo, 21, ..., x,} von I gibt, so dass f auf den Teilintervallen

I; = [z;,x;41) konstant ist. Es gilt dann

n—1
f = Z a; X1,
=0

fiir geeignete a; € E, 0 < i < n — 1, (auller in x,). Wir sprechen auch von
einer Treppenfunktion, wenn die Werte in den Teilpunkten z; nicht zu dieser
Definition passen.

(iii) Eine Funktion f: I = [a,b] — E heifit stiickweise stetig bzw. stiickweise
von der Klasse C™, m > 0, falls eine Partition P von I existiert, so dass

f bzw. alle Ableitungen von f bis zur Ordnung m auf allen Intervallen I; =
(zi,xit1), 0 <4 < mn — 1, stetig sind und sich stetig auf jedes I, fortsetzen
lassen.

(iv) = Stiickweise affin lineare Funktionen, stiickweise quadratische Funktionen so-
wie stiickweise polynomiale Funktionen und stiickweise konstante Funktionen
(= Treppenfunktionen) sind analog definiert.

Proposition 5.3.4. Stickweise stetige Funktionen und daher auch Treppenfunk-
tionen sind Riemann integrabel.

Beweis. x Benutze, dass die Einschrankungen auf die Intervalle I; zu einer geeig-
neten Partition stetig und daher auch Riemann integrabel sind. Nach Proposition
5.2.2 sind die Funktionen damit auch auf dem gesamten Definitionsbereich Riemann
integrabel. O

5.4. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Fiir das Integral gilt
das folgende Resultat, das gelegentlich auch als Mittelwertsatz bezeichnet wird.

Proposition 5.4.1 (Mittelwertsatz). Sei I = [a,b] und sei f € C°(I). Dann gibt
es em & €1 mit

b
/f=f(£)(b—a)-

Beweis. Nach Korollar 5.2.7 erhalten wir (b — a)inf f < [ f < (b—a)sup f. Jede
Zahl in diesem Bereich ldsst sich aber aufgrund des Zwischenwertsatzes fiir stetige
Funktionen in der Form f(§) - (b — a) schreiben. O

Fiir vektorwertige Funktionen erhalten wir ebenfalls eine Variante des Mittel-
wertsatzes.

Proposition 5.4.2 (Mittelwertsatz). Sei I = [a,b] und sei f € R(I, E), so gilt

b
/f <sup @) (b—a) = | fllo - (b — a).

xel
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Beweis. Nach Dreiecksungleichung gilt

b b b
/} S/WMS/WMw:Hwawa

wie behauptet. U

Proposition 5.4.3. Sei I = [a,b] und sei f € R(I,E). Dann definieren wir eine
Abbildung

F:1—FE durch Jcl—>/f.

Die Abbildung F ist Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante < || f]|po .

Beweis. Seien x, y € I und gelte ohne Einschrinkung = < y. Dann erhalten wir

Y

1F(y) = Fa)| = /yf—]f = /f S/yfIISIIfIILoo-Iy—wI

a T

wie behauptet. O

Theorem 5.4.4 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei I = [a, b]
und sei f € CY(I,E). Dann ist die Funktion F aus Proposition 5.4.8 in (a,b)
(stetig) differenzierbar und es gilt dort F' = f.

ZTote
Grundidee des Beweises ist, dass [ f ~ f(xzo) - € gilt.

Zo

Beweis. Seien z, xo € (a,b). Dann folgt

T

[ F(z)=F(x0)— f(x0) - (z—x0)|| = /(f — f(@o))|| £ sup [[f(&)—f (o) |lz—ol.
. §€[zo,7]

Wenn wir nun durch |z — x| dividieren, konvergiert die rechte Seite fiir z — o

aufgrund der Stetigkeit von f immer noch gegen Null. Dies besagt aber nach Defi-

nition der Differenzierbarkeit gerade, dass F' an der Stelle zo differenzierbar ist und

die Ableitung f(xq) ist. Die Stetigkeit der Ableitung folgt aus der Stetigkeit von

I O

Korollar 5.4.5. Sei Q C R ein offenes Intervall. Sei f € C*(Q, E). Dann gilt
£@) = flao) + [ £t

fiir alle x, z¢ € Q.

Beweis. Sei xg € () fest. Betrachte beide Seiten als Funktionen von x. Nach dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung stimmen die Ableitungen der rech-
ten und der linken Seite nach x in 2 iiberein. Somit ist die Differenz nach Korollar
4.1.35 eine Konstante in E. Fiir z = x¢ gilt Gleichheit, somit ist die Konstante
0 € F und die Behauptung folgt. O

Aus Korollar 5.4.5 erhalten wir das folgende hiufig verwendete Resultat.
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Korollar 5.4.6. Sei Q C R ein offenes Intervall. Sei f € C*(Q, E). Dann gilt
1

£@) = fan) = [ Gt + (1= o)t = [ Dfta+ (1= o)~ wo)
0 0

fir alle x,xg € Q.

Beweis. Wir definieren ¢(t) := f(tx + (1 — t)xo) und erhalten aufgrund der Ket-
tenregel ¢'(t) = Df(tx + (1 — t)xo){(x — xo). Das Resultat folgt nun aus Korollar
5.4.5. 0

Definition 5.4.7. Sei (2 C R eine offenes Intervall. Sei f: 2 — FE stetig. Eine
Funktion F': Q — E mit F’ = f heikt Stammfunktion von f.

Bemerkung 5.4.8.

T
(i) Ist f stetig, so definiert F(z) = [ f eine Stammfunktion von f.

Zo

(ii) * Ist F eine Stammfunktion von f und ¢ € E, so ist auch z — F(x) + ¢ eine
Stammfunktion von f.

(iii) * Seien F' und G zwei Stammfunktionen von f. Dann stimmen F' und G bis
auf eine additive Konstante iiberein.

Beweis. Es gilt F/ = G’. Somit folgt die Behauptung aus Korollar 4.1.35. [

(iv) Sei F eine Stammfunktion von f. Dann folgt nach Korollar 5.4.5 fiir beliebige
x1, T2 € (a,b)

(v) » Als unbestimmtes Integral [ f bezeichnen wir die Menge aller Stamm-
funktionen von f.

Als Vorbereitung auf das folgende Kapitel halten wir noch einen Satz iiber die
Ableitung des Integrals in dem Fall, dass die obere Integrationsgrenze variabel ist,
fest.

Proposition 5.4.9. Sei I = [a,b] und sei f € C°(I, E). Sei Q C R offen und sei
¢ € CY(Q,R) mit im ¢ C (a,b). Dann ist die Punktion
w(z)
Glz) = / F(t) dt

in Q (stetig) differenzierbar und es gilt fir xo €
G'(w0) = f(p(x0)) - ¢'(20).

Beweis. In der Notation des Beweises des Hauptsatzes der Differential- und Inte-

gralrechnung gilt G(x) = F(¢(x)). Daher folgt die Behauptung aus der Kettenregel.
Die Stetigkeit der Ableitung ist wieder klar. O

5.5. Integralsidtze und Transformationsregeln.
Die partielle Integration ist eine integrierte Version der Produktregel.

Theorem 5.5.1 (Partielle Integration). Sei I = [a,b] und seien f, g € C1(I,K).

Dann gilt
/ o= (fo)lZ, - / fd

fiir alle x, ¢ € 1.
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* Eine der beiden Funktionen kann auch banachraumwertig sein.
Beweis. In (a,b) gilt aufgrund der Produktregel (fg)' = f'g + f¢’. Wir nehmen

zundchst an, dass x, g € (a,b) gelten. Wir integrieren dies [ und benutzen
zo

[(fg) = (fg)|f0 Somit folgt die Behauptung in diesem Fall. Durch Grenziiber-
o
gang erhalten wir aufgrund der Stetigkeit aller Summanden die Behauptung auch
flir beliebige z, ¢ € I. O
Beispiele 5.5.2.
(i) Fiir a, b > 0 folgt mit f/(¢) =t und g(¢ ) logt
b b

21,
/tlogtdt t210gt / ;

b
12 12
= (=t*logt — ~t

(ii) Fiir a, b € R folgt mit f/'(t) =sint und g(t) = ¢
b b

/tsintdt: t(—cost)\Z—/L(—cost)dt

a a

= (—tcost+ sint)|l; .

a

Theorem 5.5.3 (Transformationsformel). Seien I = [a,b], J = [a, (8], ¢ € C1(J)
mit p(J) C I, a = p(a) und b = p(B). Sei f € CO(I, E), so gilt
b B
[t@de= [ ropro@a
Die Transformationsformel ist letztlich eine integrierte Form der Kettenregel.
Beweis. Wir betrachten beide Seiten als Funktion der oberen Grenze 3, also ins-

besondere auch b = ¢(8), benutzen v statt S und ¢ = () statt b, da die obere
Grenze nun variabel sein soll und erhalten mit Proposition 5.4.9

2 [1war=1 [ 1@ a0~ pop0)

und andererseits

% /f op(t)y!(t)dt = fow(v)¢' (7).

Daher stimmen die Ableitungen beider Seiten {iberein.
Fiir v = « sind beide Seiten Null. Somit folgt die Behauptung. O

Beispiel 5.5.4. x Seien f(t) = e¢~! und p(z) = x2. Mit der Transformationsformel
kénnen wir nun das folgende in der Stochastik wichtige Integral bestimmen. Sei
a > 0. Es gilt

a a w(a)

/eimzl‘de%/f((p(l‘))tpl(l‘) dx:% / e tdt
0 0

»(0)



46 5. INTEGRATION IN EINER VARIABLEN

a2 2

1 . 1" 1 >
—Z[etdt= —Zet :7(1— *“).
2/e 2% |, T 2 €

0

5.6. Integration rationaler Funktionen x. Wir wollen in diesem Abschnitt ler-
nen, wie man eine echt rationale reelle Funktion h = f/g, die als komplexe Parti-
albruchzerlegung durch

gegeben ist, integriert.
Zur Vorbereitung zeigen wir

Lemma 5.6.1. Sei f € P(C) ein Polynom mit reellen Koeffizienten. Sei ¢ eine
Nullstelle von f. Dann ist auch ¢ eine Nullstelle von f und die Vielfachheiten der
Nullstelle von ¢ und { stimmen tberein.

Beweis.

(i) Da f reelle Koeffizienten hat, folgt f(z) = f(%) fiir alle z € C. Insbesondere
folgt aus f(¢) = 0 also auch f (¢) =0.

(ii) Sei ¢ eine nicht reelle Nullstelle von f. Wir konnen f mittels Polynomdi-
vision als f(z) = (z — ¢) (2 — ) g(2) mit einem Polynom g schreiben. Da
(z =) (z — Z) =22 - (C + Z) 2z — (C ein Polynom mit reellen Koeffizienten
ist, ist auch ¢ ein Polynom mit reellen Koeflizienten. Somit folgt die Aussage
iiber die Vielfachheit der Nullstellen per Induktion. O

Da die Nenner in der Partialbruchzerlegung gerade von den Nullstellen von ¢ in
h = f/g herkommen, kénnen wir die Partialbruchzerlegung auch in der Form

5.2 >3 P +n > " )

schreiben, wobei &; die reellen Nullstellen von g und ¢, ¢; die komplexen, nicht
reellen Nullstellen von g sind.

Lemma 5.6.2. Sei h = f/g eine rationale Funktion mit reellen Koeffizienten.
Dann gelten in der Partialbruchzerlegung in der Form (5.2) die Aussagen a;; € R
und Bij = Cij-

Beweis. Aus (5.2) und da die Koeffizienten reell sind, erhalten wir

IRete aw Cij
T (R
Dies gilt fiir beliebige z € C, also insbesondere auch fiir z statt z. Wir verglei-

chen das Ergebnis mit (5.2) und erhalten durch Koeffizientenvergleich aufgrund der
Eindeutigkeit der Partialbruchzerlegung die Behauptung. O

Fiir den rein reellen Anteil mit a;; in (5.2) kénnen wir eine reelle Stammfunktion
mit log |z — &;| im Falle j = 1 und als rationale Funktion fiir j > 1 direkt angeben.
Daher geniigt es, im Falle

b b
flz) = + 7, M2
(=™ (z-0)
eine reelle Stammfunktion anzugeben.
Diese kann man mit Fallunterscheidung direkt angeben:
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Bemerkung 5.6.3.

(i)

(iii)

(iv)

(v)

Sei m > 2. Wir geben eine Stammfunktion F' in zwei verschiedenen Formen an.
An der ersten Form liest man direkt ab, dass es sich um eine Stammfunktion
handelt, an der zweiten sicht man, dass die Funktion reell ist.

1 b
T <<w—<>m—1 : <x—¢>m‘1>
1 b(@—0)" " +bz—¢mt
Cmo (@2 p ((+ Q) 1)
Ist m =1, so konnen wir die Funktion f in der Form

fa) = b(z—Q) +§(x—<) _ az+f
22—z ((+{)+¢? 2?2 +pr+q

mit «, 3, p, ¢ € R darstellen. Der Nenner besitzt nach Voraussetzung keine
reelle Nullstelle und ist daher iiberall strikt positiv. Wegen

Siprta= (o4 g) - (5) va= (o g) -

5 +pr+q (x+2 9 +q= x+2 D

ist dies nur fiir D < 0 moglich.
Es gilt

(=l

V4

d ( 1 o E 12 ) 1

— arctan = :

dx —-D V-D x? +pr +q

Dies rechnet man direkt unter Benutzung von arctan’ x = Tlﬂ nach.
Es gilt

p
x—|—2

il
——log (x +px+q)=m.

dx 2
Auch dies rechnet man direkt nach.
Aus diesen Ausdriicken ldsst sich nun stets eine reelle Stammfunktion zusam-
mensetzen.

5.7. Lebesguesches Integrabilitdtskriterium x.
Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass eine beschrénkte Funktion genau dann
Riemann integrabel ist, wenn sie aufierhalb einer Nullmenge stetig ist.

Definition 5.7.1 (Nullmenge).

(i)

(i)

Eine Menge M C R heifit (Lebesguesche) Nullmenge, falls es zu jedem
€ > 0 eine hochstens abzahlbare Uberdeckung (I;)ica von M durch offene

Intervalle mit
Z ‘II| <e
icA
gibt.
Eine Aussage p = p(x) gilt fast iiberall (f.i.) in M C R, falls die Menge
{z € M: p(z) gilt nicht} eine Nullmenge ist.

Bemerkung 5.7.2.

(i)
(i)
(i)

)

(iv

Wir haben nicht gefordert, dass die Intervalle I; paarweise disjunkt sind.
Jede hochstens abzahlbare Teilmenge von R ist eine Nullmenge.

Jede Teilmenge einer Nullmenge ist selber wieder eine Nullmenge.

Die hochstens abzahlbare Vereinigung von Nullmengen ist wieder eine Null-
menge. (Benutze ein 2~ e-Argument.)
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(v) Eine kompakte Menge K C R ist genau dann eine Nullmenge, wenn es zu
jedem € > 0 eine endliche Uberdeckung (I;)1<i<n mit offenen Intervallen und

n
Z ‘[l| <e
=1

gibt.
(vi) Eine #quivalente Definition einer Nullmenge erhalten wir, wenn wir statt of-
fenen Intervallen in der Uberdeckung beliebige Intervalle zulassen.

Beweis. Einfache Ubung. O
Fiir dieses Kapitel fiihren wir eine ad hoc Definition ein.

Definition 5.7.3. Seien F, F' metrische Rdume. Sei f: E — F' eine Abbildung.

(i) Wir definieren die Oszillation von f durch

osc f = sup d(f(x), f(y))

z,yel
(ii) Ist A C E, so definieren wir die Oszillation von f in A durch
osel(f, A) = osc(f]a).

(iii) Ist x € E, so definieren wir die Oszillation von f in = durch
osc(f,x) == liﬁ)losc(f, B,(x)).

(Da r — osc(f, B-(z)) monoton wachsend ist, existiert der Grenzwert, ist aber
moglicherweise gleich +00.)
Bemerkung 5.7.4. Seien E, F metrische Rdume und f: E — F eine Abbildung.

(i) Dann ist f genau dann in x € E stetig, wenn osc(f,z) = 0 gilt.
(ii) Mit 3(f) bezeichnen wir die Menge der Unstetigkeitspunkte von f. Weiterhin
definieren wir ¥.(f) := {z € E: osc(f,x) > e¢}. Dann gilt

(f)-

3=

S(hH==

Bemerkung 5.7.5. Sei f: E — F eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen.
Sei € > 0. Dann ist die Menge X.(f) abgeschlossen.

Beweis. Gelte X.(f) 2 x; — xo flir i — o0. Sei r > 0 beliebig. Es geniigt der
Nachweis, dass es a, b € B;.(zo) mit d(f(a), f(b)) > ¢ gibt. Sei dazu x;, € B, /2(zo)-
Dann gibt es nach Voraussetzung a, b € B, 2(z4,) mit d(f(a), f(b)) > €. Nach
Dreiecksungleichung gilt a, b € B,.(x¢) und die Behauptung folgt. O

Das Hauptergebnis dieses Kapitels ist

Theorem 5.7.6. Sei f: I = [a,b] — E beschrankt. Dann ist f genau dann Rie-
mann integrabel, wenn f fast iberall stetig ist.

Beweis.
,2= Sel f € R(I,E). Es genligt der Nachweis, dass fiir jedes m € Ns5q die
Menge ¥ 1 (f) eine Nullmenge ist, denn dann ist auch X(f) = |J 1 (f)
m Z:l m

eine Nullmenge.

Sei € > 0 beliebig und m € Ny fest. Wir wollen zeigen, dass sich die
Menge ¥ 1 (f) durch Intervalle mit aufsummierter Linge < e iiberdecken
lasst.
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Da f Riemann integrierbar ist, gibt es eine Partition P = {zg, ..., 2, }
von I, so dass
€
P) < —
o) < o

gilt. Wir definieren A C {0, 1, ..., n — 1} als die Menge der Indices i, so
dass 1 (f) N I; # 0 gilt. Dann erhalten wir

5,0 UnuUt.

i€EA =0
Wir miissen nun insbesondere die Gesamtlédnge der Intervalle in der ersten

Vereinigung abschéitzen. Sei dazu i € A und £ € ¥ 1 (f) N I;. Dann gibt es

eine Kugel/ein Intervall Bs(€) mit Bs(§) C I;. Es folgt nach Definition und
Monotonie der Oszillation im Definitionsbereich

L <osc(f,€) < osc(f, Bs(€)) < osc(f, I;) = osc(f;).

Wir summieren tiiber alle 7 € A und erhalten aus
€

S < Y osels) 11 < (£, P) < 5o

i€EA i€EA

die Abschétzung
Sl <<
2

i€EA
Die endlich vielen Zwischenpunkte aus der Partition P tiberdecken wir mit
Intervallen J;, 0 < ¢ < n — 1, mit x; € J; der aufsummierten Gesamtlange
< 5. Insgesamt erhalten wir also

T UIUUJ und Z|I|+Z|J|<5
" i€EA =0 i€EA

Sei umgekehrt X(f) eine Nullmenge. Sei € > 0 beliebig und sei (Jx)gea eine
hochstens abzihlbare Uberdeckung von X(f) durch offene Intervalle Jj, mit

> Tkl <e.
kEA

Zu jedem Punkt & € T\ X(f) gibt es ein 6 > 0, so dass
0sc (f,B(;(f) OI) = osc (f,%) <e

gilt. Die Mengen (Ji)rea und (B(€))eerns(r) bilden zusammen eine offe-

ne Uberdeckung von I. Da I kompakt ist, besitzt diese Uberdeckung eine
endliche Teiliiberdeckung,

rc JkUUng

ke’

Wir betrachten nun die Partition P, deren Teilpunkte alle Endpunkte der
obigen Intervalle sowie ¢ und b sind. Dann liegt jedes Teilintervall I;, 0 <
i <mn—1,in einem J, mit k € A’ oder in einem B()NI,1<j<N.Wir
definieren A; und A als eine Zerlegung von {0, ..., n — 1}, so dass fiir die
Intervalle I; mit i € Ay stets I; C Jj fiir ein k € A’ und fiir ¢ € As stets
I; C B(&) NI fiirein 1 < j < N gelten. Wir erhalten also die Abschétzung

Zosch |I|—Z:oscfZ |I|+Zoscfz I

€A 1€A,
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S2-|fllze-ete- [l = @2 [[fllze + (b —a)) e
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Riemann-Integrierbarkeit. O

Lemma 5.7.7. Sei I C R ein Intervall mit nichtleerem Inneren und sei A C I
eine Lebesgue-Nullmenge. Dann liegt I\ A dicht in I.

Beweis. Falls nicht, so gibt es € I und e > 0 mit B.(z) C I und B.(z)N(I\4) = 0.
Also folgt B.(z) C A. Dies ist bei einer Nullmenge A natiirlich nicht méglich.
Formal fiihren wir dies wie folgt zu einem Widerspruch. Die Menge K := B, /5(x)

ist kompakt. In einer Uberdeckung von A durch héchstens abzdhlbar viele offene
Intervalle mit einer aufsummierten Gesamtlinge < § gibt es also endlich viele, I;,
1 < i < n, die bereits K iiberdecken. Wir erhalten

n
c= Kl < S |n) <6,
i=1
wobei man ,,<* in der obigen Ungleichung durch sukzessives Verschieben der Inter-
valle, so dass sie direkt aneinander anstolend liegen, zeigt. Da A eine Nullmenge
ist, kdnnen wir § > 0 beliebig vorgeben. Widerspruch. O

Korollar 5.7.8. Sei f € R(I, E). Dann gilt

I flle = /||fH =0 — f =0 fast diberall.

Beweis.

»="“ Gelte || f]lz1 = 0. Wir definieren A := I'\ X(f) und behaupten, dass f|n =0
gilt:
Sei dazu £ € A mit f(§) # 0. Dann ist f in £ stetig und es gibt eine
(relativ) offene Kugel Bs(&) mit 0 < [ f(&)|l < || f()| fiir alle 2 € Bs(£).
Wir diirfen ohne Einschrankung annehmen, dass zumindest die rechte oder
linke Hélfte der Kugel/des Intervalles Bs(€) in I liegt. Sonst miissen wir in
der folgenden Abschétzung § durch |I| ersetzen. Aufgrund der Monotonie
des Integrals im Integrationsbereich bei nichtnegativen Integranden (:=
der Funktion ,unter* dem Integral) und im Integranden erhalten wir

b
[isn= [ 1= 5060

B(;(E)ﬂl

Widerspruch.
»<="“ Gelte fast tiberall f = 0. Wir definieren A := {z € I: f(x) # 0}. Dann ist
A nach Voraussetzung eine Lebesgue-Nullmenge. Nach Lemma 5.7.7 liegt
I'\ A also dicht in I. Auf einer dichten Teilmenge von I gilt also f = 0.
Nach Proposition 5.2.13 folgt daher [ f = [0 =0 wie behauptet. O
T T

5.8. Uneigentliche Integrale. In diesem Kapitel werden wir Funktionen integrie-
ren, die am Rand des Definitionsintervalles ,singular” werden.

Definition 5.8.1. Sei E ein metrischer Raum und V C E. Dann heift A C V
kompakt enthalten in V, A € V, falls A kompakt ist und A C V gilt.

Bemerkung 5.8.2.

(i) Ist E =V, soist A € V gleichbedeutend zur relativen Kompaktheit von A in
E.
(i) Ist V offen in R™ und A € V/, so gilt insbesondere dist(A4,9V) > 0
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(iii) Wir erinnern daran, dass ,” bzw. \, monotone Konvergenz bezeichnen.

Definition 5.8.3. Sei (x,,), C R eine Folge und a € R.
(i) Fiir , — a fiir n — oo mit z,, < a fiir alle n € N schreiben wir z,, 1 a fiir
n — oo. Man findet auch x, — a~.
(ii) x Fiir 2, — a fiir n — oo mit x,, > a fiir alle n € N schreiben wir x,, | a fiir
n — oo. Man findet auch z,, — at.

Definition 5.8.4. Sei E ein Banachraum und sei ) # I C R ein beliebiges nicht-
leeres Intervall.
(i) Eine Funktion f: I — FE heift lokal integrierbar, f € Rj,.(I,E), falls
fls € R(J, E) fiir alle Intervalle J € I gilt.
(ii) Sei I =[a,b) und gelte f € Rioe(I, E). Dann sagen wir, dass das uneigentli-
b
che Integral [ f existiert oder konvergiert, falls
b—6
I
i [ 4

a

b
existiert. Wir definieren dann [ f als diesen Grenzwert und schreiben f €

R(I, E).
(iii) * Entsprechend definieren wir im Falle I = (a,b] und f € Rio.(I, E), falls der
folgende Grenzwert existiert,

b b
[r=m )

a+d

a

(iv) = Ist I = (a,b) und f € Rioc(I, E), so definieren wir, sofern diese Grenzwerte

existieren,
b—45 c
lim + lim
510 / / el0 / /
(&

a-+te
fiir ein beliebiges c € (a, b).
(Diese Definition héngt nicht von der speziellen Wahl von ¢ € (a, b) ab.)
Beispiel 5.8.5. % Es gilt
1

1
1 . 1 . 1
0 5

Ganz analog definieren wir fiir unbeschriankte Integrationsbereiche
Definition 5.8.6.
(i) Sei I = [a,00) und f € Ryjoc(I, E). Dann sagen wir, dass das uneigentliche

Integral | f existiert oder konvergiert, falls
a

lim [ f

a

oo
existiert und definieren in diesem Fall [ f als diesen Grenzwert.
a
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(ii) Falls f € Rjoc((—00,al, F) ist, so definieren wir entsprechend

/f*xgmoo ;.

falls dieser Grenzwert existiert.
(iii) Ist f € Rioe(R, E), so definieren wir

y*)OO

/f:Erjl f+hm f

fiir ein beliebiges a € R, falls diese Grenzwerte beide existieren.
(Diese Definition ist wiederum von der Wahl von a unabhéingig.)

Beispiel 5.8.7. Es gilt

oo xT
- . — . — X
e tdt = lim et = lim —e " =1.
z—00 T—300 0
0 0

Bemerkung 5.8.8. *

(i) Fir f € R([a,b], F) stimmt das uneigentliche Integral iiber (a,b) mit dem ge-
wohnlichen Integral tiber [a, b] iiberein, da das Integral fiir beschrankte Funk-
tionen beziiglich seiner Grenzen stetig ist.

(ii) Das uneigentliche Integral ist linear in f, additiv beziiglich seiner Grenzen
und im Falle £ = R auch monoton.

Lemma 5.8.9. x Ist f € Ripe((a,b),R) mit f >0 in (a,b), a, b € R bzw. (a,b) =
(—00,00), so gelten

b —
/f=161§)1/f bz, f—xlggo [

a+d

wobet wir auch den Wert +o00 zulassen.

Beweis. Ubung. O

Bemerkung 5.8.10. * Ist

fa) = {+1, x>0,

-1, z <0,

o0
so existiert [ f nicht, es gilt jedoch
— 00
xr
lim [ f=0.
T—r00
—x

Definition 5.8.11.
(1) Sel f € Rioe((a,b), E), a,b € RU{£oc}. Dann heifit das uneigentliche Integral

f f absolut konvergent oder absolut integrierbar, falls f || f]| konvergiert.

a a
oo

(ii) f € Rioc(R, E) heilt integrierbar (iiber R), falls [ f existiert.

— 00
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Da uneigentliche Integrale als Grenzwerte definiert sind, existieren sie genau
o0

dann, wenn die zugehérigen Cauchykriterien erfiillt sind. Im Fall [ f geben wir es
hier an, in den anderen Fillen lauten sie analog.

o0
Proposition 5.8.12 (Cauchykriterium). Das uneigentliche Integral [ f existiert

a
T Y Yy
El — =
EYO R>a x,ysz /f /fH /f <€

Beweis. Dies folgt direkt nach Definition. O

genau denn, wenn

gilt.

Damit erhalten wir direkt
Korollar 5.8.13. FEin absolut konvergentes Integral ist konvergent.

Beweis. Dies folgt direkt aus dem Cauchykriterium und der folgenden Folgerung

aus der Dreiecksungleichung
y y
JE B

Proposition 5.8.14 (Majorantenkriterium).
Sei I = [a,00) und gelten g € Ripe(I,Ry), f € Rioe(I, E) sowie ||f(x)| < g(x) fir

O

alle x € I. Existiert f g, so ist auch f absolut integrierbar.
a

Beweis. Fiir alle x > a gilt

/z||f||</x9<7g~

Hieraus folgt die Behauptung aufgrund der Monotonie der linken Seite in x. O

Bemerkung 5.8.15. Ist das Integrationsintervall nichtkompakt, so kénnen uner-
wartete Effekte auftraten. Auch bei gleichméfiger Konvergenz gilt dann im Allge-
meinen nicht mehr

o0 o0

/ lim f, = lim | f,.
n—oo n—oo

0 0

Dies sehen wir an dem folgenden Beispiel. Definiere fiir n € N Funktionen f,,: R, —
R durch

1
= n<x<2n,

0, sonst.

Dann gilt einerseits f,, =% 0, andererseits gilt aber auch [ f, =1 /4 0 fiir n — oo.
0

xr
Ist der Grenzwert lim f fn in der Definition des uneigentlichen Integrales jedoch
Tr—r0o0
a

gleichméfig in n, so erhalten wir
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Theorem 5.8.16. Sei I = [a,00) und sei f, € Rie(I, E) eine Folge von Funk-
tionen, die lokal gleichmdfig (und daher auch kompakt, d. h. gleichmdflig auf kom-
pakten Teilmengen) gegen eine Funktion f: I — E konvergieren. Konvergieren die

oo
uneigentlichen Integrale f fn gleichmdfig, d. h. die Cauchybedingung beztiglich der
oberen Grenze kann gleighmc'ij}ig fiir alle n erfillt werden, so ist f lokal Riemann

integrabel, [ f ewistiert und es gilt
lim [ f,= / I
n—roo
Beweis.
(i) Die Behauptung f € Rioc(I, E) folgt direkt aus Theorem 5.2.14.

(ii) Wir schreiben die gleichméfkige Konvergenz der Integrale explizit als gleich-
méfige Cauchybedingung auf. Es gilt

Yy
v 3V V¥ /fn<e.

e>0 R>a z,y>R neN

Mit Theorem 5.2.14 kénnen wir zum Grenzwert n — oo {ibergehen und erhal-
ten fiir das € und das R von oben

Y

/f <e fir alle z, y > R.

x

o0
Diese Cauchybedingung besagt aber gerade, dass [ f konvergiert.

(iii) Zur Behauptung iiber den Wert des Integrals: Sei € > 0. Dann gibt es aufgrund
der obigen Integralabschétzungen fiir f und f,, ein R > a mit

R/fnJrR/f <2

fiir alle n € N, da wir in den obigen Abschétzungen zum Grenzwert y — oo
iibergehen durften.
Da f, = f auf [a, R] gilt, gibt es ng € N, so dass fiir alle n > ng

R

/(f*fn) <e

a

gilt. Zusammengenommen erhalten wir somit

7(ffn) < /R(ffn) + 7(ffn)
a a R

R R

Die Behauptung folgt. ]
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Bemerkung 5.8.17. Eine Folge von uneigentlichen Integralen [ f, ist gleichméfig

konvergent, falls es eine Funktion g € Rioc([a,00), R) mit [ g < oo und | f,,(z)|| <

g(z) fiir alle n € N und alle z € [a, c0) gibt.
Beachte, dass somit automatisch g(z) > 0 fiir alle z € [a, 00) gilt.

Beweis. Ubung. O

5.9. Parameterabhingige Integrale. Sei f: I xQ) — F eine Funktion. Dabei ist
I = [a, b] ein kompaktes Intervall, 2 ein metrischer Raum, eine offene Teilmenge von
K oder ein Intervall, dann auch mit J = [a, 8] bezeichnet, und E ein Banachraum.

Proposition 5.9.1. Sei Q ein metrischer Raum und f € CO(I x Q, E). Dann ist

b
F(x) ::/f(t,;v)dt

in Q stetig.
Beweis.

(i) Sei x, — z( eine konvergente Folge in Q. Dann ist K := {x;: 4 € N} 3 9
kompakt. Die Einschriankung von f auf die kompakte Menge I x K ist somit
gleichméfig stetig. Sei nun f ohne Einschrinkung auf I x K definiert und
daher gleichméfig stetig.

(ii) Wir definieren nun Funktionen f, := f(-,z,) und g := f(-,x¢). Aufgrund
der gleichméfigen Stetigkeit folgt f, = ¢ fiir n — oo. Da wir den Limes bei
gleichméfiger Konvergenz mit dem Integral vertauschen diirfen, erhalten wir

b b b b
/f(t,xo)dt:/g: lim [ f, = lim /f(t,xn)dt
n—oo n—oo
wie behauptet. U

FEine Definition, die uns auch in Kapitel 6 noch intensiver beschéftigen wird, ist

Definition 5.9.2 (Partielle Ableitungen).

(i) Seien Q; C R, 1 < i < n, offene nichtleere Intervalle. Sei Q := [] ©; C R™ und
i=1
sei f: ) — E eine Funktion. Dann heifft die Funktion f im Punkt zy = (xf))
nach z¥ oder in Richtung k partiell differenzierbar, falls die Funktion

g: Q. — E mit g(t)::f(x(l),...,m’gfl,t,xlgﬂ,...,xg)zf(:%’g,t)

im Punkt ¢ = 2§ € (, differenzierbar ist. Wir bezeichnen die Ableitung von
g mit %, a%kf oder Dy f.

(ii) * Eine entsprechende Definition gilt auch im Falle, dass eine offene Menge
Q) C R" nicht in Produktgestalt ist. Wir schrinken dabei f auf eine Umgebung
in Produktgestalt ein.

(iii) Ist f in ganz § partiell nach z* differenzierbar, so heift f in € nach x*
differenzierbar. Wir erhalten in diesem Fall eine Abbildung Dy f: Q — E.

(iv) Ist die partielle Ableitung Dy f stetig, so heift f stetig partiell nach x*
differenzierbar.

(v) f heift partiell differenzierbar, falls alle Ableitungen Dy f, 1 < k < n,
existieren und stetig partiell differenzierbar, falls diese zusétzlich stetig
sind.
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(vi) Ist Dy f wieder partiell differenzierbar, so schreiben wir fiir die entsprechenden
. . 2 2
partiellen Ableitungen DDy f = (;)xi,f)g, D Dyf = %%f = % oder
entsprechende Ausdriicke fiir héhere Ableitungen.

Theorem 5.9.3. Sei Q) C K nichtleer und offen, seien f, Dof = % € C'IxO,E).
Dann ist

stetig differenzierbar und es gilt

Fl(z) = gi (t,z) dt.

a

Beweis. Sei g € Q. Sei § > 0, so dass Bs(zp) C Q gilt. Dann erhalten wir fiir
x € Bs(xo)

F@) =Pl for, /f V2 Im) O gyae=1.
— 40

T — Tg ox

Wir schétzen dies mit der Dreiecksungleichung fiir Integrale und dem Mittelwertsatz
in der Form von Korollar 4.1.33 ab und erhalten

1

| — xo]

dt -

Il < / |1t~ st.00) = ttau) - (o = 20)

b
S/ sup
’ £€[zo,2]

wobei das &, in dem das Supremum bzw. Maximum angenommen wird, von ¢ ab-
héngen darf. Aufgrund der gleichméfigen Stetigkeit der Einschréankung von 8f auf

die kompakte Menge [a, b] x B, (2¢) fiir > 0 mit Ba,(x0) C 2 konvergiert die rechte

Seite fiir x — zg gegen Null und wir erhalten aus 0 = lim [ die Behauptung.
T—To

Die Stetigkeit der Ableitung folgt nun aus Proposition 5.9.1. O

af af

%(t,ﬁ) - %(tva) dt,

Im Fall, dass auch noch die Grenzen des Intervalles von z abhéngen, erhalten
wir
Korollar 5.9.4. Sei Q2 C R nichtleer und offen, seien f, % € CI x O, E). Seien
o, v: Q=TI in xg € Q differenzierbar, so ist

o(z)
F(z) = f(t,x)dt
Y(x)
in xg differenzierbar und es gilt
w(zo)
/ / / aJt
Fl(zo) = f(p(@o), x0) - ¢'(w0) — f(¥(20), @0) - ' (w0) + / 5 (b %o) dt.

P(zo)

Beweis.
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(i) Gelte ohne Einschrankung 0 € Q. Vermoge

e(z) o(x) h(z)
Fla) = / Ftz)dt = /f(t,x)dt— / F(t2)dt
P(=) 0 0

geniigt es, die Behauptung im Fall ¢(z) = 0 zu zeigen.
(ii) Es gilt

F(z) — F(xo)
() #(zo)
= ft,z)dt — f(t,zo) dt
[rene= ]
w(z) () w(zo0)
/ [ s |
»(zo0) w(z) w(z)
= [ st - st [ st~ feades [ fead
0 w(z0) »(zo0)

Wir dividieren nun durch z — zg und lassen x — xy. Dann konvergiert der
erste Term auf der rechten Seite wegen Theorem 5.9.3 gegen den Integralterm
aus der Behauptung und der dritte Term konvergiert nach Proposition 5.4.9
gegen den ersten Term auf der rechten Seite in der Behauptung.

(iii) Es geniigt also, die folgende Behauptung zu zeigen:

o(x)
0= lim /ftx ft,mo)dt|| = lim I.
T—XTo xr — 1’0 T—xTo
Es gilt aufgrund des vektorwertigen Mittelwertsatzes
f
/ Hf (t, o) ’ i
T — X
(o)
f( flt,x
<lotw) —plon)l- s | HED S0
telp(z) ¢ (x0)] T =0
of
<lp(@) = @(@o)l - sup - sup |I== (86|
t€lp(x),p(x0)] E€fwo] I O

Aufgrund der Stetigkeit von % ist der zweite Faktor beschrankt. Aufgrund
der Stetigkeit von ¢ konvergiert der erste Faktor flir z — x¢ gegen Null. Somit
folgt die Behauptung. O

Theorem 5.9.5 (Doppelintegrale). Seien I = [a,b] und J = [, 5] kompakte In-
tervalle und f € C°(I x J, E), so gilt

B b b B
/ /f(t,x)dt dx:/ /f(t,x)dx dt,

d. h. es kommt nicht auf die Integrationsreihenfolge an und wir schreiben auch f f.
IxJ
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Beweis. Nach Proposition 5.9.1 ist das Ergebnis nach der jeweils inneren Integration
eine stetige und daher auch integrierbare Funktion. Somit sind die Doppelintegrale
auf beiden Seiten wohldefiniert.

Wir definieren nun fiir y € [a, 8] die Funktionen

o(y) 3=/y /bf(tm)dt dr und (y) ::/b /yf(t7x)dx dt.

Es gilt ¢(a) = 0 = (). Weiterhin sind ¢ und ¢ in («, ) nach Theorem 5.9.3 (1)
(die dafiir notigen Voraussetzungen wollen wir nachfolgend priifen), Proposition
5.9.1 (¢ und ¥) und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (¢ und
v) differenzierbar und es gilt dort

b
() = / F(t ) dt =/ (y).

Somit stimmen ¢ und % iiberein.
Fiir die Anwendbarkeit von Theorem 5.9.3 miissen wir noch die Stetigkeit von
g: I xJ— E mit

y
IxJ>(ty) r—)/f(t,:n)d:c

und die Stetigkeit von Dag = f, die klar ist, iiberpriifen. Sei (tg,yo) € I x J und
(t,y) € I x J mit |t —to| + |y — yo| < d. Sei € > 0. Wir wollen zeigen, dass fir
hinreichend kleines § > 0 auch ||g(t,y) — g(to,vo)|| < € gilt. Da ¢t — g(t,yo) nach
Proposition 5.9.1 stetig ist, gibt es ein 6 > 0, so dass ||g(t,y0) — g(to, y0)| < € gilt.
Wir erhalten

lg(t, y) — g(to, yo) |l <llg(t,y) — g(t, wo)ll + lg(t; vo) — g(to; vo)l|

Yy
< /f(t,mdx te<ly—yol Iz~ +e<2e
Yo

fiir 6 < . Da & > 0 beliebig war, folgt hieraus die Behauptung. O

=
Per Induktion erhélt man daraus die folgende Verallgemeinerung.

Theorem 5.9.6 (Mehrfachintegrale). *x Seien I; = [a;,b;], i =1, ..., n, kompakte

Intervalle, E ein Banachraum und f € C° < Il-,E>, so ist

n

(2

by by,
/-~-/f(x1,...,x") det - dz"

wohldefiniert und ergibt unabhdngig von der Integrationsreihenfolge stets denselben
Wert.

1

Parameterabhdngige uneigentliche Integrale x. Wir behandeln hier nur den Fall
I =[a,o0).

Proposition 5.9.7. Sei I = [a,00), sei Q) ein metrischer Raum und sei f € C°(I x
O, E). Angenommen, die Integrale
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T
konvergieren gleichmdfig in x € €, d. h. der Limes Tlim [ f(t,z)dt ist gleichmdfig
— 00 a
in x, dann ist F in Q stetig.

Beweis. Wir gehen dhnlich wie beim Beweis von Proposition 5.9.1 vor.

Sei z,, — x( eine konvergente Folge in (2. Dann koénnen wir f auf I x K mit
der kompakten Menge K = {z,: n € N} einschrinken und diirfen daher ohne
Einschrankung annehmen, dass f lokal gleichméfig stetig ist.

Somit konvergiert f, := f(-,z,) lokal gleichméfig gegen f := f(-,x0). Nach
Theorem 5.8.16 folgt [ f, — [ f und somit die Behauptung. O

Proposition 5.9.8. Sei I = [a,0), sei Q C K offen, seien f, Dof = of ¢ CO(I x

=5
O, E). Angenommen,

konvergiert gleichmdf$ig in x € Q und
/ f(t,z) dt

konvergiert fir alle x € €.
Dann konvergieren die Integrale

F(a) = [ ft.a)de
lokal gleichmafig in Q, F ist stetig differenzierbar und es gilt
F'(z) = [ ==(t,z)dt.
@ = [ o)

Beweis.

(i) Sei a < t, — oo eine beliebige Folge. Wir definieren
tn
F,(x):= /f(t,x) dt.
Nach Definition von F gilt F,(x) — F(z) fir alle x € Q.
Da das Integrationsgebiet [a,t,] kompakt ist, erhalten wir aus Theorem
5.9.3 die Differenzierbarkeit von F, und eine Formel fiir die Ableitung. Da

die Ausdriicke fiir die Ableitung F) nach Voraussetzung gleichméifig in z
konvergieren, erhalten wir

tn 00
0 )
Fiw) = [ head= [ e

a
Die Funktionenfolge F, konvergiert also punktweise und die Ableitungen F,
konvergieren gleichméfig. Daher diirfen wir die beiden Grenzwerte (n — oo
und Differentiation) vertauschen und erhalten
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(ii) Zur lokal gleichméfigen Konvergenz: Sei dazu B = Bs C 2 ein Ball. Wir
wollen F,, = F' in B zeigen. Aufgrund des Mittelwertsatzes gilt fiir z, 2o € B

I(Fa(2) = F(2)) = (Fu(z0) = F(zo))|| £ sup [[F}(§) = F(&)] - [« — 0.

€lwo,x]
Aufgrund der Dreiecksungleichung erhalten wir in B

[ () = F(2)|| < [[Fa(zo) — F(zo)l|l + sup 1F.(8) = F' (Ol - 0.

Auf der rechten Seite konvergiert nun fiir n — oo der erste Term aufgrund
der punktweisen Konvergenz F,, — F in 2 gegen Null und wegen F), = F’
konvergiert der zweite Term gegen Null. (]

Fiir Doppelintegrale mit einem unbeschrénkten Integrationsbereich erhalten wir

Proposition 5.9.9. Seien I = [a,0), J = [, 3], f € C°(I x J,E) und sei

F(x):/f(um)dt

gleichmdfig konvergent. Dann gilt

/BF(x) dz = i]of(t,z) dt dr = /Ooif(t,:r) dz dt.

Beweis. Nach Proposition 5.9.7 ist F' stetig. Somit ist das Integral auf der linken
Seite wohldefiniert.
Sei nun a < t,, — oo eine beliebige Folge. Nach Theorem 5.9.5 erhalten wir

/B]nf(t,x) dt dw = 7/6f(t,x) da dt.
2 4

=iFo(2)

Nach Voraussetzung gilt F;, = F und das das Integrationsintervall [«, 3] kompakt
B
ist, diirfen wir den Grenzwert lim und [ vertauschen und erhalten
n—oo
«@

ﬁ oo ﬁ tn B tn
//f(t,x)dtdx:/ lim /f(t,x)dtdx: lim //f(t,x)dtdm
n—oo n—r00

= lim ]H/ﬁf(t,x)dzdtj/ﬁf(t,x)dxdt

n— oo

wie behauptet. O
Lassen wir die gleichméfige Konvergenz in der Voraussetzung weg, so gibt es
Gegenbeispiele:
Beispiel 5.9.10. Sei f € C1([—¢,00)) und gelte f(0) = tlim f(t). Wir definieren
—00
F nachfolgend und erhalten

o0

F(x) = /f’(mt) dt = éf(xt) =0
0

0
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B
fiir alle z > 0. Somit gilt [ F(z)dz = 0 fiir alle 8 > 0. Andererseits gilt fiir beliebige
t>0

0
/ 1
[ Fatds =560 - £0).
0

Somit folgt

oo B 0o
1
[ [ randeae= [ o - ro)ae
00 0
Im Falle f(t) = t?e~" und 8 = 1 erhalten wir fiir die rechte Seite
/tﬁ%—ﬁf dt > 0.
0

Somit diirfen wir in diesem Falle die Integrationsreihenfolge nicht umdrehen.
Doppelintegrale mit unbeschrinktem Integrationsbereich x.

Theorem 5.9.11. Seien I = [a,00) und J = [a,00). Sei f € C°(I x J, E). Ange-
nommen, die uneigentlichen Integrale

[lseola [ irea)d

konvergieren gleichmdf$ig. Existiert dann eines der beiden Doppelintegrale

7 7 I7t,2) dwdt oder 7 /Oo |£(t,)] dt

so existieren beide und thre Werte stimmen tberein.

Beweis. Angenommen, [ [ | f(¢,z)| dzdt existiert. Sei 8 > . Nach Proposition
5.9.9 erhalten wir dann

/57||f(ta$)||dtd$27/B|f<t7$)|dmdt§77||f(t,x)||da;dt.

Die Existenz dieser in S gleichméfigen oberen Schranke besagt gerade, dass auch
das zweite Doppelintegral konvergiert. Im Grenzwert § — oo erhalten wir daraus

77|f(t,:v)|dtdx < 77||f(t,x)||dxdt.

Mit vertauschten Rollen der beiden Integrale erhalten wir die umgekehrte Abschét-
zung und somit insgesamt die Behauptung. O

Fiir die Integrale ohne Normen erhalten wir

Korollar 5.9.12. Sei die Situation aus Theorem 5.9.11 gegeben.
Nochmals explizit: Seien I = [a,00), J = [a,00). Sei f € C°(I x J, E). Ange-
nommen, die uneigentlichen Integrale

/ If(to)ldt und / 1t )] de
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konvergieren gleichmdf$ig und eines der Doppelintegrale

7 7 I#(t,2) dodt oder 7 7 1£(t,2)] de e

existiert (und damit nach Theorem 5.9.11 beide).
Dann existieren die Doppelintegrale

/007f(t7x) dz dt und 70/00]‘(15,96) dt dzx

und stimmen tberein.
Beweis.

(i) In einem Banachraum impliziert absolute Konvergenz einfache Konvergenz.
Somit konvergieren die Integrale

/ft:cdt und  G(t /ftac

gleichméfig und sind nach Proposition 5.9.7 (wie im Beweis von Proposition
5.9.9) stetige Funktionen.

(ii) Existenz: Nach Theorem 5.9.11 konvergieren die Doppelintegrale absolut. Da-
her konvergieren auch die uneigentlichen Integrale {iber F' bzw. G absolut.
Daraus folgt die Existenz der beiden angegebenen Doppelintegrale.

(iii) Gleichheit: Da die Integrale F(x) gleichméfig in x konvergieren, kénnen wir
Proposition 5.9.9 anwenden und erhalten fiir alle n > «

(5.3) 7]ftxdzdt //ftxdtdx

Definiere nun
) :/f(t,;v) dx
«

Dann konvergieren die Funktionen G, fiir n — oo nach Voraussetzung gleich-
miéfig nach G. Andererseits gilt

1Ga ()] < / 1t )| de < / 1£(t, )| dz = T(2).

T ist eine von n unabhingige obere iiber das Intervall [a,c0) integrierbare
o
Schranke. Somit folgt nach Bemerkung 5.8.17, dass die Integrale [ G, (t)dt

gleichméfig konvergent sind. Nun wenden wir Theorem 5.8.16 auf G,, und G
an und erhalten unter Benutzung von (5.3)

oo

//f (t,z)dxdt = /G dt = 1i_>m G, (t)dt
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= 7/Oof(t,x) dt dx

a

wie behauptet. O

6. DIFFERENTIATION IN BANACHRAUMEN

Sie sollten versuchen, die Resultate in diesem Abschnitt zumindest in dem Fall
zu verstehen, dass die Banachrdume euklidische Rdume R", n € N, sind.

6.1. Differenzierbarkeit.
Definition 6.1.1.

(i) Seien E, F Banachriaume. Sei Q) C FE offen. Dann heift eine Abbildung f: Q —
F in zo € Q) differenzierbar, falls es eine stetige lineare Abbildung A €
L(E, F) mit

f(@) = f(xo) + A{z — o) + o([lx — o))

fiir alle z € 2 gibt.
(ii) Wir nennen dann A die Ableitung von f im Punkt xy und bezeichnen sie

mit D f(zo), df (zo) oder f'(zo).
(iii) Ist f in jedem Punkt in Q differenzierbar, so heift f in Q differenzierbar.
Wir nennen dann die Abbildung
Df:Q—L(E,F),
x = Df(x)

Ableitung oder Differential von f.
(iv) Ist Df: Q — L(E, F) stetig, so heift f in Q stetig differenzierbar.

Bemerkung 6.1.2. x Seien E, F' Banachrdume, 2 C E offen und f: Q2 — F in
zo € § differenzierbar.
(i) Ist dim E < oo, so ist jede lineare Abbildung A: E — F automatisch stetig,
siehe Analysis I.
(ii) f ist im Punkt zg stetig.
(iii) Die Ableitung D f(zg) ist eindeutig bestimmt.
(iv) Ist E = K, so stimmt diese Definition mit der Definition fiir Funktionen in
einer Variablen iiberein.

(v) Ist E = RO = {0}, so ist Df(0) =0 und L(R°, F) = {0}.

Bemerkung 6.1.3. x Seien E, F' Banachrdume und sei 2 C FE offen. Seien die
Funktionen f, g: @ — F in xg € () differenzierbar. Dann sind auch f + g und A\f
fiir beliebige A € K in z( differenzierbar und es gelten

D(f + g)(xo) = Df(z0) + Dg(zo) und D(Af)(zo) = ADf(x0)-

Somit bilden die in einer vorgegebenen Menge V' C Q, z.B. V = {x¢}, differenzier-
baren Funktionen einen Unterraum des Vektorraumes aller Abbildungen 2 — F.

Beweis. Klar. O

Beispiele 6.1.4.
(i) Konkretes Beispiel: Sei f: R? — R3 mit

x z?
2
— [z

(y) 3y

Y
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Wir benutzen die Definition der Ableitung
J(@,y) + (w,0)) = f((z,9) = Df((2,9)){(u,v)) + o([|(u, v)]))

und erhalten

(62) ()

(x4 u)? — 22
= | (z+uw)?(y+v) — 2%y
(y+v)?P—y°
22 4+ 2zu 4+ u? — 22
— x2y+2xuy+u2y+x2v+2$UU+U2U —.2323/
Yo+ 3yt 4 3yo? + 07 — P
2xu
= | 2zyu + 2?0 | + o||(u,v)]]),
3y%v

da beispielsweise u? € o(||(u,v)||) wegen

ul < ul

VaZ + 02| [V + o2

’ UQ ‘ -

‘ II(LZQU)II

gilt.

Wir bemerken, dass wir unter Verwendung einer dquivalenten Norm auf R?
dasselbe Ergebnis erhalten.

Somit gilt

2x 0
Df((zy){(u,v)) = |22y 2> | (¥).
y o 2 ()

Es ist kein Zufall, dass in dieser 3 x 2-Matrix gerade die partiellen Ableitungen
der Komponenten stehen. Wir werden dies spéater allgemeiner zeigen.
(ii) Sei f: Q — F konstant. Dann ist f in jedem Punkt aus Q differenzierbar und
es gilt Df(z) =0¢€ L(E, F) fir alle z € Q.
(iii) Ist f = A € L(E,F), dann ist f differenzierbar und es gilt Df(z) = A fiir
alle z € E, da
Az = Az + A{z — 29) +0

gilt.

Achtung, es sieht so aus, als ob die Ableitung von f wieder dieselbe Funk-
tion wére und somit alle Ableitungen von f gleich A wéaren. Dies scheint der
eindimensionalen Erfahrung zu widersprechen. Es gelten jedoch f(z) = Ax
und D f(z) = A. Somit ist Df eine konstante Abbildung wéhrend f nichtkon-
stant ist.

Beim ersten Lesen betrachte man diese Definition nur fiir den Fall n = 2 und
E; = R. Wir werden multilineare Abbildungen spéter fiir die Behandlung hoherer
Ableitungen benutzen.

Definition 6.1.5. Seien Fy, Fs, ..., E,, ' Banachrdume. Sei

n
A:Elegx...XEnEHEj%F

j=1

eine Abbildung.



6.1. DIFFERENZIERBARKEIT 65

(i) Sind die Abbildungen E; 3 z — A (z!, ..., 27!, 2z, 2™ ... ") fiir alle
(«', ..., a?i, ...,z") € [] E; und alle 1 < i < n linear, so heift A multili-
%

near. Wir verwenden auch in diesem Fall spitze Klammern, A(...).
(ii) Wir bezeichnen den Banachraum aller stetigen multilinearen Abbildungen

[[E—F
i=1
als L(Ey, Ea, ..., E,; F) und versehen ihn mit der Operatornorm
|A(xt, ..., 2™) ||
[All == sup <1 n> :
ogaier; Tt l=zm|
(iii) Gilt By = B3 = ... = E,, = E, so schreiben wir

Bemerkung 6.1.6.

(i) Sei A: Fyx...xE, — F eine multilineare Abbildung. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:
(a) A ist stetig.
(b) A ist in O stetig.
(c) Die oben definierte Operatornorm ||A|| ist endlich.
(d) Es gibt ein ¢ > 0, so dass die Abschédtzung

HA<331, e x">” <ec- Hle A

n
fir alle (2!, ..., 2") € [] E; gilt.
i=1

(ii) L(Ex, ..., E,; F) ist mit der angegebenen Norm ein Banachraum.
(iii) Ist A: By x By — F multilinear, so gilt A(\z, \y) = A2 A(x,y).

Ist A: Ey1 X E5 — F linear, so gilt A{(Az, A\y)) = AA((z,y)).
(iv) Es gibt einen normerhaltenden Isomorphismus

L(Ey; L(E2; F)) — L(Ey, Eo; F).

Er ist durch a — ((z,y) — (a(z))(y)) fir o € L(Ey; L(Es; F)) gegeben.
(v) x Analoge Bezeichnungen verwendet man in der Linearen Algebra auch fiir be-

liebige Vektorrdume F4,..., E,, F und lineare nicht notwendigerweise stetige
Abbildungen.
Beweis. Wichtige Ubung. O

Beispiel 6.1.7. Seien E;, E,, F Banachrdume. Setze E := E; X E5 mit der Pro-
duktmetrik. Sei A € L(E7, Es; F') eine stetige bilineare Abbildung. Dann ist 4 in
einem beliebigen Punkt (zg, yo) € E1 X Es differenzierbar und es gilt

DA(zo, yo)((u,v)) = A(zo,v) + A(u, yo).
Beweis. Es gilt

A(zo + u, yo +v) — Ao, yo)
A(zo, yo) + A(zo, v) + A(u, yo) + A(u, v) — A(zo, yo)
Ao, v) + Ay, yo) + A(u, v)



66 6. DIFFERENTIATION IN BANACHRAUMEN

= DA(zo, yo)((u, v)) + o([|ull + [[v])-

Fiir die letzte Gleichheit rechnen wir noch nach, dass A(u, v) € o(|lu|l + ||v]) gilt,
wobei wir daran erinnern, dass ||u|| + ||v|| die Norm auf dem Produktraum FE; x Es
ist. Es gilt

1A, o)lF < AN llull - ol < AL (lull + 1ol € o(lull + [[v])-

Schlieflich miissen wir noch zeigen, dass DA(zo, yo) € L(E; X Eo; F) ist. Die
Linearitét ist klar. Seien ||u|| + |Jv]| < 1. Dann folgt

1D A(zo, yo){(u, v))|| < [|A(zo, v)|| + [|A(u, o)l
<Al Nlwoll - loll + [[AN - lull - [lyoll
<Al llwoll + LAl - [lyoll
und somit die Stetigkeit von DA(zq, yo). O

* Ein entsprechendes Resultat gilt auch fiir multilineare Abbildungen.

Ohne den Darstellungssatz von Fréchet-Riesz kénnen wir den Gradienten zwar
definieren, dessen Existenz aber im Allgemeinen nicht zeigen.

Definition 6.1.8 (Gradient). Seien H ein Hilbertraum,  C H offen und f: Q —
K in zy € Q differenzierbar. Dann ist Df(z¢) € L(H;K) = H*. Aufgrund der
allgemeinen Hilbertraumtheorie (Darstellungssatz von Fréchet-Riesz) gibt es einen
Vektor v € H mit (-,v)g = Df(xo)(-). Dann heift v der Gradient von f in .
Wir schreiben dafiir grad f(z¢) oder Vf(x). Es gilt dann fiir alle u € H

(u, Vf(x0)) = Df(0)(u).
Beispiel 6.1.9.

(i) » Konkretes Beispiel zum Selbststudium:
Sei f: R? — R die Abbildung (,y) — 22 - y. Dann gelten

D f(xo,y0){u,v) = 2xoyou + xgv

und

V f(zo,90) = (onzy()) .

o
Beweis. Wir benutzen die Definition der Ableitung
F((@o,90) + (u,v)) = f((x0,50)) + Df (w0, 0))((u,v)) + o(ll(u, v)])

und erhalten
(2o +u)*(yo +v) — Tqyo =TgYo — Tgyo + 2Touyo + uyo + TV + 2xouv + v’V

=2zoyou + x50 + o([|(u, v)]])

— e 3) (%) +olllw o)

_ <(U) <2xy>> + ofll(u, v)]). 0

(i) Sei H ein reeller Hilbertraum und f: H — R durch f(x) = ||z]|? = (z,2)
definiert. Dann gilt V f(xq) = 2z fiir alle ¢ € H.

Beweis. Es gilt fir alle z € H

f(@o + ) = f(z0) + 2(x0,2) + f(2).
Hieraus folgt die Behauptung. O
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Theorem 6.1.10 (Kettenregel). Seien E, F, G Banachriume und seien Q C FE und
V C F offen. Seien g: Q — F inxg und f: V — G in g(xg) € V differenzierbar.
Dann ist die Verkniipfung fog in einer Umgebung Bs(xg) von xg wohldefiniert und
in xq differenzierbar. Es gilt

(fo9) (z0) = f'(g(x0)) © ¢'(20).
Wir folgen im Wesentlichen dem eindimensionalen Beweis der Kettenregel und

wiederholen den Beweis, da die Kettenregel wichtig ist.

Beweis.

(i) Wohldefiniertheit: Wir haben angenommen, dass g(z¢) € V gilt. Da V offen
ist, gibt es eine Umgebung B,-(g(zo)) von g(zo) mit B,(g(z¢)) C V. Aufgrund
der Stetigkeit von g in xg gibt es ein 6 > 0 mit Bs(zo) C Q und g(Bs(zo)) C
B (g(z0)). Somit ist die Verkniipfung f o g in Bs(z() wohldefiniert.

(ii) Aufgrund der Differenzierbarkeit von f in g(x) erhalten wir

fog(x) = fog(zo) = f'(g(x0)){g(x) = g(x0)) + o(llg(x) = g(xo)l])-

Aufgrund der Differenzierbarkeit von g in zy erhalten wir
9(x) = g(z0) = ¢'(wo)(z — o) + o[l — o).
Zusammengenommen erhalten wir also
fog(@) = foglwo) =r"(g9(x0)){g (x0){x — x0)) + ' (g(w0))(o(l|x — ol]))
+ o(llg(x) = g(zo)l)-

(iii) Die beiden Restterme liegen in o(||x — x¢||): Dies ist fiir den ersten Restterm
klar. Den zweiten Restterm schreiben wir als

o(llg(x) = g(zo)ll) = e(llg(x) — g(xo)l) - lg(=) — g(wo)||
mit einer Funktion ¢, die ¢ — 0 fiir g(x) — g(zo) erfiillt. Wir erhalten nach
Anwendung der Norm und der Dreiecksungleichung auf die Definition von
Differenzierbarkeit fiir g
lg(2) = g(zo)ll < llg'(zo)ll - llx — 2ol + o(llz — zol])-

Aufgrund dieser Abschitzung bleibt W im Grenzwert x — ¢ be-

schrinkt und da z — x¢ aufgrund der Stetigkeit von g auch g(z) — g(zo)
impliziert, folgt e(||g(x) — g(xo)||) = 0. Somit erhalten wir

o(llg(z) = g(@o)ll) € o([lx — o)
und die Behauptung folgt. O
Korollar 6.1.11. Seien E,E’ Banachriume, seien Q C E und Q' C E' offene

Teilmengen und sei f: Q — Q' invertierbar und g: Q' — Q die Inverse. Sei f in
xo € Q differenzierbar und g in f(xo) differenzierbar, so gilt

g (f(z0)) = (f'(z0))

Beweis. Es gelten idg = go f und idg: = f o g. Setze yo := f(xg). Wir erhalten
aufgrund der Kettenregel

idg = ¢'(f(z0)) o f'(x0) und ide = f'(g(y0)) © ¢ (o) = f'(x0) o g'(f(0)).

Somit ist ¢’(f(xo)) beidseitige Inverse von f’(xp) und nach Voraussetzung stetig,
also in L(E', E). O

-1
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Theorem 6.1.12. Seien E, E' Banachrdume. Seien Q@ C E und Q' C E’ offene
Teilmengen. Sei f: Q — Q' ein Homoomorphismus mit Inverse g: ' — Q. Falls
fin xo differenzierbar ist und f'(xo) ein Homdomorphismus ist, ist g in f(xo)
differenzierbar und es gilt

~1
g'(f(w0)) = (f'(z0)) -
Beachte, dass wir hier nicht mehr voraussetzen, dass ¢ in f(zo) differenzierbar
ist.
Beweis.

(i) Fiir einen linearen Homomorphismus A gilt allgemein folgendes: A~! ist
stetig (und linear). Somit gibt es ein ¢ > 0, so dass ||[A7ly|| < ¢! ||y
fiir alle y gilt. Wir wihlen speziell y = Az und erhalten c- ||z|| < ||Az||. Somit
erhalten wir in unserer Situation ein ¢ > 0 mit

cllz|| < |If (wo)(z)|| fiir alle z € E.

(ii) Aufgrund der Differenzierbarkeit von f in x¢ erhalten wir mit der schon be-
kannten Schreibweise e(]|a||) fiir eine Funktion mit £(||a|) — 0 fiir a — 0

1f(x) = f(zo)ll = [1f (z0){x — zo)l — [lo(llz — 2ol
> c|lz = zol| — e(llz — xoll) - [l — ol
2 5@ — ol
fiir alle x € Bs(zo), falls wir § > 0 so klein wahlen, dass fiir © € Bs(xg) bereits
e(l|lx — zol|) < § gilt.
(i) Wir kiirzen nun y = f(z) und yo = f(zo) ab und erhalten
9(v) = 9(wo) = (/' (0)) ™" {y — o)
=z — 20— (f'(20)) (f(z) = f(0))
= ("(w0)) ™" {f' (o) = w0} = F(x) + [ (o))

-1 !
= (f'(z0)) " (—olllz = o)) = o(lly — wol])-
Zur Begriindung der letzten Behauptung geniigt aufgrund der Stetigkeit von
(f'(z0)) ™" der Nachweis, dass o(||z — zol|) € o(|ly — yol|) gilt. Es gilt

ii
o([lz = woll) = e(llz — @ol)) - [l — @oll < (llz = woll) - Zlly — woll.

Wegen © — zg <= y — yo folgt damit o(||z — zo||) € o(||ly — yol|) und somit
auch die Behauptung iiber die Differenzierbarkeit von g in f(zo). 0

Proposition 6.1.13. Seien E ein Banachraum, Q C E offen und F = [[ F; ein

i=1
Produktraum von Banachrdumen. Sei f: Q — F mit f = (fi)1<i<n eine Abbildung.

Dann ist f genau dann in xo differenzierbar, falls jede Komponente f*, 1 < i < n,
i xq differenzierbar ist und es gilt

Df(xo) = (Df'(x0), ..., Df"(x0)).

wobei wir L(E, F) und [[ L(E, F;) (mit Mazimumsnorm) wie nachfolgend angege-
i=1
ben identifizieren.

Beweis.

(i) Zur Identifikation:
(a) Zu A € L(E, F) definieren wir A; = m;0 A € L(E, F;).
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(b) Umgekehrt ordnen wir den Abbildungen A; € L(E,F;), 1 < i < n, die
Abbildung A: z — (A1z, ..., Apz) 2

(¢) Nach Definition der Maximumsnorm auf dem Produktraum gilt ||Ax| =
max ||A4;z| und wir erhalten

1<i<
A = sup ||Az| = sup max. |A;z| = max sup |A;z| = max. 1A
llzfj=1 lzf=11<i= 1SS |jg)|= 1sis

Damit sind die angegebenen Abbildungen normtreue Isomorphismen, wir
diirfen die beiden Réume also wie angegeben identifizieren.
(ii) Differenzierbarkeit:

(a) Die kanonische Projektion m;: F' — F; ist eine lineare stetige Abbildung.
Ist f in g differenzierbar, so auch f? = 7; o f und nach Kettenregel gilt
Df*(x0) = mi o D f(x0). _

(b) Seien umgekehrt die Abbildungen f*, 1 < i < n, in z¢ differenzierbar.
Dann erhalten wir fiir jedes ¢

fi (@) = [ (o) + Df*(x0){x — o) + of||z — mo])).

Diese Komponenten fassen wir zusammen und erhalten mit Hilfe der obi-
gen Identifikation

f(x) = f(xo) + (Df(20), ..., Df™(20)) (& — 20)
+ (o(llz — zol), - - -, o(llz — xol)),

€o(llz—=zoll)

wobei ,,€“ nach Definition der Produktnorm folgt. O

Proposition 6.1.14 (Produkt- und Quotientenregel). Seien E ein Banachraum,
Q C FE offen und f, g: Q = K in xo € Q differenzierbar.
(i) Dann ist auch h := fg in x¢ differenzierbar und es gilt fir Dh(xo) € L(E;K)
sowie v € B

Dh(w){v) = D f(z0)(v) - g(wo) + f(x0) - Dg(z0)(v) € K.
(ii) Ist f # 0 nahe o, so ist auch h = ? in xo differenzierbar und es gilt dort

Dh(zo) = — Df(x).

_1
f*(o)
Beweis.

(i) Statt dies von Hand zu zeigen, konnen wir wie folgt Bekanntes verwenden: Sei
a € Ly(K;K) definiert durch a(s,t) := s - t. Sei weiter ¢: Q — K? die Abbil-
dung mit ¢(x) := (f(z),g(z)). Dann gilt h = a o ¢, h ist nach Kettenregel
differenzierbar und es gilt Dh(xzg) = Da(p(x0))(Dy(x0)(-)). Man iiberzeugt
sich anhand der bereits hergeleiteten Formeln fiir Da und Dy, dass dies tat-
sdchlich die Behauptung zeigt.

(ii) Ubung. O

Theorem 6.1.15. Seien E ein Banachraum, 2 C E offen und f: Q — R eine in
xo € Q differenzierbare Funktion, die in xg ein lokales Mazimum annimmt. Dann
gilt D f(xo) = 0.

Analog zum Fall eines eindimensionalen Definitionsgebietes definieren wir kriti-
sche Punkte.

Definition 6.1.16. Sei E ein Banachraum, 2 C F offen und f: Q@ — R in 29 €
differenzierbar. Dann heift 2y kritischer Punkt, falls D f(zq) = 0 gilt.
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Beweis von Theorem 6.1.15. Sei e € E ein beliebiger Vektor. Dann gibt es ¢ > 0,
so dass xg + te € Q fiir alle t € (—¢,¢) gilt. Nach Kettenregel ist die Funktion
v: R = R mit p(t) := f(zg + te) in t = 0 differenzierbar und nimmt in ¢ = 0 ein
lokales Maximum an. Somit gilt nach Proposition 4.1.24
0= ¢'(0) = Df(zo){e).
Da e € E beliebig war, folgt Df(zo) =0 € L(E,R). O
Die Funktionenrdume der einmal stetig differenzierbaren Funktionen definieren

wir formal genauso wie fiir Q C R. Auch hier ist C! (ﬁ, F ) mit der C''-Norm ein
Banachraum.

Definition 6.1.17. x Seien E, F' Banachrdume und Q C FE offen. Dann definieren
wir die folgenden Funktionenrédume:
(i) CHQ,F):={f: Q— F : f ist in Q stetig differenzierbar}.
(i) C*(Q,F) :={f € C*QF): f und Df lassen sich stetig und beschrénkt auf
Q fortsetzen}.
(iii) Wir definieren die C*-Norm auf C* (Q, F) durch

1fller@.ry = I ller@r = 1 fller = sup [f(@)llr + sup [ Df(@)l|cz,r)-
zeQ e
(iv) Ist F =R, so schreiben wir auch C*(Q) = C*(,R), C* () = C' (Q,R) oder
gelegentlich auch |f|c1 = || f]lor-

Theorem 6.1.18. Seien E, F' Banachriume und sei @ C E offen. Dann ist der
Vektorraum C1 (Q,F) mit der C*-Norm ein Banachraum.

Beweis. Ubung. O
Eulersche Homogenitdtsrelation.
Definition 6.1.19.
(i) Sei E ein R-Vektorraum. Dann heifft I' C E ein Kegel, falls
zell = txel

flir alle ¢t > 0 gilt.
(ii) Seien E, F' zwei R-Vektorrdume und I' C E ein Kegel. Dann heifit eine Funk-
tion ¢: I' = F positiv homogen vom Grade o mit o € R, falls
p(tr) = tp(x)
fiir alle t > 0 und alle x € I" gilt.
Proposition 6.1.20 (Eulersche Homogenitatsrelation). Seien E, F' Banachriume,

Q C FE ein offener Kegel und sei p: Q — F differenzierbar. Dann ist ¢ genau dann
positiv homogen vom Grade o, wenn die Eulersche Homogenitditsrelation

Dy(z)(z) = ap(x)
fiir alle x € Q gilt.
Beweis.

»=“ Sei @ positiv homogen vom Grade «. Fixiere x € {2 beliebig und definiere
f(t) == p(tx) fiir t > 0. Wegen f(t) = t*p(zr) konnen wir f auf zwei Arten
differenzieren und erhalten

f'(t) = De(ta)(z) = at® ().

Wir werten dies im Punkt ¢ = 1 aus und erhalten die Behauptung.
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»<=“ * Gelte umgekehrt die Eulersche Homogenitétsrelation. Definiere wieder
f(t) := o(tz) fir festes © € Q und ¢t > 0. Wir differenzieren und erhalten
mit Hilfe der Eulerschen Homogenitétsrelation

£(t) = Delta) (@) = LDyp(ta)(tx) = tag(ta) = Laf(b).
Dies ist eine Differentialgleichung fiir f. Andererseits l6st auch h(t) :=
t*f(1), t > 0, dieselbe Differentialgleichung, wie man direkt nachrechnet.
Nun gilt fiir ¢ > 1 aufgrund des Hauptsatzes der Differential- und Integral-
rechnung
¢

1£(t) = h®)]| < [ £(1) — h(D)] + / f(s)ds — / W (s) ds
1

=0 1

¢
<[5~ W@lds = [ Zfal- 1£(5) = (o) ds
1 1
und das Gronwallsche Lemma, angewandt auf ¢(¢) = || f(t) — h(t)]], lie-
fert aufgrund der Beschréinktheit von 1|l fiir s € [1,¢] die Eindeutigkeit.
(Solch eine Argumentation wird uns im dritten Semester noch in allgemei-
neren Situationen begegnen. Der Fall o = 0 funktioniert auch direkt ohne
Gronwallsches Lemma.) Eine analoge Argumentation funktioniert im Falle
t < 1. Somit folgt f = h und wir erhalten die Behauptung. O

6.2. Der Mittelwertsatz und Anwendungen. Den schon bekannten Mittel-
wertsatz konnen wir wie folgt verallgemeinern.

Theorem 6.2.1 (Mittelwertsatz (MWS)). Seien E, F Banachridume, Q C E offen
und sei f: Q — F differenzierbar. Seien x,y € Q mit [x,y] C Q. Dann folgt
1f(z) = f(Wll < sup [Df(te+ (1 =)yl -z —yll = sup [Df()] - [l= -yl
0<t<1 2€[z,y]

Beweis. Wir definieren ¢(t) = f(tz + (1 — t)y). (Manche Autoren bevorzugen
die dquivalente Definition ¢(t) := f(y + t(x — y)). Auf jeden Fall werden solche
Konvexkombinationen haufiger verwandt.) Da Q offen ist, ist ¢ nicht nur auf
[0,1] sondern auch noch auf (—¢,1+¢) fiir ein kleines € > 0 definiert und aufgrund
der Kettenregel differenzierbar. Mit Hilfe des Mittelwertsatzes fiir auf Intervallen
definierte Funktionen und der Kettenregel erhalten wir

17() = £l = () = ¢ < sup @)1 -0)
s [Df(t -+ (1= )=~ )|

< sup [Df(tz+ 1 =)yl flz =yl
0<t<1

N

wie behauptet. O
Analog zum Eindimensionalen erhalten wir auch hier das folgende

Korollar 6.2.2. Seien E, F Banachriume, Q C E offen und f: Q — F differen-
zierbar. Seien x,y,xo € Q beliebig mit [x,y] C Q. Dann gilt

1 (x) = f(y) = Df(wo)(x —y)|| < sup [|[Df(z) = Df(@o)ll - lz =yl

2€[z,y]
Beweis. Wende den Mittelwertsatz auf die Funktion
g(z) == f(x) — D f(xo)(z)
an. O
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Bemerkung 6.2.3. x Auch hier kénnen wir wie im Eindimensionalen D f(z()
durch ein beliebiges Element A € L(E, F') ersetzen.

Korollar 6.2.4. Seien E,F Banachriume, 2 C E ein Gebiet, d.h. eine offene
und zusammenhdngende Menge, und f: Q — F differenzierbar. Gilt Df =0 in €,
so ist f konstant.

Beweis. Sei xg € Q. Aus Theorem 6.2.1 folgt, dass f auf Geradenstiicken in €, d. h.
Mengen der Form [z,y] C Q, konstant ist. Somit folgt, dass A := {z € Q: f(x) =
f(zo)} offen, abgeschlossen und nichtleer ist, genauer:

e offen: Sei y € A. Dann gibt es ein ¢ > 0 mit B.(y) C Q. Sei 2 € B:(y)
beliebig. Wegen [y, z] € Q ist f auf [y, z] konstant. Somit folgt insbesondere
z € A und A ist offen.

e abgeschlossen: Aufgrund der Stetigkeit von f ist A (relativ) abgeschlossen.
(Wie bei der Offenheit kénnte man hier auch vom Grenzwert einer in
konvergenten Folge her argumentieren.)

e nichtleer: Es gilt z¢ € A.

Da € zusammenhéngend ist, folgt die Behauptung. O

6.3. Differentiation von Funktionenfolgen. Wir erhalten &hnliche Resultate
wie im Eindimensionalen, z. B. wie in Theorem 4.3.1.

Theorem 6.3.1. Seien E, F Banachriume, Q C E offen. Sei (fn)n C CH(Q, F)
eine Funktionenfolge mit f, — f und Df, = g fir Funktionen f: Q — F und
g: Q= L(E,F). Dann ist f ebenfalls stetig differenzierbar und es gilt Df = g. Ist
Q zusdtzlich konvex und beschrinkt, so folgt fr, = f.

Beweis.

(i) g ist als Grenzwert stetiger Funktionen unter gleichméfiger Konvergenz selbst
wieder stetig.
(ii) Df = g: Sei zp € Q beliebig. Fiir den Nachweis, dass f differenzierbar ist und
D f = g gilt, diirfen wir ohne Einschriankung annehmen, dass 2 ein Ball ist.
Seien x, zy € €. Der Mittelwertsatz, Korollar 6.2.2, impliziert

[fn(2) = fulzo) = Dfu(xo)(z —z0)| < sup ]IIDfn(y) — Dfn(zo)ll - [l — zoll.

ye|z,To

Aufgrund der punktweisen Konvergenz f, — f und Df, — g konvergiert die
linke Seite fiir n — oo gegen ||f(x) — f(xo) — g(xo){(x — zo)||. Fiir die rechte
Seite liefert die Dreiecksungleichung

sup ||Dfn(y) — Dfn(zo)ll

y€Elz,xo)
< sup [[Dfa(y) =gl + sup |[lg(y) — g(wo)ll + lg(w0) — D fr(zo)|l-
y€(z,0] y€[z,0]

Auf der rechten Seite konvergiert der erste Term aufgrund der gleichméfigen
Konvergenz D f,, = g gegen Null und der dritte Term konvergiert aufgrund
der punktweisen Konvergenz ebenfalls fiir n — oo gegen Null. Somit folgt

1f(2) = f(xo) = g(wo)(z — wo)[| < sup | l9(y) = g(@o) - [l — ol

YyE|T,T0

Da g stetig ist, folgt sup |lg(y) — g(xo)|| — 0 fiir £ — xg. Somit liegt die
yG[CE,Io]
rechte Seite in o(||z — xo]|), f ist an der Stelle xy differenzierbar und es gilt

g=Df.
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(iii) fn = f: Sei d := diamQ. Sei ¢ > 0. Sei €  beliebig und sei y € Q
fest gewahlt. Dann impliziert der Mittelwertsatz, angewandt auf die Funktion

fn - fmv
[(fn(@) = fin(2)) = (fa(y) = fm())] < sup [Dfn(z) = Dfm(2)]| - d.

Aufgrund der gleichméfigen Konvergenz ist die rechte Seite fiir grofe n,m
kleiner als ¢ und aufgrund der punktweisen Konvergenz gilt || fn(v) — fm (v)]] <
¢ fiir grofse n, m. Somit folgt fiir solche n, m aufgrund der Dreiecksungleichung
fiir beliebige x € Q2

1fr(@) = frn ()]
<(fa(@) = f (@) = (fa(y) = S @I + [ fn(y) = fm )] < 2e.
Die Behauptung folgt. O

Aufgrund der Uberlegungen des letzten Abschnittes konnen wir statt f, — f
auch nur f,(z9) = f(xo) fiir ein 2 € Q fordern und erhalten

Theorem 6.3.2. x Seien E,F Banachriume und Q C E ein Gebiet. Sei (fn)n €
CH(Q, F) eine Funktionenfolge mit f,,(z0) — f(xo) fiir ein o € Q (wobei wir f(zo)
als diesen Grenzwert definieren). Nehme an, dass Df, lokal gleichmdfig gegen g
konvergiert. Dann definiert f(x) := nh—>120 fn(x) fir x € Q eine Funktion f: Q —
F. Weiterhin ist [ stetig differenzierbar, es gilt Df = g und die Funktionen fy,
konvergieren lokal gleichmdfig gegen f.

Beweis.

(i) Wir zeigen zunéchst, dass f,, — f gilt.

(ii) ¢ ist als gleichméfiger Limes stetiger Funktionen in geeigneten Béllen dort
und deshalb {iberall selbst ebenfalls stetig.

(iii) Definiere

A= {z € Q: (fn(x)), konvergiert}.
Es gilt zp € A und somit A # §.

(iv) In Theorem 6.3.1 (iii) haben wir gesehen, dass f, =2 f in einem Ball Bjs, in
dem Df,, = g gilt, gilt, falls f,(y) — f(y) fir ein y € Bj gilt, selbst wenn die
Wortwahl nicht besonders abwechslungsreich ist.

Genauer haben wir dort nur die entsprechende Cauchyfolgenbedingung ge-
zeigt. Mit m — oo fort dort aber sofort die Existenz von f und die Behauptung
fn = fin Bs.

(v) A ist offen: Sei y € A. Nach (iv) erhalten wir aufgrund der Konvergenz in y,
dass f, = f in einem Ball Bs(y) C Q gilt, in dem Df,, gleichmifig gegen g
konvergiert.

(vi) A ist abgeschlossen: Sei zj, — & € Q) eine Folge in © mit z; € A fiir alle k. Sei
B;s(z) C Q ein Ball, in dem Df, gleichméfig gegen g konvergiert. Fiir grofe
k gilt z) € Bs(Z). Wegen fy(zr) — f(z1) fiir solche k erhalten wir nach (iv)
fn = f in Bs(&) und daher insbesondere Konvergenz in Z. Somit ist A auch

abgeschlossen.
(vii) Da  zusammenhéngend ist, folgt A = Q und somit f,, — f in .
(viii) Nun folgt der Rest der Behauptung nach Theorem 6.3.1. O

Differentiation von Reihen.

Theorem 6.3.3. x Seien E,F' Banachriume. Sei QQ C E ein Gebiet und (fn)n €
CH(Q, F). Angenommen, die Reihe ((fn(x0)))n konvergiert fir ein xo € Q und zu
jedem y € Q gibt es eine Kugel B = Bs(y) C Q, in der (Dfy))n gleichmdfig
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konvergiert. Dann konvergiert die Reihe ((fn))n lokal gleichmdfig in Q2. Definiere
fir x € Q

@)=Y fula).

neN
Dann ist f € CH(Q, F) und es gilt
Df =Y Dfn.
neN
Beweis. Wende Theorem 6.3.2 auf die Folge der Partialsummen an. ]

Beispiel 6.3.4. Sei E ein Banachraum. Definiere

exp: L(E) — L(E),
A’I’L

nl’

A expA=ed ::Z
neN
Wir mochten nun die Ableitung der Exponentialfunktion ausrechnen. Dies wird im
dritten Semester fiir lineare gewohnliche Differentialgleichungen wichtig.
(i) Definiere f,,: L(E) — L(F) durch A — A™.
(ii) Wir definieren weiterhin die lineare Abbildung ¢: L(E) — L(E)™ durch A —
(A,...,A) und erhalten Dp(A)(B) = (B,...,B).
(iii) Definiere schliefslich die multilineare Abbildung a € L,,(L(E); L(E)) durch

a(Ay,...,Ay) =A10...0A4,.

Als multilineare Abbildung ist a differenzierbar und es gilt
Da(Ay,...,Ay){(B,...,B) = ZAl 0...0A; 10BoA;10...0A,.
i=1

(iv) Es gilt f,, = a o ¢ und daher nach Kettenregel
Dfn(A)(B) = Da(p(A))(Dp(A)(B)) = Ao...0cAoBoAo...0A.
=1 j—1 Stiick n—i Stiick
(v) Es gilt || Dfu(A)(B)|| < nl|A||"~"||B|| und somit folgt | Dfn(A)|l < nl|Al"~".
Also konvergiert die Reihe ((%D f”()))n auf beliebigen aber festen Béllen
B,.(0) C L(E) gleichméRig (Majorantenkriterium mit exp’(r) = exp(r)). So-
mit ist die Exponentialfunktion differenzierbar und es gilt

Dexp(A)(B) = 3 L DI(A)(B).

neN

(vi) Der Ausdruck fiir die Ableitung wird im Falle [4,B] = 0, d.h. AB = BA
iibersichtlicher. In diesem Fall gilt Df,,(A)(B) = nA" 'B und wir erhalten

Dexp(A)(B) = e B = Be?.

6.4. Partielle Ableitungen. Wir beschrinken uns hier auf den R"-Fall. Beim
ersten Lesen geniigt es, den Fall R-wertiger Funktionen zu verstehen. Der Banach-
raumfall ist herauskommentiert und als Anhang in der tex-Datei vorhanden.

Wir wiederholen Definition 5.9.2.

Definition 6.4.1. % Sei {2 C R” offen. Sei F' ein Banachraum und sei f: 2 — F eine

Funktion. Sei zo = (xé)lgign € Qund sei e > 0, so dass fiir alle z = (z’)lgign cR"

mit |x6 - zi’ < € auch z € Q gilt.
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(i) Dann heifit f in xg in Richtung i, 1 <4 < n, partiell differenzierbar, falls
die Abbildung

(zh —exh+e) 22" = f(af,...,a5 Ll afth 2l = f (20, 2Y)

in ) differenzierbar ist. Die Ableitung dieser Funktion heifit partielle Ablei-

tung von f in x¢ in Richtung i (oder beziiglich z*). Wir schreiben D; f(x¢) =

A1 (20) = fi(wo). Bs gilt D;f(x0) € L(R,F) = F.

(ii) f heikt in xo partiell differenzierbar, falls f in 2 in alle Richtungen 4,
1 <4 < n, partiell differenzierbar ist.

(iii) Ist f in allen Punkten x € Q partiell differenzierbar, so ist D, f eine Abbildung
D;f: Q — F und f heifit in Q partiell differenzierbar. Sind alle diese Ab-
bildungen D; f, 1 < i < n, stetig, so heifst f stetig partiell differenzierbar.

Bemerkung 6.4.2. %

(i) Die obige Bedingung an z ist dquivalent zu

(zf — e,z +¢) C Q.
1

n

3

(ii) Die Definition von partieller Differenzierbarkeit ist unabhéngig von der Wahl
von € > 0. Auch geniigt es, dass die Verbindungsstrecke

(&6, 20 — ), (8h, 2 +€)] CQ
erfillt.
Beweis. Ubung. O

(iii) Die Existenz eines solchen & > 0 folgt aus der Offenheit von 2, unabhingig
von der Wahl einer (dquivalenten) Norm auf R™.
(iv) Wir haben oben L(R, F') und F vermoge der Abbildung

LR, F)>p—(l)eF

identifiziert und wollen dies spéter ohne weitere Erwdhnung ebenfalls ma-
chen. Diese Abbildung ist ein Vektorraumisomorphismus und erhélt die Norm:
lellz@,m = lle)]F.

Man bezeichnet eine solche Abbildung auch als isometrischen Banachraum-
isomorphismus. (Bei einem Banachraumisomorphismus ®: E — F wére auch
Lz g < |®(2)||F < c||@| g fiir ein ¢ > 0 und beliebige x € E méglich.)

(v) Zur Abgrenzung gegeniiber partiellen Ableitungen bezeichnen wir die iibliche
Ableitung gelegentlich als totale Ableitung.

(vi) Wir werden zunéchst eher die Bezeichnung D; f verwenden, da ein Ausdruck

wie % (332,1'1) oder f (xz,xl) leichter zu Missverstdndnissen fiihrt. Spéater

werden wir jedoch diese Schreibweisen bevorzugen.

Proposition 6.4.3. Sei 2 C R™ offen. Sei F' ein Banachraum und sei f: Q@ — F
in xg € Q differenzierbar. Dann ist f in xg auch partiell differenzierbar.

Ist xi: R = R™ mit x — (0,...,0,2,0,...,0) die kanonische Einbettung (in die
i-te Komponente), so folgt

D;f(zo) = Df(x0) © Xi-

Beweis. Sei ¢ > 0 so klein, dass (%,xl) = (1‘(1), . ,xé_ ,xi,xéﬂ, . ,x{}) € Q fiir
alle 2 € (xf — £,z + ¢) gilt. Wir definieren die Abbildung

1

P: (xéfe,xéJra)%Q,
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Da ¢ affin linear ist, folgt
Do (z%) (t) = (0,...,0,t,0,...,0) = x;(t)
fiir alle 2° € (zf) — &, + ¢) und alle t € R, also Dy (2*) = ;. Nun gilt
f (ié,xi) =fop (JCZ) .
Auf der linken Seite steht hier die Funktion aus der Definition der partiellen Ablei-
tung. Wenden wir die Kettenregel auf die rechte Seite an, so erhalten wir

Dif(xo) = Df (v (27)) (D (25)) = Df(x0) o xs
und daher gerade die Behauptung. O

Die Ableitung einer Funktion ergibt sich aus den partiellen Ableitungen.

Korollar 6.4.4. Sei Q) C R™ offen und sei F ein Banachraum. Sei f: Q — F in
xo € Q differenzierbar. Dann folgt

— Zpiﬂxo) (u')  firu=(u'), ., €R",

d. h. es gilt
= Z D; f(xo) o i,

i=1
wobei ;1 R™ — R die kanonische Projektion auf die i-te Komponente bezeichnet.

Beweis. Es gilt nach Proposition 6.4.3 in der dortigen Notation und aufgrund der
Linearitat

ZDfxo ZDf o) (X (u')) = Df(xo <sz >Df(:co><u>

wie behauptet. U

Bemerkung 6.4.5. Sei ) C R™ offen und f: Q — R in x¢ € Q differenzierbar, so
haben wir D f(xg) mit einem Vektor in R™ identifiziert. Nun gilt

Vf(x()) = (f17'~'afn)T‘

Umgekehrt braucht eine partiell differenzierbare Funktion nicht differenzierbar
Zu sein.

Beispiel 6.4.6. Definiere f: R? — R durch
13
f(.]f y) . z24y20 (l’,y)?éo,
’ 0, (z,y) =0.

Insbesondere gelten f(x,0) = z und f(0,y) = 0. Daher ist f im Ursprung partiell
differenzierbar mit f1(0) = f»(0) =1 und f2(0) = f,(0) =
Ware f im Ursprung differenzierbar, so folgte insbesondere

olel) = o) - 10.0) = ((3). (1) ) = o -2 =5

Widerspruch.
Fiir stetig differenzierbare Funktionen gilt die Umkehrung jedoch

Theorem 6.4.7. Sei ) C R"™ offen und sei F' ein Banachraum. Dann ist f: Q — F
genau dann in ) stetig differenzierbar, wenn f in Q) stetig partiell differenzierbar
1st.
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Beweis. Wegen Proposition 6.4.3 geniigt es zu zeigen, dass f in Q stetig differen-
zierbar ist, falls f in ) stetig partiell differenzierbar ist, dass also ,,<=" richtig
ist.

Ist f differenzierbar, so kénnen wir nach Korollar 6.4.4 die Ableitung D f mit
Hilfe der partiellen Ableitungen D, f darstellen. Damit ist D f stetig, falls dies fiir
D;f gilt und wir miissen nur noch die Differenzierbarkeit von f in Q nachweisen.
Sei dazu xg € 2 beliebig und €2 ohne Einschrénkung konvex. Wir wollen zeigen,
dass

f(x) = f(wo) + Y Dif(x0) (' — ap) + ol & — o))
i=1

gilt.

Zur besseren Ubersicht fithren wir den Rest des Beweises nur im Falle n = 2
durch. Es gilt

f (1}1,332) —f (zé,x%) =f (xl,xz) —f (x(l),:rz) + f (:L'é,xQ) —f (:c(l),xg)
(6.1) :le(gc(l),x2) <x1 —x(l)>+0m2 (Hxl —x(l)H)
+Daf (20, 25) (2 = ) + o (||a* = 5][) -

Auf der rechten Seite hat der erste Term noch das falsche Argument, der zweite
Term hingt noch in unerwiinschter Weise von 2 ab und die beiden letzten Terme
haben die gewiinschte Form.

Fiir den zweiten Term benutzen wir die Definition dieses Terms und den Mittel-
wertsatz und erhalten

loz2 ([ = zal)[| = [l («",2%) = f (20,2%) = Duf (wg,2%) (" = z)|

< sup ||Dif (&%) = Dif (zg,2?)| - [|2" — x5 -
¢eloat] <llz—zol
S| T—Zo

Aufgrund der Stetigkeit von D;f sehen wir, dass der Term o,z (Hxl — xé“) ein
o(||z — xo||)-Term ist. Insbesondere wird also der erste Faktor in einer kleinen Um-
gebung von (:ﬂé, :c(z)) unabhéngig von z? klein.

Nun zum ersten Term der rechten Seite in (6.1). Es gilt

D f (1:(1),132) <x1 — xé> =D f (x(l),z%) <:£1 — 1:(1)>
+ (le (x(l),xg) —Dif (wé,mg)) <:c1 — LL'(l)>
Da D, f stetig ist, ist auch diese Differenz in o(||z — zo]|). O
In Kombination mit der Kettenregel erhalten wir

Theorem 6.4.8. Seien (2 C R" und Q' C R™ offen. Sei F ein Banachraum. Seien
f:Q— F und g= (g’)i 1 Q' — Q C R"™ differenzierbar:

h
— o T~

V——Q——=F
n g n
R™ R"™

Dann ist auch h = f o g differenzierbar und es gilt
Dh = "D;f(g)(Dg"),
i=1
d. h. mit Argumenten ' € Q" und u € R™ erhalten wir

Dh(z')(u) = ZDif(g(l”)) (Dg'(a")(u))
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undfderRl und 1 < j <m sowiel <k <1

onF . - afk

i 99
g7 &) = 2 o (g(z"))

oz’

().
Beweis. Nach Kettenregel gilt Dh = D f(g)(Dg). Explizit erhalten wir
Dh(z){u) = Df(g(x))(Dg(z)(u)) = Df(g()) ((Dg' (x),...,Dg" (2)) (w))
= Z Dif(g(x)) (mi (Dg' (x){u),. .., Dg"(x){w)))

= > Dif(g(x)) (Dy'(x){u))
wie behauptet. -

Bemerkung 6.4.9 (Jacobimatrix). Seien {2 C R™ offen und f: 2 — R™ differen-
zierbar. Nach Korollar 6.4.4 gilt fiir g € Q und u € R™

ZD flzo)ut = %(wo)ui.
i=1

Die j-te Komponente, 1 < j < m, davon lautet Z azz( xo)u

Die Ableitung kénnen wir beziiglich der kanomschen Basis des R™ bzw. R™
als Matrixmultiplikation darstellen. Die die lineare Abbildung D f(xo) darstellende

Matrix heifft Jacobimatrix. Wir bezeichnen sie mit (g:‘f; (x0)> 1< Oder Jy(zo).
1<i<n
In Matrizendarstellung erhalten wir

oft ot

<8f] Ozt o 9z
axi) T : :

1,7 afrn 8/-771

ozl t dxn

Dann erhalten wir D f(x¢){u) in Koordinaten als Matrixprodukt zwischen der Ja-
cobimatrix J¢(zo) und dem Spaltenvektor u=(u l) e R™

Ist n = m, so heifit det J¢(zo) = det g’; > =det df Funktionaldeterminante.

Aus Theorem 6.4.8 erhalten wir fiir die Jacoblmatrlzen
Jn(z) = J¢(g(x)) - J4(z).

Bemerkung 6.4.10 (Einsteinsche Summenkonvention). = Physiker summieren
gerne iiber Indices, die in einer Formel doppelt einmal unten und einmal oben auf-
tauchen. Unter Benutzung dieser Einsteinschen Summenkonvention erhalten
wir

Df(ao){u) = 52 (zo)u = filwo)u'

Daher bezeichnen wir die j-te Komponente von f mit f/ und die i-te partielle
Ableitung von f mit f;. Wir werden die Einsteinsche Summenkonvention auch ab
Vorlesungen iiber Differentialgeometrie oder Partielle Differentialgleichungen (mei-
nen Spezialgebieten) verwenden.

Oben und unten stehende Indices erlauben es auch besser, zwischen Elementen in
Vektorraumen und Dualrdumen zu unterscheiden. Dementsprechend ist es sinnvoll,
die Eintrége von Matrizen mit aé- zu bezeichnen. Details dazu finden sich in [4].

Wir zeigen einen eindimensionalen Hebbarkeitssatz.
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Lemma 6.4.11. Sei Q C R offen mit 0 € Q. Seien f,g: Q@ — R stetig und f in
O\ {0} stetig differenzierbar mit f' = g in Q\ {0}. Dann ist f in ganz Q stetig
differenzierbar und es gilt dort f' = g.

Beweis. Wir diirfen ohne Einschrinkung annehmen, dass € ein Intervall ist. Es
geniigt zu zeigen, dass f in 0 differenzierbar ist und f/(0) = g(0) erfiillt, dass also

f(z) = f(0) — g(0)x = o(|z|) fiir alle z € 2
gilt. Dazu zeigen wir, dass es zu beliebigen € > 0 ein § > 0 mit
|f(z) — f(0) — g(0)z] < & - |x]

fiir alle |z| < § gibt.
Definiere dazu ¢: [0,1] — R durch

o(t) == f(z) = f(tzr) — g(0)(1 = t)z.

Dann ist ¢ auf [0, 1] stetig und in (0, 1) differenzierbar. Der Mittelwertsatz ist also
anwendbar. Es gelten

¢(1) =0,
9(0)] = () — £(0) — g(0)z| < & - Jal,
19(0)] = |(0) — (1)

< sup |¢(1)] 1

te(0,1)
= sup | f'(tx)z — g(0)(—1)z|
te(0,1)
= sup [|f'(tx) — g(0)] - ||
te(0,1)
< sup [f(y) —g(0)] - [z] fiir |2 <,
0<|y|<é
= sup |[g(y) —g(0)] - |z|.
0<|y|<d
Die Behauptung folgt nun aus der Stetigkeit von g. (|

Lemma 6.4.12. Sei Q C R" offen. Seien f: Q@ — R und g: Q — R” stetig. Sei
H C R"™ eine Hyperebene, also ein n— 1-dimensionaler affiner Unterraum. Sei f in
Q\ H stetig differenzierbar mit Df = g. Dann ist f in ganz Q stetig differenzierbar
und es gilt dort Df = g.

Beweis. Nach Theorem 6.4.7 geniigt es zu zeigen, dass f in 2 partiell differenzierbar
ist und dort f; = g(e;) gilt. Dies folgt in einem gedrehten Koordinatensystem, in
dem keiner der Basisvektoren e; in H liegt, aus Lemma 6.4.11. O

Dieses Resultat tibertrégt sich wie folgt auf die erst im néchsten Kapitel defi-
nierten héheren Ableitungen.

Korollar 6.4.13. x Sei Q) C R" offen. Sei H C R"™ eine Hyperebene. Sei f: 3 — R
in Q\ H eine k-mal stetig differenzierbare Funktion und seien samtliche Ableitungen
bis zur Ordnung k stetig auf ganz Q fortsetzbar. Dann ist auch f in ganz Q k-mal
stetig differenzierbar.

Beweis. Induktion nach der Ordnung der Ableitung. O

Bemerkung 6.4.14. x Lemma 6.4.11 lésst sich nicht problemlos auf Funktionen
iibertragen, die auf dem Komplement einer abgeschlossenen Menge A mit int A = ()
definiert sind. Die Cantorsche Treppenfunktion ist ein Gegenbeispiel dafiir.
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Richtungsableitung.

Definition 6.4.15. Seien E, F Banachraume und Q@ C F offen. Sei e € E mit ||e|| =
1. Sei f: Q — F eine Funktion. Dann heifit f in zy in Richtung e differenzierbar,
falls die Funktion ¢(t) := f(xo + te), die fiir kleine € > 0 in (—¢,¢) definiert ist, in
t = 0 differenzierbar ist. Dann heift ¢(0) Richtungsableitung von f im Punkt

Zo in Richtung e. Wir schreiben dafiir D, f(z), Vef(zo) oder %.

Bemerkung 6.4.16.

(i) Ist E = R", so sind die partiellen Ableitungen gerade die Richtungsableitun-
gen in Richtung e;, fi(xo) = D, f(z0).

(ii) Ist f in z( differenzierbar, so gilt nach Kettenregel D. f(z) = D f(x)(e) fiir
alle e € E mit |le]| = 1.

(iii) * Gelegentlich erlaubt man in der Definition der Richtungsableitung auch
beliebige e # 0.

(iv) * Die Funktion aus Beispiel 6.4.6 ist im Ursprung in jede Richtung differen-
zierbar, jedoch nicht differenzierbar.

(v) * Einen Vektor der Lange 1 nennen wir Richtung oder Einheitsvektor.

6.5. Ableitungen héherer Ordnung. In der folgenden Definition werden wir
hohere Ableitungen induktiv definieren und zur besseren Anschauung die zwei-
te und dritte Ableitung zusétzlich explizit definieren. Beachte dabei, dass wir die
bisherige Definition von Differenzierbarkeit anwenden kénnen, da auch L(E,F),
L(E,L(E,F)), ...mit der Operatornorm wieder Banachrdume sind.

Definition 6.5.1. Seien E, F Banachrdume, 2 C F offen und f: Q — F eine
Abbildung. Sei z¢ € Q) beliebig.

(i) Wir definieren Df := f: Q — F als die 0-te Ableitung von f. Ist f in
U cC Q differenzierbar, so definieren wir die erste Ableitung von f durch
D'f:=Df: U — L(E, F).

(ii) Ist Df in einer Umgebung U von xg definiert und die Abbildung Df: U —
L(E, F) in z, differenzierbar, so heit D(Df)(x¢) = D?f(x0): E — L(E, F),
also D?f(z¢) € L(E,L(E, F)) zweite Ableitung von f in .

(iii) * Ist D?f: U — L(E, L(E, F)) in einer Umgebung U von zq definiert und in
xo differenzierbar, so heifst die Ableitung dieser Funktion dritte Ableitung
von f in xo: D(D?f)(z0) = D3f(x0) = DDDf(x0) € L(E, L(E, L(E, F))).

(iv) * Ist die k-te Ableitung DF f von f in einer Umgebung U von z¢ definiert und
ist D¥f: U — L(E,...,L(E,F)...) in xq differenzierbar, so heifit die Ablei-
tung dieser Funktion, D (D* f) (zg) = D*! f(zy), die (k+1)-ste Ableitung
von f in xy.

(v) x Existiert die k-te Ableitung von f in allen x € Q, so heift f in Q k-mal
differenzierbar.

(vi) * Existiert die k-te Ableitung von f in allen z € Q und ist sie in €2 stetig, so
heift f in Q k-mal stetig differenzierbar oder von der Klasse C*(Q, F).
(vii) » Sind k € N, f € C¥(Q, F) und alle Ableitungen von f bis zur Ordnung k
auf Q stetig und beschrinkt fortsetzbar, so ist f von der Klasse C* (ﬁ, F ),
f e C (@ F).
(viii) x Ist f € C*(Q,F) fiir alle k € N, so heift f glatt oder von der Klasse
C>(Q, F).

Bemerkung 6.5.2.

(i) * Da L(E, F) selbst wieder ein Banachraum ist, konnen wir die Definition von
Differenzierbarkeit auf die Abbildung Df: U — L(FE, F) anwenden.
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(ii) Aus der linearen Algebra, siehe auch Bemerkung 6.1.6, kennen wir den (norm-
treuen) Isomorphismus
A a mit

a(u,v) == (A{u)) (v) fir alle u,v € E.
——
€L(E,F)
Damit erhalten wir direkt

Proposition 6.5.3. Sei Q C E im Banachraum E offen. Sei f: Q — F in xg
zweimal differenzierbar. Dann ist, vermdge der Identifikation

L(E,L(E,F)) = Ly(E; F),
D%f(x0) € Lo(E; F) und es gilt
D? f(x0)(u,v) = D? f(z0){u, v) = (D*f(o)(u)) (v)-
Bemerkung 6.5.4.

(i) Hier stehen links die bilinearen Abbildungen, bei denen wir auch wieder (-, )
benutzen werden um die Linearitdt in den angegebenen Argumenten zu ver-
deutlichen.

(i) Wir wollen kiinftig stets D?f(z¢) fiir das Element in L(E,L(E,F)) oder
Ly(E; F) schreiben.

(iii) Entsprechend schreiben wir stets D* f(x) fiir das entsprechende Element in

L(E,...,L(E,F)...)
oder in Ly (FE; F). Dabei benutzen wir induktiv, dass
L(E, Li(E; F)) = Ly (B3 F)
gilt.
Beweis. Ubung. (]

(iv) Ist f in Q zunéchst m-mal differenzierbar und D™ f in  noch n-mal differen-
zierbar, so ist f in {2 mindestens (m + n)-mal differenzierbar.

Beweis. Induktion. Ubung (|

Definition 6.5.5 (C*-Normen). Seien E, F' Banachriume und Q C E offen. Dann
definieren wir auf C* (ﬁ, F ) eine Norm, die C*-Norm, durch

k
Ifller@,r = 1D £l co @0, )
1=0

mit Loy(E, F) = F.

Genauso wie im eindimensionalen Fall sehen wir, dass die Raume C* (ﬁ, F )
Banachrdume sind.

Theorem 6.5.6. Seien E, F' Banachriume und sei 2 C E offen. Sei k € N. Dann
ist C* (Q, F) mit der C*-Norm ein Banachraum.

Beweis. Ubung. O
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Lemma 6.5.7. Seien E,F Banachriume und Q C E offen. Sei f: Q@ — F in
xo € Q zweimal differenzierbar. Sei U eine Umgebung von xq, in der f einmal dif-
ferenzierbar ist. (U existiert nach Definition von zweimaliger Differenzierbarkeit.)
Sei v € E fest. Definiere ¢: U — F durch ¢(x) = Df(z){v). Dann ist ¢ in xg
differenzierbar und es gilt fir alle u €

De(x0)(u) = D* f(z0)(v, u).
Beweis. Wir schreiben ¢ als Komposition der linearen Abbildung
$: L(E,F) - F mit A~ Av
und der Abbildung Df: U — L(E,F): ¢ = ® o Df. Die Abbildung ® ist wegen
l4v]e < [ AllLee) - lolle,
wobei nun anders als sonst ||v||g die Konstante liefert, stetig. Aus
B(A) — B(Ag) = (A — Ag)(v) = DB(Ay)(A — Ao)

wie bei jeder stetigen linearen Abbildung folgt hier D®(Ag)(B) = B(v). Nach
Kettenregel ist ¢ somit in zq differenzierbar und es gilt Dy = D®(Df) o D?f und
in expliziterer Form

Dp(xo)(u) = DR(D f (o) (D(Df(-){-))(wo){u))
=D®(D f(wo)) (D* f(w0) () (u)) = D* f (o) (v, u),
wobei Df(-){(-) eine Funktion x — L(E, F) bezeichnet. O

Das folgende Resultat ist eine Variante des noch folgenden Satzes von Schwarz.
Beachte, dass hier die Existenz der zweiten Ableitung in zy und nicht nur die
partieller Ableitungen gefordert wird.

Theorem 6.5.8. Seien E, F' Banachrdume, 2 C E offen und sei f: Q@ — F inxg €
Q zweimal differenzierbar. Dann ist die bilineare Abbildung D?f(xo) symmetrisch,
d. h. es gilt fir alle u,v € E

D?f(x0)(u,v) = D? f (o) (v, u).
Beweis. Wir behaupten, dass
(6.2) f(zotutv)=f(zo+u)—f(zo+v)+[(w0) = D?f(w0)(u,v)+o ((||lull + [v])?)

gilt, falls u,v so gewdhlt sind, dass alle Ausdriicke wohldefiniert sind, also z.B.
u,v € B.(0) mit r > 0, so dass Ba,(z¢) C Q gilt, was wir im Folgenden annehmen
werden.

Aus (6.2) folgt die Behauptung: Die linke Seite ist in © und v symmetrisch. Somit
gilt

| D? f (o) (u, v) — D* f(wo) (v, u) || = o ((|u]l + [[v]))?)
und fiir alle Einheitsvektoren u, v € E und alle [¢t| < r erhalten wir daraus
t* || D? f (o) (u, B) — D* f (o) (v, 1) || = o (7).

Wir dividieren nun durch ¢?> # 0 und erhalten im Grenzwert ¢ — 0 die Behauptung.

Somit ist noch (6.2) zu zeigen. Definiere fiir 0 < ¢ < 1 die Funktion

o(t) == fzo +u+tv) — f(xzo + tv).

Die behauptete Gleichheit werden wir dann aus einer Abschétzung fiir (1) —(0)—
¢'(0) erhalten, vergleiche das Ende dieses Beweises.

Es gilt der Mittelwertsatz fiir auf Teilmengen von R definierte Funktionen in der
Form

(1) = ¢(0) =" (0)]| < S " () = ¢"(0)]]-
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Die rechte Seite wollen wir weiter abschétzen. Nach Kettenregel gilt
¢'(t) = Df(zo + u + tv){(v) — D f (w0 + tv)(v).

Wir addieren eine Null und schreiben die beiden Differenzen aufgrund der Differen-
zierbarkeit mit Hilfe der zweiten Ableitung, benutzen die Linearitéat der Ableitungen
im ,,(-)*~Argument und erhalten

¢'(t) = {Df (2o + u+tv) = Df(zo) — [Df (w0 + tv) — Df(x0)]} (v)
= {D?f(z0)(u+tv) + of|lu+tv]]) — D* f(zo) (tv) — o([[tv|]) } (v)
= D? (o) (v){u) + o([|u + tv]|){v) — o(|[tv])){v)
und somit

¢/ (t) = D f (o) (v) (u} || = o(llw + tv]})llvll + o(|[tol])]v]I-

(Zur hier angegebenen Reihenfolge der Argumente: Bei der ersten Ableitung gibt
es fiir das lineare Argument noch eine Leerstelle, in die v nachher eingesetzt wird.
Daher kommt das zunichst ausgeklammerte (v), obwohl es nun ganz hinten steht,
an die erste Stelle. Die zweite Ableitung ist die Ableitung bevor v eingesetzt wird.
Daher wird v auch bei der Anwendung der charakterisierenden Gleichung fiir die
zweite Ableitung nicht mitberiicksichtigt, sondern ,wartet auen darauf, spater als
Argument eingesetzt zu werden.)

(Alternativ konnte man auch mit Lemma 6.5.7 argumentieren. Dabei wird aller-
dings nicht klar, warum o(...) nicht auch noch von v, was ja nun Bestandteil der
betrachteten Funktion ist, abhéngt.)

Wie man sich beispielsweise mit Hilfe der e-Notation leicht iiberzeugt, sind beide
Fehlerterme in o ((||ul| + ||v[|)?). Hieraus folgt einerseits

sup l¢'(8) — " (0)I| < o (([lull + [I0])?) .

0<t<1
andererseits konnen wir den Ausdruck fiir ¢/(t), ausgewertet an der Stelle ¢t = 0,
auch in der Folgerung aus dem Mittelwertsatz einsetzen und erhalten

(1) = 9(0) = D? f(zo){v,u) + o (([|ull + [[v]))?) -
Nach Definition von ¢ ist dies aber gerade die Behauptung. O

Auch fiir zweite Ableitungen bekommen wir einen Zusammenhang zwischen D? f
und zweiten partiellen Ableitungen.

Proposition 6.5.9. Sei 2 C R™ offen und sei F' ein Banachraum. Sei f: 0 — F
in xg € Q zweimal differenzierbar und seien 1 < i,j < n. Dann gelten

(i)
D;D; f(x) = D? f(x0)(e;, €)
(i) und
D;Dj f(z0) = D;D; f(z0),
d. h. die zweiten partiellen Ableitungen kommutieren.

Die Reihenfolge der linearen Argumente ist eine Konvention und kommt in der
Literatur auch anders herum vor.

Beweis.

(i) Fir die ersten partiellen Ableitungen von f haben wir in Proposition 6.4.3
bereits D;f(-) = Df(-) o xj, 1 < j < n, mit der Standardeinbettung R —
R™ in die j-te Komponente gezeigt. Daraus erhalten wir D; f(-) = D f(-)(e;)
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durch Anwenden auf 1. Wir differenzieren dies nochmals und benutzen dabei
nochmals Proposition 6.4.3 und Lemma 6.5.7

DiD;f(x0) = D(Df(-){e;))(xo){ei) = D*f(xo) (e, i) -
(ii) Dies folgt nun unmittelbar aus Theorem 6.5.8. Es gilt ndmlich

D;Djf(zo) = D2f(x0)<ej, ei) = D2f($0)<€ia ej) = D;D;f(xo). O

Existieren die zweiten partiellen Ableitungen und sind stetig, so existieren auch
die zweiten Ableitungen. Als Vorbereitung dafiir zeigen wir

Lemma 6.5.10. Sei F' ein Banachraum. Dann sind L(R™, F') und (L(R, F))" =
F™ isomorphe Banachrdume, d.h. es gibt eine beschrinkte lineare Abbildung zwi-
schen ihnen mit beschrinkter Inversen.
Ist x;: R — R™ die kanonische Einbettung in die i-te Komponente und 7;: R™ —
R die Projektion auf den i-ten Faktor, so ist ein maglicher solcher Banachraumi-
somorphismus durch ®: A — (A;)1<i<n mit A; = Ao x; und die Inverse dazu ist
n
durch A =Y A; om; gegeben.
i=1
Beweis. Direktes Nachrechnen. Beachte, dass wir nicht behaupten, dass der Ba-
nachraumisomorphismus normerhaltend ist. O

Bemerkung 6.5.11. x Lemma 6.5.10 lasst sich sehr anschaulich mit Vektoren
darstellen. Eine Abbildung A € L(R", F) entspricht einem Zeilenvektor, in dem
die Elemente A(e;) € F stehen. Dann operiert A als Vektormultiplikation auf x =

(xz)lgign eR™
Alz) = (Afer) ... Alen))

Nun ist ®(A) € F™ gerade dieser Zeilenvektor.

Theorem 6.5.12. Sei Q C R™ offen und sei F' ein Banachraum. Sei f: Q@ — F
eine Abbildung. Dann ist f genau dann zweimal stetig in Q differenzierbar, wenn f
in Q zweimal stetig partiell differenzierbar ist.

Beweis. Nach Theorem 6.4.7 (stetige und stetige partielle Differenzierbarkeit sind
dquivalent) ist die Behauptung fiir die ersten Ableitungen bekannt.

,=“ Sei f zunichst zweimal stetig differenzierbar. Nach Proposition 6.5.9 gilt
D;D; f(z0){-,-) = D?f(x0){ej, e;) und wir erhalten die Behauptung fiir die
zweiten Ableitungen.

»<" Seinun f umgekehrt zweimal stetig partiell differenzierbar, D; f und D;D; f,
1 < 4,5 < n existieren also und sind stetig. Nach Theorem 6.4.7 sind somit
f und D;f in Q stetig differenzierbar.

Wir verwenden nun ¢ aus Lemma 6.5.10 und erhalten eine Abbildung
®oDf: Q — F™. Nach Proposition 6.4.3 sind die Komponenten dieser
Abbildung gerade die partiellen Ableitungen D; f.

Nach Voraussetzung sind die Funktionen D;f, die ja gerade die Kom-
ponenten der Abbildung ® o Df sind, in Q differenzierbar. Somit ist nach
Proposition 6.1.13 auch die Abbildung ®o D f in 2 differenzierbar. Wir ver-
kniipfen diese Funktion noch mit der linearen Abbildung ®~! und erhalten,
dass Df = ® ' o®o Df in Q differenzierbar ist.
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Zur Stetigkeit der Abbildung z — D?f(x): Seien u = (ui)1<i<n ,U =
(vj)1§jgn € R". Es gilt

D?f(z)(u,v) <Zu GZ,ZU e]>

Jj=1

:Zui~vj~D2f()ez,eJ Zu v’ - D;D; f(x)

3,j=1 3,j=1

und somit erhalten wir
D*f(x) = > mi(-)-m;(-) - D;D;f(x).

Hieraus folgt die Stetigkeit. (|

Korollar 6.5.13 (Satz von Schwarz). Sei Q) C R™ offen und sei F' ein Banachraum.
Sei f: Q — F zweimal stetig partiell differenzierbar, so sind die zweiten partiellen
Ableitungen symmetrisch, d. h. fir alle 1 <i,5 < n und alle x € Q gilt

D;D;f(x) = D;D; f(x).

Beweis. Nach Theorem 6.5.12 ist f in Q zweimal differenzierbar. Nun kénnen wir
Proposition 6.5.9 anwenden und erhalten die behauptete Vertauschbarkeit der par-
tiellen Ableitungen. O

Bemerkung 6.5.14.

(i) Sei 2 C R™ offen und sei f: @ — R zweimal differenzierbar. Dann erhalten
wir flir alle x € 2 und alle u, v € R™ nach Proposition 6.5.9 und der Linearitat

D2 f( Z D;D; f(x)u’ v
,5=1
(ii) Wie in der linearen Algebra kénnen wir auch hier die symmetrische Bilinear-
form D?f(z) durch eine Matrix darstellen, nimlich durch (D;D; f())1<i j<n,
die Hessematrix oder Hessesche von f.

Viele Eigenschaften, die wir fiir zweite Ableitungen gezeigt haben, libertragen
sich per Induktion auf hthere Ableitungen. Wir erwdhnen hier nur die entsprechen-
den Resultate.

Bemerkung 6.5.15. % Seien n,m € Ny, F' ein Produktraum mit F' = H F} fiir

Banachréume F}, @ C R" = F offen und f:  — F eine Abbildung. Hauﬁg machen
wir von der Produktgestalt keinen Gebrauch; dies entspricht den Féllen n = 1 oder
m = 1.
(i) Ist f eine k-mal differenzierbare Abbildung, so kénnen wir D* f(z() als Ele-
ment in Ly (E; F) auffassen.
(i) Ist f eine k-mal differenzierbare Abbildung und D* f eine I-mal differenzier-
bare Abbildung, so ist f eine k + [-mal differenzierbare Abbildung.
(iii) Seien f eine k-mal differenzierbare Abbildung und uy,...,ur—1 € E. Dann ist
die Abbildung ¢: Q — F mit

olx) = Dk_lf(x)<u1, ey Ug—1)

in Q differenzierbar und es gilt

De(x)() = D*f(x){us, ... up—1,").
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Ist f sogar k + 1-mal differenzierbar, so gilt eine entsprechende Aussage auch
fiir die zweite Ableitung von ¢, .. ..

(iv) Sei f eine im Punkt o € 2 mindestens k-mal differenzierbare Abbildung. So
ist

Ek > (ul, - ,uk) — Dkf(mo)<u1, - ,uk>

eine symmetrische Abbildung, d.h. es gilt

D* f(xo)(ua, ..., ur) = D* f(20) (Uo(1), - - » U (k))
fiir alle uy,...,ur € E und alle o0 € S(k), der symmetrischen Gruppe, die die
ersten k natiirlichen Zahlen beliebig permutiert.
(v) Sei f in g € Q eine k-mal differenzierbare Abbildung. Dann ist f in 2y auch
k-mal partiell differenzierbar und es gilt fiir alle 4; mit 1 <4; <n, 1< j <k,
Dik s D“f(ﬂfo) = Dkf($0)<Xu(1)7 R th(l»

Somit sind die k-ten partiellen Ableitungen symmetrisch; es gilt
Dik ce Dllf(xo) = Dia(k) s Dia(l)f(xo)

fir alle o € S(k).
(vi) Die Funktion f = (f*),_,

zierbar, wenn dies fiir alle Komponentenfunktionen f?, 1 < i < m, gilt und es
folgt in diesem Falle

D*f(x) = (D* f(x),..., D" f™(2)) ,

wobei wir Ly (E, F) mit [[ Lx(E, F;) identifizieren.
i=1

ist genau dann in einem Punkt k-mal differen-

(vii) Auch fiir hohere Ableitungen k-mal differenzierbarer Funktionen gilt eine Ket-
tenregel, allerdings sehen die Darstellungen héherer Ableitungen von Verkniip-

fungen komplizierter aus.
(viii) Ist f € C*(Q), so gilt

Dy, ... D, f(x) = D*f(x){ei,, .., ei,)

fir alle x € Qund alle ; mit 1 <4; <n, 1 <[ <k.
Fiir Vektoren u; = (uf,... ,u?)T folgt

DFf(x)(uy, ... u) = Z Dy ... Dy, f()ult - k.

i1y =1
Beispiele 6.5.16.
(i) Sei f: R? — R durch (x,y) — 2%y gegeben. Dann ist
fr2((z,y)) = Da(2xy) = 22 = Dy (2%) = far((z,y)).
(i) * Die Funktion f: R? — R mit

vy (2% — y?)
fay) = e 0 @700,

0, (at,y) = (070)7

ist im Ursprung zweimal partiell differenzierbar, jedoch sind die zweiten par-
tiellen Ableitungen dort weder stetig noch symmetrisch.

Beweis. Ubung. (|

(iii) Sei B: R™ x R™ = R"*™ — R* bilinear. Somit ist B automatisch auch stetig.
Dann ist B € C* und D3B = 0.
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Beweis. Es gilt
DB(u,v){(a,b)) = B(a,v) + B(u,b).
Die Abbildung DB(-,-){(a,b)): R" x R™ — RF ist linear. Somit gilt
D(DB(-,-){(a, b)) (u,v){(c,d)) = D*B(u,v){(a,b), (c,d))
= B(a,d) + B(c,b).
Dies ist von (u,v) unabhiingig. Also ist D3B = 0. O

(iv) Sei E ein Banachraum und GL(E) C L(FE) die (offene) Menge der Operatoren

in L(E) mit Inverser Abbildung in L(E). Dann ist
®: GL(E)> A A~ ¢ GL(E) C L(E)
in GL(E) differenzierbar und es gilt D®(A)(B) = —A"1BA~. (Vergleiche
dies mit (9’1)/ = 75—;.) Es gilt & € C°.
Beweis. Wir zeigen nur die Behauptung iiber D® und lassen es als Ubung, die
Glattheit von D® mit Hilfe der Glattheit der in (A, C') bilinearen Abbildung
U(A,C){B):= —ABC,

der Kettenregel und Induktion zu zeigen.
Differenzierbarkeit: Statt ®(A + B) — ®(A) — DP(A)(B) € o(||B]|) zu
zeigen, multiplizieren wir die Gleichung von links mit A und erhalten

o(|BI) =A(B+ A" — AA™' + AAT'BA™!
— (B+A)A™ ) —14+BA™!
— (BA™' 1) —14+BA
Die Behauptung folgt nun mit Hilfe der Neumannschen Reihe, denn es gilt
(1+BA) ' =1-BA' + (BA)’ - (BA™ )’ +
fiir || BA™Y|| < 1. O
6.6. Taylorsche Formel.

Definition 6.6.1. Seien E, F Banachrdume, 2 C F offen und f: Q — F eine
k-mal differenzierbare Abbildung. Seien v € E und x € ). Dann setzen wir

D (@) () = DFf(@) {u, ..., u)
——
k Stiick

fir k € Nxg und DO f(z)(u)? = f(z).

Lemma 6.6.2. Seien E, F Banachrdume, Q0 C E offen und f: Q — F eine k-mal
differenzierbare Abbildung. Seien x,u € E mit [x,x +u] C Q. Dann ist [0,1] > ¢ —
o(t) = f(z +tu) € F ebenfalls k-mal differenzierbar und es gilt

OB (t) = DF f(x + tu) (u)F.
Beweis. Kettenregel und Induktion. O

Theorem 6.6.3 (Taylorsche Formel). Seien E,F Banachriume, Q C E offen und
feCr(Q,F), peN. Seix € Q. Dann gilt fir alle w € E mit x +u € Q die
Darstellung

p
1
S+ ) =3 DA+ o)
k=0
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Beweis. Da 2 offen ist, diirfen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass 6 > 0 so
gewihlt ist, dass Bs(z) C Q gilt. Da die Behauptung nur im Falle, dass ||u|| klein ist,
nichttrivial ist, diirfen wir ohne Einschrinkung |lu|| < § annehmen. Wir betrachten
nun ¢ mit [0,1] 3¢ — (t) = f(z + tu) € F wie in Lemma 6.6.2. Dann ist ¢ sogar
noch in einer kleinen Umgebung von [0, 1] C R von der Klasse CP. Wir wenden nun
den eindimensionalen Satz von Taylor, Theorem 4.6.2, an und erhalten

=" e 0) + Ryle,0)(1)
k=0 "

sowie die Restgliedabschétzung

IR, O] € =57 s

Die Behauptung folgt nun direkt mit Hilfe der Formel fiir die Ableitungen von ¢
aus Lemma 6.6.2. 0

H“"(m Lp<p>(0)H _

Bemerkung 6.6.4 (Lagrangesche Restgliedabschiitzung). Ist f € CPT1(€, F), so
erhalten wir mit einem analogen Vorgehen, diesmal unter Verwendung von Theorem

4.6.7, die Abschitzung

1
fla+u) =) ﬁDkf(x)(wk +O (JlulP*).
k=0
Stellen wir totale Ableitungen mit Hilfe der partiellen Ableitungen dar, so erhal-
ten wir aus der Taylorschen Formel

Korollar 6.6.5. Sei Q@ C R™ offen, F ein Banachraum und f € CP(Q, F) mit
p > 1. Dann gilt fir alle z,z +u € Q)

flw+u) Zk. Z Dy, ... Dy, f(x)u' . out o (||ulP).

11,0 =1
Bemerkung 6.6.6 (Multiindexschreibweise). x Ist a € N™, so schreiben wir D% f

fiir die Ableitung D" ... D% f und nennen |a| = Y «; die Ordnung der Ableitung.
i=1

Weiterhin schreiben wir H ( ) = u®. In dieser Schreibweise erhalten wir die

folgende Form der Taylorschen Formel:

= Y D +o(full)

lo| <k

mit a! == aq! ... apl.

Beweis. Dies folgt aus rein kombinatorischen Uberlegungen aus der obigen Taylor-
schen Formel. (]

6.7. Lokale Extrema. Hinreichende und notwendige Bedingungen fiir lokale Ex-
trema benutzen die aus der linearen Algebra bekannte Definitheit.

Definition 6.7.1. Sei E ein Banachraum und a € Lo(FE;R) eine symmetrische
Bilinearform. Dann heift a

(i) = positiv semidefinit, a = 0, falls a(z,z) > 0 fir alle z € F gilt.

(ii) * positiv definit, a > 0, falls a(z,z) > 0 fir alle z € E \ {0} gilt.

(iii) gleichmiRig positiv definit, falls es ein ¢ > 0 mit a(z,2) > cfir allez € E

mit ||z]| = 1 gibt.
(iv) * negativ semidefinit, a < 0, falls —a positiv semidefinit ist;
negativ definit, a < 0, falls —a positiv definit ist; .. ..
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(v) * (gleichmifig) definit, falls a (gleichméfig) positiv oder negativ definit
ist.
(vi) * indefinit, falls es Vektoren z,y € E mit a(z,z) > 0 und a(y,y) < 0 gibt.

(vii) Ist H ein reeller Hilbertraum und A € L(H) selbstadjungiert, so heifst A po-
sitiv semidefinit, ..., falls dies fiir die symmetrische Bilinearform (z,y) —
(Az,y) gilt. Wir schreiben hier ebenso A = 0, ....

(viii) % Im komplexen Fall benutzen wir die entsprechenden Definitionen fiir hermi-
tesche (gleiche Linearititseigenschaften wie beim komplexen Skalarprodukt)
Sesquilinearformen a € Lo (E;C).

(ix) » Héaufig schreibt man auch einfach a >0, a >0, ....

Bemerkung 6.7.2. x Ist dim E < oo, so ist jede positiv definite Bilinearform auch
gleichméfig positiv definit.

Bei symmetrischen R™*"*-Matrizen kann man mit Hilfe der Eigenwerte Definit-
heit iiberpriifen, siehe [5]:

Lemma 6.7.3. * Sei A = (aij)1<ij<n € R™*" eine eine symmetrische Bilinear-
form darstellende Matriz und seien (A\;)1<i<n deren Eigenwerte mit Vielfachheiten.
Dann gelten

(i) A0 —= MN>0 Vi,

(i) A0 <= X\ >0 Vi,

(ii)) A0 = X\ <0 Vi,

(iv) A<0 <= X\, <0 Viund

(v) A ist indefinit <= 3Ji,j: A\ <0<\

Beweis. Diagonalisiere A. O

Bei symmetrischen R™*"-Matrizen kann man die strikte Definitheit mit Hilfe der
Vorzeichen von Unterdeterminanten untersuchen, siehe [5]:

Lemma 6.7.4. * Sei A = (aij)1<ij<n € R™*" eine eine symmetrische Bilinear-
form darstellende Matrixz. Dann gelten

(’L) A-0 <— det(aij)lgingk >0 VI<k< n,

(ii)) A<0 <= (=1 det(a;j)i<ij<x >0 V1<k<n.

Beweis. Siehe [5]. O

Bemerkung 6.7.5.  Beachte, dass die entsprechende Aquivalenz im Falle A = 0
. . 100

nicht mehr gilt, betrachte dazu A = (8 0 _01) .

Theorem 6.7.6. Sei E ein Banachraum, Q C E offen und f € C?(Q,R). Sei
xo € Q eine lokale Extremalstelle von f.
(i) Dann ist xo ein kritischer Punkt von f, d. h. es gilt D f(x¢) = 0.
(ii) Weiterhin gilt D*f(xq) = 0 in einem lokalen Minimum
x bzw. D% f(x0) < 0 in einem lokalen Mazimum.

Beweis.

(i) Sei u € E beliebig. Dann ist 0 eine lokale Extremalstelle der Funktion ¢ mit
(—g,8) 2t = (t) = f(xo +tu) € R, die fiir ein kleines € > 0 definiert ist. Da
 auf einer offenen Teilmenge von R definiert ist, folgt 0 = ¢’(0), also aufgrund
der Kettenregel D f(zo)(u) = 0. Da u € E beliebig war, folgt D f(zo) = 0 und
xo ist ein kritischer Punkt von f.

(ii) Aus der Taylorschen Formel folgt nun

Flaro+u) = Flwo) + 5 D (o) () + o ()
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fiir alle v in einem hinreichend kleinen Ball B,.(0), so dass B,(xg) C Q gilt.
Wir betrachten ab jetzt ohne Einschrénkung den Fall eines lokalen Minimums.
Durch Verkleinerung von r > 0 kénnen wir erreichen, dass f(xo +u) > f(xo)
fiir alle u € B,.(0) gilt. Setzen wir in die Taylorsche Formel nun speziell u = te
mit 0 < ¢ < r und ein beliebiges e € E mit |le|| = 1 ein, so folgt

0.< flawo +te) — (o) = 3D (wo){e€) +0(1?)

Wir dividieren nun durch #2, lassen ¢t — 0 und erhalten, da e € E mit ||e|| = 1
beliebig war, die Behauptung.

Bemerkung 6.7.7. x Bereits im eindimensionalen Fall haben wir gesehen, dass
D?f(x0) = 0 zwar eine notwendige, jedoch keine hinreichende Bedingung fiir ein
lokales Minimum ist, wie man am Beispiel R 3 t — t3 € R sieht.

Theorem 6.7.8. Sei E ein Banachraum. Sei Q C E offen und f € C*(Q). Sei
xo € Q ein kritischer Punkt von f.

(i) Ist D f(zg) gleichmifSig positiv definit, so nimmt f in xq ein lokales Minimum
an.

(ii) Ist D?f(xo) gleichmifig negativ definit, so nimmt f in xq¢ ein lokales Maxi-
mum an.

Ist dim F' < oo, also z. B. E = R", so geniigt die positive bzw. negative Definitheit
als Voraussetzung.

Beweis. Sei D?f(xq) ohne Einschrinkung gleichméRig positiv definit, d. h. es gibt
ein ¢ > 0, so dass D?f(zo)(u,u) > 2¢||lul|? fiir alle u € E gilt. Sei r > 0, so dass
B, (z9) C Q gilt. Sei ||u|| < r. Dann folgt aus der Taylorschen Formel

Flwo+u) = f(zo) +cllull* + o (|[ull) -

Ist r klein genug, so erhalten wir |o (|[u/|?)| < £||u[* und es folgt
c
Fao+0 > flao) + Slll?
fiir alle u € B, (0). Dies impliziert die Behauptung. O

Beispiele 6.7.9. *

(i) Die Funktion f: R? — R mit (z,y) — 22 — %2 hat in (0,0) einen kritischen
Punkt. D? f(0) ist indefinit; wir nennen solch einen Punkt einen Sattelpunkt.
Die Anzahl der negativen Eigenwerte von D?f(0) heift Index von f im kri-
tischen Punkt 0. Fiir den Index gilt hier ind f(0) = 1.

(ii) Die Funktion R? 3 (z,y) — e 3 +v?) (2% — y?) hat zwei lokale Minima, zwei
lokale Maxima und einen Sattelpunkt.

7. EXISTENZSATZE

7.1. Banachscher Fixpunktsatz. Mit kontrahierenden Abbildungen bekommen
wir eine weitere Moglichkeit, die Existenz von v/2 zu zeigen.

Definition 7.1.1. Sei E ein metrischer Raum und 7: E — E eine Abbildung.
Dann heifst T kontrahierend oder eine Kontraktion, falls es ein k& € [0, 1) gibt,
so dass fiir alle z,y € £

d(T(x), T(y)) < kd(z,y)
gilt.

Bemerkung 7.1.2. Jede Kontraktion ist stetig.
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Theorem 7.1.3 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei E ein vollstandiger metrischer
Raum und sei T eine kontrahierende Abbildung mit Konstante k € [0,1). Dann gibt
es genau ein & € E mit & =T(Z), d. h. & ist der (einzige) Fizpunkt von T.
Beweis. Sei xg € E beliebig. Definiere induktiv z,4+1 := T(x,,).
(i) (xn)n, ist eine Cauchyfolge: Es gilt
d(mn—&-ma xn) < d(xn+m7 -Tn+m—1) + ...+ d(xn—&-la xn)
< (K"l L4+ k") - d(w, o)
=k" (kmil + ...+ 1) . d($1,$0)

<E™Y K - d(w, o)
j=0

kTL
= md(xl, l’o).

Die rechte Seite konvergiert fiir n — oo gegen Null. Somit ist (x,), eine

Cauchyfolge.
(ii) Existenz eines Fixpunktes i: Da E vollstandig ist, konvergiert die Cauchy-

folge gegen ein & € E. Wegen x,, — & erhalten wir

d(z,T(2)) <d(Z,zy,) + d(z,, T(Z))
=d(&,xn) + d(T(xp-1),T(Z))

<d(%,x,) + kd(xp_1,2) — 0.

n—oo
(iii) Eindeutigkeit: Sei T ein weiterer Fixpunkt. Dann gelten T'(Z) = T und
d(7, &) = d(T(z), T(2)) < kd(T, 7).
Somit ist d(Z, £) = 0. Daher ist der Fixpunkt eindeutig bestimmt. O

Bemerkung 7.1.4. x Mit m — oo erhélt man aus der langsten Abschitzung aus
dem Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes die Ungleichung

kn
d(z,x,) <
() < T
Damit kann man abschéitzen, wie genau man einen Fixpunkt nach n Iterationen
erreicht hat.

d(lL’l, QC()).

Beispiel 7.1.5. Auf dem vollstandigen metrischen Raum [1,2] C R betrachten wir
die Abbildung T': [1,2] — R mit z + & + ¢(2 — 2?) fiir unterschiedliche Werte von
c.

(i) Esgilt T(1) = 1+c. Somit kann T hochstens fiir ¢ € [0, 1] eine Selbstabbildung
sein.
(ii) Es gilt T'(2) = 2 — 2c. Daher kann T héchstens fiir ¢ € [0, 3] eine Selbstabbil-
dung sein.
(iii) Fiir ¢ = 0 gilt T'(z) = «, also ist T keine Kontraktion.
(iv) Quadratisches Ergénzen liefert

1 1\* 1
T(m)x+2ccx2c(xzcx2>c((mQC) 4022>'

Die Funktion T, auf R fortgesetzt, besitzt also an der Stelle x = i ein lokales

Maximum. Ist 1 < 2% < 2, so ist dies im Definitionsbereich von T'. Dann gilt

also i <c< % Der Wert in diesem Maximum ist dann also durch

1 1
- —-2) = —+2e<1+1=2
c( 4c2 ) 4c+ esl+
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nach oben abgeschétzt.

(v) Somit gilt fiir ¢ € [0, 1] die Inklusion T'([1,2]) C [1,2]. Betrachte daher T als
Selbstabbildung T': [1,2] — [1,2].

(vi) Um zu sehen, wann 7" eine Kontraktion ist, betrachten wir

|T(z) = T(y)| = |x—|—c(2—x2)—y—c(2—y2)‘:’x—cm2—y+cy2|
=lz —y|-[1—clz+y)

Wegen z +y € [2,4] und c(z +y) € (0,2) fiir 0 < ¢ < 3 ist T fiir ¢ € (0, 3)

eine Kontraktion.
(vii) Fiir den Fixpunkt & € [1,2] gilt also & = & + ¢ (2 — 2?), also 2% = 2 im Falle

0<c<i.

Die Abbildung T liefert auch im Falle ¢ = %, wenn 7' keine Kontraktion mehr
ist, eine Moglichkeit, v/2 zu berechnen. Es gilt allgemeiner
Theorem 7.1.6. x Sei E ein kompakter metrischer Raum. Sei T: E — FE eine
Abbildung und gelte
d(T'(x),T(y)) < d(z,y)

fiir alle x #£ y € E. Dann besitzt T einen eindeutig bestimmten Fixpunkt.

Beweis. Ubung.

Man kann den Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes wie folgt modifizieren:
Betrachte fiir ein € E die Folge d(z,T(z)), d(T(x),T(T(x))), .... Solange alle
betrachteten Punkte T%(z), T"™(z) € E die Ungleichung d (T*(z), T***(z)) > ¢
erfiillen, erhélt man eine Kontraktion. Auf diese Weise findet man ein y € F mit
d(y,T(y)) < e. Es gibt aber noch einen deutlich kiirzeren Beweis. O

Fiir spéter benotigen wir noch die folgende Variante des Banachschen Fixpunkt-
satzes.

Theorem 7.1.7. % Sei E ein Banachraum und f: B,.(0) — E mit B,.(0) C E eine
Kontraktion mit Kontraktionskonstante k. Gelte || f(0)|| < r(1 — k). Dann besitzt f
einen Fixpunkt.

Im Unterschied zum Banachschen Fixpunktsatz nehmen wir hier nicht an, dass
f: B,(0) — B,(0) eine Selbstabbildung ist. Trotzdem gehen wir &hnlich wie beim
Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes vor und iterieren die Abbildung f.

Beweis. Wir definieren induktiv xg := 0 und z,,+1 := f(z,) fiir alle n € N. Solange
x, € B,(0) gilt, ist auch x,,; wohldefiniert. Sei N € N, so dass z,, € B,.(0) fiir alle
0 <n < N gilt. Wie beim Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes erhalten wir fiir
alle0<n<N+1

|z — zn_1ll =1 f(Tn-1) = fl@n-2)| <K |Tn-1 — Tn_2]
=k | f(@n-2) = flzn-3)[l < K2 [Tn—2 — psl < ...

<KMoy = ol = K" LF(O)]]

el = lloo = oxs1ll < lloo = a1ll + .. + o — @l
al 1
<Y ROl S T IOl <7
=0

Hieraus folgt, dass auch noch xx 1 € B,.(0) gilt. Induktiv folgt also z,, € B,.(0) fiir
alle n € N.

Mit einer Abschétzung &hnlich wie oben oder wie im Beweis des Banachschen
Fixpunktsatzes folgt nun, dass (z,), eine Cauchyfolge ist und der Limes ist der
gesuchte Fixpunkt in B,.(0). O
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7.2. Satz iiber die Umkehrabbildung. Wir beginnen mit etwas Vorbereitung.
Da einige Resultate auch fiir Holderrdume gelten, definieren wir diese.

Definition 7.2.1. x
(i) Sei E ein metrischer Raum und sei F' ein Banachraum. Eine Funktion f: E —
F heiftt lokal holderstetig mit Exponent «, 0 < a < 1, falls

3 3 — <ecd *
xerueu@O)czo@yeU||f(z) fWI < cd(z,y)

gilt. Ist o = 1, so sprechen wir von lokal Lipschitzstetigen Funktionen. Wir
schreiben C*%(E, F), C%Y(E,F) bzw. im Fall F = R auch C%%(E) und
CYL(E).

(ii) Sind F, F' Banachrdume und sei  C E offen. Sei m € Nygund 0 < o < 1.
Dann definieren wir

C™ (L F):={f € C™(QLF): D" f € CO*(Q, L, (E; F))}
und schreiben C"*(Q,R) = C™*(Q).
Wichtig wird in diesem Kapitel die Menge der Diffeomorphismen.

Definition 7.2.2 (Diffeomorphismus). Seien F, F' Banachrdume und U C E sowie
V C F offen.

(i) Eine Abbildung f: U — V heifit ein C*-Diffeomorphismus, k € N+ U{cc},
falls f bijektiv ist und f und f~! von der Klasse C* sind. Wir bezeichnen die
Menge aller C*-Diffeomorphismen von U nach V mit Diff*(U, V).

(ii) Eine Abbildung f: U — F heift lokaler C*-Diffeomorphismus, falls f
eine offene Abbildung ist (dies ist n6tig um spéter die Definition von Diff*
anwenden zu kénnen) und jeder Punkt 2y € U eine offene Umgebung B,.(z¢) C
U besitzt, so dass f € Diff*(B,.(z¢), f(B,(xo))) gilt. Wir bezeichnen die Menge
aller lokalen C*-Diffeomorphismen von U nach F mit Difff (U, F).

(iii) Die (moglicherweise leere) Menge aller topologischen (linearen) Isomorphis-
men (oder linearen Homéomorphismen) von E nach F bezeichnen wir mit
Liop(E, F). (Eine Abbildung ¢ € Ly, (E, F) ist linear, stetig und bijektiv,
ebenso ¢!, Weiterhin bemerken wir, dass Liop(E, F) = GL(E) gilt.)

Fiir holderstetige Funktionen gilt

Lemma 7.2.3. x Seien F;, 1 < i < 3, Banachrdume und ; C FE; offen. Seien
m € Nyg und 0 < a < 1.
(i) Seien f € C™*(Qq, E2) und g € C™*(Qq, E3) mit f(Qq1) C Q. Dann gilt
go f S Cm,oz(Qh Eg)
(ii) Sei f € Diff"™"(Q1, Q) und gelte f € C"™*(Qq, E2). Dann folgt fir die Um-
kehrabbildung f=! auch f=1 € C"™*(Qy, E1).
Daher bezeichnen wir solche Diffeomorphismen auch mit Diff ™% (21, Q)
und im Fall lokaler Diffeomorphismen mit Diff}"*(Q1,Q3).

loc

Beweis. Ubung. O

Theorem 7.2.4 (Satz iiber die Umkehrfunktion, Satz von der inversen Abbildung,
“Inverse function theorem”).

Seien E,F Banachriume, sei Q C E offen und f € C*¥(Q,F) mit k > 1. Sei
xo € Q. Ist Df(x0) € Liop(E, F), so gibt es eine offene Umgebung U = B,(x9) C Q,
s0 dass V = f(U) offen ist und f € Diff*(U, V) gilt.

Gilt also Df(x) € Liop(E, F) fir alle x € Q, so folgt f € Diff¥ (Q,F).

loc

Beweis.
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Wir nehmen ohne Einschrinkung an, dass £ = F gilt. Sonst wenden wir das
Resultat auf die Abbildung g := (Df(x¢))"! o f an. Es gelten g € C*(Q, F)
sowie Dg(zo) = id. Ist g ein C*-Diffeomorphismus, so auch f.

Sei f € C*(Q, E) und Df(z¢) € GL(E). Wir erinnern daran, dass GL(E) C
L(E) eine offene Teilmenge ist und dass die Abbildung ®: GL(E) — GL(E)
mit A+ A~! von der Klasse C* ist.

Wegen f € C!, also Df € C°, gibt es eine Umgebung U = B,.(z¢), so dass
fiir alle x € B,(zg) auch Df(x) € GL(E) gilt.

Wir nehmen nun an, dass f: U — V := f(B,(z0)) ein Homdomorphismus
ist (und zeigen dies spéter noch). Sei g := (f|y)~!. Nach Theorem 6.1.12,
dessen Voraussetzungen in jedem Punkt z € U erfiillt sind, ist g differenzierbar
und fiir alle z € U gilt

Dy(f(x)) = (Df(2))~" = ®o Df(a),

also Dg = ® o Df o g. Da wir vorausgesetzt haben, dass f|y ein Homdo-
morphismus ist, ist ¢ = (f|y) ™! stetig und aufgrund der Formel fiir Dg gilt
geCt.

Da Df € C*~! ist, erhalten wir per Induktion g € C*(V, E).

Bis auf den Beweis der nachfolgenden Behauptung beweist dies unser Theo-
rem.
Behauptung: Es gibt ein » > 0, so dass fly: U — V mit U = B,(x0)
und V = f(B,(z0)) ein Homdomorphismus ist. Dies werden wir in den noch
folgenden Punkten zeigen.
Surjektivitdat und Stetigkeit sind klar.

) Injektivitat: Wir gehen &hnlich wie beim Beweis von Theorem 6.1.12 vor. Wir

behaupten, dass f|y fiir hinreichend kleine r > 0 injektiv ist. Seien z,y €
B, (zp) beliebig. Dann folgt

f(@) = fy) = Df(y){z —y) + olllx — yl)-

In einer hinreichend kleinen Umgebung von xg gibt es eine Konstante ¢ > 0,
so dass fiir y aus dieser Umgebung || D f(y){(v)| > c||v| gilt. (Erklarung dazu:
Aufgrund der Stetigkeit von (D f(x())~! gibt es eine Konstante ¢ > 0, so dass
|(Df (o))" u)| < 5=llul fiir alle w € E gilt. Wir setzen nun insbesondere
u = Df(x)(v) und erhalten 2c-|jv|| < ||Df(xo){v)| fiir alle v € E. Indem wir
eine hinreichend kleine Umgebung von x( betrachten, diirfen wir fiir alle y in
dieser Umgebung annehmen, dass ||D f(y)— D f(zo)]| < ¢in der Operatornorm
gilt. Daher folgt fiir solche y

IDf (@) ()l Z 1D f (o) (v}l = | D.f(z0){v) = Df(y) ()l
> 2c- |lv]| = [[Df(x0) = DfW)| - [[v]l = ¢ [|v]
wie oben behauptet.)
Indem wir die Umgebung gegebenenfalls weiter verkleinern, kénnen wir

erreichen, dass |lo(||z —yl|)[| < §lz — y|| fiir alle z,y in dieser Umgebung gilt,
da wir aufgrund des Mittelwertsatzes die Abschéitzung

lo(lz = yIDIl =1/ (=) = f(y) = Df () (= =)l
<llz —yll- sup [[DF(E)—Df(y)ll

£€(z,y]

haben und Df stetig ist. Wir erhalten somit fiir z,y € B,.(x¢) fiir geeignete
kleine r > 0

1£@) = F@)] = e~y

und somit die Injektivitét.
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(vi) flu ist eine offene Abbildung: Sei U C U offen und & € U beliebig. Wir
mochten nachweisen, dass es ein € > 0 gibt, so dass B:(f(Z)) C f (f]) gilt.
Ohne Einschrankung diirfen wir (nach Anwendung von Translationen) an-
nehmen, dass £ = 0 und f(z) = 0 gelten.
Sei k mit 0 < k < 1 beliebig. Da D f stetig ist, gibt es ein p > 0, so dass
B,(0) C U und
1

—(Df(0)) o /Df(tx + (1 —-ty)dt|| <k
0
fiir alle 2,y € B,(0) gelten. (Erkldrung dazu: Es gilt
1
—(Df(0)) o /Df(tx + (1 —t)y)dt

0
1

— [(DF(0) o (DF(0)) — (DF(0)) o / Df(tz+ (1 - t)y) dt
0
1

= ||(Df(0))" o Df(O)—/Df(thr(l—t)y) dt H

0

1

[(DFO)H || [ DF(O)dt — | Df(te+ (1 —t)y)dt|,
[rrom]

IN

da Df(0) von t unabhéngig ist,

— |I(Df /Df — Df(tz + (1 — t)y) dt
< (DfO) | - sz]IIDf( )= Dfz)] -1
< |[(DfO)~|- Sup [Df(0) = Df(2)ll

und dieses letzte Supremum kénnen wir aufgrund der Stetigkeit von D f durch
Verkleinern von p > 0 beliebig klein machen.)

Sei u € B.(0) beliebig, wobei wir ¢ > 0 gegebenenfalls noch verkleinern
diirfen. Wir definieren die Abbildung ¢: B,(0) — E fiir p > 0 wie oben durch

() =+ (Df(0))"{u — f(z))

und wollen zeigen, dass ¢ fiir kleine ¢ > 0 die Voraussetzungen von Theo-
rem 7.1.7 erfiillt. Dann erhalten wir hieraus ndmlich einen Fixpunkt, was
gleichbedeutend mit w — f(x) = 0 ist und die Offenheit liefert, da u € B.(0)
beliebig war.

Seien also z,y € BP(O). Dann folgt unter Verwendung des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung

o(z) = ¢(y) =z —y — (DFO0) " (f(2) = f(y))

1

v —y— (Df(0))"* < [ G+ -0y dt>

0
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=z —y— (Df(x))"" </Df(tw + (1 =ty)z —y) dt>

1

= |[id—(Df(0))~* o/Df(ta:+(1 —t)y)dt | (z —y).

Somit erhalten wir aufgrund der Wahl von p

lpx) =)l < k- llz =yl
fiir alle z,y € B,(0). Somit ist ¢ wie gewiinscht eine Kontraktion.
Mit Theorem 7.1.7 folgt nun die Behauptung, falls wir noch |¢(0)|| <

p(1 — k) beweisen konnen. Aufgrund unserer Annahme f(0) = 0 erhalten wir
aber

le)ll = [[(DF(0)) " w| < [[(DFONTH - lull < [[(DFO)) 7] e

Somit erhalten wir die behauptete Abschitzung, indem wir ¢ > 0 falls notig
verkleinern, so dass

e < |(DFO)Y " o1 - )
gilt. O

Bemerkung 7.2.5. x Beachte, dass wir in der letzten Abschitzung den Ausdruck

||(Df(0))’1||71 nicht durch ||[Df(0)| ersetzen diirfen. Dies sind im Allgemeinen
unterschiedliche reelle Zahlen.

Korollar 7.2.6. x Gilt im Satz iber die Umkehrfunktion zusitzlich f € C**(Q, F),
so folgt auch f € Diff>*(Q, F).

loc

Beweis. Kombiniere den Satz iiber die Umkehrfunktion, Theorem 7.2.4 mit Lemma
7.2.3. 0

Als weiteres Korollar zum Satz iiber die Umkehrfunktion erhalten wir die fol-
gende globale Variante

Korollar 7.2.7. x Sei Q C E offen und f € CF(Q,F), k > 1, injektiv. Sei
weiterhin Df(z) € Lyop(E,F) fir alle x € Q. Dann ist f(Q) offen und es gilt

f € Diff*(Q, £(Q)).
Beweis. Ubung. O

Sind E oder F endlichdimensional, so folgt aus der Bijektivitit von D f(xg), dass
E und F endlichdimensional sind. Wir betrachten also den Fall einer Abbildung
f+Q Cc R™ — R™. Dann folgt aus der Bijektivitidt von D f(xg) bereits n = m und
wir erhalten

Korollar 7.2.8. Sei Q C R" offen und f € C*(Q,R"), k > 1. Gelte fiir die
Jacobimatriz det Jr(xo) # 0 in xy € Q. Dann gibt es eine offene Umgebung U =
B,.(x0), so dass auch V := f(U) offen ist und f € Diff*(U, V) gilt.

Also folgt aus det J¢(x) # 0 fir alle z € Q, dass f € Diff¥ (Q, f(2)) gilt.

loc

Eine Variante des Satzes tiber die Umkehrfunktion gilt auch, wenn D f(z¢) ledig-
lich surjektiv ist. Wir empfehlen hier dringend, den Fall allgemeiner Banachraume
bis zur Vorlesung iiber Funktionalanalysis zu iiberbldttern, da es nicht so ganz ein-
fach ist, sich abgeschlossene Teilrdume vorzustellen, die nicht splitten (ein deutscher
Begriff dazu scheint nicht {iblich zu sein).
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Definition 7.2.9. % Sei F ein normierter Raum und M C F ein abgeschlossener
Teilraum. Dann splittet M den Raum F, falls M ein topologisches Komple-
ment besitzt, d. h. es gibt einen abgeschlossenen Teilraum N C FE, so dass F die
algebraische direkte Summe, d.h. direkte Summe im Sinne der linearen Alge-
bra, ist, also E = M @ N gilt und E als topologischer Raum zum Produktraum
M x N isomorph ist, d.h. die Abbildung

JiMxN—=E mit (r,y)—z+y

ist ein topologischer Isomorphismus, oder, dquivalent dazu, falls es eine Konstante
¢ > 0 mit

1
—llz +yll < max([lz[l, lyl}) < ¢ llz +y]

fiir alle (z,y) € M x N gibt. In diesem Falle heifit N ein topologisches Komple-
ment von M. F heifit topologische direkte Summe von M und N.

Bemerkung 7.2.10. x Sei F = M @& N. Betrachten wir M, N als Teilmengen von
E, so konnen wir jeden Vektor z € E in eindeutiger Weies als z = x +y mit x € M
und y € N schreiben. Dies definiert lineare Abbildungen Py;: E — E mit Pyz =
und Py: EF — E mit Pyz = y. Die Abbildungen P,; und Py sind idempotent, d. h.
es gelten P?, = Py und PI%, = Py.

Definition 7.2.11. * Sei E ein normierter Raum. Dann heifst P € L(E) ein Pro-
jektor, falls P? = P gilt, P also idempotent ist.

Lemma 7.2.12. x Sei E ein Banachraum und M C E ein abgeschlossener Teil-
raum. Dann splittet M den Raum E genau dann, wenn es einen Projektor P € L(E)
mit R(P) = M gibt.

Beweis.

,=“ Sei E = M & N eine topologische direkte Summe. Wir definieren P :=
Pys. Dann ist P idempotent und es gilt R(P) = M. Wir miissen noch
nachweisen, dass P stetig ist, d. h. dass P € L(F) gilt. Nach Voraussetzung
gibt es ein ¢ > 0, so dass fiir alle z = z + y mit (z,y) € M x N die
Abschétzung max(||z|, ly|]) < ¢- ||l + y|| gilt. Somit folgt ||Pz|| = |lz|| <
max(||z]], ||y]|) < ¢-|z| fir alle z € E. Also ist P stetig.

»,<=“ Sei P € L(E) ein Projektor mit R(P) = M. Wir definieren N := P~1({0}).

Wir behaupten, dass £ = M @& N gilt: Sei dazu z € E. Wir definieren
dazu z := P(z) und y := z — P(2). Es gilt (z,y) € M x N; die Inklusion
fiir 2 ist klar, die fiir y folgt aus P(y) = P(z — P(2)) = P(z) — P?(z) =
P(z) — P(z) = 0. Die Eindeutigkeit der Darstellung folgt, wenn in einer
Darstellung 0 = = 4+ y mit (z,y) € M X N stets z =y =0 gilt. Ausz € M
folgt, dass es ein T € F mit P(Z) = z gibt. Damit folgt P(z) = P(P(Z)) =
P(z) = . Wir wenden nun P auf 0 = 4y an und erhalten 0 =  + 0 nach
Definition von N. Somit ist x = 0 und folglich gilt auch y = 0. Also ist F
die algebraische direkte Summe von M und N.

Zu den Normabschéitzungen: Es gilt nach Dreiecksungleichung ||z 4yl <
llz|l + [yl <2max(||z]],|ly]]). Die Stetigkeit der Abbildungen P und id —P

impliziert [lz|| = ||Pz[] < [[P|[- ||z]| sowie [jy| = [[(id—P)z|| < [[id—P]|
||z||- Beide Ungleichungen zusammen liefern max(||z]|, ||y]|) < ¢-]|z]|. Somit
splittet M. O

Das folgende Lemma gilt insbesondere fiir H = R™.

Lemma 7.2.13. x Sei H ein Hilbertraum und M C H ein abgeschlossener Teil-
raum. Dann splittet M den Raum H.
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Beweisidee. Das orthogonale Komplement M~ ist auch ein topologisches Komple-
ment. Fiir z = z + y mit (z,y) = 0 folgt insbesondere ||z + y||* = ||z]|*> + |ly||*> und
somit die zweite Ungleichung in der Definition eines splittenden Unterraumes.

Endlichdimensional kénnen wir eine Orthonormalbasis (aq,...,ax) von M zu
einer Orthonormalbasis (a1, ..., a,) von H ergénzen und erhalten das orthogonale
Komplement als (agi1,...,a0n). O

Proposition 7.2.14. x Sei E ein Banachraum und M C E ein Unterraum mit
dim M < oo. Dann besitzt M ein topologisches Komplement in E.

Beweis. Seien dim M = n und (ey,...,e,) eine Basis von M. Definiere M; :=
(€1, ,€i—1,€i415---,€n), 1 <i<n.Dann gibt es aufgrund des Satzes von Hahn-
Banach stetige Linearformen ¢; € E* mit ¢;|p, = 0 und (e;, ;) = 1. Wir definieren
nun eine Abbildung P: E — E durch

n

P(z) := Z ei(z, ).

i=1

Man rechnet direkt nach, dass P(e;) = e;, R(P) C M und damit R(P) = M und
P? = P gelten. Die Stetigkeit von P ist klar. Somit splittet A/ den Raum E. [

* Bei der folgenden Folgerung aus dem Satz iiber die Umkehrabbildung emp-
fehlen wir, zundchst nur den Fall zu betrachten, dass £ = R"™ gilt oder F ein
Hilbertraum ist.

Theorem 7.2.15. Secien E, F Banachriume. Sei Q C E offen und f € C1(Q, F).
Sei xg € Q ein Punkt, so dass Df(xg): E — F surjektiv ist und eine der folgenden
Bedingungen erfillt sind:

(i) E=R",
(i1) E ist ein Hilbertraum oder *
(1ii) ker(D f(xq)) splittet E. *

Dann gibt es ein € > 0, so dass B:(f(zg)) C f(2) gilt.

Beweis. Aufgrund einer der drei vorausgesetzten Bedingungen gibt es zu E; :=
ker(D f(xg)) C E einen abgeschlossenen Unterraum E; C E, so dass E = Ey x Es
mit einer zur Produktnorm &quivalenten Metrik ist. Entsprechend schreiben wir
Vektoren in E als z = (2!, 2?).

Im Falle F = R" erreichen wir dies beispielsweise, indem wir eine Orthonor-
malbasis von Fp mit (ag,...,a,) zu einer Orthonormalbasis von E ergénzen und
E5 :={ag,...,a,) definieren.

Nun gilt fiir u € E

D f(zo)(u) = D1 f(zo) (u') + Daf (o) (u?).

(Die Notation D; fiir partielle Ableitungen zu Unterrdumen fiihren wir in Kapitel 7.3

bzw. Anhang 9 ein.) Nach Voraussetzung gilt D1 f(zq) (u') = D f(xo) ((u*,0)) =0

und Do f(z0): E2 — F ist surjektiv, da D f(z() nach Voraussetzung surjektiv ist.
Dann ist die Abbildung Ds f(zg) offen, da

(i) D2f(zo) als injektive und surjektive Abbildung bijektiv ist.
(ii) (im Fall mit x ) dies aus dem Satz von der offenen Abbildung folgt, siehe
Funktionalanalysis.
Somit folgt in allen Féllen Do f(z9) € Liop(E2, F'). Die Abbildung ¢ := f (x(l), )
erfiillt daher die Voraussetzungen des Satzes von der inversen Abbildung. Somit gibt
es eine Umgebung U € U (ac%) in By, sodass g: U — g(U) ein C'-Diffeomorphismus
ist. Insbesondere ist g(U) C f(Q2) offen. O
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Wir wollen damit eine nichtlineare gewthnliche Differentialgleichung 16sen. Diese
Methode kann man spéter auch auf nichtlineare partielle Differentialgleichungen
anwenden.

Beispiel 7.2.16. % Seien £ = C1([0,1]) und F = C°([0,1]) mit der C'- bzw. der
C°-Norm. Wir definieren die nichtlineare Abbildung ¢: E — F durch

o(u) = i+ u?
fiir u € E. Dann gilt ¢ € CY(E, F), ja sogar ¢ € C*°, und aus

o(u 4 ug) = p(ug) + u + 2ugu + u?
erhalten wir
Do(ug)(u) =4+ 2ugu
fiir u,up € E. Wir betrachten nun speziell ug = 0. Dann ist Dp(0) = 4 € L(E, F).
Aufgrund des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung ist Dp(0) sur-
jektiv, da némlich & ff(T) dr = f(t) fir alle f € F gilt. Weiterhin besteht
0

ker Dp(0) gerade aus den konsgaliten Funktionen, ist daher eindimensional und
besitzt somit nach Proposition 7.2.14 ein topologisches Komplement.

Wir kénnen daher Theorem 7.2.15 anwenden und erhalten, dass es ein € > 0
gibt, so dass fiir alle f € F' mit || f||co(jo,1]) < € ein v € E mit

u4u? = f
existiert. Wir haben damit eine nichtlineare gewohnliche Differentialgleichung ge-
16st.

7.3. Satz von der impliziten Funktion.

Bemerkung 7.3.1. Der Satz von der impliziten Funktion verallgemeinert das fol-
gende Resultat aus der linearen Algebra: Sei A = (A; As) eine Blockmatrix, so dass

A, bijektiv ist. Dann gibt es fiir jedes x! ein 22 = ¢ (331), so dass A (i;) = 0 gilt.
Bemerkung 7.3.2.

(i) * Den folgenden Satz iiber implizite Funktionen betrachten wir aufgrund der
einfacheren Notierbarkeit in einer Banachraumversion. Die Variante im Eu-
klidischen erhélt man mit offenen ©; C R", Q5 C R™, fiir eine Funktion
Q1 x Qo = R™ und

aft af!
Ozl Tt Qxn
Dyf(z,y) =] s ()
ar* af*
Ozl Ox™
sowie
aft aft
oyt oym
Dof(z,y) =1 s ().
afwn afm,
dyT oy

Die Bedingung Ds f(z0,Y0) € Liop(R™,R™) wird dabei zu

det Ds f (0, y0) # 0.
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(ii) * Beachte, dass beim Definitionsbereich und Zielraum von f, also in

R™ x R™ S Q1 x O 3 (z,y) 5 f(z,y) € R™
zweimal m auftritt. Dies ist notig, damit Ds f(zo,y0) € Lyop Uiberhaupt erfillt

sein kann.

Theorem 7.3.3 (Satz von der impliziten Funktion, Satz {iber implizite Funktionen,
“Implicit function theorem”).

Seien Ey, By, F Banachriume, Q; C E; offen, i = 1,2 und f € C*(Qy x Q, F),
k> 1. Sei (xo,y0) € 21 x Qo und gelte

f(x()a yO) =0 sowie D2f(£07y0) € Ltop(EQ; F)

Dann gibt es eine offene Umgebung U von x¢ und ¢ € C*(U, Ey) mit o(z0) = vo
und

[z, p(x)) =0
fir alle x € U.
Die Abbildung ¢ ist eindeutig bestimmt und es gilt

Dy(x) = —(D2f(x, ¢(x))) " o D1 f(x, ().
Gilt f € CF, 0 < a <1, so folgt auch ¢ € CF,
Beweis. Wir mochten den Satz von der Umkehrabbildung benutzen.
(i) Um die Existenz von ¢ zu zeigen, definieren wir
g: 1 x Qo = By x F durch  (z,y) = (z, f(z,9)).
Es gilt g € C*(Qy x Qo, By x F), weil die Komponenten selber in C* sind und
fiir die Ableitung erhalten wir
Dg = (Dﬂ—lan)'
Wir schreiben dies komponentenweise

Dg(z,y)(u,v) = D1g(x,y)(u) + Dag(z,y)(v)
= (u, D1 f(x,y)(u)) + (0, Do f(x,y)(v))
= (u, D1 f(,y)(u) + Do f(x,y){v)).

In Matrixnotation kénnen wir dies als
idg 0
Dg(z,y) = !
9(@,) Q%ﬂnw Dﬁ@wQ
schreiben.

(ii) Wir mochten nun nachweisen, dass Dg(xo,v0) € Liop(E1 X Eo, E1 X F) gilt.

Das Argument (xq, yo) ist hier nicht so relevant, da stets gleich.

(a) Die Injektivitét von Dg(xo,yo) folgt aus der Injektivitdt von Da f(xo, yo).

(b) Surjektivitdt von Dg(xo,yo): Sei (@,7) € E1 X F beliebig und definiere

(u.0) = (3, (D2 (0, 0)) (0 = D1 (a0, 30)(@)).

Durch Einsetzen in die obige Formel fiir g sieht man direkt, dass sich
der Term D f(x0,yo)(t) weghebt und Dg(xq,yo){u,v) = (@, v) gilt. Wir
haben damit als Formel fiir die Inverse

(Dg(x0,y0)) " (@, 0) = (6, (D2 f (w0, 0)) ™ (U — D1.f(0,0)(W))) -

(c) Stetigkeit von (Dg(zo,y0)) " ': Aus der obigen Formel erhalten wir direkt
mit von ||(Dzf(zo,y0)) || und || D1 f(x0,v0)|| abhiingigen Konstanten

[(Dg(wo,y0)) ™ (@, )| = max (|[all, [|(D2f(z0,0)) (5 — D1 f (w0, yo)(@))]))
<c-max (||u|, ||v — D1f(xo,y0){(w)])
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<c-max ([|al], o] + [|D1f(zo, yo) (@)
<c-max ([[all, [[o]] + [|lul]) < ¢ max([al, [|o]]) -

Somit ist Dg(l'o, yo) S Ltop(El X Fo, Ep X F)
Nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion gibt es daher ein r > 0, so dass mit
Uy := B, (z¢) und Vp := B,(yo) sowie der offenen Menge Wy := g(Uy x Vp) C
E; x F je nach Differenzierbarkeit von f

g € Diff*(Uy x Vo, Wo) oder g € Diff™*(Uy x Vo, Wo)
gilt. Wir bezeichnen die lokale Inverse von g mit h
h: Wy — Uy x V.
Wir schreiben h = (h', h?) und erhalten fiir (z,2) € Wy C By X F

(58,2’) =go h(lL’,Z) =49 (hl(xaz)ahz(xvz)) = (hl(‘T,Z)af (h1($7z)7h2(xaz))) .

Somit gelten fiir alle (z,2) € W die Identitiiten h! = m; (Projektion auf die
erste Komponente) und f (z, h?(z, 2)) = 2.

Wir definieren nun U := {z € Up: (z,0) € Wy}. Wegen g(zo,y0) =
(o, f(z0,y0)) = (x0,0) folgt xy € U und U ist offen, da Uy und Wy offene
Mengen sind. Weiterhin definieren wir ¢: U — Vg durch ¢ := h%(-,0). Dann
gilt nach Definition f(z,p(z)) = 0 fiir alle x € U und es ist ¢ € C*(U, E3)
bzw. p € CH*(U, Ey).

Aus g(xo,90) = (20, f(z0,y0)) = (20,0) erhalten wir h(xg,0) = (zo,yo),
h?(x0,0) = yo und somit p(xg) = yo.

Ohne Einschréankung kénnen wir durch Verkleinern von U schliefilich noch
annehmen, dass U wegzusammenhéngend ist und ||p(z) — yo|| < r/2 fiir alle
z e U gilt.

Eindeutigkeit: Wir zeigen, dass fiir die gew#hlte Menge U die Abbildung
p: U — E, die einzige stetige Abbildung ist, so dass f(z,¢(z)) = 0 und
@(xo) = yo gelten.

Zunéchst beschranken wir uns dabei auf den Fall von Werten in Vj: Sei dazu
(z,y) € Uy x Vp beliebig mit f(z,y) = 0. Dann folgt g(x,y) = (z, f(z,y)) =
(z,0). Da g: UyxVy — Wy injektiv ist, kann es zu festem = € Uy O U maximal
ein solches y € Vjy geben.

Wir miissen nun noch den Fall ausschliefsen, dass solch eine Abbildung
Werte aufserhalb von V) annimmt: Angenommen, ¢: U — Fo wire eine wei-
tere stetige Abbildung mit f(z,v(z)) = 0 fiir alle x € U und ¥(z¢) = yo.
Wir nehmen weiterhin an, dass es 1 € U mit p(z1) # (1) gibt. Auf-
grund der gerade gezeigten Eindeutigkeit innerhalb von Vj = B, (yo) und
lo(z1)—yol|l < r/2 erhalten wir |[1p(21)—yo|| > r. Da U wegzusammenhéngend
ist, gibt es einen Weg «y: [0,1] — U mit y(0) = 2o und (1) = 2. Da weiterhin
d: [0,1] — R mit ¢t — [[o(7v(t)) — yol| stetig ist und d(0) = 0 sowie d(1) > r
erfiillt, gibt es t3,4 € [0,1] mit d(tz/4) = [[¥((t3/4)) — voll = 3r. Wir defi-
nieren z := y(t3/4) € U und erhalten somit f(z2,¢(z2)) =0 = f(z2,p(22))
mit zwei verschiedenen Werten ¢(z2),9(z2) € Vo im Widerspruch zur oben
gezeigten Eindeutigkeit in Vj.

Daher ist ¢ eindeutig bestimmt.

Formel fiir die Ableitung: Da Dg(z,y) € Liop(E1 X Ea, Eq x F) fir (z,y) €
Up x Vp gilt, lesen wir aus der Matrixdarstellung von Dg ab, dass Ds f(z,y) €
Liop(Es, F') ebenfalls fiir (z,y) € Uy x V gilt: Wir setzen dazu speziell Vek-
toren ein, die nur in der zweiten Komponente von Null verschiedene Eintrage
haben und sehen, dass sich Ungleichungen der Form 1 ||v|| < || Bvl| < ¢|[v|| von
Dg auf Ds f {ibertragen.
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Mit der Kettenregel erhalten wir aus f(z,¢(x)) = 0 die Identitét

Dy f(z, 0(x))() + Dof (z, ¢(x))(Dp(z)()) = 0.

Fiir z € U gilt (z,¢(x)) € Uy x V. Somit ist Dy f(z,¢(x)) invertierbar und
durch direktes Auflésen der obigen Gleichheit nach D¢ erhalten wir die Be-

hauptung.
(vi) Ist f € C* so liest man an der Formel fiir Dy ab, dass dann auch ¢ € CF
gilt. O

Bemerkung 7.3.4. %

(i) Im Satz von der impliziten Funktion kann man durch Betrachten von f — zg
statt f die Bedingung f(xg,yo) = 0 auch durch f(xg,yo) = 20 € F ersetzen.

(ii) Sei A € L(R™ R™). Dann gilt stets fiir den Rang von A die Abschétzung
rk A < min(m,n). Gilt rk A = min(m,n), so sagen wir, dass A maximalen
oder vollen Rang besitzt.

(iii) Wir bemerken, dass aus der Unterhalbstetigkeit des Ranges oder der Stetigkeit
jeder Unterdeterminante folgt, dass die Menge, in der eine Abbildung D f fiir
ein f € C1(Q,R™), Q C R" offen, maximalen Rang besitzt, offen ist.

(iv) Ist f: R™ x R™ = R"™ — R™ gegeben, so gilt die Bedingung Ds f (0, yo) €
Liop(R™,R™) aus dem Satz von der impliziten Funktion genau dann, wenn
Do f(x0,yo) surjektiv (oder injektiv) ist.

(v) Ist f: R™*™ — R™ gegeben und D f(x¢, yo) surjektiv bzw. J¢(xg,yo) hat vol-
len Rang, so kénnen wir durch Umnummerierung der Koordinaten im R™*™
erreichen, dass wir eine Abbildung f: R"*™ — R™ mit bijektivem Do f (20, Y0)
erhalten.

Aufgabe 7.3.5. Zeige, dass es unter den Voraussetzungen des Satzes iiber implizite
Funktionen eine Umgebung A von (xg,yo) mit

{(z,y) € A: f(z,y) =0} = {(z,¢(x)): 2 € U} N A = graphp N A
gibt, d.h. dass sich lokal die gesamte Menge {f = 0} als graph ¢ beschreiben 14#t.

Hinweis. Benutze den Teil des Beweises des Satzes iiber implizite Funktionen, in
dem wir die Eindeutigkeit von ¢ gezeigt haben. O

In diesem Zusammenhang verwendet man haufiger die folgende Definition. Sie
verallgemeinert auch die bisherige Definition eines kritischen Punktes.

Definition 7.3.6. Sei E ein Banachraum und Q2 C E offen. Sei f € C1(Q,R™).

(i) Dann heifst = € Q ein regulérer Punkt von f, falls D f(x) surjektiv ist. Sonst
heifst z ein kritischer Punkt.

(ii) Ein Punkt y € R™ heikt regulirer Wert von f, falls f~!({y}) nur aus
reguldren Punkten besteht. Sonst heifst y ein singuldrer Wert.

Bemerkung 7.3.7. %

(i) Beachte, dass Cf(€2) aus reguliren Werten besteht.

(ii) Da der Zielraum endlichdimensional ist, gibt es nach Proposition 7.2.14 stets
einen splittenden endlichdimensionalen Teilraum M, so dass D f(z)|as bijektiv
ist.

In der folgenden Bemerkung fiithren wir die spéter in der Differentialgeometrie
noch wichtigen Hyperflachen ein.

Bemerkung 7.3.8.

(i) Sei f € C*(Q), @ C R" offen und k > 1. Die Bedingung, dass Vf bzw. J; in
einem Punkt xg € Q vollen Rang besitzt ist dann dquivalent zu V f(zg) # 0.
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(ii) Seic € R. Gilt Vf # 0 iiberall in der Menge €2, so gibt es fiir jeden Punkt z( €
M. := f~1({c}) eine Umgebung, so dass in dieser Umgebung von xq die Menge
M, mit dem Graphen einer auf einer offenen Teilmenge von R™~! definierten
C*-Funktion iibereinstimmt, wobei R”~! senkrecht zu einer Richtung e; steht,
so dass Df(e;) # 0 gilt. Es geniigt sogar, die Bedingung V f # 0 nur auf M,

zu fordern.
(iii) Ist f(zo) = ¢ und Df(xzo){en) # 0, so gibt es aufgrund des Satzes iiber
implizite Funktionen eine Umgebung U von Zy = (xé, cee a:g_l) und eine >0

sowie eine Funktion ¢ € C¥(U) mit op(#0) = 2§ und
M.N (U x (zf —e,25 +¢€)) = graph ¢
bzw. f(Z,p(2)) =cfiralle 2 € U.
(iv) Mengen M, mit dieser Eigenschaft heiken Hyperflichen der Klasse C* in

Q C R™ oder n — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeiten von 2 C R™. Im
Falle n = 2 heiflen sie auch Niveaulinien und im Falle n = 3 Niveauflachen.

Wir halten diese wichtige Definition noch einmal gesondert fest.

Definition 7.3.9. Seien  C R" offen, f € C*(2), k > 1, und c ein reguliirer Wert
von f. Dann heift M. := f~1({c}) eine C*-Hyperfliche in Q C R".

Beispiel 7.3.10. Sei f: R” — R durch z + |z|? gegeben. Dann sind die Mengen
M, := f~'({c}) fiir alle ¢ # 0 glatte Hyperflichen in R™. Es gilt M. = 8B, /(0) fiir
alle ¢ > 0. Es gilt M. N {z™ > 0} = graph (& — /c — [Z[?).

Aufgabe 7.3.11. Sei Q C R” offen. Sei f € C?(2,R). Sei ¢ ein reguléirer Wert von
f. Dann gibt es fiir jedes g € M. = f~1({c}) eine offene Umgebung U von x, eine
Translation 7', eine orthogonale Abbildung O und eine Funktion ¢ € C?(R"~1), so
dass

(i) M.NU = (TOgraphp)NU,

(ii) TO(0) = xo,

(ili) V¢ (0) = 0 gelten und die Hessematrix (¢;;(0))1<i j<n—1 diagonal ist.

7.4. Das Rangtheorem *. Sei r < min(m,n) und sei p: R — R™ eine Ab-
bildung mit ¢(z) = (z!,...,27,0,...,0). Dann hat D¢ {iberall den konstanten
Rang r. Das Rangtheorem besagt nun, dass lokal bis auf Diffeomorphismen auch
die Umkehrung hiervon gilt.

Definition 7.4.1. Ein (achsenparalleler) Wiirfel im R” mit Kantenlinge 2r
und Mittelpunkt xg ist die Menge

Wy (zo) = W) (z0) := {z € R™: |:ci - xé’ <rfirallel <i<n}.
Schreiben wir R” = R! x R™, so erhalten wir W/ (zg,yo) = Wl(x0) x W™ (o).
Theorem 7.4.2. Sei O C R" offen und f € C*(Q,R™) mit k > 1. Nehme an,
dass die Ableitung der Abbildung f in Q den konstanten Rang r hat, tk Df(x) =r
fir alle x € Q. (In diesem Fall gilt automatisch v < min(n,m).) Sei z¢g € Q
beliebig. Dann gibt es offene Umgebungen U € U(xo) und V € U(f(xo)) und C*-
Diffeomorphismen ¢, € Diff*(W(0),U) und @, € CF(V,WI(0)), so dass die
Abbildung om o f o @p: W(0) — W (0) durch

(xl,...,m") — (ml,...,xr,O,...,O)

gegeben ist.
Ist zusitzlich f € C*, so kénnen wir auch @, und @, in C** wdhlen.

Beweis.
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Ohne Einschriankung wollen wir annehmen, dass 2o = 0, f(xzg) = 0 sowie
Df(0){u) = (u',...,u",0,...,0) fiir alle u € R™ gelten. Sonst verkniipfen
wir f mit Translationen um die ersten beiden Bedingungen zu erfiillen oder
Elementen B € GL(m) bzw. A € GL(n), so dass Bo D f(0)o A das Differential
BoDf(0)o Alu) = (u',...,u",0,...,0) fiir alle u € R™ hat.

Wir definieren eine Funktion g € C*(Q, R™) durch

g(z) = (fYz),..., [(z), 2", ... 2"),

wobei wie ganz bewusst einige der Komponenten von f = ( fro.o., fm) weg-
lassen. Man rechnet leicht nach, dass Dg(0) = idg~ gilt.

Aufgrund des Satzes iiber die Umkehrabbildung gibt es eine Umgebung U €
U(0) in R™ und einen Wiirfel W € U(0), so dass g|y € Dift* (U, W) gilt. Wir

definieren ¢!, als Inverse von g|y und definieren weiterhin ¢ := fo! : W —

R™. Dann gilt rk Dy!, = n und somit folgt rk Dy = rk(DfoDy!) =1k Df =r
in W7, wobei wir die Argumente weggelassen haben. Nach Definition von %

folgt

O(y) = (y', ..y T y), . R ()

fiir alle y € W2, wobei b7, r + 1 < j < m, C*-Funktionen sind.
Wir behaupten, dass die Funktionen h’/ nur von (y',...,y") abhiingen: Seien
e; bzw. €} die kanonischen Basisvektoren von R™ bzw. R™ und sei (al) =

(al(y)) 1<i<n = Jy(y) die Jacobimatrix von 1. Dann folgt fiir alle 1 < i <
155<m
n nach Definition der Komponenten einer Matrix Dy (y){e;) = > az(y)e;.
i=1

Unter Benutzung der Darstellung (7.1) erhalten wir
Diy(y)le;) =e, firallel <i<r

und

m o opi
Di(y)(e;) = Z Z—Zie; firaller +1<i<n.

Jj=r+1
Nun gilt rk Dy(y) = r, die Vektoren e}, 1 < ¢ < r, erzeugen bereits ein r-
dimensionales Bild und die Vektoren e}, r +1 < j < n, stehen orthogonal
dazu. Folglich diirfen letztere keinen weiteren Beitrag zu R(Di(y)) liefern.
Dies bedeutet, dass

Oh?
oy’
fiir alle y € W gilt.

Schreiben wir W2 = W x W2~" mit Elementen y = (y1, y2), so haben wir
D,,h/ =0 fiir alle r + 1 < j < m gezeigt. Da die Wiirfel zusammenhéngend
sind, folgt h?(y1,y2) = Wi (y1) =R (y*,...,y") firaller +1 < j < m.

Wir definieren eine Funktion h: W[ x R™~" — W[ x R™~" durch

h=(0,...,0,h" 1 ... R,

(y)=0 furalled,jmitr+1<i<nundr+1<j<m

wobei simtliche Komponenten nur von den ersten r Variablen (y!,...,y") €
W abhéngen. Wir definieren weiterhin ac: W/ x R™~" — W x R™~" durch
a(y) == y—h(y). Zerlegen wir Vektoren y € WJ xR™~" (ein anderes y als oben
in W x W2 = W) als y = (y1,92), so folgt a(y1,y2) = (y1,92) — h(y).
Die Abbildung « ist von der Klasse C*, wie wir direkt an der Definition von
h ablesen konnen, auch injektiv, und fir u = (uy,uz) € R" x R™™" gilt

Da(y)(ui,u2) = (u1,u2) — Dy, h(y){u1).



7.5. EXTREMA MIT NEBENBEDINGUNGEN 105

In Matrixschreibweise mit h = (0, hg) erhalten wir

e 0
Daly) = <Dy1h2(y> idRmr>

und somit Da(y) € GL(m) fiir beliebige y € W x R™ ™",
Aus der Darstellung a(y1,y2) = (y1,y2 — ha(y1)) sieht man leicht, dass «
auch surjektiv ist.
Nach Korollar 7.2.7 ist a somit ein Diffeomorphismus.
(vi) Aus (7.1) und der Darstellung a(y1,y2) = (y1,y2) — h(y1) lesen wir direkt ab,
dass
ao(y) = (yl,...,yT,O,...,O)
fiir alle y € W7 gilt. Insbesondere erhalten wir daraus oo (W2) C W,
Wir definieren V' := o1 (W) und ¢}, := a|y. Dann erhalten wir durch
Anwenden von a~! auf die gerade bewiesene Mengeninklusion (W) C V.
Nach Definition von ¢ gilt ¢ = f o ¢/,. Somit erhalten wir aus der obigen
Darstellung fiir a0 v

oo foen(y)=aot(y)=(y',....y",0,...,0) € W x R™"

fiir alle y € W2
Als Verkniipfung mit Streckungen definieren wir schliefflich ¢, (y) := ¢/, (cy)
fiir y € W™ und 9., (y) = e/, (y). Damit folgt die Behauptung. O

Theorem 7.4.3 (Invarianz der Dimension). Seien Q,, C R™ und ., C R™ offen.
Sei f: Q, — Q. ein Homdomorphismus. Dann gilt m = n.

Wir kénnen mit unseren momentanen Kenntnissen nur den Fall behandeln, dass
f zusiitzlich von der Klasse C'! ist. Wir kommen jedoch ohne die Voraussetzung aus,
dass f ein C'*-Diffeomorphismus ist; in diesem Fall wiire die Aussage vergleichswei-
se trivial. Der allgemeine Fall wird beispielsweise in Algebraischer Topologie oder
Differentialtopologie bewiesen.

Beweis im C'-Fall. Da rk D f(x) nur Werte in N<min(m,n) annimmt, gibt es zo €
,, mit
r=rkDf(xg) = max rk D f(x).
xelly

Dann gibt es aufgrund der Unterhalbstetigkeit des Ranges einer Matrix ein € > 0
mit rk Df(z) = r fir alle z € B.(zp). Aufgrund des Rangtheorems gibt es nun
Diffeomorphismen ¢,, und ¢,,, so dass

(pmofocpn:(wl,...,xr,o,...,O)GRm

fiir alle x € W{* gilt. Da r der Rang einer m x n-Matrix ist, gilt » < min(m,n).
Die Abbildung ¢,, o f o ¢, ist injektiv. Dies erfordert r > n. Also gilt r = n.
Andererseits ist die Abbildung ,, o f o ¢,, als Verkettung eines Homéomorphis-

musses mit Diffeomorphismen eine offene Abbildung. Dies erfordert r = m. Wir

erhalten die Behauptung. O

7.5. Extrema mit Nebenbedingungen.

Theorem 7.5.1 (Lagrangesche Multiplikatorregel). Sei Q@ C R™ offen. Sei f €
CH(Q) und sei ® = (®%) € C*(Q,R™) mit m < n. Erfille zo € Q die Bedingungen
(i) (z0) =0,
(ii) flio—o0y mimmt in 2o ein lokales Extremum an, d. h. wenn wir f nur auf der

Menge N {®" = 0} betrachten, so nimmt f in zo ein lokales Extremum an,
i
und

(i1i) tk D®(z9) = m, d. h. es gilt dimim D®(z5) = m.
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Dann gibt es A = (A;); € (R™)*, so dass zg ein kritischer Punkt der (nun auf ganz
Q definierten) Funktion g: Q — R

gi=f+> A@
1=1

ist. Insbesondere gilt also

m
0=Vg(z0) = Vf(z0) + Y AV ().
i=1
* Auch hier gilt eine entsprechend technischere Banachraumvariante. Unter den
in diesem Fall iiblichen Voraussetzungen funktioniert auch hier der angegebene
Beweis. Auf Details verzichten wir hier jedoch.

Beweis. Falls notig nummerieren wir die Koordinaten um und schreiben R"” =
R™=™ x R™ mit z = (x,y) sowie zg = (x0,yo). (Insbesondere fiir diese Aufsplittung
des Definitionsbereiches benétigt man in Banachrdumen die Zusatzvoraussetzun-
gen.) Damit kénnen wir es erreichen, dass Do ®(29) € GL(m) gilt. (Da GL(m) offen
ist, gilt Do®(z) € GL(m) auch noch fiir z in einer kleinen Umgebung von zq.) Nach
dem Satz iiber die inverse Funktion finden wir eine Umgebung U von x( in R*~™
und eine Funktion ¢ € C*(U,R™) mit ¢(z¢) = yo, so dass ®(z, p(x)) = 0 fiir alle
x € U gilt und (x, p(z)) lokal alle Punkte mit ® = 0 beschreibt, d.h. es gibt ein
r >0, so dass {z € B;(20): ®(z) =0} = {(x,p(x)): € U} N By (20) gilt. Wie im
Satz von der inversen Funktion gilt Dp(z) = —(Da®(x,¢(x)))~! o D1®(x, ¢(z))
fir allexz € U.

Nun haben wir {® = 0} lokal als graph ¢ geschrieben und erhalten daher, dass
die Funktion h: U — R mit h(z) := f(z,¢(x)) in 9 € U ein lokales Extremum
annimmt. Somit folgt nach Kettenregel

0 = Dh(zo) = D1 f(xo, (20)) + Daf(z0, ¢(20)) © Dp(20).
Nun benutzen wir die Darstellung fiir Dy und erhalten mit ¢(z¢) = yo
0 = D1 f(20,40) — Daf (w0, 40) © (D2®(0,90)) " 0 D1®(0,%0)-

Wir definieren nun \ := —Dy f(20) o (D2®(20))~! € (R™)*. Somit kénnen wir aus
Dh = 0 letztlich folgern, dass in z

0=Dif+» M\D1®
j=1

gilt. Weiterhin folgt durch Umsortieren der Definition von A in zg
0=Daf + Y A\ Dy®.
j=1
Also ist zg ein kritischer Punkt der Funktion
g = f + Z )\j (I)j.
j=1
Dies war gerade die Behauptung. O

Als Beispiel erhalten wir eine Moglichkeit, Eigenwerte und Eigenvektoren sym-
metrischer Matrizen zu bestimmen.

Theorem 7.5.2 (Eigenwerte symmetrischer Matrizen).
Sei A € R™*™ symmetrisch. Nehme die Funktion f: S*~! = R mit

/(@) = (Aw,2)
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ihr Minimum in xo € S~ an. Dann ist o ein Eigenvektor von A zum FEigenwert

f(zo)-

Beweis. Ohne Unterscheidung in der Bezeichnung kénnen wir auch annehmen, dass
f+R® = R durch f(z) := (Az,z) definiert ist. Dann ist zp ein Minimum von f
unter der Nebenbedingung ® = 0 mit ®: R® — R und ®(z) = |z|> — 1. Es gilt
D®(zp) # 0. Nach der Lagrangeschen Multiplikatorregel folgt daher, dass es ein
A € R* = R gibt, so dass xg ein kritischer Punkt von g := f + A® ist. Wir erhalten
somit fiir alle y € R™ aufgrund der Symmetrie von A

0 =Dg(z0)(y) = Df(x0){y) + ADP(z0)(y)
= (Ay, z0) + (Azo,y) + 2X (20, )
=2(Axg + Axo, y>

Da y € R™ beliebig ist, folgt Axg = —Axg.

Wir miissen noch nachweisen, dass —A = f(xg) gilt. Dazu setzen wir die Ei-
genwertgleichung Azg = —Azg in die Definition von f ein und erhalten f(zg) =
(Ao, 20) = (—Aw0,20) = —A, da |zo|> = 1 gilt. O

Bemerkung 7.5.3. %

(i) Betrachtet man im Beweis von Theorem 7.5.2 g := f — A®, so erhilt man
direkt die optisch gewohntere Eigenwertgleichung Axg = Axyg.

(i) Aufgrund der Kompaktheit von S"~! € R™ und der Stetigkeit von f ist klar,
dass die Funktion f ihr Minimum auf S*~! annimmt.

(iii) Dieses Minimum ist der kleinste Eigenwert von A. Dies sieht man leicht, da f
in groferen Eigenwerten von A auch gréfsere Werte annimmt.

(iv) Indem man als zusétzliche Nebenbedingung noch fordert, dass die Vektoren
senkrecht auf den ersten bereits gefundenen Eigenvektoren stehen, erlaubt es
diese Methode auch, weitere Eigenwerte und Eigenvektoren zu finden.

(v) Mit min-max-Methoden, siehe z. B. [5], erhélt man, dass nicht nur der kleinste
Eigenwert stetig von A abhéngt, siche das nachfolgende Korollar 7.5.4, sondern
alle n Eigenwerte.

(vi) Eigenvektoren héngen i. a. nicht stetig von der Matrix A ab.

Korollar 7.5.4. Sei X ein metrischer Raum und A: X — R"™*" eine stetige Funk-
tion, die fir jedes x € X eine symmetrische n x n-Matriz A(zx) liefert. Dann hingt
der kleinste Eigenwert von A(x) stetig von x ab.

Beweis. Nach Theorem 7.5.2 und der nachfolgenden Bemerkung geniigt der Nach-
weis, dass x +— nglinl(A(x)f,Q stetig ist.
§€ n—

Auf R™*"™ sind alle Normen &quivalent. Daher kénnen wir die Operatornorm
verwenden und erhalten fiir symmetrische n x n-Matrizen mit ||A — BJ| < ¢ fiir

¢l =1
(Iin (4G, ¢) < (A€, §) = (BE,€) + (A~ B)E,€) < (BE,&) + | A - Bl - |¢ -

—_———
<e =1

Nun folgt zunéchst len (AC,C) < (BE,€) + ¢ fiir alle £ € S Da ¢ € S*!
beliebig war, erhalten wir auch mm (A( ¢) < Héln (B, () +e. Im obigen Beweis
¢es ce

hétten wir die Rollen von A und B auch austauschen kénnen. Somit folgt die
behauptete Stetigkeit des Minimums. O
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8. NUMERISCHE SUCHE NACH EINEM MINIMUM %

8.1. Theorie zur Numerik. Die Idee bei dieser Suche nach einem Minimum ist
es, Schritt flir Schritt jeweils in Richtung des negativen Gradienten weiter zu gehen,
bis man bei einem Minumum bzw. einem kritischen Punkt landet. Dabei muss man
jeweils weit genug gehen, darf aber auch nicht zu weit gehen. Man kann dabei keine
Konvergenz erwarten (Kugelbahn an einer umgedrehten Parabel), aufer man hat
weitere Zusatzvoraussetzungen wie Analytizitdt oder Konvexitat. Das Folgende ist
ein rein theoretisches Resultat, ldsst sich jedoch (bis auf die Teilfolgenauswahl)
direkt auch numerisch umsetzen.

Theorem 8.1.1. Seiu € C1(R™) mit u(z) — oo fiir |z| — oo. Sei xg € R™ beliebig.
Definiere induktiv

1
Tpt1 =z — — - Vu(zg)
m
bzw. x11 := xy, fir Vu(zg) = 0 fir das minimale m = my, € N5 mit
1 1 1
U (xk - Vu(a:k)> < wu(xg) — 3 |Vu(zy)]?.

Dann existiert eine Teilfolge (xi,);, die gegen einen kritischen Punkt von u konver-
giert, d. h. eine Teilfolge von (xy), mit

Vu (lim :ckl) =0.
=00

(i) Die Folge ist wohldefiniert: Sei € R™ mit Vu(z) # 0. Wir wollen zeigen, dass
wir von jedem Punkt — wir betrachten hier x statt xj oben — ausgehend eine
nichtleere Menge an m € N+ finden, so dass die obige m definierende Unglei-
chung erfiillt wird. Damit kann dann x; iiber das minimale m wohldefiniert
definiert werden. Da u € C! ist, gibt es ¢ > 0 mit

Beweis.

(Vu(2), Vuly)) > 5 - [Vu(@)?

fir alle y € Be(z). Setze € := Vu(x). Es folgt fiir 0 <t < W

u(x —7t€) d

3=

u(z —t€) — u(x) = /1

1
= /Vux—th w(x))ydr -t
0
1

<=5 [Vu(@)]*-1-t.
Dabei haben wir
|z — Tt —zf < 1€l <
[Vu ( )|
benutzt. Daher ist die gewiinschte Ungleichung fiir hinreichend grofie m € N+ q

erfiillt.

(ii) Die Folge (u(x)g))x ist offensichtlicherweise monoton fallend. Daher ist die
Folge nach oben beschrinkt. Aufgrund der Wachstumsbedingung an u folgt
auch die Beschrénktheit der Folge (), C R™. Wir konnen daher ein R > 0
mit x, € Bg(0) fur alle £ € N wéhlen.
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Sei € > 0 beliebig. Betrachte die Menge
K.=K:= {xEBR( ) [ Vu(z )|2£}.

Wir behaupten, dass es ein Folgeglied xj_ mit xx, ¢ K. gibt. Wir zeigen die
in (iv) in einer Weise, dass der Index k. grofer als ein vorgegebener Wert ist.

Induktiv erhalten wir fiir [ > 1 Indices k; € N mit k;41 > ki, 2k, € Br(0)\
K1 und somit [Vu(wy,)| < 7

Es ist klar, dass eine Teilfolge von (xy,); gegen einen kritischen Punkt von
u konvergiert.
Zur Behauptung aus (iv): Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Angenom-
men, es gibt ein festes ¢ > 0 und ky € N, so dass x € K. fir alle k > kg
gilt.

Die Menge K. ist kompakt.

Zu x € K, gibt es 6 > 0 mit

Vu(z) = Vu(y)] < 35 - IVul@)]

fiir alle y € Bs(z). Wir bemerken, dass die rechte Seite nach Definition von
K. strikt positiv ist. Seien nun y, z € Bs(z). Dann folgt

[(Vu(y), Vu(2)) — [Vu(y) |
= [{(Vu(y), Vu(z) = Vu(y))|
[Vu(y)] - {[Vu(z) = Vu(a)| + |Vu(z) = Vu(y)|}

2
10 Vel - [Vu(@)].

IN

IN

Den zweiten Faktor wollen wir weiter abschétzen. Es gilt

[Vu(z)| = [Vu(z) = Vu(y) + Vu(y)|
[Vu(z) = Vu(y)| + [Vu(y)|

1
10" [Ve@)l +[Vu(y)l.

IN

A

Hier addieren wir —15 - [Vu(z)| und multiplizieren anschliefend das Ergebnis
mit 19—0. Dies ergibt

Vu(@)| < g - V()]

Also folgt
[Vu(y)]®> = (Vu(y), Vu(z)) < % Vu(y)| - [Vu(z)]
2 10
< Tul)P?
-2 |Vu< 2.

Wir erhalten
1

3 VU < ¢ - [Vuly)? < (Vuly), Vu(2))

fiir alle y, z € Bs(x). Wir setzen §(z) :== 6 > 0.
Endlich viele Bélle der Form Bsw) () {iberdecken die kompakte Menge
2

K.. Wir betrachten die zugehorigen endlich vielen z;’s und §; = §(x;)’s. Setze
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¢ = mjn%&i > 0. Somit gelten die Uberlegungen aus (i) unabhingig von
K3

x € K., also die Abschétzung fiir die Funktionswerte:
1
u(z —t- Vu(x)) < u(z) — 3 t- |Vu(z)?

fir alle t mit 0 < ¢t < m < g Ohne Einschrankung diirfen wir, gegebe-

nenfalls nach Verkleinerung von ¢ > 0, annehmen, dass g <1 gilt.
Somit ist die m charakterisierende Gleichung fiir m < mg mit m%) < g
erfillt. Wir diirfen mg minimal mit m%) < g wéhlen. Somit gilt
st 1
26 7" mg — m
und wir erhalten
1 ¢
< . T 2
w(zps1) < u(xg) 5 5 €
Auf der rechten Seite wird nun eine feste positive Konstante abgezogen, die
insbesondere nicht mehr von k abhéngt. Per Induktion folgt daher

C-e

u(xg) < ulxg) — k- T
flir £ — oo. Dies widerspricht aber

u(zr) > inf u > —oo.
Br(0)

Somit verldsst die Folge xj die Menge K. O

9. ZUSATZMATERIAL ZUR DIFFERENZIERBARKEIT *

9.1. Zusatzmaterial. Ist komplizierter und daher herauskommentiert.
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