ANALYSIS III

OLIVER C. SCHNURER

ZUSAMMENFASSUNG. Bei diesem Manuskript handelt es sich um Notizen zu
einer Vorlesung Analysis III an der Universitdt Konstanz im Wintersemester
2015/2016 und 2020/2021. Themen sind gewdhnliche Differentialgleichungen

sowie Mafi- und Integrationstheorie.
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Dies ist eine Fortsetzung des Skriptes zur Vorlesung Analysis, siehe [6, 7].

Wir orientieren uns fiir die gewohnlichen Differentialgleichungen an [2,3,5,12]
und fiir die Mafitheorie an [1] und benutzen manchmal [13].

Wir empfehlen wiederum wie in den ersten Semestern, Resultate mit Banach-
rdumen zunéchst im Fall R oder R™ zu verstehen. Wiinschenswert wére nun ein
Versténdnis zumindest im Falle von R™.

GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
8. EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT
8.1. Der Existenzsatz von Picard-Lindelo6f.

Definition 8.1.1. Eine implizite gewOhnliche Differentialgleichung k-ter
Ordnung ist eine Gleichung der Form

FGJ&%MQJQGL”wﬂM@>:0

Eine (explizite) gewShnliche Differentialgleichung k-ter Ordnung ist eine Glei-
chung der Form

x%Nﬂ::F<uz@Li@%x@K0,.wx%7U@0.

Gesucht ist jeweils eine k-mal differenzierbare Funktion z: I — R™ bzw. x: I — FE,
E ein Banachraum, fiir ein offenes Intervall I C R.

Im Folgenden nehmen wir stets an, dass F': I x R x R® x --- x R" — R" bzw.
F: I xEXFEXx---x E— F mindestens stetig ist.

Bemerkung 8.1.2.
(i) Wir untersuchen gewohnliche Differentialgleichungen auf
e (globale) Losbarkeit,
e Eindeutigkeit (der Losung),
e Abhéingigkeit der Losung von (Anfangs-)daten.
(i) Ist z eine Funktion mit Werten in R"™, so sprechen wir von einem System von
gewohnlichen Differentialgleichungen.
(iii) Eine Differentialgleichung k-ter Ordnung lasst sich als System von Differenti-
algleichungen erster Ordnung darstellen:

x(t) x(t)

@(t) @) (t)
Ixm="1 : |= : = B, X(1)).
z(F=2)(¢) k=1 (1)
k=1 (1) F(t,x(t),4(t),..., 2" 1(t)

Daher geniigt es haufig, gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung
zu untersuchen.

(iv) Ist x eine k-mal stetig differenzierbare und ist F' eine einmal stetig differen-
zierbare Funktion und 16st « die Differentialgleichung @(t) = F'(t, z(t)), so ist
x auch k 4 1-mal stetig differenzierbar.

(v) Wir klassifizieren gewohnliche Differentialgleichungen ein wenig.
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(a) Ein System heifit linear, wenn es sich in der Form #(¢) = A(t)z(¢) mit
einer Matrix A(t) darstellen lasst.
Eine inhomogene lineare Differentialgleichung hat die Form

i(t) = At)z(t) + g(t).
b) Eine gewohnliche Differentialgleichung heifst autonom, falls sie die Form
( g g g
F (m(t),:'c(t), o a® (t)) ~0

hat, wenn F' also nicht explizit von ¢ abhéngt.
(c¢) Explizite und implizite gewohnliche Differentialgleichungen haben wir be-
reits unterschieden.
(d) Man klassifiziert gewohnliche Differentialgleichungen nach ihrer Ordnung.
(vi) Die nicht autonome gewohnliche Differentialgleichung

a(t) = F(t, a(t))

lasst sich dquivalent als autonome Differentialgleichung vermoge

i (70) = (e (0. 0)

umschreiben. Dabei ist 81(t) = ¢ und 82 16st die Differentialgleichung fiir «.
Ein einfaches aber wichtiges Resultat ist:

Lemma 8.1.3. Sei I C R ein offenes Intervall. Sei Q) C E eine offene Teilmenge
eines Banachraumes E. Sei F': I x Q — E stetig. Seien tg € I und x¢ € Q. Dann
lost x € CY(I, E) mit z(t) € Q fir alle t € I genau dann die Gleichung

i(t) = F(t,x(t), tel,
(L‘(to) = X,

wenn es die Integralgleichung

z(t) = xo + /F(T,x(r)) dr

fir alle t € I lost.

Beweis. Integriere bzw. Differenziere. O

Bei gew6hnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung mit gleichen Funktions-
werten an einer Stelle kénnen wir Losungen zusammensetzen. Entsprechend kénnen
wir Losungen einer gewohnlichen Differentialgleichung k-ter Ordnung, k£ > 1, zu-
sammensetzen, wenn in einem Punkt die Funktionswerte und alle Ableitungen bis
zur Ordnung k& — 1 in einem Punkt iibereinstimmen (Details: Ubung).

Korollar 8.1.4 (Zusammensetzen von Losungen). Sei I = (a,b) C R ein offenes
Intervall, —oo < a < b < c0. Sei Q) C E eine offene Teilmenge eines Banachraumes
D. Sei F: I x Q — E stetig. Sei tg € I. Seien x1 € C'((a,to), E) N C%((a,to], E)
und x5 € C((to,b), E) N C°([to,b), E) Lisungen von

1(t) = F(t,z1(¢)), te€ (a,to)
bzw.

dy(t) = F(t,22(t)), t€ (to,0)
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mit z1(to) = x2(to) € Q. Dann ist

<
o(t) = xz1(t), a<t<to,
.Ig(t), to <t<b

eine Losung von
x(t) = F(t,x(t)) firt € (a,b).

Beweis. Wir benutzen die dquivalente Integralgleichung

t

z1(t) = z1(s) + /F(T,(El(’i')) dr

S

fiir alle a < s,t < tg. Wir gehen zum Grenzwert s ¢y iiber und sehen, dass diese
Integralgleichung auch fiir s = t( gilt. Entsprechend argumentieren wir mit zs und
erhalten, dass die Integralgleichung fiir die Funktion « fiir alle s,t € (a,b) gilt. O

Beispiele 8.1.5. Zur besseren Vorstellung starten wir mit einigen Beispielen. Diese
vermitteln auch ein paar niitzliche Rechentechniken:

(i) Die Differentialgleichung
() = A z(¢),

A € R, hat die Losungen z(t) = A - exp(At) fiir A € R. Legen wir einen
Anfangswert x(tg) fest, so bestimmt dies A und die Losung eindeutig (Beweis
spéter).

(ii) Die Differentialgleichung

E(t) ==X z(t),
A > 0, hat die Losungen

z(t) = Asin (\[\75) + Bcos (\[\t)

fiir A, B € R. Dies ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung. Wir wer-
den noch sehen, dass sie zusammen mit zwei Anfangsbedingungen, z. B. mit
vorgegebenem (o) und #(tg), eindeutig losbar ist.

Alternativ kann man komplex iiber

z(t):A~exp<m~t>
:A~exp(iﬁ-t>
= A (cos (VA-t) +isin (VA-1))
—ReA-cos (VA-t) —Im A-sin (VA -¢)
+i.(ImA~cos(fA~t)+ReA-sin(fA~t)),

A € C, eine Losung bekommen. Man betrachtet nun lediglich den Realteil von
z(t). Berticksichtige dabei, dass

d d . d . d
%z(t) == (Rez(t)+i-Imz(t)) = pr Rez(t) +i- pr Im z(t)

gilt. Somit 16sen auch der Realteil und der Imaginirteil von z(¢) dieselbe
lineare Differentialgleichung wie z(t).
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t

Die Differentialgleichung
z(t) =a-x(t) — b,
a,b € R, a # 0 16sen wir mit einer Hilfsfunktion. Definiere y(t) := z(t) — ¢ fir
ein noch zu wahlendes ¢ € R. Dann gilt
y(t) = i(t) = a-2(t) —b=a(y(t) + ¢) —b=a-y(t),
wenn wir ¢ = b/a setzen. Nun erhalten wir y(t) = A - exp(a - t) fiir ein A € R
und somit z(t) = y(t) + b/a = A - exp(a - t) + b/a.
Bei der Differentialgleichung
() =a(t)+t

fiihrt der Ansatz x(t) = A-e' +at+b, a,b € R, zur Losung z(t) = A-et —t—1.
Entsprechendes funktioniert auch, wenn wir zur linearen Differentialgleichung
#(t) = z(t) andere Polynome in ¢t addieren.

Die Differentialgleichung

#(t) = a- ()",
a€R, keR\ {1}, 16sen wir mit
1 d
-k —k+1
Somit gilt x=*+1(t) = A+ a-(—k+ 1) - t fiir ein A € R und wir erhalten
a(t) = (A+ a(—k + 1)) 7F77.

So erhalten wir beispielsweise fiir

a(t) = 2%(t)

z(0) =1
die Losung z(t) = 11,
Kugelbahn: Sei a: R — R? eine glatte Kurve mit o’ # 0. Sei ¢: [0,00) — R
die Funktion, so dass a(p(t)) den Ort der Kugel (ohne Drehimpuls; es handelt
sich um eine Kugel im Sinne einer Murmel und nicht im Sinne eines Balls;

genauer sollte man von einer Perle, die ohne Reibung auf einem Draht gleitet,
sprechen) zur Zeit ¢ angibt. Nach Newton ergibt sich die Beschleunigung der

die fiir t € (—o0, 1) existiert.

Kugel aus F = m%a(g@(t)) in iiblicher Schulphysiknotation. Auf die Kugel
wirkt die Gravitationskraft —mges und eine Zwangskraft in Normalenrichtung
in unbekannter Stéirke proportional zu A(t). Wir setzen g = 1 und kommen
zum Gleichungssystem

d? ,

T olp(t) = —e2 + A()Ja/ (p(1)),
da wir mit Jo/(¢(t)) mit J = (% §) bis auf Normierung einen Vektor nor-
mal zur Kurve darstellen konnen. Wir schreiben ausnahmsweise der besseren
Lesbarkeit halber o statt o'’ Dies fiihrt uns mit Kettenregel auf das System

ah(p()@(t) +afp(t)* = + At)ah(e(t),
s (1)@ (t) + a5 (1) = =1 = A(t)a (o (t)).
Um die unbekannte Funktion A(t) zu eliminieren, multiplizieren wir die erste

Gleichung mit o sowie die zweite mit af, und erhalten ohne Argumente o(t)

bzw. t

(0" + ) -+ (ol + aha) 62 = ot

Fr 06.11.2020
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oder, in expliziter Form,

—1
2 [(hof + ahal) @® + o] .

(8.1.1) R PR A

(vii) x Betrachte u.a. https://en.wikipedia.org/wiki/Tautochrone_curve.
Fortsetzung des Kugelbahnbeispiels: Dort findet sich die Zykloide

.. [ptsine
olp)i=r (1—cos<p>

als tautochrone Kurve, d.h. als Kurve, auf der eine Kugel, unabhéngig von
Startposition und Masse, aus der Ruhe die gleiche Zeit bis zum tiefsten Punkt
benoétigt. Wir setzen » = 1 und erhalten

o) =1+ cos o,

af = —sinp,

oy = sinp,

ay = cos p,

rah = =2(1+cosy),
ajaf +abal = ... = —sing
und somit

; sin ¢ .2
S Sy A

v 2(1 +cosp) (1-¢%)

Numerischer Test der Tautochronie: Indem man diese Differentialglei-
chung zweiter Ordnung als System umschreibt, kann man sie mit dem offenen
und kostenfreien Computeralgebrasystem sagemath.org wie folgt 16sen las-

sen:
t, phi, phit = var (°t phi phit’)
Q = plot ([1)

for i in range (16):
curve=desolve_system_rk4 ([phit,\
-sin(phi)/2/(1+cos(phi))*(1-phit~2)]1,\
[phi,phit],ics=[0,i*0.2+0.1,0],ivar=t,\
end_points=4%3.14159,step=0.01)
= [[1,j] for i,j,k in curve]
Q = Q + line2d (P,figsize=[20,8])
show (Q)

Die graphische Ausgabe bestéatigt die behauptete Tautochronie zumindest nu-
merisch.

Energieerhaltung: Eine direkte Rechnung liefert, dass F = 2mv 2+ mgh,
also die Summe aus kinetischer und potentieller Energie, erhalten ist. Es gilt
némlich in unserer Notation mit m =g =1

\ o) +asto)

ah)? + (ap)?) @* + az((t)).

l\')\»—l

Bestimmt man nun £ und ersetzt darin ¢ mit Hilfe von (8.1.1), so erhélt man
E = 0 und somit die Energieerhaltung (kleine Ubung).
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Graphische Kugelbahnen: Im graphischen Fall gilt a(x) = <UEE$)) und

wir erhalten of =1, of =0, o4, = ¢/ und of = u”. Aus (8.1.1) folgt daher
die Differentialgleichung

T 1t
wobei w und die Ableitungen dieser Funktion an der Stelle z(t) ausgewertet

werden. Auch hier zeigt eine kurze Rechnung unter Verwendung der Ketten-
regel, dass die Energie

F (1+u"3?),

Et)=< (1+u?)2*(t) +u

N =

erhalten ist.

Kettenlinie: x Erste Herleitung: Eine graphische Kette hat die Lange L =
J V1+w? (Pythagoras) und im Schwerefeld die Energie E = [uv/1+ w2,
Ohne formale Rechtfertigung wollen wir einen Lagrange-Multiplikator A € R
verwenden. Dann ist eine Kette im Schwerefeld ein kritischer Punkt von u
E + AL. Die Endpunkte halten wir fest. Somit erfiillt ein kritischer Punkt
u: [a,b] — R fiir alle ¢ € C°((a,b))

0= §(E + AL)(u) )

d
= £(E + AL)(u+ ty)

t=0
b

d
7 (u+tp+A)V1+ (u+te)?de

a t=0
/U/ISDI

und mit partieller Integration

12

=/¢<m—ﬁua‘<““> (W)) o

(e () )

Da dies fiir alle ¢ € C°((a, b)) gelten soll, erfiillt v die Differentialgleichung

1 u’ !
()
V1+u? V1+u?
fiir ein A € R. Es gibt nun Techniken, dies von Hand zu 16sen. Diese ste-

hen jedoch nicht im Fokus der Vorlesung. Daher beschranken wir uns darauf,
nachzurechnen, dass fiir alle g > 0 und zg, h € R die Funktion

u(x) = pcosh <x — xo) +h= % (em_uwo + eim_ﬁm) +h
1
eine Losung ist. Die Konstanten bestimmen sich dann aus vorgegebenen Rand-
werten. Wir beschrianken uns hier auf den Fall o = 0 und h = 0; letzteres
diirfen wir ohne Einschrankung wegen der Freiheit, A zu wéhlen, annehmen.
Es gilt somit
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V1Fu(z) = \/111 (4+e2% —2+e*2f7')
= % (e% +e_§> = cosh (%),
( () )’ - <sinh(z) )’
i) \eosh(2)
cosh? (%) — sinh? (%) - 1
- cosh? (%) B 1 - cosh? (%)

Wir wihlen nun A = 0 und sehen, dass u die Differentialgleichung erfiillt.
Mehr dazu, wie man aus solchen Funktionalen eine Differentialgleichung

erhélt, lernt man in der Vorlesung Variationsrechnung.

* Zweite Herleitung: Wir folgen [9]. Eine Kette kann nur Kraft in Tangen-

tialrichtung ausiiben. Sei eine Kette als graphu gegeben mit a < b € R im

Definitionsbereich von u. Dann wirkt auf das Kettenstiick graph |, ) die Ge-

b
wichtskraft —gp [ /1 + «/(2)?dx - ea, wobei p die Massendichte bezeichnet.

Ein Tangentialvektor an graphu im Punkt () ) ist durch T'(z) = (u/%w)>
gegeben. Da die Kette in Ruhe sein soll, miissen sich die Krifte, die insgesamt
auf dieses Kettenstiick wirken, gegenseitig aufheben. Es gilt also mit noch zu
bestimmenden Konstanten c,, ¢, € R

0=c.T(a)+ cT(b) /Vl—i—u 2dx - es.

a

Aus der Gleichheit fiir die erste Komponente lesen wir ab, dass ¢, = —¢, =: ¢
gilt. Beachte, dass sich auch fiir andere Werte von b dieselbe Konstante ergibt,
da sich ¢, aus der Kraft in der Kette ergibt, die nicht von b abhéngt. Aus der
Gleichheit fiir die zweite Komponente folgt

b
0=c- (v (b) —u'(a)) — gp/ V1+u(x)?de.
Wir setzen k := 22, dividieren durch b—a und erhalten im Grenzwert b | a =:

0=u"(z) — ky/1+u ()2

flir beliebige = im Definitionsbereich von u.

Wir begriinden nicht, dass in diesem Modell £ > 0 gilt. Es ist aber an-
schaulich klar, dass k£ < 0 keine Kette modelliert.

Auch hier kann man die Losungsgestalt explizit herleiten oder nachrechnen,

dass
u(x) = kcosh (x _k%) +h

flir beliebige xg,h € R eine Loésung der Differentialgleichung ist. Details:
Ubung.
* Kermack-McKendrick Gleichungen zur Beschreibung der Entwicklung
von Krankheiten: Seien S, I und R die Anzahl der Personen, die

e S: eine Krankheit bekommen koénnen (susceptible),

e [: infiziert sind (infected),

e R: wieder genesen sind (recovered).
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Seien A > 0 und v > 0 die Infektions- und Genesungsraten. Nimmt man nun
an, dass die Anzahl der Neuinfizierten proportional zur Anzahl der Infizierten
und zur Anzahl derjenigen ist, die die Krankheit noch bekommen kénnen,
und dass weiterhin die Anzahl der neu genesenen proportional zur Anzahl der
Infizierten ist, so erhédlt man

S'(t) =—X-1I(t)- S(t),
I'(t) = X-I(t) - S(t) =y - I(1),
R'(t) =~-1(t).

Als Ubung iiberlege man sich (spiter), dass S(t), I(t) und R(t) stets nichtne-
gativ und S(t) + I(t) + R(t) konstant bleiben.
Weiterhin beriicksichtigen kénnte man eine Geburtenrate und eine Sterbe-
rate proportional zu S(¢) + I(t) + R(t) und eine infektbedingte Sterberate.
Kompliziertere Modelle, die partielle Differentialgleichungen nutzen, be-
schreiben auch die Verteilung in unterschiedlichen Altersgruppen und die
raumliche Verteilung.

(xi) Dieses Beispiel dient mehr der Motivation als dem Vorstellen von genauen
Begriindungen. Diese ergeben sich jedoch im Verlauf der Vorlesung. Wir wollen
zeigen, wie sich Losungen asymptotisch verhalten.

(a) Angenommen, wir wissen bereits, dass eine Losung der Differentialglei-
chung

at) = (1+0*(1) - (1~ - a(t)

fiir ¢ > 0 in einem beschréinkten Zeitintervall nicht gegen +oo konvergiert.
Eine Losung kann auch nicht nach —oo unbeschrankt werden, denn dann
ware die rechte Seite positiv und a wire wieder wachsend. Damit erh&lt
man Langzeitexistenz.

(b) Wir behaupten nun, dass 1 —t-«a(t) — 0 fiir ¢ — oo gilt. Zumindest kann
man ausschliefen, dass die Félle 1—t-a(t) > ¢ > Ound 1—t-a(t) < —e <0
fiur alle ¢ > to fur ein ¢g > 0 auftreten. Dies ist natiirlich nicht die
Verneinung der obigen Behauptung, liefert aber doch einige Einblicke.

(¢) Wére 1 —t - «a(t) > e > 0 fiir groke Werte von ¢, so erhielten wir die
Differentialungleichung ¢(t) > € + € - @?(t). Die Abschiitzung &(t) > ¢
liefert uns, dass fiir hinreichend grofe ¢ die Ungleichung «(t) > 1 gilt.
Andererseits erhalten wir die Abschéitzung &(t) > € - a?(t). Wir haben
oben bereits gesehen, dass positive Losungen dieser Differentialgleichung
im Falle der Gleichheit nur auf endlichen Zeitintervallen (in positive Zei-
trichtung) existieren kénnen. Dies gilt umso mehr fiir Losungen der Dif-
ferentialungleichung.

(d) Wire 1 —t-a(t) < —e < 0 fiir groe Werte von ¢, so folgt &(t) < —e und
daher «a(t) < —1 fiir groRe ¢. Dies liefert 0 > 1 +¢- (—«a(t)) > 1++¢-1
und somit einen Widerspruch fiir grofse Werte von t.

(e) Wir erhalten also mit dieser unprézisen Argumentation 1 —¢ - «(t) — 0
fiir t — oo und somit «(t) = % fiir ¢ — oo.

Nachfolgend erinnern wir an einige Definitionen und Resultate.

Definition 8.1.6. x Sei E ein normierter Raum und sei M C E. Dann heiftt eine
Abbildung ®: M — M kontrahierend, falls es ein ¢ mit 0 < ¢ < 1 und

[@(z) — @(y)| <c-flz -y

fiir alle z,y € M gibt.
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Theorem 8.1.7 (Banachscher Fixpunktsatz). = Sei E ein Banachraum und M C
E abgeschlossen. Sei

S M—->M
eine kontrahierende Abbildung. Dann besitzt ® genau einen Fizpunkt, d. h. es gibt
genau ein © € M mit ®(z) = x.

Definition 8.1.8. Seien E, F' normierte Rdume.

(i) = Dann heifft f: E — F (global) lipschitzstetig (auch: Lipschitz stetig), falls
es ein L > 0 mit

1f(@) = fWlr <L-llz-yle
fiir alle z,y € E gibt. Die kleinste solche Zahl L heiffit Lipschitzkonstante
der Abbildung f.

(ii) Sei f;: E — F, j € J, eine Familie von lipschitzstetigen Funktionen mit
Lipschitzkonstanten L;. Dann heifit {f;};c; gleichméfiig lipschitzstetig,
falls die Lipschitzkonstanten L;, j € J, gleichméfig beschréinkt sind.

(iii) Eine Funktion f: F — F heift lokal lipschitzstetig, falls es zu jedem Punkt
xo € E eine Umgebung U mit z¢ € U und ein L = L(U) mit

[f(@) = fWllr < LU) - |z —yle
fiir alle z,y € U gibt.

(iv) Eine Familie von Funktionen f;: E — F, j € J, heift gleichméfiig lokal
lipschitzstetig, falls es zu jedem Punkt zg € E eine Umgebung U mit zy € U
und ein L = L(U) mit

I1fi(@) = fillr < LU) - lz - yle
fiir alle z,y € U und alle j € J gibt.
Entsprechende Definitionen verwenden wir fiir Funktionen f: Q — F, die auf Teil-
mengen 2 C E von E definiert sind.

Bemerkung 8.1.9. x C'-Funktionen sind Lipschitzstetig:
Seien E, F ein Banachrdume. Ist f € CY(E, F), so erhalten wir

1£@) = f)le = | [ Gtz + @ - twde| < [1Dfz+ 0~ t)e -y de
0 0

< sup [[Df(tx+ (1 =t)y)ll - [lz -yl
te[0,1]

Da Df stetig ist, ist f lokal lipschitzstetig. Ist | D f|| tiberall beschrénkt, so ist f
global lipschitzstetig.

Wir beweisen den ersten Existenzsatz fiir gewohnliche Differentialgleichungen fiir
Funktionen z: I — FE mit einem beliebigen Banachraum FE statt R™ oder C™, da
dies keinen Zusatzaufwand bedeutet.

Theorem 8.1.10 (Picard-Lindelof). Sei E ein Banachraum und xo € E. Sei ) C
E offen mit xg € Q. Sei I C R offen mit tg € 1. Sei f: I x Q — E stetig und sei
die Familie (f(t,-))ter lokal gleichmdfig lipschitzstetig. Dann gibt es € > 0, so dass
das Anfangswertproblem (AWP)

i(t) = f(t,x(t), te (to—eto+e),

:L‘(to) = X9
genau eine Lisung x € CY((tg — e,t0 + €), E) besitzt.

Diese Losung ist sogar die eindeutig bestimmte Losung der dquivalenten Inte-
gralgleichung in C°((tg — &,to + ¢), E).
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Beweis. Wir wollen die dquivalente Integralgleichung l6sen. Setze
M := 2| f(to, mo) || + 1.

Aufgrund der Stetigkeit von f und der lokalen Lipschitzstetigkeit gibt es ein r > 0
und ein L > 0 mit (to — 7, to +7) X Byr(xo) C I x €,

sup Ifll <M
(to—r,to+7r) X Br(z0)

und

1t 2) = f(& o)l < L[l =yl

fiir alle z,y € B.(zg) und alle t € (tg —7,tg+7). Wahlee mit 0 <e <r,e-M <r
und e - L < % Definiere

M= {z € C%Jto —e,to +e], E): z(t) € Br(z0)Vt € [to —,t0 +¢]}.

M ist eine beziiglich der C%-Norm abgeschlossene Teilmenge von C°([tg — €,to +
g], E) und daher vollstindig. Definiere T: M — C°([tg — ¢,to + €], F) durch

(ﬂ@ﬂﬂ:xwﬁ/ﬂﬂﬂﬂMr

Wir behaupten, dass T(M) C M gilt. Wir erhalten ndmlich fiir [tg — t| < e

[T @)(®) = ool = | [ f(ra(r))ar

<[t —to| - sup L ()l
(ryy)E(to—r,to+r)x Br(x0)

<e-M<r.

Wir behaupten weiterhin, dass T sogar eine Kontraktion ist. Es gilt ndmlich fir
T,y € M

I(T2)(t) — (Ty)(B)]] = /f(mﬁ(T)) — f(ry(r)) dr

<lt—tol- sup  |f(r,2(7)) = f(my())]
TE[to—e,to+e]
1
<e L sup la(r) —y(n)] < 5llz = yleo
<1 TE[to—E,t(J-'rE]
=2

Somit ist 7" eine Kontraktion. Der Banachsche Fixpunktsatz liefert, dass T einen
eindeutigen Fixpunkt besitzt, die gesuchte Losung. Beachte dazu auch Lemma 8.1.3.
O

Auf kompakten Teilmengen haben wir eine gleichméfige untere Schranke an die
Existenzzeit.

Lemma 8.1.11. Es gelten die Voraussetzungen aus dem Satz von Picard-Lindeldf.
Ist K C I x Q kompakt, so gibt es ein € > 0, so dass fir alle (to,z9) € K das
dortige Anfangswertproblem auf (to — €,to + €) eine (eindeutige) Losung besitzt.

Die Produktgestalt von I x 2 ist hier nicht wesentlich. Das Resultat funktioniert
auch, wenn die Definitionsmenge eine offene Teilmenge von E x R ist.

Di 10.11.2020
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Beweis. Zu jedem (to,x0) gibt es ein M, das wir wie im Beweis definieren, dann
nacheinander zugehorige r, L und €. Da K kompakt ist, gibt es endlich viele Tupel
(to,xo, M, 7, L,¢), so dass die Mengen (to — r/2,to +1/2) X B, /3(x0) die Menge K
iiberdecken. Wir bezeichnen diese Tupel mit (¢;, x;, M;, r;, Li, €i)1<i<n. Wir setzen

nun )
M := max M;, r:=—-- min r;, und L:= max L;.
1<i<N 2 1<i<N 1<i<N
Da wir hier nur endlich viele Tupel betrachten, gelten M < oo, r > 0 und L < co.
Nun fixieren wir e > 0mit 0 <e <r,e-M <runde-L < 1.

Sei nun (z,7) € K beliebig. Dann gibt es ip € {1,..., N} mit
(@,1) € (ti = Tio /2, tiy + Tig/2) X By, j2(Tiy)-
Aufgrund der Dreiecksungleichung erhalten wir
({, r,t+ 1") X Br(T) C (tig — Tigs tig + Tig) X B, (X4g)-
Somit gelten nach Konstruktion

sup Il <M, |[f(t,2) = fE )l < Lz —yl
(ffr,f+r) X B (T)

fiir alle 2,y € B,(%) und alle ¢t € (f — 7,1+ r). Daher funktioniert der Beweis das
Satzes von Picard-Lindelsf ab der Definition von M mit (Z,7) statt (zo,t) mit
dem gewdhlten von (E, f) € K unabhéngigen ¢ > 0, d.h. mit einer gleichméafigen
unteren Schranke an die Existenzzeit. O

Bemerkung 8.1.12. Unter den Voraussetzungen des Theorems von Picard-Lin-
delof wollen wir das maximale Intervall J C I mit ¢ty € J finden, in dem das
Anfangswertproblem eine Losung besitzt.

(i) Es folgt direkt aus dem Satz von Picard-Lindeldf und dem Zusammensetzen
von Losungen, dass wir Losungen, die auf einseitig abgeschlossenen Intervallen
definiert sind, fortsetzen konnen. Daher brauchen wir nur offene Existenzin-
tervalle zu betrachten.

(ii) Sei 2 in Jj eine Losung des Anfangswertproblems und sei x5 in Jo ebenfalls
eine Losung des Anfangswertproblems, wobei J;, i = 1,2, jeweils ein offenes
Intervall ist. Betrachte

G:={te JiNJy: z1(t) = z2(¢)}.

Diese Menge ist
(a) nichtleer, da ty € J; N Jo gilt,
(b) abgeschlossen in J; N Jo, da z; stetige Abbildungen sind,
(c) offen. Dies folgt aus dem Satz von Picard-Lindeldf, angewandt mit ¢; € G
und Anfangswert z(t1) = z1(t1) = x2(t1).
Somit gilt z1 = x5 auf J; N Js.
(iii) Betrachte alle Losungen (z;, J;) des Anfangswertproblems, wobei J; mit ¢y €
J; offene Intervalle und die Definitionsbereiche der Lésungen sind. Setze J :=
Ui und z(t) := 2;(¢) fur ¢t € J;. Dann ist  auf dem offenen Intervall J

(]

definiert. = ist wohldefiniert, da wir gesehen haben, dass x; = x; auf J; N J;
gilt. Offenbar 16st « das Anfangswertproblem. Wir nennen z die maximale
Losung des Anfangswertproblems.

Bemerkung 8.1.13. Sei I = (a,b) C R ein Intervall mit ¢ty € I. Wenn wir das
Anfangswertproblem

{E(to) = X0

{s’c(t) = f(t,x(1)), tel,
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untersuchen, werden wir uns haufig auf ¢t € [ty,b) beschrinken. Dies diirfen wir
ohne Einschrinkung tun, denn x ist genau dann eine Losung des obigen Anfangs-
wertproblems, wenn y mit y(t) = z(to + t1 —t) fiir ein ¢; € R Losung des Anfangs-
wertproblems

y(t) = F(t,y(t)), te€ (to+t1—bto+1t1—a),
y(t1) = xo

mit F(t,z) = —f(to +t1 — ¢, 2) ist.
Beweis. Eine direkte Rechnung liefert y(t1) = x(to + t1 — t1) = x(to) = xo und
y(t) = —a(to +t1 —t) = —f(to + t1 — t,z(to + 11 — 1)) = F(t,y(t)).

Schlieflich iiberlege man sich, dass das Zeitintervall in der Differentialgleichung fiir
y wie angegeben ist. Somit folgt die Behauptung. O

Wir beschreiben nun, was am Rand des maximalen Existenzintervalles passiert.
Wir werden in Bemerkung 8.1.19 sehen, dass eine Losung nicht fiir alle t € [
definiert zu sein braucht.

Bemerkung 8.1.14. Sei x € C'(J, E) die maximale Lésung des Anfangswertpro-
blems aus dem Satz von Picard-Lindel6f. Dann verldsst = jede kompakte Teilmenge
K C I xQ:graphz ¢ K.

Anschaulich bedeutet dies im Falle dim E' < oo, dass

(i) « auf ganz I definiert ist oder
(ii) « gegen den Rand von ) konvergiert, d.h. es gibt eine Folge (¢,) C J mit
dist (09, z(t,)) — 0 fiir n — oo, oder
(iii) « am Ende (oder Anfang) von J unbeschrankt wird.

Insbesondere kénnen wir also eine Losung, deren Graph in einer kompakten Teil-
menge K C I x  enthalten ist bzw. keine der obigen drei Bedingungen erfiillt,
fortsetzen.

Bewets.

(i) Sei K C I x Q kompakt und J C I, da fiir J = I die Behauptung klar ist.
Wir betrachten nur den Fall, dass J die Form [tg,T) mit T < oo hat, T ein
innerer Punkt von [ ist und graphz C K gilt.

(ii) Nach Picard-Lindel6f und Lemma 8.1.11 gibt es ein € > 0, so dass die Diffe-
rentialgleichung fiir jeden Startwert in K mindestens auf einem Zeitintervall
der Lénge ¢ in beide Zeitrichtungen existiert. Dies wenden wir auf den An-
fangswert z(T — ¢/2) und die Startzeit T — /2 an. Durch Zusammensetzen
der Losung sehen wir, dass das Anfangswertproblem eine Losung besitzt, die
iiber T hinaus existiert. Widerspruch. O

Bei beschrénkten Daten erhalten wir globale Existenz.

Korollar 8.1.15. Sei E ein Banachraum mit xg € E. Sei J C R ein Intervall mit
to € J. Sei f: JX E — E stetig und beschrinkt und sei die Familie (f(t,)):c lokal
(in beiden Variablen) gleichmdfig lipschitzstetig, d.h. um jeden Punkt (to,xo) €
J X E gibt es eine Umgebung, in der die Familie gleichmdfig lipschitzstetig ist.
Dann besitzt das Anfangswertproblem

{a'c(t) = f(t,z(t), teJ,

l‘(to) =29

genau eine Lisung x € C1(J, E).
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Beweis. Der Satz von Picard-Lindel6f sichert die lokale Existenz einer Losung. Be-
merkung 8.1.12 impliziert die Eindeutigkeit. Angenommen, I sei das maximale of-
fene Existenzintervall und sei a :=sup I < sup J. Fiir alle r, s € I erhalten wir mit
der Dreiecksungleichung fiir Integrale aus der zur Differentialgleichung dquivalenten
Integralgleichung

l[(r) —x(s)[| = /f(T,JJ(T))dT < llzee - |r — s

Fiir jede Folge (¢;)ien C I mit t; — a ist z(t;) also eine Cauchyfolge. Wir setzen
x mittels z(a) := lim z(¢;) auf I U {a} fort und bezeichnen die Fortsetzung x: I U
1—> 00

{a} — E laxerweise wieder mit z. Im Grenzwert s — a sehen wir, dass auch die
Fortsetzung z Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante || f| L ist. Weiterhin sehen wir
aufgrund der Stetigkeit von x und wegen der Beschrénktheit des Integranden, dass
auch die Fortsetzung = die dquivalente Integralgleichung 16st. Mit Picard-Lindelof
und Anfangswert x(a) konnen wir die Losung noch iiber a hinaus fortsetzen. Dies
widerspricht der angenommenen Maximalitét von 1. O

Bemerkung 8.1.16. x Es gelten die Voraussetzungen von Korollar 8.1.15, aber f
sei nicht beschrénkt, sondern erfiille nur

1t 2)]| < g(t) - (14 [l]])
fiir eine stetige Funktion g. Auch dann gilt die Behauptung des Korollars. Insbe-
sondere existiert eine Losung auf ganz J.
Eine Variante mit ,,< g(t) - (1 + [|2[|'7)“ ist i. A. falsch, wie das Beispiel & (t) =
22(t) € R fiir e = 1 zeigt.

Beweis. Ubung. O

Unter den Voraussetzungen wie im Satz von Picard-Lindel6f ist der maximale
Fluss im Endlichdimensionalen auf einer offenen Teilmenge definiert. Die Bedingung
dim F < oo ist hier wichtig, damit B,.(0) kompakt ist. Auch dieses Resultat bendtigt
nicht die Produktgestalt I x Q.

Theorem 8.1.17 (Maximaler Fluss). Sei Q C R"™ offen. Sei I C R offen. Sei
[ IxQ — R™ stetig und sei die Familie (f(t,-))ier lokal gleichmdfig lipschitzstetig.
Sei J, C I das mazimale Existenzintervall, in dem die Differentialgleichung

{o’z(t,x) = f(t,a(t,2)), teE Jo,

a(0,z) =z

fiir € Q (mit zundchst noch nicht vorgeschriebenem J, ) lésbar ist.
Dann ist
D(f) = |J (e x{z}) CIxQ
€
offen. Die Abbildung o: D — Q heifst maximaler Fluss.

Bemerkung 8.1.18. Ist dariiber hinaus f im Definitionsgebiet von der Klasse C"™,
so gilt auch o, & € C™(D(f), E). Dies werden wir spéter in Theorem 8.3.2 zeigen.
Die Offenheit von D(f) ist dabei nétig, damit wir iberhaupt ableiten kénnen.

Beweis von Theorem 8.1.17. Wir zeigen die Offenheit.

(i) Falls D(f) nicht offen wiére, gébe es (to,x0) € D(f) mit Bs(to,z0) ¢ D(f)
fir alle 6 > 0. Ohne Einschrankung diirfen wir ¢5 > 0 annehmen. Ohne
Einschrankung diirfen wir weiterhin annehmen, dass ¢y fiir dieses feste xq
minimal mit dieser Eigenschaft ist, sonst betrachten wir das Infimum aller
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solcher ty. Ein kurzes Argument mit Dreiecksungleichung zeigt, dass auch das
Infimum aller solche tg’er die Eigenschaft Bs(to, xo) ¢ D(f) fiir alle § > 0 hat.
Aufgrund des lokalen Existenzsatzes fiir den Fluss gilt ¢g > 0.

(ii) Fixiere r > 0 mit r < tg und [to — 7, tg] X By(a(to, o)) C I x Q. Nach Lemma
8.1.11 gibt es € > 0 mit € < r, so dass das Anfangswertproblem

B(t,(E) = f(t7ﬁ(t7x))v te (tl —&th +5)7
Bt1,z) ==

fir alle (t1,x) € [to —r,to] X Br(a(to, o)) (mindestens) auf dem angegebenen
Zeitintervall (1 — e,t1 + €) losbar ist.

(iii) Wir betrachten nun die Menge a(ty — ¢/2, B,(zo)) fiir p > 0. Zunéchst ist
sie fiir kleine p > 0 wohldefiniert, da ¢ty > 0 minimal mit der Eigenschaft
war, dass (to, o) keine offene Umgebung im Definitionsbereich D(f) von «
besitzt. Weiterhin gilt a(ty — /2, B,(x0)) C Br(a(to,z0)), falls wir p > 0
und ¢ > 0 ggf. nochmals verkleinern. Wir zeigen dies in den néchsten beiden
Abschnitten.

(iv) Zum Beweis dieser Inklusion: Aufgrund der Stetigkeit von a diirfen wir, ge-
gebenenfalls nach Verkleinern von ¢ > 0, annehmen, dass a(tg — /2,x9) €
Oé([to - 6/2,t0],1‘0) C BT/Q(Oé(to,.’EQ)) gilt.

(v) Wir erinnern daran, dass es um (o — £/2,2) einen Ball / eine Umgebung
in D(f) gibt. Nun gibt es nach Gronwall (stetige Abhéngigkeit vom An-
fangswert; wir werden dies in Theorem 8.2.2 unabhéngig von diesem Resul-
tat zeigen; in einer kompakten Umgebung von {(¢,a(t,z¢)): ¢t € [0,to]} ist
die Lipschitzstetigkeit gleichméfig) ein p > 0, so dass «(tg — /2, B,(x0)) C
By ja(a(to — €/2,x0)) gilt. Nach Dreiecksungleichung folgt also

a(to —€/2, By(wo)) C Byja(alto — €/2,20)) C Br(alto, z0)).

(vi) Aufgrund dieser Inklusion kénnen wir jede der Kurven ¢ — «f(t,z) mit x €
B,(x0) in der Zeit durch Zusammensetzen mit Hilfe von § noch um mindestens
¢ als Losung der Differentialgleichung fortsetzen. Lésungen mit Startwert in
B, (zo) zur Zeit t = 0 existieren daher mindestens auf [0,ty — /2 + ¢). Somit
gilt [0,t0 +¢/2) x B,y(zo) C D(f) und (to,zo) ist ein innerer Punkt von D(f).
Widerspruch. O

Bemerkung 8.1.19 (Vergleich von Losungen).
Obwohl ich zum Anfangswertproblem

i(t) =t*+22(t), z(0)=1

keine explizite Losung kenne, kann man doch Aussagen iiber das Existenzintervall
machen.

Eine Losung des Anfangswertproblems g(t) = y2(¢) mit y(0) = 1 erfiillt y(t) <
x(t) fiir alle ¢ > 0: Sei € > 0. Eine Losung y.(t) = —~— der Differentialgleichung

1
Tt

fiir y mit Anfangswert 1 — ¢ erfiillt ndmlich y.(0) < z(0). Daher gilt aufgrund der
Stetigkeit von y. und x auch y.(t) < z(t) fiir kleine Werte von ¢ > 0. Angenommen,
es gibt ein minimales to > 0 im Definitionsbereich von z und y. mit z(tg) = y.(to).
Dann folgt aus x(t) > y.(¢) fir alle 0 < ¢ < tg, dass (tg) < ¥:(to) gilt. Andererseits
folgt jedoch aufgrund der Differentialgleichung

i(to) = 12 + 22(to) > 04 y2(to) = 9 (to)-

Widerspruch. Wir erhalten z(t) > y.(¢) fiir alle ¢ > 0 im gemeinsamen Definitions-
gebiet. Mit € N\, 0 folgt x(t) > y(t). Wegen y(t) = 15 kann auch z(t) héchstens bis
t = 1 existieren.
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* Betrachte also alle 0 <t < T < 1, fiir die eine Losung x(t) existiert. Dort gilt
(t) < 14 22(t).

Im Falle der Gleichheit 16st tan(t — tg) diese Differentialgleichung, konkret z(t) =
tan (t + %) Somit erhalten wir dhnlich wie oben mit Hilfe von tan (t +7+ 5),

e\ 0, tan (t + T) > z(¢).
Daher existiert die Losung «(t) in einem Intervall [0,7") mit 0,785 < § < T < 1.

Bemerkung 8.1.20. Ein Existenzresultat gilt auch fiir stetige Funktionen f ohne
Lipschitzbedingung: Der Existenzsatz von Peano. Wir werden diesen spéter behan-
deln. Die Eindeutigkeitsaussage gilt nicht mehr, da

fiir jedes tg > 0 durch

0 t<t
.’L'(t):{’ = 10,

1t —1t0)?, t>tg

gelost wird. Fiir ¢ < 0 gibt es analoge Nichteindeutigkeiten mit negativen Losungen.
Beschreibt man die Wasserhohe in einem Eimer mit einem Loch durch eine ge-
wohnliche Differentialgleichung, so sollte diese nicht eindeutig 16sbar sein. Zwar ist
die Voraussage moglich, wie das Wasser ausstromt. Ist jedoch bereits alles Wasser
herausgeflossen, so ist nicht mehr rekonstruierbar, seit wann der Eimer leer ist.

8.2. Vergleichssitze.

Theorem 8.2.1 (Lemma von Gronwall). Sei I C R ein Intervall der Form [to,t1)
oder [to,t1] (t1 = oo ist erlaubt), 0 < p,1 € C°(I,R). Sei a > 0. Nehme an, dass

o(t) <a+t / W(r)p(r) dr

to

fiir alle t € I gilt. Dann folgt

o(t) < a-exp /77/1(7) dr

fiir allet € I.

Hiufig gentigt es, dass Lemma im Fall ¢/(t) = ¢ > 0 zu benutzen.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass a > 0 gilt. Sonst ersetzen wir a durch £ > 0
und lassen am Ende € N\ 0. Definiere

h(t) :=a+ /'Q[J(T)(p(T) dr.

Es folgt h € C' und wir erhalten fiir ¢ € (to,t1)
h(t) = ¥ ()e(t) < P(1h(t)
nach Annahme an . Da h > a > 0 gilt, schliefsen wir, dass
d h(t)

P log h(t) = h(t) < (1)
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gilt. Somit erhalten wir
t
log h(t) — log hto) < / w(r) dr
to

und hieraus, nochmals nach Annahme an ¢,

o(t) < h(t) < h(to) - exp /1/)(7') dr | =a-exp /w(T) dr

Das Lemma folgt. O

Hiermit schlieffen wir, dass Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen stetig
vom Anfangswert abhidngen. Dies bedeutet physikalisch, dass eine Rechnung mit
einem kleinen Messfehler auch nur kleine Abweichungen liefert.

Theorem 8.2.2. Sei I ein offenes Intervall. Sei ) eine offene Teilmenge eines
Banachraumes E. Seien xo,y0 € Q. Sei f € CO(I x Q, E) und sei (f(t,-)); gleich-
mdajig Lipschitz stetig mit Lipschitzkonstante L. Sei J C I ein offenes Intervall mit
to € J. Gelte

B0 = fe) g (00 = Fey)
z(to) = o y(to) = vo-
Dann gilt
lz(t) = y(OI < llzo = yol - exp(L - [t — to])
fir allet € J.
Beweis. Setze o(t) := ||z(t) — y(¢)]|. Dann folgt
p(t) =lz(t) —y@)]

= || + / f(rya(r)) dr — yo - / f(ry(r) dr

<leo - yoll + / 1£(r2(r)) — f(r.y(n) | dr

t

<Jlzo — yoll + / L |le(r) — y(r)| dr.

to =(T)

Die Behauptung fiir ¢t > ¢y folgt nun direkt aus dem Lemma von Gronwall.
Fiir t < ¢y betrachte man Hilfsfunktionen der Gestalt z(t) = x(tp —t) und wende
die obigen Uberlegungen hierauf an. Details: Ubung. O

Dies liefert die stetige Abhéngigkeit von den Anfangsdaten in der folgenden
Form.

Korollar 8.2.3. Unter den Voraussetzungen von Theorem 8.2.2 bezeichne a(t,x),
x € Q, die Losung von

alt,x) = f(t,alt,x)) in Jy,
a(ty,x) = x.

Seir > 0. Angenommen, es gilt t € J,, fir alle x € B,.(xo). Dann ist die Abbildung
x = a(t,z) in xo stetig.
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Beweis. Wir verwenden die € — §-Stetigkeit mit den {iblichen Bezeichnungen. Sei
e > 0. Dann gilt fiir 6 mit 0 < 6 < exp(—L-|t—to|) &, § <7 und ||z — x| < 0 die
Abschitzung ||a(t, ) — a(t, )| < e. O

8.3. Parameterabhingige Differentialgleichungen. In diesem Kapitel seien
E, F stets Banachrdume, I C R offen mit 0 € I. Sei Q C FE offen und V C F.
Sei f:IxQxV — E zumindest stetig und in Q x V gleichméfig Lipschitz stetig,
d. h. es gibt C' > 0 mit

1f(t 2, 0) = f(t g, w)l| < C- ([ =yl + [lv = wl]])

fiir alle t € I, alle z,y € Q und alle v,w € V.
Sei ¢ : V' — Q Lipschitz stetig mit

lo(v) = p(w)[| < C - (v —wl])
fir alle v,w € V.
Um unnoétige technische Komplikationen zu vermeiden, wollen wir stets anneh-

men, dass f,1,Q und V beschrankt sind. Sei I C [-T,T].
Theorem 8.3.1. Seia: I xV — E mit
a(t,v) = f(t, at,v),v), tel,
{a(@w) — o(v)
fiir alle (t,v) € I x V gegeben. Dann ist « gleichmdfig Lipschitz stetig.

Bewets.
(i) Lipschitzstetigkeit in ¢: Nach Voraussetzung ist &(t,v) = f(t, a(t,v),v)
gleichméfig beschrankt. Hieraus folgt die gleichméfige Lipschitzstetigkeit.
(ii) Lipschitzstetigkeit in v: Seien v,w € V. « erfiillt die Integralgleichung

alt,v) = o(v) + / f(rya(r,v),v)dr
0

und eine entsprechende Gleichung fiir w. Wir erhalten
t

at,v) — a(t,w) = p(v) — p(w) + / f(ra(r,v),v) — f(r,a(r,w), w) dr
0
und somit

lla(t, v) = a(t, w)]| é\\@(v)—w(w)IH/IIf(T»a(T,v),v)—f(ﬂa(ﬂw),w)lldT
0
SC'Ilv—wIIJr/C'Ha(ﬂv)—a(ﬂW)H+C'Hv—deT
0

t
<C-(1+T)|Jv—w| —|—C/Ha(7',v) — a(r,w)| dr.
0

Mit Hilfe des Lemmas von Gronwall erhalten wir daraus
la(t,v) —a(t,w)|]| < C- (1+T)- lv—wl|- e
Die Behauptung folgt. O

Wir nehmen nun zusétzlich an, dass € x V konvex ist. Da Differenzierbarkeit
eine lokale Eigenschaft ist, diirfen wir dies nach Verkleinerung der Definitionsgebiete
sogar ohne Einschriankung annehmen.
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Theorem 8.3.2. Sei V offen und seien f und ¢ von der Klasse C'. Seien D, f
und Dsf in QxXV und Dy in'V gleichmdfig Lipschitz stetig. Sei o wie in Theorem
8.3.1. Dann ist o ebenfalls von der Klasse C*.

Beweis.

(i) Die stetige Differenzierbarkeit in ¢ ist aufgrund der Differentialgleichung klar.
(ii) Differenzierbarkeit beziiglich v; Voriiberlegungen: Wére « beziiglich v diffe-

(ii)

(iv)

renzierbar und die zweiten Ableitungen vertauschbar, so 16ste D, die Diffe-
rentialgleichung.

%Dga(t,v) :Dg%a(t,v) =D, f(t,a(t,v),v)
=Dof(t,a(t,v),v)(Dya(t,v)) + Dsf(t, a(t,v),v)

mit Anfangsbedingung

Dya(0,v) = Dp(v).

Dies ist eine affin lineare Differentialgleichung fiir Do« (¢, v). Sie besitzt daher
lokal eine Losung. Sei A = A(¢,v) die Losung von

j‘(ta U) = D2f(t> O‘(tv 'U), 1}) <)‘(t7 U)> + DBf(tv Ot(t, U), ’U),
A(0,v) = Do(v).

Wir behaupten, dass Daa(t, v) = A(t, v) gilt. Nach Theorem 8.3.1 ist a in I xV
Lipschitz stetig. Somit sind auch die Terme in der Differentialgleichung fiir A
in v Lipschitz stetig und A ist nach Theorem 8.3.1 in I x V' Lipschitz stetig. Bis
auf den Nachweis Daa(t,v) = A(¢,v) erhalten wir also, dass o € C1(I x V, E)
gilt.

Behauptung: Es gilt

a(t,v+ h) — a(t,v) — At,v)(h) € o([|h]])
fir h — 0.
Beweis. Wir definieren fiir kleine h #£ 0
(L, v) := a(t,v+ h) — at,v).

Es gelten 9(0,v) = ¢(v + h) — ¢(v) und

ﬁ(tv U) - /\(ta U)<h> = f(tv O‘(t, v+ h)a Chan h) - f(tv a(ta v)ﬂ U)

— (D2 f (L, aft, v), v) (A, 0) (W) + D3 f(t, a(t,v),v)(h).

Wir integrieren dies und erhalten

9(t,v) — A(t, ) (h)
¢(v+h) —p(v) — Dp(v)(h)

t

+/f(T,a(T,v+h),v+h)—f(T,a(T,v),v)dT
0

- / Daf(7, alr,v),)(A(r,0)(h)) + D3 f(r, a(r,v), v){h) dr
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=¢(v+h) = ¢(v) = Dp(v)(h)
+ // %f(?’, sa(r,v+h)+ (1 — s)a(r,v),v + sh)dsdr
0 0 =&s

- / Dsf(r,a(r,v), v) (A7, v) (B)) + Ds (7, alr,v), v){h) dr,

wobei es wichtig ist, dass wir nicht a(7, v + sh) schreiben,

=@(v+h) —e(v) = Dp(v)(h)

+ //D2f mE) v+ h) — a(r,0)) — Daf(r,alr,v), v)(A(r, v)(h)) ds dr

5

0
=p(v+
t

Dsf(1,&)(hy — D3 f(7,a(r,v),v)(h) dsdr

O\H

) — #(v) = Dp(v)(h)

- =

+ D2 f(7,&5)(a(r, v+ h) = a(r,v) = M7, 0)(h) ds dT

+ (D2f(T7 fs) - DQf(T’ a(Tv ’U), U)) <)‘(T’ U) <h>> dsdr

S O~
- O\H o

+ / / Dyf(7.&) = Daf(r,a(r.v),v) dsdr | ()

EIl+IQ+13+I4.

Es gilt Iy € o(||h||), da ¢ differenzierbar ist. Da h — & stetig mit & |p—0=
(a(T,v),v) ist, folgt I3, I4 € o(]|h||). Insgesamt erhalten wir also in e-Notation

[9(t,v) = At o) (W[ < e([IAl]) - IRl + C/ [9(7,v) = A7, v) ()| dr.
0

Das Lemma von Gronwall impliziert nun
19, v) = At w) (Wl < (1] - [[A]] - e,
Dies zeigt die Behauptung. O
Damit folgt auch das Theorem. O

Bemerkung 8.3.3. Eine entsprechende Aussage gilt auch fiir die Klasse CP, 1 <
p < o0.

Beweis. Sei ohne Einschrankung p < co. Wir benutzen Induktion und diirfen be-
reits annehmen, dass o € CP~! gilt. Aus der Gleichung (¢, v) = f(¢, a(t,v),v) liest
man direkt ab, dass DY« existiert und stetig ist. Das funktioniert analog, solange
mindestens eine Zeitableitung auftritt, also fiir DD~ % mit 1 < ¢ < p.

Dba: Es gilt

letDp La(t,v) = Daf(t,a(t,v),v)(DE " a(t,v)) + R(t,v)
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mit R € C'. Somit folgt nach Theorem 8.3.2 D?~1a € C* und daher die Behaup-
tung. U

8.4. Der Satz von Arzela-Ascoli. Als Vorbereitung fiir einen Existenzsatz bei
stetiger rechter Seite benétigen wir den Satz von Arzela-Ascoli.

Definition 8.4.1. Sei E ein metrischer Raum und sei F' ein Banachraum.
(i) Dann heift eine Teilmenge A C C°(E, F) gleichgradig stetig, falls

VeeFE Ve>0 36>0 VfeA VyeE:d(x,y) <d=|f(z)— fly)l <e,

d.h. § in der Definition von Stetigkeit kann unabhéngig von der speziellen
Funktion f gewihlt werden. (Ohne den Quantor Vz € E spricht man von
gleichgradiger Stetigkeit im Punkt € E.)

(ii) Eine Teilmenge A C CY(E, F) heift gleichmiikig gleichgradig stetig, falls

Ve>0 36>0 VfeA Vr,ye E:d(z,y) <d=|f(z)— f(y)] <e.

(iii) Wir sagen auch, dass die Funktionen f € A bzw. eine Folge (gleichméfig)
gleichgradig stetig sind, wenn dies fiir A bzw. die Menge der Folgeglieder gilt.

Beispiele 8.4.2.

(i) Sei A C C°(R,R) eine Teilmenge von gleichmiiRig holderstetigen Funktionen,
d. h. gilt
|f@) = f)l < e |z—yl*

fiir ein ¢ > 0, ein a € (0, 1), alle z,y € R und alle f € A, so ist A gleichméRig
gleichgradig stetig.

(ii) GleichméaRig Lipschitz stetige Funktionen sind gleichméfig gleichgradig stetig.

(iii) Jede Funktion einer gleichméRig gleichgradig stetigen Menge ist selbst gleich-
mékig stetig.

(iv) Eine Menge, die sich aus endlich vielen stetigen Funktionen oder endlich vielen
gleichgradig stetigen Mengen zusammensetzt, ist gleichgradig stetig.

(v) Eine Menge, die sich aus endlich vielen gleichmifig stetigen Funktionen oder
endlich vielen gleichméfig gleichgradig stetigen Mengen zusammensetzt, ist
selbst wieder gleichméfig gleichgradig stetig.

Genauso wie bei einer einzelnen Funktion ist eine gleichgradig stetige Menge von
Funktionen, die auf einer kompakten Menge definiert sind, gleichméfig gleichgradig
stetig.

Lemma 8.4.3. Sei E' ein kompakter metrischer Raum und F' ein Banachraum. Sei
A C C°(E, F) gleichgradig stetig. Dann ist A auch gleichmdfig gleichgradig stetig.

Beweis. x Falls nicht, gibt es € > 0 und zu jedem n > 0 eine Funktion f, € A
sowie Ty, Yn € F mit d(z,,y,) < % und || fn(zn) — fu(yn)|| > €. Da E kompakt ist,
konvergiert eine Teilfolge von (z,),>0, gelte also ohne Einschrankung =, -z € E
fir n — oo. Es folgt y, — x fiir n — oo aufgrund der Dreiecksungleichung. Da A
gleichgradig stetig ist, gibt es 6 > 0, so dass fiir alle f € A und alle y € Bs(z) auch
|l f(z) = f(y)l| < § folgt. Sei nun n so grok, dass x,,y, € Bs(x) gilt. Dann erhalten
wir
= —c.

e <N fa(xn) = falyn)ll < [l fn(@n) = fa(@)l + [ fal2) = falyn)]l < % +i=

Widerspruch. O

€ 2

Die néchsten beiden Lemmata zeigen, wie Eigenschaften dank der Gleichgradig-
keit im Limes erhalten bleiben.

Di 24.11.2020
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Lemma 8.4.4. Sei E ein metrischer Raum und sei F' ein Banachraum. Sei die Fol-
ge (fn)nen C C°(E, F) gleichmdfig gleichgradig stetig. Konvergiert (f,)nen punkt-
weise gegen eine Funktion g: E — F', so ist g gleichmdf$ig stetig.

Beweis. Sei € > 0. Dann existiert § > 0, so dass
VneN Va,yeE dxy) <dé = |[fal@)—fuly)l <e

gilt. Fiir feste z,y € E mit d(z,y) < J erhalten wir also im Limes n — oo

lg(x) —gw)ll < e
Da e > 0 beliebig war, folgt die gleichméfige Stetigkeit. O

Lemma 8.4.5. Sei E ein metrischer Raum und sei F' ein Banachraum. Sei die Fol-
ge (fu)nen C CU(E,F) gleichgradig stetig. Konvergiert (fn)nen punktweise gegen
ewne Funktion g: E — F, so ist g stetig.

Beweis. Sei x € E. Sei € > 0. Dann gibt es § > 0, so dass

yeBsx) = |lfaly) = fulx)ll <e
fiir alle n € N gilt. Wir gehen nun fiir festes y € Bs(z) zum Limes n — oo iiber
und erhalten
l9(y) — g(2)|| < e
Da e > 0 beliebig war, folgt die Stetigkeit von g. O

Proposition 8.4.6. Sei E ein metrischer Raum und sei F' ein Banachraum. Sei
(fa)nen C CU(E, F) eine gleichgradig stetige Folge. Sei D C E dicht. Konvergiert
(fn)nen Punktweise in D, so konvergiert (fn)nen punktweise in ganz E.

Beweis. Sei xz € FE beliebig. Da F vollsténdig ist, geniigt es zu zeigen, dass die Folge
(fn(2))nen eine Cauchyfolge ist.
Sei € > 0. Dann gibt es aufgrund der gleichgradigen Stetigkeit von (f,)nen ein
0 > 0, mit
||fn(m) - fn(y)” <e Vye B(;(Q?) Vn eN.
Da D dicht in E liegt, gibt es y € DN Bs(z). Fixiere solch ein y. Nach Voraussetzung
ist (fn(¥)),en eine Cauchyfolge in F, d. h. es gibt ng € N, so dass fiir alle n,m > ng

1fn(y) = f(y)ll <&

gilt. Zusammengenommen erhalten wir

[fn(@) = fm (@) | < [[fn(x) = fa@) + 1fa(y) = F @+ [[fm (y) — frn(2)]] < 3¢
fiir alle n, m > ng. Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

Auf kompakten Mengen impliziert punktweise Konvergenz gleichgradig stetiger
Funktionen bereits gleichméifige Konvergenz.

Proposition 8.4.7. Sei E ein kompakter metrischer Raum und F ein Banach-
raum. Sei (fn)nen C CO(E, F) gleichgradig stetig und sei g: E — F eine Funktion.
Dann folgt aus f, — g (punktweise) bereits f, = g.

Beweis.

(i) Nach Lemma 8.4.3 ist (f,),y auch gleichmékig gleichgradig stetig und nach
Lemma 8.4.4 ist auch g gleichméfig stetig. Daher ist A := {f, : n € N} U{g}
gleichméfRig gleichgradig stetig.

(ii) Sei € > 0 beliebig. Dann gibt es aufgrund der gleichméfigen gleichgradigen
Stetigkeit ein § > 0 so dass fiir alle x,y € F und alle f € A

dz,y) <6 = |[f(z)-f(yll <e
gilt.
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(iii) Da E kompakt ist, gibt es endlich viele z; € F, 1 <i < N, so dass die Kugeln
Bj(x;) die Menge E tiberdecken.
(iv) Aufgrund der punktweisen Konvergenz f,, — ¢ gibt es zu jedem i € {1,..., N}
ein n; € N mit
[ fo(@i) —g(z)|| <e Vn>n,.

Definiere ng := max n;.
1<i<N
(v) Sei nun x € E beliebig. Sei i € {1,..., N} mit x € Bs(z;) fest gewéhlt. Dann
gilt

[fn(@) = g(@)[| < [Ifn(2) = falz) || + [ falz:) — g(@) ]| + lg(z:) — g(2)|| < 3e

fiir alle n > ng aufgrund der obigen Abschétzungen.
Da z € E und ¢ > 0 beliebig waren, folgt die Behauptung. O

Lemma 8.4.8. Sei E' ein metrischer Raum und sei F' ein Banachraum. Sei A C
C°(E, F) (gleichmdpig) gleichgradig stetig. Dann ist auch der Abschluss A beziiglich
der C°-Norm (gleichmifSig) gleichgradig stetig.

Beweis. Gehe in der Definition der (gleichméRigen) gleichgradigen Stetigkeit zum
Grenzwert iiber. Details: Ubung. O

Als letzte Vorbereitung fiir den Satz von Arzela-Ascoli zeigen wir

Bemerkung 8.4.9. Sei F' ein Banachraum und sei A C F'. Dann ist A genau dann
relativ kompakt, wenn A prikompakt ist.

Beweis. Nach Definition ist A genau dann relativ kompakt, wenn A kompakt ist.
Nach Analysis I ist dies dquivalent dazu, dass A prikompakt und vollstindig ist.
Da A in einem Banachraum stets vollstindig ist, ist dies auch #quivalent zur Pri-
kompaktheit von A. Eine kleine Ubung zur Prikompaktheit mit Radien £ und /2
zeigt nun, dass dies auch zur Prakompaktheit von A dquivalent ist. U

Theorem 8.4.10 (Satz von Arzela-Ascoli). Sei E ein kompakter metrischer Raum
und sei F ein Banachraum. Dann ist A C C°(E, F) genau dann relativ kompakt,
wenn A gleichgradig stetig ist und wenn fir jedes x € E die Menge A(x) := {f(x) :
f € A} C F relativ kompakt ist.

In Anwendungen ist insbesondere die Riickrichtung wichtig.

Bewets.
o x = Sei A relativ kompakt.

A(z) ist relativ kompakt: Sei # € E beliebig. Wir behaupten, dass
A(z) relativ kompakt ist. Nach Bemerkung 8.4.9 geniigt es dazu, zu zei-
gen, dass A(x) prikompakt ist. Nochmals nach Bemerkung 8.4.9 ist A C
C°(E, F) genau dann relativ kompakt, wenn A prikompakt ist.

Sei € > 0 beliebig. Dann existieren endlich viele f; € A, 1 <1i < N, so
dass zu jedem f € Aein i € {1,..., N} mit

If = fillco = sup |f(y) = fi(y)ll <€
yeE

existiert. Insbesondere folgt daraus

1f(z) = filx)]| <e
fiir dieses i. Somit ist A(x) prikompakt und daher auch relativ kompakt.
A ist gleichgradig stetig: Wir benutzen nochmals, dass A prikompakt

N

ist. Sei € > 0 beliebig. Seien f; € A, 1 <i < N, mit A C |J B:(f;). Jedes f;
i=1

ist gleichméfRig stetig, da E kompakt ist. Die Gleichmé&figkeit ist zwar nicht
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zu zeigen, erleichtert aber die Notation. Da die Menge {f; : 1 < i < N}
endlich ist, gibt es § > 0 mit

d(x,y) <6 = [lfi(z) = fi(y)l <e

fir alle z,y € E und alle 1 < 4 < N. Sei nun f € A beliebig und i €
{1,..., N} mit f € B.(f;). Dann folgt fir z,y € E mit d(z,y) < I

1 (@) = f@I < 1f (@) = fi@) | + 1 fi(z) = fi@)] + 1fi(y) = fF@)]| < 3e.

Da e > 0 beliebig war, folgt die (gleichméRige) gleichgradige Stetigkeit.
o <" Wir zeigen die Kompaktheit von A, indem wir zeigen, dass jede Folge
(fn)nen C A eine in C°(E, F) konvergente Teilfolge besitzt.

Da F kompakt ist, ist E' auch separabel. Daher besitzt E eine héchstens
abzéhlbare dichte Teilmenge D = {z, : n € N}. Sei (fn)nen C A beliebig.
Wir behaupten, dass (f,)nen eine in ganz D punktweise konvergente Teil-
folge besitzt. Dann konvergiert die Teilfolge nach Proposition 8.4.6 in ganz
E punktweise und nach Proposition 8.4.7 sogar gleichméfig und damit in
C°(E, F) wie behauptet.

Die in D konvergente Teilfolge erhalten wir als Diagonalfolge:

(a) {fn(zo): n € N} C A(xp) ist nach Voraussetzung relativ kompakt und
besitzt daher eine in F' konvergente Teilfolge (fon(z0))nen-

(b) {fon(z1): n € N} C A(z1) besitzt ebenso eine konvergente Teilfolge:
(fin(®1))nen-

(c) Tterativ erhalten wir eine Teilfolge (fin)nen von (fi—in)nen, die in
{zo, ..., z;} punktweise konvergiert.

(d) Die Diagonalfolge (fnn)nen konvergiert in ganz D: Sei ndmlich x; € D
beliebig, s0 ist (fyn)n>i eine Teilfolge von (fin)nen und diese konver-
giert in x;. Dies zeigt die noch ausstehende Behauptung. 0

Fr 27.11.2020
Ist der Bildraum endlichdimensional, so erhalten wir
Korollar 8.4.11. Sei E ein kompakter metrischer Raum und sei
(fn)’nGN - CO (Eu Rd) )

d € Nsg, beliebig. Ist (fn)nen gleichgradig stetig und punktweise beschrinkt, d. h.
gilt fiir allex € E

sup || fn ()| < e(z) < oo,
neN

s0 besitzt (fn)nen eine in C° (E,RY) konvergente Teilfolge.
Ein wichtiger Spezialfall davon ist

Korollar 8.4.12. Sei E ein kompakter metrischer Raum. Seien o € (0,1) und
d € N5q. Sei (fn)nGN c CcYe (E,Rd) mit

sup || fullco.e(g,rey < 00
neN

Dann besitzt (fn)nen eine Teilfolge, ohne Einschrinkung (fn)nen selbst, mit fr, —
fin C° (E,R?) fiir n — oo fir ein f € C%* (E,R%) und es gilt

[ fllco.o(mrey < sup || frllcoo (g ray-
neN
Man sieht leicht, dass auch die Abschétzung
oo (e < T [1fullon (s

gilt.



ANALYSIS IIT 25

Beweis. Wir miissen nur die Regularitdt und die Abschétzung fiir f nachweisen.

Gelte
I fn (@) — fu()ll
su (| + sup 0 < ¢
Zegllf ()l S )

Insbesondere erhalten wir fiir feste x £y, z € F

[fn(2) - d(z,y)* + [[fn(z) = fu()ll < c-d(z,y)"
Nach Arzela-Ascoli konvergiert eine Teilfolge, ohne Einschrankung (f,,).en selbst,
in C° (E7 Rd) und damit auch punktweise gegen eine Funktion f € C° (E, Rd). Mit
n — oo erhalten wir

[F I - d(z, )™ + [/ (2) = )] < c-dlz,y)*

Teilen wir durch d(z, y)® und betrachten das Supremum iiber alle z # y, z € E, so
folgt die Behauptung. O

8.5. Der Existenzsatz von Peano.

Theorem 8.5.1 (Peano). Sei Q@ C R x R™ offen und f : Q — R"™ stetig. Sei
(to,xo0) € Q beliebig. Dann gibt es ein offenes Intervall I C R mit to € I und
mindestens eine Losung des Anfangswertproblems

a(t) = f(t,a(t), tel,
Oé(to) = Zg.

Jede Liosung « ldsst sich fortsetzen, so dass graph o ¢ K fiir jede kompakte Teil-
menge K C § gilt.

Der wichtigste Teil des Beweises ist das folgende Resultat.

Theorem 8.5.2. Sei I = [to,t1] C R mit t; > to und sei f : I x R™ — R™ stetig
und beschrankt. Sei xg € R™. Dann gibt es mindestens eine (stetig) differenzierbare
Funktion o : I — R™ mit

{d(t) = f(t,a(t)), tel,

Oé(to) = Xp.

Beweis.
(i) Wir benutzen die dquivalente Umformulierung als Integralgleichung

a(t) = zg + /f(T7 a(t))dr

fiir t € I und zeigen, dass diese eine Losung o € CO(I,R") besitzt.
Fiir € > 0 definieren wir eine Funktion «a, durch

Zo, t < th

Qs(t) = $0+jf(73a5(T_8))dT7 tel.

(ii) Die Funktion o € C°(I,R™) ist wohldefiniert: Zunichst konnen wir das Inte-
gral fiir t € [tg, to 4+ €] N I bestimmen, da dort a. (7 — ¢) definiert ist. Dann ist
ae auf t € [tg,tg + €] N I definiert, wir konnen also mit Hilfe der Integraldar-
stellung o auf [tg, to + 2¢] N I bestimmen und erhalten so a. nach endlich
vielen Schritten auf ganz I.

(iii) (Gleichméfhige) gleichgradige Stetigkeit: Da f beschriankt ist, ist auch d&. un-
abhéngig von € > 0 beschrankt.
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(iv) Punktweise gleichméfige Beschranktheit: Gelte |f| < C. Fiir ¢ € I gilt

t
lau(t)] = xo—&—/f(r,aE(T—e))dT < loo| + [t1 — to] - C.
t

0

Daher gibt es nach dem Satz von Arzela-Ascoli eine Folge e; — 0, i — oo, mit

Qe —> in C°(1,R™).

1

Auch die Funktionen ¢ — a.,(t — ;) konvergieren gegen «; es gilt ndmlich

e, (t = &i) = a(t)] <o, (t — i) — ae, (B)] + |ae,; (1) — (D)

- /ﬂﬂ%ﬁ—mMTH%ﬁ%ﬂ®

t—e;

<ei O+l (t) — aft)]

und der letzte Term konvergiert wegen o., — « in C°(I,R") fiir i — oo
ebenfalls gegen Null.

(v) Da f auf kompakten Teilmengen der Form I x Bgr(0) gleichméRig stetig ist,
konvergiert f(-, ac, (-—&;)) = f(-,a()) (kleine Ubung). Wir kénnen also in der
definierenden Integralgleichung fiir . zum Grenzwert iibergehen und erhalten

a(t) =xzo + /f(T, a(T))dr

fir ¢t € I wie behauptet. O

Eine einfache Normabschétzung fiir die hier definierten Funktionen o, zeigt, dass
f nur auf einem Rechteck definiert zu sein braucht.

Theorem 8.5.3. Seien tg € R, zg € R", &1 > to, 7 > 0 und f : R = [to, t1] X
B,.(xzg) — R™ stetig. Seien A := mgx|f|, ohne FEinschrinkung A > 0, und g =
min {t1 — to, %} Dann besitzt das Anfangswertproblem
a(t) = f(t,a(t)), to<t<to+5,
{a(to) =29
eine fiir t € [to,to + 8] = I definierte Losung o € C(I,R™).

Eine entsprechende Aussage gilt fiir 1 < tg.

Beweis. Sei f ohne Einschriankung nach R := [to, t;] x R” stetig und mit sup | f| = A
R

fortgesetzt, beispielsweise konstant entlang radialer Strahlen. Wir zeigen, dass fir
eine Losung o € C1(I,R™) stets |a(t) — x| < r fiir alle t € [tg,to + 3] gilt. Dann
verlasst keine Losung aus Theorem 8.5.2 den urspriinglichen Definitionsbereich von
f, ist also eine gesuchte Losung.
Es gilt
t
a(t) = w0l =la(t) - alto) < | [ f(ra(r)dr| <t~ to]- A< 5 A<,
to

Somit folgt die Behauptung. O

Beweisidee des Satzes von Peano:
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(i) Sei K € Q beliebig. Wir zeigen lediglich, dass sich « nach rechts soweit fort-
setzen ldsst, dass graph a ¢ K gilt. Indem wir 2 durch kompakte Mengen
ausschopfen und « jeweils entsprechend fortsetzen, folgt die Behauptung.

(ii) Sei I = [to,T] bzw. = [tg,T') ein Intervall, auf dem « definiert ist. Indem wir
in der dquivalenten Integralrechnung zum Grenzwert iibergehen, sehen wir,
dass wir o zumindest auf [to, 7| fortsetzen kénnen.

(iii) Solange (T, «(T)) € K gilt, gibt es stets eine Umgebung mit festem Radius
r > 0, auf der | f| < C(K) gilt. Somit konnen wir die Losung « nach Theorem
8.5.3 auf ein Intervall [to,T + £(K)] mit e(K) > 0 fortsetzen. Nach endlich
vielen solchen Schritten verldsst die Losung damit K.

Die Behauptung folgt. O

8.6. Separation der Variablen x.

Beispiel 8.6.1 (Separation der Variablen). Sei x die Geschwindigkeit eines fallen-
den Korpers, auf den Gravitation und Luftwiderstand wirken. Dabei ist die Ge-
schwindigkeitsinderung (= die Beschleunigung) durch den Luftwiderstand propor-
tional zur Kraft und damit zu 22. Es gilt

& =g—lz>
In den folgenden Rechnungen kiimmern wir uns nicht genauer um mégliche Divisio-

nen durch Null. Man tberpriift am Ende, dass es sich tatsdchlich um eine Lésung
handelt. Wir formen wie folgt um

i(t) =1 (% -2%(t)) .
i)

o LT
z(t) =/ >—F——.
L 2/F(t—to) 4 q

#(t) =/ o +1)2 QZ\ﬁ:éll%m,

Es folgt
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Somit haben wir fiir jedes ¢y eine Losung gefunden.

Als wir den Logarithmus als Stammfunktion verwendet haben, haben wir ein
Vorzeichen fixiert. Somit erhalten wir Losungen fiir manche Anfangswerte z(0).
Weitere Losungen erhalten wir durch eine andere Vorzeichenwahl.

Beispiel 8.6.2. Ist &(t) = f(at + ba(t) + ¢), so erfillt y(t) := at + bz(t) + ¢ die
Differentialgleichung

gt) =a+bi(t) =a+bf(y(¢)).
Dies kénnen wir mit Separation der Variablen 16sen.
Zu einem konkreten Beispiel:

i(t) = (t +2()2,
y(t) ==t +a(t),
9t =1+ 2(2).

Wir rechnen wieder formal und benétigen zunéchst eine Stammfunktion.

1 1 1 [ -1 1
— dr= | = d
/1+x2 x /(x—i—i)(x—i) T i ™

1 1 T —1 1 1+
i (T log(w i) Flog(w =) = g7log 7= = 5 °g< 1—m)

Mit 1+ iz = V1422 €%, 1 —iz =1+ 22 e % und ¢ = arctan x erhalten wir

weiter

L
.= —10ge
2 8

Die Konstante in der Stammfunktion ist natiirlich beliebig. Wir erhalten weiter

[ i ae= [

. . T
in+2ip — 3 + arctan z.

arctany(t) =t —to, to geeignet fir Anfangsbedingungen,
y(t) = tan(t — to),
x(t) = tan(t — to) — t.
Nun gelten % tant = CO;Z ; (Quotientenregel und sin® t+cos?t = 1) und tan?t+1 =
—L1_ Somit erhalten wir
cos=t
d 1
i(t) = — (tan(t —tg) —t) = —5—— — 1 = tan’(t — to) = (2(t) +t)°.
(1) = (6ant — ) — ) = s 1= tan’(t ~10) = (a() +1

Damit haben wir fiir jedes ty eine Losung gefunden.

Beispiel 8.6.3. Aus einer Differentialgleichung der Form & = f (@) erhalten
wir mit u(t) = @ fiir t # 0
(t) = u(t) + tu(t) = f(u).

Man kann nun
fu(t)) —u(t)
t
16sen und aus dem Ergebnis x(¢) rekonstruieren.
Als Beispiel wollen wir das Anfangswertproblem

_x(t) t2

a(t) =
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losen. Mit u(t) = @ erhalten wir bei unterschiedlicher Differentiation von x(t)

H(t) = ult) = 5 = w0 + i)

und somit folgt
1
Wt) = ———.
W) = —Em

Weiterhin gilt «(1) = 1. Es folgt (vom Umbruch her gelesen)

éus(t) _ é@: /tddT <;u3(7)> dr = /tu%)u(ﬂ dr

=1 1
/t

1
u(t) = /1 — 3logt,

z(t) =t{/1—3logt, 0<t<e'/?~1,396.

dr = —logt+logl = —logt,

N =

8.7. Exakte Differentialgleichungen .

Bemerkung 8.7.1. Seien g, h in einer offenen Teilmenge 2 C R? stetig differen-
zierbar. Wir suchen eine Kurve (z(t),y(t)): I — R?, die die Differentialgleichung
g9(x(t), y(8)&(t) + h(x(t), y(t))y(t) = 0 16st.
Sei F': 2 — R stetig differenzierbar. Gelte

OF OF

76(32 9 _ g(z,y) und éz W) _ h(z,y).
Die Differentialgleichung heiflt dann exakt. Dann ist F'(z(t),y(t)) konstant, denn
es gilt

d _OF OF .

G .0(0) = G0+ Foit) =g b =0,

Die Differentialgleichung
yr +2zy =0
ist nicht exakt (siehe z.B. néchster Abschnitt). Nach Multiplikation mit y (Euler-
scher Multiplikator /integrierender Faktor) erhiilt man jedoch
y2i + 2zyy = 0,

eine exakte Differentialgleichung mit F(z,y) = xy>.
Die Exaktheit einer Differentialgleichung erfordert im Falle F' € C2, dass gjé;
unabhéingig von der Differentiationsreihenfolge ist, also

99 _ 00F _ 9 0F 0h

oy Oyodx Oxdy Ox

In einem einfach zusammenhéngenden Gebiet ist diese Bedingung auch hinreichend
fiir die Exaktheit.

9. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Die Resultate in diesem Abschnitt gelten auch fiir Funktionen mit Werten in C
oder in einem komplexen Vektorraum.

Di 01.12.2020
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9.1. Einfiihrung und Beispiele.

Definition 9.1.1. Sei I C R ein offenes Intervall. Eine lineare Differentialgleichung
ist eine Differentialgleichung der Form

&(t) + g(t)z(t) = h(t).
* Dieselbe Form haben lineare Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen. Wir
wollen annehmen, dass g und & stetig sind. Die Differentialgleichung heifst
(i) homogen, falls h(t) = 0 gilt.
(ii) inhomogen, wenn h beliebig ist. Ersetzen wir h(t) durch 0, so heifit die resul-
tierende Differentialgleichung die zugehdrige homogene Differentialgleichung.

Bemerkung 9.1.2. Lokal sind Losungen linearer Differentialgleichungen stets ein-
deutig, da der Term g(t)x(t) beziiglich x(¢) linear und damit Lipschitz stetig ist.
Hieraus folgt auch die globale Eindeutigkeit.

Beispiel 9.1.3 (Homogene Differentialgleichung, eindimensional). Die homogene
Differentialgleichung

o(t) = g(t)=(t)
kénnen wir durch Separation der Variablen l6sen. Wir rechnen formal

d (1)

p log z(t) = =() =g(t),

log z(t) = /g(T) dr +1log C,

to
t

z(t) =C - exp /g(T) dr

to

Man rechnet direkt nach, dass dies eine Losung ist. Mit C' := z(typ) kann man
beliebige Anfangswerte realisieren. Aufgrund der Lipschitzstetigkeit im zweiten Ar-
gument sind diese Losungen auch eindeutig bestimmt.

Lemma 9.1.4. Sei
L(t) + g(t)z(t) = h(t)
eine lineare Differentialgleichung. Seien x1,x9 Lisungen der Differentialgleichung
und sei xg eine Losung der zugehdrigen homogenen Differentialgleichung. Dann ist
(i) (x1 — x2)(t) := z1(t) — z2(t) eine Losung der zugehirigen homogenen Diffe-
rentialgleichung.

(ii) x1 + xo eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung.

(i4i) Die Losungen der homogenen Differentialgleichung bilden einen Unterraum
der C-Funktionen.

(iv) Eine beliebige Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist die Summe
aus einer fizierten Lésung der inhomogenen Differentialgleichung und einer
Lésung der homogenen Differentialgleichung. Anders ausgedriickt: Die Menge
aller Lésungen der inhomogenen Differentialgleichung erhalten wir, indem wir
zur Menge der Losungen der homogenen Gleichung eine spezielle Losung (zu
jedem Element) hinzuzdihlen. Solch eine Menge (Unterraum plus spezielles
Element) bezeichnet man auch als affinen Unterraum.

Dasselbe Resultat gilt auch fiir Systeme gewdhnlicher Differentialgleichungen.

Beweis.
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(i) Es gilt

L (o1 = 2)(1) = 2(0) — a(0) = h(t) — g(0)r (1) — (h(1) — g(0)2(1))

dt
= —g(O)(x1(t) = 22(1)).

(ii) Dies folgt wieder aus einer direkten Rechnung
%(wl(t) +20(t) = h(t) — g(t)21(t) — g(t)zo(t) = h(t) — g(t)(x1(t) + xo(t)).

(iii) Wie in (ii) erhalten wir, dass die Summe von zwei Losungen der homogenen
Differentialgleichung wieder eine Losung der homogenen Differentialgleichung
ist. Sei A € R beliebig. Dann gilt

d
S0 (1)) = Ai(t) = ~Ag(0)a(t).
Auch die Nulllgsung ist offensichtlicherweise eine Lésung der homogenen Dif-
ferentialgleichung.
(iv) Die ist eine Umformulierung der obigen Aussagen. d

Beispiel 9.1.5 (Inhomogene Differentialgleichung, eindimensional). Wir untersu-
chen die Differentialgleichung

(t) = g(t)z(t) + h(t).

Die ,Methode der Variation der Konstanten“ von Lagrange besteht darin, einen
Ansatz der Form
¢

x(t) = C(t) - exp /g(T) dr

to

zu machen, also die Losung fiir die zugehdrige homogene Differentialgleichung durch
Ersetzen der Konstanten C durch eine Funktion C(t) zu modifizieren. Dies ist genau
dann eine Losung, wenn

Ct)e +C(t)eg(t) = g(t)C(t)e + h(t)

gilt. Wir erhalten

t T

C(t) :/h(T)'eXp —/g(p)dp dr + Cy.

to to

Mit Hilfe des Eindeutigkeitsresultates fiir gewohnliche Differentialgleichungen er-
halten wir also:

Theorem 9.1.6. Die eindeutig bestimmte Losung von ©(t) = g(t)x(t) + h(t) mit
Anfangswert x(tg) = Co ist durch

t

z(t) = C’o—|-/th(7')-exp —/Tg(p) dp | dr| -exp /g(a) do

to to to

gegeben.
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9.2. Homogene lineare Systeme.

Lemma 9.2.1. Sei I C R ein offenes Intervall und I > t — A(t) € R™*"™ stetig.
Dann gibt es zu jedem tg € I und jedem xy € R™ eine eindeutig bestimmte Lésung
x € CY(I,R") des Anfangswertproblems

{iz(t) = A(t)a(t),

{E(to) = Zg.

Entscheidend ist hier, dass die Losung auf ganz I existiert. Eine analoge Argu-
mentation funktioniert fiir die inhomogene Gleichung #(t) = A(¢)x(t) + b(t) und
stetigem b € R™.

Das Resultat gilt auch in Banachrdumen.

Beweis. Theorem 8.2.2, angewandt auf Teilintervalle von I, liefert die Eindeutigkeit
der Losung. Das Theorem von Picard-Lindelof liefert die Existenz einer Losung auf
einem kleinen Zeitintervall.

Die Losung existiert auf ganz I: Auf R” und R"*™ betrachten wir Normen mit
|Az|lrn < ||A||gnxn - ||z]|gn. Sei (a,b) # I das maximale offene Existenzintervall,
auf dem eine C'-Losung x existiert. Sei ohne Einschrinkung (b — 36,0 + 38) C I
fiir ein 6 > 0 und ¢y < b — 30 sowie tg — 39 > a. Sei Cy > 1 mit ||A(t)|| < Ca fiir
t € [to — 29,b + 20]. Fiir die Losung x(t) erhalten wir aus

x(t) = z(tg) + /A(T) ~x(T)dr
fiir alle t € [to,b)
z(@)] < [lz(to)ll +/CA Azl dr

und somit mit dem Lemma von Gronwall
@) < llzol - eC4 170l = ¢y,

also eine gleichméfige Schranke, d.h. C, héngt nicht von t ab. Dies widerspricht
Bemerkung 8.1.14 und es gilt daher (a,b) = I. g

Theorem 9.2.2. Sei I C R ein offenes Intervall und sei I > t — A(t) € R™*"
stetig. Dann bilden die Losungen x(t) der homogenen linearen Differentialgleichung
#(t) = A(t)x(t) einen Unterraum U von C'(I,R™). Bezeichne mit x(t;tg,xq) die
Losung mit x(tg) = xo. Dann ist die Abbildung

R*">xo— (I 2t x(t;to,x0)) €U
fir festes tg € I ein Vektorraumisomorphismus.

Das Resultat gilt auch in Banachrdumen.

Beweis. Wir haben bereits in Lemma 9.1.4 gesehen, dass U ein Vektorraum ist. Dar-
aus folgt auch, dass ¢ — z(+;to, o) eine lineare Abbildung ist: Die Losung zum An-
fangswert Axg ist A\x(-;tg, o) = z(-; to, Axg), da beides Losungen sind und denselben
Anfangswert haben. Ebenso erhalten wir x(-;tg, 1) + z(-; to, x2) = (-, to, z1 + x2).
Da jede Losung der linearen homogenen Differentialgleichung einen Anfangswert
zur Zeit ty besitzt und dieser die Losung eindeutig bestimmt, ist die Abbildung
surjektiv und injektiv. O

Korollar 9.2.3.
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(i) Die Losungen (z(-;to, €;))1<i<n bilden eine Basis aller Losungen der homoge-
nen Differentialgleichung &(t) = A(t)x(t).

(i) Die Abbildung R™ > g — xz(t1;to,x0) € R" ist ein Vektorraumisomorphis-
mus.

Bemerkung 9.2.4.

(i) Sei (x;)1<i<n eine Basis des Losungsraumes. Dann nennen wir (z;); ein Fun-
damentalsystem.

(i) Setze X (t) = (z1(t),...,zn(t)). X(t) mit (z;); wie oben heift Losungs- oder
Fundamentalmatrix. Sie erfiillt X (t) = A(t)X (t). Jede Losung hat die Ge-
stalt X (t)v fiir ein v € R™. Ist B € R™*"™ regulér, so ist X (¢)B ebenfalls eine
Losungsmatrix. Alle Losungsmatrizen sind von dieser Form.

(iii) Ist X, (t) die Losungsmatrix mit X, (tg) = 1, so erfiillt eine beliebige Losungs-
matrix X (t)

X(t) = Xc(t) - X(to),
denn auf beiden Seiten stehen Losungsmatrizen mit den gleichen Anfangswer-
ten.

(iv) Eine Losung zum Anfangswert x(tg) = ¢ ist durch X.(t)zo gegeben.

Lemma 9.2.5. Sei A = (aj-) € R™" invertierbar. Dann gilt

1<i,j<n

Beweis. Wir verwenden Resultate {iber die Determinante und die Inverse einer
Matrix; vergleiche [4, Lemma 2.14] und benachbarte Resultate. Setze
bl = (—1)"* det A7,

wobei (A;) die Matrix bezeichnet, die entsteht, wenn man die i-te Zeile und die
j-te Spalte streicht, also die Zeile und Spalte, in der aé steht. Es gilt

; . det Al J
(@) = (e Tl

det A detA’
det A - 0% = Zaébi.

Jj=1

Daraus erhalten wir, da bg nicht von aé» abhéngt, mit i = k

Odet A

3
8aj

Theorem 9.2.6 (Wronski-Determinante). Sei X (t) = (2%(t)) eine Losungsma-
triz des linearen Differentialgleichungssystems &(t) = A(t) - x(t) mit zeitabhdngigen

t
Matrizen A = (a}) € COI,R™™). Setze p(t) := det X (t). Dann gilt
() =tr A(t) - (1)
Beweis. Wir benutzen Lemma 9.2.5 und erhalten

d L Odet X (t) 05 (t u '
0= 3 Pty =X 3 (]

ij=1 ij=1

bg =det A- (a_l)z. O

n

=det X(t)- Y (27)] ajal = det X(t) - tr (X () 'A(R)X (1))
i,j,k=1

=det X(t) - tr (X (t)(X () "A(t)) = det X (¢) - tr A(t). O
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Korollar 9.2.7. Sind die Spalten x;, 1 < ¢ < n, einer Matrizx X mit X(t) =
A()X (t) fir ein t linear unabhdngig, so gilt dies auch fir alle anderen Zeiten in
einem Intervall, in dem A(t) stetig ist.

9.3. Inhomogene lineare Systeme.

Bemerkung 9.3.1. Wir wollen das System
z(t) = A(t)x(t) + b(t)
fiir stetige Funktionen ¢ — A(t) € R™*™ und ¢ — b(t) € R™ l6sen. Sei X (t) die

Losungsmatrix des homogenen Systems &:(t) = A(t)z(t) mit X (t) = A(t)X(t) und
X (to) = 1. Wie bei der Variation der Konstanten machen wir einen Ansatz

x(t) = X(t) - v(t)

und versuchen, den im homogenen Fall konstanten Vektor v so zu wéhlen, dass wir
eine Losung der inhomogenen Gleichung mit Anfangswert xg erhalten. Es ist

Ar+b=i = Xv+ X0 =AXv + X0.

¢
Also sollte b = X o gelten. Setze daher v(t) := zo + [ X~ (7)b(7) dr. Somit ist die
to
Losung durch

2(t) = X(8) | 20+ / X-1(r)b(r) dr

gegeben, denn man rechnet nach, dass diese Formel eine Losung liefert.
9.4. Die Exponentialfunktion fiir Matrizen *.

Definition 9.4.1. Eine Norm auf dem Raum R"™*"™ der Matrizen und eine Norm
auf R™ heiffen vertréglich, wenn

() A~ Bl < [|A] - | B,

(i) [|Az| < Al - |||
fiir alle A, B € R"*™ und alle x € R" gilt.

Beispiele 9.4.2.
Q) [z = (/> (@) und ||4]| =,/ 2 (aé)Q, siehe [4, vor Lemma 1.23]. Mit die-

i=1 ij=1

ser Norm ist R™*" ein vollstdndiger normierter Raum, d. h. ein Banachraum,
jede Cauchyfolge konvergiert also.

Ebenso gilt, dass jeder normierte endlichdimensionale R- oder C-Vektor-

raum ein Banachraum ist, denn fiir endlichdimensionale Vektorrdaume sind

alle Normen &quivalent, d. h. fiir beliebige Normen || - ||; und || - |2 gibt es ein

C > 0 mit
1
clzl < llzllz < € - llzlly

fiir alle x.
(ii) Sei || - || eine beliebige Norm auf R™. Definiere
1A]| := Sup, [ Az]-

Hier ist ||Az| < ||A]|l - ||=|| fiir ||z]] = 1 nach Definition klar und folgt sonst
durch Skalierung. Wegen || Bz|| < || B]| fir alle ||z|| = 1 und

sup [|Az|| = sup |[Az]|
lell=1 lzll<1
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erhalten wir

|4 Bl = sup Bzl < sup [yl =B sup [4y] = [A]-|B].
lzl=1 lyl=I1Bl lyll=1
Lemma 9.4.3. Sei I C R offen, I 5t +— A(t) € R™*™ differenzierbar, ebenso B(t)
und I >t — x(t) € R"*™. Dann sind auch die folgenden Ausdriicke differenzierbar
und es gilt

d d d

SHAWB() = LA®) - B+ A) - 5 B(0)
d d d
SAWM(D) = S AW) - 2(t) + A(t) - L(0)

Beweis. Dies folgt direkt aus der Produktregel, angewandt auf die Definition der
entsprechenden Matrixprodukte. O

Wir wollen e, A eine Matrix, bestimmen und auch ableiten. Dies kann man in
diesem konkreten Fall explizit machen, indem man den eindimensionalen Beweis
anpasst. Das folgende Theorem liefert eine allgemeine Methode dafiir.

Theorem 9.4.4. Seien E, F Banachriume, Q0 C E offen und zusammenhdngend.
Sei (fn) eine Folge differenzierbarer Abbildungen f,: Q — F. Gelte:

(i) Es gibt zo € 2, so dass fn(zo) in F konvergiert.
(i1) Zu jedem Punkt x € Q gibt es eine Umgebung B,(x) C Q, so dass (f})
gleichmdfig konvergiert.
Dann konvergiert die Folge (f,) in jeder solchen Umgebung B,.(x) gleichmdfig. Fir
x € Q gilt
!
(Jim, £u() = fim, £

Beide Voraussetzungen sind nétig; Gegenbeispiele sind die Funktionenfolgen

fa(@)=n und f,(z) = Lsin(nz).

Beim zweiten Beispiel ist f] sogar gleichméfig beschriankt, lim % = 0 ist
n—oo
differenzierbar, aber der Grenzwert der Ableitungen lim f/(z) = lim cos(nx)
n—oo n—oo

existiert nicht.

Beweis. Fir y, z € B.(z) gilt

[n(¥) = fin(y) = (fal2) = fm(2))l = (frn = fm) by + (1 = t)2) di

=

(fo = fr)(ty + (1 = )2){y — 2) dt

/
/

<llz—wyll- sup : 1fn(w) = fr(w)ll

weEB,(x

(9.4.1) <2r- sup )Ilfé(w)—ffn(w)ll~

wEB,.(z

Mit der umgekehrten Dreiecksungleichung kénnen wir die linke Seite nach unten
mit ... > [|Fn(y) = fm @) = | fn(2) = fm(2)]|| abschdtzen. Wir erhalten

1fn(y) = fm(y)l < 2r - sup : 1fn(w) = fr @)l + [[fn(2) = fm(2)]-

we B, (x

Konvergiert f,(z) fiir n — oo, so konvergiert daher f,, gleichméfig in B, (x).
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Dies liefert, dass die Menge der Punkte x, in der f,(x) fiir n — oo konvergiert,
in Q offen, abgeschlossen und nicht leer ist. Somit konvergiert f, in ganz Q. (Dies
benotigt etwas Topologie oder ein elementares Argument fiir £ = R.)

Wir definieren

fy):= lim fu(y) und g(y):= lm f(y).

Zur Vertauschbarkeit der Grenzwertbildung mit der Ableitung: Sei e > 0. Wihle
eine Kugel B, (z) wie in der Annahme. Dann gibt es ein ng, so dass fiir alle m,n > ng
die Abschitzung ||f) (w) — f1,(w)| < e fir alle w € B,(x) gilt. Sei weiterhin n so
grofs, dass ||g(w) — f] (w)|| < e fiir alle w € B,(z) gilt. In (9.4.1) betrachten wir den
Grenzwert m — oo und erhalten fiir n > ng in B,(z)

1 (y) = f(2) = (faly) = Fu(2)I < & - [ly — =].

Nach Definition der Ableitung im Punkt z gibt es zu jedem n > ng ein v’ < r, so
dass fiir y € By(z) die Abschitzung || fu(y) — fa(2) — f4(x)y — 2)| <& -y — o
gilt. Fiir |ly — z|| < 7’ erhalten wir daher mit Hilfe der obigen Ungleichungen und
der Dreiecksungleichung

1 (y) = f(z) = g(@)(y = )l <|If(y) = (@) = (faly) = ful2))]
+ 1 fn(y) = fulz) = fr(2){y — )
+fn@) = g@) - lly — =
<3e-ly — |

Wir haben fiir ein beliebiges ¢ > 0 ein 7 > 0 gefunden, so dass | f(y) — f(z) —
g(@)(y—x)|| < e-|ly—=| fir y € By (x) gilt. Damit ist g(z) = f’(x). Die Behauptung
folgt. O

o0 .
Korollar 9.4.5. Sei g(xz) = > a;x" eine Potenzreihe, die in B,.(0) konvergiert. Sei
i=0
I>t— A(t) € RNXN stetig differenzierbar mit ||A(t)|| < r fir alle t € I fiir eine
vertrigliche Norm || - ||. Gelte

A()A®) — A(DA®t) = [A(t), A(t)} —0.

(Ohne diese Bedingung sieht die Ableitung deutlich komplizierter aus.) Dann exis-
tiert

g(A(t)) == nl;rr;oz a; Al(t Za At

=0
ist in I differenzierbar und die Ableitung erfullt

ig(A(t)) = lim Zza AT ZzazAZ L) A(t).

dt n—00
=1

Beweis. Hierbei ist A* induktiv durch A? = 1 und A**! := A - A® definiert. Wir
wollen Theorem 9.4.4 anwenden. Setze

= Z a; Al (t)
=0

(i) Es gilt fir m > n

() = £l = || D @' O] < D Jasl - [AD)]"
i=n—+1 i=n—+1




ANALYSIS IIT 37

Wegen ||A(t)|| < r und da die Potenzreihe fiir reelle x absolut konvergiert, ist
(fa(t)) fiir festes ¢ € I eine Cauchyfolge in (RV*N || ). Da (RN*N || -))
ein Banachraum ist, existiert der Grenzwert lim f,(t) € RV*V.

n—oo

(ii) Es gilt aufgrund der Produktregel
d T - : i—1 A
—fa(t) = fr(t) = Y ia AT (A(),

i=1

da A(t) und A(t) vertauschen. Wie oben sieht man, dass der Grenzwert
lim f](t) =: h(t) existiert, da Potenzreihen im Inneren ihres Konvergenz-
n—oo

radiusses differenzierbar sind und die Ableitung durch die absolut konvergen-
te Potenzreihe der Ableitungen der Summanden gegeben ist. Sei ¢ in einem
Intervall J, in dem || A(t)|| < ro < r gilt. Dort gilt fiir m > n

1 = o = | D2 daa @Aw| < | Y iaa @) - A
i=n+1 i=n+1
m . .
g(Zﬂmmmwﬁﬂmw.
1=n—+1
o0 .
Wegen ||A(t)]] < 7 und der gleichméfigen absoluten Konvergenz von ) ia;x’
i=0

auf By, (0) konvergiert auch f] fir ¢t € J gleichméfig: Fiir jedes € > 0 gibt
es ein ng, so dass fiir alle m > n > ng die Abschatzung || f/,(t) — f1 ()| < e
fiir alle ¢t € J gilt. Mit m — oo sieht man, dass f/, gleichmifig gegen h(¢)
konvergiert.

Nach Theorem 9.4.4 erhalten wir also

d /.. . d
ﬁﬂﬂa%@)—ﬁa(ﬁ%@)
und die Behauptung folgt. O

Korollar 9.4.6. Sei A €¢ R"*™,

ie“‘ = A = At
dt

Beweis. Fiir die zweite Darstellung schreibt man A(t) im Beweis der Ableitungsre-
geln fiir Potenzreihen auch bei f], bereits nach links. (]

Lemma 9.4.7. Seien B,C € R"*". Dann gilt

(i) eB+C =eB . e, falls BC = OB,
(i1) (eA)_1 =e 4,
(iii) e3HDA = 54 . et fiir st € R,
(iv) eAAL = X eA fip A e R,
(v) €7 'BC = C=1BC, falls C invertierbar ist,
(vi) ediaePidn) = diag (et ..., e M) fir \; € R.

Beweis.
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(i) e und e konvergieren absolut. Daher diirfen wir die Reihen gliedweise mit-
einander multiplizieren (Beweis wie im Reellen) und erhalten

Br & (4 e BkCn—k
z SR wp o e

n=0 k=0
Bkc«n k (B—|— C)n
- =0 k= 0( ) - =0 n! - €B+C.

(ii) Folgt aus (i) mit der Rechnung

=l = A =t A,

(iii) Dies folgt unmittelbar aus (i).
(iv) Dies folgt ebenso aus (i), da A1 = 14 gilt.

(v) Per Induktion erhiilt man (C~'BC)" = C~'BXC fiir alle k. Dies setzt man
in die Anfangsstiicke der Potenzreihe ein und erhélt die Behauptung durch
Grenziibergang.

(vi) Dies funktioniert analog, denn per Induktion erhilt man

diag(A1, ..., A,)F = diag (Af,..., AF). O

9.5. Systeme mit konstanten Koeffizienten. Analog zum eindimensionalen
Fall erhalten wir

Lemma 9.5.1. Seien A € R"*"™ x9 € R", tg € R. Dann hat das Anfangswertpro-

blem

#(t) = Ax(t),

x(to) =X
die Losung

x(t) = eAtt0) g
Fiir A = A(¢) funktioniert solch ein Vorgehen, mit (¢t — tg)A durch ein Integral
ersetzt, falls alle Matrizen A(t), t € R, kommutieren.
Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar. Es gilt
i(t) = eAt0) Agy = AeAT00) 1 = Ax(t)

und der Anfangswert ist wie gewiinscht. O
Bemerkung 9.5.2. Lisst sich A mit Hilfe einer invertierbaren Matrix B auf eine
einfache Gestalt C = BAB™! bringen, so kénnen wir eA = B~'e“B einfacher

bestimmen, z. B. wenn C' eine Diagonalmatrix ist.
Ist A eine Matrix, die aus genau einem Jordankéstchen besteht, so kénnen wir

e” wie folgt ausrechnen: Sei A € R oder C und
A1 0O ... 0 A0 ... ...0 0 1 0o ... 0
0 X oo 0o A . : 0 0
A= 0ol = + 0
; DU A0 ; 0 1
0 ... ... 0 X 0 0 A 0 0 0
=D+ N.

Per Induktion folgt, dass N¥ = (kmé), k> 1, mit kmé = 5;““ gilt. N* ist also eine
Matrix, die in der k-ten oberen Nebendiagonalen Einsen und sonst Nullen enthélt.
Die Matrizen D und N kommutieren, somit auch D und alle Potenzen N*, sowie
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beliebige Potenzen N* untereinander. Beachte auch, dass N* = 0 fiir alle i > n gilt.
Somit erhalten wir

n—1 ,;ri

t'N*®
elA — ptDHEN _ D | IN _ thq (} : )
2!

1=0
t t2 tnfl

L' 1 5 - mon
0 1 :
— A 2
21
: o1 %
0 ... ... 0 1

Besteht A (oder C') aus mehreren Jordankéstchen, so ist fiir jeden Block entspre-
chend zu verfahren.
Differentialgleichungen héherer Ordnung sind wie iiblich zunéchst als Systeme

von Differentialgleichungen erster Ordnung umzuschreiben.
Di 08.12.2020

Beispiel 9.5.3. Wir wollen die Differentialgleichung
Z(t) = 4z(t) — 4x(t)

fiir beliebige Anfangswerte 16sen.
Wir schreiben die Differentialgleichung als System erster Ordnung:

i(:)= ()= (5 3) ()

A1)
O—det< 44— )\)—/\ — 4N+ 4

4+./(—4)2-44

erhalten wir die Eigenwerte A\; o = = 2. Fir A = 2 erhalten die Matrix

(_2 1). Diese hat den Rang 1 und einen Eigenvektor (1

_4 9 2) zum Eigenwert 0.

—4 4
Matrix D := L <1 _12> Wir erhalten

Dieser ist ein Eigenvektor von ( 1) zum Eigenwert 2. Definiere die orthogonale

V5 \2

E0T0-300C 05 IR0
(326 D)% D0
:<0 2)\}5<—12 i)()

Die Matrix (2 3) ist zwar nicht in Jordanscher Normalform, jedoch ldsst sich auch

hier leicht e4* bestimmen. Es gilt e(g 3t — et <(1) 51t) . Somit lautet die allgemeine

Losung mit Parametern av/5,bv/5 € R

FDE) -0 () - ).
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Dies multiplizieren wir von links mit D und erhalten

z\ (1 =2\ [ae* +5tbe®"\ [ ae* +b(5t — 2)e?!

z)\2 1 be?t — \a2e® +b(10t + 1)e? ) -
Man {iberpriift leicht, dass e und (5t — 2)e?’ oder auch e?* und te?! tatsichlich
eine Basis des zweidimensionalen Losungsraumes der Gleichung & = 44 — 4 sind.

Bemerkung 9.5.4. Allgemeiner kann man im Falle einer skalaren linearen Diffe-
rentialgleichung n-ter Ordnung wie in Beispiel 9.5.3 aus der Darstellung fiir e4* im
Falle, dass A € C™*"™ in Jordanscher Normalform ist, ablesen, dass es eine Basis des
Losungsraumes mit Elementen der Form p(t)e* gibt, wobei A ein Eigenwert von
A und p ein Polynom mit degp < n ist. Damit lassen sich Losungen hiufig schnell
durch Probieren finden.

9.6. Stabilitit linearer Systeme. In einer Vorlesung iiber dynamische Systeme
beschiftigt man sich intensiver mit dem Verhalten von Losungen.

Definition 9.6.1. Sei F ein Banachraum und f: [0,00) x E — E stetig. Sei
x: [0,00) — E eine C''-Losung der gewdhnlichen Differentialgleichung

z(t) = f(t,z(t)), te€][0,00).

(i) Dann heifit = stabil, falls es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so dass alle
Losungen y der Differentialgleichung

y(t) = f(ty(t)) mit [y(0) —2(0)] <o
fir alle ¢t > 0 existieren und
ly(t) —z(t)|| <e fir alle t € [0, 00)

erfiillen. (Dies bedeutet, dass Losungen y existieren und nahe bei x bleiben.)
(ii) « heilt asymptotisch stabil, falls = stabil ist und ein § > 0 existiert, so dass
alle Losungen y mit ||y(0) — z(0)|| < ¢ auch

Jim [ly(t) — =(t)]| = 0

erfiillen.
(iii) 2 heift instabil, falls = nicht stabil ist.
(iv) « heifit stationdr, falls f(¢,z(t)) = 0 fiir alle ¢ gilt.

Diese Definition verwenden wir auch, falls f(¢, -) nur auf geeigneten offenen Teil-
mengen ) C E definiert ist, z. B. fiir f: [0,00) X B,(0) = E.

Da wir Stabilitdtsaussagen in Abhéngigkeit der Eigenwerte formulieren wollen,
beschranken wir uns nun auf den Fall £ = R™ bzw. F = C". Unendlichdimensional
betrachtet man fiir Stabilitdtsfragen das Spektrum o(A) des linearen Operators
A e L(E).

Bemerkung 9.6.2. Sei A € R?*2. Sei #(t) = Az(t) ein generisches zweidimen-
sionales lineares System gewdhnlicher Differentialgleichungen. Generisch bedeutet
hier, dass das charakteristische Polynom von A in C[X] keine doppelten Nullstellen
hat und 0 kein Eigenwert ist. Somit ist A iiber C diagonalisierbar und 0 der einzige
stationidre Punkt.

Seien A1, Ay € C die (moglicherweise komplexen) Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms. Ist ein Eigenwert nicht reell, so gilt A; = Ay, die Eigenwerte sind
also komplex konjugiert zueinander, da sonst das charakteristische Polynom keine
reellen Koeffizienten hétte. Seien 1, 9 € C Eigenvektoren von A zu den Eigenwer-
ten A1, Ao. Dann 16sen y; (¢) := Mtz und yo (t) == ez, die Differentialgleichung
und bilden ein Fundamentalsystem.

Es treten die folgenden Félle auf:
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(i) A1, A2 < 0: 0 ist asymptotisch stabil.

(ii) Ay > 0, A2 < 0 oder umgekehrt: 0 ist instabil, Losungen laufen entlang von
Kurven, die im Fall |A\;| = |A2| und orthogonaler Eigenvektoren Hyperbeln
sind. (Phasenportrait zeichnen.)

(iii) A1, A2 > 0: 0 ist instabil.

(iV) N eC \ R:

(a) A\; =ir, Ao = —ir, r € R: Komplexe Losungen sind "'z, = e'"!(a + ib)
und e~*(a — ib), a,b € R? da aus Az, = \jz; direkt AZ; = \;Z; folgt.
Eine reelles Fundamentalsystem ist durch

e (a4 ib) + e~ (a — ib) = (cos(rt) + isin(rt))(a + ib)
+ (cos(rt) — isin(rt))(a — ib)
=2cos(rt)a — 2sin(rt)b

und

i (e (a+1ib) — e " (a — b)) = (—sin(rt) + icos(rt))(a + ib)
+ (—sin(rt) — i cos(rt))(a — ib)
= — 2sin(rt)a — 2 cos(rt)b
=2cos (rt + ) a—2sin (rt + ) b.

gegeben. Losungen ,rotieren” also um den Ursprung herum. Somit ist 0
stabil, aber nicht asymptotisch stabil.

(b) Gilt Ay = s+ ir, Ay = s —ir, so erhalten wir dieselben Losungen wie im
Falle s = 0, jedoch mit e multipliziert. Losungen ,schrauben® sich also
um den Ursprung herum und néhern sich ihm, falls s < 0 gilt (0 ist stabil)
und entfernen sich fiir s > 0 (0 ist instabil).

Bemerkung 9.6.3. x Bei nichtlinearen gewthnlichen Differentialgleichungen von
der Form &(t) = f(x(t)) heift ein stationérer Punkt xy linear stabil, falls zy ein
stabiler Punkt der affin linearen Differentialgleichung @(t) = df (zo)(x(t) — xo) ist.
Dies ist dquivalent zur Stabilitdt von 0 fiir y(t) := x(t) — z¢ unter der linearen
Differentialgleichung 4(t) = df (zo)(y(¢)).

Den Zusammenhang zwischen linearer Stabilitdt und Stabilitdt werden wir im
Stabilitatssatz bzw. Instabilitdtssatz noch genauer auch im nicht autonomen Fall
betrachten.

Bemerkung 9.6.4. Im nichtlinearen Fall kann man Stabilitdt mit Hilfe von Lyapu-
novfunktionen untersuchen. Eine Lyapunovfunktion ist eine Funktion L, die

d
ZL(@() <0

erfiillt. Hiermit kann man unter geeigneten Voraussetzungen folgern, dass z(t) gegen
ein Minimum von L konvergiert.

Beispiel: Sei L: R™ — R in C'. Dann erfiillt eine Lésung der Differentialgleichung
#(t) = =VL(x(t))

d
S L@(®) = DL(z(1)){# (1)) = =DL(x(t))(VL(2(1))) = ~[|VL(z(#)[|* < 0.
Lemma 9.6.5. Sei A € C™"*". Seien \;, 1 < i < n, die Eigenwerte von A ent-
sprechend ihrer algebraischen Vielfachheiten. Gilt Re\; < a fir 1 < i < n, so
folgt
HeAtH <c-e*  firallet>0

mit einer geeigneten Konstanten ¢ > 0.
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Beweis. Es gibt eine invertierbare Matrix B € C"*", so dass BAB~! in Jordan-
scher Normalform ist. Es folgt ¢BAB™ 't = BeA*B~! Anhand der Formel fiir ¢!
fiir Jordanblécke in Bemerkung 9.5.2 erhalten wir die Abschétzung

le*]| < p(t) - exp (t : 1rgia<ane>\i) <eoeot,

da die strikte Ungleichung Re \; < « gilt. Der Betrag der Transformationsmatrizen
lésst sich durch eine weitere Konstante abschétzen. O

Theorem 9.6.6. Sei A € C"*". Seien \; die Figenwerte von A mit Re A <
... < Re\,. Dann ist die Losung x(t) = 0 der gewdhnlichen Differentialgleichung
z(t) = Ax(t) im Fall
(i) Re A, < 0 asymptotisch stabil.
(i) ReAp, > 0 instabil.
(11i) Re A, = 0 nicht asymptotisch stabil; es kann Stabilitit oder Instabilitit vor-
liegen.

A

Beweis. Benutze, dass sich jede Losung in der Form etz mit zq € R™ darstellen

lasst. Alternativ nutzt man Bemerkung 9.5.4.
Betrachte im Fall Re \,, = 0 die Matrizen

0 0 0 1
A= (0 0) und A= <0 0) .
Details: Ubung. O

9.7. Der Stabilitdtssatz. Bei kleinen Storungen, beispielsweise bei einem Zusatz-
term g(t,z) = x? ist die Stabilitiit erhalten.

Theorem 9.7.1 (Stabilitdtssatz). Sei A € C"*™ und gelte fir die Eigenwerte \;,
1 <i < n, die Ungleichung Re\; < 0. Sei g: [0,00) x B,(0) = C", o > 0, stetig
und gelte

W lool

lz|-0 |z
gleichmafig in t € [0, 00). (Insbesondere gilt also g(¢,0) = 0.) Dann ist die Losung
x(t) = 0 der Differentialgleichung

(t) = Ax(t) + g(t, z(t))
asymptotisch stabil.

Beweis. Nach Lemma 9.6.5 gibt es Konstanten ¢ > 1 und 8 > 0 mit Re \; < =3 <
0,1 <i<mn,und
HeAtH <c-e P fiirallet> 0.

Aufgrund des asymptotischen Verhaltens von g gibt es § mit 0 < § < «a und
lg(t, 2)|] < %M fir alle |z|] < § und alle ¢ > 0. Wir behaupten nun, dass aus
ly(0)] = |yo| < e < % fiir eine Losung y der Differentialgleichung bereits

y(t)| < c-e-e 3

fiir alle ¢ > 0, fiir die die Losung existiert, folgt. Dies beweist dann das Theorem,
weil hieraus mit ¢ - e < § bereits Langzeitexistenz und asymptotische Stabilitat
folgen.

Zum Beweis der Behauptung: Wir benutzen die Darstellungsformel aus Bemer-
kung 9.3.1 fiir Losungen inhomogener linearer Differentialgleichungen und erhalten
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mit b(t) = g(t,y(t)) fiir eine Losung y mit Startwert yo und X (t) = e4*

t

y(t) = ety + / A=) g5, y(s)) ds.
0

Mit den Abschitzungen an e4* und g erhalten wir daraus

¢
O] < loolee ™+ [ ™29 L fy(s)] s
J c
solange |y(s)| < ¢ fiir alle 0 < s <t gilt.
Definiere ¢(t) := |y(t)|e”*. Dann folgt nach Multiplikation mit e/*
¢

o(t) < ce+ g/go(s) ds.
0

t

Mit dem Lemma von Gronwall erhalten wir daraus ¢(t) < cees oder, dquivalent

dazu, |y(t)| < cee=5t "L ¢, solange |y(¢)| < d ist. Daher gilt stets |y(t)| < § < a
und somit lasst sich die Losung auch auf ganz [0, co) fortsetzen. O

Der Beweis des Instabilitéitssatzes ist etwas komplizierter, da A auch im instabi-
len Fall Eigenwerte mit negativem Realteil besitzen kann.

Theorem 9.7.2 (Instabilitdtssatz). Sei A € C**™ mit Re A > 0 fiir mindestens
einen Eigenwert A von A. Erfille g die Voraussetzungen aus Theorem 9.7.1. Dann
ist die Losung x(t) = 0 der Differentialgleichung

(t) = Ay(t) + g(t,y(t))

instabil.

Beweis. Zunéchst transformieren wir die Gleichung. Seien A4, ..., A, die Eigenwerte
von A entsprechend ihrer algebraischen Vielfachheiten. Sei C' € C™*™ invertierbar,
so dass B = C~'AC in Jordanscher Normalform ist, d.h. fiir B = (b;)
bl = X\, biyy € {0,1} und b} = 0 sonst. Definiere H := diag (1,72, ...,7") fiirn > 0,
also H = (h;) 1<ij<n mit h;- = 771(5;. Mit Hilfe dieser Matrix wollen wir die Glei-

chung so transformieren, dass die Einser neben der Diagonalen in den Jordanblécken

zu kleinen 7-Beitréigen werden. Wir erhalten H=' = diag (n~',n72%,...,n7") so-

wie D = (d;')lgi?jgn = H™'BH mit d} = bin/~* fiir beliebige Matrizen B. In

unserem Fall erhalten wir di = \;, d! 41 € {0,n} sowie d;- = 0 sonst. Wir setzen
y(t) = CHz(t) und erhalten die Differentialgleichung

2(t) =H'C (1)
=H ™ 'C7HAy(t) + g(t,y(1))]
=H 'CT'ACHz(t) + H'Ctg(t,CH2(t))
=Dz(t) + f(t, 2(1))

mit f(¢t,-) = H*C~lg(t,CH-). Die Funktion f erfiillt dieselbe Abfallbedingung
wie g, denn aus |g(t, z)| < €]z| fiir |z| < ¢ folgt
[f(t, )| = [HT'CT g(t, CH2)| < [HT'CTH| -2 - |CH| - |2]
Damit haben wir unsere Differentialgleichung auf die Form

2= N2 {2+ U 2),
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1 <4 < n, transformiert, wobei der Term in geschweiften Klammern nur auftritt,
wenn die i-te Zeile/Spalte nicht die letzte Zeile/Spalte eines Jordankéstchens ist.
Seien I :={k € {1,...,n}: ReXy >0} und S :={k € {1,...,n}: Re); <0}
Wir definieren die wachsenden bzw. nichtwachsenden Anteile der Lésung durch
o2 2
o(t) == Z |22()]" bzw. () = Z |27 (t)]" .
JEI jes
Fixiere 7 > 0 so klein, dass 0 < 6n < Re\; fiir alle j € I gilt. Fixiere weiterhin
0 > 0 so, dass aufgrund der Abfallbedingung
|[f(t,2)] <nlz| fir alle 2| <§
gilt. Angenommen, es gelten [2(0)] < § und ¥(0) < ¢(0). Wir erhalten, solange
[2(t)] < 0 und ¢(t) < ©(t) gelten
d d

o(t) = pr Z (Re zj(t))2 + T Z (Im zj(t))2
JeI jeI
—QZRez] t)Re 27 (t +2ZIsz )Im 27 (t)
Jel jeI
:22Re [(Re#/(t) +ilm 2 (t)) (Rez (t) — iIm 27 (t))]
jEI
=2 Re (¥ (t)7 (1))
jel
=23 Re[(X\2 (1) {+nz/ T ()} + £7(t,2)) 2 (¢)]
jEI

=23 " ReA; |27(8)]" + {20 Y Re (1 (0)F (1)) § +2 Re (f(t,2)7(1)) .

jeI jer jer
Wir bemerken, dass aufgrund des Eindeutigkeitssatzes ¢ > 0 erhalten bleibt. Nun
gelten

ST Re; ()] > S 6n | (1)]” = 6ne(t)
JeI jerl

und, sofern dieser Term auftritt,

ZRe ZJ+1 zJ Z|2J+1 |zj ‘

Jel Jjel

<Z< FHOP + 5170 ) <000,

jerl

da auch j + 1 € I gilt, falls dieser Term in geschweiften Klammern iiberhaupt
auftritt. Weiterhin ist

ZRe fi(t, 2)Z (¢ <Z|f]tz |zj |

Jjel jeI
< DI Ve) < £t 2)] - Ve
jel

Nach Voraussetzung an f gilt weiterhin

1f(t,2)] <n-l2l =0V + 9 <ny/2e < 20/
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Somit erhalten wir

¢(t) > 12n¢(t) — 2np(t) — 4ne(t) = 6ne(t).
Eine entsprechende Rechnung fiir 1 ergibt

d(t) =2 Rex; | ()] + {203 Re (FTH )2 (1) p +2Y Re (f9(t,2)7 (¢)) -

j€s jes jes
Durch Kombination der obigen Abschétzungen, die entsprechend auch fiir ¢ gelten,
erhalten wir daraus mit Re \; < 0 fiir j € S solange (t) < ¢(t) gilt

D(t) < 0-(t) +209(t) + 40/ (1) - VVop(t) < 2np(t) + dneo(t) < H(t).

Somit bleibt die Ungleichung ¥ () < ¢(¢) giiltig, solange |z(t)| < ¢ ist. Andererseits
wachst jedoch ¢ im Falle ¢ # 0 unter diesen Bedingungen mindestens exponentiell
in t. Also existiert tg > 0 mit |2(¢g)| = J. Daher ist die Losung z(¢t) = 0 instabil. O

Beispiele 9.7.3.
(i) Die Losung z(t) = 0 der Differentialgleichung
i(t) = —ex(t) + ax?(t), >0, acR,

ist asymptotisch stabil.
(ii) Wir untersuchen die Differentialgleichung

i(t) = ax(t) + B23(t), a,BER,
und die zugehorige linearisierte Gleichung um x =0
z(t) = ax(t)

auf Stabilitdt. Wir erhalten:
’ H linearisierte Gleichung

nichtlineare Gleichung ‘

a<0 asymptotisch stabil asymptotisch stabil
a>0 instabil instabil
a=0,<0 asymptotisch stabil
a=0,8=0 || stabil stabil
a=0,8>0 instabil

9.8. Rand- und Eigenwertprobleme .

Bemerkung 9.8.1. %

(i) Sei @ C R™ offen. Wir erinnern daran, dass C*(Q) fiir k = 0,1,...,00 der
Raum aller k-fach (beliebig oft, falls & = oo0) in 2 stetig differenzierbaren
Funktionen ist. C* (ﬁ) ist der Raum aller dieser Funktionen, deren (partiel-
le) Ableitungen bis zur Ordnung k sich stetig und beschrinkt auf Q fortset-
zen lassen. Ist k < oo, so versehen wir ihn mit der C*-Norm ||ul|cr ) =

k

> 2 D%l co(q), wobei |lul|coo) := sup |u(z)| die Supremumsnorm und
i=0 |a|=i z€Q
o ein Multiindex ist.

(ii) Motivation: Die Schwingung einer Membran oder Saite wird durch

d2
@u(z,t) = Au(z,t) in Q xR,
) C R™ offen, beschrieben. Der Ansatz u(x,t) = a(t)v(x) fitlhrt zu der Glei-

chung

a-v=alAv.
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Fiir eine schwingende nicht geddmpfte Saite ist a(t) = sin(u(t — to)), also
& = —p2a. Als Gleichung im Ort erhiilt man mit \ = p?

v"(x) + Aw(z) =0 1in (a,b),
v(a) = v(b) = 0.

2_2

Losungen sind die Funktionen v(x) = sin (M) keN, fir A\ = (5_7;)2.

Bemerkung 9.8.2. Wir hatten gesehen, dass das System
#(t) = F(H)(t) + g(t),
F € C°([a,b],R"*"), g € C°([a,b], R™) mit einer Fundamentalmatrix X mit
X(t)=F@t)X(t)

des homogenen Systems die Lésung

2(t) = X(t)d + X (¢ /X

besitzt.
Dies bleibt auch auf dem abgeschlossenen Intervall richtig, man kann die Daten
némlich stetig tiber [a, b] hinaus fortsetzen.

Theorem 9.8.3. Seien F € C° ([a,b],R"*"), g € C°([a,b],R™), A, B € R™" und
c € R". Betrachte das Randwertproblem

@(t) = F(t)x(t) + (1),
Az(a) + Bx(b) = c.

Sei X eine Fundamentalmatriz des zugehirigen linearen Systems. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Das Randwertproblem ist fiir beliebige g € C° ([a,b],R") und c € R™ ldsbar.
(i) Die charakteristische Matriz Cx = AX (a) + BX (b) ist invertierbar.
(iii) Das zugehirige homogene Randwertproblem

(t) = F(t)x(t),
Az(a) + Bxz(b) =0

besitzt nur die triviale Losung x = 0.

Beweis. Die allgemeine Losung des inhomogenen Systems hat die Form
x(t) = X(t)d+ X(t / X~
Wir setzen dies in die Randbedingung ein und erhalten

(9.8.1) (AX(a) + BX (b)) d + BX(b) /X—l(f)g(f) dr = c.

—Cx

Dies ist fiir beliebige ¢ € R™ genau dann nach d auflésbar, wenn C'x regulér ist.
Im Spezialfall g = 0 und ¢ = 0 erhélt man eine Bedingung dafiir, dass eine Losung
der homogenen Differentialgleichung existiert. Sie ist genau dann eindeutig 16sbar,
wenn es nur ein d gibt, das die Bedingung erfiillt. Aus (AX (a)+BX (b))d = Cxd =0
sieht man, dass dies genau dann der Fall ist, wenn C'x regulér und damit invertierbar
ist. U
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9.9. Selbstadjungierte Eigenwertprobleme x.
Wir untersuchen das folgende Sturm-Liouvillesche Eigenwertproblem

(La)(®) = — by [ 4 (OF0) - a®)o(t)] = Aa(t) in [a,b],
(9.9.1) Rz = ajz(a) + adi(a) =1,

Rz = B3x(b) + B2i(b) =~
mit p € C([a,b],R), p(t) # 0 fiir alle t € [a,b], ¢, € C°([a, ], R) mit r(t) > 0 fiir
alle t € [a,b], o, 8,7 € R mit (af,ab) # 0 und (BF,53) # 0 sowie A € C und
x € C?([a,b],C). Hier ist es wichtig, dass die auftretenden Koeffizienten reellwertig
sind.

Definition 9.9.1.
(i) Definiere den Operator
A: {z € C*([a,b],C): R'z =0 = R’z} — C°[a,b],C)
=D(A)CC?([a,b],C)
durch Az := Lz fur « € D(A).
(ii) Eine Zahl A € C heifit Eigenwert von A, falls es ein u € D(A) \ {0} mit
Au = Au gibt. u heifst dann Eigenfunktion von A zum Eigenwert .

(iii) Zum Eigenwertproblem (9.9.1) definieren wir ein zugehoriges unitéres Skalar-
produkt durch

b
(u,v)p, == /T(t)u(t)@dt

fiir u,v € C°([a,b],C).

Bemerkung 9.9.2.

(i) X ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn Au = Au nicht eindeutig losbar
ist, da Au = Au stets die triviale Losung u = 0 besitzt.

(i) Sei {1 = @1(t, ), 2 = w2(t, A\)} ein Fundamentalsystem der gewdhnlichen
Differentialgleichung Au — Au = 0. Dann ist eine beliebige Losung x = ¢ty +
cpy, ¢t € C, genau dann eine Losung von (9.9.1) mit v = 0, falls

2
> IRigi(,A) =0
j=1
fir ¢ = 1,2 gilt. Mit Linearer Algebra erhalten wir, dass es Losungen mit
(cl, 62) # 0 genau dann gibt, falls

A . R! 1('>>‘) R! ('7)‘)
()\) = det <R2£1(',/\) R;f;g(-/\) >
gilt.

Theorem 9.9.3.
(i) A ist ein symmetrischer Operator, d. h. fir u,v € D(A) gilt

(Au,v), = (u, Av) L.

(i) Alle Eigenwerte A sind reell. Die zugehdrigen FEigenfunktionen kénnen wir
ebenfalls reellwertig wdhlen.
(iii) Seien uy,us € D(A) Eigenfunktionen zu Figenwerten Ay # Aa. Dann gilt

<U1,UQ>L =0.

Beweis.
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(i) Mit partieller Integration erhalten wir

b
(Au,v) = —/

(p(t)a(®))v(t) — q(t)u(t)o(t) di

SE

(u, Av), =

(Au,0)1, = (u, Av)y, = p(t) (w0 - a(t)o(D))

Die beiden Randterme fallen einzeln, d.h. fiir ¢t = ¢ und ¢t = b, weg, denn aus
den Randbedingungen folgt (hier nur fiir ¢ = b vorgerechnet)

R*u = ftu(b) + Ba(b) =0,
R?v = B{u(b) + B30(b) = 0.

Wegen (%, 35) # 0 hat die Matrix

ub) ad)
v(b) o(b)
also einen nichttrivialen Kern. Daher verschwindet die oben als Randterm

auftretende Determinante davon.
(ii) Gelte Au = Au mit u € D(A) \ {0}. Es folgt

Mu,u)p, = Qu,u) g = (Au,u)p = (u, Au)p = (u, M) = Mu,u)r.

Daher ist A reell.

Sei u eine Eigenfunktion. Da die Koeffizienten und A in der linearen Glei-
chung (A— A)u = 0 alle reell sind, sind auch der Realteil und der Imaginérteil
von u Eigenfunktionen zum selben Eigenwert. Eine dieser beiden Funktionen
ist von Null verschieden.

(iii) Zur Orthogonalitét beziiglich des (-, -)r-Skalarproduktes: Auch hier rechnet
man genau wie in der Linearen Algebra unter Benutzung von A; € R

A {ur,u2)p = (Mug,u)p = (Aug, ug)p = (u1, Aug)p, = Ao (ur,ua)r = Ao (ur, u2) .
Hieraus folgt (uy,us2)r, = 0. O

Bemerkung 9.9.4. x Man kann mit Zusatzaufwand folgendes zeigen: A besitzt
unendlich viele Eigenwerte \; € R, ¢ € N. Nach Umnummerierung gilt |\;|] — oo
flir i — oo.

Seien u; zugehorige normierte und paarweise orthogonale Eigenfunktionen, d. h.
gelte Au; = A\ju,; und (u;, uj)r, = 6,5 fir alle 4, j. Dann kénnen wir f € D(A) als

oo

f(t) = Z(f, Ui) LU

=1

mit noch genauer zu definierender Konvergenz schreiben.
Fiir weitere Details, auch im Falle von mehreren Raumdimensionen, siche [8].
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Di 15.12.2020 10. MASSTHEORIE

Wollen wir gewissen Teilmengen von R” einen Flécheninhalt zuordnen, so miissen
wir uns zunéchst einmal mit den Mengen beschéftigen, fiir die dies sinnvoll moglich
ist. Aufgrund des Banach-Tarski-Paradoxons ist dies nicht fiir alle Teilmengen von
R™ in sinnvoller Weise moglich. Wir orientieren uns an [10] und [11].

10.1. Das Jordansche Maf. Dies ist die naheliegende Definition eines Fléchen-
inhaltes.

Definition 10.1.1.
(i) Seien I; C R, 1 < i < n, (offene, abgeschlossene oder halboffene) beschrinkte

Intervalle. Dann definieren wir den Elementarinhalt des Quaders @ := [] I;

=1
durch

Q) = pn(Q) = H 1]

(i) Gibt es (bis auf die Seitenflichen) disjunkte Quader @; C R", 1 < j < k, mit

k
Q= |J Qj, so heibt @ C R” Elementarfigur. Wir definieren
j=1

k
pl9) = 3 n(@y):

(iii) Eine beschrdnkte Menge 2 C R™ heifst Jordan-messbar, falls es fiir jedes
¢ > 0 Elementarfiguren £,G C R” mit £ C Q2 C G und

G\ E) =u(G) —u(E) <e
gibt. Wir definieren in diesem Fall das Jordansche Mafs p durch

n(§2) == nf w(G) = sup u(E).

G ist Elementarfigur B ist Elementarfigur

(iv) Eine beschriankte Jordan-messbare Menge 2 heift Jordan-Nullmenge, falls
1(2) =0 gilt.

Bemerkung 10.1.2. *

(i) Fir eine Elementarfigur, die zugleich Quader ist, iiberlegt man sich leicht,
dass p wohldefiniert ist.

(ii) Fir Elementarfiguren ist x4 unabhéngig von der Zerlegung definiert.

(iii) Implizit haben wir in der Definition verwendet, dass mit E und G auch G\ E
eine Elementarfigur ist.

(iv) Fiir Elementarfiguren A, B folgt aus A C B die Ungleichung pu(A) < u(B).

(v) Jede Elementarfigur ist Jordan-messbar.

(vi) Die Definition des Jordanschen Mafes auf Elementarfiguren liefert denselben
Wert wie die vorherige Definition von p fiir Elementarfiguren. Dies verallge-
meinert ().

(vii) Das Jordansche Maf ist als Zahl in R wohldefiniert.

(viii) Zunéchst ist nur implizit definiert, auf welchen Mengen das Jordansche Mafs
definiert ist.

(ix) Sei Q C R™ beschrinkt. Gibt es fiir jedes € > 0 eine Elementarfigur G C R"
mit Q C G und pu(G) < ¢, so ist 2 Jordan-messbar und daher eine Jordan-
Nullmenge.

Beweis. Ubung. Hinweis: Nutze ein rechteckiges ,Raster, in dem alle Koordinaten
der Quadereckpunkte vorkommen. O
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Bemerkung 10.1.3. Sei A C R™ beliebig. Setzen wir

WA) = sup p(E) und 7(A) = Inf u(G),
ECA DA
E ist Elementarfigur G ist Elementarfigur

so gilt stets u(A) < 7i(A). Gleichheit gilt genau dann, wenn A Jordan-messbar ist.
Beweis. Ubung. O

Bemerkung 10.1.4. x Damit kann man das Riemannsche Integral im R™ fiir auf
Quadern definierte Funktionen definieren. Es verlduft analog zum Riemannschen
Integral in R. Wir skizzieren es hier nur, da wir anschliefend das allgemeinere
Lebesguesche Integral kennenlernen werden.
k
Einen Quader kénnen wir in diskunkte Quader zerlegen, @ = |J Q. Die Feinheit
j=1
dieser Zerlegung ist das Maximum der Durchmesser der Quader (). Eine Funktion
f: @ — E, E ein Banachraum, heiftt Riemann integrierbar, falls

k
> Q) osc f
j=1 !

gegen Null geht, wenn die Feinheit der Zerlegung von @ gegen Null geht. Dann
definieren wir f f als den Grenzwert von
Q
k
w(@Qj) - f(x5),
j=1

J

wobei z; € (); beliebig gewidhlte Punkte sind, wenn die Feinheit der Zerlegung
gegen Null geht.
Insbesondere erhalten wir fiir eine Treppenfunktion f: @ — R der Gestalt f =

k
> XQ; - ¢j als Integral
j=1
k
/f = u(@)) ;.
Q =1
Theorem 10.1.5. Sei Q C R"™ beschrankt. Dann sind die folgenden beiden Aussa-
gen dquivalent:
(i) Q ist Jordan-messbar.

(i) 09 ist Jordan-messbar und es gilt p(0) = 0.

Beweis.
e (i) = (i) Eine Menge 09 ist genau dann Jordan-messbar mit Wert
w(0Q) = 0, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine Elementarfigur U mit Q C U und
w(U) < e gibt. Wir definieren

E:=Q\U und G:=QUU.

Dann sind E und G Elementarfiguren (Zerlege entsprechend der Koordina-
ten einer Zerlegung von U und nutze alle Quader in € und aus der Zerlegung
von U.). Es gilt

wG\ E)=pl) <e.
e (i) = (ii)*: Funktioniert analog mit U := G \ E. O

Mit dem folgenden Korollar erhalten wir insbesondere, dass Bj(0) eine Jordan-
messbare Menge ist ist.
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Korollar 10.1.6. Sei 0 < o < 1, sei Q € R*™' Jordan-messbar und seien f,g €
0 (R"_l) mit g < f. Dann ist

G:={(z,z") e QxR:g(z)<a™ < f(z)}
Jordan-messbar.

Beweis. Ubung. O

Wir sammeln Eigenschaften des Jordanschen Mafes.

Theorem 10.1.7.

(i) Sei Q C R™ beschrankt und Jordan-messbar. Sei Q ein Quader mit Q C Q.
Dann ist Q \ Q Jordan-messbar.
(i1) Subadditivitdt: Seien Q; C R, 1 < j <k, beschrinkt und Jordan-messbar.

k
Dann ist Q = |J Q; Jordan-messbar und es gilt
j=1

k
n(2) < ZM(QJ‘)

mit Gleichheit, falls Q; N Q; =0 firi# j.

(i1i) Translationsinvarianz: Sei Q C R™ beschrinkt und Jordan-messbar. Sei
a € R™. Dann ist Q+a = {x +a: x € Q} ebenfalls Jordan-messbar und es
gilt p(Q+a) = p(Q).

(iv) Rotationsinvarianz: Sei @ C R™ beschrinkt und Jordan-messbar. Sei R €
O(n). Dann ist RQ = {Rx: x € Q} ebenfalls Jordan-messbar und es gilt

H(RQ) = ().

Beweis.
(i) Es gilt 0(Q\ Q) C 9Q U . Daher folgt die Behauptung aus Theorem 10.1.5.

k
(i) Die Jordan-Messbarkeit folgt wiederum aus Theorem 10.1.5, da 9Q C |J 09;.
=1
Nutze nun die Definition des Jordanschen Mafes als Supremum iibe]r einge-
schlossene Elementarfiguren fiir jedes 2; und vereinige diese. Sind die Mengen
paarweise disjunkt, so gilt dies auch fiir die Elementarfiguren und wir erhalten
Gleichheit.

(iii) Klar.

(iv) Wir nutzen das nachfolgende Lemma 10.1.9 mit A = R. Wahle Q = B1(0).
Beachte, dass dies nach Korollar 10.1.6 eine Jordan-messbare Menge ist. Dann
gilt RB1(0) = B1(0). Somit ist mp = 1 und wir erhalten p(RQY) = u(Q) fir
beschrankte Jordan-messbare Mengen 2 C R™. O

Lemma 10.1.8. Sei ®: R™ — R™ ein lipschitzstetiger Homdomorphismus mit Lip-
schitzkonstante L. Sei Q C R™ Jordan-messbar und beschrankt.

(a) Dann ist ®(Q) ist Jordan-messbar und es gilt p(®(Q)) < (V/nL)™ - u(Q). Im
Falle ;1(Q2) = 0 braucht ® kein Homdéomorphismus zu sein.

(b) Definiert man das Jordan-Maf mit Hilfe von Elementarfiguren aus achsparal-
lelen Wiirfeln einer (vorher noch micht festgelegten und fiir jede Elementarfi-
gur maglicherweise unterschiedlichen) Grifie statt aus Quadern, so erhdlt man
dasselbe Maf3. Hierbei geniigt es, Wiirfel mit Kantenlingen 1/N, N € Nsq, zu
betrachten.
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Beweis. In diesem Beweis bezeichnen wir achsparallele abgeschlossene Wiirfel in

R" mit Mittelpunkt p = (p')

(i)

(i)

(iii)

1<i<n € R" und halber Kantenlédnge r > 0 mit W, (p):

We(p) =[] [p' =m0 +7].

i=1

Betrachte zunéchst den Fall Q@ = W,.(p), p € R, r > 0. Fiir z € Q gilt

|z —p| < (/372 = /n-r. Somit gilt |®(z) — ®(p)] < Ly/n -7 und es
i=1

folgt ®(W,.(p)) C Wy . (®(p)). Weiterhin gilt (W .. (®(p))) = L"/n" -
1#(W;(p)).-

Sei nun  eine Jordan-Nullmenge und daher beschréankt. Dann ist ®(£2) be-
schrankt. Sei € > 0 und sei @, 1 < j < k, eine Familie von Quadern mit

k k
Qc U Qj und p1(Q;) < e. Wir iiberdecken nun jeden Quader mit Wiir-
j=1 j=1
feln, deren Kantenldnge gleich der kleinsten Seitenldnge des Quaders ist. Ge-
schickt gemacht sind diese zusammengenommen in maximal n — 1 Koordina-

tenrichtungen um einen solchen Wiirfel oder um den Faktor 2 zu grofs. Somit
1
finden wir Wiirfel W; = W, (m;), r; > 0,m; e R", 1 <j <I,mitQ C (J Wj
j=1

!
und ) pu(W;) < 2". Es folgt
j=1

l l l
Q) Co U Wi = U o(W;) C U Wi, (®(my)).

] =
Weiterhin gilt

l
p | U Weymr, (@0my)) | < LMVn"2".

j=1

Da e > 0 beliebig war, ist ®(f2) eine Jordan-Nullmenge.

Sei nun Q C R™ eine beliebige beschrinkte Jordan-messbare Menge. Da &
ein HomoGomorphismus ist, folgt 0®(Q2) = ®(9Q). Da Q Jordan-messbar ist,
erhalten wir p(9Q) = 0 und weiter p(9(®(2))) = w(®(ON)) = 0. Somit
ist auch ®(Q) Jordan-messbar. Sei ¢ > 0. Wir gehen analog zum Fall ei-
ner Jordan-Nullmenge vor und iiberdecken {2 mit Quadern @;, 1 < j < k,

k
mit Y pu(Q;) < p(Q) + e. Wenn wir nun jeden Quader geschickt mit Wiir-
j=1

feln iiberdecken, deren Kantenldnge maximal 1/N, N € Ny, der minimalen
Kantenldnge des Quaders ist, so erhalten wir als Vereinigung dieser Wiirfel
Quader, deren Kantenldngen jeweils maximal um den Faktor 1 + % grofier
ist als die der urspriinglichen Quader. Insgesamt finden wir also Wiirfel W,
1 <7<, mit

l l 1\"
]L:JleDQ und Zu(Wj)§(1+N> (1) +e).

j=1
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Da ®(Q) und ebenso ® ( Uw und ®(W;) Jordan-messbar sind, gilt

l l
p(®(Q) < p U =u U<I>(W

l

SZ Z”fu)

DaN2>1 und € > 0 beliebig waren, folgt die erste Behauptung.

Sei 2 = U Q; eine Elementarfigur und sei r > 0 (kleiner als) die kleinste
j=1

Kantenlidnge eines der Quader @;. Sei N € N>,. Dann gibt es Elementarfi-

guren F,G C R® mit E C Q C G, bestehend aus Wiirfeln der Kantenldnge

1 r

Wimlt

n

u(E>z(1—}V)n-u<m wd uw@) < (1+4) @)

da wir die Wiirfel so wéahlen kénnen, dass maximal ,eine Lage* bis zu den Qua-
dern fehlt bzw. maximal ,eine Lage“ iibersteht. Mit solchen Elementarfiguren
aus Wiirfeln kénnen wir die Elementarfiguren aus der Definition des Jordan-
Mafses approximieren und erhalten wegen pu(E) < p(Q) und p(G) > p(Q) die
zweite Behauptung.

Wir lassen es als kleine Ubung, dass man diese Wiirfel auch auf einem
festen ,Gitter” wahlen kann. .

Lemma 10.1.9. Sei A € GL(n) eine bijektive lineare Abbildung (und damit auto-
matisch ein Homdéomorphismus). Dann gibt es eine Zahl ma > 0, so dass p(AS) =
ma - () fiir alle beschrinkten Jordan-messbaren Mengen Q@ C R™ gilt.

Beweis.

(i)
(i)

(iii)

Nach Lemma 10.1.8 ist AQ) Jordan-messbar.

Setze 2 = [0,1]™ und definiere my4 = M/E?Q?' Nach Definition ist p(€) > 0.
(Aufgrund der Monotonie und durch Vergleich mit [0, 1] folgt sogar u(Q2) =
1.) Es gilt ma > 0. Der Fall ma = 0 ist ausgeschlossen, da wir sonst aus
1(AQ) = 0 aufgrund der Invertierbarkeit von A mit Hilfe von Lemma 10.1.8 zu
0 < u(Q) = pu(A71AQ) < ¢(n, A)u(AQ) = 0 und damit zu einem Widerspruch
kémen.

Seien Wj;,1 < j < N™, N € N5, (bis auf die Seitenflichen) disjunkte achspar-
N’V'L

allele Wiirfel der Seitenléinge + mit |J W; = [0,1]". Aufgrund der Linearitét
j=1

sind die Bilder AW} ebenso wie die Mengen W; bis auf Translation gleich und

disjunkt. Es gilt daher fiir alle j

S A (0,1]") = map(W).

Aufgrund der Translationsinvarianz folgt u(ATW) = mau(TW) fiir alle ach-
sparallelen Wiirfel der Kantenlénge %, N € Nyg.

Sei Q2 C R™ Jordan-messbar und beschrénkt und seien E, G C R” Elementar-
figuren aus achsparallelen disjunkten Wiirfeln der Kantenlange , N € Ny,
mit F C Q C G, die wir beispielsweise mit Hilfe eines zugrundehegenden

p(AW;) = A[0,1]") =
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Gitters wihlen kénnen. Da AE und AG aus disjunkten Bildern dieser Wiirfel
bestehen, erhalten wir die beiden Gleichheitszeichen in
man(E) = n(AE) < 5(AQ) < pu(AG) = map(G).

Gehen wir nun auf der linken Seite zum Supremum und auf der rechten Sei-
te zum Infimum iiber, so konvergieren beide Seiten gegen m4u(€2) und wir
erhalten mau(Q) = u(AQ). O

10.2. o-Algebren.

Definition 10.2.1 (Maf). Sei X eine Menge. Eine Abbildung u: P(X) — [0, o]
heiflt Mafs auf X, falls
(i) u(®) =0und
(i) fur alle A C |J Ag gilt
k=1

o0

p(A) < 37 plAp)

k=1
Beispiele 10.2.2.

(i) Sei X eine Menge. Dann ist p: P(X) — [0, 0o] mit
0, A=10
A — ) Y
1(A) {17 A0

ein Maf auf X.
(ii) Das Z&hlmafs A — |A| ist ein Maf auf X, das A auf die Anzahl der Elemente
in A abbildet.

Bemerkung 10.2.3.
(i) Ein Ma# ist o-subadditiv:

o0 o0
1 ( Ak) <) u(Ar).
k=1 k=1

(Diese Bedingung folgt aus der zweiten Bedingung an ein Maf und ist im
monotonen Fall sogar dquivalent. Daher werden beiden Bedingungen auch als
o-Subadditivitit bezeichnet. Fiir endliche Vereinigungen und Summen spricht

man bei solch einer Eigenschaft von Subadditivitét.)
(ii) Ein Ma® ist monoton: Fir A C B gilt pu(A) < u(B).
Beweis der Monotonie. Wir wahlen A; = B, Ay = 0 fiir K > 2 und nutzen beide

Eigenschaften eines Mafes. O

Bemerkung 10.2.4. Das Jordansche Maf ist (moglicherweise) nicht fiir alle 2 C
R™ definiert. Die Bezeichnung als Maf ist historisch bedingt und etabliert. Definie-
ren wir ein duferes Jordansches Maf 7i: P(R™) — [0, co] durch

n() = Inf w(G),

G ist Elementarfigur

so ist I(2) = oo z. B. fiir unbeschrankte Mengen €2 nach Definition des Infimums.
Es verletzt aber auch die Definition eines Mafes; es gilt namlich fiir A = QN[0, 1] =

{qr: k € N} und Ay = {aqr}, k€ N, A= |J Ay, aber auch

k=0
1=7i(A) £ Y Ti(Ax) = 0.
k=1
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Definition 10.2.5 (Carathéodory). Sei p ein Maf auf X. Eine Menge A C X heifst
dann g-messbar, falls fiir alle B C X
w(B) = p(BNA)+ u(B\ A)

gilt. (Diese Gleichheit oder die Ungleichung p(B) > u(B N A) 4+ u(B\ A) heifst
Carathéodory-Bedingung.)

Bemerkung 10.2.6.
(i) Aufgrund der Subadditivitdt des Mafies gilt stets

u(B) < p(BOA) + u(B\ A).

(ii) In manchen Quellen heiffen o-subadditive Funktionen #ufieres Mafe und
ihre Einschriankung auf messbare Mengen ein Maf.

Beispiele 10.2.7.
(i) In Beispiel 10.2.2 (i) sei X # () und sei A messbar. Wir verwenden die Defini-
tion von Messbarkeit mit B = X und erhalten

1= p(X) = (X 0 A) + u(X \ A) = p(A) + 1 (CA).
Die rechte Seite ist nur fir A € {), X} gleich eins und sonst strikt grofer.

Daher sind nur diese beiden Mengen messbar.
(ii) Jede Menge ist beziiglich des Zéhlmafes messbar.

Definition 10.2.8 (o-Algebra). Sei X eine Menge. Dann heift A C P(X) eine
o-Algebra iiber (oder auf) X, falls die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(i) X € A,

(ii) Ac A = CAe A,

(ili) Aj € Afiralle jeN = |J 4; € A

JEN

Gilt die letzte Bedingung nur fiir endliche Vereinigungen oder fiir Vereinigungen
von zwei Mengen, so heifst A eine Algebra.

Bemerkung 10.2.9. Sei A eine o-Algebra und seien A; € A, j € N. Dann gilt
auch

m m

0, Ao\A, U4, N4, 4eA
=0 =0

JEN
Beweis. Wir betrachten nur endliche Vereinigungen. Definiere dazu By := Ay fiir

k <mund By := A,, fir k > m. Wir erhalten |J 4; = |J B; € A.
Jj=0 JEN
Benutze die De Morganschen Regeln fiir die anderen Aussagen. O

Beispiele 10.2.10. Fiir jede Menge X sind A = {0, X} und A = P(X) jeweils
o-Algebren.

Theorem 10.2.11. Sei pi: P(X) — [0, 00] ein Maf. Dann ist
¥ :={AC X: A ist u-messbar}
eine o-Algebra.
Beweis.
(i) X € 3: Sei B C X. Es gilt
u(B) = u(BNX) + pu(B\ X) = p(B) + p(0) = p(B).

(ii) Komplemente: Die Carathéodory-Bedingung kénnen wir auch als p(B) >
(BN A)+ p (B NCA) schreiben. Sie ist also beziiglich A <+ CA symmetrisch.
Daher sind A € ¥ und CA € ¥ dquivalent.

Di 22.12.2020
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(iii) Endliche Vereinigungen: Seien A, Ay € ¥. Wir zeigen, dass dann auch A; U
As € ¥ gilt. Per Induktion erhalten wir dann, dass X eine Algebra ist.
Sei B C X. Die Messbarkeit von A; impliziert

u(B) = p(B N Ay) + u(B\ Ay).
Die Messbarkeit von As mit B\ A; liefert
W(B A1) = p((B\ A1) 0 As) + u((B\ A1) \ As).
Wegen BN (A1 UAs) = (BNA)U((B\ A1) N Ay) erhalten wir
u(B) = p(BN A1)+ p(B\ Ar)

= 1B O A) + (B A1) 0 Ag) + (B A1) \ 4)

> (BN (A1 UAz)) + pu(B\ (A1 U Ag)),
wobei wir die Subadditivitéit genutzt haben.

(iv) Abzéhlbare Vereinigungen: Seien Ay € ¥, k € N, und A = U Aj. Ohne

Einschrankung diirfen wir annehmen dass Ay NA =0, k # l gllt (Sonst

betrachten wir A;, A;, = A\ U A e 3, k > 2, und erhalten die Behauptung

wegen U Ay, = U Ap. Zu,,e“ C\D =cntp =CC(cnCD)=C(CcuD).)

Seien B C X und m € N>i. Aus Ay € X, mit der Disjunktheit und per
Induktion erhalten wir

M(BQIQA,C):M<<Bﬁp1Ak)mAm>+u((BmQ1Ak>\Am>
(10.2.1) = (BN A,) ( nU )
- i (B Ay).

Wir kombinieren dies nun mit der Messbarkeit endlicher Vereinigungen und
der Monotonie. Es folgt

M(B)—u<BﬂUAk>+u<B\UAk>
k=1

> (BN Ag) + u(B\ A).
k=1

Wir lassen nun m — oo, nutzen die o-Subadditivitdt und bekommen

u(B) = ) (BN A)+pu(B\A)

Somit ist A p-messbar. O

Definition 10.2.12 (Mafraum). Sei pu: P(X) — [0, 00] ein Maf auf X und ¥ die
o-Algebra der p-messbaren Mengen, so heifft (X, X, ) Mafiraum.

Theorem 10.2.13. Sei (X,3, u) ein Mafiraum. Seien A € ¥, k € N.
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(i) o-Additivitéit: Sind die Mengen Ay, paarweise disjunkt, AxNA; =0 firk #1,

so gilt
I (U Ak) = p(Ap).
k=1 k=1

(ii) Gilt Ay, C Ag41 fiir alle k € N, so folgt
1 (U Ak) = lim pu(Ay).
k=1
(111) Gilt Ay D Agta fiir alle k € N und ist u(Aq) < oo, so gilt
(1) - s

Beweis.
(i) Fiir endliche disjunkte Vereinigungen nutzen wir (10.2.1) mit B = X und
erhalten

k=1 k=1

Wir kombinieren dies nun mit der Monotonie des Mafes und der o-Subaddi-
tivitdt. Es folgt

(U2 g (U = Sutso = (U ).
k=1 k=1 k=1 k=1

Da die obere und die untere Schranke {ibereinstimmen, folgt Gleichheit.
(11) Wir deﬁmeren dlsJunkte Menge A; := Ay und Ay == Ay \ Ap_1, k > 2, sowie

U A = U Aj,. Nun nutzen wir die gerade gezeigte o-Additivitit und
(10.2. 2) und erhalten

“(Q“)Z 5

k=1
~ g 3 (3) 2 (U )
k=1
= lim ,u(Am).
m—o0

(iii) Wir betrachten die Komplemente in A; und setzen A = A4 \ A, k € N. Dann
gelten () = A, c Ay C ... und w(Ar) =u (flk) + 1(Ag). Wir benutzen nun

(ii) fir eine Familie aufsteigender Mengen, die Additivitat fiir zwei disjunkte
Mengen (10.2.2) sowie Bemerkung 10.2.9 um zu zeigen, dass der Schnitt auch
wieder in X liegt. Den ersten Grenzwert diirfen wir aufgrund der Monotonie
hinschreiben. Wir erhalten

w(Ayp) — hm w(Ag) = hm u(Ak> W (UA )
—u(Al ﬂAk>—uA1 (ﬂm)

Die Behauptung folgt. (]
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Beispiel 10.2.14. Fiir das Zahlma# p auf N ist Theorem 10.2.13 (iii) ohne die
Voraussetzung f1(A;1) < oo i. A. falsch. Betrachte Ay := N>j. Dann gelten Ay D

Ags1, A= () A =0, aber auch
k=1

0= pu(A) # lim p(Ay) =

Definition 10.2.15. Sei (X, 3, 1) ein Mafraum. Dann heifit eine Menge N C X
eine p-Nullmenge, falls u(N) = 0 gilt.

Theorem 10.2.16. Sei (X, X, u) ein MafSraum. Dann ist eine p-Nullmenge N eine
p-messbare Menge.

Beweis. Sei B C X beliebig. Dann folgt aufgrund der Monotonie

|
w(B) = p(BON) +u(B\N) < u(N) + pu(B) = u(B).
Da somit iiberall Gleichheit gilt, ist N eine p-messbare Menge. 0

10.3. Konstruktion von Mafien.

Definition 10.3.1. Sei X eine Menge. K C P(X) heifit Uberdeckungsklasse fiir
X, falls

(i) ® € K und
(i) es (Kj)jen., C K mit X = U K; gibt.

J_
Beispiele 10.3.2. x

(i) Die (verallgemeinerten) offenen Intervalle I = ][] (ag,by) fir ap < b € R
k=1
bilden eine Uberdeckungsklasse fiir R”, ebenso die abgeschlossenen oder halb-
offenen (verallgemeinerten Intervalle), soweit noch nicht mit dabei, zusammen
mit der leeren Menge.
(ii) Ist A C P(X) eine Algebra, so ist A wegen @), X € A auch eine Uberdeckungs-
klasse flir X.

Theorem 10.3.3. Sei K eine Uberdeckungsklasse fiir X. Sei A: KK — [0, 00] eine
Funktion mit \()) = 0. Dann ist p: P(X) — [0, 00] mit

(10.3.1) = inf Z)\ tK; € K mit AcC U K;
j=1
ein Maf$ auf X.

Beweis.
(i) Es ist klar, dass (@) = 0 und p > 0 gelten.
(ii) o-Subadditivitiat: Sei A C |J Ay beliebig und sei € > 0 beliebig. Dann gibt
k=1
es nach Definition (Kk,j)jEN C K mit Ak C U Kk.J* und
j=1

D AKkj) < p(Ag) +27Fe
=1

o0

Es folgt A C |J Ky ;. Dies sind abzéhlbar viele Mengen. Es gilt daher nach
k=1
Definition von p

=D SPTMED v
k=1

k,j=1
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Da e > 0 beliebig war, folgt die o-Subadditivitét. O

Beispiel 10.3.4. Sei X eine Menge und K = {0, X}. Sei A\: K — [0, 00] mit
A(@) =0 und A(X) = 1. Dann stimmt das Maf p nach (10.3.1) mit dem MaR p aus
Beispiel 10.2.2 (i) iberein.

Sei K C P(X) eine Algebra und sei A: K — [0, 00] endlich additiv. Dann lie-
fert die folgende Definition eine notwendige Bedingung dafiir, dass das in (10.3.1)
definierte Mafs p eine Fortsetzung von A ist.

Definition 10.3.5. Sei A C P(X) eine Algebra.

(a) Eine Abbildung A: A — [0, co] heiftt Préamaf, falls
(i) A(®) =0 und

(i) AM(A) = 3 A(Ayp), fiir A, A, € A, k€ N, mit A= J Ay, gelten.
k=1 k=1
in Prama eifst o-endlich, falls es eine (ohne Einschrankun 1sjunkte
b) Ein P £ A\ heifs dlich, fall i hne Einschriankung) disjunk
. n
Uberdeckung X = |J Sk mit Sk € A, k € N, und A(Sk) < oo fiir alle k gibt.
k=1

Bemerkung 10.3.6. Wir betrachten den Fall, dass wir die Definition aus Glei-
chung (10.3.1) fiir g mit A C |J A; auf ein Pramaf A anwenden. Dann ist die zu-
j=1

grunde liegende Uberdeckungsklasse eine Algebra A und es gilt Aj € Afiir j € Nyo.
- _ k—1

In dieser Situation diirfen wir vermége 4; = A; und A = A \ |J A; annehmen,
=1

dass die tiberdeckenden Mengen disjunkt sind. Nach Deﬁnition~einzzs Priamafes gilt
dabei fiir k¥ € Ny die Abschitzung /\(Ak) < M\Ag) = A(Ak \ Ak) + /\(Ak).

Theorem 10.3.7 (Carathéodory-Hahn Erweiterungssatz). Sei A eine Algebra auf
X, sei At A — [0,00] ein Pramaf$ auf X und sei p durch (10.3.1) definiert. Dann
gelten:

(i) p: P(X) — [0,00] ist ein Maf§ auf X,

(ii) u(A) = X(A) fir alle A € A und

(i1i) jedes A € A ist u-messbar.

Bewets.
(i) Wir haben in den Beispielen 10.3.2 gesehen, dass A eine Uberdeckungsklasse
fiir X ist. Somit ist © nach Theorem 10.3.3 ein Maf auf X.
(ii) Sei A € A beliebig. Zunéchst einmal gilt nach (10.3.1) p(A4) < A(A).

Zur Umkehrung: Seien Ay € A, k € Ny, beliebig mit A C |J Ax. Nach
k=1

Bemerkung 10.3.6 diirfen wir annehmen, dass diese Mengen paarweise disjunkt
sind, Ay N A; = 0 fiir k¥ # [. Definiere nun Mengen A := AN A, € A,

k € Nsg. Dann ist die Familie (Ak)keN>o disjunkt und es gilt A = (J Ay.
k=1
Nach Voraussetzung ist A ein Pramafs; also folgt
oo N o0
AA) =D A (Ar) <D MAR).
k=1 k=1
Auf der rechten Seite gehen wir nun zum Infimum {iber alle die Menge A
iiberdeckenden Familien iiber und erhalten
AA) < inf{ AMAg): AC U Ay mit Ay € A} = u(A4).
k=1 k=1

Fr 08.01.2021
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(iii) Sei A € A und sei B C X beliebig. Wir rechnen die Carathéodory-Bedingung

fiir 4 nach. Sei e > 0. Nach Definition von pu gibt es By € A, k € Ny, mit

Bc | B und
k=1

> ABr) < u(B) +e.
k=1

Da A ein Prdmaf ist und A, By € A gilt, erhalten wir fiir alle k£ > 1
AM(Br) = AM(Br N A) + A(Bi \ A).

Es gelten BN A C U (BN A) und B\ A C U (Br \ A). Wir nutzen

nun die Subbad1t1v1tat fur die stets giiltige Unglelchung in der Carathéodory-
Bedingung, die Definition von pu, die Mdoglichkeit nichtnegative Summanden
umzuordnen und die Wahl der Mengen Bj und erhalten

u(B) < u(BNA)+ u(B\ A) < Z)\ By N A) +Z)\ B\ A)

= STAB) < pu(B) +¢
k=1

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt zunéchst {iberall Gleichheit und daraus dann die
Behauptung. O

Fiir die Carathéodory-Hahn-Erweiterung erhalten wir das folgende Eindeutig-
keitsresultat.

Theorem 10.3.8. Sei A\: A — [0,00] wie in Satz 10.3.7 zusditzlich o-endlich, p
das von \ vermaoge (10.3.1) induzierte Maf3 und ¥ die o-Algebra der u-messbaren
Mengen. Ist fi: P(X) — [0,00] ein Maff mit ji|4 = . Dann gilt |z = plx.

Beweis.
o0
(i) Sei zunéchst A C |J Ax mit Ay € A, k € Nyg. Da i als Mal o-subadditiv
k=1
ist, folgt

Z i(AR) = MAg).

k= k=1
Auf der rechten Seite gehen wir nun zum Infimum tiber alle solchen {iberde-
ckenden Familien iiber und erhalten

A(A) < p(A)
fiir beliebige A C X.
(ii) Sei nun A € ¥. Zunichst nehmen wir an, dass es S € A mit A C S und
A(S) < oo gibt. Dann folgt auch p(S\ A) < u(S) = A(S) < occ.
Nach Theorem 10.3.7 gilt S € A C X. Also gelten A, S € X. Wir nutzen,
(1) die Carathéodory-Bedingung,
(2) dass p auf A mit dem Pramaf A {ibereinstimmt,
(3) sowie die Subadditivitét von
und erhalten
p(A) + (s A) =

111

u(s) Z As) = ﬂ(S)
" ) + S\ A) 2 A(A) + (S \ A).

Da p(S\ A) < o ist, folgt auch p(A) < fi(A) und mit (i) sogar p(A) = a(A).
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(iii) Im allgemeinen Fall, wenn keine solche Menge S existiert, gibt es aufgrund der

o-Endlichkeit eine disjunkte Familie (Sk)gen., mit X = |J Sk mit S, € A
k=1
und A(Sg) < 00, k € N5 g. Damit erhalten wir vermoge Ay := ANSy, k € N5,

die disjunkte Vereinigung A = |J Ag. Es gilt X5 |J Ax € |J Sk- Da A ein
k=1 k=1 k=1

Pramaf ist, ist A ( U Sk> < 00. Somit kénnen wir (ii) anwenden und es folgt
k=1

(U= (Un)

Mit der Monotonie des Mafes i und Theorem 10.2.13 (ii) ergibt sich somit

Ai(A) = lim ji (U Ak> = lim p (U Ak> = u(A)
k=1 k=1
wie behauptet. O

Bemerkung 10.3.9. *

(i) Wir haben in Theorem 10.3.8 nicht untersucht, ob jedes A € % auch beziiglich
[t messbar ist.

(ii) In Theorem 10.3.8 haben wir fi(A) = u(A) fiir A € ¥ gezeigt. Fiir A ¢ ¥ gilt
dies i. A. nicht mehr: Seien dazu X = [0,1] C R, A = {0}, X }. Sei dass Pramaf
A: A — [0,00] wie in Beispiel 10.3.4 gegeben. Sei pu das geméf (10.3.1) von
A induzierte Maff. Dann gelten p(0) = 0 und p(A) = 1 fiir alle A # 0. Nach
Beispiel 10.2.7 gilt ¥ = {0, X} = A. Das im folgenden Abschnitt konstruierte
Lebesguesche Maf £ ist ebenfalls eine Erweiterung von \. Die Mafe £! und
u stimmen auf Mengen ¢ A im Allgemeinen jedoch nicht iiberein. Es gilt
nimlich £1([0,1/2]) = 1/2 # u([0,1/2]) = 1.

10.4. Das Lebesguesche Mafi. Das Lebesguesche Maf erhalten wir durch Er-
weiterung des Elementarinhalts von Quadern und Elementarfiguren.

Definition 10.4.1.
(i) Seien a = (al, . ,a”) b= (bl, e b”) € R™. Wir definieren

(a.1) 11 (ak,bk), falls a® < b*, 1 <k <n,
a,b) == { g=1

0, sonst.

Analog definieren wir (verallgemeinerte) Intervalle [a,b], (a,b], [a,b). Auch,
wenn die Randpunkte fiir unterschiedliche £’s manchmal dazugehoéren und
manchmal nicht, sprechen wir von verallgemeinerten Intervallen. Bei offenen
oder halboffenen Intervallen fiir ein k erlauben wir auch a* = —oo bzw. bF =
+00.

(ii) Das Jordansche Maf eines Intervalls oder einer Elementarfigur heift Elemen-
tarinhalt, abgekiirzt z. B. mit Vol([a, b]).

(iii) Nachfolgend lassen wir auch Elementarfiguren 2 zu, die unbeschrinkte Quader
Q@ = (a,b) enthalten und definieren in diesem Fall

oo, falls a® < b* fiir alle 1 < k < n,

0, sonst.

Vol(Q) = {

Bemerkung 10.4.2. Die Elementarfiguren in R” bilden eine Algebra. Vol ist auf
ihnen endlich additiv, o-endlich, nicht negativ und monoton.
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Lemma 10.4.3. Der Elementarinhalt Vol ist ein Pramajf$ auf der Algebra der Ele-
mentarfiguren in R™.

Beweis.

o0
(i) Wir missen nachweisen, dass fiir eine Elementarfigur I, die sich als |J Ij mit
k=1
Elementarfiguren Iy, k € N+, als disjunkte Vereinigung darstellen l&sst,

Vol(I) = i Vol (1)
k=1

gilt. Ohne Einschréankung diirfen wir annehmen, dass die I}’s verallgemeinerte
Intervalle sind.

m
(ii) ,>“ Es gilt I D |J Ix. Da Vol monoton und endlich additiv ist, gilt fir alle
k=1
m e N>0

Vol(I) > Vol (O Ik> = f:Vol(Ik).
k=1

k=1
Wir lassen nun m — oo und erhalten die behauptete Ungleichung.

o0
(iii) ,,<* Ohne Einschrankung diirfen wir Y Vol(I}) < co annehmen, da wir sonst

k=1

fertig wiren. Weiterhin diirfen wir ohne Einschriankung annehmen, dass I ein
Intervall ist und dass 0 € I gilt.

Intervalle konnen auch +oo als Grenze aufweisen. Daher definieren wir fiir
L € N das Intervall I* := T N [~L,L]". Dann gilt fiir L — oo offenbar
Vol (I*) — Vol(I).

Sei ¢ > 0 beliebig. Dann gilt I C (1 +¢)I = |J (1 + €)I. Die Intervalle

k=1
(1 4 €)1, vergroRern wir etwas zu offenen Intervallen I mit I, D (1 + &)l
und -
Vol (I)) < (1+¢)™ - Vol(Iy) +¢-27%, k€ Nxo.

Auch die offenen Intervalle I, iiberdecken die kompakte Menge I f Dies gilt
aufgrund der Kompaktheit auch schon fiir endlich viele Intervalle I}, 1 < k <
m = m(L). Fir dieses m folgt

Vol (I*) < Vol <O fk> < zm:Vol (1) < f:\/ol (1)

k=1
<(1+e)" > Vol(I) +e.
k=1

Wir lassen nun € | 0 und L — oo und erhalten auch die umgekehrte Unglei-
chung. U

Definition 10.4.4. Die Carathéodory-Hahn Erweiterung des Elementarinhalts auf
R™ nennen wir (n-dimensionales) Lebesguesches Mafy, £™.

Theorem 10.4.5. Jede offene Menge G C R™ ist L™-messbar.

Beweis.

(i) Wir schreiben R™ als disjunkte Vereinigung halboffener achsenparalleler Ku-
ben I?, | € N, mit Seitenlingen 1 = 27°. Indem wir sukzessiv jede Kante hal-
bieren, erhalten wir achsenparallele, fiir festes k disjunkte Kuben 1, lk, l € N-o,
mit Seitenlingen 2% fiir alle k € N.

Wir wihlen nun im k-ten Schritt diejenigen der Kuben IF, | € Nxg, mit
IF C G aus, die zu den in den Schritten 0, .. ., k—1 schon ausgewithlten Kuben
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disjunkt sind. Es ist eine kleine Ubung, nachzuweisen, dass diese hochstens
abzéhlbare Familie disjunkter achsenparalleler Kuben G ausschopft.

(ii) Nach Theorem 10.3.7 ist jede Elementarfigur £"-messbar und nach Theorem
10.2.11 gilt dies aus fiir hchstens abzéhlbare Vereinigungen. Somit ist G eine
L™-messbare Menge. O

Definition 10.4.6.
(i) Die von den offenen Mengen des R™ erzeugte o-Algebra heift Borelsche o-
Algebra B. Die Mengen B € B heifen Borelmengen.
(ii) Ein Ma® p auf R™ heift Borelsch, falls jede Borelmenge p-messbar ist.

Damit wird aus Theorem 10.4.5.
Korollar 10.4.7. L" ist ein Borelmaf.
Theorem 10.4.8. Sei A C R™ beliebig. Dann gilt
LM(A) = Géijlﬁfﬁnﬁ (G).
Beweis.

o  <“ folgt direkt aus der Monotonie des Lebesguemafes.

e > Sei e > 0. Dann gibt es Intervalle (I;);en., mit A C |J I; und
=1

> Vol(I) < L™(A) +&.
1=1
Dazu finden wir offene Intervalle I; O I; mit

Vol(I}) < Vol(I;) +¢-27", 1€ Ny,.

Wir definieren G := |J I}*. Dann ist G offen. Es gilt A C G und wir erhalten
=1

LM(G) <Y Vol(I) <> Vol(I)) +& < L™(A) + 2.
=1 I=1
Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

Bemerkung 10.4.9. Man mache sich als Ubung anhand des Beweises klar, dass
Theorem 10.4.8 fiir QN [0, 1] C R gilt.

Definition 10.4.10. Ein Borelmaf p auf R™ heiftt Borel regulér, falls es zu jedem
A C R™ eine Borelmenge B D A mit p(A) = p(B) gibt.

Korollar 10.4.11. Das Lebesguesche Mafl L™ ist Borel reguldr.

Beweis. Sei A C R™ beliebig. Ohne Einschrénkung diirfen wir £"(A) < oo anneh-

men, denn sonst sind wir mit B = R” fertig. Nach Theorem 10.4.8 gibt es offene
Mengen Gg, k € N5, mit Gy O A und

1

£7(Gr) < £7(A) + 7,

Insbesondere gilt also L"(G1) < L™(A)+1 < co. Offenbar gilt L™(A4) < L™(G},) fiir

alle k € N> . Ohne Einschrénkung diirfen wir weiterhin Gy1 C Gy fiir alle k € N>

annehmen; sonst definieren wir fiir £ = 1,2, ... induktiv G141 = Gg11 N Gy und

k € Nao.

o0
betrachten dann diese Mengen statt der Mengen Gy. Wir definieren B := () Gj.
k=1
Dann ist B eine Borelmenge und nach Theorem 10.2.13 (iii) erhalten wir
L"(B) = lim L"(Gy) = L"(A)
k—o00

wie behauptet. 1
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Theorem 10.4.12. Sei A C R™. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dqui-
valent:
(i) A ist L™-messbar.
(i) Fir alle e > 0 gibt es eine offene Menge G mit G D A und L"(G\ A) < ¢
(oder L"(G\ A) <e¢).
Beweis.
o (i) = (i)“
— Wir nehmen zunéchst an, dass £"(A) < oo gilt. Sei € > 0. Dann gibt
es nach Theorem 10.4.8 eine offene Menge G mit G O A und

LY(G) < L(A) +e.

Die Menge A ist nach Voraussetzung messbar. Wir setzen G in die
Carathéodory-Bedingung fiir Messbarkeit ein und erhalten

L(G) = LGN A) + LG\ A) = L7(A) + L7(G\ A).

Zusammengenommen folgt daraus £"(G \ A) < e und somit die Be-
hauptung.
— Ist L™"(A) = o0, so definieren wir Mengen A, = AN[—k, k|", k € N-.

Es gilt A := |J Ak. Wenden wir nun unsere Uberlegungen im Falle

k=1
eines endlichen Mafses auf die £"-messbaren Mengen Ay an, so erhalten
wir offene Mengen Gg, k € N5, mit G D Ay und

L(Gr\ Ap) <e-27% k€ Nsy.

Dann ist G := U G}, offen, es gilt G O A und wegen
k=1
G\A=[J(@Ge\4) c [ J(Gr\ A
k=1 k=1

erhalten wir

LMG\A) <Y L"(Gr\ A) <e.
k=1
o .(ii) = (i) Sei B C R"™ beliebig und sei ¢ > 0. Dann gibt es nach
Voraussetzung eine offene Menge G mit G O A und
LG\ A) <e.
Nach Theorem 10.4.5 ist G eine L"-messbare Menge. Somit erhalten wir
die Gleichheit in
L'(B)=L"(BNG)+ L"(B\G)
> LY (BNA)+ LY (B\A)-L"(G\A),
wobei wir fiir den ersten Term die Monotonie des Mafles benutzt haben.
Aus B\ AC (B\ G)U(G\ A) und der Subadditivitét des Mafes folgt die
Abschétzung fir den zweiten Term. Somit gilt
LMB)> LY (BNA)+L"(B\A) —e.

Da e > 0 beliebig war, folgt die nichttriviale Ungleichung der Carathéodory-
Bedingung. Also ist A eine L£™-messbare Menge. (]

Die L™-Messbarkeit ist auch dquivalent dazu, dass sich eine Menge gut von aufien
und von innen einschachteln ldsst. (Zur Wahl der Buchstaben: F' soll an fermé und
G soll an Gebiet erinnern.)
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Korollar 10.4.13. FEine Menge A C R" ist genau dann L™-messbar, wenn es fir
alle € > 0 eine abgeschlossene Menge F' und eine offene Menge G mit F C A C G
und

LMG\A)+LMA\F)<e
gibt.

Beweis.
o <" Dies folgt direkt aus Theorem 10.4.12.
o ,—> Sei e > 0 und sei A eine £™-messbare Menge. Dann ist auch CA eine
L™-messbare Menge. Nach Theorem 10.4.12 gibt es somit offene Mengen
G,Q C R" mit @ D CA und G D A sowie L™ (2\ LA) < eund L(G\ 4) <
e. Wir definieren die abgeschlossene Menge F := (). Dann gelten F C A
und L"(A\ F) = L"(ANQ) = L" (2 CA) < e wie gewiinscht. O

Bemerkung 10.4.14. %

(i) Die Bedingung in Korollar 10.4.13 ist auch &quivalent zu der Tatsache, dass
es flir alle € > 0 eine abgeschlossene Menge F' und eine offene Menge G mit
FCACGund LG\ F) < ¢ gibt.

(ii) Aus der Bedingung von Korollar 10.4.13 folgt

L(F) +e > L(A) > L(G) —e.

(iii) Indem wir statt F' die Menge F N [—k, k|™ betrachten, so sehen wir mit Theo-
rem 10.2.13 (ii), dass wir im Falle £™(A4) < oo die Menge F auch als kompakte
Menge wéhlen kdnnen.

Beweis. Ubung. O
Wir erinnern an die Definition in Bemerkung 10.1.3 und erhalten.

Theorem 10.4.15. Sei A C R"™ beschrinkt.
(i) Es gilt stets u(A) < L™"(A) < u(A).
(i) Sei A Jordan-messbar. Dann ist A auch L™-messbar und es gilt L (A) = u(A).

Bewets.
(i) In Bemerkung 10.1.3 hatten wir Elementarfiguren aus endlich vielen Interval-
len betrachtet. Daher erhalten wir

L"(A) = inf {ZVO](Ik)Z AC U I, I, = Intervalle}

k=1 k=1

< inf {VOI(E): ACFE= U Iy, I, = Intervalle, m € N} =n(A).
k=1

Fiir jede Elementarfigur £ C A gilt
Vol(E) = L™(E) < L™(A).
Wir gehen zum Supremum iiber Elementarfiguren £ C A iiber und erhalten

w(A) < £7(A).

(ii) e Gleichheit: Da A Jordan-messbar ist, gilt u(A4) = @(A4) = u(A). Daher
folgt L™(A) = u(A) nach (i).

e L"-Messbarkeit: Wir nehmen zusétzlich an, dass £L™"(A) < oo gilt. Ist
dies nicht der Fall, so wenden wir das folgende Argument auf die Jordan-
messbaren Mengen Ay := AN [k, k]", k € Ny, mit £ - 27% statt ¢ an
und erhalten daraus die Behauptung.

Fr 15.01.2021
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Sei € > 0. Da A Jordan-messbar ist, gibt es Elementarfiguren I, I mit
I. CACI® und

Vol(If) — e < pu(A) < Vol(I,) + «.

Ohne Einschrinkung kénnen wir durch leichtes Vergréfern annehmen,
dass G := I¢ offen ist. Wir erhalten

LG\ A) <L(I°\ 1) = Vol(IF) — Vol(I.) < 2e.
Nun folgt die £™-Messbarkeit von A aus Theorem 10.4.12 (ii). O

Theorem 10.4.16. Das Lebesquemaf ist unter Bewegungen, d. h. unter Abbildun-
gen ®: R" — R", z — Rx + xg, mit xg € R™ und R € O(n), invariant.

Bewets.
(i) In Theorem 10.1.7 haben wir bereits gezeigt, dass das Jordanmaf$ unter Be-
wegungen invariant ist. Dies iibertrdgt sich direkt fiir Intervalle I auf des
Lebesguemaf. Es gilt

LY®(I)) = w(®(1)) = p(I) = L"(I).

Nach Theorem 10.4.15 folgt (zunéchst fiir beschriankte und dann (o-Algebra-
Eigenschaft) auch fiir unbeschréinkte Intervalle I), dass auch ®(I) L™-messbar
ist.

(ii) Sei G C R" offen. Dann kénnen wir G wie im Beweis von Theorem 10.4.5 als
abzéhlbare Vereinigung paarweise disjunkter Intervalle Iy, k € Ns ¢, schreiben,
G = |J Ij. Dann ist auch ®(G) offen und es gilt (G) = |J P(I)) mit paar-

k=1 k=1

weise disjunkten £™-messbaren Mengen ®(I). Nach (i) und der o-Additivitét
(Theorem 10.2.13 (i)) folgt also

LMO(G) =D LML) =D L I) = L™(G).
k=1 k=1

(iii) Seien A,G C R™ beliebig. Dann sind A C G und ®(A) C ®(G) sowie die
Offenheit von G und die von ®(G) dquivalent. Wir konnen also Theorem
10.4.8 und (ii) kombinieren und erhalten

£UB(A) =t £(0E) = L £7(G) = £7(4)

wie behauptet. O

10.5. Nicht messbare Mengen *. Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass nicht
jede Teilmenge von R auch £!'-messbar ist.

Beispiel 10.5.1 (Vitali). Sei £ € R\ Q und sei G := {k+1¢: k,l € Z} C R die
von 1 und ¢ erzeugte additive Gruppe. Wir erkliren auf R eine Aquivalenzrelation
x ~ ydurch x ~ y :<= x—y € G und bezeichnen die Menge der Aquivalenzklassen
mit X = {[z] =z + G,z € R}. Wegen 1 € G gilt [z] N [0,1] # O fiir alle z € R.
Daher finden wir fiir jede Aquivalenzklasse einen Repriisentanten in [0,1]. Nach
Auswahlaxiom gibt es eine Menge A C [0, 1] von Repréisentanten, so dass in jeder
Aquivalenzklasse genau ein Reprisentant liegt: |A N [z]| = 1 fiir alle z € R. A heifit
Vitalimenge.

Theorem 10.5.2. Die Vitalimenge A C R ist nicht L'-messbar.

Beweis.
(i) Wegen ¢ ¢ Q enthédlt G N [—1,1] unendlich viele Punkte. Sei (gx)ren eine
Abzdhlung von G N[—1,1]. Setze Ay := A+ g C [-1,2].
(i) Behauptung: Die Mengen Ay, k € N| sind paarweise disjunkt.
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Beweis. Sei x € A, N A;. Dann gilt [x] 2  — gg,x — g € A. Somit sind diese
beiden Zahlen Représentanten von [z]. Da A jedoch nur einen Représentanten
fiir jede Aquivalenzklasse enthilt, erhalten wir nacheinander z — g, = = — g,
gr =gy und k =1[. 0

(iii) Behauptung: Es gilt [0,1] € |J Ax.
k=0
Beweis. Seiy € [0, 1]. Betrachte [y]. Dann gibt es nach Wahl von A ein x € A
mit [z] = [y]. Somit folgt z—y € G. Aus 0 < z,y < 1 erhalten wir —1 < y—z <
1. Daher ist y — x = g fiir ein k € N. Wir erhalten daraus y = = + g, € Ay
und somit die Behauptung. O

(iv) Wire A eine £!-messbare Menge, so auch Ay, k € N, aufgrund der Translati-
onsinvarianz. Aus der Monotonie und der o-Additivitat erhalten wir

1=cY0,1]) < £! ([OJ Ak) = iﬁl(Ak)
k=0

k=0

=Lt (G Ak> < L£Y[-1,2)) = 3.

k=0

Da £! translationsinvariant ist, folgt £1(Ax) = L1(A) fiir alle k € N. Es gilt
LY(A) = 0 oder L£}(A) > 0. Beide Moglichkeiten widersprechen jedoch der
obigen Ungleichungskette. O

Bemerkung 10.5.3. Das Banach-Tarski Paradoxon besagt, dass sich B;(0) C R3
in endlich viele disjunkte Mengen A; zerlegen lasst. Nach Anwendung verschiedener
Bewegungen kann man daraus zwei disjunkte Kugeln mit gleichem Radius in R?
zusammensetzen. Dabei geht ein, dass unendliche Mengen in Bijektion zu echten
Teilmengen von sich selbst stehen kénnen. Wir bemerken, dass dabei mindestens
eine der Mengen A; nicht £3-messbar sein kann.

10.6. Metrische Mafte. Wir erinnern an die Distanz zweier Mengen A, B C R™
dist(A4, B) = inf{la—b|: a € A, b€ B}
und die Distanz zwischen einem Punkt x € R™ und einer Menge A C R"
dist(z, A) = inf{|z — a|: a € A} = dist({z}, A).
Definition 10.6.1. Ein Maft pu auf R™ heifft metrisch, falls fiir alle A, B C R™
mit dist(A4,B) >0
u(AUB) = p(A) + u(B)
gilt.

Theorem 10.6.2 (Carathéodory-Kriterium fiir Borelmafe). Ein metrisches Maf
w auf R™ ist Borelsch.

Bewets.
(i) Sei F' C R™ eine beliebige abgeschlossene Menge. Es geniigt der Nachweis,
dass F eine p-messbare Menge ist, dass also fiir eine beliebige Menge B C R™

w(B) = u(BNF) + u(B\ F)

gilt. Da die Aussage fiir p(B) = oo klar ist, nehmen wir ohne Einschrinkung
w(B) < oo an.
Fiir £ € Ny definieren wir abgeschlossene Vergroferungen von F durch

1
F, = {x e R™: dist(z, F) < k}
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Nun gilt dist(B \ Fj,, BN F) > ¢+ > 0. Da y metrisch ist, erhalten wir unter
Verwendung der Monotonie

W(BAF)+p(B\ Fy) = p((BNF) U (B\ Fy)) < u(B).
Die Messbarkeit folgt nun aus der néchsten Behauptung.

Behauptung: Es gilt (B \ Fy) — u(B\ F) fir k — .

Beweis. Fiir k € N5 definieren wir ,ringférmige“ Mengen um F' in B durch
Ry, = (F \ Fi41) N B.

Die Mengen (Rj)ren., sind paarweise disjunkt und es gilt
B\F=(B\F)UlJ R
1=k

fiir beliebige k € Nsg. Aus der Monotonie und der o-Subadditivitdt von p
erhalten wir damit fiir beliebige k£ € Ny

o0

W(B\F) < p(B\ F) < u(B\ F) + 3 u(Ry).
=k

Aus der nachfolgenden Behauptung erhalten wir, dass die Summe auf der
rechten Seite fiir K — oo gegen Null geht. Dies beendet den Beweis dieser
Behauptung. O

&)
Behauptung: Es gilt > p(R;) < oc.
=1
Beweis. Wir beobachten, dass fiir |i — j| > 2

diSt(Ri, R]) >0

gilt. Da pu metrisch ist, erhalten wir

und

ZM(R%H) =p (U R2k+1> < u(B).

k=1 k=1

Wir addieren diese beiden Ungleichungen und gehen zum Grenzwert m — oo
iber. Es folgt

> u(R) < 2u(B) < o0
=1

wie behauptet. O

Die Gesamtaussage folgt. 0
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10.7. Das Hausdorffmafs. Das Hausdorffmaf ist fiir die Geometrie nicht regulérer
Objekte wichtig, z. B. in der geometrischen Mafitheorie.
Die folgende Bemerkung fithrt uns zur Definition des Hausdorffmafses.

Bemerkung 10.7.1. Sei A C R™.
(i) Seien s,0 > 0. Wir definieren

H3(A) = inf {Zr;: Ac B (@), m < 5} .
k=1 k=1

Nach Theorem 10.3.3 ist das ein Maf auf R” zur Uberdeckungsklasse der
Bille, das s-dimensionale Hausdorff-6-Mafs.

H;, (A) < H3, (A).
Daher existiert der Grenzwert ¢ | 0

H(A) :=limH5(A) = sup H5(A).
610 6>0

(iii) Fir s = 0 setzen wir

HO(A) = {

HY heilt ZahlmaR.

|A|, falls |A| endlich ist,

oo,  sonst.

Definition 10.7.2. H? heiflt s-dimensionales Hausdorffmafs.

Wir rechtfertigen nun, dass wir H® ein Maf genannt haben. (Den Fall s = 0
lassen wir als einfache Ubung; hier ist jede Menge H°-messbar.)

Theorem 10.7.3. Fiir s > 0 ist H® ein Borel requlires Maf§ auf R™.

Beweis.
(i) H® ist ein MaR: Sei s > 0. Es ist einfach zu sehen, dass H*(0) = 0 gilt. Gelte

AC U Ax CR™ Fiir H3, 6 > 0 ist die o-Subadditivitét leicht zu sehen bzw.

k=1
folgt aus Theorem 10.3.3. Dies kombinieren wir mit der Monotonie in § und
erhalten
< S A £ 3 A ().
k=1 k=1

Fiir § | 0 konvergiert die linke Seits gegen H®(A) und wir erhalten die o-
Subadditivitdt von H°.
(ii) H® ist metrisch: Seien A, B C R™ mit §p = dist(A, B) > 0. Dann zerfallt

jede Uberdeckung AUB C U By, (x) mit rp < § < £6) in zwei Teile, welche

die Menge A bzw. die Menge B iiberdecken. Zusammen mit der Definition des
Hausdorflmafes erhalten wir somit

H3(A) + H3(B) < Hi(AU B) < H(AUB).

Lassen wir nun ¢ | 0, so folgt H*(A) + H*(B) < H*(A U B). Die umgekehrte
Ungleichung haben wir bereits beim Nachweis, dass H® ein Maf ist, gezeigt.

Nun folgt aus Theorem 10.6.2, dass H?® als metrisches Maf auch Borelsch
ist.

Di 19.01.2021
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(iii) #H*® ist Borel regulér: Sei A C R™. Der Fall H*(A) = oo ist wieder einfach,
da dann fiir G = R™ sowohl A C G als auch H*(G) > H*(A) = oo gelten.
Daher diirfen wir nun annehmen, dass H*(A4) < oo gilt.

Nach Definition finden wir zu §; = %, I € Ny, eine Uberdeckung A C

oo
U Bm,k(xl,k) =: Gy mit 7 < §; und
k=1

1 1
e < HG(A) + 7 <H(A) + -

M3 (G) < l z

i NgE:

Mit G; ist auch G := () G; Borelsch. Es gilt weiterhin A C G und daher

=1
H?(A) < H*(G). Schieklich erhalten wir mit G C G; und der obigen Unglei-
chung
H(G) = Jim 743, (G) < limsup Hg, (G;) < H(A)
—+oo l—o00 )

wie behauptet. O

Das Hausdorffmaf liefert eine Skala / eine Familie H*, s > 0, von Mafen. Damit
kann man beliebigen Mengen A C R™ eine Dimension zuordnen. Dazu benétigen
wir
Lemma 10.7.4. x Sei A C R™ und seien 0 < s <t < co. Dann gelten

(i) H¥(A) < oo = H!(A) =0.
(i) HI(A) >0 = H(A) = .

Beweis. -
(i) Gelte H®*(A) < oo. Sei 6 > 0 und gelte A C |J By, (zx) mit rp < J. Dann
k=1
folgt
HE(A) <> rf <87
k=1 k=1

Wir betrachten das Infimum iiber alle solchen Uberdeckungen und erhalten
HG(A) <077 HG(A) <677 H(A).
Nun lassen wir § | 0 und folgern H!(A) = 0 wie behauptet.

(ii) Dies ist gerade die Kontraposition von (i). O

Das n-dimensionale Lebesgue- und Hausdorffmaf haben dasselbe Skalierungs-
verhalten.

Lemma 10.7.5. x Sei A C R", sei p > 0 und sei s > 0. Dann gelten
Hep- A) = p* - H(A) und L7(u- A) = u" - L7(A).

Beweisidee. Benutze skalierte Uberdeckungen. (]

Beispiel 10.7.6. x Sei @ = [—1,1]™. Dann gilt

Beweis.

(i) Sei 6 > 0. Wir withlen & € N mit r := 27%~1,/n < 4. Beachte, dass jeder

Wiirfel mit Kantenlinge 2~% bzw. halber Kantenlinge 27%~1 in einer (ab-
geschlossenen) Kugel mit Radius » < ¢ und gleichem Mittelpunkt enthalten

ist. Nun zerlegen wir den Quader @Q in 2FTD" achsparallele Wiirfel @Q; der
Kantenlinge 27, Somit erhalten wir

HP(Q) < 20HImn = /2 1 = /2 g £1(Q).
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Da dies fiir beliebige § > 0 gilt, folgt hieraus die obere Abschitzung fiir H"(Q).

(ii) Sei umgekehrt B;(0) durch Kugeln B, (x), k € N5, vom Radius r, < 4
iiberdeckt. Da B;(0) einen kleinen Wiirfel enthélt, mit der o-Subadditivitét
und aus Lemma 10.7.5 erhalten wir

0 <wy = L"(B1(0)) <Y LBy, (zk)) = wn ¥ _ 7%
k=1 k=1
Damit folgt

HF(Q) > HF(B1(0)) = inf {Z rp: B1(0) C U By, (zg), Tk < (5}
k=1

k=1
>1=2""L"(Q).
Mit 6 | 0 folgt die Behauptung. O

Bemerkung 10.7.7. %

(i) Tatséchlich gilt L"(A) = w,H™(A) fiir alle L™-messbaren Mengen A C R™.
Daher definiert man manchmal das Hausdorflmaf 7* mit einem Vorfaktor wy,
iber die I'-Funktion definiert.

(ii) Man kann zeigen, dass ein translationsinvariantes lokal endliches Maf$ (fiir
jedes © € R™ gibt es ein r > 0, so dass B,(x) endliches Maf hat) auf R™ auf
den L£"-messbaren Mengen bis auf einen Vorfaktor (der auch Null sein kann)
mit L™ iibereinstimmt.

Vergleiche dazu [1] bzw. den auskommentierten Teil.
Lemma 10.7.8. x Fiir jede Menge A C R™ und s > n gilt H*(A) = 0.

Beweis. Sei s > n. Der R™ ist durch Wiirfel @Q; = [-1,1]", | € N, iiberdeckt. Nach
Lemma 10.7.6 gilt H"(Q;) < oo. Nach Lemma 10.7.4 folgt daher H*(Q;) = 0 fiir
allel € N. Da H?® fiir s > 0 Borel regulér und damit ein Borelmafs ist, ist @; eine H?*-
messbare Menge. Mit Theorem 10.2.13 (ii) diirfen wir in dieser aufsteigenden Folge
zum Grenzwert iibergehen (Alternative: o-Subadditivitét) und erhalten H*(R") =
0. ]

Nach Lemma 10.7.4 und Lemma 10.7.8 ist die Dimension aus der folgenden
Definition wohldefiniert.

Definition 10.7.9. x Sei A ¢ R™. Dann heifit
dimy (A) = inf{s > 0: H°(A) =0} <n
die Hausdorffdimension von A.

Beispiel 10.7.10 (Cantorstaub). * Sei 49 = [0,1]* C R?. Wir zerlegen 4, in
16 kongruente abgeschlossene Teilwiirfel der Kantenlénge i. Sei A; die aus den
4 Teilwiirfeln bestehende Menge, die die Geradensegmente {( v)EAyy=a=+ %}
enthélt. Schematisch sind dies diese Wiirfel:

Analog unterteilen wir A; weiter zu A, einer Menge, die aus 42 Teilwiirfeln der
o0
Kantenlinge 5 besteht. Dies iterieren wir und definieren schlieflich A = (] Ay.

k=1
Dann gilt

Somit hat A die Hausdorffidimension 1.
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Beweis. Ay, besteht aus 4¥ Quadraten der Kantenlinge 4~%. Somit wird Ay, von 4%
Billen vom Radius r; = 4*’“@ iiberdeckt. Es folgt

|

H5(A) < Hs(Ax) <

fiir alle & > ko mit 7, < 6.
Sei 71 : R? — R die orthogonale Projektion auf die erste Komponente.
Behauptung: Es gilt 7 (A4) = [0, 1].

Beuweisskizze fiir die Behauptung. Dies gilt, denn fiir jedes z, so dass 4% -z fiir groke
k nicht ganzzahlig wird, was der Tatsache entspricht, dass der Wiirfel nie genau an
der Stelle x geteilt wird, ist mo(({z} x R) N Aj) eine absteigende Folge nichtleerer
kompakter Intervalle und somit selbst nichtleer. Da die Menge A als Schnitt kom-
pakter Mengen selbst wieder kompakt ist, folgt die Behauptung auch fiir andere
Werte von z. (]

Sei § > 0. Betrachte eine Uberdeckung A C |J By, (z;) mit 2z = (3F) und
k=1

r, < 6 fiir k € N5g. Dann folgt

0,1] = m (A) € | m (B (2r) = | @k — 1o,z +12).
k=1 k=1

Somit folgt

1=L[0,1]) <Y LMN(zk —roozn +70) =2 1%

k=1 k=1

und daher die Behauptung. O

Beispiel 10.7.11 (Kochsche Schneeflockenkurve). = Wir betrachten die Kochsche
Schneeflockenkurve K wie in https://de.wikipedia.org/wiki/Koch-Kurve dar-
gestellt und wollen ihre Hausdorffdimension bestimmen. Als Darstellung von K
kénnen wir die stetige Abbildung nehmen, die sich als gleichméfiger Limes aus
der Konstruktionsvorschrift ergibt. Geometrischer ist die Betrachtung als kompak-
te unter einer Iterationsvorschrift invariante Menge. Wegen HY(K) = oo nehmen
wir nachfolgend s > 0 an.

(i) Heuristik: Entsprechend der Vorschrift, dass sich K aus 4 mit dem Faktor
1/3 skalierten Kopien von sich selbst zusammensetzt, erhalten wir

HY(K)<4-H° (3K) =4-37°-H*(K).

Da die Kopien sich jeweils nur in den Randpunkten beriihren, erwarten wir
sogar Gleichheit. Dies ist eine gute Motivation, bringt uns aber nicht direkt
weiter, da H*(K) fiir alle bis auf moglicherweise ein s € [0,2] den Wert 0 oder
oo hat.

(ii) Eine Schranke: Sei B, (z) ein Ball mit K C B,(z). Entsprechend der Itera-
tionsvorschrift kénnen wir K auch durch 4 Bélle mit Radius r/3 {iberdecken.
Somit folgt

H5, (K) <77,

s .i)s
%T§4 (3 ’

s 2 7 \*
s <4 (3—2) oo
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T\ 4\"
s k _ s

Da die maximal zuléssigen Radien gegen Null konvergieren, erhalten wir

log 4

KV =0 fi
HY(K)=0 fir S>log3

und H*(K) < oo fiir s = %ggg.

Dimensionsbestimmung mit Zusatzannahme: Aufgrund der bisherigen
Uberlegungen wissen wir, dass die Hausdorffdimension von K < R? nicht

grofer als }ggé ist. Wir nehmen nun an, dass fiir ein s > 0 die Ungleichung

0<H(K) <0

gilt. Sei I € N5;. Dann bezeichnen wir mit R; (R fiir Rest) eine Kopie von
K mit 3'- R; = K. Rotationen und Translationen werden wir in der Notation
unterdriicken. Wir definieren weiterhin W; (wesentlicher Anteil) als K \ Ry,
wobel wir R; ganz rechts aufen wegnehmen. In K passen 4 disjunkte (kleine
Uberlegung, vergleiche eine alternative Darstellung auf wikipedia mit Drei-
ecken) rotierte und verschobene Kopien von %Wl, so dass diese jeweils einen
positiven Abstand voneinander haben. Den Nachweis des positiven Abstandes
lassen wir als Ubung. Da das Hausdorffmaf metrisch ist, folgt

4
H(K) >4-H (3W) = = SHE (W),

Eine Abschétzung fiir H*(W;) nach unten erhalten wir aus

1
3ls

H(K) < H (W) + 1 (Ry) < H (W) + o1 (K).

Zusammengenommen ergibt sich daraus
4 4

Ho(K) > —H(K)

Z 33 ) = g 1 (K).

Aus der Uberdeckung von K mit 4 kleineren Kopien von K erhalten wir
HI(K) <4 -H° (%K) = %’HS(K).
Wir kombinieren diese Abschiatzungen, lassen [ — oo und erhalten
Ho(K) = %HS(K).

Somit muss aufgrund unserer Annahme s = }gg g gelten.

Es ist bekannt, dass dies tatsdchlich die Dimension der Kochschen Schneeflo-
ckenkurve ist.

Radonmafie x. Wer dieses Kapitel auslasst, nimmt nachfolgend iiberall dort,

wo ein Radonmafs angenommen wird, ein LebesguemaZ.

Definition 10.8.1. Ein Maf p auf R™ heift Radonmalfs, falls

(i)
(i)

1 Borel regular ist und
w(K) < oo fiir jede kompakte Menge K C R™ gilt.

Beispiele 10.8.2.

(i)
(i)

L™ ist ein Radonmaf auf R™.
H*s ist fiir s < n kein Radonmafl auf R™.
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(iii) Ist p ein Radonmaf und A C R™ eine p-messbare Menge, so ist auch plL A
mit

(4L A)(B) := u(AN B)

fiir B C R™ ein Radonmaf. pL A heift auch die Einschriankung von p auf
A.

Beweis. Wir zeigen nur die Behauptung {iber die Einschrankung. Wir setzen v :=
A

(i) Zunéichst ist klar, dass v ein Maf auf R™ ist und dass v(K) = p(ANK) <
u(K) < oo fiir kompakte K C R" gilt.

(ii) v ist Borelsch: Sei C' C R™ eine Borelmenge. Wir wollen zeigen, dass C
eine v-messbare Menge ist. Da C' eine u-messbare Menge ist, gilt fiir beliebige
B CR”

V(B) = (AN B) = u((AN B)NC) + u((AN B)\ O)
=p(AN(BNC)) +p(AN(B\C))
=v(BNC)+v(B\C).

(iii) v ist Borel regulér: Sei B C R™ beliebig. Ohne Einschrinkung sei u(B) <
o0, da wir sonst R™ als umfassende Borelmenge mit gleichem Maf wéhlen
kénnen. Da u Borel regulér ist, gibt es Borelmengen C, D C R™ mit ANB C C,
B\ AC D und

(AN B) = pu(C) sowie pu(B\ A)=puD) < p(B) < cc.
Da A eine py-messbare Menge ist und AN B C AN C gilt, erhalten wir
0<u(C\A)=p(C) = m(CNA) =p(ANB) - p(ANC) <0.

In der Carathéodory-Bedingung haben wir dabei auf beiden Seiten u(C N A)
abgezogen. Dies ist wegen u(CNA) < u(C) = u(ANB) < p(B) < oo zulissig.
Daher gilt in der obigen abgesetzten Formel {iberall Gleichheit und es folgt

v(C)=u(ANC)=pu(An B) =v(B).
Analog folgt wegen B\ AC D\ A
V(D) = u(D N A) = (D) — u(D\ A) < u(D) — p(B\ A) = 0.
Nun definieren wir £ := C U D. Es gelten B C E und
v(B) <v(E) <v(C)+v(D)=v(B)+0
wie gewlinscht. O
Wie fiir das Lebesguemaf, sieche Theorem 10.4.12, gilt allgemeiner

Lemma 10.8.3. Sei p ein Radonmaf. Sei B C R™ eine Borelmenge. Dann gibt es
fiir jedes € > 0 eine offene Menge G C R™ mit B C G und u(G\ B) < e.

Beweis. Sei G die Menge aller Borelmengen B, die die Behauptung des Lemmas
erfiillen, also

G:={BCB:Ve>03G =offen: BC G CR" und u(G\ B) < }.

Wir zeigen das Lemma, indem wir B C G nachweisen.
(i) Offene Mengen: Ist B C R" offen, so gilt offenbar B € G, da wir G = B

verwenden konnen.
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Abzidhlbare Vereinigungen: Seien By € G, k € N5 . Wir wollen U Breg

k=
zeigen. Sei dazu e > 0. Dann gibt es nach Voraussetzung zu jedem k > 1 offene
Mengen Gy mit By C Gy, und u(Gy\B) < £-27F. Wir definieren G := U Gy.
k_

(oo}
Die Menge G ist offen und es gilt |J By C G. Auferdem gilt
k=1

a\Us=U (Gk\UBl> c |J(@Gi\ By).

k=1 k=1 =1 k=1

Damit gilt

H(G\ UBk> Z (G \ Bx) <

k=1 k=1

Die Behauptung folgt.
Endliche Schnitte: Seien B;, By € G. Wir behaupten, dass dann auch By N
By € G gilt. Sei dazu € > 0. Dann gibt es offene Mengen Ay, A; mit By C Ay,
By C Az und p(A; \ By) < e und p(As \ Bs) < e. Elementar zeigt man, dass
(A1NA2)\(B1NBs) C (A1\ B1)U(A2\ Bz) gilt. Wir definieren A := A; N A,.
Dann ist A offen, es gilt By N By C A; N Ay = A und wir erhalten

p(AN (B1 N Bz)) < (A1 \ By) + (A2 \ Bz) < 2e.

Die Behauptung folgt.

Abzdhlbare Schnitte I: Seien By € G mit u(Bg) < oo, k € Nyp. (Es
geniigt auch, pu(B1) < oo anzunehmen.) Wir wollen zeigen, dass dann auch
o0

() Bx € G gilt. Sei e > 0. Wir wihlen wieder offene Mengen Gy, mit By C G,
k=1

K
und p(Gy, \ Bg) < € -27%. Dann sind die Mengen G¥ := (| G, K € N,
k=1

oo
offen und es gelten (| G C GX sowie
k=1

1 (G%) < u(Gy) < o0
Wie in (iii) gilt

ﬂ Gk\ ﬂ By C U(Gk\Bk)-
k=1 k=1 k=1

(Beachte dazu, dass fiir x € ﬂ G\ ﬂ By, fiir alle k die Aussage © € G, und
k=1

fiir mindestens ein k die Aussage z ¢ Bk gelten.) Nun wenden wir Theorem
10.2.13 (iii) an und erhalten

Jim u(GK\ ﬁBk) u(ﬁ G\ ﬁm)
e k=1 k=1 k=
SM(U(Gk\Bk> Z Gk\Bk
k=1

k=1

wie gewiinscht.

Abzidhlbare Schnitte II: Seien nun By € G, k € Ny beliebig. Wir wollen

o0
wiederum zeigen, dass dann auch (] By € G gilt. Dazu definieren wir Quader
k=1
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Q; = (—1,1)™, 1 € N. Damit erhalten wir

Ae=eo(0) = (Ue

k=1

J(ein)-07

k=1

()

()@ By).

Da jedes @, offen ist, gilt stets @; € G. Da weiterhin jedes @; in einer kom-
pakten Menge enthalten ist und g ein Radonmaf ist, folgt co > u(Q;) >
w(Q; N By). Aukerdem ist Q; N B € G als Schnitt von zwei Mengen in G in
G. Nach (iv) liegt somit auch der abzdhlbare Schnitt {iber diese Mengen in
G. Nach (ii) gilt dies auch fiir die abzdhlbare Vereinigung davon und somit
erhalten wir die Behauptung.

(vi) Abgeschlossene Mengen: Sei F' C R™ abgeschlossen. Sei § > 0. Dann ist

= | Bs(=)
el

als Vereinigung von offenen Mengen offen. Somit gilt Us(F) € G. Da F abge-
schlossen ist, gilt

F= ﬂUE

Als abzahlbarer Schnitt iiber Mengen in G ist also auch F € G.
(vii) o-Algebra F: Wir definieren

F:={BegG:lBeg}

und wollen nachweisen, dass F eine o-Algebra ist, die alle offenen Teilmengen
von R” enthalt.
e Da G alle offenen und abgeschlossenen Teilmengen von R™ enthélt, ent-
hilt F alle offenen Mengen.
e Nach Definition von F folgt aus B € F auch (B € F (und umgekehrt).

e Seien nun By € F, k € N5g. Wir wollen V := |J By € F zeigen. Unsere

k=1
Aussage tiber abzéhlbare Vereinigungen liefert V' € G. Aufgrund der de
Morganschen Regeln gilt

Cv=C <G Bk) = ﬁ CBy.
k=1

k=1

Wegen (By, € G und unserer Aussage iiber abzihlbare Schnitte folgt also
CV € G. Somit gilt V € F.
Somit ist F eine o-Algebra, die die offenen Teilmengen von R™ umfasst. Somit
folgt

BCFcCg
wie behauptet. O

Wir kénnen nun Theorem 10.4.8 auf Radonmafe verallgemeinern.

Theorem 10.8.4. Sei p ein Radonmaf auf R™.
(i) Fir jedes A CR™ gilt

u(A) = inf pu(G).
G offen
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(ii) Fir p-messbare Mengen A C R™ gilt
w(A) = sup p(K).
KCA

K kompakt
Beweis.
(a) (i): Sei A C R™ beliebig. Da p als Radonmaft Borel reguldr ist, gibt es eine
Borelmenge B mit A C B und p(A) = p(B). Fiir eine offene Menge G mit
B C G und u(G\ B) < oo gilt nun

u(A) = u(B) = u(G) — (G \ B).
Die Behauptung folgt nun aus Lemma 10.8.3.

(b) Wir zeigen (ii) zunéchst fiir beschrankte Mengen: Sei A C R™ eine beschrénkte
p-messbare Menge und sei @ ein offener Wiirfel mit A € A C Q. Dann folgt
nach (i)

p@Q\A)= inf pu(G)=  inf u(G).

QG\AHCG Q\C;\CHGCQ
Setzen wir F' := Q \ G fir G C @, so sind die folgenden beiden Aussagen

dquivalent:
(A) G offen, Q\ A C G und
(B) F kompakt, F' C A.
Beachte dazu fiir die Abgeschlossenheit von F, dass A und A einen positiven
Abstand zu 9@ haben. Somit gehért ein ganzer ,Streifen am Rand von @
noch zu G. Somit ist F' nicht nur relativ in @) abgeschlossen, sondern auch als
Teilmenge von R".

Ersetzen wir nun G durch @ \ F, so folgt unter doppelter Verwendung der
u-Messbarkeit

mQ) —pu(A) = w(Q@\A) = u(@Q) —  sup  p(F).

FCA
F kompakt

Da p auf kompakten Mengen endlich ist, folgt p(Q) < oo und daher die Be-
hauptung.

(c) (ii) fiir unbeschrénkte Mengen: Sei ¢ > 0 und sei zunéchst p(A) < co. Da p ein
Radonmaf ist, bilden die Wiirfel Q; := [, []™ eine Ausschopfung von R™ durch
p-messbare Mengen. Betrachte die p-messbaren Mengen A; := AN @, [ € N.
Nach Theorem 10.2.13 (ii) gibt es I € N mit u(A) — e < p(A4;) < p(A). Nach
(ii) fiir die beschrinkte py-messbare Menge A; gibt es eine kompakte Menge
F C Ay C Amit u(F) > pu(A4;) —e. Umordnen liefert die Behauptung.

Ist u(A) = o0, so funktioniert der obige Beweis entsprechend mit M < u(A;)
fiir beliebige M € R statt pu(A) —e < u(4;). O

Als Korollar erhalten wir daraus

Theorem 10.8.5. Sei p ein Radonmaf$ auf R™. Dann sind fiir A C R™ dquivalent:

(i) A ist u-messbar.
(ii) Ve >03G D A: G ist offen und es gilt (G \ A) < e.

Beweis. Argumentiere wie im Beweis von Theorem 10.4.12 und nutze dabei Theo-
rem 10.8.4 statt Theorem 10.4.8 dort. Details: Ubung. 0

11. MESSBARE FUNKTIONEN

11.1. Definition und elementare Eigenschaften. Wir setzen in diesem Kapitel
stets voraus, dass p ein Maft auf R™ ist und dass 2 C R™ eine p-messbare Menge
ist.

Definition 11.1.1. Eine Funktion f: Q — [—00, 00] heifit y-messbar, falls
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(i) f71({+o0}), f7H({—00}) zwei u-messbare Mengen sind und
(ii) f~Y(U) fiir jedes offene U C R eine u-messbare Menge ist.

Bemerkung 11.1.2. Sei f: 2 — I eine Funktion mit I C R und der Inklusions-
abbildung ¢: I < R = [~00,00] = RU {&oc}. Wir verwenden insbesondere I = R,
I =[0,00] oder I = [0,00). Dann nennen wir f eine p-messbare Funktion, falls co f
eine p-messbare Funktion ist. Spéter lassen wir ¢ laxerweise auch einfach weg.

Die zweite Bedingung konnen wir dquivalent wie folgt umformen.

Bemerkung 11.1.3. Die folgenden Bedingungen sind &quivalent:
(i) f~1(U) ist fiir jede offene Menge U C R eine p-messbare Menge.
(ii) f~1(B) ist fiir jede Borelmenge B C R eine p-messbare Menge.
(iii) f~1((—o0,a)) ist fiir jedes a € R eine pu-messbare Menge.
In Bedingung (iii) kénnen wir (—oo,a) auch durch (—o0,al, (a,00) oder [a,o0)
ersetzen.

Bewets.
e (i) = (ii)*: Die Menge G = {B C R: f~!(B) ist p-messbar} ist eine o-
Algebra, die die offenen Mengen umfasst.
e (ili) = (i) {(—o0,a): a € R} erzeugt die Borel-Algebra B.
e Die restlichen Implikationen sind klar. U

Bemerkung 11.1.4. Wir versehen R mit der von den offenen Teilmengen von R
und den Umgebungen [—o0,a) und (a, +o0], a € R, von +oo erzeugten Topologie.
In dieser Topologie ist eine Menge A C R genau dann offen, wenn A NR offen ist
und im Falle 00 € A auch eine Umgebung des jeweiligen Punktes in A enthalten
ist.
Dann ist f:  — R genau dann p-messbar, falls
(i) f~1(U) fiir jedes offen U C R eine p-messbare Menge ist oder
(i) f~1([~o0,a)) fiir alle a € R eine p-messbare Menge ist.

Beweis. Es geniigt, die Bedingungen aus Definition 11.1.1, oder &quivalente Bedin-
gungen dazu, aus (ii) herzuleiten.

o Definition 11.1.1 (i): Dies folgt aus den Darstellungen
oo = () F M (oo, k) und M ({+o0}) = 2N [ 7 (=00, k).
keZ kEZ
e Bemerkung 11.1.3 (iii): Dies folgt wegen

FH(=00,a)) = f7H([~00,a)) \ f7H({~00}). U

Lemma 11.1.5. Sei f: Q — R eine u-messbare Funktion und sei g: R — R stetig.
Dann ist go f eine pu-messbare Funktion.

Beweis. Einfache Ubung. (]

Theorem 11.1.6.

(i) Seien f,g: Q@ — R zwei p-messbare Funktionen. Dann sind die Funktionen
f+g, fg, |fl, min{f,g} und max{f, g} ebenfalls p-messbar. Ist g(x) # 0
fiir alle x € Q, so ist auch f/g eine p-messbare Funktion.

(i1) Seien f: Q — [—o00,00], k € N, u-messbare Funktionen. Dann sind auch die
Funktionen inf fy, sup fi, liminf fi und limsup fi wieder p-messbar.

keN keN k—o0 k—o0
Bewets.

(i) Da wir hier reellwertige Funktionen betrachten, sind alle zu untersuchenden

Funktionen in jedem Punkt wohldefiniert.
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e _f+ g Dies folgt aus
(f+9) " ((o0,0) = |J FH((=00,m) Ng ' ((—00,5)).

r,s€Q
r+s<a

e Die Funktionen s + s2, s — —s und s + s/2 sind auf R stetig. Daher
folgt die p-Messbarkeit von f - g aus der Identitét

1
Fra=5{(f+9°-f -7’}
und Lemma 11.1.5.
e Es gilt
1 —1 971 ((%ao))v a<07
(5) (Exan={a (=0, a=0,
g ((=o0,00U (L,00)), a>o0.
o Wir definieren fiir s € R bzw. punktweise fiir reellwertige Funkionen
s+ = max{s,0} sowie s_ :=max{—s,0}=(—s)4.

Die Abbildungen s — s; und s +— s_ sind stetig und es gilt s = s; —s_.
Weiterhin gelten

[fl=Fe+ [y max{fig=F+(9- 1)+

sowie min{ f, g} = —max{—f, —g}. Daraus folgt die u-Messbarkeit dieser
Funktionen.
(ii) Seien fi: Q — [—o00, 0], k € N, p-messbar. Dann gelten die Darstellungen

(inf fk>_1 (l—00,a)) = | £ ([~o0, a)).

keN

keN
= —1 f —
sup fie =~ Inf (=fi),
liminf f, = inf
it fo = sup fuf o
und
limsup fr = — liminf(— fx).
k—00 k—o0
Hieraus folgt die p-Messbarkeit dieser Funktionen. O

Wir kénnen p-messbare Funktionen durch ,, Treppenfunktionen approximieren.
Dabei benutzen wir die charakteristische Funktion x 4 einer Menge A.

Theorem 11.1.7. Sei f: Q — [0,00] eine u-messbare Funktion. Dann gibt es u-
messbare Mengen Ay, C 2, k € N, mit

r=2.
k=1

XA

E

Beweis. Wir definieren
A= {w € Qi f(@) = 1} = F1 (1, 0]).

Dann ist A; eine p-messbare Menge. Induktiv definieren wir nun fiir k£ = 2,3, ...
die p-messbaren Mengen

e
I
—

Ap =2 €Q: f(x) >

T =
.

I

—
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Dann ist leicht einzusehen, dass

1
%XAJC (.13)

NE

fz) =

>
Il
NA

gilt.
* Der Vollsténdigkeit halber beweisen wir diese elementare Gleichheit: Offenbar
gilt fiir jedes N € N die Abschétzung

[z

M=
| =

XAy -

ES
I

1
Durch Grenziibergang folgt daraus in ganz 2 die Abschétzung

1
(11.1.1) fZZEXAk'
k=1

Im Falle f(z) = 0 oder f(z) = oo ist die Aussage klar. Ist 0 < f(x) < oo, so gilt

fiir unendlich viele k € N die Aussage © ¢ Ay, da sonst co = Y xa,(z) > f(z)
k=1

der Abschétzung (11.1.1) widersprechen wiirde. Sei also k € N mit 2 ¢ Aj. Dann

folgt nach (11.1.1) und der Definition der Menge Ay

k—1 &S]
1 1 1 1
0< flz Z:j )< 7 +;7XAZ(I)*;TXAZ($)
Da es unendlich viele solche Zahlen k € N gibt, folgt die Gleichheit durch Grenz-
iibergang. O

INA
| =

Bemerkung 11.1.8.
(i) Die Konvergenz

k
1
fk = E 7XAL - f
=1

ist monoton. Ist f beschrinkt, so gilt sogar fr = f (Kleine Ubung). Vergleiche
dazu auch den nachfolgenden Satz von Egoroff, Theorem 11.2.1.

(ii) Durch Approximation von fi. und f_ sehen wir, dass sich jede p-messbare
Funktion f: Q — [—00, 00] durch ,, Treppenfunktionen” approximieren lésst.

Definition 11.1.9. Eine Aussage(form) A(z) gilt fiir p-fast alle x € Q, bzw. p-fast
iiberall, falls

w({zx € Q: A(z) gilt nicht}) =0
ist.
Definition 11.1.10. Eine Funktion F': 2 x R — R heifst Carathéodory-Funk-
tion, falls

(i) die Abbildung = — F(x,y) fiir alle y € R eine p-messbare Abbildung ist und
(ii) die Abbildung y — F(x,y) fiir p-fast alle x € € stetig ist.

Lemma 11.1.11. Sei F': QxR — R eine Carathéodory-Funktion und seiu: Q — R
eine p-messbare Funktion. Dann ist f(x) := F(x,u(zx)) ebenfalls p-messbar.

Beweis. Ohne Einschrinkung diirfen wir annehmen, dass F(z,-) € C°(R) fiir alle
x € Q gilt. Da die Ausnahmemenge eine Nullmenge ist, &ndert sie Urbilder héchs-
tens um Nullmengen, bewirkt also keine Anderung fiir die Messbarkeit.

Wir behaupten, dass

{z € f(a) <a}
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I
IR
D)

€ Q: F(x,u(z)) < a}

U ({zeQ: Flz,y)<a+1}n{zeQ: |ul@) -yl <1})
ye

U rs

1yeQ

gilt. Da auf der rechten Seite fiir feste [, k, y nach den Schnitten und der Vereinigung
p-messbare Mengen stehen, folgt daraus die Behauptung. Wir zeigen nun diese
Mengengleichheit.

o ,C“ Seien x € f~1((—00,a]) und I € N+. Dann steht auf der rechten Seite
der folgenden abgesetzten Formel aufgrund der Stetigkeit von F(z,-) eine
offene Menge, die nach Wahl von = den Punkt u(z) enthélt. Somit gibt es
ko € N mit

1

=~
Il
—

=)

i
DX
3

=1k

B (u(x)) C Fz, )~ ((-00,a+ 7))

1
ko

Somit gibt es fiir alle k € N ein y € Bi(u(z)) NQ mit F(z,y) < a+ T
Also gilt z € () U RS. Da l € N5y oben beliebig gewihlt war, folgt

k=1yeQ
o0
ze€ () () U RS wie behauptet.
1EN k=1 y€Q
oo o0
o .D“Seize (| [ U RS beliebig. Somit gibt es zu jedem ! > 1 und jedem
1=1 k=1 yeQ
k>1einy € Q, so dass RS fiir diese Werte x, [, k, y gilt. Fixiere zunéchst
[ > 1. Wéahle nun zu gegebenem [ € Ny eine Folge (yfﬂ)k€N>0 C Q mit

|u(x)—yf€‘<% und  F (z,y;) <a+ %

fiir alle k¥ > 1 wihlen. Hieraus folgt insbesondere y! — u(x) fiir festes | €
Nsg und & — co. Nun ist F'(x,-) nach Annahme stetig. Daher erhalten wir
im Limes k — oo fiir das fixierte { > 1 die Ungleichung F(z,u(z)) < a+ }.
Wir lassen nun [ — oo und erhalten die Behauptung. O

Ist p ein Borelmaf, so erhalten wir die p-Messbarkeit aus der (Halb-)Stetigkeit.

Lemma 11.1.12. Sei f: Q — R stetig und p ein Borelmaf. Dann ist f eine
w-messbare Funktion.

Beweis. Die Urbilder von +oo sind leer und daher p-messbar. Sei U C R offen.
Dann ist f~1(U) aufgrund der Stetigkeit von f offen. Da pu ein Borelmaf ist, ist
f~Y(U) auch p-messbar. Also ist f eine y-messbare Funktion. O

Bemerkung 11.1.13.
(i) Eine Funktion f: Q — R heift oberhalbstetig, falls
limsup f(x) < f(xo)
T—To
fiir alle zo € Q gilt. Dies ist dquivalent zu den topologischen Bedingungen
e f~!(]a,0]) = abgeschlossen fiir alle a € R oder
o f71([~o0,a)) = offen fiir alle a € R.
Somit ist eine oberhalbstetige Funktion fiir ein Borelmafl p eine p-messbare
Funktion.
(ii) Analog dazu sind unterhalbstetige Funktionen, also Funktionen f: 2 — R mit

liminf f(x) > f (o)
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flir alle zy € €, p-messbar.

Wir bemerken, dass hier die entsprechenden topologischen Bedingungen zu
f71([—00, a]) = abgeschlossen fiir alle a € R bzw. f~1((a, o)) = offen fiir alle
a € R werden.

Beweis. * Wir zeigen die Aquivalenz der drei Bedingungen fiir Unterhalbstetigkeit.
Dies ist nur deshalb als Zusatzstoff markiert, weil es sich um Material handelt, das
unabhéingig von messbaren Funktionen ist und durch Variation von Analysis-II-
Methoden gezeigt wird.

e Wir bemerken zunéchst, dass die topologischen Bedingungen fiir die abge-
schlossenen Mengen durch Grenziibergang auch fiir a = oo gelten, wenn
wir sie fiir a € R fordern.

e Durch Betrachtung der Komplemente sehen wir direkt, dass die beiden
topologischen Bedingungen adquivalent sind.

e <" Von der Topologie zum Limes inferior: Sei f~!((a, 0o]) fiir alle a € R
offen. Sei zyp € Q und sei e > 0. Wir setzen a := f(z¢) — . Dann ist also
f~1((a,0]) offen. Wegen f(xq) > a folgt g € f~1((a,o0]). Sei z,, — xg
eine Folge, so dass (f(z,))n C R konvergiert. Aus Offenheit und Konvergenz
erhalten wir, dass es ng € N gibt, so dass fiir alle n € N mit n > ng bereits
z, € f1((a,00]) gilt. Also folgt f(z,) > a und im Grenzwert erhalten
wir nh_)rgo f(zn) > a = f(zg) —e. Da € > 0 beliebig war, folgt hieraus die
Behauptung.

e  —>“ Vom Limes inferior zur Topologie: Wir fiihren einen Widerspruchs-
beweis. Angenommen, es gibt ein a € R, so dass f~!((a,oc]) nicht offen
ist. Dann gibt es ein g € f~!((a, o0]) und eine Folge (x,),, C Cf~((a, o))
mit z,, — xo fir n — oo. Somit gilt f(z,) < a < f(xg). Fiir diese spezielle
Folge gilt also sup f(z,) < f(x0). Daher erhalten wir hm 1nff( ) < f(zo)-

neN

Widerspruch. Die Behauptung folgt. O

11.2. Die Sitze von Lusin und Egoroff. Bei punktweiser Konvergenz erhalten
wir aufierhalb einer kleinen Menge gleichméfige Konvergenz.

Theorem 11.2.1 (Egoroff). Sei p ein Radonmaf auf R™ und sei  C R™ eine u-
messbare Menge mit () < co. Seien fr: Q — R, k € N, u-messbar. Sei f: @ — R
ebenfalls p-messbar und zusdtzlich p-fast iberall endlich. Gelte weiterhin fi(x) —
f(x) fir k — oo und p-fast alle x € Q. Dann gibt es fiir alle 6 > 0 eine kompakte
Menge F C Q mit p(Q\ F) < § und

sup | fr(z) — f(x)] =0

zEF
fir k — oco.

Beispiele 11.2.2. x

(i) Im Allgemeinen bendtigen wir die Voraussetzung p(2) < oo. Im Falle des
Lebesguemafes L£" auf R™ konvergieren die Funktionen fp = xp, () zwar
punktweise gegen die Funktion f = 1, eine Aussage wie im Satz von Egoroff
gilt jedoch nicht.

(ii) Betrachten wir £ auf [0, 1] sowie die Funktionen f;, mit fi(x) = x*, so sehen
wir, dass wir nicht § = 0, was einer Ausnahmemenge vom Mafs 0 entspricht,
wahlen konnen.

Beweis von Theorem 11.2.1. Sei § > 0 beliebig. Wir definieren fiir 4, j € N Mengen

Ciji= U {x € Q: |fu(z) — f(x)] > 2_i}.
k=3



ANALYSIS IIT 83

Diese Mengen sind aufgrund der p-Messbarkeit von fr und f alle y-messbar. Wei-

terhin gilt direkt nach Definition C; (j+1) C C;,; fiir alle 4,5 € N. Fiir p-fast alle

x € Qgilt fr(z) . f(x). Somit ist ﬂ C;.; eine p-Nullmenge. Wegen () < oo
;s —» 00

=1
folgt daher mit Theorem 10.2.13 (iii)

lim p(C ﬂC’J =0

J—00

fiir alle i € N. Somit gibt es fiir jedes i € N ein N(i) € N mit u(C; n(;)) < 627772
oo

Wir definieren nun A := Q\ (J C; n(;). Dann folgt
=0

w\oq

Q\A SZ zNz)
=0

Nach Definition der Mengen Cj y(;) erhalten wir fiir alle i € N

sup | fr(z) — f(x)] <27° fiir alle k > N(3).
r€EA

Dies ist die gewiinschte gleichméfige Konvergenz. Nach Theorem 10.8.4 (ii) gibt es
eine kompakte Menge F' C A mit u(A\ F) < §/2. Also folgt

W@\ F) < u(Q\ A) + u(A\ F) < §

wie gewiinscht. O

Theorem 11.2.3 (Lusin). Sei p ein Radonmaf auf R™ und sei Q C R™ eine u-
messbare Menge mit u()) < co. Sei f: Q — R ein pu-messbare und p-fast iiberall
endliche Funktion. Dann gibt es fiir alle § > 0 eine kompakte Menge F C Q mit
w(Q\ F) <4, so dass flp: F — R stetig ist.

Beispiel 11.2.4. x Auf Q = [0,1] C R mit dem Lebesgueschen Maf§ betrachten wir
die Funktion f = x[o,1)\@- Dann ist f in keinem Punkt stetig, aber die Einschréin-
kung auf [0, 1]\ Q ist stetig. An diesem Beispiel sieht man auch, dass man in Lusins
Theorem keine kompakte Menge F finden kann (da deren Komplement offen ist),
so dass f|p stetig ist und p(Q\ F') = 0 ist; wir konnen also im Allgemeinen nicht
0 = 0 wihlen.

Beweis von Theorem 11.2.35.
(i) Zunéchst zeigen wir den Satz fiir eine Treppenfunktion g. Seien B; C €,

I
1 <i < I, paarweise disjunkte Mengen mit = |J B; und sei

i=1

I
g = Z biXBi .
=1

Sei 6 > 0. Dann gibt es nach Theorem 10.8.4 (ii) kompakte Mengen F; C B;
mit

pw(Bi\F;)<6-27", 1<i<IL
Da die Mengen B;, 1 < ¢ < I, paarweise disjunkt sind, gilt dies auch fiir die
Mengen F;. Aufgrund der Kompaktheit folgt dist(F;, F;) > 0 fiir alle 4 # j.

Somit ist g auf der Menge F = U F; C 9 lokal konstant (um jeden Punkt

=1
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gibt es eine Umgebung, in der g konstant ist) und daher stetig. Weiterhin ist
F C Q kompakt und es gilt

I I
N(Q\F)=H<UB \F> Z (Bi\ F;) <

i=1 =

Nach Theorem 11.1.7 gibt es Treppenfunktionen fj: 2 — R mit
f(z) = lim fi(x) firzeQ,
k—o0

nédmlich, unter Benutzung der Mengen Aj aus diesem Theorem,
gl
fe = Z “XA;-
=17

k
Fiir festes k betrachten wir nun die Mengen (A4;)1<;<r und Q\ |J A;. Wir
j=1
betrachten weiterhin alle moglichen (endlichen) Schnitte dieser Mengen und
kénnen daraus die grobste dieser Mengenfamilie untergeordnete Partition von
Q) erhalten. Diese Partition besteht aus p-messbaren Mengen. Wir fassen sie als
(paarweise disjunkte) Mengenfamilie auf und bezeichnen sie mit (B;x)1<i<r, -
Mit )
bi = Z -, 1<i<I;, keN

B;rCA; J

erhalten wir daraus

fe =" bikxsy,, keN

i=1
Sei nun 6 > 0. Nach (i) gibt es fiir jedes k € N zur Funktion g = f; kompakte
Mengen Fj, C Q, so dass

w(Q\ Fr) <6-27772

so dass die Abbildungen fi|F, : Fr, — R stetig sind. Nach dem Satz von Ego-
roff, Theorem 11.2.1, gibt es eine kompakte Menge K C 2 mit

WO\K) <5 wnd  sup |fiule) — f@)] — 0.
IEK — 00

Wir definieren nun F' := KN (] Fj. Dann ist F als Schnitt kompakter Mengen

k=0
selbst wieder kompakt und es gilt

M(Q\F)—u<(Q\K)U U(Q\Fk)> S POQNK) + ) p(@2\ F) <6,

k=0 k=0
Wegen F' C K liegt in F gleichméfige Konvergenz vor. Aufgrund der gleich-
méfigen Konvergenz fi|r = f|F ist f|F stetig und die Behauptung folgt. O

11.3. Mafikonvergenz.

Definition 11.3.1 (MaRkonvergenz). Sei p ein Maf auf R™. Sei  C R™ eine p-
messbare Menge. Seien f, f.: Q — R, k € N, y-messbar und sei f eine p-fast iiberall
endliche Funktion.

Dann konvergiert (fi)ren im Maf gegen f, fi 25 f fiir k — oo, falls fiir alle

e>0

p(fz € Q: [f(2) = fu(z)] = €}) = 0

fiir k — oo gilt.
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Wir betrachten nun den Zusammenhang zwischen Mafkonvergenz und p-fast
iiberall punktweiser Konvergenz.

Theorem 11.3.2. Sei p ein Maff auf R™. Sei Q@ C R"™ eine pu-messbare Menge.
Seien f, fr: @ = R, k € N, u-messbar und sei f eine p-fast iberall endliche Funk-
tion.

Ist () < oo und gilt fr, — f, k — oo, p-fast iberall, so gilt auch fi L f, fir
k — oo.

Beweis. x x * Wir gehen wie beim Beweis des Satzes von Egoroff, Theorem 11.2.1,
vor. Sei € > 0. Wir definieren fiir j € N Mengen
Cy = J{z € Q: |fala) - f(a)| > &}
k=j
Aufgrund der pu-Messbarkeit von f und fj sind die Mengen C; ebenfalls py-messbar.
Weiterhin gelten Cj; C Cj fiir j € N, sowie p1(C1) < p(Q) < 00. Da fi(z) = f(x),
k — oo, fiir pu-fast alle 2 € Q konvergiert, folgt aus Theorem 10.2.13 (iii)

p{z € Q: [fi(2) - f(2)] = €}) < u(C5) = p ﬂCj =0

fiir 5 — oo wie gewiinscht. O

Fir die Umkehrung dieser Aussage gibt es ein Gegenbeispiel. Dabei betrachtet
man charakteristische Funktionen fj zu Intervallen der Lange 2~ ™. Man startet ganz
links bei 0 und legt das Intervall fiir das néichste k jeweils direkt rechts daneben.
Hat man so das gesamte Intervall [0, 1) ausgeschdpft, so startet man mit Intervallen
der Lange 2~ (1 wieder von vorne bei 0.

Beispiel 11.3.3. x Sei 2 = [0,1] C R und sei p das Lebesguemafl. Wir betrachten
die Funktionen

=
DI

k+1—27 ) s

2n
k € N+, wobei wir fiir & den Index n € N so gewihlt haben, dass 2" < k < 27+!
gilt. Es folgt fiir beliebige 0 < e < 1

pl{r € 9 1ful@)] > <)) < ul{r € 9 1felw)] > 0}) = o < 2 =0

fir £ — oo. Damit gilt fy Ly 0firk— oo. FirzeQ, nkeN gilt jedoch
1, fiir k= [2"a] + 27,
filw) = § & ik = (20 o
0, fiir alle {ibrigen k € {27,...,2"T1 —1}.

Dabei bezeichnet [s] = sup{n € Z: n < s} die Gaukklammer von s. Somit ist
(fr(x))ken fir alle x € [0,1) divergent.

Fiir Teilfolgen erhilt man jedoch

Theorem 11.3.4. Sei p ein Maff auf R™. Sei Q@ C R" eine pu-messbare Menge.
Seien f, fr: @ = R, k € N, u-messbar und sei f eine p-fast iberall endliche Funk-
tion.

Gilt fi, 2 f fiir k — oo, so gibt es eine Teilfolge (fr,)1 von (fi)x mit

fr, = f  p-fast dberall fiir | — oo.

INeues Symbol: Wiirde ich eigentlich schon gerne zeigen, passt aber nicht mehr in das Semester
hinein.
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Beweis. = x Fiir k,l € N definieren wir die Mengen
Apy={z € Q: |fi(z) — f(z)| > 2*’“}.

Aufgrund der Konvergenz im Maf gilt p(Ag,;) — 0 fiir [ — oo und festes k € N.
Wir wéhlen fiir k£ € N ein p(k) € N mit

1(Ag o)) < 27571
Nun definieren wir
Bl = U Ak,c,a(k)
k>l
und erhalten
w(B) <Y p(Agpry) <27
k>l
fir | € N. Es gilt B;11 C B fiir alle I € N. Da p(B;) < oo ist, erhalten wir mit

The()rem 10.213 (lll)
B - h“l /1 B - “

=1

Sei also ¢ () B;. Dann existiert [ € N mit ¢ B = |J Apou). Es folgt
1=0 k>l
x & A ok fiir alle & > [. Nach Definition bedeutet dies

\fotry — f@)] < 27"
fir alle & > I. Somit folgt f,)(z) — f(z) fir & — oo, also, wie behauptet,
Konvergenz auflerhalb einer p-Nullmenge. O

12. INTEGRATIONSTHEORIE

Wir folgen weiterhin [11], einer Vorlage, die uns schnell zum Lebesgueintegral
fithrt. Ein anderer konzeptionell sehr schoner Zugang findet sich in [1], liefert ein
allgemeineres Integral, sprengt jedoch den zeitlichen Umfang der Vorlesung, ist
jedoch herauskommentiert auch in diesem Skript zu finden.

Wir haben in Analysis II bereits das Riemannsche Integral kennengelernt. Dies
lasst sich auch auf Teilmengen von R™ verallgemeinern. Mit dem Lebesgueschen
Integral kénnen wir jedoch mehr Funktionen integrieren, z. B. die charakteristische
Funktion von QN [0, 1] und erhalten mehr (Konvergenz-)Sétze.

Wir nehmen in diesem Kapitel stets an, dass

e ( ein Radonmaf auf R™ ist und dass
e () C R" eine p-messbare Menge ist.

12.1. Definition und elementare Eigenschaften.

Definition 12.1.1. Eine Funktion g: Q — R heikt (o-)Treppenfunktion, falls
im g hochstens abzahlbar ist.

Spéter werden wir nur pu-messbare Treppenfunktionen betrachten.
Fiir eine Treppenfunktion g definieren wir das Integral ohne annehmen zu miis-
sen, dass p(£2) < oo gilt oder p-fast tiberall |g| < oo ist.

Definition 12.1.2.
(i) Sei g: Q — [0, 00] eine p-messbare Treppenfunktion. Dann definieren wir

/gdu = > a-u(g'({a}) < oo,

falls p-fast iiberall g < oo gilt und sonst [ gdu = oco.
Q
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(ii) Sei g: @ — R eine p-messbare Treppenfunktion. Gelte [ g4 dp < oo oder
Q

J g— du < co. Dann definieren wir im Fall |g| < oo p-fast iiberall

Q
/gdu:/%du*/g—du: > a-p(g({a}).
Q Q

Q 0#a€R

Weiterhin setzen wir [ gdu = +oo, falls pu (g7 ({00})) > 0 ist.
Q

Mit diesen Treppenfunktionen als Vergleichsfunktionen definieren wir uneigent-
liche Integrierbarkeit.
Definition 12.1.3. Sei f: 2 — R eine p-messbare Funktion.
(i) Wir definieren
/f dp = /f = inf /gdu: g ist p-messbare Treppenfunktion mit
Q Q

/g,du<oound92fu—f.ii.
Q

/f dp = /f 1= sup /gdu: g ist p-messbare Treppenfunktion mit
Q — Q

/g+du<ooundg§f,u—f.ﬁ.
Q

als oberes bzw. unteres p-Integral von f.
(ii) Ist [f = [f, so heift f uneigentlich y-integrabel mit

[ran=[1=[1du= [raue®
o) Q Q.

(iii) Ist u = L™, so heifst das Integral Lebesgue-Integral.

Bemerkung 12.1.4. *

(i) Die Bedingung an [ g bzw. [ g4 sichert dabei, dass die Integrale iiber die
Treppenfunktionen nur jeweils in eine Richtung unendlich werden kénnen.

(ii) Offenbar gilt stets [fdu < [f du.
Q Q

(iii) Den Integrationsbereich Q oder das Maf 1 lassen wir in der Notation nur weg,
wenn klar ist, iiber welche Menge und mit welchem Maf integriert wird.

Lemma 12.1.5. Sei f: Q — [0,00] eine p-messbare Funktion. Dann ist f unei-
gentlich p-integrabel.

Beweis. Gelte ohne Einschrankung p-fast iiberall f < oo, denn sonst ist T f=J[r=
+oo und wir sind fertig. a
Sei € > 0. Wir unterscheiden zwei Félle:

(i) Ist w(£2) < oo, so definieren wir fiir k£ € NU {oco} die y-messbaren Mengen
A ={z€Q: ke < f(z) < (k+1)e}
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und die p-messbaren Treppenfunktionen

(o] o0
e:skaxM sowie 9:52(k+1)‘XAk~
k=0 k=0

Esgilte< f<g.ImPFall [e;du=o0ist [f= Tf = oo und wir sind fertig.
Sonst erhalten wir n

[ens [sans [fans [gin< [edure no.
o) Q. O o) o)

Sei nun © C R™ mit u(Q) = oo. Als Radonmaf ist p auf kompakten Teilmen-

gen von R™ endlich. Wir zerlegen also R" = U @ disjunkt in beschrankte
=1

=
Wiirfel. Wir setzen €; := N @Q; und erhalten wie oben Treppenfunktionen
e, g1 — [0,00] mit ¢, < f < g; auf @; und

/gldMS/eldu—FQ*ls.

197} 197}

o0
Wir setzen e, g; konstant durch Null nach 2 fort. Dann sind e = >~ ¢; und
=1

oo
g1 = Y. gi zwei p-messbare Treppenfunktionen mit e < f < g und es gilt
=1

/gdug/edu—i—a.
Q Q

Ist [e4 = oo, so sind wir wie oben fertig. Da & > 0 beliebig war, erhalten wir
die Behauptung. O

Definition 12.1.6. Eine y-messbare Funktion f: 0 — R heifit y-integrabel bzw.
p-integrierbar, falls

ist.

/Ifldu<oo
Q

Beispiele 12.1.7.

(i)
(i)

Ist f eine p-integrable Funktion, so ist f auch uneigentlich p-integrabel.
Gilt p-fast iiberall f = 0, so ist f eine p-integrable Funktion und es gilt

J fdu=o0.
Q

Beweis.

(i)

Wir zerlegen f = fi — f—. Nach Lemma 12.1.5 sind f; und f_ zwei uneigent-
lich p-integrierbare Funktionen. Da die Treppenfunktion g dort nicht nur fiir
|f], sondern auch fiir f; und f_ eine obere Schranke ist, folgt [ fi du < occ.

Q
Sei € > 0. Dann gibt es Treppenfunktionen mit 0 < e < fi < g4+ p-fast

iiberall und
0§/6¢§/fi§/9i§/6i+6<00~

Da die Mengen Ay = {x € Q: fi(z) > 0} p-messbar sind, diirfen wir anneh-
men, dass ex = g1 = 0in Q\ Ay gilt. Somit sind e := ey —g_ und g := g4 —e_
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Treppenfunktionen mit e < f < g u-fast iiberall (mit Fallunterscheidungen
und kleiner Skizze leicht einzusehen). Es gilt

/e</f</f</g</e+25

Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.
(ii) Die Behauptung ist offensichtlich; wir kénnen e = g = 0 wihlen. O

Theorem 12.1.8 (Monotonie des Integrals). Seien fi, fa: @ — R uneigentlich
w-integrabel. Gilt p-fast iberall fi > fo, so folgt

Q/fldMZ!fzdu-

Beweis. Gelten fiir eine Funktion g u-fast iiberall g > f; und f; > fs, so gilt auch
p-fast tiberall g > f5. Also ist

[r=[r=at [o=[r= [

wobei wir das Infimum {iber alle u-messbaren Treppenfunktionen mit g > f; u-fast
tiberall und [ g_ < oo betrachten. O

Korollar 12.1.9. Seien f1, fo: Q — R uneigentlich p-integrabel mit fy = fo p-fast
tberall. Dann gilt [ fi = [ fo.

Theorem 12.1.10 (Tschebychev-Ungleichung). Sei f: Q — R pu-integrabel. Dann
gilt fiir alle a > 0

p({z € Q: [f(2)] > a}) < /IfIdu

Beweis. Wir wenden Theorem 12.1.8 auf die Funktionen f; = |f| und fo = a -
X{weQ: |f(z)|>a} A1 =

Korollar 12.1.11. Seien f, fr: Q — R, k € N, p-integrierbar mit

i [ 1~ Sl du=0.
k—o00
Q

Dann gilt fi, = f fiir k — oo und es gibt eine Teilfolge (fr,)1 mit fr, — [ p-fast
iberall.

Beweis. Sei € > 0. Nach der Tschebychev-Ungleichung, Theorem 12.1.10, erhalten
wir

u({x € Q: [fulx) - f()] > e}) < /|fk— fldu— 0

fiir k — oco. Nach Definition gilt also f, —— f fiir k¥ — co. Der zweite Teil der
Behauptung folgt nun direkt aus Theorem 11.3.4. (|

Theorem 12.1.12 (Linearitat des Integrals). Seien f,g: Q — R p-integrabel. Sei
A € R. Dann sind auch f + g und Af p-integrabel und es gelten

/(f+g)du=/fdu+/gdu

Q Q Q

/(Af)duzA-Q/fdu-

Q

sowie
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Beweis. %

(i)

(i)

(iii)

Es ist klar, dass die Behauptungen fiir Treppenfunktionen f = > axxa,,9 =
keN

> brxs,: 2 = R gelten. Dabei diirfen wir ohne Einschrdnkung annehmen,

keN

dass Ay, = By, gilt; sonst betrachten wir (Ax N By)k ien-

Nach Theorem 11.1.6 ist die Funktion f+ g wieder py-messbar. Sei ¢ > 0. Dann
gibt es Treppenfunktionen mit pu-fast iiberall f < f < f° und ¢g. < g < ¢°

mit [(f¢)- < oo, [(fe)+ < oo und

[r=[r=e [r-[rz-

sowie analogen Bedingungen fiir g. Dann sind fe + g. und f€ + ¢g¢ Treppen-
funktionen mit p-fast iiberall f +g. < f+g < f¢+¢° und [(f:+g:)+ < o0,
J(ff+¢°)= < oo sowie

7(f+g)§ (ff+g)=[f+ ]9
Jusos[urn=[r+]
S/f+/g+2€.

Analog dazu erhalten wir

/(f+g)2/f+/g—2€-

Da ¢ > 0 beliebig war, erhalten wir, dass f + g uneigentlich u-integrabel ist
und esgilt [(f+9)=[f+[g

Dies wenden wir auf die Funktionen |f| und |g| an. Weiterhin nutzen wir
die Monotonie des Integrals. Damit erhalten wir

J1s+ai< [usi+ah = [101+ [ 1ol <

Somit ist f 4 g eine p-integrable Funktion.
Sei € > 0. Dann gibt es Treppenfunktionen wie oben mit u-fast iiberall f. <
f < fe Ist A >0, sosind Af. und A\f¢ Treppenfunktionen mit p-fast tiberall

e <M <A und [AfF)- = Af(f)= < oo sowie [(Afo)4 = A[(fo)+ <
0. Es folgt

Jons [orm=x[r<x[rex

sowie, analog dazu,
Jonzafr-x

Somit ist Af uneigentlich p-integrabel mit [(Af) = A [ f. Wenden wir dies
auf die Funktion |f| an, so erhalten wir

J = [ 151 < .

Ist A < 0, so erhalten wir Treppenfunktionen \f¢ < Af < Af. p-fast iberall
mit [(A\f€)4 < oo und [(Af:)— < oo. Beachte dabei, dass (Af€)+ = |A|(f€)-
und (Af:)— = |A|(fe)+ gelten. Der Rest des Beweises funktioniert nun analog
zum Fall A > 0. O
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Korollar 12.1.13. Sei f: Q — R p-integrabel. Dann gilt

Q/fdu <Q/f|du~

Beweis. Es gilt —|f] < f < |f|. Wir benutzen nun die Monotonie des Integrals,
Theorem 12.1.8. Das Vorzeichen diirfen wir nach Theorem 12.1.12 aus dem Integral
herausziehen. Aus — [ |f| < [ f < [|f] folgt schlieflich die Behauptung. O

Lemma 12.1.14. Sei f: Q — R eine p-integrierbare Funktion. Sei Q C Q eine
u-messbare Menge. Dann sind f1 := flq, dber Q1 und f - xq, tber Q p-integrabel

und es gilt
[ frau=[(7xe)du
Q Q

[ran gir [ s
Q1 1951
Bewets. x

(i) Offenbar sind f; und f - xq, auf Q; bzw. Q p-messbar.

(i) Sei g: @ — R eine y-messbare Treppenfunktion mit g < f. Dann sind g; :=
gla,: @1 — Rund g- xqo,: Q@ — R ebenfalls Treppenfunktionen und es gilt
g1 < f1 sowie g+ xo, < [ xo,- Es gilt

/g1du=/(g-><m)du-

Q Q

Wir schreiben spdter auch

Analoges gilt fiir Treppenfunktionen h > f.
(iii) Sei € > 0. Dann gibt es Treppenfunktionen g, h mit g < f < h und

/hf/fgs und /ff/ggs.

Wir definieren nun g1, h; wie oben und erhalten

/fld,u*/fldﬂﬁ/hldll*/gldﬂ
o o

1 Q1

:/(hl—gl)du:/((h—g)'XQl)dﬂ

Q4 Q
S/(h—g)du=/hdu—/gdus2s
Q Q Q

sowie

/(f'Xﬂl)d,U—/(f'XQl)d/LS/((h—g)-xgl)du§25.

Q Q Q

Somit sind die Funktionen f; und f - xq, uneigentlich u-integrabel. Weiter

gelten
/fldu—/(ﬂxﬂl)dﬂé/hldu—/(g'XQl)dM
Q1 Q Q1 Q
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=/ﬂh—m-mmdu

Q
S/(h—g)dué2€
Q
und analog
/fldu—/(f-m)duz/g1du—/(h'xm)du
Q4 Q Qq Q

= /((9— h) - xa,)dp > —2¢.
Q
Da € > 0 beliebig war, stimmen die beiden Integrale {iberein.
(iv) Zum Nachweis der p-Integrabilitiit wenden wir die gerade gezeigte Integral-
gleichheit auf | f| an, nutzen die Monotonie des Integrals, Theorem 12.1.8, und

erhalten
[1sdn=[15-xeuldn < [ 1f]dn <o
Q Q Q
Hieraus folgt die Behauptung. O

Korollar 12.1.15. Sei f: Q — R eine p-integrierbare Funktion. Sei Q0 C Q mit
1(Q1) = 0. Dann folgt
/f dp = 0.

Q1

Beweis. Als p-Nullmenge ist €1 eine py-messbare Menge. Wir nutzen nun die In-
tegralgleichheit aus Lemma 12.1.14. Da f - xq, = 0 p-fast iiberall gilt, folgt die
Behauptung aus Korollar 12.1.9. (|

Theorem 12.1.16. Sei f: Q — R eine p-integrierbare Funktion. Sei Q = Q10U
eine disjunkte Zerlegung in p-messbare Mengen 0y und Qo. Dann gilt

Q/fdu=ﬂ[fdu+lfdu-

Beweis. Wir schreiben f = f-xq, + f - xq, und nutzen die Linearitit des Integrals,
Theorem 12.1.12. Nun folgt die Behauptung aus Lemma 12.1.14. U

Wir wollen nun das Lebesguesche Integral mit dem Riemannschen Integral ver-
gleichen. Dazu erinnern wir zunéchst an die Charakterisierung Riemann integrabler
Funktionen aus Analysis II, die auch im R™ gilt:

Theorem 12.1.17 (Lebesgue). Sei Q C R™ ein abgeschlossener Wiirfel. Dann
ist eine beschrankte Funktion f: Q — R genau dann Riemann-integrierbar, wenn
die Menge der Unstetigkeitsstellen S(f) = {x € Q: f ist in x nicht stetig} eine
L™-Nullmenge ist: L*(X(f)) = 0.

Beweis. Siehe Analysis II, [7], fiir n = 1 bzw. [11, Satz 3.1.5] fiir beliebige Dimen-
sionen. g

Korollar 12.1.18. Sei ) C R™ Jordan-messbar. Sei f: Q — R eine beschrinkte
eigentlich (nicht uneigentlich) Riemann-integrierbare Funktion. Dann ist f auch
L"-messbar und L™ -integrabel und das Riemannsche und das Lebesguesche Integral
stimmen tdberein.



ANALYSIS IIT 93

Beweisidee. Nutze Treppenfunktionen wie sie beim Riemannschen Integral auftre-
ten als Approximation von oben und unten. O

Beweis. x Ohne Einschriankung seit €2 = @) ein abgeschlossener Wiirfel; sonst setzen
wir f durch Null auf einen solchen Wiirfel fort. Nach dem Satz von Lebesgue,
Theorem 12.1.17, gilt L™(X(f)) = 0. Die auf Q \ X(f) eingeschriankte Funktion ist
stetig und daher £"-messbar. Da X(f) eine £™-Nullmenge ist, ist somit auch die
urspriingliche Funktion f £"-messbar.

Sei hier R die Menge aller Riemannschen Treppenfunktionen. Treppenfunktio-
nen in R sind £"-messbar und o-Treppenfunktionen. Wir hatten das Riemannsche
Integral im Falle

k
a(f, (Qk)k)zz (@) - OSCf—>0

k

flir gegen Null gehende Feinheiten von Zerlegungen @ = U Q. als Grenzwert von
j=1

k
> o w@) - fzy), x €Q;
j=1

definiert. Es gilt

k

>_ Q) inff < Zu Q) ) -sup f

k
=1 =1 Jz:: @
k
2

- OSC J.
Qj !

= Zu(Qj) nff 4 p(Q)
j=1 ! j=1

Da die untere Schranke bei weiterer Verfeinerung wéchst und die obere Schranke
fallt, erhalten wir fiir das Riemannsche Integral, hier zur Unterscheidung mit [ "
bezeichnet,

k k k
Z“ Q;) 1nff</f Z supfSZ i) inf f 4+ o (f (Qr)r).

Betrachten wir nun Treppenfunktionen, die auf jedem @); das Infimum bzw. Supre-
mum auf dieser Menge annehmen, so folgt

Rf:sup e:e< f,eeRp =inf 9g:f<g,9€R;.
Fresm{fecsreesloue{furzuaes

Auf den hier benutzten Treppenfunktionen in R stimmt das Riemannsche Inte-
gral mit dem Lebesgueintegral iiberein. Da wir die Treppenfunktionen auch als
o-Treppenfunktionen bei der Bestimmung des Lebesgueintegrals nutzen kénnen,

erhalten wir
R
/fd£”>sup{/e:e<f,e€R}:/f
Q Q
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sowie, aufgrund der stets giiltigen Ungleichung zwischen T und [,

/fdﬁ”S/fdﬂ"sinf{/g:fgg,geR}:/Rf-
Q Q Q

Somit gilt iiberall Gleichheit und die Integrale stimmen iiberein. O

12.2. Konvergenzsatze.

Theorem 12.2.1 (Lemma von Fatou). Seien fi: Q@ — [0,00], k € N, pu-messbar.
Dann gilt

/lim inf fy dp < lim inf/f;C dp.
k—o0 k—o0
Q Q

Beweis.
(i) Nach Theorem 11.1.6 ist auch likm inf fi, eine p-messbare Funktion. Nach Lem-
—00

ma 12.1.5 sind fx, k£ € N, und lim inf fr daher uneigentlich p-integrabel.
(ii) Sei g = Z ajxa, eine p-messbare Treppenfunktion mit g < f := hm mf iy

j=
Nach Deﬁmtlon des Integrals fiir uneigentlich p-integrable Funktlonen geniigt

der Nachweis, dass
/gdu < liminf/fk dp
k—o0
Q

Q
gilt.
(iii) Ohne Einschrankung sei g > 0. Wir diirfen weiterhin annehmen, dass ap = 0
und a; > 0 fiir j > 1 gelten (ggf. withlen wir A; = () und dass die Mengen
Aj, j € N, paarweise disjunkt sind.
(iv) Fixiere 0 < t < 1. Wir definieren p-messbare Mengen

B,y :={x € A;: fi(x) > ta; fir | > k}.
Dann gilt fiir jedes j € Nyq

4; = Bjx-
k=1

Direkt nach Definition gilt fiir alle j, k¥ € N die Inklusion B; ;, C Bj j1. Daher
erhalten wir mit Theorem 10.2.13 (ii) fiir j > 0

i 1i(Bj k) = p(Aj)-

Aufgrund der Additivitat des Integrals bei Zerlegung in disjunkte Integrati-
onsbereiche, Theorem 12.1.16, erhalten wir fiir J, k € N wegen ag = 0

/fkdﬂ>2/fkdﬂ>2/fkdﬂ>tz% i
Mit k — oo folgt daraus
J
timint [ 5 d IDICREY
Q J=

Nun lassen wir J — oo und bekommen

11m1nf/fkdy>t Za] i) = /gdu.

Q
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Dies gilt fiir alle ¢t € (0,1). Im Grenzwert ¢ 1 1 erhalten wir somit die behaup-
tete Ungleichung. O

Beispiel 12.2.2. x Das Beispiel p = £" auf = R™ und die Funktionenfolge
fr = —k7"XB,(0), k € N, zeigen, dass die Bedingung f > 0 im Allgemeinen
notwendig ist.

Fiir nichtnegative Funktionen H erhalten wir Unterhalbstetigkeit fiir Integran-
den, wie sie in der Variationsrechnung auftreten.

Beispiel 12.2.3. Scien f, fr: Q — R, k € N, p-integrabel mit
1= fldu—0
Q

fiir k — oo. Sei H > 0 eine Carathéodory-Funktion, siche Definition 11.1.10. Dann
gilt

[ #Ge ) dp < it [ G fete)) dp = T
Q Q

Beweis. Wihle A C N mit lim J H(z, fr(z))dp = I. Nach Korollar 12.1.11 gilt
keA
fu == f fiir kK — oo und es gibt I' C A mit fy — f p-fast iiberall fiir T 3 k — oco.
Da H(x,-) fiir u-fast alle € Q nach Definition einer Carathéodory-Funktion stetig
ist, erhalten wir
H(z, fi(z)) = H(z, f())
fiir pu-fast alle x € Q fiir I' 3 k — 0o0. Nach dem Lemma von Fatou, Theorem 12.2.1,
folgt daher

[ @ s@)dn= [ in He fw) de
Q

kel
Q €

< lim inf [ H(z, fr(x))dp

kel

Q
=liminf | H(x, fr(z))du
/

k—o0

wie gewiinscht. O

Theorem 12.2.4 (Beppo Levi, Satz von der monotonen Konvergenz).
Seien fi: Q — [0,00], k € N, p-messbar mit f, < fr41 fir alle k € N. Dann folgt

/ lim frydp = lim [ frduy.
k—o0 k—o0
Q Q

Beweis. Die u-Messbarkeit alles auftretenden Funktionen folgt aus Theorem 11.1.6.
Aufgrund der Monotonie des Integrals, Theorem 12.1.8, erhalten wir fiir jedes

feste j € N
/ﬂws/hmnw.
k—o0
Q

Q
Da die linken Seite fiir alle j gleichméfig beschrankt ist, folgt daraus direkt

limsup/fk du < /klim frdp.
—00
Q

k—o0
Q

Aus dem Lemma von Fatou, Theorem 12.2.1, erhalten wir die noch fehlende Un-
gleichung und somit die Behauptung. O
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Theorem 12.2.5 (Lebesgue, Satz von der dominierten E(onvergenz). Sei g: Q —
[0,00] eine p-integrierbare Funktion. Seien f, fr: @ — R, k € N, u-messbar mit
Ife|l < g, k €N, p-fast dberall und fr, — f fir k — oo p-fast dberall. Dann gilt

/fkd“_/fd“ §/|fk—f\du—>0
Q Q

Q

fir k — oo. Daraus folgt direkt

lim /fkdu:/fdu.
k—o0
Q Q

Beweis. Wegen |fi| < g, k € N, erhalten wir, dass alle Funktionen f, k € N,

p-integrierbar sind. Weiterhin erhalten wir p-fast iiberall in Q die Abschitzung

If] = klim |fz] < g < oo. Insbesondere gilt p-fast iiberall in © die Ungleichung
— 00

|fx — f| < 2g. Die Funktion |f — f| ist fiir jedes k € N p-fast {iberall wohldefiniert
(also nicht von der Form ,,00 — 00*) und eine p-integrierbare Funktion. Wir erhalten
29 — |fr — f| = 0 p-fast iberall in Q fiir beliebige k£ € N. Nun wenden wir die
Tatsache, dass Nullmengen bei der Integration keine Rolle spielen, Korollar 12.1.9,
das Lemma von Fatou, Theorem 12.2.1, und die Linearitidt des Integrals, Theorem
12.1.12, an und erhalten

/diu f8. /1ikrgi£f(2g— |fie = 1) dpe

gleich
Q Q
Fatou
< liminf/(Qg —|fx — f) dp
k—o0
Q
“é'/Qgcm—limsup/|fk—f|dﬂS /29d'u'
2 k—o0 o Q

Daher ist
i [ 16— fldn =
k—o0
Q

Die erste behauptete Ungleichung folgt nun aus der Linearitdt des Integrals und
durch Hineinziehen der Betragsstriche ins Integral, Korollar 12.1.13. Beachte dabei,
dass |fx|,|f| < g dabei die pu-Integrierbarkeit von fi und f sichert. O

Als wichtige Anwendung erhalten wir

Theorem 12.2.6 (Differenzieren unter dem Integral). Seien a < b € R. Sei f: Rx
[a,b] = R eine Funktion mit folgenden Figenschaften:

(i) Fiir festes x € R ist die Funktion y — f(x,y) dber [a,b] Lebesgue-integrabel.
(i) % existiert und ist beschrankt. (Lokal gleichmafSige Beschrinktheit in x ge-
niigt.)

Dann ist y g—i(x,y) fiir festes x € R beziiglich y tber [a,b] Lebesgue-integrabel

und es gilt
p b b of
i\ [ rewar| = [Faan

Beweis. Wir betrachten der Einfachheit halber nur den Fall [a,b] = [0, 1].
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Sei x € R und sei h # 0. Dann gilt aufgrund der Linearitét des Integrals

1 1
Off($+h,y)dy— Off(fﬂay)dy
h

1
—/ 0 dy.
0

Fiir eine beliebige Folge hy — 0, k — oo, gilt

h — 0

Aus dem Mittelwertsatz erhalten wir

|gk| < sup

af| .
01| .o

fiir beliebige k£ € N. Als Limes von Lebesgue-messbaren Funktionen, sieche Theorem
11.1.6, ist %(3{:, -) beziiglich y € [0,1] Lebesgue-messbar und aufgrund der Be-
schrénktheit integrabel. Nach dem Satz von der dominierten Konvergenz, Theorem

12.2.5, erhalten wir
1

1
/gk(y) dy kjo/%(w,y) dy.
0

0
Da dies fiir jede Folge hy — 0, k — oo, gilt, erhalten wir (man lese die Gleichung
von rechts)

1 1
J (1 [ fl@+hy)dy— [ flz,y)dy 18f
| ey | = 0 ~ [
dl‘ 2;8 h 51‘
0 0
wie behauptet. O

12.3. Der Satz von Fubini.

Bemerkung 12.3.1. Ziel: Wir wollen Integrale iber Quader mit Hilfe mehrfacher
Integration bestimmen, beispielsweise fiir Q = [a, b] X [c, d]

/f:j jﬂ%w@ dr.
Q a \c

Nach Theorem 10.3.3 ist das nachfolgend definierte Produktmaf tatséchlich ein
Mabk.

Definition 12.3.2. Sei p ein Maf auf einer Menge X und sei v ein Maf auf einer
Menge Y. Dann definieren wir das Produktmafl (1 x v): P(X xY) — [0, o0] fiir
S C X xY durch

(1 x v)(S) :=inf {Zp,(Al) ‘v(B;): S C U(Al x B;),
i=1

i=1

A; C X p-messbar, B; C 'Y v-messbar, i € N} .

Bemerkung 12.3.3. % Seien A C X und B C Y messbar. Als Verallgemeinerung
des Jordanmafies kann man den Produktinhalt A(A x B) := u(A) - v(B) definieren.
Dann ist die Konstruktion des Produktmafies dieselbe wie in Theorem 10.3.3.
Durch additive Fortsetzung auf disjunkte Vereinigungen von Mengen der Form
A x B erhilt man ein Pramaf, vgl. den nachfolgenden Beweis von Theorem 12.3.5
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(1). Somit ist (¢ x ) nach Theorem 10.3.7 die Carathéodory-Hahn-Erweiterung von
A

Bemerkung 12.3.4.  Im Fall X = R* und Y = R/, sowie u = £F und v = £ ist
(u x v) = Lk

Beweis. Ubung. (]
Der folgende Satz von Fubini gilt insbesondere fiir das Lebesguesche Mafs.

Theorem 12.3.5 (Fubini). Seien p,v Radonmafle auf X = R* bzw. Y = R!. Sei
(1 x v) das zugehorige Produktmafs auf X xY =R"™, n =k + 1. Dann gelten:

(i) Fiir u-messbares A C X und v-messbares B C Y ist A x B eine (u X v)-
messbare Menge und es gilt

(1 x V)(A x B) = p(4) - v(B).
(ii) Sei S C X xY eine (u x v)-messbare Menge mit (u x v)(S) < oo. Dann ist
Sy :={x € X: (z,y) € S} fir v-fast alle y € Y eine p-messbare Menge,

v () = [ xs(e) duta)
X
ist v-integrabel und es gilt

(1 x 1)(S) = / w(S,) dv(y) = / / xs (@) du(a) | dv(y).
Y Y X

Eine analoge Aussage gilt mit vertauschten Rollen und S* ={y € Y: (x,y) €
St.

(iii) Das Maf$ (i x v) ist ein Radonmap.

(iv) Fiir (p x v)-integrables f: X x Y — R ist

y /f(x,y) dp(x)
X
v-integrabel und

z [ f(x,y)dv(y)
/

p-integrabel und es gilt

/fduxv //fa:ydy dp( //fa:ydu dv(y).

XxXY

Wir starten mit Beweisvorbereitungen und beweisen anschliefsend die vier Teile
das Satzes von Fubini separat.
Wir definieren

F:={SC X xY:Serfillt (12.3.1) und (12.3.2)},

wobei

(12.3.1) x> xs(x,y) ist p-messbar fiir v-fast alle y € Y,

und

(12.3.2) y— /Xs(x,y) du(z) = p(Sy) ist v-messbar.
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Fir S € F definieren wir

ma:/ /mwwww du(y).
Y X

Nach Lemma 12.1.5 ist p(5) € [0, oo] wohldefiniert.
Wir wollen nun fiir (@ X v)-messbare Mengen S C X x Y die Aussage S € F
und p(S) = (u x v)(S) zeigen, insbesondere fiir Mengen der Form S = A x B.
Dazu definieren wir die Familien

Po:={Ax B: AC X p-messbar, B CY v-messbar},

JsS;: S €Po

j=1

Pll

und

Py = ijZRjepl

j=1
Wir starten mit elementaren Beobachtungen.
Lemma 12.3.6. Seien Ax B,C x D € Py. Dann gilt auch (Ax B)N(C' x D) € Py.

Beweis. Folgt aus (A x B)N (C x D) = (ANC) x (BN D), da Schnitte p- und
v-messbarer Mengen wieder diese Eigenschaft besitzen. O

Lemma 12.3.7. Seien S;,T; € Py, i € Nsg. Dann gilt

D S; N D T; € P1.
1=1 1=1

Daher ist Py unter endlichen Schnitten abgeschlossen: S, T € Py impliziert SNT €
P1.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der elementaren Identitéit

GSZQGTJ: [j Simij
i=1 =1

i,j=1
die fiir beliebige Mengen gilt, da S; NT; € Py nach Lemma 12.3.6 fiir beliebige
i,j € Nyg gilt. O
Lemma 12.3.8. Es gilt Py C F und fiir A x B € Py ist
(12.3.3) p(Ax B) = u(A)-v(B).

Beweis. Sei S = A x B € P,.

(i) Po C F:

o (12.3.1): xs(z,y) = xa(z) - xB(y). Die dort betrachtete Funktion ist also
gleich x 4 fiir y € B und 0 sonst, also sogar fiir alle y € Y eine y-messbare
Funktion.

e (12.3.2): Die dort betrachtete Funktion ist

ykg/xs@awduu»:1/xAu»onxmduw>:u@M-XB@>
X X

und daher v-messbar.
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(ii) Wir erhalten

p(S) = /XA(ﬂc) xB(Y) du(x) dv(y) = /H(A)XB(?J) dv(y) = u(A) - v(B)
Y Y
und folgen dabei der Konvention oo - 0 = 0. O

Lemma 12.3.9.
(i) Es gilt
U Sjl Sj ePo;,
j=1
Py besteht also aus Mengen, die sich als disjunkte Vereinigung von Mengen

aus Poy schreiben lassen.
(i) Es gilt Py C F.

(iii) Sei S = |J S; € Py mit S; € Py, j € Nug. Dann gilt

j=1
(12.3.4) p(S) =3 p(S))

Beweis.
(i) Anhand einer kleinen Skizze sieht man sofort dass

(A1 x B1) \ (A2 x Bz) = ((A1\ A2) x B1)U((A1 N A2) x (B1 \ Bz))

gilt. Somit lasst sich die linke Seite als disjunkte Vereinigung von Mengen aus
Py darstellen. Damit kénnen wir die fiir eine Menge in P; vereinigten Mengen
sukzessive diskunkt machen und konnen somit jedes S € P; als disjunkte

Vereinigung S = U S, S; € Po, schreiben. Seien S und Sj, j € N, fiir den
j=1

Rest des Beweises wie hier.
(ii) Nach dem Satz iiber Konstruktionen neuer messbarer Funktionen, Theorem
11.1.6, ist die Funktion

k

x> xs(r,y) = lim Y s, (2,9)
=

fiir jedes y € Y p-messbar. Nach Annahme sind die Abbildungen
v [ s, (o) dut)
X

j € Ny g, v-messbar. Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz, Theorem
12.2.4, folgt die Gleichheit in

yH/XSmydu Z/XSmydu)
J= lX
Da die Summanden auf der rechten Seite r-messbar sind, ist diese Funktion,

nochmals nach Theorem 11.1.6, v-messbar. Es folgt P; C F.
(iii) Wir erhalten nun

p@E//ﬁmmm>Mw

Y X
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=%
Thm. kad 0
12.2.4 Z/ (/XSJ (z,y) du(x) | dv(y) = Zp(SJ)
=1y \Xx =1
Damit haben wir (12.3.4) gezeigt O

Lemma 12.3.10. Sei R = (| R; mit R; € P1, j € Nsg, also R € Ps.
j=1
(i) Es gilt R € F und damit Py C F.
(i) Im Fall p(Ry) < oo gilt

k
(12.3.5) p(R) hm P ﬂ
Beweis. }
(a) Ohne Einschrankung gelte R;+1 C R; fiir alle j € Ny, da wir sonst Ry = Ry
und Rj4q = Rj11 N R; betrachten konnen. Beachte dazu, dass die Schnitte

von zwei Elementen von P; nach Lemma 12.3.7 wieder in P; liegen.
(b) Zu (12.3.1): Es gilt xg = inf xg, (oder = lim xg,). Fiir die Mengen Rj,
JjEN j—o0o

j € Nsg, gilt (12.3.1) nach Lemma 12.3.9 bereits. Es gibt also v-Nullmengen

Nj, j € Ny, so dass fiir alle y € Y \ N; die Abbildungen = — xg,(7,y)

jeweils p-messbare Funktionen sind. Auch N := |J Nj ist eine v-Nullmenge.
J€N>o

Nach Theorem 11.1.6 ist daher auch die Abbildung = — xg(z,y) fir fast alle

y € Y\ N eine p-messbare Funktion. Dies liefert (12.3.1).

(c) Zu (12.3.2): Auch hier gilt (12.3.2) fiir die Mengen R;, j € N5, nach Lemma
12.3.9. Dies {ibertragt sich nach Theorem 11.1.6 wiederum auf das Infimum,
also auf R. Somit erhalten wir Py C F.

(d) Zu (12.3.5): Nach Voraussetzung gilt

o> () = [ | [ xw o) dutz) | vt
y \X
Daher folgt fiir p-fast alle y € Y auch p((Ri1)y) = fXRl (z,y)du(x) < oo.

Fiir diese y folgt daher nach Theorem 10.2.13 (111) oder nach dem Satz von der
dominierten Konvergenz, Theorem 12.2.5,

[t dute) = k) = Jim w(Ry),) = i [ o o) du(o)
X X

Da die anderen y € Y eine pu-Nullmenge bilden, gilt die Gleichheit weiterhin,
wenn wir xg = lim x g, nutzen und iiber Y integrieren
]4)00

/ / i, (@, y) dp(z) | dv(y) = / lim / Xk, dp(x) | dv(y).

j—o0
Y X Y X

(e) Fiir alle j € Ny gilt xr; < xr,. Wir integrieren diese Ungleichung und erhal-
ten

/ X, (1) du(z) < / X () dpu(z).

X X
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Nach Voraussetzung p(R;) < oo ist die rechte Seite als Funktion von y eine
v-integrable Funktion. Daher diirfen wir in der folgenden Rechnung an der mit
»dK* markierten Stelle den Satz von der dominierten Konvergenz, Theorem
12.2.5, anwenden und erhalten

o) = [ | [ xate.g)duta) | avty)

Y X

= / / Jim g, (@,y) du(z) | dv(y)

Y X
@ [
= [ lim Xr; dp(z) | dv(y)
j—o00
Y X
SdK . .
E tim [ [ () du(o) | dvly) = lim p(8).
j—o0 Jj—o0
Y X
Dies zeigt (12.3.5). O

Lemma 12.3.11. Sei S C X X Y beliebig. Dann gilt

(uxv)(S) =inf{p(R): SC R € P}.
Beweis. Seien A; C X, i € Nyg, p-messbare und B; C Y, i € Nyg, v-messbare
Mengen mit S C G (A; x B;) =: R. Wir wollen nun (12.3.4) nutzen. Dazu unter-

teilen wir die 7,Reclhtlecke“ A; x B; feiner, so dass sie disjunkt werden oder in bereits
betrachteten Rechtecken enthalten sind. Dies erreichen wir wie in Lemma 12.3.9:
R = U;; A; X B}. Dies machen wir so, dass sich jedes Rechteck A; x B; aus endlich
vielen Rechtecken A; X B;-, die nur fir A; x B; verwendet werden, disjunkt vereini-
gen ldsst. So ergibt sich — nach Rekombination zu den urspriinglichen Rechtecken
— mit (12.3.4) fiir die disjunkten Rechtecke die erste Ungleichung, wobei ,,<* statt
»,=" aufgrund der Rechtecke gilt, die bereits in vorher betrachteten enthalten sind,
und weiter erhalten wir mit (12.3.3) das Gleichheitszeichen in

p(R) < ZP(Az' x B;) = Z#(Ai) “v(Bj).

Auf der linken Seite gehen wir nun zum Infimum {iber und nutzen auf der rechten
Seite die Definition von (4 x v) und erhalten

inf{p(R): SC Re P1} < (uxv)(S).

Zerlegen wir nun R nochmals nach Lemma 12.3.9 disjunkt als R = J A, x B}, nun
j=1
ohne doppelt auftretenden Rechtecke, so folgt, wieder mit (12.3.4) und (12.3.3),

p(R) =D (A5 x Bj) = D p(A)) - v(B)) = (ux v)(S).

Die Behauptung folgt. O

Beweis von Theorem 12.3.5 (i). Sei A x B € Py. Dann folgt fiir alle R € P; mit
AxBCR

(uxv)(Ax B)<u(A)- v(B) (Definition von (u x v))
— p(Ax B) (12.3.3)
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< p(R) (Monotonie des Integrals).

Auf der rechten Seite gehen wir nun zum Infimum iiber alle solchen Mengen R
iiber. Nach Lemma 12.3.11 stimmen dann die beiden &ufseren Ausdriicke dieser
Ungleichungskette iiberein. Somit gilt iiberall Gleichheit, also insbesondere

(1 x V)(A x B) = u(A) - v(B)

wie behauptet.
(1 x v)-Messbarkeit von A x B: Sei T C X x Y beliebig. Sei weiterhin R €
Py mit T C R. Wir schreiben R = (R\ (A x B)) U (RN (A x B)). Die beiden

hier vereinigten Mengen kénnen wir disjunkt als (R \ (A x B)) = |J W; bzw.

i=1
o0

(RN (A x B)) = U V; mit W;,V; € Py zerlegen, sieche Lemma 12.3.9. Implizit
=1

verwenden wir diese Darstellungen beim néchsten Gleichheitszeichen. Es folgt

(1 x V)(T\ (A x B)) + (ux v)(I'N (A x B))
U2 RN (A% B)) + p(RO (A x B) MY p().

Wir gehen nun auf der rechten Seite zum Infimum iiber alle R D T mit R € P,
iiber und nutzen dabei nochmals Lemma 12.3.11. Somit folgt daraus

(1 )T\ (A x B)) + (1 x v)(T 0 (A x B)) < (4 x v)(T).
Also ist A x B eine (p X v)-messbare Menge. O
Bemerkung 12.3.12. Sei A C X eine pu- und sei B C Y eine v-messbare Menge.
(o)
Gelte S = A x B = |J S; mit disjunkten Mengen S; € Py. Dann folgt
i=1

A x B) P2 () v(B) "2 p(4 x B) = p(S)

(12.3.4) = analo, >
=T T p(S) TEE DY TS,
i=1 1=1

Also ist A ein Pramafs auf der von Py erzeugten Algebra der Elementarfiguren.
Daher folgt Theorem 12.3.5 (i) auch aus dem Carathéodory-Hahn Erweiterungssatz,
Theorem 10.3.7.

Bemerkung 12.3.13. Wir haben gezeigt, dass alle Mengen der Familie Py (X v)-
messbar sind. Da die (x4 X v)-messbaren Mengen eine o-Algebra bilden, sind auch
alle Mengen in P; und Ps jeweils (u x v)-messbar.

Lemma 12.3.14. Sei R = (| R; € P, mit R; € P1 und p(R;) < oo fiir alle
j=1
7 € Nxg. Dann gilt

(12.3.6) (nxv)(R) = p(R).
(Es gentigt p(R;) < oo fiir j = 1 vorauszusetzen.)

Beweis. Wir fithren den Beweis in zwei Schritten; zunéichst fiir Mengen in P; und
dann darauf aufbauend fir R € Ps.

(i) Seien zundchst S; = A; x B; € Py, j € Ny, disjunkt. Es folgt
s, (12.3.4)

1 J

o(S5) = p(A; x By) TS w4y - v(By)

1

hs

o0 oo oo

J 1 Jj=1 J
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oo

12.T3}T:I5n-(i)Z(MXVAXB ;NXV (uxv) US ’

j=1

wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass (1 x v) ein Maf ist, dass die
beteiligten Mengen (u X v)-messbar sind und dass somit Theorem 10.2.13 (i)
gilt. Wir haben also gezeigt, dass p und (p X v) auf P iibereinstimmen.

(ii) Da auf P; wie oben gezeigt p und (1 xv) tibereinstimmen, folgt aus p(R;) < oo
fiir R; € P1,j € N, (% V)(R ) = p(R;) < oo. Nach Lemma 12.3.7 ist

ﬂ R; € P; in der Gestalt U S;, S; € Py, darstellbar. Somit folgt

j=1 j=1
(12.3.5) k k
R . 5:0 1.
)27 o (V1) 2 e ()
Thc;rcm % I/) (R)
10.2.13 (iii)
wie behauptet. O

Lemma 12.3.15. Sei S C X x Y beliebig. Dann gibt es R € Py mit S C R und
p(R) = (px v)(R) = (n x v)(5).

Beweis. Die erste Gleichheit gilt fiir beliebige R € P, nach Lemma 12.3.14.

Ohne Einschrankung sei (1 x v)(S) < oo, denn sonst kénnen wir R = X x Y
wahlen.

Nach Lemma 12.3.11 gibt es fiir jedes j € N5g Mengen R; € P; mit S C R; und

(1 1)(S) < pUR) < (0 x)(S) + 5.

Ohne Einschrinkung gelte Rjt1 C R fiir alle j € N>0, denn sonst kénnten wir
stattdessen die Mengen R]7 J € Nyp, mit Ry = Ry und R]H R OR fiirj > 1
betrachten, denn P; ist nach Lemma 12.3.7 unter endlichen Schnitten abgeschlos—
sen.

Wir definieren nun

R:= (R, € P,
j=1
Wegen S C R; fiir alle j € Ny folgt S C R. Nun folgt die Behauptung aus
(12.3.5). O

Als vorbereitendes Hilfsresultat benotigen wir

Lemma 12.3.16. Sei Q C R™ eine u-messbare Menge und sei f: Q — [0,00] eine
p-messbare Funktion. Gilt [ fdu =0, so folgt f =0 u-fast iberall.
Q

Beweis. Nach Lemma 12.1.5 ist f uneigentlich p-integrabel und wegen [ fdu =0
Q
ist f auch p-integrabel. Wir definieren fiir £ € N5 die Mengen

Ay = {zeﬂz f(z) > 11:}

Wegen f > %X 4, und der Monotonie des Integrals, Theorem 12.1.8, erhalten wir

0—/fdu>/ XAde—% 1(Ag).
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Vergleiche dazu auch Theorem 12.1.10. Somit ist Ay fiir jedes k € Ny eine pu-

Nullmenge. Dies iibertrégt sich folglich auch auf {z € Q: f(z) > 0} = |J Ax.
k=1

Daher folgt die Behauptung. O

Beweis von Theorem 12.3.5 (ii). Sei S C X x Y eine (u X v)-messbare Menge mit
(1 x v)(S) < 0o. Nach Lemma 12.3.15 gibt es R € P, mit S C R und (u x v)(S) =
p(R).

Wir betrachten nun zwei Fiélle:

(a) Angenommen, es gilt (u x v)(S) = p(R) = 0. Nach Lemma 12.3.10 gilt R €
F. Weiterhin gilt 0 < xs < xgr. Wegen p(R) = 0 gilt nach Lemma 12.3.16
0= [ xgr(z,y)du(z) fiir v-fast alle y € Y. Fiir diese y € Y ist daher wiederum

b's

aufgrund dieses Lemmas 0 = yg(z,y) fir p-fast alle z € X. Folglich gilt fiir

diese y € Y auch 0 = xg(x,y) fir p-fast alle x € X. Daher ist z — xgs(z,y)

fiir diese y € Y eine p-messbare Funktion und (12.3.1) folgt. Da die Funktion

y — [ xr(z,y)du(z) fir v-fast alle y € Y verschwindet, gilt dies auch fiir
b'e

y — [ xs(z,y) du(x). Somit ist diese Funktion v-messbar und (12.3.2) folgt.
X

Also gilt S € F. Beachte, dass eine Menge genau dann messbar ist, wenn dies
fiir die zugehorige charakteristische Funktion gilt. Somit folgt aus (12.3.1) die
p-Messbarkeit von S, fiir v-fast alle y € Y. In (12.3.2) verschwindet die dort
betrachtete Funktion v-fast iiberall. Somit ist sie auch v-integrabel. Schliefslich
ergibt sich aus 0 < ys < xg auch p(S) = 0 wie gewiinscht.

(b) Angenommen, es gilt (uxv)(S) = p(R) > 0. Wir haben R mit Hilfe von Lemma
12.3.15 bestimmt. Im hier betrachteten Fall (1 x v)(S) < oo geht aus dem
dortigen Beweis hervor, dass auch alle dort im Schnitt auftretenden Mengen
R; € P die Ungleichung p(R;) < oo erfiillen. Daher erhalten wir mit Lemma
12.3.14 (p x v)(R) = p(R). Somit gilt

0= (ux v)(R) — (1 x 1)(S) = (1 x V)(R\ S).

Dabei haben die (u x v)-Messbarkeit von S und je nach Argumentation auch
die von R benutzt. Fiir S ist diese nach Voraussetzung gegeben, fiir R folgt sie
aus Theorem 12.3.5 (i) und der Definition von Py, k = 0,1,2. Nach Lemma
12.3.15 gibt es nun T € P mit R\ S C T und p(T) = (u x v)(R\ S) = 0.
Wie in (a) folgt nun p(R\ S) = p(T) = 0. Weiterhin gilt p(R) < oo. Daraus
ergeben sich p(R,) < oo, p((R\ S)y) = 0 und weiter, da sich S, von R, nur
um eine p-Nullmenge unterscheidet und damit selbst p-messbar ist, pu(Sy,) =
p1(Sy) + p((R\ S)y) = p(Ry), jeweils fiir v-fast alle y € Y. Nun ergibt sich
daraus

(0% 0)(8) = p(B) = [ iRy dvty) = [ n(S,)duty) = p(S).
Y Y

Hieraus liest man auch direkt die v-Integrabilitdt von p(S,) ab. Dies ergibt
gerade die Behauptung. O

Beweis von Theorem 12.3.5 (iii). Sei S C R™, n = k + [, offen. Dann ist S nach
Theorem 10.4.5 als abzéhlbare Vereinigung von Intervallen darstellbar, also nach
Theorem 12.3.5 (i) (1 x v)-messbar. Somit ist (u x v) Borelsch.

Da die beiden Mafse 1 und v als Borelmafe Borel regulér sind, gelten die Aus-

sagen von Lemma 12.3.11 und Lemma 12.3.15 auch, wenn wir dort die Mengen P;,
1=0,1,2, durch

Po = {A x B: A, B Borelsch},
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o0

751 = U Sjl Sj S ﬁo
j=1
und
752 = m S;: 85 € ﬁl
j=1

ersetzt. Um dies einzusehen ersetzt man die auftretenden Mengen in der aufeinander
aufbauenden Konstruktion von P;, i = 0,1,2, jeweils durch mafgleiche umschlie-
fende Borelmengen, die aufgrund der Borelregularitit existieren.

Nach Definition sind P;, i = 0, 1, 2, und insbesondere P, in der Borelalgebra von
R™ enthalten. Dies sieht man nacheinander fiir ¢ = 0,1 und dann fiir ¢ = 2. Somit
ist (1 x v) nach Lemma 12.3.15 ein Borel regulédres Maf.

Sei K ¢ R™ = RF*! kompakt. Die Projektionen @Q; := 71(K) C R* und Q5 :=
72(K) C R! sind somit ebenfalls kompakt. Da y und v RadonmaRe sind, folgen
1(Q1) < oo und v(Q2) < co. Es folgt auch, dass @1 p-messbar und @2 v-messbar
sind. Weiterhin gilt K C Q1 x Q2. Wir erhalten

(nxv)(K) < (pxv)(Q1 % Q2) = p(Q1) - ¥(Q2) < oco.
Somit ist (1 X v) ein Radonmaf. O

Beweis von Theorem 12.3.5 (iv). Es geniigt, in z, u, X und y,v,Y symmetrische
Aussagen nur einmal zu zeigen.

Ist f = x5 mit S wie in Theorem 12.3.5 (ii), so folgt die Behauptung aus diesem
Teil.

Ist f > 0, also nach Lemma 12.1.5 uneigentlich (u x v)-integrabel, so gibt es
nach Theorem 11.1.7 (p X v)-messbare Mengen S; € R”, j € Ny, so dass wir f
vermoge

als (monotonen) Limes von Treppenfunktionen darstellen kénnen. Aufgrund von
Theorem 12.3.5 (ii) und der Linearitat des Integrals gilt die Behauptung fiir die

k
Partialsummen fj 1= > %ij, k € N5o. Mit dem Satz von der monotonen Kon-
i=1

vergenz, Theorem 12.2.4, kébnnen wir nun zum Grenzwert k — oo {ibergehen und

erhalten die behauptete Integralidentitéit. Hieraus lesen wir die Integrabilitét der
beiden in der Behauptung angegebenen Funktionen ab.

Eine beliebige Funktion zerlegen wir als f = f; — f_ und benutzen die Linearitat.

O

Im folgenden Beispiel sehen wir dass eine Menge S C X x Y, die (12.3.1) und
(12.3.2) erfiillt, nicht (u x v)-messbar sein muss.

Beispiel 12.3.17. Seien X =Y =R, y = v = £! und sei A C [0, 1] eine nicht
L'-messbare Menge. Wir definieren

1
si={ew): o xal)l < g .
Dann ist S nach Theorem 12.3.5 (ii) (mit vertauschten Rollen) nicht (pxv)-messbar.
Die Menge S, = {z € R: (z,y) € S} ist jedoch fiir alle y ein Intervall der Lénge
Eins, daher p-messbar und es gilt u(S,) = 1.
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Bemerkung 12.3.18 (Tonelli). Ist f: X x Y — [0, 0] beziiglich (1 x v) messbar,
so folgt aus dem Beweis von Theorem 12.3.5 (iv), dass f beziiglich (u X v) integrabel
ist, falls eines der iterierten Integrale endlich ist.

Bemerkung 12.3.19. Im Allgemeinen kann eines der iterierten Integrale existie-
ren, ohne dass f eine (u X v)-messbare Funktion ist oder ohne dass f beziiglich
(1 X v) integrabel ist.

N

13.

e Betrachte S wie in Beispiel 12.3.17. Es gilt

1 1
//Xs(w,y)dwdy=/1dy=1-
0 R 0

. 27
e Betrachte f(x,y) = W) auf (0,1) x [0, 27]. Dann gilt [ f(z,y)dy = 0 fiir
0

x

alle z € (0,1), jedoch gilt

1
sin(y)‘ dy dz >/
0

T

/I

dr = oo.

8=

1
T T 2
0

ol3 \G"g‘
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