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In der Differentialgeometrie geht es um Mannigfaltigkeiten und deren Kriimmung.
Wir orientieren uns hier an [2-6, 8].

1. KURVEN IN DER EBENE

Definition 1.1 (Kurven). Sei I C R ein Intervall. o € C*(I,R") heiit Kurve der
Klasse C*. a heifit reguliir oder eine Immersion, wenn k > 1 und o’ (t) # 0 fiir alle
t € I gelten.

Sei J C R ein weiteres Intervall. Dann heifit ¢ : J — I Parametertransformation
der Klasse C*, wenn ¢ bijektiv ist und ¢ und ¢~! von der Klasse C* sind. Ist
¢’ >0, so heifit ¢ orientierungserhaltend, sonst orientierungsumkehrend.

Eine Kurve « : [a,b] — R” heifit geschlossen, falls a(a) = a(b) gilt. Ist o € C*,
so heifit a geschlossen von der Klasse C*, falls a()(a) = a(®)(b) fiir alle 0 <1 < k
gilt. Eine geschlossene Kurve heifit Jordankurve, wenn «(s) = «(t) impliziert, dass
s =t oder (t,s) = (a,b) oder (t,s) = (b,a) gilt.

Definition 1.2 (Bogenlinge). Ist a« € C*([a, b], R™) (oder stiickweise von der Klas-
b

se C1), so ist L(a) := [ |a/(t)| dt die Bogenlénge von a.
a

Eine Kurve o : I — R™ heifit nach der Bogenlénge parametrisiert, falls |o/(s)] = 1
fiir alle s € I gilt.
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2 1. KURVEN IN DER EBENE

Lemma 1.3. L(«a) ist invariant unter Parametertransformationen.

Beweis. Sei a : I — R™ eine stiickweise C1-Kurve. Sei ¢ : J — I eine Parameter-
transformation. Dann gilt

Liaog) = / (o) (1) dt = / o (p(8))] - ¢/ ()] it = / o/ ()| ds = L(a)
J J I

aufgrund der Integraltransformationsformel. (]

Lemma 1.4. Sei  : [a,b] — R" eine requlire Kurve der Klasse C*. Dann gibt
es eine orientierungserhaltende Parametertransformation ¢ der Klasse C1, so dass
a o ¢ nach der Bogenlinge parametrisiert ist. (Sinngemdf gilt dies auch fiir C*-
Kurven.)

Beweis. Setze
b ¢
L= L(a) = / 0/ (B)]dt und W(t) = /|0/(7')| dr.
Dann ist ¢ : [a,b] — [0,1] wegen |&/| # 0 strikt monoton, ¥'(t) = |&/(¢)| > 0. Somit
1

existiert ¢ := 1! und ist ebenfalls von der Klasse C'. Es gilt ¢/(s) = TG
Daher folgt

_ o’(e(s))]

T wles)

(o @) ()] =l (0(s))] - ¢ ()]
O

Definition 1.5 (Kriimmung). Sei o : I — R™ eine regulire nach der Bogenlinge
parametrisierte Kurve der Klasse C2. Dann heifit T'(s) := o/(s) (Einheits-) Tangen-
tialvektor an « und «”(s) Kriitmmungsvektor von « im Punkte «(s).

Aus (/(s),d/(s)) = 1 folgt (o' (s),a/(s)) = 0. Somit steht o’ stets senkrecht auf
o
n=2: Sei T = (T',T?). Definiere N(s) := (Y ')T(s) = (-T2 T") und
o (s) = k(s)N(s). k(s) heifit Kriimmung der Kurve o im Punkt «(s). (Aus Platz-
griinden schreiben wir Vektoren im R™ h#ufiger als Zeilenvektoren.)

n = 3: Falls a/(s) # 0 gilt, setzen wir N(s) : () ynd definieren die Kriim-

T a7 ()]

mung ebenfalls durch o/ (s) = k(s)N(s).
|(s)| heifit Absolutkriimmuneg.

Die Kriimmung eines im Gegenuhrzeigersinn durchlaufenen Kreises mit Radius
rist L.

Dig Wahl der Normalen bei Kurven ist eine andere als in héheren Dimensionen.
Theorem 1.6 (Isoperimetrische Ungleichung). Sei G C R? beschrinkt und sei
OG das Bild einer nach der Bogenlinge parametrisierten stickweisen C-Kurve
a:[0,L] — R2. Sei A := |G| der Flicheninhalt von G und L die Linge von a.
Dann gilt

1
A< —I?
T A4r
und Gleichheit tritt genau dann ein, wenn G ein Ball ist.

Lemma 1.7. Sei G C R? beschrinkt und sei OG das Bild einer stiickweisen C*-
Kurve a : [0,a] — R2. Sei alp,q) injektiv und gelte a(0) = afa). Sei a(t) =

(z(t),y(t)). Dann gilt |G| = Of:c(t)y’(t) dt.
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Beweis. Sei v die duflere Normale an G. Nehme an, dass G links der Kurve liegt
und dass diese nach der Bogenlénge parametrisiert ist. Dann sind T' = o/ = (2/,y')
und v = (y', —2’). Nach dem Divergenzsatz gilt

2(61 = [2= [ divie,n) = [ tnla) - / (zy’ — y2')(s) ds.
G G 0

oG

Da « eine geschlossene Kurve ist, sehen wir mit partieller Integration, dass beide
Summanden denselben Beitrag liefern. Aufgrund der Integraltranformationsformel
gilt die Behauptung auch, wenn « nicht nach der Bogenlénge parametrisiert ist. [

Beweis von 1.6. Sei x(t) ohne Einschrinkung in ¢ = 0 minimal und in ¢ = ¢
maximal. Sei (z(t),§(t)) eine Parametrisierung eines Kreises vom Radius r, ohne
Einschriankung B,.(0), der nach orthogonaler Projektion auf die z-Achse dasselbe
Bild wie die Kurve « hat. Es gilt

L
(1.1) 5/ VaZ+ g2 - a4+ y?ds=Lr.
0

—_——— —_———
=r, da (z,y)€0B,(0) =la’|=1

Somit ist

(1.2) WA VT2 < A+mr? < Lr

und die isoperimetrische Ungleichung folgt.

Gilt iiberall Gleichheit, so folgt aus der ersten Ungleichung in (1.2) A = 7r?. r
héngt damit insbesondere nicht von der Richtung ab, in die wir die Kurve proji-
zieren. Aus (1.1) folgt (zy’ — ya')? = (2 + ¢?)(2"? + y'?), also auch (direktes Aus-
multiplizieren oder: drehe einen Vektor um 90° und benutze die Orthogonalitéit)
(v’ + yy’')? = 0. Aus dieser Gleichung folgen die ersten beiden Gleichheitszeichen

in
= /22 L 72
r__Y_ ixf—&—y — 4y
y/ x! .’17/2 + y/2
(Falls y' = 0 ist, folgt = 0 und die néchste Gleichung gilt trotzdem.) Also gilt z =

+ry’. Da r unabhingig von Drehungen des Koordinatensystems ist, folgt ebenso
y = dra’. Also ist 2% + y? = r%(2"? + %) = r%. a durchliuft also einen Kreis. [

2. HYPERFLACHEN IM EUKLIDISCHEN

2.1. Metrik, Normale, zweite Fundamentalform und Hauptkriimmungen.

Definition 2.1. Sei Q C R” offen, X : Q — R”*! sei von der Klasse C'. X heifit
regulér, falls die Vektoren X; := %X in jedem Punkt in © linear unabhéngig sind.
Dann ist X = X (2), = € €, der Einbettungsvektor einer in den R"*! immersierten
Hyperfliche X bzw. im X = M. Ist X ein Homéomorphismus auf im X, so heifit X
Einbettung. X ist eine Parametrisierung der Hyperfliche M. Ist n = 2, so heifit M
eine Flache.

In Q definieren wir eine Metrik ¢ = (gij)1<i,j<n, die von X auf Q induzierte
Metrik, durch

gij(x) = (Xi(x), Xj(x))pnt1, = €Q.
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In jedem Punkt x €  definiert die Metrik g ein Skalarprodukt. Seien V =
(Vi)lgign, W = (Wj)lgjgn Vektoren. Wir schreiben

Y g VIWI = g(V,W) = (V,W), = (V.W).

i=1
Mit ¢! = (9%)1<ij<n bezeichnen wir die Inverse der Metrik oder die inverse
Metrik.

Lemma 2.2. Sei «: [a,b] — Q eine C'-Kurve. Dann ist die Metrik die eindeutig
definierte stetige symmetrische n x n-Matriz (genauer: Tensor), so dass
b

L(X o) =/ Y gijlalt) (@’ ()i («/(t))7 dt

ij=1

a

fiir alle solchen Kurven gilt.

Bemerkung 2.3 (Einsteinsche Summenkonvention). Wir wollen die Einsteinsche
Summenkonvention verwenden. D.h. wir summieren iiber doppelt auftretende In-
dices (einmal ,oben“ und einmal ,unten*) und zwar von 1 bis n fiir lateinische
Indices (da 2 C R™) und von 1 bis n+ 1 fiir griechische Indices (da im X c R™*1).
Wir summieren nicht (nochmals), wenn bereits explizit Summen () ) dastehen. Wir
schreiben 0 = (6a8)1<a,p<n+1 fir das Euklidische Skalarprodukt. Beispiele:

n n+1
giVIWI = 3" g VW oder gij = XP0apX) = > XP0apX) = (Xi, X)pnir.
i,j=1 a,f=1

Beweis von Lemma 2.2. Setze v := X o a. Dann gilt nach Definition und Ketten-
regel

b b b
L(y) = / /(1) dt = / DX (a(t)) (o (1)) dt = / X (a(t) ()i (t)] dt

b
= [ V@) X7 @(e)sn X (al)@y @) di

b
- [ @y @estam) @) o

Dies gilt fiir alle Kurven, insbesondere auch fiir solche mit o € {e;,e;,e; +¢€;,e; —
e;}. Wegen der Stetigkeit von g und der Polarisationsformel charakterisiert das die
Metrik g. O

Definition 2.4 (Normalenvektor). Sei Q2 C R" offen und sei X : Q — R"T!
eine immersierte Hyperfliche oder Immersion. Dann heifit eine stetige Abbildung
v:Q — S" C R ein (Einheits-)Normalenvektor an die Hyperfliche X, falls

(v, X;) =0 fir alle 1 < i <n gilt,
d. h. falls v senkrecht auf der Hyperfliche X steht.

Lemma 2.5. Seiv := Xoa eine Kurve in einer immersierten Hyperfliche X : Q) —
R und sei o von der Klasse C*. Sei v ein Normalenvektor an die Hyperfliche.
Dann gilt

(@), v(a(t)) =0 fir alle t.

Beweis. Kettenregel und Definition des Normalenvektors. O
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Definition 2.6 (Zweite Fundamentalform). Sei X : QO — R"*! eine immersierte
Hyperfliche der Klasse C? mit Normalenvektor v. Dann heift der symmetrische
Tensor A = (h;j)1<i j<n, definiert durch

2X \
hZ] = — <8x18‘x]71/> = —<X7ij,l/>,

zweite Fundamentalform von X bzgl. v.

Bemerkung 2.7. Der geometrisch interessante Teil der zweiten Ableitungen des
Einbettungsvektors X sind die normalen Anteile. Daher definieren wir

- 9?X
Ky =Xig = Oz OxI

— T X

wobei (Ffj) 1<ijh<n sogenannte Christoffelsymbole bezeichnet, die durch

k kl (9 o) )
T4 =39" (5790 + 55793t = 5ar9is)
definiert sind. X ;; ist gerade der normale Anteil von X ;;. Dies ist dquivalent zu
0= X;ij — <X,ij; V>l/.

Diese Gleichheit gilt, denn die rechte Seite verschwindet nach Definition, wenn wir
das Skalarprodukt mit v bilden. Beim Skalarprodukt mit X erhalten wir

0= (X5, Xp) — I (X0, X
= (X.ij, Xk) — 5527 9ik — 352795k T 5 528 9ij
= (Xij> Xu) = 5(X5, Xn) = 5(Xs, Xog) — 3(X.i5, Xn) — 5(X;, X ki)
+ 5 (X, Xj) + 5(Xi, X ji) = 0.
Hieraus folgt direkt nach Definition
Lemma 2.8 (Gaufische Formel). Es gilt
X5 = —hyv.

Definition 2.9 (Hauptkriimmungen). Die Eigenwerte von h;; bzgl. g;; heiflen
Hauptkriimmungen A; von M: Ein Vektor { heiit Eigenvektor von h;; bzgl. g;;
zum Eigenwert A, falls

hi;€ = \gi;&  oder, #quivalent dazu, A(-, &) = Ag(+, &)

gilt. Eine Hyperfliche M heifit lokal konvex, falls h;; positiv semidefinit ist; wir
schreiben h;; %= 0. M heifit (lokal) strikt konvex, falls h;; positiv definit ist: h;; > 0.
Elementarsymmetrische Funktionen der Hauptkriimmungen sind wohldefiniert,

e H=S5S1=M+...+ )\, = gijhij heifit mittlere Kriimmung,

o Sy = > A\Aj heiit Skalarkriimmung,

1<i<j<n
OSk: Z >‘i1""')‘ik’
1<i1<...<ix<n
e K =S,=X\ " ...- )\, = iZEZ’J’ heifit GauBkriimmung (letzte Gleichheit
herleiten).

Lemma 2.10. Die Hauptkrimmungen sind unabhdingig von der Parametrisierung
der Fliche M definiert.
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Beweis. Sei X : Q — R"*! eine Parametrisierung von M. Sei X : Q) — R™! eine
weitere Parametrisierung mit X = X o %, wobei 9:  — Q ein Diffeomorphismus
ist. Beachte, dass die Normalenvektoren iibereinstimmen. Es gilt

Xij =X ol + Xk,

hij: _<X,ijay>:_77[}zl'€<X,klay>¢é'a
Gy = VEX{as X[,
Die Behauptung folgt. O

Die Hauptkriimmungen &ndern sich auch nicht, wenn wir die Hyperfliche M C
R"™*! translatieren oder rotieren.

Eine n-dimensionale Hyperfliche besitzt in jedem Punkt n Hauptkriimmungen:
Unter der Transformation ¢*(x) = A¥z? A eine invertierbare n x n-Matrix wird
die Metrik zu g;; = gklAfAé. Wiéhle A so, dass §;; = d;; gilt. Dann folgt die
Behauptung aus der linearen Algebra, denn eine symmetrische n x n-Matrix (hier

hij) besitzt n reelle Eigenwerte.
Definition 2.11. Sei X : QO — R™*! eine Parametrisierung von M. Sei v eine Wahl
des Normalenvektors.

(i) Ein Vektor V € R™"! heifit normal im Punkt X (p), falls V ein Vielfaches von

v(p) ist.

(ii) Ein Vektor V € R™"*! heifit tangential im Punkt X (p), falls (v(p), V) = 0 gilt.

Lemma 2.12 (Weingartengleichung). Es gilt
vi="hlX;=g"h.X;.

Beweis. Wir differenzieren (v,v) = 1 und erhalten (v,v;) = 0. Somit ist v; ein
Tangentialvektor. Damit kénnen wir v; in der Form v; = ai—“X .. darstellen. Diffe-
renziere nun (v, X;) = 0. Wir erhalten

0= (v, X)) + (v, X.ij) = (0 X, X;) + (v, —hijv) = afgij — hij.
Multipliziere nun mit g’! und benutze die Symmetrie der zweiten Fundamentalform.
O
2.2. Graphische Hyperflichen.
Lemma 2.13. Sei Q C R™ offen, u € C?(Q2) und M := graphu mit Einbettungs-
vektor X (z) = (z,u(zx)). Dann gilt
(D’LL, _1)

i) v=—2—
g V14 |Dul?
(i) gij = 0ij + uwiv;, g =6 — %’ ui = gor, ul =07,
(iii) det g;; = 1+ |Dul?,
(iv) hij = ——id 0%u

1+ |Dul?’ Wij = Putoai

(v) H = div (ﬂf?ﬁ)’

2
(vi) K = det D U
(14 |Dul?) 2
Beweis. Es gllt XZ = (67;71%)7 Xﬂ'j = (O,uyij).
(i) v steht auf allen Vektoren X; senkrecht und hat Lénge eins. Also ist v ein
Normalenvektor. (Man kénnte aber auch —v betrachten.)
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(i) gi; = ((es,wi), (€5, u5)) = dij + ujuy,

i,k
ik ik uu
= 0" — ————= ) (0gj + uru;
9 Gkj ( 1+|Du2>( kj kUj)
i i 2
=5§+uiuj— u'y, _uuj|Du| _si

L+ |Dul* 14 |Dul* 7

(ili) gi; hat beziiglich §;; die Eigenvektoren Du (falls dieser von Null verschie-
den ist) mit Eigenwert 1 + |Du|? und n — 1 dazu orthogonale Vektoren zum
Eigenwert 1.

Wi
W) Ry = (X v) = — i1
) by = ~Ka) = e

. 1 g Wiy,
V) H =gihy = ——L1  (§idy,, - W% )
) g7 \/1+|Du|2< / 1+|Du|2>

v Du _ 0 u’ _ Au _ Uiujuij
2 ) 9rt 2 ) 2 3
v 1+ |Du] z' \ \/1+ |Dul 1+ |Du| 1+ |Dul?
(vi) K det hij det D*u

~ detgi; /Tt |Dul" - (1+ |Duf?)’

2.3. Beispiele.

Beispiel 2.14.

(i) Sei w: Br(0) = R durch u(z) = —y/R? — |z|?> gegeben. Dann sind sémtliche
Hauptkriimmungen von graph« in jedem Punkt %:

1 — T 2 _ |3’7|2 — TiTj
Es gilt u; = f;w | Dul* = w2 9ij = dij + R2:|;|2’
8 T 1 Gii
J L) zJ
Ujj = = —(6;; +uju;) =
) —u (_u)g _u( ) ? J) _u7
Usj Gij 9ij _ Y5

hij = = =2
T V1+Dul? (—u)\/1+[Du?  Ju?+[zP R

(ii) Die Hauptkriimmungen des Graphen von z — %awz + %by2 im Ursprung sind
a und b.

Beispiele 2.15 (rotationssymmetrische Graphen). Sei u: R™ — R (oder auf einer
Teilmenge definiert) mit u(z) = ¢(|x|) fiir ein p € C? mit (falls dort definiert)
©'(0) = 0 fiir die Regularitét im Ursprung. Wir erhalten

u(@) = p(|z]) = ¢(r),

=
1 Tk T T

(z) = — (6, — =20 n i Lj

vl S”ac|(” o) " Telal
T; T4

gij =0ij + wiuj = 05 + (W)Q‘?]ﬁ,

Ui 1 ( ¢ ( il ) 0 Til )
hi; = = — | 6 — + .
VT I DuR I+ ()2 Nzl Y [z ER
Beziiglich einer Orthogonalbasis bestehend aus £ und n — 1 dazu orthogonalen
Vektoren werden die quadratischen Formen (g;;) und (h;;) durch Diagonalmatrizen
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mit Eintragen

[ T -fach [(n—1) fach]

9ij 14 (¢)? 1
3 1

g J 1+(L,0’)2 1

s 1 90// 1 @
i | Vet | Vier

dargestellt, wobei der nur einfach auftretende Wert jeweils zur Richtung T gehort.

Somit ist eine Hauptkriimmung W und die anderen (n—1) Hauptkriimmun-

’

1 [

gen sind jeweils TR
(i) Sphére: Ist graphu eine (Halb-)sphire, so gilt u(z) = —y/R? — |z]? und
daher ¢(r) = —vR? — r2. Wir erhalten

Y= VRQ_TQ,

’ r

VR
"o 1 n r? _ R?
CTVR—P U=y
2 2
ne r R
1+(90) 71+R2—7"27R2—7"2’
R
14+ /)2 — ,
() =T
\ o R? RQ—TQS 1
1= = - = —,
/1+(<p’)23 /R2_T23 R3 R
) N 1 o R? — 2 r 1
2= ... = Ap = — =

/1_’__(%0/)27' - R r szT'Q_E.
Die Hauptkriimmungen sind dabei wie iiblich nur bis auf Permuationen wohl-
definiert.
(ii) Parabel: Es gilt u(z) = 1alx|?, also ¢(r) = ar? fiir ein a € R. Wir erhalten
¢’ = ar und ¢” = a. Die Hauptkriimmungen sind somit (bis auf Permutatio-

nen)
)\ B (p// B a
1= (1+ (¢)2)3/2 - (14 a2r2)3/2°
1 /
)\2:”.:)\71:7&: a4

/1 + ((p/)z r V1+a2r2

Somit gehen sdmtliche Hauptkriimmungen fiir r — oo gegen Null.
So ein Verhalten ist typisch fiir ,,ganze Graphen“: Man kann zeigen, dass
die Hauptkriimmungen eines beliebigen auf ganz R™ definierten Graphen, d. h.
eines ganzen Graphen, in R"*! nicht alle gleichméBig nach unten durch eine
positive Konstante beschrénkt sein kénnen.
(iii) Kegel: Sei u(x) = alz| fiir ein ¢ € R. Dann gilt ¢(r) = ar. Wir erhalten
¢ = a sowie ¢’ = 0. Somit sind die Hauptkriimmungen fiir  # 0 durch 0

(einfach) und \/ﬁ% mit Vielfachheit (n — 1) gegeben.

(iv) Zylinder: S% * x R* hat die Hauptkriimmungen & mit Vielfachheit n — k
und 0 mit Vielfachheit k. (Ubung.)




2. HYPERFLACHEN IM EUKLIDISCHEN 9

Beispiele 2.16 (Minimalflichen). Eine Fliche oder Hyperfliche heifit Minimal-
fliche, falls H = 0 gilt. Diese Definition ist historisch gewachsen. Man kann zei-
gen, dass solch eine Fliche stets ein kritischer Punkt des Flicheninhaltes (A =

[ \/detg;; = [ \/1+|Dul? im graphischen Fall) ist, i. a. ist sie aber kein Minimum

des Fliacheninhaltes.
(i) Helikoid: Das Helikoid ist durch die Einbettung

R? 5 (r,9) s (rcosd,rsind,d) € R3

gegeben. Wir erhalten

X, = (cos¥,sin,0),

Xy =(—rsind, rcosd, 1),
(0,0,0),
(—rcos?, —rsind,0),
9 = (—sind, cos ¥, 0),
g (grr 9m9> _ (1 0 2>’

gro  Goo 0 1+r

(—sin®, cos ¥, —r)

V1472

A= hrr hr19 — 0 _\/ﬁ
hro  hgy ——= 0 '

1472

X,rr
X 99
X r9

g ist eine Diagonalmatrix. Daher ist auch ¢! diagonal. A = (h..) hat aber

auf der Diagonalen nur Nullen. Daher folgt H = Y. ¢“h;; = 0. Somit ist
i,je{r,d}
das Helikoid eine Minimalfléche.
Katenoid: Das Katenoid ist die Menge

{(%%Z) eR3: g2 442 = costh}.

Wir erinnern uns an cosh z = 1 (e* 4+ e~*). Diese Menge konnen wir mit Hilfe
der Immersion

R? 5 (2,9) N (p(z) -sind, p(z) - cos v, z)

mit ¢(z) = cosh z parametrisieren. Wir rechnen zunéchst mit einer allgemei-
nen Funktion ¢ und zeigen dann, dass wir fiir dieses spezielle ¢ eine Minimal-
fliche erhalten. Es gilt

X, = (¢ -sind, ¢ - cos, 1),
Xy =(¢-cos?, —p -sind, 0),

X .. =(¢" -sind, ¢" - cosv,0),
X g9 =(—¢-sind, —¢ - cos ¥, 0),
X 29 = (¢ - cosV, —¢' -sind,0),
_ (sind,cos ), —¢’)
B 1+ (¢)?
o2 =14 (&),
gz =0,
g9 =©°,

1"
hzz:_<Xzz7V>:_ Ld
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¥
hyy = )
1+ (¢)?
hzﬂ - Oa
_ ot 0
- (77 1)
27
H=g%h.. + 29" h.o + 9" hyy (keine Summenkonvention)

1+1( e <1+Z:’)2 +;)

Es folgt H = 0 fiir ¢(z) = cosh z, da
1
QD(’Z) i(e +e_z)7
1
o'(z) = i(e —e7),
1
P'(2) =5 (€ +e77) = 0(2),

024 (—¢"p+1+(¢)?)
—i (e ()
=446 247 e 2%
=0

gilt.

2.4. Umlaufsatz. Das Folgende bendétigt einige topologische Grundbegriffe aus
dem niichsten Kapitel, insbesondere Grundkenntnisse iiber Uberlagerungen.
Definition 2.17 (Windungszahl). Sei « : [a,b] — S' = {(z,y) € R?: 22 +y? = 1}.
Gelte a(a) = (cosdg,sindy). Es gibt genau eine stetige Funktion ¥: [a,b] — R
mit a(t) = (cosd(t),sind(t)) und J(a) = Jo. (¥ ist die Liftung von a beziiglich
der Uberlagerung p : R — S, p(t) = (cost,sint).) Ist a eine geschlossene Kurve,
d.h. gilt a(a) = a(b), so folgt aus cos¥(a) = cos?¥(b) und sin(a) = sin¥(b) dass
B(b) —¥(2) = 2rm mit m € Z gilt. m heifit Windungszahl der geschlossenen Kurve
a: [a,b] — Sh.

Fiir eine stetige geschlossene Kurve a: [a,b] — R? \ {0} ist die Windungszahl
von « als die Windungszahl von |a| ta: [a,b] — S* definiert.

Bemerkung 2.18. Die Windungszahl ist wohldefiniert, denn aus
a(t) = (cos9(t), sin I(t)) = (cosé(t), sm@(t))

folgt ¥(t) — 9(t) = 2wm(t) mit m(t) € Z. Da m stetig ist, ist m konstant. Insbeson-
dere ist also 9(a) — 9(b) = 9(a) — J(b) und damit wohldefiniert.

Die Windungszahl ist unter orientierungserhaltenden Parametertransformatio-
nen invariant.

Definition 2.19. Sei a: [a,b] — R? eine reguliire C'-geschlossene Kurve. Dann ist
die Umlaufzahl von « als Windungszahl von T := o’ definiert.

Bemerkung 2.20. Ist a eine C? geschlossene Kurve von der Klasse C2 und nach
der Bogenlénge parametrisiert, so gilt

T(s) =a'(s) = (cosV(s),sind(s)), o€ C*,
a’(s) =9'(s)(—sind(s), cos¥(s)) = k(s) - N(s),
k(s) =9 (s).
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Fiir die Umlaufzahl von « gilt

b

b
! (9(b) —9(a)) = %/ﬂ’(s) ds = % k(s)ds € Z.

o

Theorem 2.21 (Umlaufsatz). Fir eine requlire C*-geschlossene C-Jordankurve
hat die Umlaufzahl den Wert £1.

Beweis. Ohne Einschrénkung sei o nach der Bogenlénge parametrisiert. Sei a: R —
R? [-periodisch und von der Klasse C'*. Sei weiterhin ohne Einschrinkung o?(0) mi-
nimal. Somit gilt (a?)’(0) = 0 und o/(0) = (+£1,0), wir nehmen ohne Einschrinkung
auch o/(0) = (1,0) an. Setze A := {(s1,82) € R?: 0 < 51 < 8o < [} und definiere
e: A — S durch

alsa)=alsa) g s1 < s2 und (s1,82) # (0,1),

la(s2)—a(s1)]”

e(s1,82) = ¢ o/(s) falls 81 = s = s,
—a/(0) falls (s1,s2) = (0,1).
Da « eine Jordankurve ist, ist e wohldefiniert. e ist stetig, da
alss) —als) _ 2= alGs
la(sg) — a(sy)]  lel2)=als)] la/(s)]
S2—S81

fiir 51,82 — s, 82 > s1. Da o/(0) = (1, 0) gilt, existiert eine stetige Liftung ¥: A —
R mit 9(0,0) = 0, so dass ¢ der Abbildung e unter der Uberlagerung p: R — S,

2 +— (cosx,sin z) {iberlagert ist:
/ J{p

A ? Sl.
Wegen o (s) = e(s,s) = (cosV(s, s),sind(s, s)) erfiillt die Umlaufzahl k& von «
= 5 (9(1,1) = 9(0,0)) = 5 (91, 1) = 9(0,1)) + (9(0, 1) — ¥(0,0))).
Es gilt
—a/(0) = (—1,0) firt=0,

e(t,l) =< a'(0) = (1,0) fiir t =1,
a(l)—a(t) ..
e =a®] fir0<t <l
Da a?(0) = «?*(l) minimal ist, folgt e*(¢,1) < 0 fiir 0 < ¢ < [. €2(-,1) nimmt
also nur Werte auf dem unteren Halbkreis an. Dort ist p invertierbar. Damit ist
I, —9(0,1) =27 — 7w = .

Ebenso ist €2(0,t) > 0 fiir 0 <t < [ und daher gilt 9(0,1) — 9(0,0) =7 — 0 = 7.
Daher hat o die Umlaufzahl 1. O

3. TOPOLOGISCHE GRUNDBEGRIFFE

Definition 3.1 (Topologie). Sei X # () eine Menge. Eine Topologie auf X ist eine
Kollektion O von Teilmengen von X, so dass

(i) e O, X €0,
(ii) A; € O, € I, impliziert |J 4; € O,
i€l
(iii) Ay, Ay € O impliziert A; N Az € O.
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Die Mengen A € O heifien offene Mengen. B C X heifit abgeschlossen, wenn X \ B
offen ist.

Eine Topologie O; heifit feiner als eine Topologie Oy (und Oy heiit gréber als
01) falls Oy C O gilt.

Sei Y C X und O eine Topologie auf X. Dann heifit Oy = {ANY : A € O}
von O auf Y induzierte Topologie.

Eine Menge B C O heifit Basis der Topologie O, falls jedes A C O Vereinigung
von Mengen in B ist.

Eine Menge & C O heifit Subbasis einer Topologie O, wenn die Kollektion aller
endlichen Schnitte von Mengen in S eine Basis der Topologie bildet.

Beispiel 3.2. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann sind die Kugeln B.(z), z € X,
€ > 0, Basis der metrischen Topologie. Die metrische Topologie des R™ besitzt eine
abzéhlbare Basis.

Definition 3.3 (Umgebung, Stetigkeit). Sei (X, ) ein topologischer Raum. Sei
r € X,U C X mit x € U. Dann heifit U Umgebung von =, wenn es V' € O mit
x € V C U gibt. Die Menge aller Umgebungen von z bezeichnen wir mit U(z).

Seien (X,O0x) und (Y, Oy) topologische Rédume. Eine Abbildung f : X — Y
heifit in 2 € X stetig, wenn es zu jedem V € Uy (f(x)) eine Umgebung U € U(x)
mit f(U) C V gibt. f heiit stetig, wenn f in allen Punkten z € X stetig ist. f
heilt Homdomorphismus, falls f bijektiv ist und f und f~* stetig sind.

Definition 3.4 (Initiale Topologie, Produkttopologie). Sei X eine Menge und seien
(Xi,0;),1 € I, topologische Riume. Seien f; : X — X; Abbildungen. Dann existiert
eine grobste Topologie auf X, die Initialtopologie, so dass alle Abbildungen f; :
X — X, stetig werden. S := {fi_l(A,») : A; € O;,i € I} ist eine Subbasis dieser
Topologie.

Spezialfall Produkttopologie: Ist X := X; x X5 x ... und f; die Projektion
auf den Faktor ¢, so ist S := { X1 x...xX; 1 xA; x X, 11 %...: A; C X, offen, i € I}.
Ist X = X1 X ...x Xp,s0ist {41 x ... x A, : A; € O;} eine Basis.

Definition 3.5 (Finale Topologie, Quotiententopologie). Sei Y eine Menge und
seien (X;,0;), i € I, topologische Rédume. Seien f; : X; — Y Abbildungen. Dann
existiert eine feinste Topologie auf Y, die finale Topologie, so dass alle f; stetig
werden, nimlich O := {A CY : f;'(A) € O; fiir alle i € T}.

Spezialfall Quotientenraum: Sei (X, Q) ein topologischer Raum und ~ eine
Aquivalenzrelation auf X. Sei z die Aquivalenzklasse von z und X := {7 : z € X}.
Definiere die Projektion p : X — X durch z — Z. Die zugehdrige finale Topologie
heifit Quotiententopologie. U C X ist genau dann offen, wenn p~!(U) C X offen
ist.

Beispiele 3.6.
)X =R,z ~y<+2—-y € Z, X =R/Z Vermdge h: R/Z — S! mit
h(z) = > gehen wir, dass X homsomorph zu S ist.
(i) S" :={z e R"" : |z| = 1}, 2 ~ y & z = +y. P" := S"/ ~ ist der
n-dimensionale reelle projektive Raum.

Definition 3.7 (Kompaktheit). Ein topologischer Raum (X, O) heifit tiberde-
ckungskompakt, wenn jede Uberdeckung durch offene Mengen eine endliche Teil-
iiberdeckung besitzt. Ein iiberdeckungskompakter Raum heifit kompakt, falls er ein
T5-Raum (= Hausdorffraum) ist, d.h. falls je zwei Punkte z # y € X disjunkte
Umgebungen besitzen.

Ist (X, d) ein metrischer Raum, so sind Kompaktheit, Uberdeckungskompaktheit
und Folgenkompaktheit dquivalent.
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Theorem 3.8 (Tychonov). Das Produkt kompakter topologischer Riume ist kom-
pakt.

Beweis. Topologievorlesung. O

Definition 3.9 (Uberlagerung). Seien X, Y topologische Rdume. Dann heifit p :
X —Y Uberlagerung, wenn
(i) p stetig und surjektiv ist,
(ii) jedes y € Y eine offene Umgebung V besitzt, so dass p~1(V) = |J, U; mit
paarweise disjunkten offenen U; C X ist und p|ly, : U; — V fiir alle i € I
Homdoomorphismen sind.

Beispiel 3.10.
() X =R, Y =S, p(t) = e, __
(ii) p: S™ — P", p(z) = z. ,2-bldttrige Uberlagerung*.

Theorem 3.11. Seip: X — B eine Uberlagerung. Sei Z ein topologischer Raum
und f : Z — B eine stetige Abbildung. Ist Z einfach zusammenhingend (also z. B.
Z =0,1] oder Z = [0,1]?), so existiert eine stetige Liftung f : Z — X mit f = pof.

Beweis. Topologievorlesung. (|

4. MANNIGFALTIGKEITEN

Definition 4.1 (Mannigfaltigkeit).

(i) Ein topologischer Raum M heifit lokal euklidisch von der Dimension m, falls
M mit offenen Mengen iiberdeckt werden kann, von denen jede zu einer offenen
Teilmenge von R™ homoomorph ist.

(ii) Ein Paar (U, ), wobei U C M offen ist und ¢ : U — ¢(U) C R™ ein
Homgomorphismus (wie oben) ist, heifit Karte von M. Eine Kollektion .4 von

Karten heifit Atlas von M, falls M ¢ |y U gilt.
(Uyp)eA

(iii) Zwei Karten (U, ) und (V,4)) heiBen C*-vertriiglich, k > 1, wenn ¢ o ¢! :
©(UNV) = y(UNV) ein C*-Diffeomorphismus ist. Ein Atlas heifit von der
Klasse C*, falls je zwei seiner Karten C*-vertréglich sind.

(iv) Ist A ein C*-Atlas, so gibt es genau einen maximalen C*-Atlas Ag mit A C Ag;
er besteht aus allen Karten, welche mit den Karten von A auch C*-vertriiglich
sind.

(v) Eine differenzierbare (C*-)Struktur auf M ist ein maximaler C*-Atlas auf M.

(vi) Ein lokal-euklidischer Hausdorff-Raum mit einer differenzierbaren Struktur
heifit differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Bemerkung 4.2.
(i) Beispiele sind R™, S™.
(ii) Offene Teilmengen differenzierbarer Mannigfaltigkeiten sind differenzierbare
Mannigfaltigkeiten.
(iii) Teilweise fordert man zusétzlich, dass die Topologie von M eine abzihlbare
Basis besitzt.
(iv) In der algebraischen Topologie lernt man, dass offene nichtleere Teilmengen
von R™ und R™ nur dann homoéomorph zueinander sein kénnen, wenn m =
n gilt. Somit ist die Dimension eines nichtleeren lokal euklidischen Raumes
wohldefiniert.
(v) Wir schreiben hiufig M™ fiir eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit M.

Beispiel 4.3 (Untermannigfaltigkeiten des R™*™). Eine Teilmenge M C R™*™
heiit m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit von R™+", wenn es zu jedem x €
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M eine offene Umgebung U C R™*™ und einen C*-Diffeomorphismus ¢ : U —
o(U) C R™*™ mit
e(UNM) =¢U)N(R™ x{0})
gibt. Ein solches M besitzt einen C*-Atlas, nimlich
A :={(UNM,p|lunm): wobei (U, ) wie oben}.
M ist lokal euklidisch von der Dimension m. Es gilt
(Ylvanm) o (elunm) ™t =¥ o @ mmxiopnewnv) € CF.

Bemerkung 4.4. Der Einbettungssatz von Whitney (vgl. z.B. eine Vorlesung
Differentialtopologie) besagt, dass jede m-dimensionale Mannigfaltigkeit (bis auf
einen Diffeomorphismus) eine Untermannigfaltigkeit des R™¥™" ist, falls n > 1
geniigend grof} ist.

In der folgenden Definition verlangen wir nicht, dass f stetig ist. Stattdessen
fordern wir die Existenz gewisser Umgebungen.

Die Forderung, dass f(U) offen ist, ist nétig, da wir sonst die Dimension im
Zielraum erhohen konnten.

Definition 4.5 (Differenzierbare Abbildungen).
Seien M, N C*-Mannigfaltigkeiten. Eine Abbildung f : M — N heiit von der
Klasse C*, falls es zu jedem x € M Karten (U, ) von M und (V%) von N mit
€U, f(U) CV gibtund ¢po fop™teCFist.

Ist f bijektiv und f~! ebenfalls von der Klasse C*, k > 1, so heiit f Diffeomor-
phismus von der Klasse C*.

Gibt es fiir jedes © € M eine Umgebung U, so dass f(U) offen und f|y : U —
f(U) ein Diffeomorphismus ist, so heifit f ein lokaler Diffeomorphismus.

Bemerkung 4.6.
(i) Ist f von der Klasse C*, so ist f stetig: 1 o f o ™! ist stetig, also auch
f=v"to(dofop lop.
(ii) Ist f von der Klasse C*, so ist 1o f o™t € C* fiir alle Karten (U, ¢), (V1)
der betreffenden differenzierbaren Strukturen. (Falls U klein genug ist, so dass
die Komposition wohldefiniert ist.)

Beweis. Seixz € U, f(x) € V und z := ¢(x). Nach Definition existieren Karten
(Uo, vo) und (Vp, 1) mit = € Uy, f(Uy) C Vo, so dass ¢ o f o @61 € CF ist.
Wir withlen eine offene Umgebung W von z mit ¢~ }(W) C Uy N U und
Fle™ Y (W)) c VNV In W gilt dann

wofogo_l:(qpowal)o(woofogpal)o<cpooap_l) eC’“.

eCk eCk eCck

Dies beendet den Beweis, da 9o fop~! genau dann in C* ist, wenn dies lokal
um jeden Punkt herum gilt. Dies haben wir aber gerade nachgewiesen. O

(iii) Eine Karte ist eine differenzierbare Abbildung, da idop o ! dies ist.

Beispiel 4.7 (Kartesisches Produkt). Seien (M,.A), (N, B) zwei C*-Mannigfaltig-
keiten. Dann ist ein C*-Atlas auf M x N durch

{UxV,px): (U,p) € A (V,9) € B}
mit (¢ x ¥)((z,y)) = (p(x),¥(y)) € R™ x R" gegeben.
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Definition 4.8 (Zuriickziehen einer differenzierbaren Struktur). Sei M ein topolo-
gischer Raum, N eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Atlas Aund h : M — N
ein Homoéomorphismus. Definiere

WA= {(h1(U),poh): (Uy) e A}

Bemerkung 4.9. Eine zuriickgezogene Struktur h*A ist ein C*-Atlas auf M und
h:(M,h*A) — (N, A) ist ein Diffecomorphismus.

Sei M = N = R und h(z) = 23. Sei A die Standardstruktur auf R mit der
Identitét als Karte. Dann ist (R, h*A) # (R,.A), da h kein Diffeomorphismus von
(R, .A) ist.

Beweis. Fiir die Kartenwechselabbildungen gilt
(Woh)o(poh) ' =yop™eC™

Somit ist h*A ein C*-Atlas.
Wihle die Karten ¢ und ¢ o h. Dann gelten

(poho(gaoh)_l =ide C*
und analog (poh)oh lop™! =id € C* und somit ist h ein Diffeomorphismus. [

Ein Atlas legt im folgenden Sinne bereits die Topologie fest:

Lemma 4.10. Sei A = {(U, )} ein Atlas auf einer Menge X (bis auf die Stetig-
keitsforderung an @), d. h. gelte

(i) UCX, p:U — o(U) CR"™ ist bijektiv und o(U) C R™ ist offen.

(ii) X = U U und fir (U,), (V,i) € Aistpopt: oUNV)—=p(UNV)

(U,p)eA
stets ein Homdoomorphismus.

Dann gibt es genau eine Topologie auf X, so dass X lokal euklidisch mit A als Atlas
wird.

Beweis. Eindeutigkeit: Ist X lokal euklidisch mit Atlas A, so sind die Abbildun-
gen ¢: U — ¢(U) fir (U,p) € A Homdomorphismen. Sei V' C X offen. Dann
gilt
V= |J Unv= e (pUnV)).
(U,p)eA

offen im R
Zunichst ist U NV relativ offen in U. Dann ist (U NV) relativ offen in ¢(U) und
daher auch in R".
Definiere
B:={o " (W): (U,p) € A, W C ¢(U) offen}.

Mengen der Form ¢~!(W) sind offen in U und, da A ein Atlas auf X ist, auch in
X. Die Menge ist B in einer Basis von X enthalten. Weil sich aber aufgrund der
obigen Gleichung jede offene Menge in X als eine Vereinigung von Mengen in B
darstellen ldsst, ist B eine Basis. Daher ist die Topologie eindeutig bestimmt.
Existenz: Wir behaupten, dass B Basis einer Topologie ist.
(i) X = U B, da fiir eine Karte (U, ) nach Definition =1 (p(U)) = U € B ist
BeB

und da nach Voraussetzung X = |J U gilt.
Up)eA

(ii) Seien W; C @;(U;) offen, i = 1,2, und sei 2 € o7 '(W1) N @y ' (Wa). B ist eine
Basis der Topologie, wenn wir eine Menge A € B mit 2 € A C o, /(W) N
5 ' (Wy) finden ([7, Satz 2.7]). Setze z; 1= @;(x). Dann gelten 2 = g o
@fl(zl) und z; € W;. Da @9 ngfl stetig ist, gibt es eine offene Menge W C R™,
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so dass z; € W C Wy und g 0 o7 1 (W) € Wa. Es folgt o7 (W) C o5 (Wa).
Daher ist
v €pr (W) Cor (W) Ny (Wa)
——
€B
und somit ist B die Basis einer Topologie.
O

Definition 4.11 (Untermannigfaltigkeit). Sei N eine n-dimensionale differenzier-

bare C*-Mannigfaltigkeit. Eine Teilmenge M C N heiBt C*-Untermannigfaltigkeit

von N, wenn es zu jedem z € M eine Karte (U, ¢) von N mit z € U und
p(UNM) = ¢oU)N[R" x{0}),

m < n, gibt. Die Kollektion aller (U N M, ¢|ynas) ist dann ein C*-Atlas von M.

5. TANGENTIALBUNDEL
Wir haben die folgende anschauliche Definition.

Definition 5.1. Sei M C R" eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit. Dann
wird der Tangentialraum von M in z von allen Vektoren o'(0) aufgespannt, wobei
a:(—e,e) = M CR” eine differenzierbare Kurve mit «(0) = z ist.

Bemerkung 5.2. Diesen Vektorraum kénnen wir auch als

ToM = (dp(x))~" (R™ x {0})
schreiben, wobei ¢ eine Karte des R™ ist, die zeigt, dass M™ eine Untermannigfal-
tigkeit ist.

Wir wollen diese Definition auf abstrakte (= nicht immersierte) Mannigfaltig-
keiten M verallgemeinern: Sei © € M. Betrachte alle differenzierbaren Kurven
a: (—e,e) - M mit a(0) = z. Zwei solche Kurven a und § heiflen dquivalent,
wenn es eine Karte (U, ¢) um x mit

(¢ o) (0) = (o B)(0)
gibt. Gilt diese Relation fiir eine Karte (U, ¢), so auch fiir jede andere Karte (V)
um x:

(oa)(0) = ((bop ) opoa) (0)=d(¥or™") (p(a(0))((voa)(0)
=d (o) (p(a(0){( o B) (0)) = (¥ o B)(0).

Hieraus folgt auch die Transitividt dieser Relation.

Definition 5.3. Ein Tangentialvektor im Punkt x ist eine Aquivalenzklasse [a] von
differenzierbaren Kurven « : (—e,e) — M mit a(0) = z.
Die Menge dieser Aquivalenzklassen heifit Tangentialraum im Punkt z: T, M.

Lemma 5.4. Ist (U,¢) eine Karte, so ist fir alle x € U durch ¢, 5([a]) :== (¢ o
a)'(0) eine bijektive Abbildung ¢, : T,M — R™, m = dim M, definiert.
Fir zwei Karten (U, ), (V,¢) undx e UNV gilt

Yoo i, =d(Wop™") (p(z)) € GL(R™).
Beweis. ¢, 5([a]) ist wohldefiniert, denn a ~ J ist dquivalent zu (¢ o a)'(0) =
(p o B)(0). @« ist injektiv, denn @, ;([a]) = @. .([5]) bedeutet a ~ 3.
¢ o ist surjektiv: Sei v € R™. Definiere a(t) := ¢! (p(x) + tv). Dann ist
d

= Lo +w)|  =w.

t=0

Pux([a]) = (po @)'(0)
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Wir haben bereits gesehen, dass
(o a)(0) =d(pow™) (p(a(0))){(poa)(0)
gilt. Nach Definition folgt also
Vaz([a]) =d (¥ 0 97) (p((0))) (s ([a]))
wie behauptet. Il

Korollar 5.5. T, M besitzt genau eine Vektorraumstruktur, so dass alle @, 5 Vek-
torraumisomorphismen werden: Setze fir v, w € T, M und A\ € R

v+ Aw = 90*_,;(90*@(“) + Aﬁp*,w(w))-
Nach Lemma 5.4 ist diese Definition unabhingig von der Wahl der Karte. Bringe
Y.z ouf die andere Seite und benutze die Linearitdt der Komposition ¢, 5 o z/J*_glc

P (VFp Aw) = 0u 2 (V) + Aps o (w)
= Qa0 Y5 0 Puw (V) + Apuw 0 Py g 0 s (w)
= 0e2 0 Vg (V0 (V) + Mz ()
= s (U +y Aw).
Definition 5.6. Die (disjunkte) Vereinigung
T™ = | J {p} x T,M

peEM
heiflt Tangentialbiindel von M. Fiir eine offene Teilmenge U C M setze TU :=
U {p} x T, M.
peU

Ist (U, ¢) eine Karte von M, so heifit die Abbildung
0u: TU = o(U) x R™,
(@,v) = (9(2)), Px.2(v))
die von (U, ¢) induzierte Karte von T'M.

Lemma 5.7. Ist M von der Klasse C*, so bilden die von einem Atlas induzierten
Karten einen C*~1-Atlas der Menge TM im Sinne von Lemma 4.10.

Beweis.

(i) . ist bijektiv: Aus @, ((z,v)) = . ((y,w)) folgt p(x) = ¢(y) und ¢, 4(v) =
¢4,y (w) und somit = y und, nach Lemma 5.4, v = w. Die Surjektivitét folgt
ebenfalls nach Lemma 5.4.

(i) A uuM= |y UfolgtTM= U TU.

(Up)eA (U,p)EA
(iii) Zur Vertréiglichkeit: Seien (U, ¢) und (V, 1) Karten von M mit z € o(UNV)
und z = p(z), v € R™. Dann gilt nach Lemma 5.4

w* o ‘P;l((zvv)) :¢* ((:L‘, @;i(v))) = (1/)(17)71#*,1 (@;i(v)))
= (¥ (¢7(2),d(¥or™) (2)v).
¥, 0 ;! ist, als Funktion von (z,v), (k — 1)-mal stetig differenzierbar.
(iv) TM ist mit diesem Atlas und der damit induzierten Topologie Hausdorffsch:

Punkte (z,v) und (y, w) lassen sich fiir « # y trennen, da M Hausdorffsch ist
und fiir w # v, da dies fiir R™ der Fall ist. O

Korollar 5.8. Sei M eine C*-Mannigfaltigkeit, k > 1. Nach Lemma 4.10 besitzt

TM genau eine Topologie, die TM zu einer (differenzierbaren) C*~1-Mannigfal-

tigkeit mit einem Atlas, der aus den von M induzierten Karten besteht, macht.
Die natiirliche Projektion p: TM — M, (z,v) — x ist von der Klasse Cck-1.
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Bewets. Es gilt
TU z U

"’*l " J{‘”

R™ x R™ > QD(U) x R™ L <p(U)

Wegen p1(@«(7,v)) = p1(((2), px.2(v))) = @(z) und @(p(z,v)) = ¢(z) kommu-
tiert das Diagramm. Aus p; = popo ;' € C™ erhalten wir p € CF~1. O

Bemerkung 5.9.
(i) Sei U C R™ offen. Wir identifizieren TU mit U x R™ vermoge

(o] > (2(0),/(0)).

(ii) Sei M eine Untermannigfaltigkeit von N. Fiir jedes x € M ist T,M C T, N.
Also gilt TM C TN. TM ist sogar eine Untermannigfaltigkeit von T'N.
(Ubung.)

Spezialfall N = R™: T, M ist ein Unterraum von R™, TM C TR™ = R" x
R™.

Definition 5.10 (Induzierte Abbildung der Tangentialbiindel). Seien M, N dif-
ferenzierbare Mannigfaltigkeiten (C*) und f: M — N eine Abbildung der Klasse
C*. Dann definieren wir fiir x € M die Abbildung

Jop : TeM —>Tf(a;)Na
fra(e]) =[foal,
wobei « : (—e,e) = M differenzierbar ist und «(0) = z gilt. Definiere
fe:TM —TN,
fe((@,0)) = (f(2), fea(0)).
Bemerkung 5.11. Wohldefiniertheit von f,:
Seien (U, ) und (V, ) Karten um = bzw. f(x). Seien «,3: (—€,e) — M mit
a(0) = 8(0) = x gegeben. Ist a ~ 3, so folgt (p o )'(0) = (v o 3)'(0). Es gilt
(Wofoa)(0)=(Wofor™)opoa)(0)=d(¥ofop™)(p@)(poa)(0)
=d (o fop™t) (p@){(peB)(0) = (o fop)(0).
Somit ist foa ~ fof.
Koordinatendarstellung von f,: Seien (U, ) und (V,v) Karten um x bzw.

f(z). In Karten hat f, , die Form d (¢ o f o ™) (¢(x)), wenn wir die Kommuta-
tivitdt des folgenden Diagrammes nachrechnen kénnen:

fe,w

(5.1) .M : Ty N
%,mi /1! J{w*,f(m
R™ R™

d(yofor™)(e(2))
Fiir v = [a] € T, M gilt
Vs (@) © frw(V) = e s ([foa]) = (o foa)(0) = (Yo fop™ opoa)(0)
=d (o fop™) (p(@)((¢oa)(0).
=@z (v)

Beachte: In Koordinaten ist f, somit gerade die Ableitung der Abbildung in Ko-
ordinaten.
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Bemerkung 5.12.
(i) feo: ToM — TN ist linear. (Benutze (5.1).)
(ii) Gelte ohne Einschrankung f(U) C V (in der iiblichen Notation).

TU I TV

@*i 1/ lw*

PO X R e (V) X R

Insbesondere ist f, von der Klasse C*~1, falls f von der Klasse C* ist.

(iii) Es gilt die folgende funktorielle Eigenschaft von ,,“: Sind f: L — M und
g: M — N differenzierbare Abbildungen von differenzierbaren Mannigfaltig-
keiten, so gilt (g o f)« = g« 0 fu.

Beweis. Sei [a] € T, L.

(9o fla(la]) =[go foa] =gu ) ([f o)) = gu pa)(fra([a])).
0

Definition 5.13 (Immersion, Submersion, Einbettung). Seien M, N differenzier-
bare Mannigfaltigkeiten. Sei f: M — N eine differenzierbare Abbildung.

(i) f heiBt immersiv bzw. submersiv im Punkt x € M, falls f. , : T, M — Ty N

injektiv bzw. surjektiv ist. f hat in 2 € M den Rang k, falls dies fiir f, , gilt.

(ii) f heifit Immersion bzw. Submersion bzw. eine Abbildung von konstantem
Rang k, wenn f in allen Punkten immersiv bzw. submersiv ist bzw. den Rang
k hat.

(iii) Eine stetige Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Riumen heifit Ein-
bettung, wenn f : X — f(X) Hom6éomorphismus ist, wobei f(X) die Unter-
raumtopologie tragt.

(iv) Eine differenzierbare Abbildung f zwischen differenzierbaren Mannigfaltig-
keiten heifit differenzierbare Einbettung, wenn f Immersion und Einbettung
ist.

(v) Sei f: M — N eine Immersion. f(M) heifft immersierte Mannigfaltigkeit.
Ist f zusitzlich injektiv, dann heift M = f (M) mit der Topologie und
differenzierbaren Struktur, die f : M — M zu einem Diffeomorphismus macht,
eine immersierte Untermannigfaltigkeit von N. (Die induzierten Strukturen
erhélt man wie folgt: U C M ist offen, falls ffl(ff) in M offen ist. Ist (U, p)
eine Karte fiir M, so ist (f(U),po f~1) eine Karte fiir M)

Bemerkung 5.14. Achtung, eine injektive Immersion ist i. a. keine differenzierbare
Einbettung: Sei M = (—1,27), N = R? und

1,z fir —1<x<0,
fy=qthe
(cosz,sinz) fir 0 <z < 2.

Bemerkung 5.15. Ist f : X — Y stetig und injektiv, X kompakt und Y Haus-
dorffsch, so ist f eine Einbettung.

Beweis. Siehe Topologievorlesung [7, Satz 9.12]. O
Das Rangtheorem aus der Analysis [1, Theorem 10.3.1] liefert

Theorem 5.16. Sei f : M™ — N" eine Abbildung die in jedem Punkt den Rang |
hat. Dann gibt es fiir jeden Punkt p € M Karten (U, @) und (V,4) von M bzw. N
mitp e U, f(p) €V und f(U) CV, so dass

pofopt (ml,...,a:m) :(xl,...7xl,0,...,0).
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Ohne Einschrinkung kénnen wir auch ¢(U) = B*(0) und (V) = B7(0) an-
nehmen.

Theorem 5.17. Sei f: M™ — N™ von der Klasse Ck k>1.

(i) Ist f eine differenzierbare Einbettung, so ist f(M) eine Untermannigfaltigkeit
von N der Klasse C* und der Dimension m = dim M.
(ii) Istyo € N und hat f konstanten Rangl, so ist f~*(yo) = f~1({yo}) entweder
leer oder eine Untermannigfaltigkeit der Dimension m — .
(iii) Ist yo € N und f fiir alle x € f~(yo) submersiv, so ist f~1(yo) entweder leer
oder eine Untermannigfaltigkeit der Dimension m —n = dim M — dim N.

Beweis.
(i) Sei g € M, yo := f(xo). Seien (U, ) bzw. (V,9) Karten um zo bzw. yo.
Setze zg := (). fe,z, ist injektiv. Also folgt, dass L :=d (¢ o fop™t) (2)
injektiv ist, insbesondere m < n.

Ergéinze eine Basis von L (R™) durch vp,41,...,v, 2zu einer Basis des R™.
Definiere
n
F(z):=vofop ! (zl,...,zm) + Z v, zeR™
l=m+1

Dann ist dF'(zg,0) bijektiv und es existiert € > 0, so dass F' : B.(20,0) —
F(Bc:(z0,0)) ein Diffeomorphismus ist. Es gilt

(5.2) F|]R'm><{0} = 'lp [¢] f [¢] SD_l.

Setze V. = ¢ Y(F(B:((20,0)))). Dann ist (Vz, F~! 01)) eine Karte um yp.
Da f~! stetig ist, existiert eine offene Umgebung Vj von yo mit Vy C V. und
F~1(Vo) C o1 (Be(20,0) NR™), wobei wir R™ und R™ x {0} identifizieren.

0 (Bu(20,0) NR™) cU — 1~V 5 V.o 14
wi lw

Be(20,0) NR™ C p(U) (V) D F(B:(20,0))

Es folgt
FOM)NVy=Von (fop " (B(20,0) NR™))
=Von (v~ ' o F(B.(20,0) NR™)) nach (5.2).

(i) Sei zg € f~(vo), (U, ) und (V,1)) seien Karten um zg bzw. yo. Gelte ohne
Einschrinkung f(U) C V. Fiir z € (wOfOLp_l)_l (¥(y0)) = ¢ o [ (yo)
hat d (w ofo <p_1) konstanten Rang [. Somit ist (ggf. nach Verkleinern von
U und V) die Menge ¢ (f~'(yo)) N¢(U) nach dem Rangtheorem eine Unter-
mannigfaltigkeit von R™. Da ! Diffeomorphismus ist, ist f~!(yo) N U eine
Untermannigfaltigkeit von M.

(iii) Lokal hat f nahe f~!(yo) konstanten Rang n. Die Behauptung folgt. d

Lokal sind Immersionen stets Einbettungen:

Theorem 5.18. Sei f : M™ — N™ eine Immersion. Dann gibt es zu jedem p € M
eine offene Umgebung U C M mit p € U, so dass f|u eine Einbettung ist.

Beweis. Wihle Karten (U, ) und (V,4) von M bzw. N mit p € U und ¢(p) =0 €
R™ so dass f :=1o foe~t: BM(0) — B?(0) die Form

f(xl,...,xm) = (wl,...,xm,O,...,O)
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hat. Dann ist f : BJ*(0) — B}(0) eine Einbettung. ¢: U — BJ*(0) und ¢: V —
B}(0) sind Diffeomorphismen. Daher ist f : U — V eine Einbettung, wenn f(U)
die Unterraumtopologie beziiglich der Menge V' triagt. Da aber V' C N offen ist, ist
das dieselbe Topologie wie die Unterraumtopologie beziiglich der Menge N. Also
ist f|y eine Einbettung. O

Theorem 5.19. Sei M eine kompakte (differenzierbare) Mannigfaltigkeit der Klas-
se C%, 0 < k < oo. Dann existiert n € N und eine (differenzierbare) Einbettung
f: M — R" der Klasse C*.

Beweis. Sei m = dim M. Zu jedem Punkt x € M gibt es eine Karte (V,¢) mit
o(x) = 0 und B3(0) C ¢(V). Da M kompakt ist, gibt es (Vi,¢1), ..., (Vi,¢;) mit
1

M= 90;1(31(0)). Sei A e C*° (R™) mit 0 < A <1, AN(z) =1 fir z € B1(0) und
j=1

Az) =0 fir € R™ \ By(0). Definiere A\;: M — R und f;: M — R™ durch

Aowi(x), x €V,
)\j(l'):: {0 J() J

sonst,

sonst.

fi(z) = {gj(x)@j(m), zeV;,

Es gilt )\, f; € C*. Definiere f: M — R™+DL f € C* durch

f(x) = (fi(z), Alz), -, fi@), ().

f ist injektiv: Seien z, y € M mit f(z) = f(y). Da die Mengen cpj_l(Bl (0)) die
Mannigfaltigkeit M iiberdecken, gibt es ein jo mit A, (z) = 1. Wegen A, (y) =1
folgt z, y € Vi, Wegen (pjo(‘r) = Pjo (‘T))‘jo (SL') = fjo (.’L‘) = fjo (y) = Pjo (y) folgt = =
y. Nach Bemerkung 5.15 ist f eine topologische Einbettung, denn M ist kompakt
und R* ist Hausdorffsch.

Sei k > 1. Dann ist f auch eine Immersion, denn fiir x € cpj_ol(Bl(O)) ist (fj)e,e =
(@jo ), injektiv, also auch f, 5. Im Fall k = 0 liefert Bemerkung 5.15, dass f eine
Einbettung ist. U

6. VEKTORBUNDEL
Vektorbiindel verallgemeinern das Tangentialbiindel.
Definition 6.1 (Vektorbiindel). Seien X, B topologische Rdume, p : X — B stetig
und E ein normierter Vektorraum. Eine E-Biindelkarte ist ein Paar (U, @), wobei
(i) U C B offen ist und ®: p~}(U) — U x E ein Homdomorphismus ist.
(ii) Das Diagramm

L U)—2>~UxE

ist kommutativ. Fiir y € p~!(z) (genauer: p~1({x})) erhalten wir

O(y) = (1 ®(y), p22(y)) = (2, P2 (y))-
p~1(x) heift Faser von z; es ist ®(p~(z)) = {z} x E. (Aquivalent zur obi-
gen Definition erhalten wir ®, := py 0 ®[,-1(,).) P : p~'(z) — E ist ein
Homoomorphismus.

Definition 6.2. Ein E-Biindelatlas A fiir p : X — B ist eine Kollektion von
FE-Biindelkarten, so dass
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) Bc U U,
(U,®)

(ii) Fir (U, @), (V,¥) e Amit UNV # 0 gilt

(a) ¥, 0® ! E — F ist ein Isomorphismus normierter Vektorrdume,
(b) x +— U, o &1 ist stetig von U NV nach L(E) mit der Operatornorm
IT|| := sup [Tz
llzll=1
Definition 6.3.

(i) Ein Vektorbiindel p: X — B ist eine Abbildung p wie oben mit einem zu-
gehorigen Biindelatlas A. Wir nennen auch X Vektorbiindel. Wir sprechen
auch von Biindeln statt von Vektorbiindeln. (Es gibt z. B. auch S'-Biindel.
Hier sind aber sdmtliche Biindel stets Vektorbiindel.)

(ii) Ein Vektorbiindel heifit E-Biindel, falls E' ein normierter Vektorraum ist und
die Bilder der Biindelkarten die Form U x E haben. Ein Linienbiindel ist (bei
reellen Mannigfaltigkeiten wie hier) ein R-Biindel.

Bemerkung 6.4.

(i) Sei (z,v) € U x E. Wegen ¥ o @ '(z,v) = (z,¥, 0P (v)) und da ¥, ®
Homé&omorphismen sind, ist x +— ¥, o & automatisch stetig, falls F end-
lichdimensional ist.

(i) Wie beim Tangentialbiindel erhalten die Fasern p~!(z) eine eindeutige Vek-
torraumstruktur, so dass alle ®,: p~!(z) — E Vektorraumisomorphismen
werden: Fiir v, w € p~!(z) und X € R setzt man

VA w = 07D, (v) + AP, (w)).

(iii) Das triviale Biindel iiber B ist durch X = B x E, ®(z,v) = (z,v) gegeben.

(iv) Das Tangentialbiindel ist ein Vektorbiindel: Sei M eine differenzierbare Man-
nigfaltigkeit mit Tangentialbiindel TM. Definiere p : TM — B = M durch
T.M>vw p)=x¢€ M.Ist (U, ) eine Karte von M, so definieren wir

O:TyM =p ' (U) U x E=U xR™,
ToM 5 v— @) = (z, 04 5(v)).

U, 00 =4, ,0 4,0;:16 ist ein Isomorphismus des R™, m = dim M.

Definition 6.5 (Vektorbiindel der Klasse C*). Ist p : X — B ein Vektorbiindel und
B eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Klasse C*, so heifit ein Vektorbiindel-
altlas A = {(U, ®)} von der Klasse C*, falls fiir je zwei Karten (U, ®), (V,¥) € A
die Kartenwechselabbildung

Vod 1 (UNV)XxE—= (UNV)xE
von der Klasse C* ist.

Bemerkung 6.6. Betrachte E-Vektorbiindel mit dim F < oo.
(i) Besitze U NV eine differenzierbare Struktur. Wegen

Vo d !(z,v) = (z,¥, 0D, (v))

und da ¥, 0 ® ! ein Vektorraumisomorphismus von E ist, sind Wo®~! € Cc*
und (z — W, 0 @ 1) € C* Hquivalent.

(i) Jedes Vektorbiindel der Klasse C* iiber einer C*-Mannigfaltigkeit ist auf
natiirliche Weise eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Klasse C* der Di-
mension dim B 4+ dim E: Sei A = {(U,®)} ein Vektorbiindelatlas und sei
B = {(V,¢)} ein Atlas von B. Nehme ohne Einschrinkung an, dass fiir je-
des (U,®) € A ein (U,¢) € B existiert; sonst ersetze U durch U NV. Als
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Diagramm erhalten wir

@ (p,id)

X o>p Y(U) UxFE o(U)x E
U/ ‘ o(U).

Die Vertraglichkeit der Karten ergibt sich aus
(16,id) 0 W0 1 0 (p,id) " (2,0) = (0 9~ (2), W, 0 @51 (v)).
Dann ist A := {(p~'(U), (¢,id) o ®)} ein C*-Atlas von X.

Definition 6.7 (Schnitte, Vektorfelder). Sei p: X — B ein Vektorbiindel. Ein
Schnitt ist eine stetige Abbildung s : B — X mit pos =id, d.h. s(z) € p~!(x) fiir
alle x € B. Die Schnitte des Tangentialbiindels einer differenzierbaren Mannigfal-
tigkeit heiflen Vektorfelder.

so(x) := 0, € p~!(z) heiBt Nullschnitt.

Bemerkung 6.8. Sei dim F < co. s ist eine (differenzierbare) Einbettung, d.h.
man kann B mit so(B) identifizieren.

so(U) —2>Ux {0} CU X E

S

U.

dosg ist die Abbildung U 3 x +— (z,0) € U X E, eine Einbettung. Somit ist sg : B —
s0(B) ein lokaler Hom6omorphismus bzw. Diffeomorphismus. s ist eineindeutig, da
po sy =id ist und p\SO(B) ist eine stetige Inverse. Die Behauptung folgt.

Definition 6.9 (Abbildungen von Vektorbiindeln). Seien p;: X; — B;, i = 0, 1,
E;-Vektorbiindel mit dim E; < oo. Eine stetige Abbildung F' : Xy — X7 heifit
eine Vektorbiindelmorphismus, wenn F' jede Faser von X linear in eine Faser von
X, abbildet, d.h. wenn fiir jedes xg € By ein x1 € Bj existiert, so dass Fy, =
F|p31($0) — py () linear ist.

Bemerkung 6.10.
(i) Ist sp der Nullschnitt von Xy, so ist f := p; o F o s¢ stetig. Wir erhalten das
folgende kommutative Diagramm

X0$X1

I)oi /// il)l

BOT)BI.

(ii) Ist By = Bi, f = id und F, ein Isomorphismus fiir jedes z, so heifit F
Vektorbiindelisomorphismus.

(iii) Das Vektorbiindel p: X — B heifit trivial, wenn es zum Vektorbiindel B x E
isomorph ist.

(iv) Ein Vektorbiindel mit dim £ = n ist genau dann trivial, wenn es n linear
unabhéngige Schnitte sq, ..., s, besitzt, d. h. s1(z),. .., s,(z) sind fur jedes «
linear unabhéngig.

Beweis. ,,<=": Seien s1,...,s, die linear unabhingigen Schnitte. Definiere
n .
F: BxR" — X durch F(y, (z!,...,2")) = Y 29s,(y).
j=1



24 6. VEKTORBUNDEL

,==": Sei umgekehrt F' : B x R™ — X ein Vektorbiindelisomorphismus und
sei eq, ..., ey, eine Basis des R™. Setze s;(z) := F(x,¢;). d

(v) Die Existenz einer Vektorbiindelkarte ® : p~1(U) — U x E impliziert, dass
p~1(U) trivial ist.
(vi) T'S™ ist fiir gerades n > 0 nichttrivial, da nach dem Satz vom Igel jedes stetige
Tangentialfeld auf S™ eine Nullstelle besitzen muss.
TS™ ist fiir n = 0, 1, 3, 7 trivial. Fiir alle anderen n ist T'S™ nichttrivial
(nichttriviale algebraische Topologie, J. F. Adams).

Definition 6.11 (Tensoren). Sei F ein normierter Vektorraum, dim F < oo, und
E’ der Dualraum von FE, hiufig auch mit E* bezeichnet. Ein Tensor T der Stufe
(r,s) € Ng x Ny (manchmal wird (r,s) = (0,0) ausgeschlossen), auf E ist eine
Multilinearform auf (E’)" x E*. Die Menge aller Tensoren einer Stufe (r, s) bilden
einen endlich-dimensionalen Vektorraum E(%).

Ein E("%)-Tensor heifit r-fach kontravariant und s-fach kovariant. Ein E("0)-
Tensor heiBt kontravariant, ein E(©:5)-Tensor heifit kovariant.

Wichtig wird spéter bei Tensoren insbesondere der Nachweis, dass die Auswer-
tung nur von den Eintrégen in einem Punkt und insbesondere nicht von den Ablei-
tungen der Eintrage abhangt.

Gelte ab jetzt stets dim F < oc.

Bemerkung 6.12.
(i) Es gilt B’ = BOY.

(i) Ist E normiert, so definiert ||2’|] := sup |2'(x)| eine Norm auf E’.
llzll<1

(iii) Auf E(™*) definiert
|T| == sup |T{(z,....z0;21,...,24)]
[EAES!
B RS
eine Norm und damit auch eine Topologie auf E(%).
(iv) E ist kanonisch isomorph zu E” = E19) vermoge x(z') := /() fiir z € E,
2’ € E'. Daher ist E(") kanonisch isomorph zu L"(E, E), dem Raum der
r-linearen Abbildungen E" — E: Seien z; € E. Dann ist ndmlich e € E durch

T{p;1,...,2.) =e(p) fiiralle p € E’
definiert.

Definition 6.13 (Transformation von Tensoren). Sei ¢: E — F ein linearer Vek-
torraumisomorphismus zwischen normierten endlichdimensionalen Vektorrdumen.
Definiere ¢’ : F' — E’ durch ¢/(y') := ' o ¢. Definiere @y : E) — F9) figr
T € E™*) durch

@#(T)<f{, te ’f'ri’ f17 e 7fs> = T<<pl(f{)7 M 7(10l(f7/“);g071(f1)a e 78071(f3)> :
04 (T) heiBt “push-forward” von T

Bemerkung 6.14.
(i) Diesist (im sich aus der folgenden Rechnung erklidrenden Sinne) konsistent mit
der Identifikation £ = E10) = E": Fiir z € E ist pg(z)(f") = z(¢'(f')) =
w(f o p) = (f o p)(x) = ['{p(x)) = (x)(f).
(i) py: B — F(3) st linear.
(iii) Sind ¢: £ — F und ¢: F — G Vektorraumisomorphismen, so gilt (¢ op)y =
U opy, da (o)t =¢ opTh, (Yoy) = ¢ oy und aufgrund einer
kleinen einfachen Rechnung.
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(iv) Differenzierbarkeit von ¢ +— @4: Sei T € E%) oy,... ¢, € L(F',E'),
U1,...,%s € L(F, E). Dann ist die Abbildung

(T7 P15 -NPrﬂPl’ cee 7’(/}8) — T(SOI()? e a‘pr()vqpl()’ cee ﬂbs()) € F(T,S)

multilinear von E(™*) x L(F', E')" x L(F, E)* nach F("*) und daher von der
Klasse C*°.
o = ot € C®(so(E, F),Iso(F,E)). ¢ — ¢ ist linear und daher in
—_— ——

CL(E,F) CL(F,E)
C>*(L(E,F),L(F',E')). Aufgrund der Kettenregel ist (T, p) — @xT von der
Klasse C (E™*) x Iso(E, F), F("*)).
Somit ist ¢ — @4 von der Klasse C*> (Iso(E,F),Iso (E(’“’*"'), F(’“’*“))).
Wegen (¢ o v¢)u = px oty und idy = id ist @y stets ein Isomorphismus

und es gilt (py) ! = (‘9_1 #°

Definition 6.15 (Tensorbiindel tiber einem Vektorbiindel). Sei p : X — B ein
Vektorbiindel mit allgemeiner Faser E, dim F' < oo, und Vektorbiindelkarten (U, ®),
®:p Y (U) - U x E. Sei (r,s5) € Ng x Ng. (Erinnerung: Fiir x € B ist p~!(z) ein
Vektorraum.) Auf

x(rs) . U (p—l(x))(r,:?)
zEB
definieren wir eine Vektorbiindelstruktur durch die Projektion

p(m®) . x(s) 5 B
p(rs) ((p—l(x))(r,s)> —
und den Vektorbiindelatlas
Dy (p(“))*l (U) = U x BT,
Dy (2, T) = O4(T) = (z, Doy (T)).

(Erinnerung: Fiir v € p~1(z) ist ®(v) = (z, ®,(v)), wobei &, : p~1(z) — E ein
Isomorphismus ist.)

Bemerkung 6.16.
i) Vertriglichkeit der Karten: Sei (z,7T) € U x E(™%) . Es gilt
(i) g g

Wap o (D)7 (0,7) = (0, Va0 () (D)) = (10, W 0 (851) , (1))
_ (x (V0,0 (T)) .
Nach Definition eines Vektorbiindels ist x + W, o ®.! stetig (bzw. € C*) von
U NV nach Iso(E). Nach Bemerkung 6.14 (iv) ist
(¢ pu) € C*(Iso(E),Iso (E(T*S))).
Somit ist z — (¥, o@;l)# stetig (bzw. C*) von U NV nach Iso (E¥).

Nach Lemma 4.10 existiert daher genau eine Topologie auf X (%) zu dem
festgelegten Atlas, so dass alle @ Hom6omorphismen werden. Somit ist

pmo) . x(s) 4 B

ein Vektorbiindel von der Klasse C*, falls p: X — B von der Klasse C* ist.

(ii) Spezialfall Tangentialbiindel: Das Tangentialbiindel ist p : TM — M. Die
Schnitte von p(™*): (TM)("*) — M heifien Tensorfelder (oder kurz: Tensoren)
auf M.
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Insbesondere heift das Biindel p(®: (TM)(©1) — M Kotangentialbiindel
auf M. Es wird mit T*M bezeichnet. Die zugehorigen Schnitte heiflen 1-
Formen und werden héufig mit w bezeichnet.

Weiterhin ist p(1:0: (TM)19 — M (bis auf Isomorphie) das Tangenti-
albiindel.

7. VEKTORFELDER

Definition 7.1 (Derivation). Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann
ist C'(M) = C'(M,R) ein Vektorraum und ein kommutativer Ring mit (f-g)(z) :=
f(z)-g(z). Seip € M, v € T,M und f € C'(M). Definiere vf := f, ,(v). Entspre-
chend setzen wir fiir ein Vektorfeld X auf M

(XS)(p) = vf,

falls X (p) = (p,v) (was wir auch als , X (p) = v* schreiben werden).
Die Operation v: C*(M) — R erfiillt

() o(f +9) = () + ().
(ii) v(fg) = (vf)g(p) + f(p)vg,
(iil) v(Af) = M(f) fir alle A € R.
Eine Abbildung § : C'(M) — R mit diesen Eigenschaften heifit Derivation in p.
Bemerkung 7.2.
(i) Ist § eine Derivation in p, so ist  f = 0 fiir alle f mit f = 0 in einer Umgebung
von p.
Beweis. Gelte f = 0 in U. Wihle g € CY(M) mit g(p) = 2 und g = 1 in
M\U. Dann gilt f = fgund in p folgt f = §(fg) = df2+0,also 6f =0. O
(ii) Jede Derivation in p it sich auf von C*(M) auf C*(U), U eine beliebige Um-
gebung von p, einschrinken: Wihle (z. B. mit Hilfe einer Karte) Umgebungen
V,Wvon pmit Ve W CW CU und h € C'(M) mit h = 1 auf V und
h =0 auf M \ W. Definiere fiir f € C1(U)
hf inU,
0  sonst.

5(f)=05(f) mit f:{

Aufgrund des ersten Teiles der Bemerkung ist dies wohldefiniert.

Lemma 7.3. Ist f € C*(B1(0)), so gibt es Funktionen f; € C*~1(B1(0)) mit

(0) + Zﬂfifi(x)
1 1 n
Beweis. Es gilt f(z) = [Lfte)dt= [ 21 ggfl tr)xt dt. Setze also f;(x) =
0 0 1=
1
IL (tx) dt. 0

0
Korollar 7.4. Ist (U, ¢) eine Karte von M mitp € U, ¢(p) = 0 und ¢(U) = B1(0),

so gibt es zu f € C*(U) Funktionen f; € C*=Y(U) mit f — f(p) = i o fi.
i=1

1

Beweis. Wir wenden Lemma 7.3 auf f o ¢~ an und erhalten

fwl—fw1 mez
=p

Wende nun ,,00“ an und setze f; == f; o ¢. O
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Derivationen und Vektorfelder entsprechen einander:

Theorem 7.5. Zu jeder Derivation 6 in p € M gibt es genau ein v € T,M mit
Sf =vf fiir alle f € C?(M).

Beweis. Zunichst einmal verschwindet §(c) fiir jede Konstante ¢ € R, da (1) =
5(1-1) =6(1)-1+1-6(1) = 26(1) auch 6(1) = 0 impliziert. Daher folgt nach
Korollar 7.4

m

3() =00 @)+ 3 (5(#) £ilr) + ¢ (p) ().

i=1

=0 =0

Da ¢, p: T,M — R™ ein Isomorphismus ist, gibt es genau ein v € T,M mit
Vi p(v) = (5 (gpl) ) (gpm)). Dies ist nach Definition #dquivalent zu v¢® = d¢°
fir ¢ = 1,...,m. Wir erhalten

vf=v 'fi :m Uifz‘()+m vfi) =4f. U
(Ser)-Sem+Leo

¢'(n)(
im1 I
:5(’01’ =0

Definition 7.6. Ein C*-Vektorfeld V, 0 < k < oo, auf einer Mannigfaltigkeit der
Klasse C**1 ist eine Abbildung M — TM der Klasse C* mit V(p) € T,M C TM.

Definition 7.7 (Lie-Produkt von Vektorfeldern). Seien X, Y Vektorfelder der
Klasse C* auf M. Sei f € C?(M). Definiere

o(f) =X (Y [) =Y (X[).

Wir werden gleich nachrechnen, dass ¢ in jedem Punkt p € M eine Derivation (fiir
C?-Funktionen) definiert. Nach Theorem 7.5 existiert genau ein Vektorfeld Z mit
of = Zf fiir alle f € C?(M). Wir definieren das Lieprodukt von X und Y durch
[X,Y]:=Z.

Bemerkung 7.8.

(i) o ist eine Derivation: Die Linearitét ist klar.
Produktregel:

o(fg) =X(fYg+gYf)-Y(fXg+gX[f)
=XfYg+ fXYqg+XgYf+gXYf—YfXg— fYXg—YgXf—gYXf

= fo(g) + go(f).

(ii) Koordinatendarstellung von [X,Y]: Sei (U, ¢) eine Karte von M und sei
(U, ®) die zugehorige Biindelkarte von T'M, d.h. gelte ®(x,v) = (z, ¢4 2 (v))
fir v € T, M. Sei ey, ...,e, die Standardbasis des R", E;(z) = (x,¢;), i =
1,...,n, seien die entsprechenden Schnitte in U x R". Setze X; := ®~1E;.
Dann ist X;(z) = (2, (¢s2) tei), i = 1,...,n. (X1,...,Xy) heifen die zur
Karte (U, ) gehorenden Standardbasisvektorfelder. Jedes Vektorfeld X be-
sitzt dann in U eine Darstellung X = Y A\'X; mit Funktionen \’. Fiir f €

CH(U) gilt
Xif|p :f*Xi‘p = f*(‘P*,p)_lei = [« (‘P_l)

= (66; (fosol)> o ¢(p).

wp(p) 07 (fo 90_1)*,90(17) €i
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Wegen X f = (52 (f o)) o ¢ werden die X; oft auch als 52 bezeichnet.
Es folgt fiir f € C?(U)

XiXif =X; <<aaxi (f0¢1)> O<p>
- (aaxj (3xz (fog 1))) op wegen poyp ' =id

= (6( (foyp 1))) oy da partielle Ableitungen
P\ Oxd i i

ozt im R™ kommutieren
= X, X,f.
Somit ist [X;, X;] = 0 fiir die Standardbasisvektorfelder. Seien X, Y Vektor-
felder, f,\ € C?(M). Es folgt
(X, \Y]f =X(\Yf) — AYXf=XA\Yf+AXYf—A\YXf
=(XNYf+AX, Y],

d.h.
[X,AY] = (XA)Y + A[X, Y],
AX,Y] = — [\, AX] = —(YA)X + A[X,Y].

Seien jetzt X, Y beliebige Vektorfelder der Klasse C! auf U, 1 <1 < k — 1,
M € C*. Dann besitzen X und Y Darstellungen

n n
X=> aX; md V=) VX
i=1 j=1
Es folgt aufgrund der obigen Rechenregeln

=[x, v = wax]
fZ(Xb’Xer’XX) ZXbJX +Zbﬂan,
_ZXNX +Z(bJ )Xk +ta [Xkan])

=0

=) (XV -Yd) X;.
=1

(iii) Hieraus folgt: Sind X, Y € C!, so ist [X,Y] € C'~1.
(iv) Jacobi-Identitét: Sind X, Y, Z drei C2-Vektorfelder auf M, dann gilt

(X, [Y, Z]| + [V, [Z, X]] + [2,[X, Y]] = 0.
Beweis. Ubungsaufgabe. O

(v) Ist M von der Klasse C*°, so wird der R-Vektorraum der C°*°-Vektorfelder
auf M zu einer reellen Lie-Algebra mit dem Produkt (X,Y) — [X,Y].
Allgemeiner ist eine Lie-Algebra ein Vektorraum V' iiber einem Korper K
mit einer Verkniipfung [,]: V x V' — V, die Lie-Klammer heifit, und die
folgenden Axiome erfiillt:
(a) Die Lie-klammer ist in beiden Argumenten linear, z.B. [Au + v,w] =
AMu, w] + [v, w] fiir alle A € K, u,v,w € V,
(b) es gilt die Jacobi-Identitdt [u, [v, w]] + [v, [w,u]] + [w, [u,v]] = O fir alle
u, v, w €V,
(¢) [u,u] =0 fiir alle u € V.
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Bemerkung 7.9 (Koordinatenschreibweise).

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Fiir kovariante Tensoren, z. B. fiir 1-Formen w, verwenden wir untere Indices:
w;. Fiir kontravariante Tensoren, z. B. fiir Vektorfelder X, verwenden wir obe-
re Indices: X*. Fiir allgemeinere Tensoren in TM(™*) benutzen wir r obere
(,kontravariante“) Indices und s untere (,kovariante) Indices.

Sei M eine Mannigfaltigkeit und seien (U, ¢) und (V) verschiedene Karten
fiir M mit Koordinaten x* bzw. y* und UNV # ; genauer: ... mit Koordina-
ten (z%) .... Sei X = X* 8‘; ein Vektorfeld. Betrachte y = y(z) = v o p~1(x).
Dann gilt nach Lemma 5.4

0 w0
ozt OxiT Oy’

oder, mit etwas mehr Details,

i

S p) = pThles) = U o 0 e
PRy (d (oY) (ep))en)
o <5 (Yop™) (s@(p))>

ox*

:¢;;<8(wocp ) (<P(p))€j>

ozt
det.y Oy y, \ def. Oy’ O
- 31” 1p>|<,p<ej> - 8$Z ay]7
wobei wir % = (@‘1)* e; und a%.v’ = (w_l)* e; fiir Basen e, des R™ im Bild
der Karte ¢ bzw. ¢ benutzt haben. Wir schreiben dies auch als

0 _o 0
ozt 0xt Oy’
Sei X = X? 6‘; in Koordinaten ein Vektorfeld auf M und f: M — N eine

Abbildung. Wie in Bemerkung 5.11 seien ¢ und ¢ Karten fiir M bzw. N.
Definiere f :=1 o fo ™!, also f ,in Karten“, und y = f(x). Dann gilt

_ i 0\ _ 0y 0
f(X) = fx (X (“)xi) X Oxt Oy’

Im Spezialfall f = id werden also aus den Koordinaten X in der ,,o-Karte®

die Koordinaten X' gy] in der ,y-Karte“. Wir erhalten dasselbe Ergebnis wie

xt
oben oder wie nach Definition 6.13, siehe auch weiter unten.
Sei X ein Vektor und w eine 1-Form. Seien ¢, ¥ Kartenabbildungen. Bezeichne

mit dat, ..., da™ eine zu 52, ..., 5% duale Basis, d.h. gelte
v ,
i 9 ) g
dx ((%j) d5.
(Alternativ: Definiere die zu 521, ..., 52 duale Basis dp! = da!,... ,dp™ =

dz™ durch dp?(X) := X', Hieraus folgt (mit Bemerkung 7.8 (ii) beim zwei-
ten Gleichheitszeichen)

(D) B0y
OxI OxI OxI OxI J

Entsprechend zu den Basen dx!, . . . beziiglich der ¢-Karte definieren wir Basen

dy', ... beziiglich der -Karte. Auch hier gilt wieder dy’ (%j) = 0% Mit

Hilfe geeigneter Koeffizienten a} kénnen wir auch die dualen Basen ineinander
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Transformieren: da® = afdy®. Wir schreiben y = 1 o o~ 1(x), d(1p o p71) =

(%) und bezeichnen die Inverse mit (%). Die Wahl der Koeffizienten a}'c
ergibt sich dabei aus

l k
5t — dxii — aldy® 9y 0 i 0y

n —_— 5 = a T~ .
J Oxd R 2 Oyl o
Somit ist af, = ng,i und es gilt die Transformationsregel dx® = g—zzdyj.

Der Ausdruck ist w(X) invariant, d. h. kartenunabhéngig, definiert; in Karten
gilt aufgrund der obigen Rechnung

c . 0 ort oyt 0
= ; ? '77 ]
w(X) = widz' X 5 oy 97 Oy

Sei nun T ein (1,1)-Tensorfeld. (Fiir ein (r,s)-Tensorfeld verfdhrt man mit
sdamtlichen Eintridgen entsprechend.) Wir schreiben in Koordinaten

j 0 ;
J = — ., da?
T; T(ax“dx )

und erhalten aufgrund der obigen Uberlegungen, die wir nach Definition 6.13
auf jedes Argument separat anwenden,

S0 0zt L Oyt 0
T=Tde'— =T/ dyk = —.
© M g ¢ Oyk Y o oyt

dy* X

::aa)(ﬁﬁzzzaq)(’::wi

Sei wieder y = 9o ~!(z). Wir beschreiben die Wirkung eines (1, 1)-Tensors T
auf einen Vektor X und einen Kovektor w, d. h. auf ein Element das punktweise
im Dualraum zu T, M ist, in Koordinaten. Es gilt

, ) ,
/,L:: - J
T; T(@x“dm)’

(TF) (@, (7)) =T (@0, () =T (sae', X0

Der Deutlichkeit halber fiigen wir nun Indices z bzw. y an um anzuzeigen
beziiglich welcher Basen wir die Komponenten bestimmt haben.
Wir transformieren nun nach Definition 6.13 unter Verwendung von ® =

©Def. 6.13 = d(1 o <p*1) = (a—g) Die Inverse ist durch (g%;) gegeben, die
Matrix der dualen Abbildung durch ( %).

@1 (. (030)) =1 (55 ) (55050 ))

i !
=Tk oy" . yWi%

Oxk oyl
:yT;.ywi.ij =T Ty -t X

LYXI

)

wobei wir in der letzten Zeile auf zwei unterschiedliche Arten geklammert
haben.

Bei einem Koordinatenwechsel transformieren sich die Koordinaten also
gerade geméafl der Regel aus Definition 6.13.
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(viii) Fiir die Lie-Klammer gilt in Koordinaten

, - -

XY =X"—Y) -Y'—X.

XY Oxt Ox’
Bemerkung 7.10 (Fluss eines Vektorfeldes). Sei X € C!, [ > 1, ein Vektorfeld.
Betrachte die gewohnliche Differentialgleichung & = X o o mit

(7.1) a(l) = & = au (1),

wobei a: I — M und I C R ein offenes Intervall ist.
Ist (U, ¢) eine Karte von M mit a(I) C U, so ist & = X o o #quivalent zu

@*,a(t)a*,t<1> = <p*,a(t)X(a(t))'

Wir formen beide Seiten um

e (X 09 (p(alt)))) =(poa)us(l) = (p(a(t), (¢ 0 ) (1))

0. (X o p~1) ist ein Vektorfeld auf o(U) und daher von der Form ¢, X o o~ (y) =
(y, Xy (y)). Daher ist (7.1) dquivalent zu (poa)'(t) = Xy (poa(t)). Nach dem Exis-
tenzsatz fiir gewohnliche Differentialgleichungen gibt es daher lokal eine Losung: Zu
jedem py € M existiert eine offene Umgebung Uy von py und eine offenes Intervall
I CR, 0 € I, sowie eine Abbildung F € C'(Uy x I, M), so dass

F(p,0)=p Vp e Uy,
F=XoF, wobei F(p,t)=F. ,{0,1))

ist, d.h. t — F(p,t) ist eine Integralkurve von X mit Anfangspunkt p fiir t = 0. F
heifit lokaler Fluss von X.

Lemma 7.11 (Eindeutigkeitssatz). Seien ai,aq: (a,b) — M Integralkurven von
X mit ay(to) = az(to) fiir ein tg € (a,b). Dann gilt ay = as.

Beweis. Setze ¢y = sup{c: ay(t) = ax(t)Vig < ¢t < c}. Falls ¢p < b ist, folgt
aq(co) = aa(cp), weil die Kurven «; stetig sind und M Hausdorffsch ist. Sei (U, ¢)
eine Karte von M mit «;(t) € U fiir ¢g —e <t < ¢p+eund € > 0 fiir i = 1, 2.
Dann gilt (p o a;)'(t) = Xy (@ o ay(t)) fiir diese Werte von ¢t und ¢ o a1 (cp) = @ o
as(cp). Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes fiir gewshnliche Differentialgleichungen
folgt ¢ o a1(t) = p o ay(t) fiir t nahe ¢y. Widerspruch zur Definition von ¢g. Die
Behauptung folgt. O

Korollar 7.12. Fir jedes p € M gibt es ein eindeutig bestimmtes mazimales offe-
nes Intervall I, mit 0 € I,, auf welchem die Integralkurve o mit a(0) = p definiert
ist, ndamlich die Vereinigung aller offenen Intervalle I mit 0 € I, so dass a: I — M
eine Integralkurve mit o(0) = p ist.

Bemerkung 7.13 (Erinnerung: Lebesguesche Zahl). Sei K C R™ kompakt, K C

U Ui, U; offen. Dann existiert A > 0, so dass fiir alle Mengen A C R"™ mit ANK # ()

i€l

und diam A < A ein ¢ € I mit A C U; existiert.

Theorem 7.14 (Existenzsatz fiir den maximalen Fluss). Sei W := |J {p} x I, C
peEM

M xR und fiirp € M sei F(p,-): I, — M die mazimale Integralkurve von X € C,

1 > 1, mit F(p,0) = p. Dann ist W in M x R offen und F € CY(W,M). (F heifit

maximaler Fluss von X.)

Beweis. Sei (p,t) € W, ohne Einschrinkung ¢ > 0. Nach Definition und Eindeutig-
keitssatz folgt

(7.2) F(F(p,s),t) = F(p,s +1),
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da fiir festes (p, s) auf beiden Seiten die eindeutig bestimmte Integralkurve von X
mit Anfangspunkt F(p, s) fiir ¢ = 0 steht. Aufgrund des lokalen Existenzsatzes und
aufgrund des Lemmas iiber die Lebesguesche Zahl, angewandt auf [0, ﬂ , gibt es eine
Zahl N € N und offene Umgebungen U; von F(p, Nf) j=0,...,N, so dass F' auf
U; x (52t, £t) definiert und von der Klasse C! ist. Wir bchrelben Fi(p) = F(p,t)
und erhalten aus (7.2)

Fi (Fiaip)) = Fyali).
Wihle nun induktiv (absteigend) Umgebungen U’ C U; von F t( p) mit Uy := Uy,
F?( i) CcUj, 2B U, —F_N(U)OU] 1. Fiir p € U wollen wir a(p,t) =
t( ) fiir 0 < t < MELE definieren. Es gilt fiir 0 < ¢ < £ und 0 < j < N mit

Jt <t< (J'R{l)t

2

j-mal iteriert

Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes ist a(p, t) eine Integralkurve von X mit a(p,0) =
p. Somit ist F(t,p) fiir alle p € Uj und ¢ € [0, %ﬂ wohldefiniert und es gilt

Fi(p) = tht’(F% ( (F%(p)“)))

N-mal

fiir [£—¢| < £ und p € U}. Daher ist U} x <t -Lt+ %) C W und F ist dort von
der Klasse Ct. 0
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Sei M eine Mannigfaltigkeit der Klasse C*, k > 2.
Seien V!(M) die Vektorfelder der Klasse C!, 0 < I < k — 1 auf M. Dann ist
VY(M) ein C'(M)-Modul. Es gilt némlich fiir V,W € V{(M) und f,g € CY(M).
1) f(V+W)=fV+ W,
(ii) (f+9)V =fV+gV,
(i) (fg)V = f(gV),
(iv) 1V =V
und C!'(M) ist ein Ring.

Definition 8.1 (Zusammenhang). Ein Zusammenhang auf M (der Klasse C!) ist
eine Abbildung

V:VHM) x VIFY M) - VM),
(X,Y) '—)VXY,

mit
(i) Vx (Y1 +Y2) =VxY1 + VYo,
(i) Vx(fY) = (Xf)Y + fVxY,
(111) leJngY VX1Y+VX2Y und
(iv) VoxY =gVxY,
wobei X, X1, X5 € VZ(M), Y, V1,Y; € Vl“(M), fe C’l“(M) und g € CZ(M).

Beispiel 8.2.
(i) Ist TM trivial, dann existieren globale Basisfelder X1, ..., X,, € C*~1. Schrei-
beY € Vi(M), 1 < k—1,als Y = M¥X,; mit M € C'. Definiere VxV :=
(XXN)X;. Es gilt insbesondere VxX; = 0.
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(ii) Sei M C R™ eine Untermannigfaltigkeit der Klasse C*. Fiir z € M sei P(z) :
R™ — T,M die orthogonale Projektion auf den Tangentialraum T, M :=
{/(0)|a: (—e,6) = M, a(0) = 2} C R™ Dann ist P : M — L(R™) von
der Klasse C*~1: Sei (U, ) eine Karte von R™ mit (U N M) = o(U) NR™.
Dann gibt es Basisfelder X1, ..., X, € C¥~1(U,R"), so dass X1, ..., X,, tan-
gential zu M sind. Nach Orthonormalisierung diirfen wir ohne Einschrinkung

annehmen, dass X, ..., X, eine Orthogonalbasis ist. Dann gilt
P(@)Y =) (Y, X;(2))an X, (2).
j=1

Setze VxY(2) := P(2){(dY (2)(X(2))), wobei wir das Vektorfeld Y: M — R"
in eine Umgebung von M fortsetzpn. Beachte, dass diese Definition nicht von
der Fortsetzung abhéngt (kleine Ubung).

Bemerkung 8.3. Sei M € C*. Wir wollen die Zusammenhangsabbildung lokal in
Karten darstellen. Sei % ein Standardbasisvektorfeld zu einer Karte (U, ¢), d.h.

A fop~?t
ol

(i) VxY|, hingt nur vom Wert X (p) ab, d.h. VxY ist tensoriell in Bezug auf
X: Dies ist dquivalent zu Vx Y|, = 0 falls X (p) = 0 gilt. Gelte also X (p) = 0.
Wiihle eine Karte (U, ) um p sowie eine Umgebung V von p mit V C U, und
g € C*(M) mit g(p) = 1 und g = 0 auf M \ V. Schreibe X = X2 auf U. Es

gilt g2X = 3"(g\) (952 ). Setze
i a9
S {g)\ af U, o {g O auf U,

0 sonst, 0 sonst.

Dann gilt ¢>X = 3. XX, auf M und \'(p) = g/\i( ) = 0. Es folgt
VxYlp =@ (0)VxYly = Vex Y], = Vs six,Y ZAZ VYl =0.

(ii) Analog zu Bemerkung 7.2 verschwindet VxY|,, falls Y in einer Umgebung
von p verschwindet; somit héngt V xY|, nur von den Werten von Y in einer
beliebig kleinen Umgebung von p ab.

(iii) Sei U C M offen und p € U, so ist V, Y], fiir v € T,M und Y € VI*1(U)
wohldefiniert: Wiihle nimlich Vektorfelder X und Y auf M mit X (p) = v und
Y=Y in emer Umgebung von p und setze V, Y|, ==V} Y|p

(iv) Seien jetzt 6a:1 ey Bzm Standardbasisvektorfelder auf U. Dann gibt es ein-
deutig bestimmte Funktionen I'¥., die Christoffelsymbole des Zusammenhan-
ges, so dass

i3

_ 1Tk
V oz FU oxk

in U gilt. Seien X = )\l
VxY :V/\iaé ,U 89;7 Z)\lzv /jJ B:vJ
=Z”Z{

- S () s + ST

1,5,k

:zk:( X ¥ +ZFk)\Z )

=dp* <X>

8 =. Dann folgt

oo i) 537 + :“JV%W}
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Bemerkung 8.4 (Vektorfelder lings Abbildungen). Seien M, N Mannigfaltigkei-
ten. Jede Abbildung F' : N — TM ist von der Form F(x) = (f(z),Y(z)) mit
f=poF,p:TM — M und Y (z) € Ty M. Y heiBt Vektorfeld lings f.

Ist Y ein Vektorfeld auf M und f: N — M eine Abbildung, so ist Y o f ein
Vektorfeld langs f.

Sei X € T,N, berechne Vy x\Y|sy. Da f: N — M ist, folgt fi,: T,N —
Tji(p)M. Sei (U, ¢) eine Karte von M mit ¢ = (¢!, ..., ™). Setze f! = ¢’o f. Dann
gilt

FeplX) = (¢ oo f), (XD =(¢71), Ly (PO Nup(X))

= (e D etron <Z (¢ 0 )., <X>ei>

K2

=21 0 (07, s @

=X ft _ 9
Ty 76%1"1‘(?)

und somit folgt fiir ein Vektorfeld Y = uk%k auf M (nach ,Kettenregel“)
0

Vi)Yl = (f*7p<X>Mk|f(p) +F§j (Xf) 1) Oz
—_—————
=X (ukof)lp
Dabei hiingt insbesondere der Ableitungsterm nur von Y o f ab.
Definiere daher fiir f: N — M und beliebige Vektorfelder Y'(x) € T, M mit
Y = /ﬂ% o f mit Funktionen p/ auf N und fiir Vektorfelder X auf N
Y
VLY = (Xpt + T o f - (Xf) ') 50 f.
Im Spezialfall f = a: (a,b) - M, wenn f also eine Kurve ist und X = % ist, gilt
D
« _ o _ k k 7
VLY =V = (W) + T3 0a(a) ) 3k O
Man rechnet nach, dass dies die Eigenschaften eines Zusammenhanges erfiillt, wenn
auch die Vektorfelder aus unterschiedlichen Rdumen kommen.
Definition 8.5. Ein Vektorfeld Y heifit parallel léings einer Kurve o, wenn VY =
0 gilt.

Bemerkung 8.6. Schreiben wir Y = ﬂk%, so ist Parallelitédt dquivalent zu dem
linearen Gleichungssystem

i +Toala, ) =0.

Theorem 8.7. Sei a: (a,b) — M eine differenzierbare Kurve. Dann bilden die
parallelen Vektorfelder lings a einen m-dimensionalen Vektorraum: Zu to € (a,b)
und v € Ty, M gibt es genau ein paralleles Vektorfeld Y lings oo mit Y (tg) = v.

Beweis. Die Behauptung ist nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare
Differentialgleichungssysteme innerhalb einer Kartenumgebung klar. Beachte, dass
bei linearen Systemen Existenz und Eindeutigkeit folgt, sobald die Koeffizienten
stetig sind. Ein Fortsetzungsargument liefert dann die Behauptung. (I

Korollar 8.8. Sei a: (a,b) — M differenzierbar und seien to,t € (a,b). Definiere
eine Abbildung Py, ¢: Totg)M — TowyM durch

Ta(to)M D20 Y(t) S Ta(t)Ma

wobei Y das lings o parallele Vektorfeld mit Y (to) = v ist. Py, ist ein Vektor-
raumisomorphismus und es gilt Pt;,lt =P y,-
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Lemma 8.9. Sei Y ein Vektorfeld lings o. Dann gilt
« . 1
VY (to) = thjgo m(Pt,toY(t) =Y (to))-
Beweis. Nach Theorem 8.7 existieren m linear unabhéngige parallele Vektorfelder
Yi,..., Y, lings a. Fiir diese gilt Py ., Y;(t) = Y;(to). Schreibe Y (t) = p? (¢)Y;(2).
Es folgt P+ Y (t) = p/ (t)Y;(to) und

1 ) .
3 _ — 1; J _ .
fim o (P Y (1) = Y (to)) = Jim - (1 (t) = 1 (o)) Y;(to)

= (1)’ (t0)Y; (to)
und andererseits
VY =Ve(lY;) = (WYY, + 1 VY,
e
wobei die letzte Gleichheit aufgrund der Parallelitéit der Vektorfelder Y; gilt. [

Definition 8.10 (Torsion und Kriimmung). Seien X, Y, Z lokal definierte Vektor-
felder. Definiere die Torsion 7" und die Kriimmung R durch

T(X,Y):=VxY - VyX — [X,Y]
und
R(X,Y)Z = VvaZ — VyVXZ — V[X,y]Z.

Bemerkung 8.11. T und R sind Tensorfelder, d.h. T(X,Y)|, und R(X,Y)Z|,
héngen fiir beliebiges p € M nur von den Werten X (p), Y (p) und Z(p) ab.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass
T(fX,Y)=[T(X,Y), R(fX,Y)Z=[fR(X,)Y)Z,

fiir eine beliebige Funktion f gilt. 5
Seien nédmlich X und X zwei verschiedene Vektorfelder mit X(p) = X(p).

T(X,Y) =T(X,Y) inpist dquivalent zu T (X —X,Y) = 0 oder ST (N2Y) =
i=1

Ozt
0 fiir Funktionen A’ mit \*(p) = 0.
Wegen T'(X,Y) = —T(Y,X) und R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z geniigt es sogar,
folgendes nachzuweisen:
(i) T(fX,Y) = fT(X,Y),
(ii) R(fX,Y)Z = fR(X,Y)Z,
(iii) R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z.
Dies gilt, denn es ist
(i)
T(fX,Y)=V;xY - Vy(fX) - [fX,Y]
=fVxY = (Y))X - fVy X + (Y )X — fIX,Y]
(nach Bemerkung 7.8)
=fT(X,Y).
(i)
R(fX,Y)Z =VixVyZ —VyVixZ —V;xy|Z
=fVxVyZ - Vy(fVXxZ) = V_vpx+fix.v1Z
=fRX,Y)Z - (Yf)IVxZ+ (Y [)VxZ
= fR(X,Y)Z.
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(i)
R(X,Y)fZ=VxVy(fZ) - VyVx(fZ) - Vixy)([Z)
=Vx((Y)Z + fVyZ) = Vy (X )Y + fVxZ)
- (X, Y1) Z - fVixyZ
=(XYNHNZ+ Y )VxZ+ (Xf)VyZ+ fVxVvZ
-YXNZ - (X/)VyZ - (Y )IVxZ - fVyVxZ
— (X, Y1) Z - fVixvZ
— fR(X,Y)Z. O
Bemerkung 8.12. Es ist
T\, : T,M x T,M — T, M,
R, : (T,M)* - T,M = (T,M)".
Aufgrund der Identifikation T,M = (T,M)"” kénnen wir die Torsion T als (1,2)-

Tensorfeld und den Kriimmungstensor R als (1, 3)-Tensorfeld auffassen: Sei Z’ €
(T,M). Dann ist T'(X,Y)(Z") = Z'(T(X,Y)).

Bemerkung 8.13 (Koordinatendarstellung).

Seien %, cee aam Standardbasisvektorfelder zu einer Karte (U, ¢). Dann definie-

ren wir die Komponenten TZ’; und Rij r durch

T (55 507) =Tijzer

und
R (537 557) 5or =Rij'ipor-
Da T und R Tensoren sind, gilt fiir X = X’ 81, Y = YJ— und Z = Z’C a
T(X,)Y)=TEX'YT %,
R(X,Y)Z =R;;" XY 7" 2

T (55 50) =V o507 = V_o g5 = (T~ T73) 5

ozt 8.L7
o o o _ m
R(azﬂ@) dzk — 88, ( Jk?axm) \ 8 (szazm)
P
9 l o) m l
= 0zt Jk 8;cm + F Fzm !~ 9z ik da:m - F ij ozl
Also gilt
l o) 8 l m
Rij k= 8:1:11—‘ F ik + Fzm jk ij ik

9. METRIKEN UND LEVI-CIVITA ZUSAMMENHANGE

Der Einfachheit halber wollen wir ab jetzt unter einer differenzierbaren Mannig-
faltigkeit stets eine C'°°~-Mannigfaltigkeit verstehen.

Definition 9.1. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine pseudo-Rie-
mannsche Metrik auf M ist ein (0, 2)-Tensorfeld g mit folgenden Eigenschaften

(i) gle = g ist fiir alle x € M symmetrisch,
(ii) gy ist fiir alle z € M nicht entartet, d.h. aus g,(v,w) = 0 fiir alle w € T, M
folgt v = 0.
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g heifit Riemannsche Metrik, wenn zusitzlich g, (v,v) > 0 fiir alle v € T, M gilt.
Damit werden alle Tangentialraume T, M zu FEuklidischen Vektorrdumen.
Ist klar, welche Metrik wir betrachten, so schreiben wir

(v, W)z = (v, W) = g(v,w)
fir v,w e T, M.
Eine Mannigfaltigkeit M mit einer pseudo-Riemannschen Metrik g heifit pseudo-
Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g).
Ist die Metrik sogar Riemannsch, so heifit (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Bemerkung 9.2. Sei % die Standardbasis zu (U, ). Setze
_ /8 8
9ij = <W’ @> :
Fiir X = X' Y = Y72 folgt

ozt 7

(X,Y) = g;; X'Y7.

(i) Die Symmetrie ist dquivalent zu g;; = gj;-
(ii) g ist genau dann nicht entartet, wenn rang(g;;) = m gilt.
(iii) g ist genau dann Riemannsch, wenn (g;;) > 0.

Beispiele 9.3.
(i) Fiir R™ mit dem Standardskalarprodukt gilt (X,Y) = X*Y7§,;. Daher ist M
mit Metrik g;; = 0;; eine Riemannsche Mannigfaltigkeit.
(ii) Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei N eine Untermannigfaltigkeit.
Dann wird N mit der auf TN eingeschrinkten Metrik eine Riemannsche Man-

nigfaltigkeit.
Dies gilt i. a. nicht fiir pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeiten.
(iii) Minkowski-Raum: R™*! mit (X,Y) = —X°Y? + > X*Y K wobei X =
k=1

(X0 XL ..., X™)und Y = (YO, YL ..., Y™). Es ist
-1 0 --- 0
0 1 --- 0

9= (9i3) = :

0 0 1

Man schreibt haufiger L™1.
Der Lichtkegel (ohne Ursprung) ist durch

K= {X L (X0)? = zm:(X’“)27X° # 0}
k

=1

definiert; Den Ursprung haben wir herausgenommen um eine Untermannigfal-
tigkeit zu erhalten. Dann ist die Einschrankung der Metrik auf K ausgeartet:
Sei speziell p = (1,1,0,...,0). Es ist (differenziere {a(t), a(t)) = 0)

T,K = {X ER™: (p, X) =p°X0 =) prxF = 0} .
k=1
Seien also X,Y € T,K, also mit X° = X' und Y° =Y. Dann ist
(X,Y)=>_ Xky*,
k=2

Dies ist fiir m > 1 ausgeartet.
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(iv) Ist g pseudoriemannsch, so definieren wir

ind g, := max{dimV': V C T, M ist ein Unterraum und

gz|vxv ist negativ definit}.

ind g, ist lokal konstant, da x — ind g, oberhalbstetig ist, und daher auf
jeder Zusammenhangskomponente konstant. Ist ind g = 1, so heifit g Lorentz-
Metrik.

Theorem 9.4. Sei M eine C*-Mannigfaltigkeit, deren Topologie eine abzihlbare
Basis besitzt. Dann besitzt M eine Riemannsche Metrik der Klasse C*~1.

Bemerkung 9.5. Eine Mannigfaltigkeit mit abzihlbarer Topologie ist parakom-
pakt, d. h. jede offene Uberdeckung von M besitzt eine lokal endliche Verfeinerung,
die M ebenfalls iiberdeckt. Zu dieser Verfeinerung gibt es eine untergeordnete Zer-
legung der Eins.

Verfeinerung: Seien A und B Uberdeckungen. Dann heit A Verfeinerung von B,
wenn fiir jedes A € A ein B € B mit A C B existiert.

Lokal endlich: Eine Uberdeckung A von M heiBt lokal endlich, wenn fiir jedes
x € M eine Umgebung U € U(z) existiert, so dass U N A # () héchstens fiir endlich
viele A € A gilt.

Untergeordnete Zerlegung der Eins: Sei A eine Uberdeckung von M. Dann heifit
(Aa)Aea eine der Uberdeckung A untergeordnete Zerlegung der Eins, falls folgendes
gilt:

(i) Aa € CF auf einer C*-Mannigfaltigkeit,
(ii) 0 < A4 <1,
(iii) suppAa C A4,
(iv) > da=1
AcA
Beachte, dass die Summe lokal endlich ist, da die Uberdeckung lokal endlich ist.

Lemma 9.6. Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten und f: M — N
eine Immersion. Sei g eine Riemannsche Metrik auf N. Dann ist f*g, die zuriick-
gezogene (“pull-back”) Metrik, definiert durch

[r9(X,Y) :=g(f X, £Y) oder f*g(X.Y)(p) = g(frpXlp, fpY]p)
fiir Vektorfelder X, Y auf M eine Riemannsche Metrik auf M.
Beweis. Ubung. ]

Beweis von Theorem 9.4. Sei {(U,, vo)} eine Familie von Karten, die M iiberde-
cken. Betrachte (ohne Wechsel der Bezeichnung) eine Verfeinerung der Uberdeckung
durch die Mengen U, die eine lokal endliche Uberdeckung ist. Sei A, eine der Uber-
deckung U, untergeordnete Zerlegung der Eins.

Bezeichne § die Standardmetrik auf R™. Dann ist g, := ¢}6 nach Lemma 9.6
eine Metrik auf U,. Man rechnet nun leicht nach, dass

9= Aa-ga oder g(p)(X(p),Y(p)) = Aalp):0((Pa)epX (D), (Pa)spY (P))

eine Riemannsche Metrik auf M definiert. O

Bemerkung 9.7. Sei M C R” eine Untermannigfaltigkeit. Sei P,: R® — T, M
die orthogonale Projektion. (Erinnerung: Orthogonale Projektoren sind selbstad-
jungiert, d. h. es gilt P} = P,.) Definiere (siche auch 8.2)

(Vo X)(2) = Pp(dX (x)(v)).
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Dies ist ein Zusammenhang auf M (Ubungsaufgabe). Sei (-, -) das Standardskalar-
produkt auf R™. Seien X,Y (tangentiale) Vektorfelder auf M, die wir lokal in eine
Umgebung von M fortsetzen. Dann gilt

v(X,Y) :<dX<U>, Y >+( X ,dY<v>>
=PY =PX
= <V1,X, Y> + <X7 VUY>a

d.h. fur (-,-) und V gilt die Produktregel.

Definition 9.8. Ein Zusammenhang V auf einer pseudo-Riemannschen Mannig-
faltigkeit (M, g) heifit pseudo-Riemannscher Zusammenhang oder metrischer Zu-
sammenhang, wenn die Ricci-Identitét

Z(X,)Y)=(VzX,)Y)+ (X, VzY)
fiir alle Vektorfelder X,Y, Z gilt.

Bemerkung 9.9. Die Ricci-Identitdt auf der Zielmannigfaltigkeit {ibertragt sich
auf Vektorfelder lings Abbildungen.

Beweis. Sei f: N — M eine Abbildung und X,Y Vektorfelder lings f, Z ein

Vektorfeld auf N. Sei 5= die Standardbasm beziiglich einer Karte (V,4) von M.

Wir schreiben X = )\l =2 o f und erhalten nach Bemerkung 8.4
VQX = (2\) & of+)\ (vf* na) o f,

da f.(Z) = ngTf;a?Ei bzw. f*,p< (p)) = Zj|p ay7 aml |f( )

der Christoffelsymbole. Fiir Y erhalten wir eine analoge Formel. Es folgt

Z(X,Y)=Z (N (55 555) © f)
= (2N) 1 (g gaz) o+ (20) (oo ) ©
XN (fZ) (oo ) o f
(nach Kettenregel und Definition von f,(Z))

=Y <Vf*< >61“5w7> [+ <alzvvf*< Z) 97 > >of
= (VLX,Y)+ (X, VY).

ist und nach Definition

O
Hiermit werden wir spéter sehen, dass o’ fiir Geodéitische konstante Linge hat.

Definition 9.10. Sei (M, g) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein tor-
sionsfreier Zusammenhang der die Ricci-Identitét erfiillt heiit Levi-Civita Zusam-
menhang. Es gilt folglich

(i) VxY - VyX = [X,Y],

(i) Z(X,Y)=(VzX,Y)+(X,VzY)
fiir alle Vektorfelder X,Y, Z auf M.

Der mit Hilfe eines Levi-Civita Zusammenhanges definierte Kriimmungstensor

heifit Riemannscher Kriimmungstensor.

Bemerkung 9.11. Der Projektionszusammenhang ist ein Levi-Civita Zusammen-
hang.

Beweisidee. Es fehlt noch der Nachweis, dass der Projektionszusammenhang torsi-
onsfrei ist: I‘fj = 0. Dazu stellen wir die Untermannigfaltigkeit lokal als graph u dar,
so dass im Ursprung Du = 0 gilt. Nimmt man als Karte die orthogonale Projektion
821, = (e, u;), konstant in der
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»,Hohe“ fortgesetzt, so erhilt man im Ursprung Vy X = P(dX(Y)) = 0 fiir diese
Standardbasisvektorfelder. Somit folgt dort Ffj = 0 und, da die Torsion ein Tensor
ist, tiberall T = 0. (|

Theorem 9.12. Sei (M, g) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gibt
es auf M einen eindeutig bestimmten Levi-Civita Zusammenhanyg.

Beweis. Eindeutigkeit: Sei V ein Zusammenhang mit (i) und (ii) aus Definition
9.10. Dann folgt

9.1)  Z(X,v)Z (X,V,Y),

(9.2) xX(v,2) @ (vxY, 2) + (v, Vx 2)
| )

93) v(Zz,x)2(vyz X

+
+
+ (¥, VzX)+ (Y, [X, Z]),
+(Z,VyX)

+

)
D (V,Y, X) + (2, VxY) + ([Y, Z], X) + (Z,[Y, X]).

Als (9.1) + (9.2) — (9.3) erhalten wir

=2(VzX,Y) + (Y, [X, Z]) - (X, [Y, Z]) = (%, [V, X]),
(9.4) (VzX,Y) = 2{Z(X Y>+X(Y Z)-Y(Z X)}
Da (-, -) nicht ausgeartet ist, erhalten wir die Eindeutigkeit von V.
Existenz: Es geniigt, V mit (i) und (ii) auf einer Kartenumgebung U zu kon-
struieren. Seien nimlich VY und VV Zusammenhiinge auf U bzw. V mit (i) und
(ii), so gilt aufgrund des Eindeutigkeitsteiles VU VVauf UNV.

Sei (U, ) eine Karte mit Standardbasis ?. Auf U ist V nach Bemerkung 8.3
durch die Christoffelsymbole I'¥; festgelegt Diese waren {iiber

_ 1k
V oz F’LJ oxk

definiert. Aus

9ij = <8z777 OxI

erhalten wir

T}gr = <V o 5% i>-

Aus (9.4) folgt mit Z = X=-2 undY =

xl ’ oxd

o) 1o} _1/(_0 o) 1o} _ k
<V% D> W> =3 (527951 + 52791 — ngj) = gl

Hieraus ist Ffj eindeutig berechenbar, da gg; vollen Rang besitzt.
Definiere daher den Zusammenhang V auf U wie folgt: Fiir Vektorfelder X =
pY ‘zi und Y = /ﬂ - setzen wir

(9.5) VxY = (XpF +TEN 1) 52,

wobei gklI‘ =1 (amlg]l + 3‘; il — 830,9”) und g;; = <8m” 8m3> Nach Definition
ist klar, dass I‘k = Fk gilt. Somit ist nach Bemerkung 8.13 V ein torsionsfreier
Zusammenhang und (i ) folgt.
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Nach (9.5) geniigt es nun, noch die Ricci-Identitét (ii) fiir Basisvektorfelder =2
nachzurechnen. Es gilt

9 9 9 o)
(Ve n) + (a5 V i)
1 0 12} 1 9 0
=3 (527951 + 50790 — 5o 9i3) + 3 (55951 + Fer9is — 5o 9i1)

-9 4, 0 [ 0 O
= 207911 = Bg7 <0wj’8xl>'

10. KRUMMUNG

Lemma 10.1 (Symmetrieeigenschaften des (Riemannschen) Kriimmungstensors).
Der (Riemannsche) Krimmungstensor erfillt (10.1) fir alle Zusammenhinge, Glei-
chung (10.2) fiir torsionsfreie Zusammenhdinge und (10.3) und (10.4) fir Levi-
Civita Zusammenhdnge:

(10.1) R(X,Y)Z = — R(Y,X)Z

(10.2) R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0, (1. Bianchi-Identitit)
(10.3) (R(X,Y)Z,U) = — (R(X,Y)U, Z),

(10.4) (R(X,Y)Z,U) = (R(Z, U)X, Y).

Beweis. (10.1) folgt direkt aus der Definition des Riemannschen Kriimmungsten-
SOrS.
Da R ein Tensor ist, geniigt es, (10.2) (wie alle Identitéiten hier) fiir Basisvektor-

felder —7. nachzuweisen. Fiir diese verschwindet insbesondere die Lieklammer. Es
gilt
2 I, ) a0 ) a9 )
0=R (55 507) 5or T B (507 59%) 507 + R (52r 507) 57
9 ) ) f)
=V oVozm—VoVeozgrtVoVez:—V aVo g
Ox? Oxd oz oxt OxJ  Oxk oxk Oz
) )
+V o Ve 55—V oV s 55=0,
oxk  Oxt oxt  Ozk

da wir aufgrund der Torsionsfreiheit, V 5

=V 5 ad“ vertauschen diirfen.
Statt der Antisymmetrie in (10.3) ko?men wir augh nachweisen, dass
(R(X,Y)Z,Z)=0
fiir alle Vektorfelder X,Y, Z gilt. Aus der Ricci-Identitdt erhalten wir
Y(Z,Z)=2(Vy Z,Z),
XY(Z,Z) =2((VxVvy Z,Z) +(Vy Z,VxZ)),
(VxVyZ —VyVxZ Z)=4(XY(Z,Z) - Y X(Z, Z))
—1[X,Y)(Z,2) = (VixZ Z).

Dies war aber gerade die Behauptung.
Zu (10.4): Es gilt

(10.1) 10.2)

—(R(Y, X)z,U0) "
(10.2)

(R(X,Y)Z,U) (R(X, 2)Y,U) + (R(Z,Y)X,U),

(10.3)

(R(X,Y)Z,U) — (R(X, YU, Z) (R(Y,U)X, Z) + (R(U, X)Y, Z).

Aufsummieren liefert

2R(X,Y)Z,U) =(R(X, Z)Y,U) + (R(Z,Y)X,U)
+(R(Y, U)X, Z) + (R(U,X)Y, Z).
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Durch Umbenennen erhalten wir

2AR(Z,U)X,Y)=(R(Z,X)U,Y)+ (R(X,U)Z,Y)
+(R(U,Y)Z,X) + (R(Y, 2)U, X).

Wie man durch Anwenden von (10.1) und (10.3) sieht, stimmen in beiden Glei-
chungen die Terme rechts iiberein. Die Behauptung folgt. O

Ab jetzt sei (M, g) stets eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit zugehorigem
Levi-Civita Zusammenhang.
Definiere

k(X,Y) = (R(X,Y)Y,X) = (R(Y, X)X, Y) = k(Y, X).
Wir mochten R mit Hilfe von k alleine ausdriicken. Es ist

R(X,Y + Z)(Y + Z) =R(X,Y)Y + R(X,Y)Z + R(X, 2)Y + R(X, Z)Z,
R(X+Z,Y)(X +Z)=R(X,Y)X + R(X,Y)Z + R(Z,Y)X + R(Z,Y)Z,
0=R(X,Y)Z + R(Y,X)Z.

Nach Addition erhalten wir, da sich die unterstrichenen Terme aufgrund der 1.
Bianchi-Identitéit gegenseitig auftheben

RX,Y+Z2)Y+2Z)-—RY, X+ 2)( X+ 2)
=R(X,)Y)Y -RY,X)X +3R(X,Y)Z+R(X,Z2)Z — R(Y, Z)Z,
BRIX,)Y)Z=RX, Y+2)(Y+2Z)-RY,X+2)(X+2)-RX, Y)Y
(10.5) +RY, X)X —R(X,Z)Z+ R(Y,Z)Z.
Beachte, dass das zweite und das dritte Argument auf der rechten Seite jeweils

ibereinstimmen.
Definiere

qz (X, Y) = <R(X7 Z)Z, Y> (1&4)

:qZ(Y7X)>

(R(z,Y)X,z) = "(R(Y,2)Z,X)

wobei sich die Referenzen auf die Symmetrieen in Lemma 10.1 beziehen. Somit ist
qz (-, ) symmetrisch. Es gilt ¢z (X, X) = k(X, Z). Aufgrund der Polarisationsformel
ist
QZ(X7 Y) = %<QZ((X + Y)7 (X + Y)) - QZ(XvX) - QZ(Y7Y))
=1(k(X+Y,2) - k(X,2) - k(Y, Z)).
Nach (10.5) folgt

3<R(X7Y)Z7 U> :qY+Z(X7 U) - qX—}-Z(Y: U) - qY(Xa U)
+ax(Y,U) —qz(X,U) +qz(Y,U).

Wir kénnen also (R(-, -)-, -} mit Hilfe von k(, -) schreiben und erhalten insbesondere

Lemma 10.2. Ist R ein (1,3)-Tensor mit den Symmetrien aus Lemma 10.1 und
ist K(X,Y) :== (R(X,Y)Y, X), so ist R durch k eindeutig festgelegt. Insbesondere
sind R =0 und k =0 dquivalent.
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Um das Verhalten von k(X7, X2) unter linearen Transformationen zu bestimmen

setzen wir Y; = >~ ¢;;X; und erhalten
j=1,2

k(Y1,Ys) =(R(Y1,Y2)Ys, Y1)
= (R(en1 X1 + c12X2, €21 X1 + 22 X2)ca1 X1 + 22 X2, €11 X1 + c12X2)
=}, 655 (R(X1, X2) X2, X1) + cr1c26a1¢12(R(X1, X2) X1, Xo)
+ cr2ca1021012(R(X2, X1) X1, Xo) + cr2e2122¢11 (R(X2, X1) X0, X1)
= (3 Cay + ooy — 2c11Conc19C01 ) (R(X 1, X2) X2, X1)
= det(c;j)*(R(X1, X2) X2, X1).
Betrachte Ry und k; mit

(Ry(X,Y)Z,U) = det <<X U) (X, Z>)

)
y,u) (¥.2)
:<X7U><Yv >—<X,Z><Y,U>
:<<KZ>X_ <X7Z>Y7U>a

=Ry (X,Y)Z

k1 (X,Y) = (Ri (X, Y)Y, X) = det (gi{; g}{;)

= | XIPIY]* - (X, 7).
Symmetrieeigenschaften von Rj: Nach Definition folgt direkt
Ri(X,)Y)Z =-R(Y,X)Z, (Ri(X,Y)Z,U)=—-(R(X,Y)U,2Z)
und aus der ausmultiplizierten Form (R1(X,Y)Z,U) = (R1(Z,U)X,Y). Aus
R( X, YVZ={Y,2)X —(X,2)Y
erhalten wir direkt die 1. Bianchi-Identitét:
Ri(X,Y)Z+ R\(Y,2)X + R\(Z, X)Y = (Y, Z)X — (X, Z)Y

+{(X,2)Y - (X, Y)Z
+{(X,Y)Z - (Y, Z)X =0.

Somit erfiillt R; die Symmetrieeigenschaften aus Lemma 10.1. Weiterhin gilt nach
der Schwarzschen Ungleichung

ki(XY) = [ X[2|Y]? (X, Y)* >0
mit Gleichheit genau dann, wenn X und Y linear abhéngig sind.

Definition 10.3 (Schnittkriimmung). Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltig-
keit. Definiere die Schnittkriimmung der von den linear unabhéingigen Vektoren
X, Y aufgespannten Ebene durch

K(X,Y) (R(X, Y)Y, X)

K= & Y) ~ IXPIYP - (X 1)

Da sich ky und k unter linearen Transformationen gleich transformieren ist die
Schnittkriitmmung wohldefiniert und héngt nur vom von X und Y erzeugten zwei-
dimensionalen Teilraum ab.

Lemma 10.4. Hdngt die Schnittkrimmung K in p € M nur von p und nicht vom
durch X und Y bestimmten zweidimensionalen Vektorraum in T,M ab, so gilt

RX,Y)Z=K -R(X,Y)Z =K -((Y,2)X — (X, Z)Y).



44 10. KRUMMUNG

Beweis. Setze

R(X,Y)Z =R(X,Y)Z - K- -Ri(X,Y)Z.
Dann erfiillt Ry die Symmetriebedingungen aus Lemma 10.1. Fiir das zugehorige
ko gilt

ko(X,Y) = (Ro(X, Y)Y, X) = (R(X,Y)Y, X) — K - (R,(X,Y)Y, X) = 0.
—_————
=k (X,Y)
Die Behauptung folgt nun aus Lemma 10.2. O

Lemma 10.5. Fir eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit M des R? stim-
men die Schnittkrimmung K und die Gaufische Krimmung K = A1 - Ay tberein.

Beweis. Ubung. O

Wir wollen die Symmetrien aus Lemma 10.1 auch noch in Koordinaten aufschrei-
ben.

Bemerkung 10.6. Wir hatten

k0 . 8 9.\ 9
Rij l9zF " — R (83:1" axj) !

definiert. Setze
Rijri = grallij®1-
Dann erhalten wir
Rijii = — Rjiti = —Rijik = Riuij,
0 = Rijrt + Rjiri + Ruirj
da wir in der ersten Zeile fiir die letzte Gleichheit noch in jedem Pérchen die Rei-

henfolge gedndert haben. Die Bianchi-Identitat gilt aufgrund der obigen Symme-
trieeigenschaften auch fiir zyklische Permutationen von drei beliebigen Indices.

Definition 10.7 (Ricci- und Skalarkriimmung).
Seip € M. Dannist X — R(X,U)V fiir feste U,V € T, M ein Endomorphismus von
T, M. Wir definieren die Riccikriimmung Ric als Spur dieses Endomorphismusses

Ric(U,V) :=tr(X — R(X,U)V).
Zur Darstellung in lokalen Koordinaten: Sei Xi,..., X, eine Basis von T),M. Sei
T : T,M — T,M ein Endomorphismus. Dann gibt es eine Matrix 77, so dass
TX; = T? X; gilt. Nach Definition ist tr 7" = 7;. Um dies auf den Riemannschen

Kriimmungstensor anwenden zu koénnen, bilden wir das Skalarprodukt der Tij defi-
nierenden Gleichung mit X} und erhalten

(TXi, Xi) = T) (X5, Xp) = T g
Auch hier wollen wir wieder die Inverse der Metrik mit (g%/) bezeichnen. Wir mul-
tiplizieren mit ¢** und erhalten
(TX:, Xi)g™ =T/ gjrg™ =T/6' =T} =t T.
Wir erhalten somit fiir den Riccitensor
Ric(U, V) = g™ (R(Xs, U)V, Xy) = g™ (R(U, X)X, V')
=g (R(Xy,, V)U, X;) = Ric(V, U).
Somit ist Ric symmetrisch und es gilt
Rij = Ric (557 537) = (R(gws 50 ) 37 g ) 9
= (Rii™j 5% 52r) 9" = Rii™ jgmug™
=Rii*; = Rrijg"™ = Rigjig"".
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Wir definieren die Skalarkriimmung R als
R:= R”g”

Bemerkung 10.8. Multipliziert man einen Tensor mit einem anderen, z.B. mit
der Metrik oder ihrer Inversen, und verringert sich so nach Anwendung der Einstein-
schen Summenkonvention die Anzahl der ,,freien* Indices, d. h. der Indices, iiber die
nicht summiert wird, so bezeichet man dies als Verjiingen oder Zusammenziehen.

Den Ubergang von Rijp zu Rijkl bezeichnet man als Heben eines Indexes und
die umgekehrte Operation als Senken eines Indexes.

Bemerkung 10.9. Die allgemeine Relativitdtstheorie beschreibt das Universum
als vierdimensionale Mannigfaltigkeit mit pseudo-Riemannscher Metrik. Nach Dia-
gonalisieren von g;; sind drei Eintrége der Form g;; positiv und einer negativ.

Die Einsteinschen Feldgleichungen verkniipfen den (symmetrischen) physikalisch
gegebenen Energie-Impuls Tensor 7;; mit der Geometrie der Mannigfaltigkeit

R;; — %Rgij =T;.
Eine Losung der Einsteinschen Feldgleichungen ist eine Mannigfaltigkeit, die diese
Gleichungen erfiillt.

Bemerkung 10.10. Mit Hilfe des Ricciflusses
0]
&,%‘
hat Grigori Perelman 2002/03 u. a. die Poincarévermutung bewiesen:
Eine geschlossene zusammenhéingende dreidimensionale Mannigfaltigkeit M mit
trivialer Fundamentalgruppe ;1 (M) ist homdomorph zu S3.
Entsprechende Aussagen fiir n > 5 wurden von Stephen Smale 1960 und fiir
n = 4 von Michael Freedman 1982 mit anderen Methoden gezeigt.

= 72Rij

Nach weiterer Vorbereitung wollen wir den folgenden Satz zeigen

Theorem 10.11 (Schur). Ist dim M > 3 und hingt die Schnittkrimmung K nur
vom Fufpunkt ab, so ist sie lokal konstant.

Bemerkung 10.12.
(i) Wir wollen einen gegebenen Zusammenhang auf beliebige Tensorfelder aus-
dehnen. Sei zunéchst w eine 1-Form. Dann soll die folgende Form der Pro-

duktregel gelten

X(w(Y)) = (Vxw)(Y) +w(VxY).
Daher definieren wir
(Vxw)(Y) := X(w(Y)) —w(VxY).

An der rechten Seite dieser Formel sieht man, dass V xw (falls es ein Tensor
ist) wieder eine 1-Form ist. Wir behaupten, dass V xw dann selbst wieder ein
Tensor ist: (Vxw)(Y + 7)) = (Vxw)(Y) + (Vxw)(Z) ist klar. Direkt aus der
Definition von V xw erhalten wir, dass V xw beziiglich X tensoriell ist, d. h.
es gilt

Vixw= fVxw,

und dass V xw beziiglich w derivativ ist, d. h. es gilt
Vx(fw) = (X[flw+ fVxw,

fiir jeweils alle Funktionen f.
Daher geniigt es, fiir alle (glatten) Funktionen f

(Vxw)(fY) = fVxw(Y)



46

(i)

(iii)

10. KRUMMUNG

zu zeigen. Dies gilt, da
(Vxw)(fY) =X(w(fY)) —w(Vx(fY)) = X(fu(Y)) - w(Vx(fY))
=X Nw) + fX(w(Y)) —w(XNY + fVxY)
= fX(w(Y) = fw(VxY)) = f(Vxw)(Y).

Allgemeiner seien Y7,...,Y, Vektorfelder, wy,...,w; 1-Formen und S ein
(¢, p)-Tensor. Dann definieren wir V xS durch die Relation

X(S(Yl, Y wh...,wq))
:VXS(Yh...,Yp,wl,...,wq)

p
+ZS(Yl,...m,hvxyi,mh...,Yp,wl,...7wq)

q
E Yl,.. wl,...,wj_l,Vij,wj+1,...,wq).

Analog zu oben rechnet man nach, dass sich VxS tensoriell beziiglich X und
derivativ beziiglich S verhélt.

Fiir den Levi-Civita Zusammenhang einer pseudo-Riemannschen Mannigfal-
tigkeit (M, g) gilt Vg = 0, denn es ist

(Vzg)(X,Y) = Z(g(X,Y)) —g(VzX,Y) —g(X,VzY) =0
aufgrund der Ricci-Identitét.

Zur Koordinatendarstellung: Sei w = w;dz? eine 1-Form auf U. Da sich V xw
in w derivativ verhélt, gilt

Vxw = (Xw;)dz' + w;V xdz'.

Somit geniigt es, V g dx’ auszurechnen. Nach Definition ist
oz

(Vxw)(Y) = X(w(Y)) — w(VxY)-

Wir wenden dies mit w = da?, X = W und Y = k an und erhalten
(7,0, 40") () = (as <W>> ~ar (Vaa§k>
oz oxd
BIJ (5]6) (ij ox! )
= _Flk;5l == jk'

Dies sind die Koeffizienten in einer Darstellung beziiglich der Basis dz*. Somit
erhalten wir

V g dat = (ngx’) (%)d = —Flkdf
Oz OxJ
Also ist
Vxw=V, o (wida') = X7 (Fh5ws) da’ — XIwilfda*
OxJ
=X’ (docJ Wk — ;k) da".

Da wir stets fordern, dass eine Produktregel gilt, erhalten wir Ableitungsregeln

fiir allgemeine Tensoren, z. B. fiir T' = T; 3al da?

V o (T]5%da’) = (5% T)) 2da’ + T}V o Zoda? +T) 2V o dad
ozk ozk
= (82’“ ) + TZF]C’L@ ld(L‘] 1—7;8 7 Fildxl.
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Wir benutzen auch die Schreibweise V X =V,;X. Ist klar, dass es sich bei

einer Grofle wie T um einen Tensor handelt so schreiben wir auch in Kurzform
i — i 0 7 i 7 — 7 7
Vij :Tj;k = WTJ‘ +Tj lk_Tlej :Tj,k"i_TjFlk_Tlej'

Komma und Strichpunkt haben hier dieselbe Bedeutung wie in X ;; und X;;
ganz am Anfang des Kurses. Mit Komma abgetrennte Indices bezeichnen par-
tielle Ableitungen, mit Strichpunkt abgetrennte Indices bezeichnen kovariante
Ableitungen, also unter Verwendung eines Zusammenhanges definierte Ablei-
tungen.

Sei w eine 1-Form. Vjw = wi;kd:z:i hat die Koordinaten wj,,. Der Ausdruck
ist tensoriell in k& wenn wir ein Vektorfeld X = X* a%k auf w; ., X kdz? abbilden.
In diesem Sinne erhalten wir durch kovariantes Ableiten aus einem (0,1)-
Tensor einen (0,2)-Tensor und entsprechend aus einem (r, s)-Tensor einen
(r,s + 1)-Tensor.

(iv) In einem Koordinatensystem, in dem in einem Punkt p die Christoffelsymbole
verschwinden, d. h. Ffj (p) = 0 gilt, stimmen kovariante und partielle Ablei-
tungen {iberein, T;;k = T;k (Achtung: Dies gilt nur in einem Punkt. Ein
nochmaliges Ableiten fiihrt gerne zu Fehlern.)

(v) Fiir eine Funktion u : M — R¥ schreiben wir Viu =V 5 u = Biu

. T
ozt

Das folgende Lemma charakterisiert, wann es genau Karten gibt, so dass die
Christoffelsymbole in einem Punkt verschwinden. Wir werden es nicht beweisen,
sondern spéter (Proposition 11.10) auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit Hilfe
von Geodétischen Koordinatensysteme konstruieren, in denen die Christoffelsym-
bole verschwinden. Das folgende Lemma funktioniert insbesondere auch fiir nicht
metrische (= nicht Levi-Civita) Zusammenhénge.

Lemma 10.13. Auf einer Mannigfaltigkeit mit einem Zusammenhang verschwin-
det die Torsion in einem Punkt p genau dann, wenn es ein Koordinatensystem um
p gibt, in dem die Christoffelsymbole in p verschwinden.

Lemma 10.14 (2. Bianchi-Identitéit). Fiir einen torsionsfreien Zusammenhang gilt
VxR(Y,Z)U+VyR(Z,X)U+VzR(X,Y)U =0.
(Wir schreiben VxR(Y, Z)U = (VxR)(Y, Z)U.)

Beweis VR ist ein Tensor Daher geniigt es, die Behauptung fiir X = :c’ Y = 61) ,
Z =5 2ound U = 727 21 zeigen. Wir benutzen bereits, dass wir ein Koodinatensys-
tem wahlen kénnen, in dem die Christoffelsymbole in einem festen Punkt verschwin-
den (Lemma 11.10). Weiterhin benutzen wir, dass in diesem Punkt kovariante und
partielle Ableitungen iibereinstimmen. Terme, die quadratisch in den Christoffel-
symbolen sind, verschwinden dabei. Wir benutzen die Koordinatendarstellung des
Riemannschen Kriimmungstensors aus Bemerkung 8.13.

0= ay Rji™ + gm Rii"1 + a@ R
Bm‘(agJF WP]1)+@(%PZ ax‘r )+%(ﬁtz1r azJF ) 0.
w_/ —_—— —_—— R/—’

O

Beweis von Theorem 10.11. Sei K die Schnittkriimmung. Nach Lemma 10.4 gilt
R(Y,Z)U = K - ((Z.U)Y — (Y,U)2).
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Es folgt

(VxR)(Y, Z)U =Vx(R(Y, Z)U) — R(VxY, Z)U — R(Y,Vx Z)U — R(Y, Z)VxU
=(XK){(Z,U)Y — (Y, U)Z)+ K(X{(Z,U)Y — X(Y,U)Z)
—_— Y—

+ K({Z,U)VxY —(Y,U)VxZ)

- K({(Z,U)VxY = (VxY,U)Z)

- K({(VxZ,U)Y — (Y, U)VxZ)

— K((Z,VxU)Y —(Y,VxU)Z).

Dabei heben sich die Terme und aufgrund der Ricci-Identitdt gegenseitig
auf. Also gilt

(VxR)(Y, 2)U = (XK)((Z,U)Y = (Y,U)Z).
Die 2. Bianchi-Identitat liefert nun

0=VxR(Y,Z)U +VyR(Z, X)U + VzR(X,Y)U
=XK)(Z,U0)Y - (Y,U)Z)
+(YK)(X,U)Z — (Z,U)X)
+(ZE)(Y,U)X — (X, U)Y).

Da wir dim M > 3 angenommen haben, kénnen wir X, Y, Z in einem beliebigen
Punkt als Orthonormalsystem wéhlen. Setze U := Z. Es folgt

0= (XK)Y — (YK)X.

Da X und Y linear unabhéngig sind, folgt bereits X K = 0 = Y K. Somit ist K wie
behauptet lokal konstant. O

Das folgende Lemma taucht hdufig in geometrischen Rechnungen wie z. B. bei
Flussgleichungen auf.

Bemerkung 10.15 (Vertauschen kovarianter Ableitungen). Sei T ein (1, 1)-Tensor.
(Fiir allgemeinere Tensoren ist auf jeden einzelnen oberen bzw. unteren Index die
hier hergeleitete Formel anzuwenden.) Sei T = (T]’) Wir wollen wieder benut-
zen, dass wir ein Koordinatensystem wéhlen konnen, in dem F;k in einem festen

Punkt verschwindet. Dafiir wollen wir in dieser Bemerkung die ad hoc Notation L



11. GEODATISCHE 49

verwenden. Es gilt
va; E,Z?;k = ;,k + T]mr;ﬁm - T:n Z}a
VleT; - (lek)l + T3 Im — Tjn;kryll *T;;m ki

Im
= Tf,kl + ijFZm,l - T,%FZ},Z,
VeViT} 2T+ TP T, — TET
VViT = ViVRT] ST (T e = D) = T (T = T50)
ET7" Rit'm — Tp Ria™ 5,
ViViT) = ViV T} =T — Thgy = T R’ m — Tp Ria™ 5.
Die letzte Zeile gilt wieder allgemein, d.h. in jedem Koordinatensystem, da nun

beide Seiten wieder tensoriell sind. (Das Produkt zweier Tensoren ist wieder ein
Tensor, algebraisch das Tensorprodukt S ® T'.)

11. GEODATISCHE

Wir orientieren uns an [9].

Sei (M™, g) stets eine Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension m mit Me-
trik g und Riemannschem Zusammenhang V. Fiir Definition und erste Eigenschaf-
ten bendtigt man die Riemannsche Metrik noch nicht.

Definition 11.1. Eine Geodiitische in M ist eine Kurve v, so dass

(1L1) v (o () = vra = 2 g

fiir ¢ im Definitionsbereich, einem Intervall, gilt.

Bemerkung 11.2.
(i) Es gilt

di.o_d, . . Dy

— = — =2 — ) =0

e = g =2(5. 20
fiir eine Geoditische 7. Daher ist ||| lokal konstant. Die Bogenlénge einer
Kurve ist durch

smz/mwww
0

gegeben. Somit ist s = at 4+ b fiir Konstanten a,b € R. Manchmal ist es
niitzlich, 4 # 0 vorauszusetzen.

(ii) Seien (U, ) Koordinaten nahe p € M. Dann lautet (11.1) in Koordinaten
d2’yk d’yi d’}/j
dt? dt dt

mit 7 = (7(t))-

(iii) Ist M C R™ eine eingebettete Untermannigfaltigkeit, so besagt (11.1), dass
% = ()T = 0 ist, d.h. dass der tangentiale Anteil der zweiten partiellen
Ableitung verschwindet oder dass die zweite partielle Ableitung orthogonal
zu M ist.

(iv) Zup € M gibt es eine Umgebung p € U C M und Konstanten 8, & > 0, so dass
fir alle ¢ € U und alle X € T, M mit || X|| < ¢ eine eindeutige Geodéitische
v :(=6,0) = M mit y(0) = ¢ und §(0) = X existiert.

+THO ™) =0 firk=1,..,m

Beweis. Da (11.1) ein System gewohnlicher Differentialgleichungen ist, besitzt
es lokal eine eindeutige Losung. O
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(v) Seiv(t) = (y(t),...,v™(t)) eine Geodétische. Dann ist auch a/(t) = ~y(ut) fiir
w1 > 0 eine Geodétische. Daher kénnen wir durch Verkleinern von € > 0 in (iv)
(auf 2e6) auch annehmen, dass alle Geoditischen auf dem Intervall (—2,2)
definiert sind.
(vi) Die Eigenschaft, Geoditische zu sein, ist eine lokale Eigenschaft.
(vii) Die Eigenschaft, Geodétische zu sein, ist unter lokalen Isometrien erhalten,
da (11.1) nur vom induzierten Zusammenhang abhéngt.

Beispiel 11.3.

(i) Im R™ vereinfacht sich (11.1) zu d;]; = 0. Daher sind affine Geraden v = at+b
Geodétische und affine Geraden, die proportional zur Bogenlénge parametri-
siert sind, sind Geodétische.

(ii) Sei M = S! x R. Dann ist M lokal isometrisch zu R?. Zwischen zwei verschie-
denen Punkten auf M gibt es unendlich viele Geodétische, sie ,,winden sich*
unterschiedlich oft um den Zylinder herum.

(iii) Eventuell: Wie bestimmt man den Abstand von zwei Punkten auf einer Wiir-
feloberfliche? Antwort: Man vergleiche alle Geraden, die sich durch geeignetes
Abrollen des Wiirfels auf R? ergeben, die alle durch Abrollen entstandenen
Bilder dieser beiden Punkte verbinden.

(iv) Sei M = S™ c R™*!. Dann sind die Geodétischen gerade die GroBkreise:
GroBkreise sind (nach einer Rotation der Sphére) durch

7+t (cos(at),sin(at),0,...,0) € R™*1 a >0,

gegeben. Es gilt () = —a?vy(t). Daher sind die zweiten partiellen Ableitungen
normal und diese Kurven sind Geodétische. Da es aber zu jedem Anfangspunkt
und zu jeder Anfangsrichtung eine solche Kurve gibt, sind dies (aufgrund des
lokalen Eindeutigkeitssatzes fiir gewohnliche Differentialgleichungen) bereits
alle Geodétischen (die nicht mehr erweitert werden koénnen).

(v) Sei M = T? = St x S! = R?/Z?. Dann sind die Geodiitischen gerade die
Bilder von Geraden in RZ?. Bei rationaler Steigung erhalten wir periodische
Geodétische, bei irrationaler Steigung ist das Bild der Geodétischen dicht in
R2.

Definition 11.4. Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M und X € T,M.
Sei v : [0,1] = M eine Geoditische mit v(0) = p und 4(0) = X. (Ist || X|| klein

genug, so existiert solch eine Geoditische aufgrund des lokalen Existenzsatzes.) Wir
definieren exp,(X) := (1) € M.

Bemerkung 11.5.
(i) Sei 7 : [0,1] — M eine Geoditische mit v(0) = p und 4(0) = X. Dann ist
7v(t) = exp,(tX): Betrachte J(t) = v(at). Dann ist 7 eine Geoditische. Es gilt
7(0) = (0) = p und (0) = a¥(0) = aX. Somit ist exp,(aX) = 5(1) = v(a).
Wir setzen t := « und erhalten die Behauptung.
(ii) Die Liange der Geodétischen v(t) = exp,(tX) von p nach exp,(X) ist

/IIW)H dt = [[Y(O)[} = X1,
0

da ||9]| konstant ist.

Proposition 11.6.
(i) Fir jeden Punkt p € M gibt es ein € > 0, so dass exp, : T, M — M, einge-
schrinkt auf {X € T,M : || X|| < e}, glatt ist.
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(ii) Fiir jeden Punkt p € M ist die Abbildung ® : Q@ — M, Q C TM geeignet,
definiert durch

®(q, X) = (g,expy X),

ein Diffeomorphismus von einer Umgebung W von (p,0) € TM auf eine Um-
gebung von (p,p) € M x M.

Beweis.

(i) Dies folgt direkt aus dem lokalen Existenzsatz.
(ii) Zu einer Karte (U, ¢) fiir M gibt es eine Karte (Ty M, ¢.) fiir TM mit

Px - TyM —>¢(U) X Rma

Px.q (Za’ (q) axl
i=1
Daher besitzt ® in lokalen Koordinaten die Darstellung
) (ql,...,qm,Xl, - ,Xm) = (ql, .. .,qm,expé(XL...,eXpZn(X)) .

) = (p(@),a'(q);---,a™(q))-

Wir wollen nun nachweisen, dass @, , o) regulér ist. Dann folgt die Behaup-
tung aus dem Satz iiber implizite Funktionen. Zunéchst halten wir dazu X = 0
fest und variieren ¢. Da exp,(0) = ¢ fiir alle g gilt, folgt

0D id
(W (® O)) iz (id) '

1<j<2m

Wir betrachten nun ¢ = p und X =te; = (0,...,0,¢,0,...,0), daT,M = R™.
Dann gilt

d

d
Sepy(te)| = 2(0)

dt —o
da exp,(te;) eine Geoditische v mit v(0) = p und ¥(0) = e; ist. Folglich

erhalten wir
0PI 0
(6XZ (p7 0)> 1<i<m - <1d) ’

1<j<2m

= €4,
t=0

Zusammengenommen erhalten wir also

id 0
‘I’*v@vO):(id id)

und die Behauptung folgt.
O

Theorem 11.7. Zu p € M gibt es eine Umgebung U von p und € > 0, so dass
folgendes gilt:

(i) Fiir je zwei Punkte q,q'" € U gibt es eine eindeutig bestimmte Geoddtische von
q nach ¢ mit einer Linge kleiner als .
(i) Diese Geoditische ist durch t — exp,(tX), 0 <t <1, fir ein X € T,M mit
| X|| < e gegeben und hingt in glatter Weise von q und ¢ ab.
(iii) Fiir jedes q € U ist
exp, {X € T,M : || X|| <e} = exp, ({X € T,M : | X| <e}) C M

ein Diffeomorphismus.

Beweis.
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(i) Sei (V,1)) eine Karte um p. Sei W die Umgebung aus Proposition 11.6 von
(p,0) € TM. Sei w: TM — M die Projektionsabbildung des Tangentialbiin-
dels. Indem wir gegebenenfalls W verkleinern, diirfen wir annehmen, dass
m(W) C V gilt. Da die Metrik g stetig ist, gibt es ein € > 0 und eine offene
Umgebung U’ C M von p, so dass

W' = U {(u, X): X €T M, | X||<e} W
ueU’

gilt. Die Abbildung ® von Proposition 11.6 ist ein Diffeomorphismus von W’
auf ®(W’). ®(W’') ist eine offene Umgebung von (p,p) in M x M. Somit
enthilt ® (V') insbesondere auch eine Menge U x U, wobei U eine geeignete
offene Umgebung von p ist. Daher gibt es zu (q,q') € U x U einen eindeutig
bestimmten Punkt (¢, X) = ®!(¢,¢') € W'. Somit gilt ¢’ = exp, X fiir ein
X € T, M mit || X|| < e. Die Eindeutigkeit folgt nach Konstruktion, da ® ein
Diffeomorphismus ist.

(ii) Dies folgt direkt aus dem Beweis von Proposition 11.6.

(iii) Da ® ein Diffeomorphismus von W auf das Bild in M x M und in der ersten
Komponente die Identitét ist, ist auch exp,(-), die zweite Komponente von
®(q, -), ein Diffeomorphismus von {X € T,M : || X|| < ¢} auf das Bild in M.

O

Bemerkung 11.8. Man kann U sogar geoditisch konvex wihlen, d.h. jede
Geodétische aus (i), die ¢ und ¢’ verbindet, liegt auch in U. Vergleiche dies mit
Kugeln im R™.

Bemerkung 11.9. Mit Hilfe der Exponentialabbildung wollen wir besonders gute
Koordinatensysteme konstruieren: Sei p € M. Fixiere ¢ > 0 klein genug, so dass
exp,, ein Diffeomorphismus von {X € T, M : | X|| < ¢} auf das Bild U ist. Sei

e1,...,enm eine Orthonormalbasis von T, M. Dann gilt fir X = X'e; € T,M, dass
X2 = > (Xi)2 ist. Wir definieren eine Karte ¢ durch

i=1
p i exp, (Xiei) — (Xl,...,Xm) .

Wir erhalten eine surjektive Abbildung ¢ : U — BZ*(0) C R™.
Die so definierten Koordinaten heiflen Normalkoordinaten.

Proposition 11.10. In Normalkoordinaten um p € M gilt:

1 eoddtische durch p sind gerade Linien der Form 'y' = b't mit b' € , 1=
i) Geodditische durch p sind de Linien der Fi t'=1b b e R
1,...,m.
(i) 9i;(0) = i
(iii) T%,(0) = 0 und 224(0) = 0 fir alle i,j,k =1,...,m.

oxk
Beweis.

(i) Geoditische durch p sind durch ¢ ~ exp, (tX) gegeben.
(ii) Dies folgt aus den Rechnungen in Proposition 11.6, da rechts unten in der
Matrix die Identitét steht.
(iii) Fiir a € R™ ist t — ta eine Geodétische in Koordinaten. Die Gleichung

d2’yk A d'ylﬂ B

dt2 Uodt dt
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liefert dann I'};(0)a’a’ = 0. Da I'}; in i und j symmetrisch ist, folgt daraus
I'%;(0) = 0. SchlieBlich gilt im Ursprung

0 =T}g1; + Tk i1
1 <59kj 9gij 391«4) 1 (39ki 9g;i 3gkj> _ Ogi;
2 2

dri | oxk  Oxi - QxR

ozJ + ozk ozt

O

Bemerkung 11.11. Proposition 11.10 und der Satz von Taylor liefern, dass in
einem Normalkoordinatensystem

gij = 615 + O (|z|*)

gilt. Damit ist die Metrik bis zur ersten Ordnung euklidisch. Dies 148t sich auch
im allgemeinen nicht auf zweite Ordnung verbessern, da sonst der Riemannsche
Kriimmungstensor im Ursprung verschwinden wiirde.

Lemma 11.12. Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann ist M ein
metrischer Raum vermdge

d(p,q) = igf L(v),

wobei p,q € M sind und das Infimum diber alle stiickweisen C*-Kurven mit y(0) = p
und v(1) = q gebildet wird. L(v) bezeichnet dabei die Linge der Kurve ~:

L) = [Vl = [ out®)e @6 i
0 0

und ' = 7.

Beweis.

(i) d(p,q) = d(q,p) ist klar.
(ii) d(p,q) > 0. Fiir p # ¢ verlaBt eine beliebige Kurve v, die p mit ¢ verbindet in

einer Karte (U, ) eine Kugel B.(0) = B.(¢(p)). In B.(0) gilt g;; > ¢ - 6;; fiir
ein 6 > 0. Also folgt wie im R™, dass L(vy) > e -/ ist.
(iii) Dreiecksungleichung: Seien p,q,r € M und sei € > 0. Zeige, dass

d(p,q) < d(p,r)+d(r,q)

gilt: Sei 1 eine Kurve von p nach r mit L(vy;) < d(p,r) + € und sei y2 eine
Kurve von r nach ¢ mit L(y2) < d(r,q) + €. Dann ist

71(2), 0<
V(t) = 1
Y2 (Zt - 1)7 2 <
eine stiickweise C''-Kurve von p iiber 7 nach ¢ und es gilt

L(v) = L(n) + L(72) < d(p,7) + e +d(r,q) +¢.

Wir betrachten nun das Infimum iiber alle Kurven +, die p mit ¢ (nicht not-
wendigerweise iiber r) verbinden. Es folgt

d(p,q) < d(p,r) +d(r,q) + 2¢.

Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.
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Theorem 11.13. Seip € M. Dann gibt es eine Ungebung U von p und ein e > 0,
so dass zu je zwei Punkten q,q' € U eine eindeutige Geodditische v von q nach ¢
existiert, deren Linge kleiner als € ist. Es gilt L(y) = d(q,q’), wobei L die Linge
bezeichnet und d die von der Riemannschen Metrik induzierte Distanzfunktion ist.

Sei w eine weitere stiickweise glatte Kurve, die q¢ und q' verbindet. Dann gilt
L(w) > L(v) und die Ungleichung ist strikt ausser wenn w eine Umparametrisierung
von 7y st.

Beweis, Anfang. Aus Theorem 11.7 folgen die Existenz- und Eindeutigkeitsaussage.
Fiir den Rest des Beweises benétigen wir noch einige Lemmata. O

Lemma 11.14. Sei W eine offene Umgebung von (ug,vo) € R? und F : W —
M eine glatte Abbildung. Dann sind %—5 = F*% und %—5 Tangentialvektoren an
die Kurven v = konstant und u = konstant (dies ist nur im reguldren Falle eine
sinnvolle Aussage). Wenn wir mit % und % die kovarianten Ableitungen entlang

dieser Kurven bezeichnen, gilt

Dor _ DoF
ovou  Ouodv’
Beweis. Sei X ein Vektorfeld entlang F(W) und gelte
. 0 ; 0
X - )(Z _— = )(Z b
(U7U) (U7U) o’ (u,v) oz F(u,v)

in Koordinaten. Dann ist nach Bemerkung 8.4
DX oxF OF7\ 0
0 [ gk xis )
dv ( ov T ov )
Insbesondere folgt also

DaF_(a2Fk kaFiaFj> 9 DOF

dvou  \ouw U ou v )k dudv
O
Lemma 11.15. Unter denselben Voraussetzungen wie eben gilt
or or] _
ou’ ov|
Beweis. Dies folgt aus einer Ubungsaufgabe, da
OF 9 %) 1%} o 0
(55 55] = [Fegn, Fogy] = Fu [50, 55] =0
gilt.
Alternativ: Sind ?TI; und %—f linear lokal unabhéngig, so sind es Koordinaten-

vektorfelder in einem geeigneten Koordinatensystem, fiir die die Lieklammer ver-
schwindet. Im allgemeinen Fall folgt dies direkt hieraus durch Approximation. [

Lemma 11.16 (Gaullemma). Seip € M und exp,, in B.(0) ein Diffeomorphismus.
Dann sind die Geodditischen durch p der Linge < € orthogonal zu den geoddtischen
Sphdren

Sr(p) = {expr X =,
falls 0 <r <e.

Beweis. Als diffeomorphes Bild von 0B, (0) C T,M = R™ ist S,(p) eine (m — 1)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit von M. Jede Kurve in S, (p) laBt sich in der
Form ¢ + exp,(rX(t)) darstellen, wobei t — X(t) eine Kurve in {X € T,M :
[|IX|| = 1} ist. Wir haben gesehen, dass jede Geodétische (ggf. nach Reparametri-
sierung) durch p von der Form r ~ exp,(rX) fiir ein X € T,M mit || X[ = 1
ist.
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Betrachte nun die Abbildung F'(r,t) := exp,(rX(t)), wobei t = X(t) eine Kurve

in{X € T,M : | X| =1} ist. Dann ist %—IZ ein Tangentialvektor an S, (p) und %—f ist

ein Tangentialvektor an eine Geodétische durch p. Somit geniigt es, %—f, %—ID =0
nachzuweisen: Zuniichst einmal gilt F'(0,¢) = p fiir alle ¢. Also ist %—f o) = 0 und
daher gilt auch <‘?9—1:, %>’(O,t) = (0. Nach Bemerkung 9.9

0 JoF OF\ _/[DOF OF\ [OF DOF

Or \or’ ot/ \or or’ ot or’Or ot |
Auf der rechten Seite verschwindet der erste Term, denn r — F(r,t) ist eine
Geodatische. Nach Lemma 11.14 erhalten wir fiir den zweiten Term

OF DOF\ _[0F DOF\ 10 [F oF\
or’or ot/ \or'otor/) 20t\or’or/
da 88—1: der Tangentialvektor der Geodétischen r — F'(r,t) ist und damit eine kon-

stante Norm hat. Somit ist % <%—f7 %—f> = 0. Also ist <%—f, %—I;> konstant und da

diese Funktion im Punkte (0,¢) verschwindet, verschwindet sie iiberall. Das Lemma
folgt. t

Lemma 11.17. Seien p,e und U wie in Theorem 11.7. Sei w : [a,b] — U \ {p}
eine stiickweise C'-Kurve. Dann lifst sich w eindeutig in der Form

w(t) = exp, (r(t)X(t))
mit 0 < r(t) <e, X(t) € T,M und || X(t)|| =1 schreiben. Es gilt

b
waa/wuman@fmw|

und Gleichheit gilt genau dann, wenn X konstant und r monoton ist.
Insbesondere ist daher der kiirzeste Weg zwischen zwei konzentrischen geoddti-
schen Sphdren um q eine radiale Geoddtische.

Beweis. Da exp, ein Diffeomorphismus ist, ist die eindeutige Darstellbarkeit klar.
Definiere F(r,t) := exp,(rX(t)). Dann gilt w(t) = F(r(t),t) und wir erhalten

w(t) = %—Z:f(t) + or

ot
Nach Lemma 11.16 sind % und %—f orthogonal zueinander. Weiterhin ist H %—f H =1,
da dies fiir r = 0 gilt und da H %—f” fiir Geodéatische konstant ist. Somit gilt
oF ||?
. 2 NT NY
Joto® = tior + | 5 | = 1ol
und Gleichheit gilt genau dann, wenn %l; = 0 und damit also %—f = 0 ist. Hieraus
folgt
b b

[t ae= [ild = rw) - )

a a
und Gleichheit gilt genau dann, wenn r monoton und X konstant ist. U

Beweis von Theorem 11.13, Ende. Sei w ein stiickweise glatter Weg von ¢ nach
q" = exp,(rX) mit 0 < r <e, X € TyM and || X[ = 1. Dann gibt es zu jedem
d € (0,r) eine Einschrankung der Kurve, die die geodétische Sphére Ss(g) mit der
geoditischen Sphire S,.(q) verbindet. Wir betrachten eine solche Einschrinkung,
bei der sich die Kurve ausschliefilich zwischen diesen beiden Sphéren befindet. Nach
Lemma 11.17 hat dieser Teil mindestens die Liange r — §. Mit § N\, 0 erhalten wir
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L(w) > r = L(). Falls w nicht bis auf Umparametrisierung mit der verbindenden
Geodétischen ~ iibereinstimmt, erhalten wir eine strikte Ungleichung. O

Korollar 11.18. Sei v : [0,T7] — M eine nach der Bogenlinge parametrisierte
Kurve und nehme an, dass fir jede andere Kurve w, die v(0) mit v(T) verbindet,
L(vy) < L(w) gilt. Dann ist v eine Geoddtische.

Beweis. Wihle einen beliebigen Punkte p im Bild von . In der Néhe von p mi-
nimiert v die Lange. Da v proportional zur Bogenldnge parametrisiert ist, liefert
Theorem 11.13, dass 7 in einer Umgebung von p eine Geodéitische ist. Da p ein
beliebiger Punkt auf dem Bild von + ist, ist v eine Geodétische. (]

Bemerkung 11.19.

(i) Wir haben in Korollar 11.18 gesehen, dass eine lingenminimierende Kurve
zwischen zwei Punkten eine Geodétische ist. Im allgemeinen gibt es in einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit zwischen zwei Punkten keine l&ingenminimie-
rende Kurve. Sei M = R?\ {(0,0)}. Seien p = (—1,0) und ¢ = (1,0). Dann
ist d(p,q) = 2, aber jede Kurve in M, die p mit ¢ verbindet hat eine Linge
strikt grofler als 2, da sie den Ursprung nicht im Bild enthalten kann.

Die negative x'-Achse ist eine Geoditische, die sich aber nicht fortsetzen
148t.

(ii) Im allgemeinen minimieren Geoditische die Linge nicht global, beispielsweise
auf der Sphére oder auf einem Zylinder.

Wir wollen uns damit beschéftigen, wann es zwischen zwei Punkten auf einer
Mannigfaltigkeit stets eine kiirzeste Geodétische gibt und wann eine Geodétische
sich fortsetzen l48t.

Definition 11.20. Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit heifit geoditisch voll-
stindig, wenn jede Geodétische v : [0,T] — M sich zu einer auf ganz R definierten
Geodétischen fortsetzen 1a83t.

Theorem 11.21 (Hopf-Rinow). Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) M ist geoditisch vollstindig.
(ii) Fiir alle p € M ist exp,, auf ganz T,M definiert.
(i1i) M mit induzierter Metrik d ist ein vollstindiger metrischer Raum.

Ist M zusammenhdngend, so impliziert jede dieser Aussagen

(iv) Zwei beliebige Punkte p,q € M lassen sich durch eine Geoddtische v verbin-
den, so dass L(y) = d(p,q) gilt.

Bewets.

(i) = (iv): Seien p,q € M. Setze r := d(p,q). Nach Theorem 11.13 gibt es ein
§ > 0, so dass jeder Punkt von 0Bs(p) :== {& € M : d(p,z) = 6} mit p durch
eine eindeutig bestimmte minimierende Geodétische verbunden werden kann. (Falls
r < ¢ ist, liefert dieses Theorem bereits die Behauptung und wir sind fertig.) Die
Funktion d(gq, -) ist stetig. Da 0Bs(p) kompakt ist, gibt es einen Punkt py € 9Bs(p),
so dass sie, eingeschriinkt auf 0B;(p), dort ihr Minimum annimmt. Sei v : t —
exp, (tX), [ X] =1, 0 <t <4, die Geoditische von p nach po.

Wir behaupten nun, dass

(11.2) d(v(t),q)=r—t fir 6§<t<r gilt.

Dies zeigt dann, dass p und ¢ sich durch eine kiirzeste Geodétische verbinden lassen.
Also folgt aus (11.2), dass (i) = (iv). Die Behauptung (11.2) ist fiir ¢ = § wahr.
(,,>* gilt nach Dreiecksungleichung, fiir ,<“ betrachte man eine Folge von Kurven,
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die zeigen, dass d(p, q) = r gilt und benutzt, dass diese dBs(p) schneiden miissen.)
Aufgrund der Stetigkeit ist sie auch fiir das Supremum tq aller der ¢’s wahr, fiir
die sie wahr ist. Nehme daher an, dass to < 7 gilt. Ahnlich wie oben finden wir ein
§’ > 0, so dass es von y(tp) eine eindeutig bestimmte minimierende Geodétische zu
einem beliebigen Punkt in dBs (7(to)) gibt. (Analog zu oben nehmen wir an, dass
to+ ¢ < rist.) Sei py € OBs (7(t9)) ein Punkt, so dass d(q,-) das Minimum iiber
OBs/ (v(to)) in p annimmt. Dann folgt (wie oben)

d(v(to),q) = 8" + d(pp; @)-

Dies impliziert wegen (11.2) und der Definition von ¢,
d(p/Oa Q) = d(’}/(to), q) - = (T - tO) -4

Aufgrund der Dreiecksungleichung erhalten wir also

d(p,po) > d(p,q) —d(ph,q) =7 — [(r —to) = '] =to + 0"

Betrachte nun die ,,gebrochene“ Geodéitische, die aus der Geodétischen von p nach
~(to) und der lingenminimierenden Geodétischen von 7(¢o) nach pj besteht. Deren
Lénge ist gerade to + §’. Somit ist sie eine lingenminimierende Verbindung von p
nach py und daher aufgrund von Korollar 11.18 nicht nur eine gebrochene, sondern
sogar eine (richtige) Geodétische. Sie stimmt also mit der oben definierten Geodéti-
schen + {iberein, also ist v(tg + ¢") = p{,. Somit erhalten wir einen Widerspruch zur
Definition von ¢y < r. Die Behauptung folgt.

(i) <= (ii) ist offensichtlich.

(i) = (iii): Sei (5 )nen eine Cauchyfolge in M. Dann ist x, beschrinkt, also
gibt es A > 0, so dass d(z,,zo) < A ist. Aufgrund des obigen Beweises ist fiir alle
neN

T, € Ai=exp, {X € T, M : || X| <A}

Die Menge A ist das Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung
und daher selber wieder kompakt. Also besitzt die Folge (z,,) einen Haufungspunkt
in A und dieser Punkt gehort ebenfalls zu A. Also ist M als metrischer Raum
vollstandig.

(i) = (i): Sei v : [0,t9) — M, 0 < tg < o0, eine nach der Bogenlénge parame-
trisierte Geodétische, die sich nicht iiber ¢y hinaus fortsetzen lafit. Wahle ¢,, € [0, tg)
mit ¢, T to, n € N, und setze p,, 1= y(tn). Da d(pm, pn) < |tm — tn] gilt, ist (Pn)nen
eine Cauchyfolge in M. Aufgrund der metrischen Vollstdndigkeit von M gibt es
daher ein ¢ € M, so dass p, — ¢. Wir méchten nun nachweisen, dass sich ~y so fort-
setzen laf3t, dass es g erreicht. Nach Theorem 11.13 gibt es ¢, > 0, so dass sich zwei
beliebige Punkte in Bs(q) mit einer eindeutig bestimmten Geoditischen der Linge
kleiner als € verbinden lassen. Auf p,, und p, angewandt heifit das, dass es ein IV
gibt, so dass fiir alle m,n > N auch d(pm,pn) = |[tm — tn] gilt. Wir fixieren nun n
und lassen m — oco. Aufgrund der Stetigkeit von d erhalten wir d(q, pn) = to — tp.-
Fiir m > n > N gilt also

d(Qapn) =ty —t, = (tO - tm) + (tm - tn) = d(Qapm) + d(pmapn)~

Damit ist die gebrochene Geodétische von p, nach p,, und weiter nach ¢ langen-
minimierend und daher nach Korollar 11.18 eine glatte Geodétische. Man kann sie
also verwenden um die Geodétische v bis tg fortzusetzen. Der lokale Existenzsatz
erlaubt uns nun, die Geodétische iiber ¢¢ hinaus fortzusetzen. O

Korollar 11.22. Jede geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit ist geoddtisch
vollstindig.

Beweis. Ein kompakter metrischer Raum ist vollstdndig. O
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Bemerkung 11.23. Aussage (iv) in Theorem 11.21 ist zu den anderen Aussagen
nicht dquivalent. By (0) C R™ ist ein Gegenbeispiel.

oo
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