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Aufgabe 1.1. Sei o : I — R?, I ein offenes Intervall, eine regulire Kurve der Klasse C2. Zeige:

(i) « hat genau dann konstante Kritmmung x, wenn sie Teil eines Kreises mit Radius ﬁ ist, falls k # 0,
beziehungsweise Teil einer Geraden, falls k = 0.
(ii) Sei tp € I und beriihre ein Kreis K mit Radius I%I die Kurve a von zweiter Ordnung in ¢y, d.h. es gilt

dist(a(t), K) = o ((t — t9)?). Dann ist die Absolutkriimmung von « in ¢, gleich |x|.

Aufgabe 1.2. Sei o : I — R? eine nach der Bogenlinge parametrisierte regulire Kurve der Klasse C3.
Gelte o” # 0, d.h. « ist eine Frenet-Kurve. Das zugehorige Frenet-3-Bein ist durch v; = ¢/, vy = ﬁﬁ und

v3 = v1 X vy gegeben. Weise nun die Frenet-Gleichungen nach, wobei 7 := (v}, v3) die Torsion bezeichnet:
/

v 0 k 0 1
vl =|-k 0 7 Vo
V3 0O —7 0 V3

Aufgabe 1.3.

(i) Eine regulire Kurve zwischen zwei Punkten p,q € R™ mit kleinstmdoglicher Linge ist notwendig das
Geradenstiick von p nach gq.
(ii) Seien z,y € S? und definiere

d(z,y) == inf {L(a) : a1 [0,1] = S?, o stiickweise C', a(0) = z, a(1) =y} .

Zeige, dass d : S x S? — R eine Metrik ist. Nehme an die Erdoberfliche sei eine Kugel mit Radius
r = 6,371000785-10%m. Bestimme den Abstand vom Konstanzer Miinster (47°39'48” nérdlicher Breite,
9°10/34" stlicher Léinge) zum Nordpol. (Punkte gibt es wie {iblich nur fiir bewiesene Tatsachen.)

Aufgabe 1.4. Sei Q C R? offen und beschriinkt, 9Q das Bild einer stiickweisen C'-Kurve a.

(i) Ist Q nicht konvex, so gibt es ein Gebiet Q' gleichen Umfanges und gréoferen Flidcheninhaltes. Sei daher
Q ab jetzt konvex.

(ii) Sei hier der Rand das Bild mehrerer stiickweiser C'-Kurven. Ist © nicht zusammenhéngend, so gibt es
ein Gebiet )’ gleichen Umfanges und gréfieren Flicheninhaltes.

(iii) Sei o ¢ C*. Dann gibt es ein Gebiet mit gleichem Umfang und gréferem Flicheninhalt.

(iv) Sei p € 99Q. Dann gibt es ¢ € 99, ¢ # p, so dass die Gerade G durch p und ¢ das Gebiet Q in zwei
Gebiete gleichen Fliacheninhaltes teilt. Schneidet G den Rand OS2 nicht senkrecht, so gibt es ein Gebiet
Q' gleichen Umfanges und gréferen Flicheninhaltes als €.

Hinweis: Spiegele einen Teil von 2 an der Fldcheninhaltshalbierenden.

Abgabe: Bis Dienstag, 20.04.2010, 10.00 Uhr, in die Briefkésten bei F 411.
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Aufgabe 2.1. Sei M eine kompakte, sternfosrmige Hyperfliche der Klasse C? im R™*!, d.h. es gibt ein
u € C? (R”‘H \ {0}), ohne Einschrinkung positiv homogen vom Grade 1 mit u > 0, so dass
M={(z u(x)):z€S"}
gilt. Gib eine lokale Einbettung von M in den R"! an und berechne die induzierte Metrik gij, die zweite
Fundamentalform h;; und die Normale v von M.
Aufgabe 2.2. Berechne die Umlaufzahlen folgender Kurven:
(i) v:[0,27] — R?,
t — (cost,sint).
(i) v:[0,27] — R?,
t +— (sint,sin 2t).
Aufgabe 2.3.
(i) Sei Y = RU {0'}. Definiere die Funktionen f; : R — Y, x — z und

x, x=#0

R—=>Y xw—
f2 {0’, z=0.

Bestimme die Finaltopologie von Y beziiglich { f1, f2} und untersuche, ob Y hausdorffsch ist oder nicht.
(ii) Seien X, Y topologische Rédume. Sei A C X und sei Y hausdorffsch. Seien g1, go: X — Y stetig. Ist
g1(x) = g2(x) fiir alle x € A, so folgt g1(x) = go(2) fiir alle z € A.

Aufgabe 2.4.
(i) Zeige, dass die Abbildung p; : S — P", x — [z], eine zweibliittrige Uberlagerung ist.
(ii) Gegeben die Uberlagerung ps : R — S, x — €', und eine stetige Kurve v : R — S, sowie zg € R mit
p2(x0) = 7(0).
Dann existiert eine Kurve 4 : R — R mit 4(0) = z¢ und p2 05 = 7. ¥ heifit der Lift von ~. Das folgende

Diagramm kommutiert also
/)
p2

R?Sl.

(iii) Gegeben die Uberlagerung p3 : S' — S € C, 2 — 2, und eine stetige Kurve v : R — S!, sowie g € S!
mit p3(zg) = 7(0). Zeige wiederum die Existenz eines stetigen Lifts 4 von +, diesmal beziiglich p3. Man
erhélt nun die Kommutativitiat des folgenden Diagrammes:

Sl

R?Sl.

Abgabe: Bis Dienstag, 27.04.2010, 10.00 Uhr, in die Briefkésten bei F 411.
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Aufgabe 3.1.

(i) Sei u:R™ — R eine affin lineare Funktion, d.h. gelte u(x) = (A, z) + b, wobei A € R™ und b € R sind.
Es bezeichne A(Q2) den Flicheninhalt von graph un(Q x R). Zeige fiir ein geschickt gewiihltes Rechteck

R, dass
A(R) :/«/1+|Du|2dx
R
gilt. Definiere daher du := /1 + |Dul? dx = y/det(g;;) dx und A(Q) := [ du.

Q
(ii) Gib dy fiir eine untere Hemisphére
n = Sp0 {1 <0} = {(3,2) € R [3]2 + (27H)? = B2, 271 < 0}
an. Im Fall der Sphére schreiben wir do = du.

Aufgabe 3.2. Sei M C R"*! eine Hyperfliche, die sich als Graph schreiben lisst, M = graph ujn, @ CR"
offen und beschrinkt, mit u € C1(Q). Definiere fiir eine nichtnegative, stetige Funktion f : R"*! — R

[ rani= [ paa) ViFIDPax= [ ) dn
M
Fiir eine stetige Funktion f = f* + f~, wobei fT := max(f,0) und f~ = min(f,0), fiir die sowohl [ f*d,
M
als auch [ (—f7)dp endlich ist, definieren wir [ fdp = [ f*dp— [ (—f~)dp. Sei nun Q@ C R™ konvex,
M M M M

M = graph ujq, u € C?(Q) mit D?u > 0. Zeige, dass

/Kdu: / do
M

v(M)

ist, wobei v : M — S™ der nach unten gerichtete Normalenvektor an M ist und v(M) := {p € S" : v(q) =
p fiir ein ¢ € M}.

Hinweis: Verwende die Transformationsregel fiir Integrale und benutze v um den Diffeomorphismus zu kon-
struieren.

Aufgabe 3.3. Sei ) C R" offen und beschriinkt, u € C%(Q). Sei p € C%(Q). Berechne
d
g Aeraph (u +t))je=o0 =: 0A[uf(p).

Sei nun w ein kritischer Punkt des Oberflichenfunktionals, d.h. gelte 6.A[u]{¢) = 0 fiir alle p € C?(Q2). Dann
heifit graph v Minimalfliche. Zeige, dass

Hgraph u] =0
gilt.
Aufgabe 3.4. Sei Q C R" offen und beschrinkt, v € C%(Q) und gelte H[graph u| = 0. Zeige, dass fiir alle
p € CHQ)

Alu] < Alu + o)
gilt.
Hinweis: Wende den Gaufischen Divergenzsatz auf eine geeignete Fortsetzung eines Normalenvektors an.
Begriinde auch, wieso der Divergenzsatz anwendbar ist.

Abgabe: Bis Dienstag, 04.05.2010, 10.00 Uhr, in die Briefkésten bei F 411.
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Aufgabe 4.1. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und = € M. Zeige, dass die Vektorraumstruktur
von T, M nicht von der Wahl der Karte abhéngt.

Aufgabe 4.2. Sei Z =S""! x R.

(i) Zeige, dass Z eine differenzierbare (C°°) Untermannigfaltigkeit des R"™1 ist. Wir versehen nun Z mit
dieser differenzierbaren Struktur.
(i) Seiu:Z — Ry, u € C*(Z). Sei M ein Graph iiber Z, d.h. es gilt

M= {(U($7y) ! xvy) : (l',y) € Z}
Gib eine lokale Einbettung von M an und berechne die von der Einbettung induzierte Metrik, die
duflere Normale, sowie die zweite Fundamentalform.
(iii) Sei nun w rotationssymmetrisch, gelte also u(z,y) = u(y). Berechne nun die mittlere Kriimmung H.

Aufgabe 4.3.
(i) Sei N € S™ der Nordpol. Wir definieren nun eine Abbildung
¢ ST\ {N} = R",
indem wir einem Punkt x € S den Schnittpunkt der NV und x verbindenden Geraden mit der Ebene
R™ = R" x {0} zuweisen. Analog definieren wir ¢ : S*\ {S} — R", wobei nun S den Siidpol bezeichnet.

Zeige nun, dass ¢ und ¢° Karten eines Atlanten von S™ sind.
(ii) Gib eine weitere Auswahl an Karten an, mit welcher S™ zu einer Mannigfaltigkeit wird.

Aufgabe 4.4. Sei M™ C R™*! eine m-dimensionale, kompakte Untermannigfaltigkeit. Zeige, dass es einen
Punkt p € M™ mit h;;(p) > 0 gibt.

Zusatz: Bezeichnet diam M™ den Durchmesser von M™ in R™ %!, so gibt es p € M™, so dass h;;(p) >
T Yis gilt.

Abgabe: Bis Dienstag, 18.05.2010, 10.00 Uhr, in die Briefkésten bei F 411.
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Aufgabe 5.1. Sei M C R"*! eine eingebettete Mannigfaltigkeit mit lokaler Einbettung X : Q — R"*1,
wobei 2 C R™ offen ist. Seien mit iiblicher Bezeichnungsweise g;;, hij, v, H, K, \/det(g;;) dx gegeben.

Definiere X = p- X, wobei 1 > 0 eine Konstante sei. Bestimme oben genannte Groen fiir die neue Einbettung
mit Hilfe von x4 und den entsprechenden Gréflen fiir X.

Aufgabe 5.2. Beweise Bemerkung 5.13. Verwende alternativ die Funktion
1,z fir —1<z<0,
f@—{ )

(cosz,sinz) fir 0 <z < 2.

Aufgabe 5.3.

(i) Seien M, N, S differenzierbare Mannigfaltigkeiten und f : M — N, sowie g : N — S differenzierbare
Abbildungen. Zeige:
gx 0 fu = (gof)*-
(ii) Sei M eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit von N. Zeige, dass TM eine Untermannigfaltigkeit
von T'N ist.

Aufgabe 5.4.
(i) Sei T™ = R™/~, wobei die Aquivalenzrelation als
r~y<3Jzel:x=y+=z
definiert ist. Zeige, dass T" versehen mit der Quotientenraumtopologie beziiglich der Projektion
PR ST, p(a) =[],

kompakt ist. Gib einen Atlas fiir T™ an, so dass p ein lokaler Diffeomorphismus wird.
(i) Sei M = {z € R? : dist(z, S' x {0}) = 1}. Zeige, dass M eine Untermannigfaltigkeit des R? ist.
(iii) Weise nach, dass T? und M diffeomorph sind.

Abgabe: Bis Dienstag, 25.05.2010, 10.00 Uhr, in die Briefkésten bei F 411.
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Aufgabe 6.1. Sei 2 C R"” offen. Sei u : 2 — R eine stetige Abbildung. Zeige, dass die Projektion
7 graphu — Q, (z,u(z)) — z,

ein Homo6éomorphismus ist.

Aufgabe 6.2. Seiu € C1(Q,R™), Q C R" offen. Zeige, dass graphu C R"*™ m € N, eine differenzierbare
Untermannigfaltigkeit ist.

Aufgabe 6.3. Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit G versehen mit einer Gruppenstruktur, so dass die
Multiplikation m : G x G — G, (a,b) + a - b, sowie die Inversion i : G — G, a — a~ !, differenzierbar sind,
bezeichnet man als Lie-Gruppe.

Es bezeichne O(n) den Raum der orthogonalen n x n-Matrizen. Zeige, dass O(n) eine differenzierbare Un-
termannigfaltigkeit des R™*" ist, und dass die Gruppenoperationen differenzierbar sind. Gib des Weiteren
T14¢O(n) an, wobei Id die Einheitsmatrix bezeichnet.

Aufgabe 6.4. Gib zwei nicht homdomorphe R-Biindel iiber S' an.

Abgabe: Bis Dienstag, 01.06.2010, 10.00 Uhr, in die Briefkésten bei F 411.
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Aufgabe 7.1.
(i) Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Definiere die Abbildung
A:M—->MxM, zw—(xx).

Weise nach, dass A(M) eine Untermannigfaltigkeit von M x M ist.
(i) Sei M = {x € R*: 2% + 23 = 2% + 27 = 1}. Zeige, dass M eine Untermannigfaltigkeit des R? ist.

Aufgabe 7.2. Welche der folgenden Mengen sind Untermannigfaltigkeiten des dahinter angegebenen Raum-
es?” Wenn eine der Mengen eine Untermannigfaltigkeit darstellt, welche maximale Differenzierbarkeit kann
man fiir den Atlas erhalten? Punkte gibt es nur fiir bewiesene Antworten.

(i) [0,1]" Cc R™
(i) (0,1)" R
(iii) a([0,1]") c R"
(iv) {(z,y) €R?: |z| = Jy|} C R?
(v) {(sint,sin2t):t € R} C R?

Aufgabe 7.3. Zeige, dass das Vektorbiindel T'S? trivial ist.

Aufgabe 7.4. Sei M eine differenzierbare C°°-Mannigfaltigkeit und seien X,Y,Z drei C2-Vektorfelder.
Dann gilt die Jacobiidentitat
(X, [V, Z]| + [Y,[Z, X]] + [Z,[X, Y]] = 0.

Abgabe: Bis Dienstag, 08.06.2010, 10.00 Uhr, in die Briefkésten bei F 411.
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Aufgabe 8.1. Seien M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten und sei f : M — N ein Diffeomorphismus.
Zeige, dass f. : TM — TN ein Diffeomorphismus ist.

Aufgabe 8.2. Seien M,N differenzierbare C°°-Mannigfaltigkeiten und sei
f : M — N ein Diffeomorphismus. Seien X,Y zwei C'-Vektorfelder auf M und definiere fiir ¢ € N ein
Vektorfeld auf N mittels A
Xlg = (f+X)l=1(0)-
Zeige, dass fiir p € M o
f*,p[X7 Y]lp = [Xa Y]

f(p)
gilt.

Aufgabe 8.3. Sei N eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. N heifit orientierbar, wenn es eine Familie von
Karten von N gibt, deren Definitionsbereiche N iiberdecken, so dass die Determinante der Jacobi-Matrix
der Kartenwechsel stets positiv ist.

Sei nun M C R™*! eine Untermannigfaltigkeit. Wir sagen, dass M als Hyperfliche orientierbar ist, wenn es
eine stetige Normale auf M gibt, d.h. es existiert eine stetige Abbildung v : M — R+ so dass fiir p € M
der Vektor v(p) € (T, M) ist und |v(p)| = 1 erfiillt.

Zeige, dass M genau dann orientierbar ist, wenn es als Hyperfliche orientierbar ist.

Aufgabe 8.4. Sei f : B™(0) — R™** eine differenzierbare C*°-Einbettung, wobei BJ*(0) den offenen
Einheitsball in R™ darstellt. Bezeichne weiterhin mit M die Untermannigfaltigkeit f(B7*(0)) C R™**.

Zeige, dass es k glatte Abbildungen N; : Bf*(0) — R™+k 1 <4 < k, gibt, so dass fiir p € BJ*(0) die Vektoren
N; (p) S (Tf(p)Z\f)l sind und
(Ni(p), N;(p)) = dij, 1 < i, j <k,
erfiillen. Zeige, dass die Abbildung
F:B70) xR = R™F (2,y) = f(z) +y'Ni(x)

ein Diffeomorphismus in einer Umgebung von (0, 0) ist.

Abgabe: Bis Dienstag, 15.06.2010, 10.00 Uhr, in die Briefkésten bei F 411.
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Aufgabe 9.1. Sei M eine C**1-Untermannigfaltigkeit des R™, k& > 1. Seien X,Y beliebige Vektorfelder
der Klasse C*~! respektive C* auf M, wobei wir Y als Abbildung Y : M — R" auffassen. Definiere wie in
Beispiel 8.2

VxY(z) := P(2)dY (2)(X),
wobei P(z) : R® — T, M die orthogonale Projektion ist, z € M beliebig sei und wir ¥ lokal fortsetzen zu
einer Abbildung Y : U — R™, U eine offene Umgebung von z des R™. Zeige, dass V einen Zusammenhang
der Klasse C*~1 auf M definiert, den induzierten Zusammenhang.

Aufgabe 9.2. Versehe S mit dem induzierten Zusammenhang V.

(i) Sei X durch
X(p) :=er—(er,p)p
definiert, wobei e; den Basisvektor im R"™*! bezeichnet und p € S™ sei. Begriinde, warum X ein
Vektorfeld auf S™ ist und berechne die Darstellung von X beziiglich der stereographischen Projektion.
(ii) Berechne die Christoffelymbole Ffj in lokalen Koordinaten beziiglich der stereographischen Projektion.

Aufgabe 9.3. Lies den Beweis von Bemerkung 9.5, also der Existenz einer untegeordneten Zerlegung der
Eins auf einer parakompakten Mannigfaltigkeit, nach.

Aufgabe 9.4. Sei X ein glattes Vektorfeld auf einer glatten Mannigfaltigkeit M. Bezeichne mit F': W — M
den maximalen Fluss von X. Zeige, dass vt € R
M, :={x € M : (z,t) € W} offen in M ist und dass F'(t,-) : My — M_; ein Diffeomorphismus ist.

Abgabe: Bis Dienstag, 22.06.2010, 10.00 Uhr, in die Briefkésten bei F 411.
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Aufgabe 10.1. Sei M eine C*T!'-Mannigfaltigkeit, & > 1, mit abzdhlbarer Basis.

(i) Sei g wie im Beweis von Theorem 9.4 definiert. Zeige, dass g eine Riemannsche Metrik der Klasse C*
ist.
(ii) Zeige, dass ein Zusammenhang der Klasse C*~1 auf M existiert.

Aufgabe 10.2. Seien M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten und g eine Riemannsche Metrik auf N. Ist
f+ M — N eine Immersion, so ist durch

[r9(X,Y) = g(f: X, YY),
wobei X, Y beliebige Vektorfelder auf M seien, eine Riemannsche Metrik auf M definiert.

Aufgabe 10.3. Sei M" eine n-dimensionale, zusammenhéngende, differenzierbare Mannigfaltigkeit, deren
Topologie eine abzihlbare Basis besitzt.

(i) Sei g eine pseudo-Riemannsche Metrik auf M, p € M beliebig und Vi,...,V,, eine Orthonormalbasis
von T,M. Sei ¢; := ¢,(V;,V;). Zeige, dass der Index von g mit der Anzahl der negativen Vorzeichen,
welche in (e1,...,¢&,) vorkommen, iibereinstimmt.

(ii) Zeige, dass eine Metrik vom Index k, 1 < k < n, genau dann existiert, wenn es ein k-dimensionales
Unterbiindel von T'M gibt.

Aufgabe 10.4. Sei M eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit des R™*! und bezeichne mit R den
Kriimmungstensor. Berechne R beziiglich des Projektionszusammenhanges fiir

(1) M =s",

(2) M=S'xRF, 1<k<n-1,

(3) M ={(z,[z[) : z € R" \ {0}}.

Abgabe: Bis Dienstag, 29.06.2010, 10.00 Uhr, in die Briefkésten bei F 411.



Oliver Schniirer, Universitat Konstanz Sommersemester 2010
Matthias Makowski

UBUNGEN ZUR VORLESUNG DIFFERENTIALGEOMETRIE I

Blatt 11

Aufgabe 11.1. Sei M eine C**1-Untermannigfaltigkeit des R™, k > 1. Seien X,Y beliebige Vektorfelder
der Klasse C*~! respektive C* auf M, wobei wir Y als Abbildung Y : M — R"™ auffassen. Definiere wie in
Beispiel 8.2

VxY(z) := P(2)dY (2)(X),
wobei P(z) : R® — T, M die orthogonale Projektion ist, z € M beliebig sei und wir ¥ lokal fortsetzen zu
einer Abbildung Y : U — R™, U eine offene Umgebung von z des R™. Zeige, dass V einen Zusammenhang
der Klasse C*~1 auf M definiert, den induzierten Zusammenhang.

Aufgabe 11.2. Versehe S™ mit dem induzierten Zusammenhang V.

(i) Sei X durch
X(p) :=er—(er,p)p
definiert, wobei e; den Basisvektor im R"™*! bezeichnet und p € S™ sei. Begriinde, warum X ein
Vektorfeld auf S™ ist und berechne die Darstellung von X beziiglich der stereographischen Projektion.
(ii) Berechne die Christoffelymbole Ffj in lokalen Koordinaten beziiglich der stereographischen Projektion.

Aufgabe 11.3. Lies den Beweis von Bemerkung 9.5, also der Existenz einer untegeordneten Zerlegung der
Eins auf einer parakompakten Mannigfaltigkeit, nach.

Aufgabe 11.4. Sei X ein glattes Vektorfeld auf einer glatten Mannigfaltigkeit M. Bezeichne mit F': W — M
den maximalen Fluss von X. Zeige, dass vt € R
M, :={x € M : (z,t) € W} offen in M ist und dass F'(t,-) : My — M_, ein Diffeomorphismus ist.

Abgabe: Bis Dienstag, 22.06.2010, 10.00 Uhr, in die Briefkésten bei F 411.
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Aufgabe 12.1. Sei M eine C*T!'-Mannigfaltigkeit, k& > 1, mit abzdhlbarer Basis.

(i) Sei g wie im Beweis von Theorem 9.4 definiert. Zeige, dass g eine Riemannsche Metrik der Klasse C*
ist.
(ii) Zeige, dass ein Zusammenhang der Klasse C*~1 auf M existiert.

Aufgabe 12.2. Seien M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten und g eine Riemannsche Metrik auf N. Ist
f+ M — N eine Immersion, so ist durch

[r9(X,Y) = g(f: X, YY),
wobei X, Y beliebige Vektorfelder auf M seien, eine Riemannsche Metrik auf M definiert.

Aufgabe 12.3. Sei M" eine n-dimensionale, zusammenhéngende, differenzierbare Mannigfaltigkeit, deren
Topologie eine abzihlbare Basis besitzt.

(i) Sei g eine pseudo-Riemannsche Metrik auf M, p € M beliebig und Vi,...,V,, eine Orthonormalbasis
von T,M. Sei ¢; := ¢,(V;,V;). Zeige, dass der Index von g mit der Anzahl der negativen Vorzeichen,
welche in (e1,...,¢&,) vorkommen, iibereinstimmt.

(ii) Zeige, dass eine Metrik vom Index k, 1 < k < n, genau dann existiert, wenn es ein k-dimensionales
Unterbiindel von T'M gibt.

Aufgabe 12.4. Sei M eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit des R™*! und bezeichne mit R den
Kriimmungstensor. Berechne R beziiglich des Projektionszusammenhanges fiir

(1) M =s",

(2) M=S'xRF, 1<k<n-1,

(3) M ={(z,[z[) : z € R" \ {0}}.

Abgabe: Bis Dienstag, 29.06.2010, 10.00 Uhr, in die Briefkésten bei F 411.
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Aufgabe 13.1. Sei M eine glatte Untermannigfaltigkeit des R", g die induzierte Metrik und V der induzierte
Zusammenhang. Zeige, dass V der eindeutig bestimmte Levi-Civita Zusammenhang auf (M, g) ist.

Aufgabe 13.2. Seien (M, g), (N, §) glatte Riemannsche Mannigfaltigkeiten und ¢ : M — N eine Isometrie.
Bezeichne mit V, V und R, R jeweils den Riemannschen Zusammenhang bzw. die Riemannsche Kriimmung
auf M bzw. N.

(i) Zeige, dass fiir glatte Vektorfelder X,Y auf M

P« (VxY) = Vo x(¢.Y)

gilt.
(ii) Zeige, dass fir glatte Vektorfelder X,Y, Z auf M

0(R(X,Y)Z) = R(p: X, p:Y )i Z
gilt.

Aufgabe 13.3. Sei p : R™ — R"™ eine Immersion. Berechne ¢*§, wobei § die euklidische Metrik des R™
bezeichne und vergleiche dies mit der Definition 2.1 aus dem Skript.

Aufgabe 13.4. Sei
= {(t,xt, ... 2") e R"T % — |22 = Rt > 0}
und h die von (R™*! m) induzierte Metrik, wobei m die Minkowski-Metrik bezeichnet. Dann nennen wir
(H%, h) den hyperbolischen Raum. Ist BE der Ball mit Radius R im R™ um den Ursprung, so definieren wir
weiterhin die Inverse der hyperbolischen stereographischen Projektion:
R’ +y* 2R%
B —|yP R - |y|2> |

b By — HE, 7 y) = (t,z) = (R

Zeige, dass
—1\* R4
9ii(y) = ((x71)"h) ; (v) = oY

gilt. (B}, g) bezeichnet man als das Poincaré-Modell des hyperbolischen Raumes.

Abgabe: Bis Dienstag, 06.07.2010, 10.00 Uhr, in die Briefkésten bei F 411.
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Aufgabe 14.1. Seien (M, g) und (N, g) glatte Riemannsche Mannigfaltigkeiten und seien 7 : M x N — M
und o : M x N — N die jeweiligen Projektionen.
(i) Zeige, dass durch

. «~_ (7g O
eine Riemannsche Metrik auf M x N definiert ist. -
(ii) Bezeichne mit R, R, R den Riemannschen Kriimmungstensor auf M, N, sowie M x N. Stelle nun R

mittels R und R dar.

Aufgabe 14.2. Sei (H%, h) der hyperbolische Raum, wie in Aufgabe 11.4 definiert. Berechne den Riemann-
schen Kriimmungstensor R;;z;, die Ricci-Kriitmmung R;;, die Skalarkriimmung R und die Schnittkriimmun-
gen K(X,Y) im Poincaré-Modell des hyperbolischen Raumes.

Aufgabe 14.3. Sei (M, g) eine Einstein-Mannigfaltigkeit, d. h. es existiert eine Funktion f € C*°(M), so
dass R;; = fgs; gilt. Sei dim M > 3. Zeige, dass

gilt und dass R konstant ist.

Aufgabe 14.4. Seien (M,g) und (N, g) glatte Riemannsche Mannigfaltigkeiten und sei ¢ : M — N ein
Diffeomorphismus, mit der Eigenschaft, dass fiir alle glatten Kurven ~ : [0,1] — M

Ly(v) = Lg(p o)
gilt, wobei

Ly(y) = / VeG®).4() ds

ist. Ein Diffeomorphismus mit dieser Eigenschaft wird als Isometrie zwischen M und N bezeichnet. Zeige,
dass

Yvg=g
gilt.
Aufgabe 14.5. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und g = g(¢) eine Familie von Riemannschen Metriken,

welche glatt vom Parameter ¢ € R abhéngt und die Ableitung wieder ein Tensor ist. Dies gilt z. B. fiir den
Ricci-Fluss ¢;; = —2R;;. Nehme an, dass fiir p € M und tg € R eine Karte (¢, U) von M existiert, so dass

9i5(p) =65, T(p) =0
gilt, wobei die GroBen zur Zeit tg ausgewertet werden. Zeige, dass der Riemannsche Kriimmungstensor R
in dem oben gewéhlten Koordinatensystem die Gleichung

: 1 . . . .
Riju = — 5 ((90) ki = (Gjn)ai = (Gir) g + (Gine) 15)
1 . .
T3 9" (Rijkp 9q1 + Rijpl Gqk)
erfiillt, wobei die Groflen an der Stelle p und zur Zeit ty ausgewertet werden.

Abgabe: Bis Dienstag, 13.07.2010, 10.00 Uhr, in die Briefkésten bei F 411.



