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DIFFERENTIALGEOMETRIE II

OLIVER C. SCHNURER
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ren.
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1. ENERGIE- UND VOLUMENFUNKTIONAL

Wir verwenden in den folgenden Kapiteln [9], siche auch [4].

wobei

Karte (U, p) von M mit Standardbasis 6%1, R Mim ist
VO = [ duy= [ fast(gy)optant o,
U e (U)

95 = 9 (% 927) = § (f« (%) [« (%)) -
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Definition 1.1. Sei f: M — (M , g) eine Immersion einer m-dimensionalen Man-

nigfaltigkeit M in eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, §). Mit der zuriickgezo-

genen Metrik g := f*g wird f : (M, g) — (M, g) zu einer isometrischen Immersion.

Das Volumen V von f(M) ist durch V(f(M)) = [ du, gegeben. In einer lokalen
M
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Das Energiefunktional E einer Abbildung f : (M,g) — (M , g), die nicht not-
wendigerweise eine isometrische Immersion ist, ist durch

1 ii
R DIAIE S
Mo
definiert, wobei (%) die Inverse zu (g;;) ist.
Sei f € C*. Eine C*-Variation F von f ist eine Abbildung F : M x (—¢,&) — M,
e > 0, mit F(x,0) = f(x) fir € M. Dann heifit

SEC Do = Fe (Gl = X

Variationsvektorfeld von F und ist ein Vektorfeld lings f, also ein Schnitt in f*TM.
Eine Variation F' hat kompakten Tréger in einer Menge U, falls

U sup(F(.)— ) eU

te(—e,e)

gilt.
Lemma 1.2 (1. Variation des Volumens). Seien M™, M kompakte Riemannsche

Mannigfaltigkeiten und f : (M,g) — (M,g) eine isometrische Immersion der

Klasse C?. Sei F eine C?-Variation von f mit Variationsvektorfeld X und kom-
pakten Triger im Definitionsgebiet U einer Karte (U, ). Dann erfillt die erste
Variation des Volumens mit Bezeichnungen wie in Definition 1.1

— V_a_ det(gx1) g7 f. =), X ) du
t=0 U/<\/det (gk1) Zg:l ( o7 ) 5 !
- [@rx)du,.

U

Beweis. Es geniigt, tiber U zu integrieren. Die Kompaktheit der Mannigfaltigkeiten
sichert die Differenzierbarkeit und dass die Integrale endlich sind. Wir definieren
G := det g;; und erhalten

dtV( ot = / VGopldx

#(U)

:/ fZGg agm o® 1d$

o (U) L=t

I 0 0 0
_ - iy o v —1
/ 2\@]2: “9" o <F*ami’F*axj>g op dr
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da V der Levi-Civita Zusammenhang auf (M,g) bzw. M x (—g,¢) ist,

= 0 0
= v _— —_—
3 (7 gy ) o
U Y=

Qa nach der 1. Cartan-Formel fiir einen Levi-Civita Zusammenhang 0 = \v/ xFY —
VyF. X — F.[X,Y] gilt,

= Zgij<vaXF 8>dug
; 1 oz 8
U )
i 1 - 0
— _ ] _
5 (x e (o) o
U “I=

nach Divergenzsatz.

Es gilt ndmlich fiir Vektorfelder X, Y, von denen eines einen kompakten Trager in
U hat, aufgrund der partiellen Integrationsformel im R™

/<@%X,Y> dug = / <(@%X> ocpfl,Y0<p71> VGooplde

U e (U)
- [ e (Vo) o) a
»(U)
[ (re T ()t
»(U)

— U/<X’\/1§@aii (\FGY)> dpg.

Beachte fiir die zweite Gleichheit, dass 5 f = 8(fw Do o fiir f: M — Rgilt. O

Bemerkung 1.3. Fiir beliebiges Vektorfeld X mit kompaktem Tréger gibt es eine
Variation F' von f mit kompaktem Tréager, deren Variationsvektorfeld durch X
gegeben ist, ndmlich F(z,t) := expy,)(t - X(z)).

Somit ist genau dann Af = 0, wenn f ein kritischer Punkt des Volumenfunktio-
nals ist.

Sei I C R ein Intervall, f: [ — (M , g) eine nach der Bogenldnge parametrisierte

Kurve. Dann ist detg = 1 und wir erhalten Af = @dif*% = @dif’ =0, f ist
also eine Geodétische. Gleichzeitig ist f harmonisch. Daher ist es naheliegend, die
erste Variation der Energie fiir Geodétische zu untersuchen.

Sei I = [a,b] C R ein Intervall, f : I — (M : g) von der Klasse C'. Wir schreiben
L fiir das Volumenfunktional V. L heifit Langenfunktional. Es gilt nach Holder

/Hf de < (b—a)'/?- (/|f|2dt> — VE—aV/2E(f)
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mit Gleichheit, falls ||f’|| und 1 linear abhiingig sind, wenn also ||f’|| konstant ist.
Jede regulire Kurve lésst sich so parametrisieren, dass || f’|| konstant ist. Wir sehen
also, dass wir Minima fiir L finden konnen, indem wir £ minimieren. Minima sind
dann automatisch proportional zur Bogenlinge parametrisiert. Beim Langenfunk-
tional kann man Minima, anders als bei der Energie, noch umparametrisieren und
bekommt Konvergenzprobleme bei Minimalfolgen.

2. 1. UND 2. VARIATION DER ENERGIE, JACOBIFELDER

Lemma 2.1 (1. Variation der Energie). Sei o : [a,b] — (M,g) eine C?-Kurve,
a(t). Sei V.= V(t,7) eine C%-Variation von o mit festen Endpunkten, also V &
C?([a,b] x (—¢&,€), M), e > 0, mit V(¢,0) = a(t), V(a,7) = a(a) und V(b,7) = a(b)
fir alle T € (—¢,€). Dann ist

b
0 01
SEVE) =53 [ Vg d

b
- /<v*%,va%v*%> dt (Ricci)
b
= /<V*%7V%V*%> dt (Cartan)
a
b 5 b
) ) ) ) .
= [ 5 (V) dt—/<V%V*E,V*E> dt  (Ricci).
V*% verschwindet fiir ¢ = a, b. Wir definieren X := V BT| =0 und erhalten
5 b
_ ’
S-E(V (7)) - /<V%a ,X> dt.

a

Bemerkung 2.2. Die folgenden vier Aussagen sind dquivalent
(i) E. Oé(X) =0 fiir alle X mit X(a) = X(b) =0,
( ) \Y% d o = 0

(iil) « ki + ZI"“ oa-at’ald =0,

(iv) a= konstant oder « ist Geodétische.

Daher kénnen wir auch Extreme des Energiefunktionals suchen, wenn wir Geodéti-
sche finden wollen.
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Bemerkung 2.3. Im Fall geschlossener Kurven a € C?([a,b], M) mit a(a) = a(b)
betrachten wir periodische Variationen, also V' € C?([a,b] x (—¢,¢), M), € > 0, mit
V(a,7) = V(b,7) fiir alle 7 € (—¢,¢). Dann ist insbesondere X(a) = X (b). Mit

Hilfe der Rechnung aus Lemma 2.1 folgt
b

E.o(X) = (o' (b) — o'(a), X(a)) —/<V%o/,X> dt.
Somit ist o genau dann unter allen periodischen Variationen stationér, wenn « eine
Geoditische ist (folgt aus Variationen mit festen Endpunkten) und o/ (a) = o’ (b)
gilt. In diesem Falle sagen wir auch, dass « periodische Losung der geodétischen
Differentialgleichung oder geschlossene Geodétische ist. Beachte, dass aufgrund der
Differentialgleichung auch die héheren Ableitungen von « iibereinstimmen.

Bemerkung 2.4 (2. Variation von E).
Sei a : [a,b] — M eine Geoditische. Betrachte 2 Parameter-Variationen V =
V(t,1,72) von a. Sei V € C3 ([ b] x (—€,€)?, M), € > 0, V(£,0,0) = a(t). De-

finiere gTV =: X; und 8 o) =: X(t). Fiir gegebene Vektorfelder
1 72 | (11,72)=0

(71,72)=0
X1(t) und Xo(t) ist V(¢,71,72) = eXPy(1) (11 X1(t) + 12 X5(t)) eine Variation, die
gerade diese Vektorfelder liefert.
Wir wissen aus den Rechnungen zu Lemma 2.1, dass
b

0
a7, EV (571, 72) =/<V*8t7VaV = >dt

a

gilt. Somit erhalten wir mit Ricci und R(X,Y)Z = VxVyZ —-VyVxZ - Vxy|Z

b
o 0 )
877'1877'2E( ’7—1,7—2 :/ *8t’v%‘/*377‘2> dt

b
o) 9
+/<V*5,V%V%V*6—T2> dt
b
:/< 2= V*at,VaV*BT>d
a

/<V*at,R(v*ail V)V ) d

a
b

+/<V*at,VaV o Vil ) dt

a

Fiir 7 = (11, 72) = 0 vereinfacht sich dies zu
b

_ /<VX1,VX2> + (o, R(X1,0')Xs) dt

a

0 0

%%E(V('771a72))

(7'1 ,7'2):0
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a
b

+/ (!, V4V o Vi)

a

thIl +I2

7=0

Wir erhalten fiir 7 = 0, da « eine Geoditische ist, also Vo' = 0 erfiillt,

b b

I = /%@Qv%m (8%» dt—/<Va’,V%V* (3%)> dt

a a
9 o)
= <O/(b)ava—ilv*7(b,0)aim> - <a’(a),V%V*,(a,o)£>~

Bei Variationen mit festen Endpunkten gilt I> = 0, denn dann ist V' (a, 71, 72) = a(a)
und V' (b,71,72) = «a(b). Wir erhalten also fiir t = a, b, dass V*7(t,7)6% = 0 und
V%K7(t,T)% = 0 gelten.

Ist « eine geschlossene stationére Geodétische und V eine periodische Variation,
so gilt ebenfalls Iy = 0, denn dann ist o/(a) = &/(b) und V(a, 71, 72) = V(b, 11, 72)
und es folgt V%V*,(a,o)% = V%V*’(bp)%.

Somit gilt fiir Geodiitische und Variationen V' mit festen Endpunkten oder fiir

stationdre (bzgl. des Energiefunktionals) periodische Geoditische und periodische
Variationen

b
= /<VX1,VX2> - <R(X1,OLI)O£/,X2> dt.

a

82
87’187’2

E(V(,1,72))

7=0
Definition 2.5. Sei « eine Geodétische. Fiir Vektorfelder X, X5 lings o nennen
wir die symmetrische Bilinearform
b
/<VX1, VX2> — <R(X1,0/)O/,X2> = E**va(Xl,Xg)

die 2. Variation der Energie lings o.

Bemerkung 2.6. Sei V({,7) eine einparametrige Variation ldngs a. Definiere

V(t,11,72) := V(t, 71 + T2). Dann ist

0? ~ 0?
EV( = —FEV( .
87‘187’2 (V( 77-1372)) o ) (V( 77-)) o
Weiterhin gilt
X = a—v = a—v = Xo.
67’1 87‘2
7=0 7=0
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Mit X := 4¥| _ folgt daher
62

b
= [I9X? - (R(X, o', X) at,
7=0

falls (wie oben) V die Endpunkte fest lisst oder eine periodische Variation ist.
Erinnerung: Fiir Vektoren X # 0 # Y in T, M ist die Schnittkriimmung von M

durch

(R(X, Y)Y, X)

KEY) = mxmy) - (v

definiert.

Bemerkung 2.7. Liefert die Geoditische a ein Minimum der Energie bei allen
Variationen mit festen Endpunkten oder bei allen periodischen Variationen, falls «
periodisch ist, so gilt
Fio(X,X)>0

fiir alle X mit X (a) = X(b) = 0 bzw. X (a) = X (b).
Definition 2.8. Sei B eine symmetrische Bilinearform auf einem Vektorraum V.
Dann ist der Nullraum N(B) von B durch

NB)={X eV :B(X,Y)=0 VY eV}
definiert.

Bemerkung 2.9. Seien X7, X Vektorfelder ldngs einer Geodétischen o mit X; €
C? und X, € C*. Dann gilt
b

E**ya(Xl,Xg) = /<VX1,VX2> — <R(X1,0é/)0/,X2> dt

a

b

b
= /%(VXl,Xg)dt—/<V2X1—i—R(Xl,o/)o/,X2> dt.
Im Falle fester Endpunkte (X (a) = X (b) = 0) sind also die beiden Bedingungen

(i) X € N(Esva) N C?([a,b]),

(ii) V2X + R(X,a')a/ =0
dquivalent.

Im periodischen Fall (X (a) = X (b)) sind die beiden Bedingungen

(i) X € N(Eyv0) N C*([a,b]),

(i) V2X + R(X,a/)a/ = 0 und VX (a) = VX (b)
dquivalent, da aus (VX (a) — VX(b),Y (a)) = 0 fiir alle Y auch die Gleichheit der
Gradienten folgt.

Definition 2.10. Ein C?-Vektorfeld J lings einer Geoditischen « : [a,b] — M
heifit Jacobifeld, falls
(2.1) V2] + R(J,a/)a’ =0

gilt.
Ein Punkt ¢ € [a,b] heifit zu a konjugiert, falls es ein nichttriviales Jacobifeld J
lings « gibt, so dass J(a) = J(c) = 0 ist.
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Bemerkung 2.11. Auf einer m-dimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeit ist
die Jacobische Differentialgleichung (2.1) ein m-dimensionales System gewshnlicher
Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Ist « gegeben, so ist die Menge der Losun-
gen ein 2m-dimensionaler Vektorraum. Ein Jacobifeld J ist durch die Anfangswerte
J(a) und VJ(a) eindeutig festgelegt.

Ist « : [a,b] — M eine Geodétische und A\(t) = ¢t + d, ¢, d € R, so ist Aa’ ein
Jacobifeld ldngs «, denn es gilt AR(a/, ')’ = 0 und

V) = (Vo) +AVa') = N'o + NV,

da N’ =0 und Vo' = 0 gelten.
Ist J ein beliebiges Jacobifeld lings «, so ist (J, o) affin linear, es gilt nimlich

(J,a"Y" = (VJ, o) + (J,V) = (VJ, o) = (V2],&/) = —(R(J,&/)/, &) = 0.

Somit ist (J,a’)a’ ebenfalls ein Jacobifeld lings c.
Ein Jacobifeld heifit normal, falls (J, ') = 0, und tangential, falls J = Ao’ gilt.
Jedes Jacobifeld J lings « ldsst sich als Summe eines tangentialen und eines
normalen Jacobifeldes schreiben, nédmlich als

al a/ al a/
5= (e e (= (2 ).
11/ Tl 11/ Tlal

Da (J, ') affin linear ist, ist ein Jacobifeld J mit mindestens 2 Nullstellen normal.

Lemma 2.12. Sei «a eine Geoditische in M. Ist die Schnittkrimmung K = K(-,+)
lings a nicht positiv, so ist die 2. Variation der Energie von o auf dem Raum der
stetigen Vektorfelder X, die lings o stiickweise C* sind und X(a) = X(b) = 0
erfillen, positiv definit.

Insbesondere gibt es auf o keine zueinander konjugierten Punkte.

Beweis. Sei die Schnittkriimmung fiir alle X, Y nicht positiv, K(X,Y) < 0. Somit
gilt (R(X,Y)Y, X) <0 fiir alle X, Y. Es folgt

b b
B o(X, X) = / IVX|]? — (R(X,a)a/, X) dt > / IVX )% dt > 0.

Gilt E,\ o(X, X) =0, so ist || X]|| = konstant = ||X(a)|| = 0.
Sind o', b’ konjugierte Punkte mit a < a’ < b < b und J das zugehorige Jacobi-
feld. Dann gilt

b
Ervaly (1) = = / (V2] + R(J,a')a, J) dt = 0.

a

Aufgrund der obigen Uberlegung folgt dann J = 0. g

3. KONJUGIERTE PUNKTE UND MINIMALEIGENSCHAFTEN VON GEODATISCHEN
Lemma 3.1. Sei V : [a,b] X (—¢,e) — M eine C3-Schar von Geoditischen, d. h.
V(-,7) ist fir jedes T € (—¢,€) eine Geoddtische. Dann ist %—‘T/(~,T) = Vi <8%> ein
Jacobifeld lings V (-, 7).
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Beweis. Wir vertauschen Ableitungen und erhalten nach Definition des Riemann-
schen Kriimmungstensors

VaVaVi(g)=VeVeVi(g) =R(Va(5) Ve (5) Ve (5) -

Da V (-, 1) fiir alle 7 eine Geodétische ist, verschwindet der erste Term, es ist also
VaV, (£) = 0. Im zweiten Term vertauschen wir die Ableitungen und erhalten

fiir J = J(t) := Vi (£) und a(t) := V(t,7) (bei fixiertem 7)
d d d )
0=V VaVi(z)+R(Vi(gm) Vil(F) Va(s) =V +R(J, ).
Somit ist J wie behauptet ein Jacobifeld. O

Korollar 3.2. Es sei o : [0,c] — M eine Geoditische, a(0) = z, o/(0) = v. Dann
ist das Jacobifeld J lings o mit J(0) =0, VJ(0) = w € T, M durch

J(t) = esz*,tv <tw>

gegeben.
Beweis. V (t,7) := exp,(t(v+7w)) definiert eine Familie von Geoditischen V (-, 7).
Somit ist 2¥ nach Lemma 3.1 ein Jacobifeld. Ableiten liefert

or
V* <£>|T:0 = expm*,tv <tw>

Der Ausdruck fiir das Jacobifeld ist also wie angegeben, wenn die Anfangswerte
stimmen.
Es gilt Vi (2)] o = 0. Weiterhin gilt

(0,0)

_ 9 _ — —
(070)—V%V*<m> —V&%(’U—FT’LU) TZO_E(U—FTU]) = w.
Hierbei haben wir benutzt, dass die Ableitung der Exponentialabbildung im Ur-
sprung 0 € T, M die Identitét ist. Nach dem zweiten Gleichheitszeichen ist V 2 die
kovariante Ableitung lings der konstanten Abbildung 7 +— z, da V(0,7) = x ist.
Somit stimmen auch die Anfangswerte und die Behauptung folgt. O

VaVil)

(0,0) 7=0

Definition 3.3. Sei a : [0,c] — M eine Geodétische. Fiir 0 < s < ¢ definieren wir
die Vielfachheit von s als die Dimension des Raumes der Jacobifelder J lings o mit
J(0) =0 und J(s) =0.

Theorem 3.4. Sei o : [0,¢] — M eine Geoddtische mit a(0) = z und o/(0) = v.
Die Vielfachheit von s € (0,c| ist gleich dim(ker exp,., ,)-

Beweis. Sei W (s) der Raum der Jacobifelder ldngs o mit J(0) = J(s) = 0. Nach
Korollar 3.2 ist J € W(s) <= VJ(0) € kerexp,, ,, denn fiir solche Werte V.J(0)
gilt J(s) = exp,., 4, (VJ(0)) = 0. Beachte, dass die Abbildung W(s) > J — V.J(0)
nach dem Eindeutigkeitssatz fiir gewohnliche Differentialgleichungen eineindeutig
ist. g

Hat exp, vollen Rang, so schliefen wir:

Korollar 3.5. Besitzt die Geoditische a(t) := exp,(tv) fir 0 <t < ¢ keine kon-
Jugierten Punkte, so ist exp, lings des Segmentes {tv : 0 < t < ¢} ein lokaler
Diffeomorphismus.

Dies ist bei nichtpositiver Schnittkriimmung stets erfillt.
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Lemma 3.6 (GauB}).
Fiir (xz,v) im Definitionsbereich von exp und alle w € T,T, M = T, M gilt
<exp$*7v <U>7 expx*;u <w>>expx(v) = <U7 w)a:

Beweis. Betrachte die Geodétische a(t) = exp,(tv), 0 <t < 1. Sei J das Jacobifeld
lings a mit J(0) = 0 und VJ(0) = w. Dann ist o/(t) = exp,, ;,(v) und nach
Korollar 3.2 gilt J(t) = exp,., 4 (tw). Betrachte f(t) := (a/(t), J(t)). Wir haben die
beiden Randwerte f(0) = 0, da J(0) = 0 ist, und f(1) = (exp,, ,(v), €XPy, , (W)).
Da « eine Geoditische ist, folgt

F1(t) = (Va'(t), J(1)) + (/' (1), VI (1)) = (o/(1), VI (1))

Nach Bemerkung 2.11 wissen wir aber, dass f(t) affin linear sein muss. Also ist f’(t)
konstant und es gilt in unserem Falle f(¢) = ¢f'(0), da f(0) = 0 ist. Wir erhalten
insbesondere f(1) = f/(0) = (v, w), und die Behauptung folgt. O

Das folgende Theorem besagt, dass Geodétische mit Startpunkt x global Kiirzes-
te sind, wenn Anfangs- und Endpunkt unter der ,,Liftung* zu exp,, iibereinstimmen.

Theorem 3.7. Es sei M, der Definitionsbereich von exp,, V € M, und o(t) =tV
fiir t € [0,1]. Dann gilt fir jede stetige, stiickweise stetig differenzierbare Kurve

¥ :]0,1] = My mit (0) = 0 und ¥(1) =V die Abschiitzung
VIl = L(exp, o ¢) < L(exp, 0 ¢)).
Beweis. Wir diirfen V' # 0 annehmen. Sei ¢y := sup{¢ : 9(¢) = 0}. Dann gilt

P(to) = 0 und ¥(t) # 0 fiir ¢ > to. Definiere v(¢) := % fiir tp <t < 1. Wir

schreiben ¢/ (t) = (¢'(¢), v(t))v(t) + w(t) mit (v(¢), w(t)) = 0. Es gilt

1 1
L(exp, 09) = / XDy oy (' ()] > / XDy o) (&' ()] .
0 to

Fiir ¢ > ty erhalten wir fiir den quadrierten Integranden
[ exXDs ey (W (D) = (&' (1), 0(8))? - || XDy 1) (0 ()]
+ 2<1/)/(t)7 ’U(t» ' <epr*,1/)(t) <U(t)>a €XPgx,p(t) <w(t)>>
+ | XD o) (W)

Nach dem Lemma von Gauf}, Lemma 3.6, gilt

[l XD gy (WP = [Jo(B)[]* = 1.

Ebenfalls nach dem Lemma von Gauf} gilt

(€XPys p(2) (V(8))5 €XPoe 1) (w(E))) = (v(t), w(#)) = 0.

Der dritte Term ist zumindest nichtnegativ. Somit folgt

L(exp, 01) > /|<w'(t),v(t)>|dt:/wdt

1
= /Ilw(t)l\’dt = [l I = )l = [l (I = (V]|
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1 1
= [IWilde = [ ljexp. o (V)] dt = Liexp, o:0)
0 0

Hier haben wir nochmals das Lemma von Gaufl verwendet.
Wir bemerken, dass Gleichheit nur gilt, falls fiir alle ¢

eXPy. y(p) (W(E)) =0
gilt. [

Korollar 3.8. Sei V, . :={v e T,M : ||v|]| < e} und Uy = exp,(Vy o). Falls
€ > 0 so klein ist, dass exp,, auf Vy . definiert und ein Diffeomorphismus ist, so ist
Ug.e die e-Umgebung von x beziiglich der Metrik

d(z,y) = inf {L(y) : v verbindet x mit y}.

Beweis. Sei zunéchst v € V, . und y = exp,(v) € Uy .. Dann ist y(t) = tv, 0 <
t < 1, eine Kurve von x nach y der Linge ||v|| < e. Nach Theorem 3.7 ist also
d(z,y) < e.

Sei nun y ¢ U, . und 7 : [0,1] — M eine stiickweise C'-Kurve von x nach y.
Definiere t. := sup{t : ¥([0,t]) C Uyc}. Somit ist y(t:) € AUy . Auf [0,%) gilt
v(t) = exp, 0 ¥(t) mit ¢(t) — OV, ¢ fiir t — t.. Nach Theorem 3.7 gilt fir 0 < t < ¢,
die Abschitzung L(~([0,¢])) > ||v(¢)]|. Daher folgt L(vy) > €, also d(y,z) > e. O

Bemerkung 3.9. Die folgenden beiden Tatsachen sind inkompatibel:
(i) exp, ist eine Uberlagerung.
(ii) Es gibt ein p und zwei verschiedene, bei festen Endpunkten, homotope Geo-
datische von x nach p.

Andernfalls kénnte man die Homotopie liften und erhielte einen Widerspruch.
Definition 3.10. Seien «, 3 € C°([0,1], M). Definiere
d(a, ) :==sup {d(a(t),8(t)) : 0 <t <1}.

Theorem 3.11. Ist v : [0,1] — M eine Geoditische ohne konjugiert Punkte, so
ezistiert ein € > 0 mit L(a) > L(v) fiir alle stetigen stiickweise C-Kurven o mit
d(a,y) < e, a(0) =~(0) und a(1) = v(1).

Gleichheit kann (fir hinreichend kleines € > 0) nur eintreten, falls a eine Um-
parametrisierung von -y ist.

v ist auch fir die Energie lokal minimierend, falls v proportional zur Bogenldnge
parametrisiert ist.

Beweis. Sei x := v(0), v :=+/(0). Dann ist v(t) = exp, (tv).

Wir behaupten, dass es ein € > 0, gibt, so dass alle Kurven o wie oben beschrie-
ben sich als o = exp,, 01 mit (0) = 0 und (1) = v darstellen lassen.

Nach Theorem 3.4 ist exp, in einer Umgebung des Segmentes {tv : 0 <t < 1}
ein lokaler Diffeomorphismus. Definiere o := {(t,tv) : 0 < t < 1}. Sei M, der
Definitionsbereich von exp,. Definiere

F:Rx M, —=R x M,
F(t,w) = (t,exp,(w)).

F ist in einer Umgebung von o ein lokaler Diffeomorphismus. F'|, ist eineindeutig,
d.h. F: 0 — F(0) ist ein Homdomorphismus. Somit gibt es eine offene Umgebung
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U von o, so dass F : U — F(U) ein Homdomorphismus ist. (Die Eineindeutigkeit
von Fly mit U = Us(o) folgt so: Gébe es kein § > 0, so dass Fy, () eineindeutig
wire, so finden wir z,, y, mit ©, # y., F(z,) = F(yn), ©n — x, y, — y fir
n — oo mit z, y € 0. Dann folgt aus F(z) = F(y) aber + = y und wir erhal-
ten fiir grofie n einen Widerspruch zur lokalen Eineindeutigkeit von F'.) Da F(o)
kompakt ist, enthélt F(U) eine e-Umgebung von F(o) beziiglich (z.B.) der Metrik
p((s,p), (t,q)) = |s—t|+d(p,q) auf R x M. Ist daher o : [0,1] — M eine Kurve mit
d(a, ) < eund @ := (,(t)), so ist @([0,1]) € F(U) und daher ist ¢ := (F|y) 'od
wohldefiniert. ¢ hat die Form ¥ (t) = (t,4(t)). Es folgt exp, ot (t) = a(t). Definiere
() = (¢,v(¢)). Es gilt &(0) = %(0), @(1) = (1) und F|y ist eineindeutig. Also
folgt 1(0) = (0,0), 1(1) = (1,v) und daher ¥(0) = 0 sowie ¥)(1) = v. Damit ist
Theorem 3.7 anwendbar und wir erhalten L(a) > L(7).

Die Eigenschaft, auch fiir F minimierend zu sein folgt fiir G : [0,1] — M aus
L(B) < y/2E(B) mit Gleichheit, wenn [ proportional zur Bogenlénge parametrisiert
ist

25(a) > L(a) > L() = 2B ().

Zur Diskussion der Gleichheit der Léngen verwenden wir den Beweis von Theorem
3.7 und nehmen ohne Einschrinkung an, dass fiir ¢ > 0 stets ¥(t) # 0 gilt. Wir
hatten im Beweis v(t) = % und w(t) = ' (t) — (W'(t),v(t))v(t) definiert. Wie
wir dort festgestellt hatten, gilt Gleichheit in der Léngenabschétzung nur, wenn
XDy p(r)(w(t)) = 0 fiir alle ¢ gilt. Da exp, auf einer Umgebung des Segmentes
{tv : 0 <t < 1} ein lokaler Diffeomorphismus ist, folgt ¥’ (¢t) = A(t)y(¢) fir ¢ > 0
und eine Funktion A(t). Die eindeutig bestimmte Losung dieser Differentialgleichung
ist durch

1 1
— [ X(s)ds — [ X(s)ds
Y(t)=e * p(1)=e * v
gegeben. Damit ist ¢ eine Umparametrisierung von [0,1] 3 ¢ — tv und somit ist
auch « eine Umparametrisierung von +. ([l

4. DER MORSESCHE INDEXSATZ

Definition 4.1. Sei I C R ein Intervall,
t
AC(T) = T —R | f(t) = /f’(t) dt + f(to) mit f € LL (1) und to € T
to

AC steht fiir “absolutely continuous”. Wir definieren die eindimensionalen Sobo-
levrdume durch

HYP(I)={fe AC(I) : f' € LP(I) und f € L*(I)}.

HY2(I) ist ein Hilbertraum mit

(f.9) = / (fg + f'd') dt.
I

Bemerkung 4.2. Die Definition von H'? mit AC hat den Vorteil, dass wir stets
stetige Reprisentanten betrachten.
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Fiir f, g € AC(I) gilt fg € AC(I) mit (fg)' = f'g + fg’, denn fiir eine dqui-
distante aufsteigende Unterteilung des Intervalls I mit Hilfe von Punkten (ay), die
auch noch von der Anzahl n der Punkte abhéngt, erhalten wir

b

/(fg+fg t:nhmZ/ g(ax) + flak—1)g'(t)) dt

a

= lim Z[(f(ak) — flar—1))g(ar) + f(ar—1)(g9(ar) — g(ar-1))]

k=1
=f(b)g(b) — f(a)g(a).
Lemma 4.3. Ist f € L'([a,b]) und g € C°([a,b]) bzw. g € L'([a,b]) und gilt
b

(4.1) /qm¢w+mmm»w=omwmwecwmmmﬁﬂmzﬂwza

a

dann ist f € C*([a,b]) bzw. f € AC([a,b]) und f' = g fiir einen gecigneten Re-
prasentanten von f.

Beweis. Definiere f(t) f g(s) ds. Dann gilt (in beiden Féllen) nach Bemerkung
4.2 die Gleichheit (4.1) fur f statt f. Wir betrachten die Differenz der beiden
Gleichungen und erhalten f(f(t) - f(t)) ¢ (t)dt = 0 fiir alle ¢ wie oben. Wir
diirfen also g =0 annehmelf. Wir schreiben nun wieder f statt f- f.

b
Sei 1 € C°([a,b]) mit [ (t)dt = 0. Dann erfiillt (¢ f’(/J )ds die Randbe-

dingungen ¢(a) = ¢(b) = 0. Fiir alle solchen Funktionen ¢ gilt also f f@®)p(t)dt =

b b

0. Definiere ¢ := 7= [ f(t) dt. Fiir alle ¢ mit f ¥ = 0 folgt also [(f »(t)dt =
b

0—c-0=0. Sei nun ¢ € C°([a,b]) beliebig und & := - =L [4)(s)ds. Dann gilt

b -
J (¥ —¢)dt = 0. Wir diirfen also ¢ := 1) — ¢ als Testfunktion benutzen und erhalten

b b b
o=/um—@@w—aﬁ:/Um—WMMvﬁ/uw—@ﬁ

Der zweite Term verschwindet nach Definition von c. Somit verschwindet auch
der erste Term. Er verschwindet fiir alle ) € C°([a,b]) und somit nach Du Bois-
Reymond f(t) — ¢ = 0 fiir fast alle ¢. Die Behauptung folgt. O

Definition 4.4 (H? lings Kurven). Sei « : [a,b] — M™ eine C?-Kurve. Sei C}
der Raum aller C''-Vektorfelder lings a. Definiere

={X€eC): X(a)=X(b)=0}.
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Zur entsprechenden Definition von HL2 bzw. von HY 0 sei Xi,...,X,, eine C?-

m
Orthonormalbasis von lings « parallelen Vektorfeldern. Sei X = > Ay Xj. Dann
k=1
ist per definitionem genau dann X € H!? wenn A\, € HY?([a,b]) ist. Weiterhin
setzen wir

Hyy={X €H: X(a)=X(b) =0} .
Wir machen H!? mit
b
7)1 [0V W)ate + (VX@TY (D))

a

zu einem Hilbertraum. Seien X = > A\ X, und YV = Zuka Dann ist VX =
>~ A, X und wir erhalten (X (¢), Y (¢)) = > Appr sowie (VX (t), VY (1)) = > N 1),
Sei nun « eine Geodétische. Beachte, dass
b
Eio(X,)Y) = /((VX, VY) —(R(X,a ), Y)) dt

fir X, Y € H}? auf glatten Mannigfaltigkeiten wohldefiniert ist.

Lemma 4.5. Sei a eine Geoddtische in M™. Dann ist X € HY? genau dann ein
Jacobifeld, wenn fir alleY € Hi% die Gleichheit E.. (X,Y) =0 gilt.

Beweis. Wir werden sehen, dass es geniigt, die obige Gleichheit fiir Y € C’é,o zZu
fordern.
Ist X € C?, so ist die Behauptung klar, da dann

= %(VX, Y)—(V?X,Y).

Sei also X € H}?2. Es geniigt der Nachweis, dass aus F.. o(X,Y) = 0 fiir alle
Y e C’io folgt, dass X € C? gilt. Mit den Bezeichnungen aus Definition 4.4 erhalten
wir fiir gy € G}, dass

(VX,VY)

E.. a (X,Y) / Z /\k:uk Z (Xk,o/)a',Xle,u,l dt = 0.
p k.l
Wahle zunéchst ps = ... = i, = 0. Dann folgt
b

0—/(%%—

a

Z(R(Xk,o/)o/,Xﬁ)\k] m) dt.

k

Der Term in der eckigen Klammer ist nach Voraussetzung und Sobolevschem Ein-
bettungssatz in C%([a, b]). Nach Lemma 4.3 ist daher \| € C', \; € C%. Analog
folgt A1,..., A\ € C? und daher auch X € C2. O

Theorem 4.6. Sei « eine Geoditische. Dann sind die folgenden beiden Aussagen
dquivalent

(i) « besitzt keine konjugierten Punkte.
(i7) B o ist auf Hi% positiv definit.
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Beweis. ,,(i)= (ii)“: Sei zunéchst « frei von konjugierten Punkten. Nach Theo-
rem 3.11 ist « ein ,lokales“ Minimum der Energie. Insbesondere gilt fiir alle C3-
Variationen V = V(¢,7) von a mit festen Endpunkten

82
=0
Wir setzen X := 9¥| _ . Damit ist fiir alle X € C2 ; auch E,. (X, X) > 0. In der
schwachen Formulierung folgt nun durch Approximation aufgrund der Stetigkeit
von X +— E.. o(X,X) beziiglich der H'2-Norm, dass E.o(X,X) > 0 fir alle
X eHyS.

Nehme nun an, es gibt ein Xo € Hy'g mit B o(Xo, Xo) = 0 und Xo # 0in HY').
Sei Y € H i% und 7 € R. Da die zweite Variation der Energie positiv semi-definit
ist, erhalten wir

Eiva(X0,X0) =0< By o(Xo+ 7Y, X0 +7Y)
= Fav o(X0,X0) + 27Fs 0(X0,Y) + T2 Eas o (Y, Y).

Dies ist nur moglich, wenn fiir alle Y € Hé% auch E,. o(Xo,Y) = 0 gilt. Somit ist
nach Lemma 4.5 das Vektorfeld X, ein Jacobifeld. Widerspruch.
»(il)=> (1)“: Sei andererseits J # 0 ein Jacobifeld mit J(a') = J(b') = 0 und
a < a < b <b. Definiere
0 fira<t<d,
Xo(t) =< J(t) fira <t<V,
0 fiir o <t <b.
Es gilt Xg € H i% Auflerdem ist
E**,a(X07 XO) = E**,a|[a/1b/] (J’ J) =0.
Damit ist F.. o nicht positiv definit und die Behauptung folgt. O

Lemma 4.7. Sei K C M kompakt. Dann gibt es eine Umgebung U von K und

6 >0, so dass (p, exp)|{(zv)eTM : zeU, |v]|.<s} = (D, €xD)|u(s) ein Diffeomorphismus
ist und es gilt

(p,exp)(U(9)) D {(2,y) : = € K, d(y,z) <4}

Beweis. Die Abbildung (p,exp) : TM — M x M ist ein lokaler Diffeomorphismus in
einer Umgebung des Nullschnittes. Mit Hilfe eines Uberdeckungsargumentes finden
wir aufgrund der Kompaktheit von K ein § > 0 und eine Umgebung U, so dass
(p,exp)|u(s) ein lokaler Diffeomorphismus ist. Noch nachzuweisen ist also, dass U (6)
so gewiihlt werden kann, dass (p,exp)|y(s) eineindeutig ist.

Wire dies nicht der Fall, so gébe es (x;,v;) # (yj,w;) € TM, z; — z € K,
yi — y € K, |luj|[ = 0, [Jws]| — 0, so dass (p,exp)(z;,v;) = (p,exp)(y;, w;) gilt.

Es folgt ©; = y; und damit auch x = y. Dies ist ein Widerspruch zur lokalen
Eineindeutigkeit von (p, exp) in einer Umgebung von (z,0).
Die behauptete Inklusion folgt aus Korollar 3.8. ]

Korollar 4.8. Seien N ein topologischer Raum, f, g : N — K C M stetige
Abbildungen in eine kompakte Teilmenge K einer Riemannschen Mannigfaltigkeit.
Dann ezistiert § > 0, so dass aus d(f(z),g(z)) < ¢ fir allex € N folgt, dass f und
g homotop sind.
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Beweis. Sei (x,y) — (z,V(y,x)) € T, M, ||V(y,x)|| < ¢ die Umkehrabbildung von
(p, exp)|u(s)- Dann ist

expy) (tV(f(2),9(x))), 0<t <1,

eine Homotopie zwischen f und g. O

Korollar 4.9. Sei K C M eine kompakte Teilmenge einer Riemannschen Mannig-
faltigkeit. Sei 6 > 0, so dass exp, |u,(0) fir alle x € K ein Diffeomorphismus ist.
Dann ist jede Geoddtische mit Anfangspunkt in K und Linge kleiner als § frei von
konjugierten Punkten.

Beweis. Benutze Theorem 3.4. O

Definition 4.10. Sei V ein R-Vektorraum und B eine symmetrische Bilinearform
auf V. Wir definieren (bzw. erinnern daran)

(i) die Nullitdt null (B) := dim N(B), wobei N(B) :={z €V : B(z,y) =0Vy €

VY.
(ii) den Index
ind(B) :=sup{dim L : L C V, so dass B|y, negativ definit ist.}
(iii) den erweiterten Index:
indg(B) :=sup{dim L : L CV, so dass B|r negativ semidefinit ist.}

Hier ist L C V stets ein endlichdimensionaler Teilraum. Hier und auch im Folgenden
wollen wir Bl statt B|p«, fiir die entsprechende Einschrinkung schreiben.

Bemerkung 4.11. Ist dimV < 400, so gilt vermoge einer Hauptachsentransfor-
mation V =V+t@®N(B)®V~, wobei B|y+ positiv definit und Bly - negativ definit
sind. Es gilt B(vT,v7) =0 fiir alle v € VT und alle v= € V.

Es gilt ind B = dim V'~ und indg B = dim V'~ + null (B).

ind B ist eine unterhalbstetige und indy B eine oberhalbstetige Funktion von B.

Beweis. Sei V. =V*+ @ N(B) ® V™~ zu B gewihlt. Dann ist C|y - negativ fiir alle
symmetrischen Bilinearformen C' in einer Umgebung von B; ebenso ist C|y+ in
einer Umgebung von B positiv. Somit ist ind C > dim V~ = ind B. Auflerdem gilt
dimV —indyg C = ind(-C) > dimV*t =ind(-B) = dimV —dim N(B) —dim V™~ =
dimV —indg B. Somit ist indy C' < indy B und die Behauptung folgt. O
Bemerkung 4.12. Sei « : [a,b] — M eine Geoditische. Wihle eine so feine
Unterteilung a = ag < a1 < ... < a, = b, dass E**7a|[ak—1vak] auf Holé”%([ak,l,ak])
positiv definit ist; benutze Korollar 4.9 und Theorem 4.6. Definiere die Rdume

Vo:={Xc¢ H)? Xl{ay_1,a ist Jacobifeld fir k=1,...,n}
und
Voo ={X €V, : X(a) = X(b) =0}

Wir wollen eine Projektion P : H? — V,, definieren.

Sei dazu J, der 2m-dimensionale Raum der Jacobifelder ldngs «. Die Abbildung
Jo 2 J = (J(ar-1),J(ar)) € Ta(ay,_,)M X Ty(a,)M ist nach Wahl der Unterteilung
injektiv. Da die Dimensionen iibereinstimmen ist die Abbildung auch bijektiv. Zu
X € HL? gibt es also genau ein X € V,, mit X (az) = X (az) fiir alle k = 0,...,n.
Wir setzen PX = X. Analog bekommen wir P : Hi’f) — Vao.
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Wir behaupten, dass P beziiglich F,. , orthogonal ist: Sei dazu X € V, und
X e H};Q. Die Orthogonalitét beziiglich E,. o, besagt, dass E**@(f(, X-PX)=0
fiir beliebige derartige Vektorfelder X und X gilt. Es gilt X — PX = 0 in allen
Punkten ay. Also folgt E**ﬂ‘[%_l’ak] (X,X — PX) =0, da X auf dem betrachteten
Intervall ein Jacobifeld ist und aufgrund der Randwerte von X — PX. Aufsummieren
liefert By, o(X,X — PX) = 0.

Wenden wir dies auf X = PX an, so konnen wir die Orthogonalitét auch durch
eine Pythagorasformel ausdriicken:

Bro(X,X) = Eeo(PX + (X — PX), PX + (X — PX))
= Evvo(PX,PX) + By o(X — PX, X — PX).
Nach Korollar 4.9 und Theorem 4.6 ist F,, o auf den Intervallen [ay, axy1] positiv

definit. Somit folgt im Falle X # PX, dass E,, (X — PX,X — PX) > 0 ist und
daher gilt

(4.2) Eio(X,X) > E...o(PX,PX).
Allgemein gilt also, auch wenn méglicherweise X = PX ist,
(4.3) Eio(X,X) > E...o(PX,PX).

Lemma 4.13. Betrachte E.. o als Bilinearform auf Hé% Es gilt N(Eyo) =
N(Exalva o) und
ind(o) E**7a = ind(o) E**7a|va)0.

Insbesondere sind daher alle diese Indices endlich.

Beweis. Da H;% N Jo C Voo ist, folgt trivialerweise N(Eyvo) C N(Eux,alv, o)
Sei umgekehrt Xo € N(Fixalv,,) und X € H(lx% beliebig. Wir wollen zeigen,
dass Ei (X0, X) = 0 gilt, dass also Xy € N(E,. o) ist. Es gilt

E**7a(XOaX) = E**7a(XO7X - PX) + E**7(¥(X07PX)'

Der erste Term verschwindet, da X — PX orthogonal zu V, ist und der zweite
Term verschwindet, da Xo € N(E.« o|v, ) ist und auch PX € V,, o gilt. Daher ist
Xo € N(E.+ ) wie behauptet.

Trivial ist, dass ind(o) E**,a|va,0 < ind(o) E.vogilt. Sei L C Hi(z) ein Unterraum,
so dass E,. o|r negativ semi-definit ist.

Wir behaupten, dass P|, injektiv ist. Ist dies nicht der Fall, so existiert Xy € L
mit Xo # 0 und P(X() = 0. Wir erhalten also nach (4.2)

0> Fuv.a(Xo, X0) > Eyv.o(PXo, PX,) = 0.

Widerspruch. Daher ist P|y injektiv.
Aus (4.3) folgern wir, dass E..o|p(r), P(L) C Va,0, ebenfalls negativ semidefinit
ist. Damit erhalten wir indg E.x o|v, , > indg Ees o

Fiir den nicht erweiterten Index, ind, argumentieren wir analog zu den obigen
Betrachtungen fiir den erweiterten Index indy. O

Theorem 4.14 (Morsescher Indexsatz). Sei a : [a,b] — M eine Geodditische.
Betrachte E.. o als Bilinearform auf Hi?) Bezeichne n(t) firt € (a,b] die Viel-

fachheit von t als konjugiertem Punkt von a, d.h. n(t) = null (E**,a\[a,q) =
dim N (E**’a‘[w]) Dann gilt
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(1) indg Esso = Y. n(t),

a<t<b
(1)) nd B o = Y, n(t).

a<t<b

Beweis. (ii) folgt direkt aus (i), da
indg Evy o = ind Eyy o +dim N(E,, o) = ind E,, o + n(b).

Wir setzen ¢(t) = indg) E.s.0l(,.- Die Funktionen ¢ und ¢ sind monoton

nicht fallend, da die Einbettung Hi 1.2

2
- l{a,s1,0 @l(a 4,0
HP? 35X X mit

Ala,s]s

fiir s < t besteht vermoge

X( ) X(O—) fﬁrags,
ag) =
0 fir o > s.

Wir behaupten zunéchst, dass es auf dem Intervall (a, b] nur endlich viele zu a kon-
jugierte Punkte gibt. Seien 71 < ... < 7 solche konjugierten Punkte. Sei J jeweils
ein nichttriviales Jacobifeld, das dies bezeugt. Definiere J* wie oben als triviale
Fortsetzung von J* auf [a, b]. Dann ist Eiio (ji, j’) =0 und E,. o (j’,jj) =0

fiir alle 1 < 4, j < k. Die Vektorfelder J* sind offenbar linear unabhingig. Somit
ist Fyy o auf dem von den Vektoren Jt erzeugten Vektorraum negativ semidefinit.
Also folgt indg(F.« o) > k. Nach Lemma 4.13 ist jedoch indg E.. o fiir eine fixier-
te Kurve a gleichméfig nach oben beschrinkt. Daher kann & nicht beliebig grofl
gewihlt werden, es gibt also nur endlich viele solche konjugierte Punkte.

Sind 71,...,7 € (a,b] die zu a konjugierten Punkte von «, so gilt ¢(t) = ¢o(t)
fﬁrt#Tj,j:].,...7k.

Angenommen, wir wiissten schon, dass ¢ unterhalb- und ¢y oberhalbstetig ist.
Dann ist ¢ = ¢ konstant auf (7;_1, 7;). Monotonie und Halbstetigkeit implizieren

lim o(s) < ¢(t) < liminf o(s)
und
lsi?tlsﬂo(s) > po(t) = 111?31p eo(s)-
Somit ist ¢ linksseitig und g rechtsseitig stetig. Es gilt daher
#o(7i1) =@(Tje1) + (1) = Jim o(s) +n(7j41)
= lim 9o(s) + n(7j41) = ¢0(7) + n(70)-

Dabei ist der rechtsseitige Limes an der Stelle b mit Hilfe von Fortsetzungen defi-
niert. Es folgt

k—1 k
o(b) — pola) = > (#o(rj11) = ¢o(r)) = >_ (7).
=0 j=1

Wir weisen nun noch nach, dass ¢ unterhalb- und ¢ oberhalbstetig ist: Sei ohne
Einschréankung ¢y € (a,b); fiir tg = b setzen wir wieder « iiber b hinaus fort. Wie
in Bemerkung 4.12 wihlen wir eine feine Unterteilung a = ag < a1 < ... < a, = 0.
Wir diirfen ohne Einschrankung ¢y # a; fiir alle j annehmen. Gelte a;, < to < aj,+1-
Wir setzen V; :=V, relativ zu der Zerlegung a = ag < a1 < ... < a;, < t. Nach

lfa,
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Lemma 4.13 gilt @) (t) = ind()(Fsx,alv;) fiir t € (aj,,a5,41). Unter Auslassung
des ersten und des letzten Teilpunktes definieren wir

V= Ta(al)M X ... X Ta(ajo)M-

Wir erhalten eine Schar (A;); von Automorphismen A; : V' — V, fiir t € (aj,, ajo41)
wie folgt: Fiir v = (v1,...,vj,) € V sei A;(v) das eindeutig bestimmte stiickweise
Jacobifeld X mit X(a) = 0, X(a;) = v; fir j = 1,...,j50 und X(¢) = 0. Wir
definieren fiir t € (aj,,a;j,+1) die symmetrische Bilinearform B, : V x V' — R durch
Bi(v,w) 1= Euy o(A1(v), Ag(w)) fiir v, w e V.

Somit gilt ©(0) (t) = ind(o) B;.

Die Zuordnung Jo € J — (J(aj,), J(t)) € Tu(a; )M X TaqryM ist linear, stetig
und eineindeutig, da a;, und ¢ nicht zueinander konjugierte Punkte sind. Daher ist
auch die Umkehrabbildung stetig. Somit ist die Abbildung ¢ — A; stetig. Somit

folgt die Halbstetigkeit von ¢ aus der Halbstetigkeit im Endlichdimensionalen,
die wir in Bemerkung 4.11 nachgewiesen haben. (]

5. BANACH-MANNIGFALTIGKEITEN
Wir verwenden [9, 10].

Definition 5.1. Eine B-Mannigfaltigkeit (= Banach-Mannigfaltigkeit) der Klasse
Ck, k=1,2,..., 00, ist ein topologischer Hausdorffraum M zusammen mit einem
Atlas von C*-vertriglichen Karten A = {(U,p,X)}, d.h.
(i) U C M ist offen, X ist eine B-Raum (=Banachraum) und ¢ : U — ¢(U) C X
ist ein HomGomorphismus.
(i) M = U U.
(U,p,X)eA
(iii) Sind (U, p, X), (V,4,Y) € A Karten mit U NV # (), so ist
Yoy lipUNV) —p(UNV)
—— ——
cX cy
ein C*-Diffeomorphismus.

Zwei Mannigfaltigkeiten heiflen gleich, wenn die zugehorigen maximalen Atlanten
iibereinstimmen.

Die folgende Bemerkung erklért, warum wir Banachraummannigfaltigkeiten der
Klasse C* mit k > 1 betrachten wollen.

Bemerkung 5.2. In Definition 5.1 (iii) ist d(¢op~1)(x) : X — Y ein topologischer
Isomorphismus, d.h. X und Y sind topologisch isomorph (aber die Abbildung ist
nicht eine Banachraumisometrie). Daher kann man fiir jede Zusammenhangskom-
ponente von M einen festen B-Raum X annehmen.

Wir haben nicht vorausgesetzt, dass M eine abzihlbare topologische Basis be-
sitzt. Dies ist aber auch bei vielen Banachrdumen nicht der Fall.

Definition 5.3. Sind M, N B-Mannigfaltigkeiten der Klasse C*, so heifit die
Abbildung f : M — N von der Klasse C* (kurz: f € C¥(M,N)), wenn fiir alle
Karten (U, ¢, X) von M und (V,%,Y) von N gilt:

Yo fop™ipU) = (V)

ist von der Klasse C*.



20 OLIVER C. SCHNURER

Definition 5.4 (Splitten). Sei X ein B-Raum. Eine lineare Teilmenge ¥ C X
splittet (oder spaltet) X, wenn Y abgeschlossen ist und ein abgeschlossener linearer
Teilraum Z C X (Komplementérraum) existiert, so dass X =Y & Z.

Definition 5.5. Sei M eine B-Mannigfaltigkeit der Klasse C*. Eine Teilmenge
N C M heiBt C*-Untermannigfaltigkeit von M, wenn es zu jedem z € N eine
Karte (U, ¢, X), die mit dem Atlas von M vertriglich ist, gibt, so dass € U und
o(UNN) = pU) N Xy, wobei Xy ein linearer Teilraum von X ist, welcher X
splittet.

Bemerkung 5.6. Jeder endlich dimensionale Teilraum X splittet, ebenso jeder
abgeschlossene Teilraum endlicher Kodimension. (Beweis der ersten Behauptung
fiir eindimensionale Rdume Xy: Zu 0 # x € X existiert nach dem Satz von Hahn-
Banach ein stetiges lineares Funktional ¢ mit ¢(z) # 0. Definiere X§ = {y :
©(y) = 0}. Dies ist ein abgeschlossener Teilraum und es gilt X = Xy @ X§. Fiir
endlich dimensionale Ridume funktioniert der Beweis analog zum eindimensionalen
Fall.) In einem Hilbertraum splittet jeder abgeschlossene Teilraum. Ist (U, ¢, X)
wie in Definition 5.5, so wird /' mit den Karten (U NN, o|unnr, Xo) selbst zu einer
C*-Mannigfaltigkeit.

Definition 5.7 (Immersion, Submersion). Seien X, ¥ B-Rdume, U C X offen,
f€CHU,Y), k> 1. Dann heiBit f Immersion, wenn df () injektiv ist und df (z)(X)
den Raum Y fiir alle x € X splittet.

f heiBt Submersion, wenn df (z) surjektiv ist und df (z)~1(0) fiir alle z € X den
Raum X splittet.

Bemerkung 5.8. Die Sétze von der inversen Abbildung und der impliziten Funk-
tion gelten in der C*-Version, k > 1, mit d(f~1) = (df o f~1)~! (Kettenregel).

Lemma 5.9 (Lokale Normalformen fiir ,,doppelt splittende“ Abbildungen). Seien
X, Y B-Riume, U C X offen, f € CF(U,Y), 29 € U, df(zg) : X — Y splittet
doppelt, d.h. X = N® N+, Y = R® R+ mit abgeschlossenen Teilrdumen N, N+,
R, R*, wobei N = df (29)71(0), R = df (x0)(X).

Dann gilt:

(i) Es gibt eine Umgebung V von 0 € N x R = N x N+ = X und einen C*-
Diffeomorphismus ¢ : V. — o(V) C X und g € C*(V,R*Y), so0 dass p(0) = g
und

foen,r) = f(xo) +r+g(n,r),
wobei dg(0,0) = 0.

(ii) Es gibt eine Umgebung W wvon o, einen Ck-Diffeomorphismus ¢ : W —

(W) C X mit (xg) = 2o und h € C*¥(W, R*) mit dh(z¢) = 0, so dass

Foy(x) = f(xo) + df (xo){z — x0) + h(x).

Beweis. Wir bemerken zunichst, dass der oben verwandte (topologische) Isomor-
phismus N+ = R von df (zg) induziert ist. Die Abbildung ist bijektiv, stetig und,
nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen (Ein abgeschlossener (= der Graph
ist abgeschlossen) linearer Operator zwischen Banachrdumen ist stetig.), ist ihre
Inverse ebenfalls stetig.

Seien P : X — N und @ : Y — R die zu den obigen Zerlegungen gehorigen
kanonischen stetigen Projektionen.
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(i) Gelte ohne Einschrinkung xg = f(xg) = 0. Betrachte die Abbildung F : U —
N x R mit F = (P,Q o f). Es gilt dF(0) = (P,Q o df(0)) = (P,df(0)). Ist
dF(0)(h) = 0, so folgt einerseits Ph = 0 und andererseits df (0)(h) = 0. Daher
ist h € Nt und h € N, also h = 0. Somit ist F' injektiv. Sei (n,7) € N x R.
Dann gibt es nt € N+ mit df (0)(nt) = r. Somit ist dF(0){(n+nt)) = (n,r)
und F ist surjektiv. Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen besitzt die
Abbildung dF(0) eine stetige Inverse.

Nach dem Satz von der inversen Abbildung existiert daher eine Umgebung

V und eine Funktion ¢ := F~1 : V — (V), so dass F(p(n,r)) = (n,r). Da

F(p(n,r)) = (Pow(n,r),Qo fop(n,r)) ist, folgt Qo fop(n,r) =r. Wir

definieren nun g(n,r) durch fop(n,r) = Qo fop(n,r)+(I—Q)o fop(n,r) =

r+g(n,r), also g(n,r) := (I—-Q)ofop(n,r). Es gilt dg(0) = 0, daimdf(0) € R,
also (I —Q)df(0) = 0.

(ii) Definiere v := ¢ o dF(0) = F~! 0 dF(0) = (P, df(0)). Dann folgt mit Hilfe

von (i)

fowle) =1 oo P, df (0)(x)

n r

=df (0)(z) + g(Px,df (0)(x)) .
=:h(z)
(]

Bemerkung 5.10. Ist insbesondere f eine Submersion in zg, so folgen R = 0
und g = h = 0. Wir definieren T := (df (z0)|+)~! und wenden Lemma 5.9 (i) auf
Tof:U — Nt an. Dann folgt T o fop =T f(xg) + P+, wobei P+ : X — N* die
kanonische Projektion ist.

Satz 5.11. Seien X, Y B-Riume, U C X offen, f € C*(U,Y). Sei f fiir alle
x € f710) eine Submersion. Dann ist f~1(0) eine C*-Untermannigfaltigkeit von
UcCX.

Beweis. Sei zg € f71(0). Sei X = N+ N+ mit N = df (z9)~!(0) und seien N, N+
abgeschlossen. Nach Bemerkung 5.10 gibt es einen lokalen Diffeomorphismus ¢ €
C*, o :V — (V) fiir eine Umgebung V von 0 mit ((0) = g, so dass To fop = P+
oder fop =T""o P+ Esfolgt ¢~ (¢(V) N f71({0})) = VN (foyp) ' ({0}) =
VN (T toPH=1({0}) = VN(PL)toT({0}) = VN (PH)"L({0}) = VN N. Somit
ist £71(0) eine C*-Untermannigfaltigkeit von U. O

Definition 5.12. Sei T : X — Y ein stetiger linearer Operator. Dann heifit T
Fredholm, wenn im 7" abgeschlossen ist und ker T' sowie der Komplementérraum zu
im T endlich dimensional sind.

Bemerkung: Die Abgeschlossenheit von im 7" braucht man nicht explixit zu for-
dern.

Lemma 5.13. Seien X, Y B-Rdiume und T € L(X,Y) surjektiv. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:
(i) T=*({0}) splittet X.
(ii) Es existiert ein abgeschlossener Unterraum X; C X, so dass T : X1 — Y ein
Isomorphismus ist.

(iii) Es existiert ein abgeschlossener Unterraum X1 C X, so dass T : X1 — Y
Fredholm ist.
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Beweis. ()= (ii)= (iii) ist trivial.

(ii)== (i): Definiere Xy := T~1({0}). Xy ist abgeschlossen, da T stetig ist. Es
ist zu zeigen, dass X = Xy @ X; gilt. Sei x € X. Dann existiert 1 € X; mit
Tz, = Tz. Hieraus folgen nacheinander T'(x — z1) = 0, 29 := ¢ — x1 € X und
r=x9+ x1.

(iii)= (ii): Definiere Xy := N(T|x,). Es ist dim Xy < co. Somit gibt es einen
abgeschlossenen Unterraum X+, so dass X; = Xo @ X*. Da T Fredholm ist, gibt
es einen endlichdimensionalen Unterraum Y+ C Y, so dass Y = T(X;) @ Y.

Seiy, ..., yn eine Basis von Y und seien 21, . .., z, € X, so dass T(z;) = y;. Die
Vektoren x4, ..., 2, sind in X linear unabhéngig modulo X7, d. h. nur die triviale
Linearkombination ergibt einen Vektor in X;. Dies folgt, da sonst auch die Bilder
nicht linear unabhingig sein konnten. Definiere Z := X+ @ (x4, ..., x,), wobei wir
mit (...) die lineare Hiille bezeichnet haben. Da X ein abgeschlossener Unterraum
von X ist, gilt dies auch fiir Z. T ist surjektiv, denn es gilt T(Z) = T(X+)+ Y+ =
T(X1) + Y+ =Y. Zeige schlieBlich noch, dass T" auch injektiv ist: Sei z+ € X+
und gelte 0 = T(z+ + Y, \jz;). Dann folgt >, A\jy; = —T(21) € T(X1) und somit
Ai = 0. Also ist auch T(z+) = 0 und daher % € X, also erhalten wir wegen
2zt € X+ nun 2+ = 0. Somit ist T : Z — Y ein Isomorphismus. (]

Bemerkung 5.14. Wir definieren den Tangentialraum 7'M einer B-Mannigfal-
tigkeit M wie im Endlichdimensionalen als Aquivalenzklassen von Kurven durch
einen festen Punkt. Zu (U, ¢, X) bekommen wir dann eine assoziierte Biindelkarte
(TU, &, o(U7) x X) mit 3([a]) = (a(0), (0 a)|,_g) = (a(0), g([a])) baw. B([a]) =
[¢ o ], wenn man ¢(U) x X und To(U) identifiziert, und ¢(U) C X. Fiir p € U
erhalten alle Tangentialrdume 7, M eine B-Struktur durch ||v||,, := [|¢sp(v)| x fiir
v € TyM. Je zwei Normen | - ||, und || - || sind dquivalent.

Sei f: M — N in C'. Wie iiblich definieren wir f, , : T, M — TN durch
foallol) = [ o).

Bemerkung 5.15. Seien M, N B-Mannigfaltigkeiten, f : M — N eine C'-
Abbildung.

(i) f heifit Immersion in p € M, wenn f, , injektiv und f, ,(7,M) abgeschlossen
ist und f, (T, M) den Raum 7', M spaltet.

(ii) f heifit Submersion in p € M, wenn f, , surjektiv ist und ker f,, den Raum
T, M spaltet.

Bemerkung 5.16. Es gelten die iiblichen Sétze iiber Immersionen und Submer-
sionen, z.B. ist f~!(q) eine Untermannigfaltigkeit, falls f~!(¢) # 0 und f eine
Submersion ist. Lokal ist das Bild einer Immersion ebenfalls eine Untermannigfal-
tigkeit.

Bemerkung 5.17 (Ableitungen in Banachriumen). Seien X, Y Banachridume und
f: X — Y eine Abbildung. Dann ist f € C!(X,Y) genau dann, wenn df (z) : X —
Y fir alle x € X stetig ist (<= df(z) € L(X,Y)Vz € X) und df : X — L(X,Y)
stetig ist.

Fiir T € L(X,Y) definieren wir ||T|| := sup || T(x)|.

llzll<1
Esist d®f(z) € L(X, L(X,Y)) & Ly(X,Y), definiert als die Menge der bilinearen
stetigen Abbildungen X x X — Y. Analog ist d*f(x) € Ly(X,Y).
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Definition 5.18. M ist eine Riemannsche H-Mannigfaltigkeit (= Hilbertraum-
mannigfaltigkeit) der Klasse C*, k > 1, falls M eine C¥ B-Mannigfaltigkeit, mo-
delliert tiber Hilbertrdumen, ist und falls T M mit einer Familie (-,-),, p € M,
vollstdndiger (= induzierte Topologie ist dquivalent zur vorhandenen Topologie),
stetiger Skalarprodukte versehen ist und so dass (-, -), in folgendem Sinne differen-
zierbar von p abhiingt: Fiir jede Karte (U, p, X) ist

(5.1) (™) () € C*FH(p(U), L2(X, R)).

Beispiel 5.19. Sei M eine C*-Untermannigfaltigkeit eines H-Raumes (X, (-, -)).
Dann ist M mit dem eingeschrinkten Skalarprodukt von X eine Riemannsche H-
Mannigfaltigkeit.

Beweis. Eine Karte von M ist von der Form (UNM, |, V'), wobei U C X offen
und ¢ : U — ¢(U) ein Diffeomorphismus der Klasse C* ist. Es ist X = V @& W mit
abschlossenen Teilriumen V, W und ¢(U N M) = ¢(U) N V. Somit ist (¢|pm) " =
o7y und (¢71). € CF Y (p(U), L(X)). Es gilt also

(6" 6x) o) = (7)., 0 (7)., )

Dies hingt (k — 1)-mal stetig differenzierbar vom FuBpunkt ab. O

6. DIE WEGEMANNIGFALTIGKEIT H2(St, M)

Lemma 6.1. Sei M eine zusammenhdngende Riemannsche H-Mannigfaltigkeit, so
wird durch

a:[0,1] — M stickweise C*-Kurve
mit a(0) =p,a(l) =¢q

d(p, g) = inf / o (8)] dt
0

eine Metrik auf M definiert, welche die Topologie von M erzeugt.
Beweis.

(i) In geeigneten lokalen Koordinaten ist d sogar Lipschitz stetig,

d(p,q) < Clle(p) — (g x :

Sei ndmlich (U, ¢, X) eine Karte von M, ohne Einschrinkung so klein, dass
(aufgrund von (5.1))

[C ORIV

Sei weiterhin ¢(U) ohne Einschrinkung konvex. Seien p, ¢ € U. Definiere
a(t) = (1 = t)p(p) + te(g)) fiir 0 <t < 1. Dann ist

< fiir all .
xR S C fur alle z € o(U)

dt
a(t)

d(p, q) < /Ha/(t)HOt(t) dt = / H (90_1)*,(1—t)<p(p)+t<p(q) <<'0(q) - 90(;0))
0 0
1

<VC / le(w) — e(@)lx dt = V() - p()llx-

Wir haben damit gezeigt, dass die von d induzierte Topologie auf M grober
ist als die Topologie, die M als Mannigfaltigkeit besitzt.
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(ii) Sei andererseits auf X fiir z € ¢(U) die folgende Familie von Normen

[vle = 107D ()llp-1)-

Da (p1). . ein topologischer Isomorphismus ist, sind alle diese Normen &qui-
valent zu || - || x. Nehme an, dass 0 € ¢(U) gilt. Dann existiert ¢ > 0, so dass
[v]o > ¢|jv]|x fiir alle v € X gilt. Nach (5.1) finden wir p > 0, so dass

2

c
[{(v, )z — (v,0)0] < - fir [lv]lx =1 und ||z||x < p.
Es folgt insbesondere
22
(0, V) > (v,0)0 — 5 > ) fiir |v||lx =1 und ||z||x < p
und
c
[v|e > \ﬁ”v”X fir |z||lx < pund v € X.

Wir wollen nun zeigen, dass die von d induzierte Topologie feiner ist als die
urspriingliche Topologie auf M. Dazu weisen wir nach, dass jede Umgebung V'
von py € U eine e-Umgebung (bzgl. der von d induzierten Topologie) enthilt:
Sei ohne Einschriinkung ¢(pg) = 0 und weiterhin V 2 o= ({||lv]|x < p}) mit
p > 0 wie oben. Sei p ¢ V und « : [0,1] — M eine stiickweise C1-Kurve mit
a(0) = pp und (1) = p. Definiere
to :=sup{t : ||p(a(s))|| < p fir 0 < s < t}.
Wir erhalten die folgende Abschétzung

p = [p(alto))llx = l[p(alto)) — w(a(0))]lx
/H@* am ()| x dt < — / P ,a(t) (@ ()] (a(e)) dt

2
= v2 / o/ ()]l dt  nach Definition von | - |,.
c

Es folgt p < ?d(po,p) und somit V' D UZ(py) fiir € = %p.
O

Definition 6.2 (Die Wegemannigfaltigkeit H?(S!, M)). Sei M C R" eine ei-
gentlich eingebettete (keine Einschrinkung) differenzierbare Untermannigfaltigkeit.
Also ist M N C fiir alle kompakten Mengen C' C R™ kompakt.

Wir definieren H1:2(S*, R") als den Hilbertraum aller 27-periodischen, absolut-
stetigen Abbildungen o : R — R" mit lokal quadratintegrierbaren Ableitungen,
versehen mit dem Skalarprodukt

(0 B s = / (alt), B(L))gn + (0 (8), B (1)) .

Definiere

H"Y (", M) ={a e H*S"\R") : a(t) € M fiir alle t} .
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(Da eine solche Abbildung « nach Sobolev automatisch stetig ist, verlangen wir
a(t) € M nicht nur fir fast alle ¢.)

Sei M C R"™ eine eigentlich eingebettete Untermannigfaltigkeit. Wir wollen
zeigen, dass dann H12(S!, M) eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit der H-
Mannigfaltigkeit H12(S!, R") ist.

Bemerkung 6.3. Da M C R" eigentlich eingebettet ist, ist M insbesondere eine
vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit. H1:2(S!, R") ist ein Hilbertraum.

Seien TM und NM das Tangential- bzw. Normalbiindel von M. Definiere fiir
p > 0und € > 0 die Mengen

M, :={z e M : |z <p},
und

Voo ={(z,§) e NM : z € M, (| <e}.

Die Exponentialabbildung E : NM — R" ist durch E(x,§) := x + & definiert.
Da M eigentlich eingebettet ist, gibt es fiir alle p > 0 ein € > 0, so dass

Elv,. : Vpe = Upe :=E(V,.)
ein Diffeomorphismus ist.

Lemma 6.4. Ist p: NM — M die kanonische Projektion, sind p > 0 beliebig und
€ > 0 hinreichend klein, so ist

R:=po (E\VM)_1 U, = M,
eine Retraktion und fir x € M, ist

dR(z) = P(x) :R" = T, M C R"
die orthogonale Projektion.

Bewets. Klar ist, dass R eine Retraktion ist.
Es gilt T(z 0)NM = T, M & N, M, denn fiir eine Kurve (2(t),£(t))¢j<c in NM C

U {p} x NyM C R™ x R™ mit £(0) = 0 folgt aus («'(¢),£(¢)) = 0 insbesondere,
pEM
dass

(2"(0),£(0)) + ('(0),£'(0)) = 0.
~— N——
=0 eT, M

Also ist £'(0) € N, M und die Behauptung folgt.
Damit gilt fiir das Differential der Exponentialabbildung

dE(z0)(y,m) =y +1
fir y € T, M und n € N, M. Also folgt

(dE|(0) " = (P(2), (I - P)(x))
und somit gilt auch dR(x) = P(z). O

Wir wollen beliebige Vektorfelder tangential machen. Dazu benutzen wir
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Definition 6.5. Sei a € HY2(S!, M). Definiere
Ha . HI’Q(Sl,Rn) HH1’2(SI,Rn)
durch

a(B)(t) = P(a(t))(5(1))-

Lemma 6.6. Sei o € H2(S', M). Dann ist I1,, eine stetige Projektion auf den
Unterraum der HV2-Vektorfelder lings o, die tangential zu M sind.

Beweis. Nachzuweisen ist nur die Stetigkeit. Die Abschiitzung fiir die L2-Norm ist
klar, denn aus |II,(8)(t)| < |3(t)| folgt, dass auch |y (8)||rz < |62 gilt.
Aus Produkt- und Kettenregel folgt

(Ta(B))'(t) = dPue) (') (B(1)) + P(a(t))(B' (1)

und daher erhalten wir

(T (8)) ()] < |dPage (@) B0 + [Pl (1))
<c(a) - o' (B)] - [B®)] + 16'()].
Die sup-Norm von 3 ist durch die H':2-Norm kontrolliert, denn aus 3(t) — 3(s) =
fﬁ' )do folgt |B(t)| < |B(s)| + f |6(c)| do. Wir integrieren nun beziiglich s,

Wenden Holder an und schlielen, dass

|<—/www+/w )| do
™ 7 1/2 - 1/2
< |ﬁ|2 - 1 + 4R : 1 <c- |18
27r

\—TT N—TT \—TT

Wir erhalten also

c() o/ llzz - e [|Bllar2 + (18] 2
(@) - (18] -
0

Proposition 6.7. Die Wegemannigfaltigheit H2(S', M) ist eine vollstindige Un-
termannigfaltigkeit von H%?(S*, R™).

Beweis. Fiir den Beweis wollen wir annehmen, dass M C R™ glatt ist. Die nétige
Regularitét fiir M werden wir in Bemerkung 6.8 diskutieren.

Wir zeigen zunéchst, dass es sich um eine Untermannigfaltigkeit handelt: Sei
o € HY2(SY, M). Wihle p > 0 so groB, dass a(t) € M, fiir alle t. (Der Parameter
p erlaubt es uns, auch nichtkompakte Mannigfaltigkeiten M C R™ zu betrachten.)
Wihle dann € > 0 so klein, dass

(i) E:Vaye — Uspe ein Diffeomorphismus ist,
(ii) UpeN(M\ My,) =0 gilt.
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Die Bedingung (ii) ist erfiillbar, da M, kompakt und M \ Ms, abgeschlossen ist.
Nach (i) und (ii) folgt, dass

(6.1) E(@ ) ¢M firzeM,und0< |¢] <e.
Nach Lemma 6.6 sind
V, =11, (H"*(S", R™))

und
W, = (I — T, ) (H2(SY, R™))

komplementire abgeschlossene Teilriume von H2?(S! R™). (V, ist Urbild von {0}
unter x — = — I, (x).) Wir definieren darin Umgebungen

V3i={veV, : ||[v]|g <6}
und

W i={we W, : |w|me> <d}.

Sei R:U,. — M, die Retraktion aus Lemma 6.4. Wir wihlen § > 0 so klein, dass
at) +v(t) € U, . fiir alle t und alle v € V.2 und ||w||co < € fiir w € W gilt.
Betrachte die Abbildung

VS x WS — HY(SYRY),
definiert durch
P(v,w) :=Ro (a+v)+ w.

(Ist R von der Klasse C2, so ist ® in der H?-Norm differenzierbar.) Es gilt
®(0,0) = «. Fiir alle v € V? gilt ®(v,0) € H“2(S!, M). Nach (6.1) ist somit
d(v,w) ¢ HY2(SY, M) fiir v € V2 und w € W2 \ {0}. Mit Hilfe von Lemma 6.4
folgt daher
d®(0,0)(v,w) = dRy{(v) + w =y (V) + w = v + w.
Somit ist d®(0,0) ein topologischer Isomorphismus. Fiir ein hinreichend kleines
6 > 0 ist damit ®[ys s ein Diffeomorphismus (auf das Bild). Es gilt
(V2 x {0}) = HY(S', M) N (V) x W2).

Damit ist H%?(S*, M) eine Untermannigfaltigkeit von H1:2(S!,R").

Zum Nachweis der Vollstéindigkeit: Seien «, 8 € H>?(S*, M). Mit der Definition
aus Lemma 6.1 gilt

Ha - ﬁHHI*2 < d(a= ﬁ)?

da sich die linke Seite auch mit Hilfe einer verbindenden Kurve darstellen ldsst,
diese aber nicht in M liegen muss. Sei nun (a;,) eine Cauchyfolge beziiglich d.
Dann gibt es a € HY?(S',R") mit ||a — ay||gr2 — 0 fiir n — oo. Aufgrund der
Einbettungssiitze folgt aber insbesondere auch ||o — ay,|/co — 0 fiir n — oo. Fiir
alle t gilt a,(t) € M und daher auch a(t) € M. Somit ist o € H2(S!, M). Nach
Lemma 6.1 ist d aber stetig bzgl. H'2-Konvergenz und somit folgt d(ay,,a) — 0
fiir n — oo. O

Bemerkung 6.8. Genauer gilt: Ist R € C*, so ist ® € C*¥~! und daher ist
HY2(S', M) eine C*~1-Untermannigfaltigkeit. Eine Differenzierbarkeitsstufe geht
dabei verloren, da H'2 bereits eine Ableitung enthilt.
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Bemerkung 6.9. Ist N eine kompakte n-dimensionale Mannigfaltigkeit, M C R?
eigentlich eingebettet und X ein B-Raum von Abbildungen v : N — RP, wie
z.B. C*(N,RP) oder H*P(N,RP), welcher stetig in C°(N,RP) eingebettet ist, so
funktioniert die obige Konstruktion analog.

Ist X nicht stetig in C°(N, RP) eingebettet, so betrachtet man stattdessen H*? N
C° und addiert die C°-Norm.

7. PALAIS-SMALE FOLGEN, DEFORMATIONSLEMMA UND MINIMAX PRINZIP
7.1. Palais-Smale Folgen.

Definition 7.1 (Palais-Smale). Betrachte eine H-Mannigfaltigkeit M mit einer
Riemannschen Struktur der Klasse C*, k > 2, und E € C*(M,R).

Eine Folge (x,) in M heilt Palais-Smale Folge (PS-Folge), wenn E(x,) be-
schrinkt ist und ||dE(x,)|| — 0 fiir n — oo.

FE erfiillt die PS-Bedingung, wenn jede PS-Folge eine konvergente Teilfolge be-
sitzt.

Bemerkung 7.2. Hiufig geniigt es auch, wie in [3] eine (P.S).-Bedingung zu for-
dern. Dabei setzt man zusitzlich voraus, dass F(z,) — ¢ fir n — oo gilt.

Die Idee des Minimax-Prinzips ist nun eine Familie F von Teilmengen von M
zu betrachten und
Die Hoffnung ist nun, dass dieser Wert ¢ endlich ist und von einem kritischen Punkt
x € M herkommt, es also ein z € M gibt mit E(z) = ¢ und dE(z) = 0.

Dies braucht jedoch nicht richtig zu sein, wie das folgende Gegenbeispiel zeigt [8]:
Sei E € C1(R?) definiert durch E(x,y) = exp(—y) — 2. Definiere Ey := {(z,y) €
R? : E(z,y) < 0}. Bestehe nun F aus den Mengen [—1,1] x {y} fiir y € R. Dann
ist in der obigen Definition ¢ = 0, es gibt aber keinen kritischen Punkt z von F mit
E(z) =0. z, = (0,n) ist eine Palais-Smale Folge, aber die PS-Bedingung ist nicht
erfiillt, F besitzt iiberhaupt keinen kritischen Punkt.

Definition 7.3. Sei M C R” eine glatte eigentlich eingebettete Mannigfaltigkeit.
Definiere das Energiefunktional E : HY2(S!, M) — R durch

E(a) :%/|a’(t)|2dt.

Lemma 7.4. Sei M C R"™ eine glatte eigentlich eingebettete Mannigfaltigkeit. Dann
ist das Energiefunktional E von der Klasse C°(HY2(S*, M)). Ist M zusditzlich
kompakt, so erfillt E die PS-Bedingunyg.

Beweis. Zunichst ist E(a) = 1 [ |o/(t)|?dt auch auf H"?(S',R") definiert und

dort von der Klasse C°°. Damit ist auch E € C*>°(HY2(S', M)).
Die Ableitung von E ist gegeben durch

dE(0)(8) = / (o (), 3 (2)) dt.

—T
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Sei nun (a,) eine PS-Folge in HY2(S', M) fiir E, d.h. es gilt E(a,) < ¢ und
||dE(an)||L(TanH1v2(Sl,M),]R) — 0 fiir n — oo.

Da M kompakt ist, gilt fiir ein R > 0 die Abschéitzung |a, ()| < R fiir alle ¢t und
n. Nach Holder folgt fiir to > tq

o (t1) — an(£2)] < /|a;<t>\dt < \//1,//|a;1|2 < V2 —tilv/2E(an).

Daher ist die Folge (av,) gleichgradig stetig, ndmlich Holderstetig mit Exponent
1/2 und gleichméflig beschriankter Holdernorm. Somit gibt es eine Teilfolge (die
wir weiterhin mit «,, bezeichnen wollen), so dass «,, — « gleichmifig, d.h. in
C°, konvergiert. Da «a, in H%?(S',R") gleichmiBig beschriinkt ist, gibt es eine in
H'2(S!,R") schwach konvergente Teilfolge. Wir diirfen also zusitzlich annehmen,
dass a,, — a in HY2(S! R") gilt. Da aber M abgeschlossen ist, gilt auch a €
HY2(St, M).

Es bleibt also noch zu zeigen, dass «a,, — « stark in H%2(S',R") konvergiert.
Wir miissen dazu nachweisen, das o/, — o/ in L? konvergiert. Es geniigt natiirlich

zu zeigen, dass (o)) in L? eine Cauchyfolge ist: Es gilt

llo, = el 2

/ ol (1) — (1)t

/ (o (t) — ol (), (8) — ol (1)) dt

- / (ol o, — al) — (ol oy — aly) dt
—Tr

s

= [Pl al, ~ alu) — (Plan)al, ), - i) dt,

—T

wobei P(x) : R™ — T, M die orthogonale Projektion ist,

- / (0, Pln) (0 — ) — (0, Pl )ty — ) dt

- / (0, (Pt (0t — )y — (@ (Pt )t — )

Wir wollen zunéchst |R| abschitzen: Es gilt
(7.1) [P(an)'] = [(P(an))'| = [dP(an)(al)] < (M) - |a

nl
Ak
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Damit erhalten wir die Abschéitzung

B < llagllzz - [(P(em)) [z - llom — amllco + ..
<e(M) - [lag )12 - llan — amllco + ...
=c(M) - 2E(ay,) - ||lan — amllco + ... — 0 fiir n, m — oo,
wobei wir jeweils . .. fiir Terme geschrieben haben, die man durch Vertauschen von

m und n erhélt. Von den verbliebenen Termen betrachten wir ohne Einschrankung
nur den ersten. Es gilt, da «,, eine PS-Folge ist,

T

/<O‘/m (P(ap)(om — am))/> dt = dE(on){(P(an)(an — am))

—T

< | dE(an)l L(t., 121,00 R) [P (o) (@n — o) || ez

—0 fir n—oo

Wegen |P(an)(on — am)] < |aym — auy| folgt fiir n, m — oo auch ||P(ay,)(on —
Qm )|z — 0. Weiterhin gilt nach (7.1)

(P(ain)(@n — am))'| = [(P()) (an — am) + Plan)(al, — o, )|
<c(M) - |ag,| - [oan = | 4 |a, — ag,|.
Daraus folgt
1(P(an) (@ — am)Y llzs <e(M) - |22 - o — amllos +la Iz + a2 < c.
—_—
—0

Die Behauptung folgt. ]

7.2. Deformationslemma. Das folgende Deformationslemma von M. Willem [11,
Chapter 2] brauchen wir nur in Hilbertrdumen, in denen ein Gradient existiert. Wir
beweisen es aber in Banachrdumen, denn der Beweis ist in beiden Féllen dhnlich.

Ein Gradient existiert in einem allgemeinen Banachraum nicht, denn dafiir be-
notigt man ein inneres Produkt. Stattdessen definieren wir

Definition 7.5. Sei M ein metrischer Raum, X ein normierter Raum und h : M —
X"\ {0} stetig. Ein Pseudogradientenfeld zu h auf M ist ein lokal Lipschitz stetiges
Vektorfeld g : M — X so dass fiir alle u € M

llg(w)l|x <2[|h(u)llx-

und

(h(u), g(w)) = ||h(uw)l|%
gelten.

Beispiel 7.6. Sei X ein Hilbertraum. Fiir f : Q — R, f € C!, Q C X offen, ist
g=Vf:Q — X das (Pseudo)-Gradientenfeld zu h = df : @ — X’ und es gilt
insbesondere (h(zg),x —xo) = df (zo){z —x0) = (Vf(z0),x —z0) = {(g(x0), T — x0).

Lemma 7.7. Unter den Voraussetzungen von Definition 7.5 existiert ein Pseudo-
gradientenfeld zu h auf M.
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Beweis. Sei v € M. Dann gibt es x € X mit ||z|| = 1, so dass

(h(v), ) > 2 [Ih)ll
Definiere y := 3[|h(v)||z. Dann gelten
Iyl <2[lr)I| und  (A(v),y) > [IR(v)]]*.
Da h stetig ist, gibt es eine offene Umgebung N, von v in M, so dass
(7.2) Iyl < 2l[h()l] und  (h(u),y) > [|h(u)]|?

auch fiir alle u € N, gelten. Die Familie N := {N, : v € M} ist eine offene Uber-
deckung von M. M ist ein metrischer Raum und damit insbesondere parakompakt,
d.h. es existiert eine lokal endliche offene Uberdeckung M := {M; : i € I} von
M, die feiner als AV ist. Zu jedem i € I existiert also ein v € M, so dass M; C N,
ist. Somit finden wir y =: y;, so dass die Bedingung (7.2) fiir alle u € M; erfiillt
ist. Besteht die Uberdeckung M lediglich aus einer Menge, so sind wir fertig. Sonst
definieren wir auf M die Funktionen

pi(u) = dist(u, X \ M;)
und

ZZPJ

i€l jer

Aufgrund von (7.2) ist klar, dass g das gesuchte Pseudogradientenfeld zu h auf M

ist. (]
Definition 7.8. Sei X ein metrischer Raum, S C X, ¢ : X - R, e >0 und c € R.
Definiere
= U B.(z)
zeS
und

o= {r € X 1 p(a) < ¢} = ¢ ((~o0,d).

Lemma 7.9 (Deformationslemma). Seien X ein Banachraum, ¢ € C*(X,R), S C
X, ceRunde, § >0, so dass

(7.3) | (u)|| > %6 fiir alle u € (e — 2¢, ¢ + 2¢]) N Sas.

Dann gibt es n € C°([0,1] x X, X), so dass

(i) n(t,u) = u, falls t =0 oder u & ¢~ ([c — 2¢, ¢+ 2¢]) N Sas,
(ii) n(1,°F=NS) C g°*.
(#ii) Fir alle t € [0,1] ist n(¢,-) : X — X ein Homdomorphismus.
(iv) Firwe X undt € [0,1] gilt ||n(t,u) —u|| < 4.

(v) Fir festes u € X ist [0,1] 3 t — @(n(t,u)) nicht wachsend.
(vi) Fiiru € ¢°NSs und 0 <t <1 gilt p(n(t,u)) < c.
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Beweis. Nach Lemma 7.7 existiert ein Pseudogradientenfeld g fiir ¢" auf M := {u €
X @ ¢'(u) # 0}. Wir definieren

A= e - 2¢, ¢+ 2¢]) N Sas,
B:=p Yc—¢e,c+e])NSs
und
W) = dist(u, X \ A)

dist(u, X \ A) + dist(u, B)"

Die Funktion v : X — R ist lokal Lipschitz stetig und erfiillt ¢» = 1 auf B und
1 =0 auf X \ A. Wir definieren das Lipschitz stetige Vektorfeld f : X — X durch

- _9(w) g
f(u) = Id)(u) IFOIE fiir u € A,
0 fir u € X \ A.

(Fiir v € X \ A kénnte g(u) = 0 gelten.) Nach Definition 7.5 folgt insbesondere
(mit h = @) |[h(w)|* < (h(u),g(u)) < [[h(u)]] - |g(u)]]. Also ist (auf Mengen mit
h(u) # 0) auch ||h(w)|| < ||lg(w)|]. In A ist h # 0 und wir erhalten dort mit Hilfe
von (7.3)

(7:4) 1@l < lg()||7" < [Ih(w)]|7F = [l¢' ()]|7" < 85

19

Die Abschitzung || f(u)|| < é gilt in ganz X.
Betrachte fiir festes u € X die gewohnliche Differentialgleichung

{;to—(t,w = f(o(t,u)),
o(0,u) =u

Sie besitzt eine Losung o(-,u), die auf ganz R definiert ist. o ist auf R x X stetig.
Definiere 7 : [0,1] x X — X durch n(t,u) := o(8¢t, ). Mit Hilfe von (7.4) erhalten

@5 llolt,u) —ull = / f(o(ru))dt] < / (o uw)lldr < o
0 0

Weiterhin gilt (Ab der zweiten Zeile nehmen wir an, dass g # 0. Die Behauptung
insgesamt gilt auch fiir g = 0, da dort 1 = 0 ist.) nach Definition 7.5

Gttt = (lolt), jta<t7u>> — (¢ (ot ). (ot )

e W 1
< — Vet G aE < T3Vt

Bis auf Behauptung (ii) sind damit alle Behauptungen leicht einzusehen. Sei also
u € TN S. Falls es ein ¢ € [0,8¢] gibt, so dass p(a(t,u)) < ¢ — ¢ gilt, so folgt
auch ¢(o(8e,u)) < ¢ — ¢ und (ii) folgt. Falls aber fiir alle ¢ € [0, 8]

c—e<gplo(t,u) <c+e
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gilt, so folgt aus (7.5) ||o(t,u) — u|| < 0 fur alle ¢ € [0,8¢], also insbesondere
o(t,u) € Ss fiir 0 <t < 8. Weiterhin gilt nach (7.6)

8¢
plo(se,m) = () + [ Golotu)ds
j 8¢
<o)~ 1 [ Vot u)
i

<ot 8¢
c+e——=c—e.
- 4
Dies zeigt (ii) und das Lemma folgt. O

Bemerkung 7.10. Ist M eine H-Untermannigfaltigkeit in einem Hilbertraum X,
so gilt ebenfalls ein Deformationslemma. Benutze dazu den Gradienten der Funk-
tion . Da dieser tangential zu M ist, verlafit der Fluss nach Hahn-Banach die
Untermannigfaltigkeit M nie.

Die Aussage gilt ebenso in Banachraumuntermannigfaltigkeiten; wir werden sie
jedoch nur fiir Hilbertraumuntermannigfaltigkeiten benutzen.

7.3. Minimax Prinzip.

Theorem 7.11 (Minimax Prinzip). Sei X ein Banachraum. Sei My eine Teilmenge
eines metrischen Raumes M und Ty C C°(My, X). Definiere

Ii={yeC'(M,X) : v|um, € To}
Nimm an, dass p € C1(X,R) die Bedingung

(7.7 a:= sup sup ¢(yo(uw)) < c:= inf sup p(v(u)) < 0o
YoEL'g u€EMp vel ueMm

erfillt. Seien € € (0, C;‘l), 6>0,undy €Tl mitsuppoy < c+e. Dann gibt es ein
M
u € X mit
(i) ¢ —2e < p(u) < c+ 2¢,
(i) dist(u,v(M)) < 24,
(iii) [|¢' ()| < 5

Beweis. Nimm an, dass die Behauptung falsch wire. Genauer nehmen wir an, dass
(iii) verletzt ist, wenn die anderen beiden (offensichtlicherweise ohne (iii) erfiill-
baren) Bedingungen erfiillt sind. Definiere g := v|p, € I'o. Wir wenden Lemma
7.9 mit S := v(M) an und definieren B(u) := n(1,v(u)). Da nach Annahme stets
c—2¢ > a gilt und n(t,-) = id auf ¢ 2¢ ist, erhalten wir fiir u € My, dass
Bu) = n(1,v0(u)) = yo(u) gilt. Somit ist 3 € T'. Wir benutzen die Voraussetzung
supp oy < ¢+ ¢ und Lemma 7.9 (ii). Damit erhalten wir

M

sup p(B(u)) = sup p(n(1,v(u))) <c—e
weM ueM

im Widerspruch zur Definition von ¢. Das Theorem folgt. [

Bemerkung 7.12. Da der Beweis des Minimax-Theorems 7.11 nur das Deforma-
tionslemma 7.9 benutzt, gilt es auch auf H- oder B-Mannigfaltigkeiten.



34 OLIVER C. SCHNURER

8. EXISTENZ EINER GESCHLOSSENEN GEODATISCHEN

Kritische Punkte des Energiefunktionals sind geschlossene Geoditische oder kon-
stante Kurven. Das Problem ist, dass konstante Kurven stets absolute Minima des
Energiefunktionals sind.

Ist 1 (M) # 0, so konnen wir das Energiefunktional in einer nichttrivialen Homo-
topieklasse minimieren und erhalten eine geschlossene (nichttriviale) Geodétische.
Ubungsaufgabe.

Wollen wir geschlossene Geodiitische auf beliebigen kompakten glatten Mannig-
faltigkeiten finden, so bendtigen wir das folgende Resultat aus der algebraischen
Topologie:

Proposition 8.1. Sei M eine geschlossene differenzierbare Mannigfaltigkeit der
Dimension n > 1. Dann gibt es 1 < k < n, so dass fir die k-te Homotopiegruppe
(M) # 0 gilt.

Beweis. Ist M nicht orientierbar, so ist 71 (M) # 0: Widerspruchsbeweis: Nehme
an, dass m1 (M) = 0. Sei o € M und (e;)1<i<n eine Basis von Ty, M, die wir posi-
tiv orientiert nennen. Sei x € M. Sei v eine differenzierbare Kurve von xg nach z.
Definiere eine Orientierung in z durch die Festlegung, dass die entlang ~ parallel
transportierte Basis positiv orientiert sei. Dies ist wohldefiniert, denn zwei Kur-
ven 77 und 7, lassen sich ineinander homotopieren, da nach Annahme 71 (M) =0
gilt, und Positivitdt verhélt sich stetig unter Deformationen des Verbindungswe-
ges. Dies definiert (auf der Zusammenhangskomponente von xg) eine Orientierung.
Widerspruch.

Ist M orientierbar, so ist [5, S. 236] H, (M) = Z. Insbesondere ist also Hy (M)

nicht fiir alle & > 1 trivial. Sei nun m (M) = m(M) = ... = m—1(M) = 0 fiir
k > 2, so ist nach Hurewicz [5, S. 366] m(M) = H(M). Gilt 7, (M) = 0 fiir alle
1 <k < mn,soist also 7, (M) = H,(M) = Z # 0. O

Das folgende Theorem findet sich fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten, die to-
pologische Sphéren sind, in [8, Theorem 4.4]. Es geht auf L. Lyusternik (oder Ljus-
ternik, ...) und A. Fet zuriick [7].

Theorem 8.2. Sei M C R”™ eine geschlossene glatte Mannigfaltigkeit. Dann gibt
es eine geschlossene Geoditische auf M.

Beweis. Nach Proposition 8.1 gibt es eine stetige homotop nichttriviale stetige Ab-
bildung fo : S¥ — M fiir ein geeignetes k > 1. Wir diirfen annehmen, dass f, glatt
ist. Definiere B¥~! := {# € R¥~! : || < 1}. Eine stetige Abbildung f : S¥ — M
induziert eine Abbildung

O(f): (B*1,0BF 1) — (C°(S', M), M)

vermoge

k—1 k—1
O(f)(x1,...,26_1)t):=f | 21,...,Tx_1,cO8 172x?,sint 172%2
i=1 i=1

Beachte, dass @ injektiv ist. Die hier verwendete Notation soll dabei andeuten, das
®(f) eine Abbildung von B¥~! nach C°(S!, M) ist, unter der Punkte aus dB*~!
auf konstante Wege, die wir mit M identifizieren, abgebildet werden. Ist f € C?,
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so hat ®(f) Werte in den geschlossenen C'-Kurven in M, also ist insbesondere
(f)(B*1) € HV2(S!, M),

Fiir das Minimax-Verfahren betrachten wir die Familie & C H'2(S', M) defi-
niert durch

. ro1y | F o (BF1,0BF 1) — (HY2(SY, M), M) stetig,
F= {F (B ) ' ®~1(F) frei homotop zu fy :

Beachte fiir die Wohldefiniertheit insbesondere, dass ®(f) : (B*~!,0B*!) —
(HY2(S', M), M) und F in denselben Riumen definiert sind.

Wir wollen das Minimax-Theorem 7.11 anwenden. Dazu definieren wir I'g :=
CO(OB*1, HL2  (S',M)), wobei H.2  (S',M) c H“2(S', M) den Unterraum
der konstanten Kurven bezeichnet, und

[:={yecC%B*1 HY3S', M)) : y|spr-1 € To}.

Die Bedingung in der Definition von F, dass @1 (F) frei homotop zu fy sein soll,
stort nicht bei der Anwendung des Minimax-Prinzips, da sie unter den Fliissen aus
dem Deformationslemma nicht zerstért wird. Auch die Bedingung, dass I’ den Rand
OB*~1 auf konstante Wege abbildet, ist unter den Fliissen im Deformationslemma
erhalten, da konstante Wege die minimale Energie 0 haben und somit konstant
bleiben.

Da wir fy € C'(S*, M) annehmen durften, ist ®(fy)(B*~!) € F. Es folgt F # ()

und sup E(a) < 400. Somit ist
a€®(fo)(B*1)

c:=  inf sup  FE(a) < +oo.
F(Bk_l)e]:aeF(Bk—l)

Weiterhin ist fiir beliebige 79 € I'p und 2 € 9B*~! der Ausdruck vo(x) ein kon-
stanter Weg in M. Somit ist

sup  sup E(y(z)) = 0.

Yo€l'o z€dBk—1
SchlieBlich ist ¢ > 0: Sonst finden wir zu jedem £ > 0 ein F : (B*~!,0B*~!) —
(HY2(SY, M), M) mit F(B*"') € Fund sup L(a) < ¢, da sich die Liinge

a€F(Bk-1)

durch die Energie kontrollieren ldsst. Damit wire insbesondere d(a(t), a(0)) < e
fiir alle ¢ und alle o € F(B*1). Ist £ > 0 hinreichend klein, so ist die e-Umgebung
U.(A) der Diagonalen A C M x M auf A 2 M retrahierbar. Damit wire F homotop
zu einer Abbildung F : BF-1 — H&c’ist.(Sl,M) und daher homotop trivial. Dies
liefert einen Widerspruch, da damit auch ®~*(F) homotop trivial wiire. Also gilt
c>0.

Wir koénnen also das Minimax-Theorem 7.11 anwenden und erhalten, indem
wir dort € = % wihlen eine Folge geschlossener Kurven a,, € HY“2(S!, M) mit
c—2 < B(ay) < c+2 und ||[dE(an)|| 1, 2 vy < L. Nach Lemma 7.4 besitzen die
Kurven a, eine in H'2(S!, M) konvergente Teilfolge. Gelte also a,, — a. Es folgt
E(a) = cund dE(a) = 0. « ist also ein kritischer Punkt fiir das Langenfunktional
und daher eine (geschlossene) Geodétische. Diese ist auch nichttrivial, da ¢ > 0
ist. (I

Wir wollen nun noch die Zahl k zur nichttrivialen Homotopiegruppe 7 (M) in
Beziehung zum Index der gefundenen geschlossenen Geodétischen setzen.
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9. INDEX VON GEODATISCHEN

Lemma 9.1. Sei M eine B-Mannigfaltigkeit, X ein Banachraum, B™ = {x €
R™ : |z| < 1} und B® = {z € X : |jz|| < 1}. Sei U € M offen und U
homdéomorph zu B™ x B>¥. Seien P : U — B™ und Q : U — B> die (mit dem
Homéomorphismus verketteten) natiirlichen Projektionen. Ist dann f : (B',0B') —
(M, M\ U) stetig, | < m, und V C M offen mit V. C U, so lisst sich f beliebig
gut durch stetige Abbildungen

fo: (B OB — (M\ (VNnP~Y0), M\ U)

mit flopt = folopt approximieren. Insbesondere ist f homotop zu solchen fy bei
festen Randwerten.

Beweis. Sei W C M offen mit V.C W C W C U. Da (P, Q) lokale Koordinaten
sind, kénnen wir annehmen, dass U = B"™ x B gilt. Durch Approximation kénnen
wir weiterhin annehmen, dass Po f € C* (f~'(W),R™) ist. Da f(B') kompakt ist,
ist

§ :=dist (V Nim f,U \ W) > 0.
Wegen | < m ist Pm f N W) = Po f (f’l(W)) eine m-dimensionale Lebesgue
Nullmenge. Daher gibt es zu jedem ¢ > 0 ein v € R™ mit |v| < min{e, d}, so
dass v € P(im f N W). Wihle nun eine Abschneidefunktion ¢ € C°(M,R) mit
0<p<1l,p=1lauf W, p =0 auf M\ U und definiere

fo iz f auf f~L(M\U),
(Pf—@(f)o,Qf) auf f~HU).

fo ist stetig. Nach Wahl von § gilt fiir # € B, so dass fo(z) € V ist, zunichst
f(z) € W. Es folgt weiterhin ¢(f(z)) = 1. Somit ist Pfo(z) = Pf(z) — v # 0 und
die Behauptung folgt. O

Bemerkung 9.2. Die Wegemannigfaltigkeit H12(S', M) ist eine Untermannig-
faltigkeit von H'2(S',R™) und daher ist THY2(S!, M) mit dem iiblichen H!2-
Skalarprodukt versehen. Darin trigt der Tangentialvektor o’ einer Geoditischen
i.a. zum Skalarprodukt bei, obwohl er intrinsisch parallel ist; vergleiche auch den
flach eingebetteten und den zylinderférmig eingebetteten RP. Wir fithren daher
ein dquivalentes, der Geometrie von (M, g) angepasstes Skalarprodukt ein: Sei
a € HY2(S', M) und seien v, w € T, H*(S!, M). Setze dann

(v,w)p = /(v(t),w(t))Q dt

und
(v, w) 1= (v, w)o + (V% 0, V4 w)
dt dt 0

Hierbei ist

% v=Vv=0v+T(a)(v,d).

dt
Auf jeder kompakten Teilmenge K gilt (mit ¢ = 1 fiir isometrisch eingebettete
Mannigfaltigkeiten M C R")

c(v,v)g < (v, V)pn < c’1<fu,’u)g
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fiir ein ¢ = ¢(K) und alle p € K und v € T,M. Damit ist das intrinsische L*-
Skalarprodukt dquivalent zum extrinsischen.

Wir wollen nun zeigen, dass auch (-,-); auf einer kompakten Menge K C R"
durch die quadrierte H':2-Norm abgeschiitzt ist: ,(-,-); ist H2?-stetig“. Es gilt
IT(a)(v,a)] < v -|v|- || fiir alle « : I — K und eine Konstante v > 0. Wir
erhalten (der erste Faktor 2 kommt vom Ausmultiplizieren und der Cauchyschen
Ungleichung)

™

(Vu,Vu)o = /(Vv,Vv)g dt

—T

<2 [ (WP + IE@)e,a)?) d

2
<2 [P+l PiP) a
< el 1o o) - ol

wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, das |o/|> € L! ist und dass wir
sup |v(t)| < ¢o - ||v]|g1.2 abschitzen kénnen.
¢

Fiir die umgekehrte Abschétzung integrieren wir die Ungleichung

t

@@wmwfa@xwwg:/

S

d

= (0(0), 0(0))g do

:2/@(0),%(0))9 do < (v,v)1

beziiglich s und erhalten
21 (v(t), v(t))g < (v,v)o + 27 (v, v)1.
Wie oben erhalten wir, falls ima C K ist,
ollmr2 < e(K [lad[mr2) - o]

Da || - ||y und || - || gr.2s1 gy auf To H2(S', M) somit vergleichbar sind, iibertréigt
sich die Sobolevungleichung auch auf || - ||;. Insbesondere ist die kanonische Ein-
bettung ¢ : (HY2(-,-}1) — (L?,{-,-)o) also kompakt.

Bemerkung 9.3. Sei a eine geschlossene Geodiitische. Dann ist die zweite Varia-
tion von o durch

Eivolv,w) = /((Vu,Vu>g — (R(v,a’)a’ ,w),) dt
=(v,w); — (v+ R(v,a')a’, w)o

gegeben. Auf T,, H2(S!, M) definieren wir den Endomorphismus p,, durch p,(v) :=
v+ R(v,a')d’. Da (R(v, ')/, w)y = (R(w, &’)a’, v) 4 aufgrund der Symmetrien des
Riemannschen Kriimmungstensors ist, ist p, symmetrisch. Nach dem Rieszschen
Darstellungssatz gibt es einen Endomorphismus k, von T,HY2(S', M), so dass
(ka(v),w)1 = (pa(v),w)o gilt. Der Operator k, ist kompakt, denn es gilt (mit
der kompakten Einbettung ¢ : H%? — L? wie oben) ko, = t*pat und p, : I? —
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L? ist stetig. Da p, beziiglich L? symmetrisch ist, ist auch k, in T, H%?(S', M)
symmetrisch.

Nach dem Spektralsatz fiir kompakte symmetrische Operatoren auf Hilbertraum-
en gibt es eine Folge (\;);en von Eigenwerten mit A\; — 0 fiir ¢ — oo. Weiterhin gibt
es normierte Eigenvektoren u; fiir k,, die eine Hilbertraumbasis von T, H'2(S!, M)
bilden, und wir erhalten daher die folgende Darstellung

o0

Epsa(v,w) =Y (1= Xi){ui, )1 {ui, w1
i=1
Wir diirfen zusétzlich annehmen, dass Aq, ..., Ay alle Eigenwerte > 1 (mit Vielfach-
heit gezihlt) sind, sowie dass Ag41 = ... = Agap = lund A\, < 1 fir i > k+n

gelten. Dann folgt k = ind E,. o und n = null F,, o. Wir erhalten die Aufspaltung
T, =T H"(S" M)=T,; T & T}

in orthogonale Teilriume, wobei 7; die lineare Hiille von wuy, ..., uy ist und T
sowie T entsprechend definiert sind. Hieraus lesen wir ab, dass

E**,Ot(”: U) = E**,a(’”77 'Ui) + E**,oe('UJr; U+)

gilt. Hierfiir haben wir v mit Komponenten als (v~,v", v*) geschrieben. Folglich
gibt es ein § > 0, so dass

Eava(v™,07) < = 4|73
und
Eew (vt v) <707,

Lemma 9.4. Sei a € HY2(SY, M) ein kritischer Punkt des Energiefunktionals
E. Mit den obigen Bezeichnungen existiert dann eine offene Umgebung U(«) mit
a € U(a) und eine lokale Karte

p:U() =Ty =T, T o T}

mit p(a) = 0. Wir setzen E=FEo 0~ und erhalten in den @-Koordinaten
(i) E(u) = B() + Ewsau™,u”) + Eveaub,ub) 4+ of|[ul]}),

(it) 2E(0,u,ut) =0.

Beweis. Wir wihlen eine Karte ¢ : U — T, mit ¢(a) = 0 und ¢, o = Id (keine
Stauchung). Dann folgt bereits (i).

Fiir (ii) fithren wir neue Koordinaten v = v(u) vermoge v+ = ut, v = u° und
v™ =u~ — h(u®,uT) ein, wobei h eine Losung der impliziten Gleichung
OF
(91) F(h(uoau+)au07u+) =0
u

ist. (9.1) ist lokal eindeutig 16sbar, denn a‘fi ist nach Definition nichtsingulir. Es

gilt ~(0,0) = 0. Aus u~™ = v~ + h(v°, vT) folgern wir, dass

oF

ov—

ok

=0.

(h(v°,01),00,0F)

(0,0%,0F)
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Wir wollen nun iiberpriifen, dass die Bedingung (i) auch noch in den v-Koordinaten
gilt: Wir differenzieren (9.1) nach u° und erhalten

0%E oh O%E
u—2 Ou” + ouou— 0-
——
=0 fiir v=0

Hieraus folgt -2 Bub h(0,0) = 0 und ebenso erhalten wir 3‘1—}1(07 0) = 0. Die Ableitungen
von E nach u und v hiingen nach Ketten- und Produktregel wie folgt zusammen

dy(E(v)) = du(E(u(v))){dvu),
dy(E(v)) = d (E(u(v){dyu, dyu) + du(E(u(v)))(dsu).
=0 fiir v=0

Wegen dh(0) = 0 ist d,u(0) = Id. Somit folgt d2E(v)|,—0 = d2E(u)|y=o und (i)
bleibt auch in den v-Koordinaten richtig. O

Proposition 9.5. Sei M eine H-Mannigfaltigkeit der Klasse C? und das Funktio-
nal E € C*(M,R) erfille die PS-Bedingung. Wir definieren

Me:={z eM: E(zx)<c}
und
M ={zeM: E(x)<c}

Es seien cg < c¢1 und in jedem kritischen Punkt x von E mitco < E(x) < ¢y existiere
eine Darstellung von F.. . wie in Lemma 9.4 beschrieben. Gelte stets ind F, , >

l >0 fiir alle solchen . Ist dann k < | und fo : (B*,0B*) — (M, M) stetig,

s0 ist fo homotop (als Abbildung von Paaren) zu einer Abbildung f1 : B — M¢%
innerhalb von M.

Korollar 9.6. Das kritische Niveau, welches im Satz von Ljusternik-Fet zu einem
Element von w41 (M) \ {0} konstruiert wurde, enthdlt wenigstens eine Geoddtische
vom Index < k.

Bemerkung 9.7. Wir wollen das Deformationslemma in der folgenden Form be-
nutzen, die direkt aus dem obigen Deformationslemma folgt: Sei M eine Banach-
raummannigfaltigkeit und £ € C'(M, R) erfiille die PS-Bedingung. Definiere K¢ :=
{r e M : E(z) = ¢, dE(x) = 0}. Sei U eine Umgebung von K¢ Dann existiert
e>0und ® € C°(R x M, M) mit

(i) ®(t,x) =0 fiir t = 0 oder dE(z) = 0.

(i) t+— E(P(¢,x)) ist fallend.

(iii) ®(1,E°te\U) C E°=.

(iv) ®(1,E“t¢) Cc Ec° U U.
Durch Verkleinern von € > 0 kénnen wir aufgrund der PS-Bedingung erreichen,
dass ||dE|| in CU N E~Y([c — &, ¢ + €]) nach unten durch eine positive Konstante
beschrankt ist.

Beweis von Proposition 9.5. Betrachte

Fo= {f@k) f:(B*0B¥) — (M, M) }

stetig und homotop zu fy
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Die Menge F ist invariant unter den Halbfliissen (¢ > 0) des Deformationslemmas.
Somit liefert das Minimax-Verfahren, dass
c:= inf sup F
f(Bk)E]:f(Bk)
ein kritischer Wert von F ist. Es gilt ¢ < ¢;. Falls ¢ < ¢, so ist nichts mehr

zu zeigen. Sei also ¢y < ¢ < ¢;. Wir konstruieren eine offene Umgebung U von
K¢ :={z : E(x) =c¢, dE(z) = 0} mit folgender Eigenschaft:

Ist f: (B 0B*) — (M® UU, M ) stetig, so ist f homotop zu

* ~ = ”
) einer Abbildung f : (B¥,0B*) — (M® , M¢%).

Angenommen, wir hiitten (x) schon gezeigt, so bekidimen wir daraus wie folgt einen
Widerspruch: Zu U gibt es nach dem Deformationslemma ein ¢ > 0 und eine
Deformation ®; = ®(¢,-) : M - Mmit 0 < ¢ < 1, &g =Id, &1 (M°+¢) C M UU
und ®;(M?®) C M? fiir alle s € R und alle ¢ > 0. Wihle € > 0 so klein, dass in
E7([c—¢, c+¢])\U die Norm ||dE|| gleichmiBig nach unten abgeschiitzt ist. Dies ist

moglich, da E die PS-Bedingung erfiillt. Wihle dann f(B*) € F mit sup E < c+e.
f(B*)
Definiere

foi=®y0 f:(B* B*) — (M, M),
Aufgrund des Deformationslemmas kann man f; auch als Abbildung
f1:(B*,0B*) - (M2 UU M%)

auffassen. Dann erhalten wir mit Hilfe von (*) einen Widerspruch zur Definition
von c.
Zum Beweis von (*): Nach Lemma 9.4 diirfen wir annehmen, dass

() =+ Buva(t™,07) + Bw (it u) 4 o Jul®)
und

%(O,UO,U+) =0

gelten. Weiterhin existiert aufgrund der PS-Bedingung ein 6 > 0, so dass
Bualu™ um) < = dllu”[]”
und
Byva(u™ u®) <670 Ju™|?
fiir alle « € K¢ gelten. Im Falle ||(0,u®, ut)|| < ¢|ju~|| < eo folgt fiir hinreichend
kleine e > 0 und ¢ > 0

~ 0
(9.2)  E(u) —e< =dllu[|* + 7 u|]* + 0 (2(1 +&”)|ju[]?) < = lu [

Wir schreiben nun z = «. Definiere die Umgebung V,(z) durch |ju~|] < ¢ und
|(u®,u")|| < ieo. Nehme weiterhin an, dass ¢ > 0 so klein gewéhlt ist, dass

aajﬂ < 0 auf V,(z) gilt.

In lokalen Koordinaten definieren wir das Vektorfeld X auf V, (z) durch X (u) :=
o(u)-(u™,0,0), wobei ¢ € C*(V,(z)), ¢(u) = 1 fiir u € V, /o, analog zu V,, definiert,
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und (u) = 0 fiir u € IV, (x). Nehme an, dass 0 < ¢ < 1 gilt. Wir setzen X auf
M\ V,(z) durch X = 0 fort. Betrachte das Anfangswertproblem

{uu) = X (u(t))
u(0) = u.

Die Integralkurven sind durch u(t) = (A(t)u~(0),u°(0),u"(0)) mit A(0) = 1 und
N > 0 gegeben. Fiir u = u(0) € V, 2 und solange ||e‘u™ (0)|| < § gilt, ist A(t) = €.
Die Bedingung |le'u™ (0)|| < § ist dquivalent zu ¢ < log ey falls [lu™(0)]| £ 0
ist.

Behauptung: E ist entlang der Integralkurven abnehmend. Falls u(0) € Vy/2(x)

ist mit u~(0) # 0, so ist E strikt abnehmend bis unterhalb des Wertes ¢ — %.

Nach Wahl des Koordinatensystems mit (%31(07 u’,uT) =0 und da 885,% < 0in
Vo (x) erhalten wir

d -
£E(su_,u0,u+) =0 firs=0

und fiir 4~ # 0

pE(suf,uo,qu) <0.
Somit ist %E(su_,uo,uﬂ <0firueV,,u” #0und 0 < o <1 erfiillt. Zum
Zeitpunkt ¢ = log 5%y erhalten wir fiir u(0) € V,/o(x) und u~(0) # 0, dass

u(t) = (Wu_ (0),u0(0),u+(0)> ist. Wir erhalten also zu diesem Zeitpunkt
aus (9.2)

By <e-2 (%) =c- 22,

was die Behauptung zeigt.
AufBerdem lisst dieser Fluss das Komplement von V,, /o(x) invariant.
Die Menge K¢ ist kompakt. Somit gibt es z1,...,zx € K¢ und o; > 0 sowie
€5 > 0 mit
N
K° C U int (V5 j2(5)) =2V,
j=1
wobei V. wie oben von ¢; und €; abhéngt. Die Proposition folgt nun aus den obigen
Teilschritten wie folgt: Gemé&fl dem Deformationslemma wéhlen wir € > 0, so dass
M\ V in die Menge M°~¢ deformierbar ist. Setze U := V N M+ 5 K¢,
Sei f: (B*,0B*) — (M UU, M%) stetig. Nach Lemma 9.1 kénnen wir f(B*)n
{z € V,, jo(x1) : u= = 0} = () annehmen. Die Kompaktheit von B¥ sichert, dass
dieser Abstand positiv ist. Sei dann ®} der Fluss von X;. Aufgrund der obigen
Uberlegungen gibt es t; > 0 und n > 0, so dass

o, (f(BY) NV, ja(21)) € M7
gilt. Da CVUl/z(ml) unter dem Fluss zu X; invariant ist, gilt

N
o} (F(B¥) NCV,, ja(x1)) € OV, ja(z1) CCV U Vo, ja(ay)

=2
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und daher insgesamt

N
o (f(B¥) c M ULV UV, jala)).

j=2
Beachte, dass @ (f(0B*)) C M gilt, da ®' energievermindernd ist. Ersetze
nun f durch <I)t11 o f und wiederhole das Argument. Nach N Schritten erhélt man
eine Deformation f von f mit f : (B¥,dB*) — (M ULV, M% ). Da anféinglich
f(B* ) C M® UU C M°*¢ galt und alle Deformationen energlevermlndernd waren,
folgt f(B¥) € M U(M¢*+<\ V). Nach dem Deformationslemma ist f nun in eine
Abbildung f : (B* dB¥) — (M, M¢ ) deformierbar. Die Behauptung folgt. [

In geraden Dimensionen erhélt man das folgende Theorem, das wir hier nicht
beweisen wollen. Beachte dazu insbesondere auch, dass M nach dem Satz von Synge
aufgrund der Orientierbarkeit einfach zusammenhéngend ist.

Theorem 9.8 (Klingenberg). Es sei M kompakt, orientierbar, von gerader Dimen-
ston und positiver Schnittkrimmung K. Dann gilt fiir den Injektivitdtsradius

o

p(x) = Tn
Proposition 9.9 (Homotopie-Lemma von Klingenberg). Es sei M vollstindig und
k>0, so dass die Schnittkrimmung K < k erfillt. Ferner seien o, §:[0,7] = M
zwei verschiedene Geoditische mit «(0) = £(0), a(r) = B(r) und L(a) = L(B).
Definiere die Hintereinanderausfiihrung v := 3 ta : [—-m, 7] — M. Sei h : [0,1] —
HY2(SY, M) ein stetiger Weg mit h(0) = konstant und h(1) = ~. Dann gibt es

t €10,1] mit L(h(t)) > 27%

Beweis. Setze p := 7=, U,TM := {(z,v) € TM : |jv|| < p} und U,(A) =
{(z,y) € M x M : d(z,y) < p}. Die Abbildung (p,exp) : U,TM — U,(A) ist ein
lokaler Diffeomorphismus, da Geodétische der Lange < p keine konjugierten Punkte
besitzen, was wir noch zeigen werden. Wir bezeichnen die Null in 7, M mit 0, und
die Einschrankung exp,, : U,(0,) — U,(x) wie angegeben.

Zur Behauptung, dass alle Geodétischen der Linge < % frei von konjugierten
Punkten sind: Sei « : [0,1] — M eine Geodéitische mit ||o/|| = 1, X ein Normalenfeld
lings o mit X (0) = X (I) = 0. Fiir die zweite Variation der Energie erhalten wir
die folgende Abschétzung

1 1

mit k = sup K.

FaolX,X) = /(<VX, VX) - (R(X,d) ))ds > / ([IVX|]? = &[|X]||?) ds
0 0
Mit X = > \X;, wobei Xs,..., X, lings « parallele normale orthonormierte

i=2
Vektorfelder sind, folgt

l m 1 m
Bio(X,X) > /Z(/\;2 — kA2) ds:/z N — kAN ds.
0 =2 0 =2
Konjugierte Punkte des Systems A/ = —r\; sind % mit k € Z, die Jacobifel-

der in einer Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkriimmung x erfiillen \;(s) =
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c; sin(y/ks). Daher ist
BrvolX,X) >0, fallsl< %

und die Behauptung {iber konjugierte Punkte folgt.

Angenommen, es gibe ein € > 0, so dass L(h(t)) < % — 2e = 2p — 2¢ fiir alle
t €10, 1] wére.

Wir behaupten, dass es eine stetige Funktion o = ¢(t) mit ¢(0) = 0und (1) =0
gibt, so dass

L(h(t)‘ [—m,0(t)] ) <p und L( ( )|[U(t ) <p.

Da h:[0,1] — HY2(S', M) stetig ist, gibt es ein § > 0, so dass

(9.3) [L(h(t1)sy,s0)) — L(R(t2)|[s,,50))] < 5§ fiir [t1 — 22| < & und fiir alle 51 < s».

Wihle N € N mit N > 3 und fiir i = 0,..., N wéhle ¢; mit L(h(i/N)|—r,0,]) =
5L(h(i/N)) sowie 0 = 0 und o = 0. Definiere o durch affin lineare Interpolation
auf [%, %3] mit o(i/N) = 0.
Sei nun ¢ fest und ohne Einschriankung o; < o;11. Sei <t < % Unter
doppelter Benutzung von (9.3) und da [—m,o(¢t)] C [-7, 0i41] ist, erhalten wir die
Abschitzung

LU =ron) < LO=ron) < L (A ) pgrn) +5
=3L (A () + 5 < 3L((®) +
Analog dazu erhalten wir auch
L(h(®)|g@).m) < 3L(A(E)) +&.
Somit existiert eine stetige Funktion o wie oben behauptet.

Durch Umparametrisieren der Kurven h(¢) kann man ohne Einschrinkung o(t) =
0 annehmen.

Angenommen, eine Kurve ¢ : [0,a] — U,(x) mit ¢(0) = z und L(c) < p besitzt
eine Liftung ¢ : [0,a] — U,(0,) unter exp, mit ¢(0) = 0,. Nach dem Gaufi-Lemma
3.6 gilt ||é(t)]| < L(e) < p fiir alle ¢ € [0, a]. Daher besitzt jede Kurve ¢ : [0,a] —
U,(x) mit L(c) < p eine eindeutige Liftung ¢ : [0, a] — U,(0,). Insbesondere besitzt
jede der Kurven h(t) eine Liftung h(t) : [—m, 7] — Thity0)M N Up(Opty(0)) mit
iL(t)(O) = Op(t)(0)- Diese Liftungen hiéngen stetig von ¢ ab, da (p,exp)|v,rar ein

2|

lokaler Homsomorphismus (sogar ein lokaler Diffeomorphismus) ist. Damit ist h eine
Homotopie. Alle Liftungen ﬁ(t) sind geschlossene Kurven, da ﬁ(t) eine konstante
Kurve und (p,exp) lokal eineindeutig ist. Somit ist auch h(1) eine geschlossene
Kurve. Dies ist aber ein Widerspruch, da h(1) nach Konstruktion aus der Liftung
von zwei verschiedenen Geodétischen, also aus zwei Geradensegmenten, besteht. [

Theorem 9.10 (Klingenberg).

Es sei M eine kompakte, einfach zusammenhdingende Riemannsche Mannigfaltig-
keit, deren Schnittkrimmung K der Bedingung /4 < K < k mit k > 0 geniigt.
Dann gilt fir den Injektivitdtsradius p die Ungleichung p > %

Beweis. Fiir gerade Raumdimensionen folgt die Behauptung aus einfacheren Uber-
legungen zu Minimaleigenschaften von Geodétischen. Sei also dim M ungerade und
a : [0,1] = M eine Geodétische mit ||a’|] = 1. Sei Xi,...,X,, ein paralleles Or-
thonormalsystem léings o mit X; = «'. Betrachte ein normales Vektorfeld X mit
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m
X (0) = X(1) = 0 und definiere Funktionen (};); durch X = >~ X\; X;. Aufgrund der

=2
Voraussetzungen an die Schnittkriimmung gelten die Abschétzungen

Fao(X,X) > (X2 = kA?) ds

o _
M=

.
I|
)

und

l’rn
_Ez
Erva(X, X) </Z2 4)\1) ds, falls X #0.

Durch Vergleich mit Losungen von gewohnlichen Differentialgleichungen bzw. aus
dem Morseschen Indexsatz erhalten wir, dass

(i) ind By o =0 fur 1 < %

(il) Eiyq firl < ﬁ positiv ist.

(iii) fiir { > 2—\/’% die Ungleichung ind E,, o > m — 1 > 2 gilt, da es keine eindimen-

sionalen kompakten einfach zusammenhéngenden Mannigfaltigkeiten gibt.

Angenommen, es wire p < Z=. Dann giibe es ein nichttriviales geodétisches Zwei-
eck a, S mit L(a) = L(B) < % Es sei v : [-m, 7] — M die geschlossene Kurve
B7ta und h : [0,1] — HY%(S', M) ein stetiger Weg mit h(0) = konstant und
h(1) = ~. Solch einen Weg gibt es, da die Mannigfaltigkeit nach Voraussetzung ein-
fach zusammenhingend ist. Auf [—7, +7] gilt L? < 47 E aufgrund der Holderschen
Ungleichung mit Gleichheit falls |y/| = 1 fast iiberall. y ist siickweise Geodétische.

Daher gilt (Qﬂ) > L*(y) = 47E und somit T > E. Nach dem Homotopie-Lemma
9.9 folgt

sup E(h(t) > —— sup L2(h(t)) 2%

t€[0,1] am te[0,1]
Setze ¢o := T und ¢; := sup E(h(t)) > co. Jeder kritische Punkt a von E mit
t€[0,1]
E(a) > co erfiillt nach Hélder £ < E = L L2 also L > % und daher ist der

Index des kritischen Punktes aufgrund der obigen Uberlegungen > m — 1 > 2.
Dies widerspricht Proposition 9.5, da sich die Homotopie h in {E < ¢p} ,,driicken®
l&sst. ]

Eine Verallgemeinerung des folgenden Theorems wurde von S. Brendle und R.
Schoen gezeigt [1,2]. Sie zeigen insbesondere, dass die Mannigfaltigkeiten im Falle
w1 (M) = 0 nicht nur homdomorph sondern sogar diffeomorph zur Sphiire sind.

Theorem 9.11 (1/4-Pinching). Sei M kompakt und erfille die Schnittkrimmung
K die Bedingung § < K < k fiir ein x > 0. Dann gilt fir j =2,...,m — 1 fir die
Homotopiegruppen m;(M) = 0.

Bemerkung 9.12. Ist zusiitzlich (M) = 0, so ist M™ eine Homotopiesphire.
Eine Homotopiesphére ist nach Hurewicz eine Mannigfaltigkeit, bei der die Homo-
topiegruppen mit denen der Sphére iibereinstimmen.

Benutzt man die Poincaré-Vermutung, die nach Smale (m > 5), Freedman (m =
4) und Perelman (m = 3) gilt, dann ist M homéomorph zu S™. Man kann diese
Folgerung auch ohne die (kompliziert zu beweisende) Poincaré-Vermutung zeigen.



DIFFERENTIALGEOMETRIE II 45

Beweis von Theorem 9.11. Sei zunichst w1 (M) = 0. Aus Theorem 9.10 (das als
Voraussetzung 71 (M) = 0 benétigt) folgt aufgrund des Morseschen Indexsatzes,
Theorem 4.14, dass jede geschlossene Geodéitische einen Index > m — 1 hat. Sei
nun f € C°(S/, M). Wir diirfen ohne Einschrinkung annehmen, dass f (beliebig
oft) differenzierbar ist. Wie beim Beweis des Satzes von Ljusternik-Fet induziert f
eine stetige Abbildung

F:=o(f): (B7'0B"7") = (H"* (S", M) ,M).

Wiihle € > 0 so, dass alle Kurven der Energie < ¢, die also in H'2(S!, M)® liegen,
(in einer geeigneten Kartenumgebung) auf die konstanten Kurven homotopierbar
sind. Nach Proposition 9.5 ist F fir 2 < j < m — 1 zu einer Abbildung F :
(Bi=1,0Bi71) — H'2(S', M)® und damit sogar (ohne Einschréinkung; e > 0 klein
genug) zu einer konstanten Abbildung Fy : (B/~*,0B7~1) — M deformierbar. Also
ist f in M wie behauptet nullhomotop.

Im allgemeinen Fall sei p : (M , g) — (M, g) die Riemannsche universelle Uber-

lagerung. Auch (M ,g) eriillt § < K < k und ist insbesondere einfach zusam-

menhéngend und vollstéindig. Nach dem Satz von Myers [6, Theorem 2.6.3] (Eine
positive untere Schranke an die Schnittkriimmung impliziert, dass eine Geodati-
sche ab einer gewissen Lange der Kurve nicht mehr minimierend ist, was eine obere
Schranke an den Durchmesser liefert.) ist M daher kompakt. Nach den obigen Uber-

legungen ist also m; (M) =0 fiir alle j = 1,...,m — 1. Da S fiir j > 2 einfach
zusammenhiingend ist, lisst sich die Abbildung f : S/ — M zu einer Abbildung
F 1S/ — M liften, die f iiberlagert ist, also f = po f erfiillt. Da (M) — 0 ist,

ist f nullhomotop. Verketten wir die Homotopie, die zeigt, dass f nullhomotop ist,
mit p, so erhalten wir ein Homotopie, die zeigt, dass f ebenfalls nullhomotop ist,
die Behauptung folgt also. [l
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