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In der Differentialgeometrie geht es um Mannigfaltigkeiten und deren Kriimmung.

13. GEODATISCHE

Die Kapitel iiber Geodétische und Tensoranalysis beinhalten gewissen Uber-
schneidungen mit spateren Kapiteln. In aktuellen Kapitel geht es insbesondere auch
darum, zu zeigen, dass z. B. die Eigenschaft, eine Geodétische zu sein, nur von der
inneren Geometrie abhéngt und nicht von der Immersion einer Untermannigfaltig-

keit.

13.1. Geoditische auf Untermannigfaltigkeiten.

Definition 13.1. Sei M C R"*! eine C?-Untermannigfaltigkeit. Sei « :

(a,0) —

R eine C?-Kurve mit a(t) € M fiir alle ¢t € (a,b). Dann heift o Geodiitische,

falls
. 1L
Oz(t) S (Ta(t)M)
fiir alle ¢t € (a,b) gilt.

Bemerkung 13.2.
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13. GEODATISCHE

In der Definition haben wir die Dimension von M nicht vorgegeben. Auch M =
R"™*! ist moglich. Wir schreiben auch « : (a,b) — M. Manchmal betrachten
wir auch Geodétische auf halb offenen oder abgeschlossenen Intervallen.
Physikalische Interpretation: Beschreibt «(t) die Lage eines Massenpunktes
auf M zur Zeit t, so ist mé = F die auf den Massenpunkt wirkende Kraft.
Die Bedingung ¢(t) € (TO[(t)M)L besagt also, dass keine tangentialen Krifte
auf den Massenpunkt wirken. In normaler Richtung wirken die Zwangskrifte,
die den Massenpunkt auf M halten.

Im Falle M = R"*! lautet die Bewegungsgleichung & = 0 und beschreibt
die Bewegung eines Massenpunktes, auf den keine Krifte wirken.
Geometrische Folgerung: Definiere a(t) := x¢ +t(x1 — x¢) fiir x9 # 2, € R* !
und ¢ € [0,1]. Dann ist « eine Geodétische mit Lénge L(«a) = |x1 — xo|. Sei
y : [0,1] — R™*! eine weitere C''-Kurve mit y(0) = z und y(1) = x1. Dann
gilt aufgrund der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung

O/y |dt>/ ol
(y( ), 21 —330> (y(0), 21 — o)
|z1 — o

2

_lmmedl sl = L),

|21 — o

Somit ist y die Kiirzeste C'-Kurve, die zo und x; verbindet. Wir werden

spater sehen, dass Geodétische, eingeschrinkt auf kleine Intervalle, ebenfalls

die Lénge zwischen ihren Endpunkten minimieren. Wir sagen daher, dass
Geodatische lokal Kiirzeste sind.

Proposition 13.3. FEine Geoddtische ist proportional zur Bogenldnge parametri-

siert.

Beweis. Es gilt 4£|a(t)]? = 2(a(t), a(t)) = 0. 0

Beispiele 13.4.

(i)
(i)

(iii)
(iv)

Ist o eine Geodétische, so ist auch ¢ — «a(At) fir A € R eine Geodétische.
Seien u,v € R™?! und a(t) = u + tv € M fiir alle ¢t € (a,b). Dann ist « ein
Geradensegment und eine Geodatische.

Seien u,v € R™*! orthonormale Vektoren. Dann ist der Grofkreis « : (a, b) —
S™ mit a(t) = cost - u+sint - v eine Geodétische.

Sei M = S! x R C R3 ein Zylinder. Dann ist fiir beliebiges h € R die Spiral-
kurve oo : R — M, t — (cost, sint, ht) eine Geodétische, da

a(t) = (—cost,—sint,0) € (Ta(t)M)L

gilt. Wickeln wir den Zylinder auf die Ebene R? ab, so wird aus der Spi-
ralkurve « eine Gerade, also ebenfalls eine Geodétische. Es gilt allgemein,
dass Isometrien ®: M — M Geoditische auf Geodétische abbilden. Dabei ist
es irrelevant, wie M im Raum liegt. Wir sagen daher, dass die Figenschalft,
Geodétische zu sein, nur von der inneren Geometrie von M, also der Metrik,
abhéngt. Solche Dinge werden wir auch fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten un-
tersuchen. Weitere Beispiele, die nur von der inneren Geometrie abhéngen,
sind die Lénge einer Kurve oder der Abstand zwischen zwei Punkten.
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(v) Auf dem Ellipsoid

b2
ist jede proportional zur Bogenlénge parametrisierte Kurve, die in einer der
Koordinatenebenen {x = 0}, {y = 0} oder {z = 0} verlauft, eine Geodétische.
Sei E eine der Koordinatenebenen mit «(t) € E fiir alle t. Gelte ohne
Einschrankung |&(t)] = 1 fiir alle t. Aus Symmetriegriinden gilt v(a(t)) € E
fiir alle t. Die Vektoren &(t) und v(a(t)) bilden somit eine Orthonormal-
basis von E. Aus «(t) € F fiir alle ¢ folgt auch &(t) € E. Schlieflich gilt
2(c(t), &u(t)) = £]c(t)|* = 0. Daher ist é(t) proportional zu v(z(t)).
(vi) Bestimme auf dem durch die Gleichung

Ba® +y?) = 2°
mit z # 0 und 8 > 0 im R? definierten Kegel Geoditische, die keine Gera-

denstiicke sind. Benutze dabei eine lokale Isometrie zu R? fiir eine Vermutung
iiber das Aussehen dieser Geodétischen. (Details: Ubung.)

2 2 2
M—{(%y, 2) ERY: - Z+¥ +Z —1}

Theorem 13.5. Sei M C R"*! cine Untermannigfaltigkeit. Seien p € M und
V e T,M. Dann gibt es genau eine mazimale Geoddtische o mit o(0) = p und
a(0)=V.

Ohne explizite Regularitdtsangabe gehen wir stets davon aus, dass alle Daten
regulér sind.

Beweis. Wir leiten zunéchst eine gewohnliche Differentialgleichung fiir « her. Ist «
eine Geodatische auf einer Hyperflache M, so gilt

a(t) = (a(t), v(a(t))) va(t)).

Sei (lokal) M = f~1({0}) eine Niveauflichendarstellung. Wir setzen v vermoge

v = vy in eine Umgebung von M fort. Aus (&(t),v(a(t))) = 0 erhalten wir
0= {a(t), v(o(t))

Oben eingesetzt erhalten wir also

(13.1) a(t) = —(a(t), Dv(a(t))(a(t))) - v ((alt)).
Nach dem Satz von Picard-Lindel6f besitzt die obige Differentialgleichung fiir «
auf einem kleinen Zeitintervall (—¢,¢) eine eindeutig bestimmte Losung « fiir die
Anfangswerte «(0) = p und &(0) = V. Wir behaupten zunéchst, dass a(t) € M fiir
alle t gilt.

Es gilt

9 f(0(t) = (V7 (a(t) a(0)
(VI (a®), v(a(t)) - (v(alt), &(t))
IV f(a®)]- (v(alt), a(?))-
Wir definieren g(¢t) := (v(«a(t)), &(t)) und erhalten
§(t) = (Dr(a(t)){a(t)), &(t)) + (v(a(t)), a(t)) = 0
aufgrund der Differentialgleichung fiir . Somit folgt g(¢) = ¢g(0) = 0 fiir alle ¢ und
daraus 4 f(a(t)) = 0 sowie f(a(t)) = f(a(0)) = 0. Daher gilt a(t) € M fiir alle t.

aft

(
(

(t
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Somit hidngt die Geoditische nicht von der Wahl von f ab. Durch Vereinigung
aller Existenzintervalle von Losungen dieser gewohnlichen Differentialgleichung mit
gegebenem Anfangswert erhalten wir eine eindeutige maximale Geodétische. O

Beispiele 13.6. In den folgenden Beispielen verzichten wir auf die Angabe der
Parametrisierungen und geben dhnlich wie bei Hyperflichen nur das Bild an.

(i) Auf S™ sind alle Geodétischen Teile von Groftkreisen, da fiir beliebige p €
S",V € T,S™ ein Grofkreis, also ein Geodétische, mit diesen Anfangsdaten
existiert.

(ii) Mit einer analogen Begriindung erhalten wir, dass auf dem Zylinder S! x R
simtliche Geoditischen durch Spiralkurven, durch zu Kreisen S* x {z} oder
durch zu Geraden {p} x R degenerierten Spiralkurven gegeben sind.

Definition 13.7. Eine Untermannigfaltigkeit heifit geodétisch vollstdndig, wenn
jede maximale Geodatische auf ganz R definiert ist.

Beispiele 13.8.
(i) S, S"~! x R, und R"*! sind geoditisch vollstindig. Wir kennen alle Geod-
tischen und wissen, dass sie auf ganz R definiert sind.
(ii) S™\{p} fur ein beliebiges p € S™ ist nicht geoditisch vollstdndig, da jede
maximale Geodétische durch —p ein Grofkreis ist, der auch durch p l4uft.
(iii) R™*1\{0} ist nicht geoditisch vollstindig.
(iv) B1(0) ist nicht geodétisch vollstindig.
(v) {(z,y,2) € R3: 2?2 + y? = 22,2 # 0} ist nicht geoditisch vollstindig, da
a(t) = (¢,0,t), t > 0, eine maximale Geodétische ist.

Theorem 13.9. Sei M C R""! eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Sei
M als metrischer Raum mit der von der euklidischen Metrik induzierten Metrik
vollstindig. Dann ist M geoddtisch vollstindig.

Beweis. Sei ao: I — M eine maximale Geodétische. Wir diirfen nach Umparame-
trisierung vermoge a(At), A > 0, ohne Einschrankung annehmen, dass « nach der
Bogenlidnge parametrisiert ist: |&(¢t)| = 1.

Angenommen es gilt supl =: T < 0.

Aus |a(t)] =1 folgt fiir s < ¢

a(t) - a(s)| < / 6(r) dr = [t — .

Daher existiert
=1 t) € R
p: = lima(t) €

Da M als metrischer Raum vollstdndig ist, folgt auch p € M. Mit der Differential-
gleichung (13.1) und |&(¢t)| = 1 erhalten wir fiir grofe s <t < T

()~ (o)l = | [ atr)ar| < [ farlar = [ @), Dota(o)a(r)]dr

t
< / |Dv(a(r))|dr < sup |Dy|-|t—s|,
s B.(p)NM

falls a(7) € B:(p) fiir alle 7 > s gilt. Wir nehmen nun an, dass € > 0 so klein

gewdhlt ist, dass sup |Dv| < oo gilt. Wir erhalten daraus, dass auch
B.(p)NM

V= lim a(t) € R"*!
t T
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existiert. Im Grenziibergang iiberlebt auch die Orthogonalitidtsbedingung (Details:
Ubung)

(Vo (p) = i (a(0),v(a(0)) = .
Somit gilt V' € T, M.
Sei 8:[0,0) = M eine Losung der Differentialgleichung (13.1) mit Anfangswer-

ten 3(0) = p und 3(0) = V. Die Differentialgleichung (13.1) ist wegen

Zunéchst ist

_Ja(t), t<T,
7(’f)'_{ﬂ(t—:r), T<t<T+

eine C'-Kurve auf M. Damit l6sen nicht nur o und 3, sondern auch v die Integral-
gleichung, insbesondere nahe ¢t = T'. Daher ist auch v € C? und « 16st (13.1). Daher
war T < oo nicht maximal. Widerspruch. Somit ist M geodétisch vollstindig. [

Korollar 13.10. Sei M € R™*! eine geschlossene n-dimensionale Untermannig-
faltigkeit. Dann ist M geoddtisch vollstindig.

13.2. Kovariante Ableitung, Parallelverschiebung. Wir nehmen wieder an,
dass alle betrachteten Objekte glatt sind.
Definition 13.11. Sei M eine reguldre Hyperflache. Sei o : I — M eine Kurve.
(i) Dann heift X : I — R ein (tangentiales) Vektorfeld lings «, falls
X(t) € Ta(t)M
fiir alle t € I gilt.
(ii) Die kovariante Ableitung von X ldngs « ist das (tangentiale) Vektorfeld
D dX dX
—X(t)=—() — t)), —I(t t
20 = Z0 - (v(a(t), 0 Y v(ao)

also die Projektion von X auf ToyM.

Beispiel 13.12. « ist genau dann eine Geodétische, wenn 2d(t) = 0 gilt.

Lemma 13.13. Fir die kovariante Ableitung von (tangentialen) Vektorfeldern
X, Y ldngs einer Kurve a: I — M und fiir eine Funktion f: I — R gelten

(i) BX+Y) = BX + BY,

(i) Z(fX)=&fX+[f5X,
(iti) L(X,Y)=(2X V) + (X, 2Y).

Beweis. Benutze die entsprechenden Eigenschaften der Ableitung aus der Analysis-
Vorlesung und die Definition der kovarianten Ableitung. Beispielsweise gilt:

d . . D D
—(X,Y)=(X.,Y X Y)=(—=X,Y X, =Y
dt< ) < ’ >+< ’ > <dt ’ >+< T dt >

da X(t),Y(t) € T,yM gilt. Dies liefert (iii). O

Definition 13.14. Ein Vektorfeld X ldngs « heifst parallel langs «, falls %X =0
gilt.
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Beispiel 13.15. Sei a eine Geodétische. Dann ist & ldngs a parallel.

Proposition 13.16. Sei o : [ — M eine Kurve und seien X,Y ldngs o parallele
Vektorfelder. Dann gelten

(i) X +Y und aX, a € R, sind ebenfalls langs o parallele Vektorfelder.

(ii) Insbesondere bilden die lings « parallelen Vektorfelder also einen Vektorraum.
(iii) | X (t)| ist konstant.

(iv) (X(t),Y(t)) ist konstant. Insbesondere ist also auch der Winkel v(t) zwischen

zwei nichtverschwindenden Vektorfeldern mit cosy(t) = % konstant.

Bewets.
(i) Klar.
(ii) Klar.
(iii) Dies folgt aus (iv).
(iv) Es gilt (X (£),Y (1)) = (2 X (1), Y (1)) +(X(t), 2Y(t)) = 0. O
Theorem 13.17. Sei M eine Hyperfiiche und o : I — M eine Kurve. Sei 0 € I

und a(0) = p. Sei Xo € T,M. Dann gibt es genau ein lings o paralleles Vektorfeld
X mit X(0) = Xp.

Beweis. Nach Definition der kovarianten Ableitung und mit (X (¢),v(a(t))) = 0
erhalten wir
D

X(t) = ZX () + (X (1), via®)v(a(t))
_ %X(t) + %(X(t), v(a(®))(alt)) — <X(t), jtu(a(t))> v(a(t))
D d

=500 = (X(0), Grlal) ) va(0),

Daher muss jedes lings « parallele Vektorfeld X die gewShnliche Differentialglei-
chung

. d
X(0) = - (X0, fv(a(0) ) (o)

erfiillen. Dies ist eine lineare gewOhnliche Differentialgleichung. Daher gibt es eine
globale Losung X € C'* (I , R”‘H). Aus dieser Differentialgleichung folgt auch, dass
Y (t) tangential bleibt, da

d . d

FXOa) = (X0, v(a(0) + (X0, Friat) ) =0
gilt. O

Korollar 13.18. Sei M C R"*! eine Hyperfliche und o : I — M eine Kurve.
Dann bilden die ldngs o parallelen Vektorfelder X einen n-dimensionalen Vektor-
raum.

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass die parallelen Vektorfelder lings « einen
Vektorraum bilden. Sei tg € I. Dann ist X durch X (¢o) eindeutig bestimmt. Somit
ist der Vektorraum n-dimensional. O

Beispiel 13.19. Sei o : R — S? der Aquator auf der Sphére mit «(t) = cost-e; +
sint - es, wobei e, eg, e3 die Standardbasis des R? bezeichnet.
Dann gilt
TS = (i(t), e3) = span{d(t), es}.
Jedes langs a parallele Vektorfeld X hat die Form
X(t) =C a(t) +co-e3

mit ¢1,c0 € R.
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Beweis. Wegen &(t) L es L at) L &(t) ist klar, dass &(t) und e3 den Tangential-
raum Ta(t)Sz aufspannen. & ist parallel, da « eine Geodéatische ist. Da ez € Ta(t)SQ
ist, konstante Linge hat und stets senkrecht auf &(t) steht, ist e3 ein paralleles
Vektorfeld lings «. Da die parallelen Vektorfelder lings « einen 2-dimensionalen
Vektorraum bilden, hat X die angegebene Form. O

Definition 13.20. Sei a: I — M eine Kurve in einer Hyperfliche M C R"™*!
Seien p = a(0) und ¢ = a(1). Sei Xy € T,M und X das parallele Vektorfeld langs
a mit X (0) = Xy. Dann definieren wir die Parallelverschiebung
P,:T,M - T,M
durch
X, — X(1).

Theorem 13.21. Die Parallelverschiebung ist ein isometrischer Vektorraumiso-
morphismus.

Beweis. Da parallele Vektorfelder langs « einen Vektorraum bilden, folgt die Linea-
ritdt. Aus | X (0)| = | X (1)] erhalten wir, dass P, die Norm erhélt und insbesondere
injektiv ist. Wegen dim T, M = dimT,M < oo ist P, damit auch surjektiv. Somit
ist P, ein Vektorraumisomorphismus. O

Bemerkung 13.22.
(i) Die Parallelverschiebung entlang eines stiickweise glatten Weges ay, +. .. + a1
definieren wir durch P,, o...0 P,,.
(ii) Die Parallelverschiebung P, héngt nicht nur von «(0) und «(1), sondern auch
vom Weg dazwischen ab, selbst bei Geodatischen. (Details: Ubung.)

13.3. Geoditische als Objekte der inneren Geometrie von Hyperflichen.

Lemma 13.23. Sei X: Q — R eine immersierte C%-Hyperfliche. Seia: T — Q
eine C%-Kurve, so dass 8 := X o« eine Geodidtische in X (Q) = M ist. Dann gilt

@'+ a*alTi, oa=0
fir alle 1 <i<n.

Beweis. Aus ((t) € (T(1yM)* erhalten wir <ﬁ(t), Xj(a(t))> =0 fiir alle t € I und
alle 1 < j < n. Es folgt

0= (A1), X;(a(t)) " (a(1)

— { (X (), X;(a(t) )" (a(r)
~ (4 (Xela(®)d*(0) X5 (a0) ) #(al0)
- (x

k(a()a" (1) + X a(a(t))a" (1) (), Xj(a(t)) g7 (alt))
=" (t)gr;(alt))g” (a(t))

(Xia(a(t) + Thy(a(t) X (a(t))) 6" ()6 (1), X;(a(t))) g7 (a(t))
a'(t)
(=
)

_|_

hia(a(t))v(a(t)) + Tiy (o) Xi (a(t)) & ()& (1), X;(a(t))) ¢ (a(t))
& () + 0 + Ty ()" (88! (1) gy (a(t)) g7 (1))

= &' (t) + Ty (a(t) " () (t)
wie behauptet. O

+<
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Korollar 13.24. Seien X, X: Q — R" immersierte C2-Hyperflichen, so dass
fir die induzierten Metriken g und g

9i5(x) = gij (x)
fiir alle x € Q und alle 1 < 1,5 < n gilt. Sei a: I = Q eine C?-Kurve. Dann ist

X oo genau dann eine Geoditische in X (Q), wenn X o« eine Geoditische in X ()
18t.

Beweis. Aus g = § folgt auch, dass die zugehorigen Christoffelsymbole iiberein-
stimmen. Somit erhalten wir die Behauptung aus Lemma 13.23. O

Da die Eigenschaft, Geodétische zu sein, somit nicht von der Einbettung und nur
von der Metrik abhéngt, sagen wir, dass Geodétische ein Objekt der inneren Geo-
metrie sind und geben daher die folgende Erweiterung unserer bisherigen Definition
einer Geodétischen. Wir lassen den Nachweis als Ubung, dass dies auch in hoherer
Kodimension richtig ist. Bisher haben wir X o « als Geodétische bezeichnet, nun
bezeichnen wir auch « als Geodétische.

Definition 13.25. Sei {2 C R” offen mit einer Metrik (g;;) und Christoffelsymbolen
(T'%,). Sei a: I — 2 eine C?-Kurve. Dann heifit  eine Geodétische, falls

&' (t) + Ty (alt))a" (e (t) = 0
fiir alle 1 <7 < n und alle ¢t € T gilt.
13.4. Kovariante Ableitung und Parallelverschiebung.

Lemma 13.26. Sei X: Q — R cine immersierte C?-Hyperfliche, M = X (£2).
Seia: I — Q eine C'-Kurve und seiy := Xoa. Sei Y € C1(I,R"*1) ein Vektorfeld
lings v, gelte also Y (t) € Ty»yM fiir alle t € I. Gelte Y (t) = v'(t)X;(a(t)). Dann
ist v'(t) = (Y (1), X;j(a(t))) g’ (a(t)) und fiir die kovariante Ableitung von'Y lings
~ gilt
DY
dt
Beweis. Die Vektoren X;(«(t)) bilden eine Basis von T’ ;) X (£2). Somit ldsst sich je-
des Vektorfeld lings «y in der Form Y (t) = v*(¢)X;(«(t)) mit geeigneten Funktionen
v' darstellen. Bilden wir das Skalarprodukt mit X}, so erhalten wir (Y, Xy) = Vi G-
Somit gilt v* = (Y, X;)g**. Es gilt daher v* € C1(I) fiir alle 1 <4 < n.
Nach Definition der kovarianten Ableitung ist %Y der tangentiale Anteil von

4y Wir schreiben Y = Y, 9 = 447, ... und erhalten aus Y () = v’ (t) X;((t))

= (0" + T0'67) X

Y =9'X; +v' X ;67
=0'X; + v (X5 + T Xp) &
=0"Xp +0'd7 (—hgv + T3 X)) -
Somit gilt

D ki ik
Y = (0" + 0 &T) X, O

Korollar 13.27. Sei X: Q — R"*! eine immersierte C?-Hyperfliche. Sei ov: I —
Q eine Ct-Kurve und sei v := X oa. Sei Y € CH(I,R""L) ein Vektorfeld lings
mit Y (t) = v (t) X;(a(t)).

(i) Dann ist Y genau dann lings v parallel, wenn
o 4 vidjffj oca=0

firl <k <mn auf ganz I gilt.
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(ii) Ist v € C? (oder a € C?), dann ist vy ganau dann eine Geoditische, wenn
ak 4 dio'zjl"fj oa=0

firl <k <mn auf ganz I gilt.

Beweis.
(i) Klar.
(i) Es gilt 4 = Xpd”* und v ist genau dann eine Geoditische, wenn 4 lings v
parallel ist. O

Bemerkung 13.28. Dies zeigt, dass die Eigenschaft eines Vektorfeldes, lings einer
Kurve parallel zu sein, oder die Eigenschaft einer Kurve, eine Geodétische zu sein,
nur von der inneren Geometrie abhéngt.

Daher definieren wir (wobei die Definition einer Geodétischen natiirlich nur eine
Wiederholung ist)

?

die Christoffelsymbole zur Metrik (g;;). Sei a: I — Q eine C*-Kurve und sei Y (¢)
Yi(t) 821‘ ein Vektorfeld lings o, d. h. wir betrachten Y () als Element von Ty ;)2
R™. Dabei ist Oii eine alternative Notation fiir das Standardbasiselement e;.

(i) Dann heift Y langs « parallel, falls
YE 4+ YT o =0

Definition 13.29. Sei Q C R" offen und sei (g;;) eine Metrik auf Q. Seien (I'¥;

<
~—

[ral

fir alle 1 < k < n auf ganz I gilt.
(i) Ist a € C?, so heift o Geodiitische, falls

ak + dio'zjl"fj oca=0
fir alle 1 < k < n auf ganz I gilt.

Diese Definition konnen wir auf den Fall anwenden, dass wir von einer Immersion
X: Q — R* eine Metrik und Christoffelsymbole auf  bekommen. Auch anwendbar
ist sie auf den Fall, dass wir eine Metrik ohne eine Immersion haben. Dies ist wie
folgt definiert:

Definition 13.30. Sei Q@ C R" offen. Dann heifft g: Q@ — Lo(R™;R), wobei
Ly (R™;R) der Raum der bilinearen Abbildungen von R™ (was wir mit 7,2 identi-
fizieren) nach R ist, eine (Riemannsche) Metrik auf Q, falls g stetig ist und fiir alle
x € Q und alle v,w € R™

(i) g(x)(v,v) >0 fir v # 0 und

(i) g(2) (v, w) = g(z)(w,v)
gelten.

Bemerkung 13.31.
(i) Dies besagt, dass wir jedem x € ) in stetiger Weise ein Skalarprodukt zuord-
nen.
(ii) Die Stetigkeit von g ist dquivalent zur Stetigkeit der Komponentenfunktionen
z > gij().
(iii) Jede durch eine Immersion X :  — R* induzierte Metrik auf €2 ist auch eine
Metrik im obigen Sinne.
(iv) Umgekehrt ist auch jede Metrik im obigen Sinne durch eine Immersion

X:Q— RF

k geniigend grof, induziert. Eine Verallgemeinerung davon hat John Nash (A
beautiful mind) mit Hilfe von partiellen Differentialgleichungen gezeigt.
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Definition 13.32. Sei X: Q — R"*! cine eingebettete C?-Hyperfliche, M :=
X (). Sei pgp € M und sei Y € T, M. Sei Z ein Vektorfeld auf M, d.h. eine
Abbildung Z: M — R™™! mit Z(p) € T, M fiir alle p € M. Dann definieren wir die
kovariante Ableitung von Z in Richtung Y an der Stelle pg € X (Q2) durch

Vy Z(m) = 3 (Z07)0),

wobei v: (—¢,e) — M eine C'-Kurve mit v(0) = pp und §(0) = Y ist.

Lemma 13.33. Die kovariante Ableitung Vy Z hingt nicht von der speziellen Wahl
von 7y ab.

Beweis. Sei Z o X = v'X; mit v: Q — R"™. Sei o := Xt oy: (—¢,6) = Q, so dass
v =X o« gilt. Sel zy € Q mit X () = po. Dann gelten a(0) = zo und &(0) = w,
wobei w € R™ so gewiihlt ist, dass Y = w'X;(zo) gilt. Beachte, dass w von der
speziellen Wahl von v unabhéangig ist. Es gilt

(Zoy)(t) = (Z o X 0a)(t) = v'(at))X(a(t)).

Nach Lemma 13.26 erhalten wir mit v* o a statt v* dort

(13.2) Vy Z(po) = dt(Zov)( )

= (0000 + e O (xo>) Xulao)

ov k
(8 . (zo)w? + 0 (xo)wJF (x )) Xk (x0).

Dies hangt nicht von der speziellen Wahl von v ab. O

Hieraus folgt direkt
Theorem 13.34. Seien Y, Z, Zy,Zy glatte Vektorfelder auf X(Q) und sei f €
C>(X(9)). Dann gelten

(1) Vy(Zl-i-Zg) VyZi1+4+ VyZs,

(i) Vy(fZ) = <VMf, >Z+nyZ und

(iii) Vv Z = fVy Z.
Beweis. Nach (13.2) sind die Behauptungen fiir Vy(Z; + Z2) und Vsy Z klar.

Gleichung (13.2) wollen wir auch fiir Vy (fZ) benutzen. In der dortigen Notation
miissen wir v* durch fv’ mit f o X = f ersetzen und erhalten

()
Vy(f2)(po) = | —55 (@o)uw’ + fo'(wo)uw'T;(z0) | Xk(zo)

= (- Ty 2)(p0) + - (o)o () Xi(zo)

= (- Yy 2)0) + oL (wopu? Z().

Weiterhin gilt fiir eine Fortsetzung f von f
7 | ° 9(fex 4
2L ot = 222D gy = 20ex) o ) o
_of (X (z0)) X[ w

=57
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= (V" (o). Y ) = (VM £(p0). Y ) -
Die Behauptung folgt. (]

14. THEOREMA EGREGIUM
Zunéachst einmal recht willkiirlich definieren wir:

Definition 14.1 (Riemannscher Kriimmungstensor). Sei 2 C R™ offen mit Metrik
(gij)- Dann definieren wir den Riemannschen Kriimmungstensor durch

Kk _ pk _ 1k k k pm_ pk pm
R%ij = Ryy; =T — Uiy + 13 Uy — T 57

Weiterhin setzen wir Ry;; := grrR"13; und definieren den Riccitensor durch
Rir = Rijrg”
sowie die Skalarkriimmung durch
R=Ry gij .
Diese Grofen sind auch in der Physik wichtig, siehe [6].

Bemerkung 14.2. Die Einsteinschen Feldgleichungen lauten
1
Rl“’ — ig‘“'R = HT#V.

Dabei ist die linke Seite allein durch die Geometrie einer vierdimensionalen Man-
nigfaltigkeit (mit Signatur ++ +—) bestimmt. Die rechte Seite ist durch die Physik
bestimmt und verschwindet im Vakuum.

Neben der Losung mit Metrik gop = diag(1l,1,1,—1) ist die néchsteinfachere
Losung die Schwarzschildlosung mit Metrik

Ts 1

ds? = — (1= =) df? + —dr? + rdQ?
r _ Is
.
oder ,
G 4 1— Gm
ds® = (142 ) (do® + dy® + d2?) — & U=z#) 26”)2 dt?
2¢2r 1+ 28

in Physikerschreibweise.

Im Falle einer immersierten Hyperfliche wollen wir den Riemannschen Kriim-
mungstensor durch bekannte Grossen ausdriicken.

Bemerkung 14.3. Sei X: QO — R"*! cine immersierte Hyperfliche. Dann gelten
die Gaufische Formel

Xiij = = hijv = X,ij — T X,
und die Weingartengleichung
Vv, = thk:

Hieraus oder direkt an der Definition der Christoffelsymbole lesen wir ab, dass
Ffj = F?l- gilt.
Da partielle Ableitungen kommutieren, gilt fiir alle 1 <i,7,k,I,m <n
0 = (X ijk — Xikj> Xm)
= (%X = hijv) e — Ui Xo — higv) 5, Xon)
= ng,kgrm - F;k,jgrm + F;‘nj <X,Tk7 Xom) — T <X,Tj7 Xm)
+0 = hij(hp Xo, Xon) + hir(h; X, Xon)
= (Frj“lg - F;k,j)grm + Fyrjl_‘qsnkgsm - F;"‘krysﬂjgsm - hvjhkm + hzkhjm
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=R"ikjGrm — hijhim + Rixhjm,
wobei wir im letzten Schritt die Definition mit vertauschten Indices verwandt haben.
Vertauschen wir nochmals die Indices, so erhalten wir

Theorem 14.4 (Gaufigleichung). Sei X : Q — R"T! eine immersierte Hyperfliche.
Dann gilt
Rijri = hirhji — hyhji.

Als Korollar dazu erhalten wir das Theorema egregium von C.F. Gauf.
Theorem 14.5. Sei X: Q — R3 cine 2-dimensionale immersierte Fliche. Dann
ist die Gaufkrimmung allein durch die Metrik bestimmt und es gilt

R1212 = K - det g.
Beweis. Die Gaufsgleichung liefert

det hy;

Rio12 = hi1has — hiy = det hij = det g,

det g;; = K -det g. O

Wir halten ein paar Symmetrieeigenschaften des Riemannschen Kriimmungsten-
sors fest.

Lemma 14.6. Der Riemannsche Krimmungstensor besitzt die folgenden Symme-
trieeigenschaften:

Rijri = — Rijig,
Rijri = Riij,
0 =Rijii + Rjkit + Rriji (1. Bianchi Identitdt).
Kombiniert man die ersten beiden Symmetrieeigenschaften, so erhdlt man R;ji =

—Rjip. Weiterhin iberlegt man sich, dass die 1. Bianchi Identitdt auch fir die
zyklische Vertauschung von drei beliebigen Indices gilt.

Beweis. Aus
Rklij = (F;l,i - le +F'Lm ql ;m zl)ng
erhalten wir direkt Ry;;; = — R
Der Nachweis der zweiten Symmetrieeigenschaft benotigt stets ein paar Rech-
nungen. Ohne die Wahl von speziellen Koordinatensystemen wird dies leider etwas
langer. Es gilt

1
Ry = (QQTS(gjs,l + Gis,j — 9j17s)) Irk

52

1
(2 gzs 1+ Gls,i gihs)) 9rk
2J

—_

7(92]6 m T 9Imk,i gim,k)gms (gjs,l + 9is,j — gjl,s)

H»l;

- Z(gjk,m + Gmk,j — Gimk)9" (Gisg + Gis,i — Git,s)

1
= §(gjk,z¢ + 91k, ji — 9ji.ki — Gik,lj — Gik,ij T+ gil,kj)

1
9"%(Gjs,0 + G1s,; — Gjl,s)Irk,i + igrs(gis,z + Gis,i — Git,s)Grk,j

=N =

+ —(Gik,m + Gmk,i — Gim,k)9" (G0 + Gis,j — Gj,s)

—

7(gjkl m + gmk,g gjm,k)gms (gis,l + 9is,i — gil,s)

>~
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1
= §(gjk,li — Gjl ki — Gik,lj + Gilkj)
1

+ Z(gik,m — Gmk,i — Jim,k)9" (Gjsi + Gis,j — Gil,s)
1 ,
- Z(gjk’m — 9mk,j — gjm,k)gmé(gis,l + 9is,i — gil,s)
1
= 5(9;‘1@,” — Gji,ki — Gik,lj + Gilkj)
1
- z(gkm,i + Gim,k — gik:,m)gms (gjs,l + Jis,j — gjl75)
1
+ Z(ka,j + Gimk = Gikm) 9" (Gist + Gisi — Yit,s)
1
= §(gjk,li — Gjiki — Gikij + Gilkj)

- Fzrkgrsrjl + F};jgrsrfl'

Daraus erhalten wir direkt

1
Rriij — Rijr = §(gjk,li — Gji,ki — Gik,lj + Gilkj)

1
+ 5(—%‘,]‘19 + 9150k + ki ji — Grjil)

- F;kghsrjl + F};jgrsrfl + F};igrs fj - Fglgrs ij

=0.

13

Schliefslich erhalten wir aus der Symmetrie Ffj der Christoffelsymbole unmittel-

bar
R+ R+ R iy =T + 10 + T3

k k k
=iy =i =T

Ji,l
k m k m k m
R o U e e BT B
k m k m k m
- ij il T Flm ji Fzm 1%

=0.
Mit den oben gezeigten Symmetrieeigenschaften folgt daraus
0 = Rpyij + Ryiji + Riji
= Riji + Rjiki + Riir;
= — Rijik — Rjiir — Riij

wie behauptet.

O

Bemerkung 14.7. Betrachte eine n-dimensionale Sphire vom Radius r in R™+!.

Sei 0;; die Metrik der Einheitssphére. Dann gelten g;; = 7'20ij und h;; = =

ro;j. Wir erhalten fiir den Riemannschen Kriimmungstensor

2
Rijri = r*(0i0ji — 030k

Weiterhin erhalten wir fiir den Riccitensor R;; = Rijklgj L= (n — 1)o; und fir die

Skalarkriimmung R = R;,g"* = %
Fiir Sphére konnen wir Losungen des Ricciflusses % gi; = —2R;; also konkret

angeben: Es gilt g;;(t) = (r> — 2(n — 1)t)0y;.

Uberpriife diese Formeln auch im Falle, dass die Metrik zwar mit der Metrik
einer immersierten Sphére ibereinstimmt, aber nicht von einer Immersion induziert
ist, d.h. fiithre diese Rechnungen ohne Verwendung der zweiten Fundamentalform

nochmals durch (Ubung).
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15. TOPOLOGISCHE GRUNDBEGRIFFE *

Definition 15.1 (Topologie). Sei X # ) eine Menge. Eine Topologie auf X ist eine
Kollektion O von Teilmengen von X, so dass
(i) e O, X €0,
(ii) A; € O, i € I, impliziert |J 4; € O,
iel
(iii) Aj, Ag € O impliziert 41 N As € O.
Die Mengen A € O heifien offene Mengen. B C X heifst abgeschlossen, wenn X \ B
offen ist.
Eine Topologie O; heift feiner als eine Topologie Oz (und Oy heillt grober als
01) falls O, C Oy gilt.
Sei Y C X und O eine Topologie auf X. Dann heift Oy = {ANY : A € O}
von O auf Y induzierte Topologie.
Eine Menge B C O heiftt Basis der Topologie O, falls jedes A C O Vereinigung
von Mengen in B ist.
Eine Menge & C O heifit Subbasis einer Topologie O, wenn die Kollektion aller
endlichen Schnitte von Mengen in S eine Basis der Topologie bildet.

Beispiel 15.2. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann sind die Kugeln B.(z), = €
X, e > 0, Basis der metrischen Topologie. Die metrische Topologie des R™ besitzt
eine abzahlbare Basis.

Definition 15.3 (Umgebung, Stetigkeit). Sei (X, Q) ein topologischer Raum. Sei
x € X,U C X mit x € U. Dann heiftt U Umgebung von z, wenn es V € O mit
x € V C U gibt. Die Menge aller Umgebungen von z bezeichnen wir mit U(zx).

Seien (X,0x) und (Y, Oy) topologische Riume. Eine Abbildung f : X = Y
heifit in « € X stetig, wenn es zu jedem V € Uy (f(z)) eine Umgebung U € U(x)
mit f(U) C V gibt. f heifst stetig, wenn f in allen Punkten x € X stetig ist. f
heifit Homéomorphismus, falls f bijektiv ist und f und f~! stetig sind.

Definition 15.4 (Initiale Topologie, Produkttopologie). Sei X eine Menge und
seien (X;,0;), i € I, topologische Raume. Seien f; : X — X; Abbildungen. Dann
existiert eine grobste Topologie auf X, die Initialtopologie, so dass alle Abbildungen
fi + X = X stetig werden. § := {f[l(AZ-) t A; € O;,1 € I} ist eine Subbasis dieser
Topologie.

Spezialfall Produkttopologie: Ist X := X; x X5 x ... und f; die Projektion
auf den Faktor i, soist S := { X x...xX;_1 X A; x X;41%X...: A; C X, offen, i € T}.
Ist X = X1 x...x X, s0ist {4; x ... x A, : A; € O;} eine Basis.

Definition 15.5 (Finale Topologie, Quotiententopologie). Sei Y eine Menge und
seien (X;,0;), i € I, topologische Rédume. Seien f; : X; — Y Abbildungen. Dann
existiert eine feinste Topologie auf Y, die finale Topologie, so dass alle f; stetig
werden, nimlich O := {A C Y : f; '(A) € O; fiir alle i € I}.

Spezialfall Quotientenraum: Sei (X, O) ein topologischer Raum und ~ eine
Aquivalenzrelation auf X. Sei z die Aquivalenzklasse von z und X := {7 : z € X}.
Definiere die Projektion p : X — X durch z — Z. Die zugehdrige finale Topologie
heifit Quotiententopologie. U C X ist genau dann offen, wenn p~1(U) C X offen
ist.

Beispiele 15.6.
)X =R,z ~y<+= 22—y €Z X =R/Z Vermdge h: R/Z — S! mit
h(z) = e*™@ sehen wir, dass X homéomorph zu S! ist.
(i) S" :={z e R"" : |z| = 1}, 2 ~ y & z = Fy. P" := S"/ ~ ist der
n-dimensionale reelle projektive Raum.
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Definition 15.7 (Kompaktheit). Ein topologischer Raum (X, O) heifit {iberde-
ckungskompakt, wenn jede Uberdeckung durch offene Mengen eine endliche Teil-
iiberdeckung besitzt. Ein iiberdeckungskompakter Raum heifit kompakt, falls er ein
T>-Raum (= Hausdorffraum) ist, d.h. falls je zwei Punkte z # y € X disjunkte
Umgebungen besitzen.

Ist (X, d) ein metrischer Raum, so sind Kompaktheit, Uberdeckungskompaktheit
und Folgenkompaktheit dquivalent.

Theorem 15.8 (Tychonov). Das Produkt kompakter topologischer Riume ist kom-
pakt.

Beweis. Topologievorlesung. O

Definition 15.9 (Uberlagerung). Seien X, Y topologische Rdume. Dann heift
p: X — Y Uberlagerung, wenn
(i) p stetig und surjektiv ist,
(i) jedes y € Y eine offene Umgebung V besitzt, so dass p~1(V) = |J U; mit
il
paarweise disjunkten offenen U; C X ist und p|y, : U; — V fiir alle ¢ € T
Homo6omorphismen sind.

Beispiel 15.10.
(1) X = Ra Y= Sl? p(t) = eitv
(i) p:S™ = P, p(z) = z. ,2-blittrige Uberlagerung®.

Theorem 15.11. Seip: X — B eine Uberlagerung. Sei Z ein topologischer Raum
und f 1 Z — B eine stetige Abbildung. Ist Z einfach zusammenhingend (also z. B.
Z =[0,1] oder Z = [0,1]2), so existiert eine stetige Liftung f : Z — X mit f = pof.

Beweis. Topologievorlesung. O

16. MANNIGFALTIGKEITEN
Grundlage fiir die Kapitel {iber abstrakte Mannigfaltigkeiten ist [4].

Definition 16.1 (Mannigfaltigkeit).

(i) Ein topologischer Raum M heifit lokal euklidisch von der Dimension m, falls
M mit offenen Mengen iiberdeckt werden kann, von denen jede zu einer offenen
Teilmenge von R™ homéomorph ist.

(ii) Ein Paar (U, ), wobei U C M offen ist und ¢ : U — ¢(U) C R™ ein
Homdomorphismus (wie oben) ist, heift Karte von M. Eine Kollektion .4 von
Karten heifft Atlas von M, falls M Cc |J U gilt.

(U,p)eA

(iii) Zwei Karten (U, ) und (V,1)) heifen C*-vertriiglich, k > 1, wenn ¢ o ¢! :
o(UNV) = y(UNV) ein C*-Diffeomorphismus ist. Ein Atlas heifit von der
Klasse C*, falls je zwei seiner Karten C*-vertriiglich sind.

(iv) Ist A ein C*-Atlas, so gibt es genau einen maximalen C*-Atlas Ag mit A C Ay;
er besteht aus allen Karten, welche mit den Karten von A auch C*-vertriglich
sind.

(v) Eine differenzierbare (C*-)Struktur auf M ist ein maximaler C*-Atlas auf M.

(vi) Ein lokal euklidischer Hausdorff-Raum mit einer differenzierbaren Struktur
heifst differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Bemerkung 16.2.
(i) Beispiele sind R™, S™.
(ii) Offene Teilmengen differenzierbarer Mannigfaltigkeiten sind differenzierbare
Mannigfaltigkeiten.
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(iii) Teilweise fordert man zusétzlich, dass die Topologie von M eine abzdhlbare
Basis besitzt.

(iv) In der algebraischen Topologie lernt man, dass offene nichtleere Teilmengen
von R™ und R” nur dann homéomorph zueinander sein kénnen, wenn m =
n gilt. Somit ist die Dimension eines nichtleeren lokal euklidischen Raumes
wohldefiniert.

(v) Wir schreiben hiufig M™ fiir eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit M.

(vi) Punkte in ¢(U) nennt man auch Koordinaten fiir die Mannigfaltigkeit M.

Beispiel 16.3 (Untermannigfaltigkeiten des R™*" x ). Eine Teilmenge M C R™*"
heifit m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit von R™", wenn es zu jedem x €
M eine offene Umgebung U C R™*" und einen C*-Diffeomorphismus ¢ : U —
e(U) C R™™ mit
e(UNM) =oU)N(R™ x{0})
gibt. Ein solches M besitzt einen C*-Atlas, nimlich
A :={(UNM,p|lunm): wobei (U, ) wie oben}.

M ist lokal euklidisch von der Dimension m. Es gilt
(Ylvam) o (elunm) ™t =¥ o @ mmx(op)newny) € CF.

Bemerkung 16.4. Der Einbettungssatz von Whitney (vgl. z. B. eine Vorlesung
Differentialtopologie) besagt, dass jede m-dimensionale Mannigfaltigkeit (bis auf
einen Diffeomorphismus) eine Untermannigfaltigkeit des R™*" ist, falls n > 1
geniigend grof ist.

In der folgenden Definition verlangen wir nicht, dass f stetig ist. Stattdessen
fordern wir die Existenz gewisser Umgebungen.

Die Forderung, dass f(U) offen ist, ist notig, da wir sonst die Dimension im
Zielraum erhéhen konnten.

Definition 16.5 (Differenzierbare Abbildungen).
Seien M, N C*-Mannigfaltigkeiten. Eine Abbildung f : M — N heiflt von der
Klasse C*, falls es zu jedem x € M Karten (U, ) von M und (V%) von N mit
xcU, f(U)CV gibtund o fop™teCFist.

Ist f bijektiv und f~! ebenfalls von der Klasse C*, k > 1, so heift f Diffeomor-
phismus von der Klasse C*.

Gibt es fiir jedes z € M eine Umgebung U, so dass f(U) offen und f|y : U —
f(U) ein Diffeomorphismus ist, so heifit f ein lokaler Diffeomorphismus.

Bemerkung 16.6.
(i) Ist f von der Klasse C*, so ist f stetig: 1 o f o ™! ist stetig, also auch
f=y¢ oo fop oo
(i) Ist f von der Klasse C*, soist 1o f o™t € C* fiir alle Karten (U, ¢), (V)
der betreffenden differenzierbaren Strukturen. (Falls U klein genug ist, so dass
die Komposition wohldefiniert ist.)

Beweis. Seix € U, f(z) € V und z := p(z). Nach Definition existieren Karten
(Uo, o) und (Vo,1bo) mit = € Uy, f(Up) C Vi, so dass ¢y o f oyt € CF ist.
Wir wihlen eine offene Umgebung W von z mit o= (W) C Uy N U und
fle7Y(W)) c VNV In W gilt dann
Yofop ™t =(Wodyt)o(doofowy')o(poop ) ek
———

eCk eCk eCk

Dies beendet den Beweis, da 1o f o p~! genau dann in C* ist, wenn dies lokal
um jeden Punkt herum gilt. Dies haben wir aber gerade nachgewiesen. O



16. MANNIGFALTIGKEITEN 17

(iii) Eine Karte ist eine differenzierbare Abbildung, da id op o =1 dies ist.

Beispiel 16.7 (Kartesisches Produkt). Seien (M,.A), (N, B) zwei C*-Mannigfal-
tigkeiten. Dann ist ein C*-Atlas auf M x N durch

{{U xV,px): (U,p) € A (V,9) € B}
mit (¢ x ¥)((z,y)) = (p(x),¥(y)) € R™ x R™ gegeben.

Definition 16.8 (Zuriickziehen einer differenzierbaren Struktur). Sei M ein topolo-
gischer Raum, N eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Atlas Aund h : M — N
ein Homoéomorphismus. Definiere

WA= {(h'(U),poh): (Uy)eA}.

Bemerkung 16.9. Eine zuriickgezogene Struktur h* A ist ein C*-Atlas auf M und
h:(M,h*A) — (N, A) ist ein Diffecomorphismus.

Sei M = N = R und h(z) = 23. Sei A die Standardstruktur auf R mit der
Identitdt als Karte. Dann ist (R, h*A) # (R,.A), da h kein Diffeomorphismus von
(R, .A) ist.

Beweis. Fiir die Kartenwechselabbildungen gilt
(oh)o(poh) " =thop ' e Ch

Somit ist h*A ein C*-Atlas.
Wiéhle die Karten ¢ und ¢ o h. Dann gelten

poho(poh)™! =id e C*
und analog (poh)oh™lop™! =id € C* und somit ist h ein Diffeomorphismus. [
Ein Atlas legt im folgenden Sinne bereits die Topologie fest:

Lemma 16.10. Sei A= {(U, )} ein Atlas auf einer Menge X (bis auf die Stetig-
keitsforderung an @), d. h. gelte
(i) UC X, p:U— pU) CR" ist bijektiv und o(U) C R™ ist offen.
(ii)) X = U U und fir (U,p), (V,i) € Aistpop=t: pUNV)—=p(UNV)
stets (e%;; )[GJJ;lmdomorphismus.
Dann gibt es genau eine Topologie auf X, so dass X lokal euklidisch mit A als Atlas
wird.

Beweis. Eindeutigkeit: Ist X lokal euklidisch mit Atlas A, so sind die Abbildun-
gen ¢: U — ¢(U) fir (U,p) € A Hombomorphismen. Sei V' C X offen. Dann
gilt
V= |J Unv= ¢ (eUnV)).
(Up)eA

offen im R™
Zunéchst ist U NV relativ offen in U. Dann ist ¢ (U NV) relativ offen in ¢(U) und
daher auch in R".

Definiere

B:={o*(W): (U,p) € A, W C ¢(U) offen}.

Mengen der Form ¢~!(W) sind offen in U und, da A ein Atlas auf X und daher
U C X offen ist, auch in X. Die Menge ist B in einer Basis von X enthalten. Weil
sich aber aufgrund der obigen Gleichung jede offene Menge in X als eine Vereinigung
von Mengen in B darstellen ldsst, ist B eine Basis. Daher ist die Topologie eindeutig
bestimmt.

Existenz: Wir behaupten, dass B Basis einer Topologie ist.
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(i) X = U B, da fiir eine Karte (U, ) nach Definition p=1(p(U)) = U € B ist
BeB
und da nach Voraussetzung X = |J U gilt.
(Up)eA

(i) Seien W; C @;(U;) offen, i = 1,2, und sei 2 € o7 ' (W1) Ny ' (Wa). B ist eine
Basis der Topologie, wenn wir eine Menge A € B mit 2 € A C o, /(W) N
©5 1 (Wy) finden ([3, Satz 2.7]). Setze z; := @;(x). Dann gelten 2, = g o
<pf1(z1) und z; € W;. Da @9 oapfl stetig ist, gibt es eine offene Menge W C R™,
so dass z; € W C Wy und @9 0 o7 H(W) C Wa. Es folgt o7 (W) C o5 ' (Wa).
Daher ist

v € (W) Cop (W) Nyt (W)
———

€B
und somit ist B die Basis einer Topologie.

O

Definition 16.11 (Untermannigfaltigkeit). Sei N eine n-dimensionale differenzier-
bare C*-Mannigfaltigkeit. Eine Teilmenge M C N heift C*-Untermannigfaltigkeit
von N, wenn es zu jedem z € M eine Karte (U, ¢) von N mit z € U und

p(UNM) = pU) N (R™ x{0}),
m < n, gibt. Die Kollektion aller (U N M, ¢|ynar) ist dann ein C*-Atlas von M.

17. TENSORANALYSIS

In diesem Kapitel werden wir mit intrinsischen differentialgeometrischen Gréfien
rechnen ohne uns genau zu iiberlegen, in welchen Rdumen diese Objekte leben.
Dieser Zugang erlaubt es, lange Begriffsbildungen zu vermeiden und wird gerne
von Physikern gew#hlt. Wir folgen [2].

17.1. Grundlagen.

Bemerkung 17.1. Seien z = (2',...,2") € Q und z = (z!,...,z") € Q Ko-
ordinaten einer Mannigfaltigkeit. Seien ¢: U — € und ¢: V — Q die zugeho-
rigen Karten. Fir p € U NV setzen wir 2 = ¢(p) und Z = ¢(p). Es folgt
r = p(p) = pop~tor(p) = ¢ o~ 1(Z). Daher hingt z von  ab und umge-
kehrt hingt auch Z von z ab. Wir schreiben 7/ = 7/ (a:k) sowie ¥ = 2 (ij),
unterdriicken also die Kartenabbildungen und schreiben z, Z, 2*, Z¥ sowohl fiir die
Punkte als auch fiir die Abbildungen. Da diese beiden Abbildungen hintereinander
ausgefiihrt die Identitdt ergeben, erhalten wir aus der Kettenregel

n Oxh oz .0 9zt
(17.1) oy = 57 Bk und 4] = 30k el
Bemerkung 17.2. Wir hatten fiir die induzierte Metrik das folgende Transforma-
tionsverhalten hergeleitet: Ist : Q) — Q ein Diffeomorphismus, so ist X = X o %)
und die Metrik transformiert sich folglich geméaf

9ii () = g ()l (1) (y)-

Nun ist der Diffeomorphismus durch z — z* (:fj ) gegeben und wir erhalten daher
die Transformationsformel
dx* ozt
0zt OzI~
Bei der Inversen der Metrik trat auch die Inverse von D¢y im Transformationsver-
halten auf. In unserer Notation erhalten wir daher
w1 0Tt 077
Ox* 9zt

9ij = Gkl
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Wir erinnern daran, dass hier jeweils die Einsteinsche Summenkonvention anwend-

bar ist, da der Index k bei ng,i als unten stehend gilt.

Dieses Transformationsverhalten nehmen wir als Motivation fiir

Definition 17.3 (Tensoren). Eine Grofie T mit Komponenten Tl’i?_'.'l':“, die fiir
feste Indices reellwertige Funktionen von z € € sind, heifst Tensor der Stufe (r,8),
r,s € N, falls

oz OxIr 9xkr oxks By b

dxhi T Qxhe Ozl T Qpls "Rk

gilt, wobei lel ! '_‘_ii" die Komponenten fiir z € ) sind und wir jeweils an den Stellen
T bzw. x auswerten.

FJ1-Jr —
7}1. l -

Bemerkung 17.4.

(i) Ein (r,s)-Tensor in einem festen Punkt ist eine multilineare Abbildung auf
((R™)*)" x (R")".

(ii) R™ erscheint hier als Tangentialraum von R™.

(iii) R™ kann man noch durch einen allgemeinen Vektorraum ersetzen.

(iv) Wir sprechen auch von einem Tensorfeld, um die Abhingigkeit von einem
Punkt z € Q zu betonen.

(v) Genau genommen sind T fiir jedes © (mit zughoriger Karte) Komponenten-
funktionen = — Tl}l”lhr (x) zugeordnet. Die obige Definition beschreibt nun,
wie die Komponentenfunktionen fiir unterschiedliche Wahlen von 2 miteinan-
der zusammenhéangen.

(vi) Gemaf (17.1) folgt hieraus auch

B ozM oxhr gzl ozts

© 9z T Qe Qb T Ok

(vii) Bezeichnen wir mit 8?& die Standardbasiselemente von R™ als Tangentialraum
in einem Punkt von £ und mit dz* die Standardbasiselemente der dazu dualen
Basis, die also dz’ (i) = (5; erfiillt, so gilt

Oxd
p g OO
bovls ggha 777 9ghr
Hieraus sieht man, dass man die Komponenten von 7' vermoge

0 0
Iy h, _ mhahy
T<da? oo dx ’azh""’azls>_Tll?”ls

bestimmt, wobei die Reihenfolge der Eintrdge in T(...) geeignet zu wihlen
ist.

(viii) Verschwinden die Komponenten eines Tensors in einem Koordinatensystem,
so verschwinden sie in allen Koordinatensystem. Wir schreiben dann 7" = 0.

(ix) Tensoren einer festen Stufe (7, s) bilden einen Vektorraum mit komponenten-
weiser Addition und Skalarmultiplikation. In einem Punkt hat er die Dimen-
sion n"Ts.

(x) Die induzierte Metrik ist ein Beispiel fiir einen (0, 2)-Tensor, ihre Inverse ein
Beispiel fiir einen (2, 0)-Tensor. Ein (r, s)-Tensor hat stets r oben und s unten
stehende Indices.

(xi) Ein (1,0)-Tensor heift auch kontravarianter Vektor. Er transformiert sich ge-
maf

Ri...hy i1
Tk‘l,..ks CZ—‘ll...ls :

dz't .. dats.

B o
X7 =_—Xx"
Oxh
Die kontravarianten Vektoren bilden den Tangentialraum. Wollen wir betonen,
dass ein Vektor in einer ganzen Umgebung definiert ist, so sprechen wir auch

von einem Vektorfeld.
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Ein (0, 1)-Tensor heifst auch Form. Er transformiert sich geméf

o oz
Die Formen bilden den Kotangentialraum.
Ein (0, 0)-Tensor heifit Skalar. Er transformiert sich gemif f = f.
Ein (1,1)-Tensor transformiert sich gemé&f

=7 55# a.’l?k h
S

Aus (17.1) erhalten wir, dass das Kronecker-Delta ein (1, 1)-Tensor ist, denn

es gilt '
5i - 0%’ 0z o,

L N

Beachte jedoch, dass d;; kein (0, 2)-Tensor ist.

Lemma 17.5. Die komponentenweise Multiplikation eines (r1,s1)-Tensors und
eines (ra, s2)-Tensors ergibt einen (ry + ra, 51 + s2)-Tensor.

Dies ist aus der (linearen) Algebra als Tensorprodukt (7, 5) — T ® S bekannt.

Beweis. Wir illustrieren dies lediglich am Beispiel eines (2,1)-Tensors und eines
(0,2)-Tensors. Gelte

ozl oz 0zP ;. _ Ox" Ox”

gl 2 T P d §,. =227
m = Gk ok ogm v M T T gga ggr
so folgt
-l a 0z oz' OzP Ox* Ox¥
TiS e = — o ——7———T"3,,.
mE T ggh 9k 9z Oxa oz P
Damit erfiillen die Komponenten Vi := T'*S,,,, das Transformationsgesetz cines
(2, 3)-Tensors. O

Lemma 17.6 (Kontraktion, informelle Version). Sei T ein (r, s)-Tensor mitr,s >
1. Wdhle einen oberen und einen unteren Index aus, setze sie gleich und summiere
mit der Einsteinschen Summenkonvention. Dann ist das Ergebnis ein (r—1,s—1)-
Tensor.

Beweis. Wir illustieren dies fiir einen (2, 1)-Tensor. Gelte
p_ 00 0 0,
"™ Qxh 9k ozm TP
Wir setzen S7 := TJ49 sowie 57 := TJ9 und erhalten

ozl 979 da® . 0!

ox .,  Ox)

§ = qia = 98 0T O ok _ O spphi _ O sh.
1 Oxh Oxk Oza P Hxh kTP Oxh P Ozl
Somit ist S ein Tensor. O

Bemerkung 17.7. Nehmen wir fiir den Moment an, dass wir schon nachgerechnet
hétten, dass der Riemannsche Kriimmungstensor ein Tensor ist, so ist auch R; ;59"
aufgrund der Multiplikationsregel ein Tensor; genauer: bei diesen Komponenten
handelt es sich um die Komponenten eines Tensors; dies werden wir noch haufiger
so lax verwenden. Wenn wir nun kontrahieren, erhalten wir R;y, = Rijrg’ ! und
sehen daher, dass auch der Riccitensor ein Tensor ist.

Bemerkung 17.8. Ist \S;; ein Tensor, so sind auch der symmetrische Anteil
1
5(51']' +5j;)

und der antisymmetrische Anteil (S;; — 5;;) Tensoren. (Ubung.)



17. TENSORANALYSIS 21

Das folgende Resultat liefert eine Méglichkeit, nachzuweisen, dass eine Grofe ein
Tensor ist.

Lemma 17.9.

(i) Seien aj, gegebene reelle Funktionen auf Q und sei ap X" in jedem Koordina-
tensystem fiir jedes kontravariante Vektorfeld X" ein Skalar. Dann ist aj, ein
(0,1)-Tensor.

(ii) Seien any gegebene relle Funktionen auf Q. Sei apy symmetrisch, d. h. gelte
ape = app. Auch in einem anderen Koordinatensystem sei die Symmetrie-
bedingung erfiillt, gelte also a; = ;. Sei appX"X* in jedem Koordinaten-
system fiir jedes kontravariante Vektorfeld X" ein Skalar. Dann ist api, ein
symmetrischer (0, 2)-Tensor.

Beweis.
(i) Nach Voraussetzung gilt

aX'=p=p=a;X".

Da ¢ ein Skalar ist, gilt dabei ¢ = @. Fiir den Vektor X h'ist das Transfor-
mationsgesetz durch X7 = S%ZX h gegeben. Das Transformationsgesetz fiir as,
wollen wir herleiten. Aus den obigen Gleichungen folgt

7J
<ah - ajgih> XM =o.

Da dies fiir beliebige Vektorfelder X" gilt, verschwindet bereits der Ausdruck
in der Klammer und ay, ist ein Tensor. ~
(ii) Gelte wie oben aprX"X* =1 und a;; X7 X' = ¢). Wieder erhalten wir

077 o7
(ahk - ajlaxhazk) Xhx*t =o.

Daraus folgt wie oben
_ 027 97!
Uk = G Gk
Wihlen wir nun beispielhaft ein Vektorfeld, fiir das hochstens X! und X?
nicht verschwinden, so erhalten wir

—j Al —i Al
0= <(Z g, 2% 0% >X1X1+ <a126_ljlax 0z )X1X2

11— Qi 577 =7
T 0xt Ozt Ozt 0z2

_ 0z’ oz _ 077 0F!
+ <CL21 - ajlWM) XX+ (agz - ajlaﬁaxz) X2Xx2.

Wir haben bereits gesehen, dass die dufseren beiden Terme verschwinden. Da
X2 und X? beliebig waren, erhalten wir durch Umbenennen aus den mittleren
Termen

__oxort  __ 0 oF
2a1z = a1 + az = (@0 + @) 55 55 = 21575

Dies liefert die Behauptung.

Wir bemerken, dass wir in beiden Féllen X hin einem Koordinatensystem beliebig
wihlen konnten. Setzt man X7 = %X h so ergibt sich namlich automatisch das

Transformationsverhalten eines Vektorfeldes. O
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17.2. Kovariante Differentiation.

Bemerkung 17.10. Sei ¢ ein Skalar. Gelte p(r) = ¢(Z) = @(Z(x)). Dann folgt
aus der Kettenregel

dp  0p Oz

dxi — Ox dxi
Somit ist die partielle Ableitung ggﬁ ein (0, 1)-Tensor oder ein einfach kovarianter
Tensor.

Bemerkung 17.11. Sei nun V" ein Vektorfeld, gelte also

Al

V(@) = V() o

z).
Differenzieren liefert hier

6Vh() oVt ozk ozh +—()82h8x

Ot ~ ozk 0zt ozt Ozlzk drt’
Wegen des unterstrichenen Termes handelt es sich hierbei nicht mehr um einen Ten-
sor. Wir suchen nun eine alternative Ableitung, so dass sich ein Tensor ergibt. Das
Ergebnis sollte in V' linear sein (Addition und Multiplikation mit reellen Zahlen).

Auferdem sollte das Ergebnis nur vom Punkt, in dem wir auswerten, abhédngen.
Wir machen daher den Ansatz

ovh
h_ h — 1/h
ViVi =V Vi =V = oo
Dabei steht I':. hier nur fiir einen beliebigen Koeffizienten. Wie die Notation aber
bereits andeutet, werden wir fiir I':. kiinftig insbesondere die Christoffelsymbole
verwenden. Damit dies ein Tensor wird, muss die Relation

n | o0z Oz . 0z oz

SV = = =j _— n
VaiV Vi =Vigeh ozk Ozt Vs ozk ozt

+ThVE,

gelten. Wir erhalten
0

Vi == vk
5T axz +
0 0z
=— (V! Ve
D ( E l) +
ovtozk ozh  _, 9%z oz o oxF _,
+ ——— -+ 1 == V
" 9zF 9zt 0zl oztozk Oxt ozt
éaVkaiJ;hﬁaﬂ i Vm@x oz’
0xJ Oxk 330’ ozk ozt
Die ersten beiden Terme heben sich gerade gegenseitig auf. Daher sollte
Fh. 8xk _ =k Lxhai'j . aQZ'h 87.%]6
Mozm ™ 9zk ozt 9zmdzk Ox'
gelten. Dies multiplizieren wir mit %”ZT und erhalten
_ h 957 Azm 2,..h =k Q7=m
(17.2) rh _ [k Oz" 077 Ox 0%z 0z" ox

™9k drt 9l 0zmOTF dxt dxl
Mit vertauschten Rollen wird aus Symmetriegriinden daraus

_ ozh 0xI Oxz™ Pz 9xF 9™
™I gk 9zt 9zl damoxk 0z Ozl

Wir bemerken, dass '}, kein Tensor ist.

T
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Definition 17.12. Eine Grofie I‘fj mit der Transformationseigenschaft (17.2) heifit
Zusammenhangskoeffizient. Vﬁ‘ mit

6V}L
V= -
3 8IZ

heift kovariante Ableitung von V" in Richtung z*. Ist W* ein weiteres Vektorfeld,
so heiftt die Abbildung

+ TR VE

(WE V) s WV = (Vi V)"
Zusammenhang.

Bemerkung 17.13.

(i) Die Differenz von zwei Zusammenhangskoeffizienten ist ein Tensor, das sich
der Term mit den zweiten Ableitungen in (17.2) dann gerade weghebt.
(i) Sind I'}; Zusammenhangskoeffizienten, so auch T'¥;.
(iii) Insbesondere ist also

ho. h h
T =15 — 1
ein Tensor: Die Torsion.

Definition 17.14. Sind die Zusammenhangskomponenten gleich den Christoffel-
symbolen, so heifit der zugehorige Zusammenhang Levi-Civita Zusammenhang.

Lemma 17.15. Sei g;; eine Metrik. Dann sind die Christoffelsymbole I‘fj ein Bei-
spiel fir Zusammenhangskomponenten; in den unteren beiden Indices sind sie sym-
metrisch. Allgemein nennen wir einen Zusammenhang mit Ffj = I’fi einen symme-

trischen Zusammenhang.
Beweis. Sei
- L ozk ozt
5 (@) = g (@(7)) 5 () 5 (3).
Wir erhalten

- 1 0 0 0
Fh‘zf_hm _m 7_im*7_i
i =5 ( g1 +8jlg 91)

oTt ox™
1, 0z ozm 0 Oz 9z Oz¢
=39 90 oo ((amcgab) o 07 O
() on () om0 o
0z ) ozt 9xm 0! 0z ) ozl 9zt ox™
R T
“@ozlozt ozm 7Y 9zl 9xmITt
&2z Ozb ort 9%zt
+ Gab

o0z oz | 9 95 grmor
0%z Oxb ox® 9%xb
~Jab olozm ori 9 ozl &ziafm)
1 ,,0z" < 0 Oz 9z 0 0x® dz¢ 0 oz® axb)

=39 9o \ o9 oz 07 T 929 05 051 0279 07l 97
Ly 81‘:’19 ) 0%z
oz 7" 9 0T

_loz" (0 + 9, _9 @%+3ih 0%
T 20279 \Gzedes T 9pade T o590 ) B3 0z T Oar 0T OF
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. 0T" 9xe 9z¢  ox" 92"

Pzt 0zl Oz | Oa" 0TOF
Somit bleibt noch

8793’1 9%a" N 92zl Bixkaxm
Oz 0ztoxt  Ox™Ozk Ozt O

zu zeigen. Dazu differenzieren wir

(17.3) 0=

ox" oz
5 = S () g (2)

nach z* und erhalten
0%zm ozl oz Ozm 0%z

0= 0zhox! Oxk ox™ = Ozh Ox™mOxk’
Nach Multiplikation mit
ok 9x™ 0z
ozt 9zl dxr
erhalten wir daraus
0%x" 07 0?zh  Ozk ox™
0= 9ehoi ox g Oi0 + Oh e aat o5 o7
wie behauptet. O

Bemerkung 17.16. Wir méchten nun eine Ableitungsregel fiir Formen herleiten,
so dass fiir diese Ableitungen so etwas wie eine Produktregel gilt. Sei ¢ = X*w
eine Gleichung mit drei Tensoren. Dann hétten wir gerne, dass

pi = X;Igwk =+ kak;i
gilt. Es gilt

oxk 0
;= P G
v ari + ari "

= (X5 -TEX")we + X*

azi -k

= XFwy, + x* (aa.wk - Fiiws) .
’ xZ

Definieren wir also

Wi = Viwy 1= w — I'f,ws,

dai
so gilt die Produktregel.
Definition 17.17. Sei T ein (r, s)-Tensor. Dann definieren wir die kovariante Ab-
leitung von 7' in Richtung k& durch

g1 ]7‘

aT 5
J1eedr o Ja J1-- ]a 1M Jat1---Jr J1.--Jr
T sk T 695’? +ZF T Zrlka dp—imilpy.ds”

Bemerkung 17.18.

(i) Fiir Vektorfelder erhalten wir dieselbe Formel wie in (13.2).

(ii) Die kovariante Ableitung eines Skalars stimmt mit der partiellen Ableitung
iiberein.

(iii) Die kovariante Ableitung eines (r,s)-Tensors ist ein (r,s + 1)-Tensor. Wir
haben dies fiir einen (1,0)-Tensor nachgerechnet und werden noch den Fall
eines (0, 1)-Tensors vorfithren. Den allgemeinen Fall lassen wir als Ubung.

(iv) Fiir das Produkt von Tensoren gilt die Produktregel fiir kovariante Ableitun-
gen in derselben Form wie fiir partielle Ableitungen bei Funktionen.

(v) Wir halten nochmals fest, dass wir ,,; vor die Indices bei kovarianten Ablei-
tungen schreiben und entsprechend ,,,* bei partiellen Ableitungen verwenden.
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(vi) Die Bezeichnungen fiir kovariante Ableitungen unterscheiden sich; Komma,
Strichpunkt und Doppelpunkt werden teils auch mit anderen Bedeutungen
als hier verwendet.

(vii) Ist klar, dass es sich bei Indices um kovariante Ableitungen handelt, so lassen
wir (spater) die Strichpunkte auch wieder weg.

Lemma 17.19. Sei wy, eine Form. Dann ist wy,; ein (0,2)-Tensor, d. h. es gilt
Oz* ox?
ozt OzI
Beweis. Wir erhalten unter Benutzung von (17.2) beim vorletzten Gleichheitszei-
chen

WE:i =Wy = V zi ;.

0 —s
Vit = ﬁ@l =I5
0 oxk ——
= 5w \“am ) T T
T ozl Fowmi ozt T “Fozlozi U
oz’ 9zF 0% xk
= Wk Iy, s) A=: Aa=7 e
(Viw + D )8x3 oz " “Fozlozi
(g 070 000 000 Pm N 007
¢ dra 9zt 977 Ox™ OT'OTI ) OT
Ox' OzF
= Vil 5 ot
Somit gilt die Behauptung. O

Lemma 17.20. Fir den Levi-Civita Zusammenhang gilt
Gij;k = Vigij =0
fir alle i,j,k. Wir sagen daher, dass die Metrik beziiglich des zugehdrigen Levi-
Civita Zusammenhanges parallel sei.
Beweis. Wir berechnen direkt

s T
Gijik = Yijk — Lirgry — Ujrgir

1 . 1 ...
=Gijk — =9 (Gis,k + Gks;i — Yik,s)Grj — igTb(gjs,k + Gks,j — Gjk,s)Yir

2
1 1
=Gijk — 5(9@',1@ + Gkji — Yik.j) — §(gji,lc + Gkij — Gjk,i) =0
wie behauptet. O

Korollar 17.21. Fir den Levi-Civita Zusammenhang gilt
gij;k =0.

Lemma 17.22. Sei a;; ein symmetrisches (0,2)-Tensorfeld. Sei a;; in dem Sinne
nicht singuldr, dass es eine Inverse a” mit aijajk = 6F gibt. Dann kénnen wir in
der Definition der Christoffelsymbole die Metrik durch a;; ersetzen und erhalten (in
den unteren beiden Indices) symmetrische Zusammenhangskoeffizienten. Auch hier
gilt Akl:m = 0.

Weiterhin gult

Oa:s
8331’5 = alejk + a1,
und somit verschwinden die Zusammenhangskoeffizienten I‘fj fur alle i, 75,k genau

Bai; oo . .
dann, wenn 8(;’5 fir alle i, j, k verschwindet.
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Beweis. Ubung. O

17.3. Vertauschen kovarianter Ableitungen.
Sei V" € 02 ein Vektorfeld. Dann vertauschen die zweiten partiellen Ableitungen:
Vh Vh Ziel dieses Kapitels ist es, eine Formel fiir die Differenz von kovarianten
Ableltungen bei unterschiedlicher Differentiationsreihenfolge herzuleiten.

Es ist hdufig notig, Ableitungen zu vertauschen, beispielsweise beim Berechnen
der Evolutionsgleichung von |Du|? unter der Differentialgleichung @ = Au.

Bemerkung 17.23. Sei V" ein C2-Vektorfeld. Dann gilt
Vie= (Vi) = Vi (VaV7).
ovi

Vi=o + TV
Vi = oo (VA) + TV — TV
:% <gvh +thvl> + T Vi =iV
=% + fkfihV’ +F1hgvk + T %Vh + DLV = TV

Eine entsprechende Formel erhalten wir mit vertauschten Rollen von i und k, also
fir VJ,. Da V € C? gilt, erhalten wir

V;?m_v;ih: (8 krgh oz hrfk> v+ ( mk zh—anh zk)Vl

P e A A e
:KHMVV—Epr
wobei
K i = F{h,k - F{k,h + an Fj Ik

ist und die Terme ohne Klammer sich gegenseltlg aufheben. Fiir den Levi-Civita Zu-
sammenhang (was wir bald stets annehmen werden), so gelten g, K;"x = Rjur =
Rijr; und T}lLk =0.

Die linke Seite ist als Differenz von zwei zweiten kovarianten Ableitungen ei-
nes Tensors wieder ein Tensor. T}LkVZ ist ein Tensor, da die Torsion als Differenz

von zwei Zusammenhangskoeffizienten ein Tensor ist. Somit ist auch K;7,, V! ein
Tensor. Da V! ein beliebiges Vektorfeld ist, sind damit auch K;7p; und Rijr =
9imR™ ji1 Tensoren. Insbesondere ist daher der Riccitensor R;; ein (0, 2)-Tensor
und die Skalarkriimmung R ein Skalar.

Bemerkung 17.24. Ist I’fj (in den unteren beiden Indices) symmetrisch, so gelten
Ko’ea = — Ko'ac
und
Ka've + Kyl oa + Ko'ap =0.
Beweis. Ubung. O

Lemma 17.25.
(i) Seiw; € C?. Dann gilt

l 1
Wishke — Wiskh = —H; hewr — Thpwji
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(ii) Sei S € C? ein (r,s)-Tensor. Dann gilt

s
Ji--dr _ Qi1edr Ja J1---Ja—1MJat1---Jr
ly..1s;hk Sll...ls;kh = E :Km hkSll...lb,

a=1
S

_ m Jie--Jr _ pm QdieeJr
g K, " Sy 0 imtyen e — TSt i ime
b=1

(iii) Wir halten noch zwei Spezialfille davon fest, die als Ricci-Identititen bezeich-
net werden:

S = S = Ko i S™ o K o8 — T 53,
und
ajihk — Gitkh = — K hkami — K" hkajm — ThpGjim-
(iv) Insbesondere gelten also fiir den Levi-Civita Zusammenhang
Wjihk — Wyikh = R jnrwi,
e — S = = R e S™ — Rl ST
und
51k — Gjlkh = R jhgtms + R hpajm.
Dies wird hdufig gebraucht.
Beweis. Ubung. O

Hieraus ergibt sich eine weitere Symmetrieeigenschaft des Riemannschen Kriim-
mungstensors.

Lemma 17.26 (2. Bianchi Identitéit). Sei Ffj ein (in den unteren beiden Indices)
symmetrischer Zusammenhang (mit T = 0). Dann gilt die 2. Bianchi Identitdt

Kjlhk;p + Kjlkp;h + Kjlph;k =0.
Beweis. Sei Y; € C3. Dann gilt
iy = Yienp = (=K' i ¥0)ip = =K np Vi — Kj' i Yigp-

Diese Formel fiir das Vertauschen des zweiten und dritten Indexes addieren wir nun
mit zyklisch vertauschten Indices und erhalten

Ajnkp = Yisnkp — Yiknp) + (Yiikph — Yiiprn) + (Yiiphk — Yjinpk)
= — (K nksp + 5 pin + K pnsk) Yo = K kYo — K kpYin — K pn Yoy
—_— Y Y

Wir gruppieren die Terme nun neu und verwenden die Ricci-Identitdt zum Vertau-
schen der Indices an den Stellen drei und vier. Dies ergibt

Ajnkp = Vinkp = Yisnpk) + Viikph = Yisknp) + Viipnk — Yiipkn)
= - ijkpym;h _Khmkp}/};m - ijphym;k _Kkmthvj;m
—_———— —_———

= K" Yoy —Kp™ 1k Yjim.-
—_————

Vergleichen wir nun die beiden Darstellungen von Ay, so sehen wir, dass sich die
Terme mit Ziffern in Késtchen gerade gegenseitig aufheben. Weiterhin verschwinden
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die anderen drei Terme in der zweiten Darstellung aufgrund der (ersten) Bianchi-
Identitdt. Da Y; beliebig war, muss auch die Klammer in der ersten Darstellung vor
Y; verschwinden. Dies liefert die Behauptung. (|

Das Maximumprinzip ldsst sich auch mit kovarianten Ableitungen anwenden.

Bemerkung 17.27. Sei ¢ eine skalare Funktion. Dann gelten
(i) In einem Maximum ist V;¢ = ¢,; = 0 fiir alle . Wir schreiben auch Vo = 0.
(ii) In einem Maximum ist auch V;V,p = ¢,;; < 0, da I‘fjcpk =0 ist.
(ili) V;Vjp = V;V;p fiir einen symmetrischen Zusammenhang.
(iv) Gilt V;o = 0 in einer offenen zusammenhingenden Menge, so ist ¢ dort
konstant.

18. TANGENTIALBUNDEL
Wir haben die folgende anschauliche Definition.

Definition 18.1. Sei M C R" eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit. Dann
wird der Tangentialraum von M in 2 von allen Vektoren o'(0) aufgespannt, wobei
a:(—e,e) > M C R" eine differenzierbare Kurve mit a(0) = z ist.

Bemerkung 18.2. Diesen Vektorraum kénnen wir auch als

ToM = (dp(z))~" (R™ x {0})
schreiben, wobei ¢ eine Karte des R” ist, die zeigt, dass M™ eine Untermannigfal-
tigkeit ist.

Wir wollen diese Definition auf abstrakte (= nicht immersierte) Mannigfaltig-
keiten M verallgemeinern: Sei x € M. Betrachte alle differenzierbaren Kurven
a: (—e,e) > M mit «(0) = x. Zwei solche Kurven « und 8 heiflen dquivalent,
wenn es eine Karte (U, ¢) um z mit

(poa)(0) = (pep)(0)
gibt. Gilt diese Relation fiir eine Karte (U, ¢), so auch fiir jede andere Karte (V)
um x:

(Woa)(0)= (o) opoa) (0)=d(tew™) (p(l0)((p o) (0))
d (¥ o¢™") (p(a(0){(w o B)'(0)) = (¥ o B)(0).

Hieraus folgt auch die Transitividt dieser Relation.

Definition 18.3. Ein Tangentialvektor im Punkt x ist eine Aquivalenzklasse [a]
von differenzierbaren Kurven « : (—¢,¢) — M mit «(0) = x.
Die Menge dieser Aquivalenzklassen heifit Tangentialraum im Punkt z: 7, M.

Lemma 18.4. Ist (U,p) eine Karte, so ist fir alle x € U durch ¢, ,([a]) =
(poa)(0) eine bijektive Abbildung s : TyM — R™, m = dim M, definiert.
Fiir zwei Karten (U, @), (V,¢) und x € UNV gilt

Yewo it =d(op) (p(x)) € GL(R™).

Beweis. .5 ([a]) ist wohldefiniert, denn « ~ J ist dquivalent zu (p o a)'(0) =

(p o B)(0). xy ist injektiv, denn @, ,([@]) = @ . ([5]) bedeutet o ~ B.
©x oz ist surjektiv: Sei v € R™. Definiere a(t) := ¢~ (¢(z) 4 tv). Dann ist

prallo)) = (poa)(0) = &
Wir haben bereits gesehen, dass
(o a)(0) =d(¥ow™) (p(a(0))){(poa)(0)

(p(z) +tv)] =
t=0
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gilt. Nach Definition folgt also

bea(la]) =d (Yo p™h) (0(a(0))) (puz([a]))
wie behauptet. O

Korollar 18.5. T, M besitzt genau eine Vektorraumstruktur, so dass alle . . Vek-
torraumisomorphismen werden: Setze fir v, w € T,M und A € R

VM= 9 (0ea (V) + Ao ().

Nach Lemma 18.4 ist diese Definition unabhdngig von der Wahl der Karte. Bringe
Y.z ouf die andere Seite und benutze die Linearitdt der Komposition ¢, 5 o 1[)*_315

Paz(V +p AW) = P 2 (V) + A (W)
=Pxx © 7/)*_,; 0 Ys (V) + Aps g © 1/)*_,316 0 Yy z(w)

= P,z © w;i(w*,m(v) + )\w*,z(w))
= Pu (U +y Aw).

Definition 18.6. Die (disjunkte) Vereinigung

T™ = |J{p} x T,M

peEM
heifit Tangentialblindel von M. Fiir eine offene Teilmenge U C M setze TU :=
U {p} x T, M.
peU

Ist (U, ¢) eine Karte von M, so heift die Abbildung
@1 TU = p(U) x R™,
(@,v) = (p(2), px.2(v))
die von (U, ¢) induzierte Karte von T'M.

Lemma 18.7. Ist M wvon der Klasse C*, k > 1, so bilden die von einem Atlas
induzierten Karten einen C*~'-Atlas der Menge TM im Sinne von Lemma 16.10.

Bewets.

(1) @« ist bijektiv: Aus p.((z,v)) = @.((y, w)) folgt p(x) = ¢(y) und ., (v) =
¢4 y(w) und somit z = y und, nach Lemma 18.4, v = w. Die Surjektivitit
folgt ebenfalls nach Lemma 18.4.

(i) AuuM= |y UfolgtTM= |J TU.

(U,p)eA (U,p)eA
(iii) Zur Vertraglichkeit: Seien (U, ¢) und (V, 1)) Karten von M mit z € o(UNV)
und z = p(x), v € R™. Dann gilt nach Lemma 18.4

Yoo (2,0) =0 ((2,952(0))) = (V(@), Yo (912(0)))
= (@ (¢7(2), d (@ op™") (2)(v)).

thy 0 ;1 ist, als Funktion von (z,v), (k — 1)-mal stetig differenzierbar.

(iv) TM ist mit diesem Atlas und der damit induzierten Topologie Hausdorffsch:
Punkte (z,v) und (y,w) lassen sich fiir  # y trennen, da M Hausdorffsch ist
und fiir w # v, da dies fiir R™ der Fall ist. O

Korollar 18.8. Sei M eine C*-Mannigfaltigkeit, k > 1. Nach Lemma 16.10 besitzt
TM genau eine Topologie, die TM zu einer (differenzierbaren) C*~1-Mannigfaltig-
keit mit einem Atlas, der aus den von M induzierten Karten besteht, macht.

Die natiirliche Projektion p: TM — M, (z,v) + x ist von der Klasse C*~1.
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Beweis. Es gilt
U

"’*l " J{‘”

R™ x R™ > QD(U) x R™ L <p(U)

Wegen p1(p«(z,v)) = p1((@(@), ps,a(v ))) = ¢(z) und @(p(z,v)) = ¢(x) kommu-
tiert das Diagramm. Aus p; = popo ;' € C™ erhalten wir p € CF~1. O

Bemerkung 18.9.
(i) Sei U € R™ offen. Wir identifizieren TU mit U x R™ vermoge

[o] < (2(0),/(0)).

(ii) Sei M eine Untermannigfaltigkeit von N. Fiir jedes x € M ist T,M C T,N.
Also gilt TM C TN. TM ist sogar eine Untermannigfaltigkeit von T'N.
(Ubung.)

Spezialfall N = R™: T, M ist ein Unterraum von R™, TM C TR™ = R" x
R™.

Definition 18.10 (Induzierte Abbildung der Tangentialbiindel). Seien M, N dif-
ferenzierbare Mannigfaltigkeiten (C*) und f: M — N eine Abbildung der Klasse
C*. Dann definieren wir fiir 2 € M die Abbildung

Jow : TeM — Ty N,
fea(la]) =[f o0,
wobei « : (—e,e) = M differenzierbar ist und «(0) = z gilt. Definiere
fe:TM —TN,
fol(z,v)) = (f(2), fua(v))-

Bemerkung 18.11. Wohldefiniertheit von f,:
Seien (U, ) und (V, ) Karten um = bzw. f(x). Seien «,3: (—e,e) — M mit
a(0) = B(0) = = gegeben. Ist a ~ f, so folgt (50 @) (0) = (1 o B)'(0). s gilt

(Wofoa)(0)=(Wofor ) opoa)(0)=d(¥ofop™)(p@)(poa)(0)
=d (o fop™t) (p@){(peB)(0) = o fop)(0).
Somit ist foa ~ fof.
Koordinatendarstellung von f,: Seien (U, ¢) und (V,v) Karten um x bzw.
f(z). In Karten hat f, , die Form d (¢ o f o ¢™1) (¢()), wenn wir die Kommuta-
tivitdt des folgenden Diagrammes nachrechnen kénnen:

fo,w

(18.1) T.M TN
%,mi /1 J{w*,f(m
R™ R™

d(yofor™)(p(2))
Fiir v = [a] € T, M gilt
Vs (@) © frw(V) = e s ([foa]) = (o foa)(0) = (Yo fop™ opoa)(0)
=d (o fop™) (p(@)((¢oa)(0).
=@z (v)

Beachte: In Koordinaten ist f, somit gerade die Ableitung der Abbildung in Ko-
ordinaten.
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Bemerkung 18.12.
(i) fez: ToM — Ty N ist linear. (Benutze (18.1).)
(ii) Gelte ohne Einschrankung f(U) C V (in der iiblichen Notation).

TU I TV

@*i 1/ lw*

QO(U) x R™ W w(V) x R"™.

Insbesondere ist f, von der Klasse C*~1, falls f von der Klasse C* ist.

(iii) Es gilt die folgende funktorielle Eigenschaft von ,.*“ Sind f: L — M und
g: M — N differenzierbare Abbildungen von differenzierbaren Mannigfaltig-
keiten, so gilt (g o f)« = g« © fs.

Beweis. Sei [a] € T, L.

(9o fsalle]) =lgo foal = gus@([f o al) = gu s(@)(fr.a([e]))-
]

Definition 18.13 (Immersion, Submersion, Einbettung). Seien M, N differenzier-
bare Mannigfaltigkeiten. Sei f: M — N eine differenzierbare Abbildung.

(i) f heifst immersiv bzw. submersiv im Punkt « € M, falls f. , : T, M — Ty N

injektiv bzw. surjektiv ist. f hat in 2 € M den Rang k, falls dies fiir f, , gilt.

(ii) f heifst Immersion bzw. Submersion bzw. eine Abbildung von konstantem
Rang k, wenn f in allen Punkten immersiv bzw. submersiv ist bzw. den Rang
k hat.

(iii) Eine stetige Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Raumen heift Ein-
bettung, wenn f : X — f(X) Homdomorphismus ist, wobei f(X) die Unter-
raumtopologie tragt.

(iv) Eine differenzierbare Abbildung f zwischen differenzierbaren Mannigfaltig-
keiten heiflt differenzierbare Einbettung, wenn f Immersion und Einbettung
ist.

(v) Sei f: M — N eine Immersion. f(M) heifft immersierte Mannigfaltigkeit.

Ist f zusitzlich injektiv, dann heift M := f (M) mit der Topologie und
differenzierbaren Struktur, die f : M — M zu einem Diffeomorphismus macht,
eine immersierte Untermannigfaltigkeit von N. (Die induzierten Strukturen
erhélt man wie folgt: U C M ist offen, falls ffl(ff) in M offen ist. Ist (U, p)
eine Karte fiir M, so ist (f(U),po f~1) eine Karte fiir M)

Bemerkung 18.14. Achtung, eine injektive Immersion ist i. a. keine differenzier-
bare Einbettung: Sei M = (—1,27), N = R? und

1,z fir —1<2<0,
fw=qthe
(cosz,sinz) fir 0 <z < 2.

Bemerkung 18.15. Ist f : X — Y stetig und injektiv, X kompakt und Y Haus-
dorffsch, so ist f eine Einbettung.

Beweis. Siehe Topologievorlesung [3, Satz 9.12]. O
Das Rangtheorem aus der Analysis [1, Theorem 10.3.1] liefert

Theorem 18.16. Sei f: M™ — N™ eine Abbildung die in jedem Punkt den Rang
[ hat. Dann gibt es fir jeden Punkt p € M Karten (U, ) und (V,4) von M bzw.
N mitpeU, f(p) eV und f(U) CV, so dass

ofopt (ml,...,a:m) :(xl,...7xl,0,...,0).
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Ohne Einschrankung kénnen wir auch ¢(U) = BJ*(0) und (V) = B}(0) an-
nehmen.

Theorem 18.17. Sei f: M™ — N™ von der Klasse Ck, k>1.

(i) Ist f eine differenzierbare Einbettung, so ist f(M) eine Untermannigfaltigkeit
von N der Klasse C* und der Dimension m = dim M.
(ii) Ist yo € N und hat f konstanten Rangl, so ist f~*(yo) = f~1({yo}) leer oder
eine Untermannigfaltigkeit der Dimension m — .
(iii) Ist yo € N und f fiir alle x € f~1(yo) submersiv, so ist f~1(yo) leer oder eine
Untermannigfaltigkeit der Dimension m —n = dim M — dim N.

Beweis.

(i) Sei g € M, yo := f(xo). Seien (U, ) bzw. (V,v) Karten um zo bzw. yo.
Setze zg := (). fuz, ist injektiv. Also folgt, dass L :=d (¢ o fop™t) (2)
injektiv ist, insbesondere m < n.

Ergéinze eine Basis von L (R™) durch vy,41,..., v, zu einer Basis des R™.
Definiere

F(z):=vofop ' (z,...,2") + Z v, 2z eR™
l=m+1

Dann ist dF'(zp,0) bijektiv und es existiert € > 0, so dass F' : B.(z9,0) —
F(B(z0,0)) ein Diffeomorphismus ist. Es gilt
(18.2) Flgmy oy =1%o fop™t.

Setze V. = ¢~ Y(F(B:((20,0)))). Dann ist (Vz, F~! 014)) eine Karte um yp.
Da f~! stetig ist, existiert eine offene Umgebung Vj von yo mit Vy C V. und
F~1(V) C o=t (B:(20,0) NR™), wobei wir R™ und R™ x {0} identifizieren.

0 (B(2,0) NR™) cU — 1~V 5 V.5 V4

wi lw
B.(20,0) NR™ C (V) (V) D F(B:(20,0))
Es folgt
FMYNVo =Von (foe™ (Be(20,0) NR™))
=Vo N (v ' o F(B:(20,0) NR™)) nach (18.2).

(i) Sei zg € f~ (yo), (U, ) und (V,1)) seien Karten um zg bzw. yo. Gelte ohne
Einschrinkung f(U) C V. Fir 2z € (¢Of0g0_1)_1 (¥(y0)) = ¢ o [ (yo)
hat d (w ofo <p_1) konstanten Rang [. Somit ist (ggf. nach Verkleinern von
U und V) die Menge ¢ (f~'(y0)) N¢(U) nach dem Rangtheorem eine Unter-
mannigfaltigkeit von R™. Da ¢! Diffeomorphismus ist, ist f~!(yo) N U eine
Untermannigfaltigkeit von M.

(iii) Lokal hat f nahe f~!(yo) konstanten Rang n. Die Behauptung folgt. d

Lokal sind Immersionen stets Einbettungen:

Theorem 18.18. Sei f : M™ — N" eine Immersion. Dann g¢ibt es zu jedem
p € M eine offene Umgebung U C M mit p € U, so dass f|y eine Einbettung ist.

Beweis. Wahle Karten (U, ¢) und (V,4) von M bzw. N mit p € U und ¢(p) =0 €
R™ so dass f :=1o foe~t: BM(0) — B?(0) die Form

f(xl,...,xm) = (wl,...,xm,O,...,O)
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hat. Dann ist f : BJ*(0) — B}(0) eine Einbettung. ¢: U — BJ*(0) und 4: V —
B?(0) sind Diffeomorphismen. Daher ist f|y : U — V eine Einbettung, wenn f(U)
die Unterraumtopologie beziiglich der Menge V' tragt. Da aber V' C N offen ist, ist
das dieselbe Topologie wie die Unterraumtopologie beziiglich der Menge N. Also
ist f|y eine Einbettung. O

Theorem 18.19. Sei M eine kompakte (differenzierbare) Mannigfaltigkeit der
Klasse C*, 0 < k < oco. Dann ezistiert n € N und eine (differenzierbare) Ein-
bettung f: M — R™ der Klasse CF.

Beweis. Sei m = dim M. Zu jedem Punkt x € M gibt es eine Karte (V,¢) mit
p(z) = 0 und B3(0) C »(V). Da M kompakt ist, gibt es (V1,p1), ..., (Vi, ;) aus

!
diesen Karten mit M = J <pj_1(Bl (0)).
j=1

Sei A € C° (R™) mit 0 < A < 1, A(z) = 1 fiir € By(0) und A(z) = 0 fiir
x € R™\ By(0). Definiere A\j: M — R und f;: M — R™ durch

0, sonst,

fi(z) = {)‘j(x)%(x), z €V,

0, sonst.
Es gilt \j, f; € CF. Definiere f: M — R+ f ¢ C* durch

f(.’l?) = (fl(x)’ )\1(.T), EERE) fl(x)v )‘l(x))

f ist injektiv: Seien z, y € M mit f(x) = f(y). Da die Mengen ij_l(Bl(O)) die
Mannigfaltigkeit M iiberdecken, gibt es ein jo mit A, (z) = 1. Wegen A (y) =1
folgt =,y € Vio- Wegen ¢, (l‘) = Pjo (x))‘jo (m) = fjo (.13) = fjo(y) = Pjo (y) folgt
x = y. Nach Bemerkung 18.15 ist f eine topologische Einbettung, denn M ist
kompakt und R¥ ist Hausdorffsch.

Sei k > 1. Dann ist f auch eine Immersion, denn fiir x € (pj_Ol(Bl(O)) ist (fjo)e,e =
(©jo ),z injektiv, also auch f, ;. Im Fall k = 0 liefert Bemerkung 18.15, dass f eine
Einbettung ist. O

19. VEKTORBUNDEL
Vektorbiindel verallgemeinern das Tangentialbiindel.

Definition 19.1 (Vektorbiindelkarte). Seien X, B topologische Riaume, p : X — B
stetig und E ein normierter Vektorraum. Eine E-Biindelkarte ist ein Paar (U, ®),
wobei

(i) U C B offen ist und ®: p~}(U) — U x E ein Homdomorphismus ist.
(ii) Das Diagramm

p~1(U) Y. UxE

ist kommutativ. Fiir y € p~!(z) (genauer: p~!({x})) erhalten wir

O(y) = (11 2(y), p22(y)) = (z, P (y))-
p~!(z) heift Faser von z; es ist ®(p~'(x)) = {z} x E. (Aquivalent zur obi-
gen Definition erhalten wir ®, := ps 0 ®[,-1(,).) P, : p~'(2) — E ist ein
Homo6omorphismus.
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Definition 19.2. Ein E-Biindelatlas A fiir p : X — B ist eine Kollektion von
FE-Biindelkarten, so dass

(i) Bc U U,

(U,2)

(ii) Fir (U, ), (V,¥) e Amit UNV # 0 gilt

(a) U, o® ! E — F ist ein Isomorphismus normierter Vektorriume,
x — W, 0 ®, 1 ist stetig von U NV nach L(E) mit der Operatornorm
= sup [Tz
llzll=1

Definition 19.3.

(i) Ein Vektorbiindel p: X — B ist eine Abbildung p wie oben mit einem zuge-
horigen Biindelatlas 4. Wir nennen auch X Vektorbiindel. Wir sprechen auch
von Biindeln statt von Vektorbiindeln. (Es gibt z.B. auch S!-Biindel. Hier
sind aber sdmtliche Biindel stets Vektorbiindel.)

(ii) Ein Vektorbiindel heift E-Biindel, falls E ein normierter Vektorraum ist und
die Bilder der Biindelkarten die Form U x E haben. Ein Linienbiindel ist (bei
reellen Mannigfaltigkeiten wie hier) ein R-Biindel.

Bemerkung 19.4.

(i) Sei (z,v) € U x E. Wegen ¥ o @ '(z,v) = (2,9, 0®;'(v)) und da ¥, ®
Homéomorphismen sind, ist x — ¥, o & ! automatisch stetig, falls E end-
lichdimensional ist.

(ii) Wie beim Tangentialbiindel erhalten die Fasern p~!(x) eine eindeutige Vek-
torraumstruktur, so dass alle ®,: p~!(z) — E Vektorraumisomorphismen
werden: Fiir v, w € p~!(z) und A € R setzt man

V4w = O D, (v) + AP, (w)).

(iii) Das triviale E-Biindel iiber B ist durch X = B x E, ®(x,v) = (z,v) gegeben.
(iv) Das Tangentialbiindel ist ein Vektorbiindel: Sei M eine differenzierbare Man-
nigfaltigkeit mit Tangentialbiindel T'M. Definiere p : TM — B = M durch
T.M3vpw)=x € M. Ist (U, p) eine Karte von M, so definieren wir
O:TyM=p '(U) =Ux E=U xR™,
T.M 5 v— @) = (z, 0x 5(v)).

W, 0P, = 1), 4 0, ist ein Isomorphismus des R™, m = dim M.

Definition 19.5 (Vektorbiindel der Klasse C*). Ist p : X — B ein Vektorbiindel
und B eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Klasse C'*, so heift ein Vektorbiin-
delaltlas A = {(U, ®)} von der Klasse C¥, falls fiir je zwei Karten (U, ®), (V,¥) € A
die Kartenwechselabbildung

TVod 1 (UNV)XxE— (UNV)xE
von der Klasse CF ist.

Bemerkung 19.6. Betrachte F-Vektorbiindel mit dim E < co.
(i) Besitze U NV eine differenzierbare Struktur. Wegen

Tod (zv) = (1‘, v, o q);l(U))

und da ¥, 0 @ ! ein Vektorraumisomorphismus von E ist, sind ¥ o ®~1 € C*
und (z — U, 0 &) € C* dquivalent.

(ii) Jedes Vektorbiindel der Klasse C* iiber einer C*-Mannigfaltigkeit ist auf na-
tiirliche Weise eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Klasse C* der Di-
mension dim B 4+ dim E: Sei A = {(U,®)} ein Vektorbiindelatlas und sei
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B = {(V,¢)} ein Atlas von B. Nehme ohne Einschrinkung an, dass fur je-
des (U,®) € A ein (U,p) € B existiert; sonst ersetze U durch U N V. Als
Diagramm erhalten wir

Xop () —2>UxE—9Y _ou)xE
pl’ / J/pl
P1
U ‘ o(U).

Die Vertraglichkeit der Karten ergibt sich aus
(¥,id) 0 T o & o (¢,id) ! (z,v) = (Yo~ (x), ¥y 0 7 (v)).
Dann ist A := {(p~'(U), (¢,id) o ®)} ein C*-Atlas von X.

Definition 19.7 (Schnitte, Vektorfelder). Sei p: X — B ein Vektorbiindel. Ein
Schnitt ist eine stetige Abbildung s : B — X mit pos = id, d.h. s(z) € p~!(x) fiir
alle x € B. Die Schnitte des Tangentialbiindels einer differenzierbaren Mannigfal-
tigkeit heifsen Vektorfelder.

so(z) == 0, € p~!(x) heift Nullschnitt.

Bemerkung 19.8. Sei dim E < co. sq ist eine (differenzierbare) Einbettung, d. h.
man kann B mit so(B) identifizieren.

so(U)i>U><{O}CU><E

o

U.

® o s ist die Abbildung U 3 = +— (2,0) € U x E, eine Einbettung. Somit ist sq :
B — so(B) ein lokaler Homdomorphismus bzw. Diffeomorphismus. sq ist injektiv,
da posp =id ist und pl,,(p) ist eine stetige Inverse. Die Behauptung folgt.

Definition 19.9 (Abbildungen von Vektorbiindeln). Seien p;: X; — B;, i =0, 1,
E;-Vektorbiindel mit dim E; < oo. Eine stetige Abbildung F' : Xy — X7 heifit
eine Vektorbilindelmorphismus, wenn F' jede Faser von X linear in eine Faser von
X, abbildet, d.h. wenn fiir jedes xg € By ein 1 € B existiert, so dass Fy, =
F|p31($0) — py () linear ist.

Bemerkung 19.10.
(i) Ist s¢ der Nullschnitt von Xg, so ist f := p; o F o s stetig. Wir erhalten das
folgende kommutative Diagramm

Xo—> X,

Poi /// ipl

BO ?Bl

(ii) Ist By = Bi, f = id und F, ein Isomorphismus fiir jedes z, so heifst F
Vektorbiindelisomorphismus.

(iii) Das Vektorbiindel p: X — B heifst trivial, wenn es zum Vektorbiindel B x E
isomorph ist.

(iv) Ein Vektorbiindel mit dim £ = n ist genau dann trivial, wenn es n linear
unabhéngige Schnitte sq,. .., s, besitzt, d. h. s1(z), ..., s,(x) sind fiir jedes z
linear unabhéngig.
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Beweis. ,,<=": Seien s1,...,s, die linear unabhéngigen Schnitte. Definiere
n .
F: BxR" — X durch F(y, (z!,...,2")) = Y 29s,(y).
j=1

,=—": Sei umgekehrt F' : B x R™ — X ein Vektorbiindelisomorphismus und
sei e1, ..., e, eine Basis des R™. Setze s;(x) := F(x,¢;). O

(v) Die Existenz einer Vektorbiindelkarte ® : p~1(U) — U x E impliziert, dass
p~H(U) trivial ist.
(vi) T'S™ ist fiir gerades n > 0 nichttrivial, da nach dem Satz vom Igel jedes stetige
Tangentialfeld auf S™, n gerade, eine Nullstelle besitzen muss.
TS™ ist fir n = 0, 1, 3, 7 trivial. Fiir alle anderen n ist T'S™ nichttrivial
(nichttriviale algebraische Topologie, J. F. Adams).

Definition 19.11 (Tensoren). Sei E ein normierter Vektorraum, dim E < oo, und
E’ der Dualraum von FE, haufig auch mit E* bezeichnet. Ein Tensor T' der Stufe
(r,s) € Ng x Ny (manchmal wird (r,s) = (0,0) ausgeschlossen), auf E ist eine
Multilinearform auf (E')” x E*. Die Menge aller Tensoren einer Stufe (r, s) bilden
einen endlich-dimensionalen Vektorraum E(%).

Ein E(%)-Tensor heift r-fach kontravariant und s-fach kovariant. Ein E(0)-
Tensor heikt kontravariant, ein E(©%)-Tensor heift kovariant.

Wichtig wird spéter bei Tensoren insbesondere der Nachweis, dass die Auswer-
tung nur von den Eintrégen in einem Punkt und insbesondere nicht von den Ablei-
tungen der Eintrdge abhéngt.

Gelte ab jetzt stets dim F < oc.

Bemerkung 19.12.
(i) Es gilt B/ = BOY.

(i) Ist E normiert, so definiert ||2’|| := sup |2'(z)| eine Norm auf E’.
llzll<1

(iii) Auf E(™*) definiert
|T| == sup |T{(z,....z0521,...,24)]

[EARS
J
llzgll<1

eine Norm und damit auch eine Topologie auf E(%).

(iv) E ist kanonisch isomorph zu E” = E09 vermoge x (') := a'(x) fiir € E,
x' € FE'. Daher ist E(M") kanonisch isomorph zu L"(E, E), dem Raum der
r-linearen Abbildungen E™ — E: Seien x; € E. Dann ist ndmlich e € E durch

T{p;x1,...,2.) = e{p) fiir alle p € £’
definiert.

Definition 19.13 (Transformation von Tensoren). Sei ¢: E — F ein linearer Vek-
torraumisomorphismus zwischen normierten endlichdimensionalen Vektorrdumen.
Definiere ¢’ : F' — E’ durch ¢/(y) := ' o ¢. Definiere @y : E3) — F9) fijr
T € E*) durch
(TN s oo o) = T () @ (07 ()07 () -

04 (T) heikt “push-forward” von T'.
Bemerkung 19.14.

(i) Diesist (im sich aus der folgenden Rechnung erklédrenden Sinne) konsistent mit

der Identifikation E = E10) = E”: Fiir x € E ist pg(z)(f") = 2(¢'(f')) =

a(f o p) = (f o p)(x) = [{p(x)) = p(x)(f).
(ii) @gu: B — Fs) ist linear.
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(iii) Sind ¢: E — F und ¢: F — G Vektorraumisomorphismen, so gilt (yop)y =
0 o, da (Vo) = gl oL, (o) = ¢ 0’ und aufgrund einer
kleinen einfachen Rechnung.

(iv) Differenzierbarkeit von ¢ — py: Sei T € ETS) o1,... 0. € L(F',E"),
U1,...,%s € L(F, E). Dann ist die Abbildung
(T7 @1, ct @T;qr/)la R 7d)$) — T((pl()7 e a@T()7¢1()’ e 7w8()) € F(T’S)

multilinear von E(%) x L(F', E')" x L(F, E)* nach F(™*) und daher von der
Klasse C*°.
o = o1 € C®(so(E, F),Iso(F,E)). ¢ — ¢ ist linear und daher in
—— ——

CL(E,F) CL(F,E)
C>*(L(E,F),L(F',E')). Aufgrund der Kettenregel ist (T, p) — ¢xT von der
Klasse C> (E(™*) x Iso(E, F), F("%).
Somit ist ¢ — @4 von der Klasse C*> (Iso(E,F),Iso (E(“S)7 F(“s))).

Wegen (¢ 0 1)u = pu oty und idy = id ist @y stets ein Isomorphismus

und es gilt ()"t = (! "

Definition 19.15 (Tensorbiindel iiber einem Vektorbiindel). Sei p : X — B ein
Vektorbiindel mit allgemeiner Faser E, dim F < oo, und Vektorbiindelkarten (U, ®),
®: p~1(U) - U x E. Sei (r,s) € Ng x Ng. (Erinnerung: Fiir x € B ist p~*(z) ein
Vektorraum.) Auf

x(rs) — U (p_l(x))(T’S)

zEB
definieren wir eine Vektorbiindelstruktur durch die Projektion

pm) x(e) B
p(r,s) ((p—l(x))(ns)) —
und den Vektorbiindelatlas
-1
Dyi (p0))(U) U x B0,
Qu(x,T) = Pyu(T) == (z, Prpe(T)).

(Erinnerung: Fiir v € p~1(x) ist ®(v) = (z,®,(v)), wobei ®, : p~1(x) — E ein
Isomorphismus ist.)

Bemerkung 19.16.
(i) Vertriglichkeit der Karten: Sei (x,T) € U x E(™*). Es gilt
Wy o (@) 0, T) = (2, Va0 () (D)) = (Va0 (57, (1))
_ (x (Lo 001, (T)) .

Nach Definition eines Vektorbiindels ist x +— ¥, o ®,! stetig (bzw. € C*) von
U NV nach Iso(E). Nach Bemerkung 19.14 (iv) ist

(p > py) € C=(Iso(E),Tso (E™))).
Somit ist 7 = (\Px O(I);l)# stetig (bzw. Ck) von U NV nach Iso (E(T75)).

Nach Lemma 16.10 existiert daher genau eine Topologie auf X("*) zu dem
festgelegten Atlas, so dass alle $» Hom&omorphismen werden. Somit ist

pre): x(rs) 5 B
ein Vektorbiindel von der Klasse C*, falls p: X — B von der Klasse C* ist.
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(ii) Spezialfall Tangentialbiindel: Das Tangentialbiindel ist p : TM — M. Die
Schnitte von p(™*) : (TM)("*) — M heifien Tensorfelder (oder kurz: Tensoren)
auf M.

Insbesondere heift das Biindel p(®Y): (TM)(®1) — M Kotangentialbiindel
auf M. Es wird mit T*M bezeichnet. Die zugehorigen Schnitte heiffen 1-
Formen und werden héufig mit w bezeichnet.

Weiterhin ist p9 : (TM)(10) — M (bis auf Isomorphie) das Tangential-
biindel.

20. VEKTORFELDER

Definition 20.1 (Derivation). Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann
ist C*(M) = C'(M,R) ein Vektorraum und ein kommutativer Ring mit (f-g)(z) :=
f(z)-g(z).Seipe M, v e T,M und f € C'(M). Definiere v f := f, ,(v). Entspre-
chend setzen wir fiir ein Vektorfeld X auf M

(XS)(p) = v/,

falls X (p) = (p,v) (was wir auch als , X (p) = v* schreiben werden).
Die Operation v: C*(M) — R erfiillt

(i) v(f +g) =v(f)+v(9),
(ii) v(fg) = (vf)g(p) + f(p)(vg),
(iii) v(Af) = Av(f) fur alle A € R.

Eine Abbildung § : C'(M) — R mit diesen Eigenschaften heifit Derivation in p.

Bemerkung 20.2. Ist v = [a], so wird v f nach Definition 18.10 zu v f = f, ,([a]) =
[foa] = (foa)'(0), wobei wir fiir das letzte Gleichheitszeichen T, R = R identifiziert
haben. Damit ergeben sich die obigen Eigenschaften fiir eine Derivation unmittel-
bar.

Bemerkung 20.3.
(i) Ist § eine Derivation in p, so ist 6 f = 0 fiir alle f mit f = 0 in einer Umgebung
von p.
Beweis. Gelte f = 0 in U. Wihle g € CY(M) mit g(p) = 2 und g = 1 in
MA\U. Dann gilt f = fgund in p folgt 6f = §(fg) =df2+0,alsodf =0. O
(ii) Jede Derivation in p lift sich von C*(M) auf C*(U), U eine beliebige Umge-
bung von p, einschrinken: Wihle (z. B. mit Hilfe einer Karte) Umgebungen

V,Wvon pmit VW CW CU und h € C'(M) mit h = 1 auf V und
h =0 auf M \ W. Definiere fiir f € C1(U)

hf inU,
0 sonst.

5(f)=06(f) mit f= {

Aufgrund des ersten Teiles der Bemerkung ist dies unabhéngig von h, V' und
W wohldefiniert.

Lemma 20.4. Ist f € C*(B1(0)), so gibt es Funktionen f; € C*~1(B1(0)) mit

f(x) = £(0) + infi(w)-

Beweis. Es gilt f(z) — f(0) = }%f(tx) dt = } i 661{2 (tz)z' dt. Setze also fi(x) :=
0 0 i=1

1
[ 2L (tx) dt. O
0
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Korollar 20.5. Ist (U, ) eine Karte von M™ mit p € U, ¢(p) = 0 und ¢
B1(0), so gibt es zu f € C*(U) Funktionen f; € C*~1(U) mit f — f(p) = > ¢ fi.

1

Beweis. Wir wenden Lemma 20.4 auf f o ¢~" an und erhalten

n
fop™t=fop M 0) = a'fi.
~ i=1
=p
Wende nun ,,o¢" an und setze f; := f; o ¢. O
Derivationen und Vektorfelder entsprechen einander:

Theorem 20.6. Zu jeder Derivation § in p € M™ gibt es genau ein v € T,M mit
§f =wvf fiir alle f € C*(M).

Beweis. Zunichst einmal verschwindet §(c) fiir jede Konstante ¢ € R, da §(1) =
5(1-1) =6(1)-1+1-5(1) = 26(1) auch (1) = 0 impliziert. Daher folgt nach
Korollar 20.5

8(H) =3¢+ (6 () £ip) +¢' () 0(£) ).
Da ¢, p: T,M — R™ ein Isomorphismus ist, gibt es genau ein v € T,M mit
Vi p(v) = ((5 (gpl) ) (gpm)). Dies ist nach Definition dquivalent zu v¢® = d¢°
fir ¢ = 1,...,m. Wir erhalten

vf=w (Z(plfz> = waz(p) +Z£@(Ufi) —5f. -
i=1 i=1 e =1 ~

Definition 20.7. Ein C*-Vektorfeld V, 0 < k < oo, auf einer Mannigfaltigkeit der
Klasse C**1 ist eine Abbildung M — TM der Klasse C* mit V(p) € T,M C TM,
oder, dquivalent dazu, ein C*-Schnitt in p: TM — M.

Definition 20.8 (Lie-Produkt von Vektorfeldern). Seien X, Y Vektorfelder der
Klasse C! auf M. Sei f € C?(M). Definiere

o(f) =X Y[f)-Y(X]).
Wir werden gleich nachrechnen, dass o in jedem Punkt p € M eine Derivation (fiir
C?-Funktionen) definiert. Nach Theorem 20.6 existiert genau ein Vektorfeld Z mit

of = Zf fiir alle f € C?(M). Wir definieren das Lieprodukt von X und Y durch
[X,Y]:=Z.

Bemerkung 20.9.
(i) o ist eine Derivation: Die Linearitét ist klar.
Produktregel:

o(fg) =X(fYg+gYf)-Y(fXg+gX[f)
=XfYg+ fXYg+XgY [+ gXY[—-YfXg— fYXg—YgX[f—gYXS

= fo(g) +go(f).

(ii) Koordinatendarstellung von [X,Y]: Sei (U, ¢) eine Karte von M und sei
(U, ®) die zugehorige Biindelkarte von T'M, d.h. gelte ®(x,v) = (z, 4 2 (v))
fir v € T,M. Sei ey,...,e, die Standardbasis des R", E;(z) = (x,¢;), i =
1,...,n, seien die entsprechenden Schnitte in U x R™. Setze X; := ® 'F;.
Dann ist X;(z) = (m, ((p*)x)_lei), i=1,...,n. (X1,...,X,) heiken die zur
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Karte (U, ) gehorenden Standardbasisvektorfelder. Jedes Vektorfeld X be-
sitzt dann in U eine Darstellung X = Y A\'X; mit Funktionen \’. Fiir f €

CH(U) gilt
Xif|p [+ X ‘p f*(‘P*,p) ei = f« (‘P_l)*,go(p) € = (f © (p_l)*,go(p) €i

(axz (oo 1)) o ¢(p).

Wegen X, f = (a?ci (f o gp’l)) o ¢ werden die X; oft auch als Bm‘ bezeichnet.
Es folgt fiir f € C%(U)

o= ((aii (fw‘l))oso)
- (aazj (&arz (fow‘l)» o wegen poyp ! =id

_ < 0 (8 (focp_l)>> o fia partielle Ableitungen

Ozt \ OxJ im R™ kommutieren
= XX, f.

Somit ist [X;, X;] = 0 fiir die Standardbasisvektorfelder. Seien X, Y Vektor-
felder, f,\ € C*(M). Es folgt

[X,\Y]f =X(\Yf) = A\YXf=XA\Yf+AXYf—A\YXF
= (XN)Yf + A[X, Y]/,

d.h.

[X,\Y] = (X\)Y + A[X,Y],
AX,Y] = — [V, AX] = —(Y )X + A[X,Y].

Seien jetzt X, Y beliebige Vektorfelder der Klasse C! auf U, 1 <1 < k — 1,
M € C*. Dann besitzen X und Y Darstellungen

X = zn:aixi und Y = En:bjxj.
Es folgt aufgrund der obigen Rechenregeln
v =[x, vx]| = Z (X, 0/ X;]
= Z((ij) + V[X, X)) ) ZbeX +Zb] a* X, X

fszJX +Z(bﬂ ") Xk + b a" [kaXj])

=0
= Z (XY —Yal) X,
j=1

(iii) Hieraus folgt: Sind X, Y € C!, so ist [X,Y] € C'~L.
(iv) Jacobi-Identitédt: Sind X, Y, Z drei C2-Vektorfelder auf M, dann gilt

[X7 [KZ]] + [Yv [ZvX]] + [Zv [X’Y]] =0.

Beweis. Ubungsaufgabe. O
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(v) Ist M von der Klasse C*°, so wird der R-Vektorraum der C°°-Vektorfelder
auf M zu einer reellen Lie-Algebra mit dem Produkt (X,Y) — [X,Y].
Allgemeiner ist eine Lie-Algebra ein Vektorraum V iiber einem Koérper K
mit einer Verkniipfung [,:]: V x V' — V|, die Lie-Klammer heifst, und die
folgenden Axiome erfiillt:
(a) Die Lie-Klammer ist in beiden Argumenten linear, z.B. [Au 4+ v,w] =
AMu, w] + [v,w] fur alle A € K, u,v,w € V,
(b) es gilt die Jacobi-Identitat [u, [v,w]] + [v, [w,u]] + [w, [u,v]] = 0 fir alle
u,v,w €V,

(¢) [u,u] =0 fir allew € V.

Bemerkung 20.10 (Koordinatenschreibweise).

(i) Fiir kovariante Tensoren, z. B. fiir 1-Formen w, verwenden wir untere Indices:
w;. Fiir kontravariante Tensoren, z. B. fiir Vektorfelder X, verwenden wir obe-
re Indices: X*. Fiir allgemeinere Tensoren in TM("*) benutzen wir r obere
(,kontravariante”) Indices und s untere ( kovariante) Indices.

(ii) Sei M eine Mannigfaltigkeit und seien (U, ¢) und (V) verschiedene Karten
fiir M mit Koordinaten x* bzw. y* und UNV # 0; genauer: ... mit Koordina-
ten (z°) .... Sei X = X'22; ein Vektorfeld. Betrachte y = y(z) = 1o ¢~ (z).
Dann gilt nach Lemma 18.4

i

o oy, 0
ozt 8miX oyi’

oder, mit etwas mehr Details,

S p) = bles) = Yo o bup 0 e
ety (d (o) (p(p))en)
ot <8 (Vo™ () >

ox*
o -1)J
:¢;;<a(w v ) (w(p))€j>

Ox?

det.y Oy’ _y, et Oy D
N 8xiw*’p<e]> Ozt oyl

wobel wir 3%- = (90*1)* e; und a%j = (1/)’1)* e; fiir Basen ey, des R™ im Bild

der Karte ¢ bzw. ¢ benutzt haben. Wir schreiben dies auch als

0 _oy 9
ozt Ozt Oy’

(ili) Sei X = X* 8‘;’;,; in Koordinaten ein Vektorfeld auf M und f: M — N eine
Abbildung. Wie in Bemerkung 18.11 seien ¢ und ¢ Karten fiir M bzw. N.
Definiere f :=1 o f o1, also f ,in Karten“, und y = f(z). Dann gilt

9 \ Bem. 1811 ; 0y’ O
- = X' = .
8x’> Ox* Oy’

J(X) = f. (X"

Im Spezialfall f = id werden also aus den Koordinaten X* in der ,,o-Karte“

die Koordinaten X* ggi in der ,,i)-Karte“. Wir erhalten dasselbe Ergebnis wie
oben oder wie nach Definition 19.13, siehe auch weiter unten.
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(iv) Sei X ein Vektor und w eine 1-Form. Seien ¢, 1) Kartenabbildungen. Bezeichne

mit dz!, ..., dz™ eine zu %, e % duale Basis, d. h. gelte
' _
i 2 i
dx <5acj) = 0;.
(Alternativ: Definiere die zu %, cee % duale Basis dp' = dz!, ..., dp™ =

dz™ durch d¢'(X) := X' Hieraus folgt (mit Bemerkung 20.9 (ii) beim
zweiten Gleichheitszeichen)

i 0N _ 0 i 9oy _ 0o _ i
o (m)a‘” gri P o 0P
Entsprechend zu den Basen dz!, . . . beziiglich der ¢p-Karte definieren wir Basen

dy*, ... beziiglich der -Karte. Auch hier gilt wieder dy’ (aiy,) = 5; Mit
Hilfe geeigneter Koeffizienten a kénnen wir auch die dualen Basen ineinander
Transformieren: dz® = afdy*. Wir schreiben y = 1 o ¢~ 1(x), d(1p o p71) =

% und bezeichnen die Inverse mit (%). Die Wahl der Koeffizienten a,
ergibt sich dabei aus

l k
5i:dxii:aidk87ya ; Oy

. - — = q .
J OxI WY G oyt ki
Somit ist af, = 2712 und es gilt die Transformationsregel da’ = gT”U;dyj .

(v) Der Ausdruck ist w(X) invariant, d. h. kartenunabhéngig, definiert; in Karten
gilt aufgrund der obigen Rechnung
Ox’ Oyt 0
- dy" X 2
L Oyk Y OxI Oy
(vi) Sei nun T ein (1, 1)-Tensorfeld. (Fiir ein (r,s)-Tensorfeld verfdhrt man mit
samtlichen Eintrédgen entsprechend.) Wir schreiben in Koordinaten

4 ) ,
T =T - dx?
¢ (317“(156 )

und erhalten aufgrund der obigen Uberlegungen, die wir nach Definition 19.13
auf jedes Argument separat anwenden,
0zt Loyt o

9
T=Tde OxI b Oyk Y o oyt

R, - _
w(X) = widzZXJ@ =w X8 =w X =w

(vii) Sei wieder y = 1oy~ (x). Wir beschreiben die Wirkung eines (1, 1)-Tensors T
auf einen Vektor X und einen Kovektor w, d. h. auf ein Element das punktweise
im Dualraum zu T, M ist, in Koordinaten. Es gilt

_ D) A
T] =T | — d J
g (636“ o ) ’

(1) (@ (09) =1 (). (0)) = (st 05 )
9 4 0
- l’f@ (wida') dat <ch‘)xj>

Der Deutlichkeit halber fiigen wir nun Indices z bzw. y an um anzuzeigen
beziiglich welcher Basen wir die Komponenten bestimmt haben.
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Wir transformieren nun nach Definition 19.13 unter Verwendung von ¢ =

©Def. 19.13 = d(p o 1) = (%) Die Inverse ist durch (g—f}) gegeben, die

Matrix der dualen Abbildung durch (%).

- ' ox! ;

z Yoy yxIi)\ =2 —Z_ .Yy, — . YXJ
@D, (X0 =7 (G5 ). (5510
oy’ oz
L Ok wl@yj
:yT;,ywi_ijszlk.Iwk.le

5'¢

)

wobei wir in der letzten Zeile auf zwei unterschiedliche Arten geklammert
haben.
Bei einem Koordinatenwechsel transformieren sich die Koordinaten also
gerade geméifs der Regel aus Definition 19.13.
(viii) Fir die Lie-Klammer gilt in Koordinaten

. - o .
XY)=X"—Y'-Y'—X.
[X.Y] Oxt ox't
Bemerkung 20.11 (Fluss eines Vektorfeldes). Sei X € C!, [ > 1, ein Vektorfeld.
Betrachte die gewthnliche Differentialgleichung & = X o o mit

(20.1) G()(1) = a(t) = a4 (1),

wobei a: I — M und I C R ein offenes Intervall ist.
Ist (U, ¢) eine Karte von M mit a(I) C U, so ist & = X o o &quivalent zu

@*,a(t)a*,t<1> = (p*,a(t)X(a(t))'

Wir formen beide Seiten um

Pra (X oe™) (p(a(t))) = (0o a)si(l) = (poa)(t).

0. (X o p~1) ist ein Vektorfeld auf o(U) und daher von der Form ¢, X o o~ (y) =
(y, Xu(y)). Daher ist & = X o o dquivalent zu (¢ o a)'(t) = Xy (¢ o a(t)). Nach
dem Existenzsatz fiir gewohnliche Differentialgleichungen gibt es daher lokal eine
Losung: Zu jedem py € M existiert eine offene Umgebung Uy von py und eine offenes
Intervall I C R, 0 € I, sowie eine Abbildung F' € C'(Uy x I, M), so dass

F(p,0)=p Vp e Uy,
F=XoF, wobei F(p,t)=F. ((0,1))

ist, d.h. t — F(p,t) ist eine Integralkurve von X mit Anfangspunkt p fir t = 0. F
heifit lokaler Fluss von X.

Lemma 20.12 (Eindeutigkeitssatz). Seien aq,aq: (a,b) — M Integralkurven von
X mit ag(to) = aa(to) fiir ein to € (a,b). Dann gilt oq = as.

Beweis. Setze c¢o = sup{c: ay(t) = aa(t)Vie < t < c}. Falls ¢g < b ist, folgt
aq(co) = az(co), weil die Kurven «; stetig sind und M Hausdorffsch ist. Sei (U, ¢)
eine Karte von M mit o;(t) € U fir co —e <t < cp+eund ¢ > 0 fir ¢ = 1, 2.
Dann gilt (¢ o o;)'(t) = Xu (v o a;(t)) fiir diese Werte von ¢t und ¢ o a;(co) = ¢ o
as(cp). Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes fiir gewohnliche Differentialgleichungen
folgt ¢ o a1(t) = p o ay(t) fiir t nahe c¢y. Widerspruch zur Definition von c¢y. Die
Behauptung folgt. O

Korollar 20.13. Fir jedes p € M gibt es ein eindeutig bestimmtes mazimales
offenes Intervall I, mit 0 € I, auf welchem die Integralkurve a mit a(0) = p
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definiert ist, namlich die Vereinigung aller offenen Intervalle I mit 0 € I, so dass
a: I — M eine Integralkurve mit «(0) = p ist.

Bemerkung 20.14 (Erinnerung: Lebesguesche Zahl). Sei K C R™ kompakt, K C

U Us, U; offen. Dann existiert A > 0, so dass fiir alle Mengen A C R™ mit ANK # ()
i€l
und diam A < A ein ¢ € I mit A C U; existiert.

Theorem 20.15 (Existenzsatz fiir den maximalen Fluss). Sei W := |J {p}x I, C
pEM

M xR und fiirp € M sei F(p,-): I, — M die mazimale Integralkurve von X € C,
1> 1, mit F(p,0) = p. Dann ist W in M x R offen und F € CY(W,M). (F heifst
mazimaler Fluss von X.)

Beweis. Sei (p,t) € W, ohne Einschrinkung ¢ > 0. Nach Definition und Eindeutig-
keitssatz folgt

(20.2) F(F(p,s),t) = F(p,s+1),

da fiir festes (p, s) auf beiden Seiten die eindeutig bestimmte Integralkurve von X
mit Anfangspunkt F(p, s) fiir t = 0 steht. Aufgrund des lokalen Existenzsatzes und
aufgrund des Lemmas iiber die Lebesguesche Zahl, angewandt auf [0, f] , gibt es eine
Zahl N € N und offene Umgebungen U; von F(p, %f), j=0,...,N,sodass F auf
U; x (52t, %) definiert und von der Klasse C' ist. Wir schreiben Fy(p) = F(p, 1)
und erhalten aus (20.2)
Fy (Fix i) = Fy4(0)

Wihle nun induktiv (absteigend) Umgebungen U} C U; von F%t—(p) mit U} = Uy,
Fe( i) CcU,zB U, = F_%(UJ’») NU,_:1. Fir p € Uj wollen wir a(p,t) :=
Fi(p) fir 0 <t < %f definieren. Es gilt fiir 0 < ¢ < %f und 0 < 7 < N mit

pet< Ut

23

a(p,t) :Ft_%z(F% ((F%(p)) ))

j-mal iteriert

Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes ist a(p, t) eine Integralkurve von X mit a(p,0) =
p. Somit ist F(¢,p) fiir alle p € Uj und ¢t € [0, %ﬂ wohldefiniert und es gilt

Fp) = Fi( Fy (- (Fa). )

fiir [£—¢| < £ und p € U}. Daher ist U} x (t_— L+ %) C W und F ist dort von
der Klasse C. g

21. ZUSAMMENHANGE

Sei M eine Mannigfaltigkeit der Klasse C*, k > 2.
Seien V(M) die Vektorfelder der Klasse C!, 0 < [ < k — 1 auf M. Dann ist
VY(M) ein C*(M)-Modul. Es gilt némlich fiir V,W € V{(M) und f,g € C*(M).
@) fF(V+W)=fV+ W,
(i) (f+g)V =FfV+gV,
(iii) (fg)V = f(gV),
(iv) 1V =V
und C!'(M) ist ein Ring.
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Definition 21.1 (Zusammenhang). Ein Zusammenhang auf M (der Klasse C') ist
eine Abbildung

V VM) x VITY(M) = VI (M),
(X,Y) = VY

mit
(1) VX(Y1 +Y2) = Vx Y1 + VxYa,
(ii) Vx(fY) = (XN)Y + fVxY,
(i) Vx,4+x,Y =Vx, Y +Vx,Y und
(IV) VgXY = gVXY
wobei X, X1, Xs € VI(M), Y,Y1,Ys € VITY (M), f € C'FY(M) und g € CY(M).

Beispiel 21.2.

(i) Auf R™ ist VxY = DY (X) ein Zusammenhang.

(ii) Ist T'M trivial, dann existieren globale Basisfelder X1, ..., X,, € V¥~!. Schrei-
beY € Vi(M), 1 < k—1,als Y = M¥X,; mit M € C'. Definiere VxV :=
(XM)X;,. Es gilt insbesondere VxX; = 0.

(iii) Sei M C R™ eine Untermannigfaltigkeit der Klasse C*. Fiir z € M sei P(z) :
R™ — T,M die orthogonale Projektion auf den Tangentialraum T, M :=
{'(0)|a: (—g,6) = M, a(0) = 2} C R™ Dann ist P : M — L(R™) von
der Klasse C*~1: Sei (U, ) eine Karte von R™ mit (U N M) = o(U) NR™.
Dann gibt es Basisfelder X1,..., X, € C*¥"1(U,R"), so dass X1,...,X,, tan-
gential zu M sind. Nach Orthonormalisierung diirfen wir ohne Einschrinkung
annehmen, dass Xy, ..., X,, eine Orthogonalbasis ist. Dann gilt

2)Y = Z(Y» Xj(@))rn X;(2).

Setze VxY (z) := P(2){(dY (2)(X(z))), wobei wir das Vektorfeld Y: M — R
in eine Umgebung von M fortsetzen. Beachte, dass diese Definition nicht von
der Fortsetzung abhiingt (kleine Ubung).

Bemerkung 21.3. Sei M € C*. Wir wollen die Zusammenhangsabbildung lokal in
Karten darstellen. Sei ‘2i ein Standardbasisvektorfeld zu einer Karte (U, ¢), d.h.

aufgrund bisheriger Uberlegungen gilt -2 ) = % o .

(i) VxY|, hingt nur vom Wert X (p) ab, d.h. VxY ist tensoriell in Bezug auf
X: Dies ist dquivalent zu Vx Y|, = 0 falls X (p) = 0 gilt. Gelte also X (p) = 0.
Wihle eine Karte (U, ¢) um p sowie eine Umgebung V' von p mit V' C U und
g € C*(M) mit g(p) =1 und g = 0 auf M \ V. Schreibe X = )‘ia?ci auf U. Es

gilt g2 X = > (g\}) (gazi). Setze

i g\t auf U, X, = g% auf U,
0 sonst, 0 sonst.

Dann gilt g2X = 3" A'X; auf M und X(p) = g)\i( ) = 0. Es folgt
VxYl, = 92(p)VXY|p = VexYlp = VZS&'X Z/\Z )V Y|p =0.

0
Bemerkung: Der vermeintlich einfachere Beweis

VxY|, = Z)\’ (P)V 2, Y], =0

wendet die Eigenschaften eines Zusammenhanges auf X = Y\ aii an, die
i

rechte Seite davon ist jedoch nur lokal definiert.
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(ii) Analog zu Bemerkung 20.3 verschwindet VxY|,, falls Y in einer Umgebung
von p verschwindet; somit héngt V xY|, nur von den Werten von Y in einer
beliebig kleinen Umgebung von p ab.

(ili) Sei U € M offen und p € U, so ist V, Y|, fiir v € T,M und Y € VYD)
wohldefiniert: Wihle némlich Vektorfelder X und Y auf M mit X (p) = v und
Y=Y in emer Umgebung von p und setze V, Y|, :=Vy Y|p

(iv) Seien jetzt aLl ey 6 — Standardbasisvektorfelder auf U. Dann gibt es ein-
deutig bestimmte Funktionen I‘”, die Christoffelsymbole des Zusammenhan-
ges, so dass

_1k _0
8%1 FZ] ozk

V

in U gilt. Seien X = )\l

VXY:VM(?Z (1 52) szv
:Z)\ZZ{ ami“)anFNJV
i J
:Z)‘i(aiiﬂj)%JrZ)‘l Ff}af
%,

.3,k

zk:( Xk +ZF’W 1) 52

=du* < )

3 ~. Dann folgt

Bemerkung 21.4 (Vektorfelder lings Abbildungen).
Seien M, N Mannigfaltigkeiten. Jede Abbildung F' : N — TM ist von der Form
F(z) = (f(z),Y(x)) mit f =poF,p:TM — M und Y(x) € Ty M. Y heifit
Vektorfeld langs f.

Ist Y ein Vektorfeld auf M und f: N — M eine Abbildung, so ist Y o f ein
Vektorfeld langs f.

Sei X € TN, berechne Vy x\Y|s). Da f: N — M ist, folgt fi,: T,N —
TrpyM. Sei (U ) eine Karte von M mit ¢ = (p!,... p™). Setze f* = ¢'o f. Dann
gilt

f*,p<X> = (@71 © QD © f)*,p <X> = ((pil)*,ﬁp(f(p)) <(90 © f)*7P<X>>

= (9071)*#,(]0@)) <Z (‘Pi o f)*,p <X>€i>

K2

=2 (1., X)) i @

i

—xfi N
Il B

und somit folgt fiir ein Vektorfeld Y = uk% auf M (nach Kettenregel®)

. NN
Vi)Y = (Fop X0t ) +T05 (XF1) 1) 55

=X (pkof)lp
Dabei héingt insbesondere der Ableitungsterm nur von Y o f ab.
Deﬁniere daher fiir f: N — M und beliebige Vektorfelder Y (z) € Ty, M mit
Y = ;H o f mit Funktionen z7 auf N und fiir Vektorfelder X auf N

NN
VLY = (Xp* + T o f- (X f7) 1) o 0 -
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Im Spezialfall f = a: (a,b) = M, wenn f also eine Kurve ist und X = % ist, gilt

o (.

9
o _ «@ _ Nk k N\Ne
%YZV Y = ((M) + I oa(d) ,U]) Ok
Man rechnet nach, dass dies die Eigenschaften eines Zusammenhanges erfiillt, wenn
auch die Vektorfelder aus unterschiedlichen Rd&umen kommen.

Definition 21.5. Ein Vektorfeld Y heifst parallel 1angs einer Kurve o, wenn VY =
0 gilt.

Bemerkung 21.6. Schreiben wir Y = Mk%, so ist Parallelitét dquivalent zu dem
linearen Gleichungssystem

#+Toala,pu)=0.

Theorem 21.7. Sei a: (a,b) — M eine differenzierbare Kurve. Dann bilden die
parallelen Vektorfelder lings a einen m-dimensionalen Vektorraum: Zu to € (a,b)
und v € T\ M gibt es genau ein paralleles Vektorfeld Y lings o mit Y (to) = v.

Beweis. Die Behauptung ist nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare
Differentialgleichungssysteme innerhalb einer Kartenumgebung klar. Beachte, dass
bei linearen Systemen Existenz und Eindeutigkeit folgt, sobald die Koeffizienten
stetig sind. Ein Fortsetzungsargument liefert dann die Behauptung. O

Korollar 21.8. Sei a: (a,b) — M differenzierbar und seien to,t € (a,b). Definiere
eine Abbildung Py, ¢: Tog)M — TowyM durch

T(X(to)M SV — Y(t) c Ta(f)M7

wobei Y das langs o parallele Vektorfeld mit Y (to) = v ist. Py, ist ein Vektor-
raumisomorphismus und es gilt Pt:,lt =Py,

Lemma 21.9. Sei Y ein Vektorfeld lings a. Dann gilt
« : 1
VY (to) = tlg?o m(Pt,toY(t) =Y (to))-
Beweis. Nach Theorem 21.7 existieren m linear unabhéingige parallele Vektorfelder
Yi,...,Y, lings a. Fiir diese gilt P;4,Y;(t) = Yj(to). Schreibe Y () = p/ (£)Y;(t).
Es folgt Py 4, Y (t) = p? (t)Y;(to) und

1 . .
: _ — % J(4) _ 0 .
fim o (P Y(t) = Y(to)) = Jim -— (1 (t) — 1 (to)) Y;(to)

= (1) (t0)¥;(to)
und andererseits
VY =V (WY;) = (W)Y + 1 VY,
hnrd
wobei die letzte Gleichheit aufgrund der Parallelitdt der Vektorfelder Y; gilt. [

Definition 21.10 (Torsion und Kriimmung). Seien X, Y, Z lokal definierte Vek-
torfelder. Definiere die Torsion 7" und die Kriimmung R durch

T(X,Y):=VxY - VyX — [X,Y]
und
R(X,Y)Z = vayZ — VyVXZ — V[ny]Z.

Bemerkung 21.11. T und R sind Tensorfelder, d.h. T(X,Y)|, und R(X,Y)Z|,
héngen fiir beliebiges p € M nur von den Werten X (p), Y (p) und Z(p) ab.
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Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass
T(fX,Y)=[T(X,Y), R(fX,Y)Z=[fR(X,Y)Z,

fiir eine beliebige Funktion f gilt. 3
Seien ndmlich X und X zwei verschiedene Vektorfelder mit X(p) = X(p).

T(X,Y)=T(X,Y) in p ist dquivalent zu T'(X —X,Y) = 0 oder ST (N2
i=1

0 fiir Funktionen A’ mit \*(p) = 0.
Wegen T'(X,Y) = —T(Y,X) und R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z genligt es sogar,
folgendes nachzuweisen:
(i) T(fX,Y) = fT(X,Y),
(ii) R(fX,Y)Z = fR(X,Y)Z,
(iii) R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z.
Dies gilt, denn es ist
(i)
T(fX,Y)=VxY = Vy(fX)—-[fX,Y]
— VXY — (V)X — fUy X + (Y )X — f[X, V]
(nach Bemerkung 20.9)
= fT(X,Y).
(ii)
R(fX,Y)Z =VixVyZ —=VyVixZ —V;xyv|Z
=fVxVyZ - Vy(fVXxZ) = V_vpx+fix,v1Z
=fRX,Y)Z - (Y/)\VxZ+ (Y [)VxZ
=fR(X,Y)Z.
(i)
R(X,Y)fZ=VxVy(fZ) - VyVx(fZ) - Vixy)([Z)
=Vx((YN)Z+ fVyZ) = Vy (XY + fVxZ)
- ([(X,Y]f)Z - fVix v Z
=(XYNHZ+ Y HIVxZ+(X[)VyZ + fVxVyZ
-YXNZ - (X)VyZ - (Y )IVxZ - fVyVxZ
(X, Y1NZ = fVixyZ
= fR(X,Y)Z. 0

Bemerkung 21.12. Es ist
T\, : T,M x T,M —T,M,
R, : (T,M)* - T,M = (T,M)".
Aufgrund der Identifikation T,M = (T,M)"” kénnen wir die Torsion T als (1,2)-

Tensorfeld und den Kriimmungstensor R als (1, 3)-Tensorfeld auffassen: Sei Z’ €
(Tp,M)". Dann ist T(X,Y)(Z") = Z'(T(X,Y)).

Bemerkung 21.13 (Koordinatendarstellung).

Seien %, N % Standardbasisvektorfelder zu einer Karte (U, ¢). Dann definie-

ren wir die Komponenten TZ’; und Rijl 1 durch

T (55 507) =Tiizer
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und
R (3%, 507) 5or = Rij'k -
Da T und R Tensoren sind, gilt fiir X = X* a§z7
_ ok yivi 8
T(X)Y) =T; XY 5%,
R(X,Y)Z = Rij'y XY 2" 5.

Wegen [aii , %] = 0 folgt
9 9 o k k 9
T (327> 527) =V.2 5~ V.0 oar = (Ui —T5) 5or
xt x
o o o __
R (Bzi’W) Dk 7v68_ (F]kar’") - vaa (Flka'pm)
xt 7
__0 l lé) l
— Oxt ]k Swm +F Flm Azl — 9zI Zzaxm F F]m GrU
Also gilt
l 9
Rij k= ayr 3w7r +Fzm jk F]m ik-

Durch Vertauschen von Indices und mit Hilfe der Symmetrieeigenschaften sieht
man, dass dies mit Definition 14.1 iibereinstimmt (Ubung).

22. METRIKEN UND LEVI-CIVITA ZUSAMMENHANGE

Der Einfachheit halber wollen wir ab jetzt unter einer differenzierbaren Mannig-
faltigkeit stets eine C'°°~-Mannigfaltigkeit verstehen.

Definition 22.1. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine pseudo-Rie-
mannsche Metrik auf M ist ein (0, 2)-Tensorfeld g mit folgenden Eigenschaften

(i) gle = g ist fiir alle x € M symmetrisch,

(ii) gy ist fiir alle z € M nicht entartet, d.h. aus g, (v,w) = 0 fiir alle w € T, M

folgt v = 0.
¢ heift Riemannsche Metrik, wenn zusétzlich g, (v,v) > 0 fir alle v € T, M gilt.
Damit werden alle Tangentialrdaume T, M zu Euklidischen Vektorrdumen.
Ist klar, welche Metrik wir betrachten, so schreiben wir

(v, W)z = (v, W) = gz(v,w)

fiir v,w € T, M.

FEine Mannigfaltigkeit M mit einer pseudo-Riemannschen Metrik g heifit pseudo-
Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g).

Ist die Metrik sogar Riemannsch, so heift (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Bemerkung 22.2. Sei 8 die Standardbasis zu (U, ). Setze

95 = (557 507 )

Fir X = X2, Y = YJ folgt

63:.17
(X,Y) = g;; XYY

(i) Die Symmetrie ist dquivalent zu g;; = gj;.
(ii) g ist genau dann nicht entartet, wenn rang(g;;) = m gilt.
(iii) g ist genau dann Riemannsch, wenn (g;;) > 0.

Beispiele 22.3.
(i) Fiir R™ mit dem Standardskalarprodukt gilt (X,Y) = X'Y74;;. Daher ist
M = R™ mit Metrik g;; = 0;; eine Riemannsche Mannigfaltigkeit.



50 22. METRIKEN UND LEVI-CIVITA ZUSAMMENHANGE

(ii) Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei N eine Untermannigfaltigkeit.
Dann wird N mit der auf TN eingeschrinkten Metrik eine Riemannsche Man-

nigfaltigkeit.
Dies gilt i. a. nicht fiir pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeiten.
(iii) Minkowski-Raum: R™*! mit (X,Y) = —X°Y? + > X*YE wobei X =
k=1

(X0, XL . X™)und Y = (YO, Y1, ... Y™). Es ist
-1 0 --- 0
0 1 --- 0

9= (9i3) = :

0 0 1

Man schreibt hiufiger ™!,
Der Lichtkegel (ohne Ursprung) ist durch

K = {X (X9 =Y (xM2, X0 0}
k=1
definiert; Den Ursprung haben wir herausgenommen um eine Untermannigfal-
tigkeit zu erhalten. Dann ist die Einschrankung der Metrik auf K ausgeartet:
Sei speziell p = (1,1,0,...,0). Es ist (differenziere (a(t), a(t)) = 0)

T,K = {X ER™: (p, X) =p°X° =) phxF = 0} .
k=1
Seien also X,Y € T,K, also mit X° = X! und Y° = Y''. Dann ist
(X, v) =Y Xxty*.
k=2

Dies ist fiir m > 1 ausgeartet.
(iv) Ist g pseudoriemannsch, so definieren wir

ind g, := max{dimV: V C T, M ist ein Unterraum und
gz|vxv ist negativ definit}.

ind g, ist lokal konstant, da x +— ind g, oberhalbstetig ist, und daher auf
jeder Zusammenhangskomponente konstant. Ist ind g = 1, so heiflt g Lorentz-
Metrik.

Theorem 22.4. Sei M eine C*-Mannigfaltigkeit, deren Topologie eine abzihlbare
Basis besitzt. Dann besitzt M eine Riemannsche Metrik der Klasse C*—1.

Bemerkung 22.5. Eine Mannigfaltigkeit mit abzidhlbarer Topologie ist parakom-
pakt, d. h. jede offene Uberdeckung von M besitzt eine lokal endliche Verfeinerung,
die M ebenfalls iiberdeckt. Zu dieser Verfeinerung gibt es eine untergeordnete Zer-
legung der Eins.

Verfeinerung: Seien A und B Uberdeckungen. Dann heifit A Verfeinerung von B,
wenn fiir jedes A € A ein B € B mit A C B existiert.

Lokal endlich: Eine Uberdeckung A von M heift lokal endlich, wenn fiir jedes
x € M eine Umgebung U € U(x) existiert, so dass U N A # () hochstens fiir endlich
viele A € A gilt.

Untergeordnete Zerlegung der Eins: Sei A eine Uberdeckung von M. Dann heift
(Aa)Aca eine der Uberdeckung A untergeordnete Zerlegung der Eins, falls folgendes
gilt:

(i) Aa € C* auf einer C*-Mannigfaltigkeit,
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(i) 0< Mg <1,
(iii) suppAa C A,

(iv) S Aa=1.

AcA
Beachte, dass die Summe lokal endlich ist, da die Uberdeckung lokal endlich ist.
Lemma 22.6. Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten und f: M — N
eine Immersion. Sei g eine Riemannsche Metrik auf N. Dann ist f*qg, die zuriick-
gezogene (“pull-back”) Metrik, definiert durch
fr9(X,Y) :=g(£ X, £Y) oder f*g(X,Y)(p) = g(frpXlp, fepYp)
fiir Vektorfelder X, Y auf M eine Riemannsche Metrik auf M.

Beweis. Ubung. O

Beweis von Theorem 22.4. Sei {(Uq, @)} eine Familie von Karten, die M iiber-
decken. Betrachte (ohne Wechsel der Bezeichnung) eine Verfeinerung der Uberde-
ckung durch die Mengen U,, die eine lokal endliche Uberdeckung ist. Sei )\, eine
der Uberdeckung U, untergeordnete Zerlegung der Eins.

Bezeichne ¢ die Standardmetrik auf R™. Dann ist g, := ¢} d nach Lemma 22.6
eine Metrik auf U,. Man rechnet nun leicht nach, dass

9= Xa-ga oder g(p)(X(p),Y(p)) = Aalp):0((Pa)epX (D), (Pa)pY (P))

eine Riemannsche Metrik auf M definiert. O

Bemerkung 22.7. Sei M C R™ eine Untermannigfaltigkeit. Sei P,: R" — T, M
die orthogonale Projektion. (Erinnerung: Orthogonale Projektoren sind selbstad-
jungiert, d. h. es gilt P} = P,.) Definiere (siche auch 21.2)

(Vo X)(2) = Po(dX (2)(v)).

Dies ist ein Zusammenhang auf M (Ubungsaufgabe). Sei (-,-) das Standardskalar-
produkt auf R™. Seien X,Y (tangentiale) Vektorfelder auf M, die wir lokal in eine
Umgebung von M fortsetzen. Dann gilt
(X, Y)Y =(dX (W), Y )+ (X ,dY(v))
=PY =PX
= (Vo X,Y) + (X, V,Y),
d.h. fiir (-,-) und V gilt die Produktregel.

Definition 22.8. Ein Zusammenhang V auf einer pseudo-Riemannschen Mannig-
faltigkeit (M, g) heifit pseudo-Riemannscher Zusammenhang oder metrischer Zu-
sammenhang, wenn die Ricci-Identitat

Z(X, V)= (VzX,Y)+ (X, VYY)
fiir alle Vektorfelder X,Y, Z gilt.

Bemerkung 22.9. Die Ricci-Identitdt auf der Zielmannigfaltigkeit ibertragt sich
auf Vektorfelder ldngs Abbildungen.

Beweis. Sei f: N — M eine Abbildung und X,Y Vektorfelder lings f, Z ein
Vektorfeld auf N. Sei % die Standardbasis beziiglich einer Karte (V,) von M.

Wir schreiben X = X520 f und Y = p/ 52 o f und erhalten nach Bemerkung 21.4

VEX = (ZXN) o f+ N (Vizym) o .
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ist und nach Definition

9 .
da f.(Z) = 2095 2 baw. £, ,(2(p)) = 2], 35 e
der Christoffelsymbole. Fiir Y erhalten wir eine analoge Formel. Es folgt

Z(X,Y)=Z (N (55 555) o f)
= (2N) 1 (g gz ) o F + N (20) (oo ) © f
+ 3 (£(2) (o 5)) o
(nach Kettenregel und Definition von f,(Z))
= AN (Vg g ) o f A A (e Vi) o f
(Vixy)+(x,viy). O

Hiermit werden wir spater sehen, dass o’ fiir Geodétische konstante Linge hat.

Definition 22.10. Sei (M, g) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein tor-
sionsfreier Zusammenhang der die Ricci-Identitét erfillt heifst Levi-Civita Zusam-
menhang. Es gilt folglich

(i) VxY - Vy X =[X,Y],

(i) Z(X, V)= (VzX,Y)+ (X,VzY)
fiir alle Vektorfelder XY, Z auf M.

Der mit Hilfe eines Levi-Civita Zusammenhanges definierte Kriimmungstensor

heifst Riemannscher Kriimmungstensor.

Bemerkung 22.11. Der Projektionszusammenhang ist ein Levi-Civita Zusam-
menhang.

Beweisidee. Es fehlt noch der Nachweis, dass der Projektionszusammenhang torsi-
onsfrei ist: Tj; = 0. Dazu stellen wir die Untermannigfaltigkeit lokal als graph v dar,
so dass im Ursprung Du = 0 gilt. Nimmt man als Karte die orthogonale Projektion
auf die entsprechenden Komponenten und benutzt % = (e;,u;), konstant in der
,Hohe“ fortgesetzt, so erhélt man im Ursprung Vy X = P(dX(Y)) = 0 fiir diese
Standardbasisvektorfelder. Somit folgt dort TZ; = 0 und, da die Torsion ein Tensor
ist, tiberall T = 0. O

Theorem 22.12. Sei (M, g) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gibt
es auf M einen eindeutig bestimmten Levi-Civita Zusammenhang.

Beweis. Eindeutigkeit: Sei V ein Zusammenhang mit (i) und (ii) aus Definition
22.10. Dann folgt

(22.1) 2(X,Y) @ (V,X,Y) + (X,V,Y),
(22.2) x(v,2) Y (vyy, 2) + (v, Vx 2)
DV yY, 2) + (Y, V,X) + (Y, [X, Z)),
(22.3) Y2, X) ©(Vy 2, X) + (2, Vy X)
9D v,y X) +(2,VxY) + ([Y, 2], X) + (Z,]Y, X]).

Als (22.1) + (22.2) — (22.3) erhalten wir
Z(X,Y) + X(Y, Z) - Y{Z,X)
=2(Vz X, Y) + (Y, [X, Z]) = (X, [Y, Z]) = {2, [V, X]),
(22.4) (VzX,Y)=H{Z(X,)Y)+ X(Y,Z) - Y(Z,X)}
+3{—(V[X, 2)) + (X, [V, Z]) + (Z, [V, X])}.
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Da (-, ) nicht ausgeartet ist, erhalten wir die Eindeutigkeit von V.

Existenz: Es geniigt, V mit (i) und (ii) auf einer Kartenumgebung U zu kon-
struieren. Seien nimlich VY und VV Zusammenhiinge auf U bzw. V mit (i) und
(ii), so gilt aufgrund des Elndeutlgkeltstelles VV=vVaufUnNnV.

Sei (U, ¢) eine Karte mit Standardbasis W Auf U ist V nach Bemerkung 21.3
durch die Christoffelsymbole I'¥; ’; festgelegt. Diese waren tiber

_1k _0
]'—‘Uaa:

V s 22 =
dax®

definiert. Aus

9i = (307, 507 )

erhalten wir

k _ 9 o)
Liigm = <V%va>-

X = fundY—azl

Aus (22.4) folgt mit Z = 57

6331 ?

o) 1o} o) o e} k
<V% D> W> =5 (o783t + 52791 = 5219is) = 9wl
Hieraus ist Fk eindeutig berechenbar, da gi; vollen Rang besitzt.

Definiere daher den Zusammenhang V auf U wie folgt: Fiir Vektorfelder X =
pY 621‘ und Y = uj% setzen wir

(22.5) VxY = (XpF +TEN 1) 52,

wobei gklffj = % (%gﬂ + %gu — %gij) und g;; = <8:c” 8m1> Nach Definition
ist klar, dass Ffj = 1";?1- gilt. Somit ist nach Bemerkung 21.13 V ein torsionsfreier
Zusammenhang und (i) folgt.

Nach (22.5) geniigt es nun, noch die Ricci-Identitét (ii) fiir Basisvektorfelder 575
nachzurechnen. Es gilt

o 9 o
<V%W7 @> <8z1’v axl>

_1(0 .. 0 4., _ - 1(0 .. 0 4. _ 0 .
=5 (5951 + 727 90 angm) + 3 (g9 + 927913 — Ba7 git)
_ o, _ 8 /8 8

= 927930 = Ba7 <31:j  BaT) -
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Lemma 23.1 (Symmetrien (Riemannschen) Kriimmungstensors). Der (Riemann-
sche) Krimmungstensor erfillt (23.1) fir alle Zusammenhdnge, Gleichung (23.2)
fiir torsionsfreie Zusammenhdnge und (23.3) und (23.4) fir Levi-Civita Zusam-
menhdnge:

(23.1) R(X,Y)Z = — R(Y,X)Z

(23.2) R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0, (1. Bianchi-Identitit)
(23.3) (R(X,Y)Z,U) = —(R(X,Y)U, Z),

(23.4) (R(X,Y)Z,U) = (R(Z,U)X,Y).

Beweis. (23.1) folgt direkt aus der Definition des Riemannschen Kriimmungsten-
Sors.

Da R ein Tensor ist, gentigt es, (23.2) (wie alle Identitéten hier) fiir Basisvektor-
felder ﬁ nachzuweisen. Fiir diese verschwindet insbesondere die Lieklammer. Es
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gilt

|
- 9 9 9 9 el 9 o] 9 o]
_R((')x“ B:L’J> oxk +R(W’ 8xk) ozt +R(da’“’ 611) dxT

9 9 el 9
=VoVogr—VoVaogzgrtVaoVaoga—VoVao gs

Oxt  OxJ Oxi Ozt Oxi  Oxk oxk  OxI
o o _
+Viv 0 337 -V alvifaﬂ- =0,
oxk  Oxt oxt  Ozk

da wir aufgrund der Torsionsfreiheit, V 5 8‘27 =V 5 621, vertauschen diirfen.
Statt der Antisymmetrie in (23.3) kognen wir aug}zlJnachwelsen dass
(R(X,Y)Z,Z)=0
fiir alle Vektorfelder XY, Z gilt. Aus der Ricci-Identitét erhalten wir
Y{(Z,Z)=2(NVyZ,7),
XY(Z,2) =2((VxVyZ,Z) + (Vv Z,Vx 7)),
(VxVyZ —VyVxZ Z) =4(XY(Z,Z) - Y X(Z, Z))
—1[X,Y](Z,2) = (Vix.y) 2. 2).

Dies war aber gerade die Behauptung.
Zu (23.4): Es gilt

(23.1) (23.2

22 (R(X, Z2)Y,U) + (R(Z,Y)X,U),
(23.2)

(R(X,Y)Z,U) — (R(Y, X)Z,U)

(23.3)

(R(X,Y)Z,U) — (R(X,Y)U, Z) (R(Y,U)X, Z) + (R(U, X)Y, Z).

Aufsummieren liefert

2{R(X,Y)Z,U) =(R(X,2)Y,U)+ (R(Z,Y)X,U)
+{(RY,U)X,Z)+(R(U,X)Y, Z).
Durch Umbenennen erhalten wir
2AR(Z,U)X,Y)=(R(Z,X)U,Y)+ (R(X,U)Z,Y)
+(R(U,Y)Z, X)+ (R(Y, 2)U, X).

Wie man durch Anwenden von (23.1) und (23.3) sieht, stimmen in beiden Glei-
chungen die Terme rechts {iberein. Die Behauptung folgt. O

Ab jetzt sei (M, g) stets eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit zugehorigem
Levi-Civita Zusammenhang.
Definiere

E(X,)Y) =(R(X, Y)Y, X)=(R(Y,X)X,Y) =k(Y, X).

Wir méchten R mit Hilfe von k alleine ausdriicken. Es ist
RX,Y+2Z2)Y+Z)=R(X, Y)Y+ R(X,Y)Z+ R(X,2)Y + R(X,2)Z,
RX+ZY)X+Z)=R(X,Y)X+R(X,Y)Z+R(ZY)X +R(Z)Y)Z,

0=R(X,Y)Z+R(Y,X)Z.

Nach Addition erhalten wir, da sich die unterstrichenen Terme aufgrund der 1.

Bianchi-Identitét gegenseitig aufheben

RX,Y+Z2)(Y+2Z)-RY, X+ 2Z)( X+ 2)
=R(X,)Y)Y -RY,X)X+3R(X,Y)Z+R(X,Z2)Z — R(Y, Z)Z,
BRIX,)Y)Z=RX, Y+2)(Y+2Z2)-RY,X+2)(X+2)-RX, Y)Y
(23.5) +RY, X)X —R(X,Z)Z+ R(Y,Z)Z.

~—
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Beachte, dass das zweite und das dritte Argument auf der rechten Seite jeweils
iibereinstimmen.
Definiere

(23.4) (23.1), (23.3)

qZ(X, Y) = <R(X, Z)Z, Y>
=qz(Y, X),

(R(Z, )X, Z) (R(YY,2)Z,X)

wobei sich die Referenzen auf die Symmetrieen in Lemma 23.1 beziehen. Somit ist
qz(+,-) symmetrisch. Es gilt gz (X, X) = k(X, Z). Aufgrund der Polarisationsformel
ist
QZ(X7 Y) = %<QZ((X + Y)7 (X + Y)) - QZ(XaX) - QZ(Y7Y))

=3 (k(X +Y,2) — k(X, Z) = k(Y, 2)).

Nach (23.5) folgt

HR(X,Y)Z,U) =qv42(X,U) — qx4+2z(Y,U) — qv (X, U)
+QX(Y7 U) - QZ(Xa U) + QZ(Ya U)

Wir kénnen also (R(-,-)-,-) mit Hilfe von k(-, -) schreiben und erhalten insbesondere

Lemma 23.2. Ist R ein (1,3)-Tensor mit den Symmetrien aus Lemma 23.1 und
ist k(X,Y) = (R(X,Y)Y, X), so ist R durch k eindeutig festgelegt. Insbesondere
sind R =0 und k =0 dquivalent.

Um das Verhalten von k(X7, X3) unter linearen Transformationen zu bestimmen

setzen wir Y; = >~ ¢;;X; und erhalten
j=1,2

k(Y1,Ys) =(R(Y1,Y2)Ys, Y1)
= (R(c11 X1 + c12X2, 21 X1 + 22 X2)c21 X1 + 22 X2, c11 X1 + c12X2)
=150 (R(X1, X2) X2, X1) + cricaaca1c12{R( X1, Xo) X1, Xo)
+ craca1co1c12(R(X2, X1) X1, X2) + crze21020¢11 (R(X2, X1) Xo, X1)
= (3 c2y + Cocay — 2c11Conc19C01 ) (R(X 1, X2) X2, X1)
= det(ci;) 2 (R(X1, X2) Xa, X1).

Betrachte Ry und ki mit

(R1(X,Y)Z,U) = det (i)}i’g é;;)
X, U)Y, Z) = (X, Z){Y,U)
:<< ) > _<X72>Y»U>v
=R (X,Y)Z

F1(X,Y) = (R (X, Y)Y, X) = det ( X,
= [ XY - (X, Y)%
Symmetrieeigenschaften von Rj: Nach Definition folgt direkt
Ri(X,Y)Z = —Ry(Y,X)Z, (Ri(X,Y)Z,U)=—(R\(X,Y)U,Z)
und aus der ausmultiplizierten Form (R (X,Y)Z,U) = (R1(Z,U)X,Y). Aus
Ri(X,Y)Z = (Y, Z2)X — (X, 2)Y
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erhalten wir direkt die 1. Bianchi-Identitét:
Ri(X,)Y)Z+R(Y,2) X +R(Z,X)Y =Y, 2)X —(X,2)Y
F(X,2)Y — (X,Y)Z
+(X,Y)Z—-(Y,Z)X =0.

Somit erfiillt Ry die Symmetrieeigenschaften aus Lemma 23.1. Weiterhin gilt nach
der Schwarzschen Ungleichung

ki(XY) = XY (X, Y)* > 0
mit Gleichheit genau dann, wenn X und Y linear abhéngig sind.

Definition 23.3 (Schnittkrimmung). Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltig-
keit. Definiere die Schnittkriimmung der von den linear unabhéngigen Vektoren
X, Y aufgespannten Ebene durch
XY X, Y)Y X
K(X)Y):= X, Y) = <§( ’2> . X) 5
k(X Y) XY = (X, Y)

Da sich k1 und % unter linearen Transformationen gleich transformieren ist die
Schnittkriimmung wohldefiniert und héngt nur vom von X und Y erzeugten zwei-
dimensionalen Teilraum ab.

Lemma 23.4. Hdingt die Schnittkrimmung K in p € M nur von p und nicht vom
durch X und Y bestimmten zweidimensionalen Vektorraum in T,M ab, so gilt

RX,Y)Z =K -R(X,Y)Z =K -((Y,Z)X —(X,Z)Y).
Beweis. Setze
Ro(X,Y)Z := R(X,Y)Z — K - R{(X,Y)Z.

Dann erfiillt Ry die Symmetriebedingungen aus Lemma 23.1. Fiir das zugehorige
ko gilt

k2(X,Y) = (R2(X, Y)Y, X) = (R(X, Y)Y, X) — K- (R (X, Y)Y, X) = 0.
—k1 (X,Y)

Die Behauptung folgt nun aus Lemma 23.2. O

Lemma 23.5. Fir eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit M des R3 stim-
men die Schnittkrimmung K und die Gaufische Kriimmung K = A1 - Ao tberein.

Beweis. Ubung. O

Wir wollen die Symmetrien aus Lemma 23.1 auch noch in Koordinaten aufschrei-
ben.

Bemerkung 23.6. Wir hatten

k0 . 8 9.\ 9
Rij lozF " — R (ami’ arj) !

definiert. Setze
Rijri = gralij®1.
Dann erhalten wir
Rijri = — Rjin = —Rijik = Ry,
0 = Rijr + Rjigi + Ry,
da wir in der ersten Zeile fiir die letzte Gleichheit noch in jedem Pérchen die Rei-

henfolge gedndert haben. Die Bianchi-Identitdt gilt aufgrund der obigen Symme-
trieeigenschaften auch fiir zyklische Permutationen von drei beliebigen Indices.
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Definition 23.7 (Ricci- und Skalarkriimmung).
Seip € M. Dannist X — R(X,U)V fiir feste U,V € T,,M ein Endomorphismus von
T,M. Wir definieren die Riccikriimmung Ric als Spur dieses Endomorphismusses

Ric(U, V) :=tr(X — R(X,U)V).
Zur Darstellung in lokalen Koordinaten: Sei X, ..., X, eine Basis von T, M. Sei
T : T,M — T,M ein Endomorphismus. Dann gibt es eine Matrix T, so dass
TX,; = T? X; gilt. Nach Definition ist tr7" = 7;. Um dies auf den Riemannschen

Kriimmungstensor anwenden zu kénnen, bilden wir das Skalarprodukt der Tij defi-
nierenden Gleichung mit X} und erhalten

(TX;, Xi) = T)(X;, Xie) = T/ gji-

Auch hier wollen wir wieder die Inverse der Metrik mit (¢*/) bezeichnen. Wir mul-
tiplizieren mit ¢** und erhalten

(TXi, Xi)g™ =T/ gjrg™ =T/6' =T} =t T.
Wir erhalten somit fiir den Riccitensor
Ric(U, V) = ¢"* (R(X;, U)V, X}) = ¢ (R(U, X;) Xy, V)
=g""(R(Xy, V)U, X;) = Ric(V, U).
Somit ist Ric symmetrisch und es gilt
Rij := Ric (53, 507) = (R(52r: 57) 57 5ar) 9"

= (R 5% 5or) 9" = Rii™ jgmig"

=Rii"; = Riuj g™ = Rirjug™.
Wir definieren die Skalarkriimmung R als

R = R”g”

Bemerkung 23.8. Multipliziert man einen Tensor mit einem anderen, z.B. mit
der Metrik oder ihrer Inversen, und verringert sich so nach Anwendung der Einstein-
schen Summenkonvention die Anzahl der ,freien” Indices, d. h. der Indices, iiber die
nicht summiert wird, so bezeichet man dies als Verjlingen oder Zusammenziehen.

Den Ubergang von Rijr zu Rijkl bezeichnet man als Heben eines Indexes und
die umgekehrte Operation als Senken eines Indexes.

Bemerkung 23.9. Die allgemeine Relativitdtstheorie beschreibt das Universum
als vierdimensionale Mannigfaltigkeit mit pseudo-Riemannscher Metrik. Nach Dia-
gonalisieren von g;; sind drei Eintrége der Form g;; positiv und einer negativ.

Die Einsteinschen Feldgleichungen verkniipfen den (symmetrischen) physikalisch
gegebenen Energie-Impuls Tensor T;; mit der Geometrie der Mannigfaltigkeit

Rij — 5Rgij = Tij.
FEine Losung der Einsteinschen Feldgleichungen ist eine Mannigfaltigkeit, die diese
Gleichungen erfiillt.

Bemerkung 23.10. Mit Hilfe des Ricciflusses
0]
&gij
hat Grigori Perelman 2002/03 u. a. die Poincarévermutung bewiesen:
Eine geschlossene zusammenhéngende dreidimensionale Mannigfaltigkeit M mit
trivialer Fundamentalgruppe (M) ist homdomorph zu S3.
Entsprechende Aussagen fiir n > 5 wurden von Stephen Smale 1960 und fiir
n = 4 von Michael Freedman 1982 mit anderen Methoden gezeigt.

= —QRij
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Nach weiterer Vorbereitung wollen wir den folgenden Satz zeigen

Theorem 23.11 (Schur). Ist dim M > 3 und hdngt die Schnittkrimmung K nur
vom Fufpunkt ab, so ist sie lokal konstant.

Bemerkung 23.12.
(i) Wir wollen einen gegebenen Zusammenhang auf beliebige Tensorfelder aus-

dehnen. Sei zunéchst w eine 1-Form. Dann soll die folgende Form der Pro-
duktregel gelten

X(@(¥)) = (Vxw)(¥) +w(VxY).
Daher definieren wir

(Vxw)(Y) = X (w(Y)) —w(VxY).

An der rechten Seite dieser Formel sieht man, dass Vxw (falls es ein Tensor
ist) wieder eine 1-Form ist. Wir behaupten, dass V xw dann selbst wieder ein
Tensor ist: (Vxw)(Y +Z) = (Vxw)(Y) + (Vxw)(Z) ist klar. Direkt aus der
Definition von V xw erhalten wir, dass V xw beziiglich X tensoriell ist, d. h.
es gilt

Vixw= fVxuw,

und dass V xw beziiglich w derivativ ist, d. h. es gilt
Vx(fw) = (Xflw+ fVxw,

fiir jeweils alle Funktionen f.
Daher geniigt es, fiir alle (glatten) Funktionen f

(Vxw)(fY) = fVxw(Y)
zu zeigen. Dies gilt, da
(Vxw)(fY) =X (w(fY)) = w(Vx(fY)) = X(fw(Y)) = w(Vx(fY))
= (X)) + X () —w(X )Y + fVxY)
=fX(w(Y) - fw(VxY)) = f(Vxw)(Y).

Allgemeiner seien Yi,...,Y, Vektorfelder, wi,...,w,; 1-Formen und S ein
(¢, p)-Tensor. Dann definieren wir VxS durch die Relation

X(S(Yla"'ay%vwlw'-,wq))
:VXS(YM...,Yp,wl,...,wq)

p
+) SM,. Y, VXY Y, Y w L wg)

i

I
-

+

-

Il
-

S(}/la v 7}/;07("-)17 s awj—17vaj7wj+1; B awq)'

J
Analog zu oben rechnet man nach, dass sich VxS tensoriell beziiglich X und
derivativ beziiglich S verhalt.

(ii) Fiir den Levi-Civita Zusammenhang einer pseudo-Riemannschen Mannigfal-
tigkeit (M, g) gilt Vg = 0, denn es ist

(Vzg)(X,Y) = Z(9(X,Y)) —g(VzX,Y) —g(X,VzY) =0

aufgrund der Ricci-Identitét.
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(iii) Zur Koordinatendarstellung: Sei w = w;dz* eine 1-Form auf U. Da sich V xw
in w derivativ verhélt, gilt

Vxw = (Xw;)dz' + w;Vxdz'.

Somit geniigt es, V g dz’ auszurechnen. Nach Definition ist
OxI

(Vxw)(Y) = X(w(Y)) - w(VxY).

Wir wenden dies mit w = dz’, X = 52> und Y = 5%
A ox

- an und erhalten
(7.0, d0") () =38 (@' () — ' (7 o )
= %(5;@) — da’ (Fﬂc Dol r)
= — I8 = —T%,.

Dies sind die Koeffizienten in einer Darstellung beziiglich der Basis dz*. Somit
erhalten wir

V o da' = (Vada:’) (a%)d = —Flkdx
Oz OxJ
Also ist
Vxw=V,_ o (wide') =X (Frw)da’ — X7,y da”

" OxI
= X‘] (@UJ}C F ) dx
Da wir stets fordern, dass eine Produktregel gilt, erhalten wir Ableitungsregeln
fiir allgemeine Tensoren, z. B. fiir T = T? 2. dx’

J Ozt
Vo (T}3%da’) = (3%1]) 5% da’ +T1V axbdx] +T}55V o dal
Era Erd
= (3xk TZ) g da’ +TZF,“ garda’ — T;agw Tyda’.

Wir benutzen auch die Schreibweise V X = V,;X. Ist klar, dass es sich bei

einer Grofe wie T um einen Tensor handelt so schreiben wir auch in Kurzform

Vil =T}y = 5% T} + T)Ty, — T/Th; = T ) + T}, — TiTY,.

dx’“
Komma und Strichpunkt haben hier dieselbe Bedeutung wie in X ;; und X;;
ganz am Anfang des Kurses. Mit Komma abgetrennte Indices bezeichnen par-
tielle Ableitungen, mit Strichpunkt abgetrennte Indices bezeichnen kovariante
Ableitungen, also unter Verwendung eines Zusammenhanges definierte Ablei-
tungen.

Sei w eine 1-Form. Vjw = wi;kdxi hat die Koordinaten wj,;. Der Ausdruck
ist tensoriell in & wenn wir ein Vektorfeld X = X % auf w;., X kdz? abbilden.
In diesem Sinne erhalten wir durch kovariantes Ableiten aus einem (0,1)-
Tensor einen (0,2)-Tensor und entsprechend aus einem (r, s)-Tensor einen
(r,s + 1)-Tensor.

(iv) In einem Koordinatensystem, in dem in einem Punkt p die Christoffelsymbole
verschwinden, d. h. Ff’j (p) = 0 gilt, stimmen kovariante und partielle Ablei-
tungen {iberein, T, = T;,. (Achtung: Dies gilt nur in einem Punkt. Ein
nochmaliges Ableiten fiihrt gerne zu Fehlern.)

(v) Fiir eine Funktion u : M — R* schreiben wir Viu =V o u = %u.
ozt ’

Das folgende Lemma charakterisiert, wann es genau Karten gibt, so dass die
Christoffelsymbole in einem Punkt verschwinden. Wir werden es nicht beweisen,
sondern spéter (Proposition 24.10) auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit Hilfe



60 23. KRUMMUNG

von Geodéatischen Koordinatensysteme konstruieren, in denen die Christoffelsym-
bole verschwinden. Das folgende Lemma funktioniert insbesondere auch fiir nicht
metrische (= nicht Levi-Civita) Zusammenhénge.

Lemma 23.13. Auf einer Mannigfaltigkeit mit einem Zusammenhang verschwin-
det die Torsion in einem Punkt p genau dann, wenn es ein Koordinatensystem um
p gibt, in dem die Christoffelsymbole in p verschwinden.

Lemma 23.14 (2. Bianchi-Identitit). Fir einen torsionsfreien Zusammenhang gilt
VxR(Y,Z)U+VyR(Z,X)U+VzR(X,Y)U =0.
(Wir schreiben Vx R(Y, Z)U = (VxR)(Y, Z)U.)

Beweis VR ist ein Tensor Daher geniigt es, die Behauptung fiir X = W Y = 8;8] ,
Z = axk und U = 8 == zu zeigen. Wir benutzen bereits, dass wir ein Koodinatensys-
tem wéhlen kénnen, in dem die Christoffelsymbole in einem festen Punkt verschwin-
den (Lemma 24.10). Weiterhin benutzen wir, dass in diesem Punkt kovariante und
partielle Ableitungen iibereinstimmen. Terme, die quadratisch in den Christoffel-
symbolen sind, verschwinden dabei. Wir benutzen die Koordinatendarstellung des
Riemannschen Kriimmungstensors aus Bemerkung 21.13.

) a a
0= WRjknl + @Rkinl + WRijnl
_ 0 9 o) o o n o) ny\ __
— Ozt ( Dz F 8x"r ) + Bz ( Bmkr Baclr ) + ra ( Ozt gl aacj il) =0.
‘W—’ R/—/ ~—— ‘W—/ N——

Beweis von Theorem 23.11. Sei K die Schnittkriimmung. Nach Lemma 23.4 gilt
R(Y,Z)U =K -({(Z,U)Y —(Y,U)Z).
Es folgt

(VxR)(Y, Z)U =V x(R(Y, Z)U) — R(VxY, Z)U — R(Y,Vx Z)U — R(Y, Z)V xU
=(XK)((Z2,U)Y = (Y,U)Z) + K(X(Z,U)Y = X(Y,U)Z)
—_— Y—

K({(Z,U)VxY —(Y,U)VxZ)

- K({(Z,U)VxY - (VxY,U)Z)

- K({(VxZ,U)Y - (Y,U)VxZ)

— K({(Z,VxU)Y —(Y,VxU)Z).

Dabei heben sich die Terme und aufgrund der Ricci-Identitit gegenseitig
auf. Also gilt

(VxR)(Y.2)U = (XK)({Z.U)Y ~ (Y.U)Z).
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Die 2. Bianchi-Identitét liefert nun
0=VxR(Y,2)U+VyR(Z,X)U+VzR(X,Y)U
=(XK)(Z2,U)Y = (Y,U)Z)
+ YK)(X,U)Z —(Z,U)X)
+(ZK){(Y, U)X — (X, U)Y).

Da wir dim M > 3 angenommen haben, kénnen wir X,Y,Z in einem beliebigen
Punkt als Orthonormalsystem wihlen. Setze U := Z. Es folgt

0= (XK)Y — (YK)X.

Da X und Y linear unabhéngig sind, folgt bereits X K = 0 = Y K. Somit ist K wie
behauptet lokal konstant. O

Das folgende Lemma taucht héufig in geometrischen Rechnungen wie z. B. bei
Flussgleichungen auf.

Bemerkung 23.15 (Vertauschen kovarianter Ableitungen). Sei T ein (1, 1)-Tensor.
(Fiir allgemeinere Tensoren ist auf jeden einzelnen oberen bzw. unteren Index die
hier hergeleitete Formel anzuwenden.) Sei T = (T j’) Wir wollen wieder benut-

zen, dass wir ein Koordinatensystem wahlen kénnen, in dem I‘; i einem festen
Punkt verschwindet. Dafiir wollen wir in dieser Bemerkung die ad hoc Notation L
verwenden. Es gilt
VT =Tjp = Ty + T} Ty — Tr T
VAT = (T} + TS~ ThaJt - T T
= j,kl + T}”Fim,z - 1Ty, Kol
VieViT! T+ T — TETT
VieViT} = ViV T 2T (T i — Dhom) — T (U7 = T )
£ T Rig'm — Ti Ria™ 5,
ViViT, = VeI =Ty — Thgy = T Ria vy — Tl Rid™ .
Die letzte Zeile gilt wieder allgemein, d.h. in jedem Koordinatensystem, da nun

beide Seiten wieder tensoriell sind. (Das Produkt zweier Tensoren ist wieder ein
Tensor, algebraisch das Tensorprodukt S ® T'.)
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Wir orientieren uns an [5].

Sei (M™, g) stets eine Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension m mit Me-
trik g und Riemannschem Zusammenhang V. Fiir Definition und erste Eigenschaf-
ten bendtigt man die Riemannsche Metrik noch nicht.

Definition 24.1. Eine Geodétische in M ist eine Kurve -y, so dass

D5(t)

=0
dt

(241) V(1 () = Vi =

flir t im Definitionsbereich, einem Intervall, gilt.

Bemerkung 24.2.
(i) Es gilt

d, o d, ./ Di\ _
Gl = gt =2 (5. 51) =0
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(i)

(v)

(vi)
(vii)
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fiir eine Geoditische 7. Daher ist ||| lokal konstant. Die Bogenlénge einer
Kurve ist durch

swz/mmwr
0

gegeben. Somit ist s = at 4+ b fiir Konstanten a,b € R. Manchmal ist es
niitzlich, 4 # 0 vorauszusetzen.
Seien (U, ¢) Koordinaten nahe p € M. Dann lautet (24.1) in Koordinaten
2.k i Jad

dd; —l—Ffj(vl,...,’ym)d; % =0 firk=1,...,m
mit 7 = (71(¢)).
Ist M C R™ eine eingebettete Untermannigfaltigkeit, so besagt (24.1), dass
% = ()T = 0 ist, d.h. dass der tangentiale Anteil der zweiten partiellen
Ableitung verschwindet oder dass die zweite partielle Ableitung orthogonal
zu M ist.
Zu p € M gibt es eine Umgebung p € U C M und Konstanten §,e > 0, so dass
fiir alle ¢ € U und alle X € T, M mit || X|| < ¢ eine eindeutige Geoditische
v:(=4,6) = M mit v(0) = ¢ und 4(0) = X existiert.

Beweis. Da (24.1) ein System gewohnlicher Differentialgleichungen ist, besitzt
es lokal eine eindeutige Losung. O

Sei y(t) = (y1(t),...,7™(t)) eine Geoditische. Dann ist auch a(t) = (ut) fiir
u > 0 eine Geodétische. Daher konnen wir durch Verkleinern von € > 0 in (iv)
(auf 3ed) auch annehmen, dass alle Geoditischen auf dem Intervall (—2,2)
definiert sind.

Die Eigenschaft, Geodétische zu sein, ist eine lokale Eigenschaft.

Die Eigenschaft, Geodétische zu sein, ist unter lokalen Isometrien erhalten, da
(24.1) nur vom induzierten Zusammenhang abhéngt.

Beispiel 24.3.

(i)

Im R™ vereinfacht sich (24.1) zu % = 0. Daher sind affine Geraden v = at+b
Geodaétische und affine Geraden, die proportional zur Bogenldnge parametri-
siert sind, sind Geodétische.

Sei M = S! x R. Dann ist M lokal isometrisch zu R2. Zwischen zwei verschie-
denen Punkten auf M gibt es unendlich viele Geodétische, sie ,winden sich“
unterschiedlich oft um den Zylinder herum.

Eventuell: Wie bestimmt man den Abstand von zwei Punkten auf einer Wiir-
feloberfliche? Antwort: Man vergleiche alle Geraden, die sich durch geeignetes
Abrollen des Wiirfels auf R? ergeben, die alle durch Abrollen entstandenen
Bilder dieser beiden Punkte verbinden.

Sei M = S™ c R™*L. Dann sind die Geodiitischen gerade die Grofkreise:
Grofkreise sind (nach einer Rotation der Sphére) durch

7 it = (cos(at),sin(at),0,...,0) € R™T a >0,

gegeben. Es gilt §(t) = —a?y(t). Daher sind die zweiten partiellen Ableitungen
normal und diese Kurven sind Geodétische. Da es aber zu jedem Anfangspunkt
und zu jeder Anfangsrichtung eine solche Kurve gibt, sind dies (aufgrund des
lokalen Eindeutigkeitssatzes fiir gewohnliche Differentialgleichungen) bereits
alle Geodétischen (die nicht mehr erweitert werden kénnen).

Sei M = T? = S' x S! = R?/Z2. Dann sind die Geodétischen gerade die
Bilder von Geraden in R?. Bei rationaler Steigung erhalten wir periodische
Geodétische, bei irrationaler Steigung ist das Bild der Geodétischen dicht in
R2.
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Definition 24.4. Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M und X € T, M.
Sei v : [0,1] — M eine Geodétische mit y(0) = p und 4(0) = X. (Ist || X| klein
genug, so existiert solch eine Geodétische aufgrund des lokalen Existenzsatzes.) Wir
definieren exp,(X) := (1) € M.
Bemerkung 24.5.
(i) Sei « :[0,1] — M eine Geodétische mit y(0) = p und 4(0) = X. Dann ist
7(t) = exp,(tX): Betrachte J(t) = y(at). Dann ist 7 eine Geoditische. Es gilt
7(0) = v(0) = p und 7(0) = a¥(0) = aX. Somit ist exp,(aX) = 7(1) = v(a).
Wir setzen t := « und erhalten die Behauptung.
(ii) Die Lénge der Geodétischen ~(t) = exp,(tX) von p nach exp,(X) ist

/Ilﬁ(t)\l dt = [[¥(O)[} = X,
0

da ||| konstant ist.

Proposition 24.6.

(i) Fiir jeden Punkt p € M gibt es ein € > 0, so dass exp, : T,M — M, einge-
schrinkt auf {X € T,M : || X|| < €}, glatt ist.

(i) Fir jeden Punkt p € M ist die Abbildung ® : Q@ — M, Q C TM geeignet,
definiert durch

®(q, X) = (g, exp, X),

ein Diffeomorphismus von einer Umgebung W von (p,0) € TM auf eine Um-
gebung von (p,p) € M x M.

Beweis.
(i) Dies folgt direkt aus dem lokalen Existenzsatz.
(ii) Zu einer Karte (U, ¢) fiir M gibt es eine Karte (Ty M, ¢,) fir TM mit

o TuM —o(U) x R™,

= 0
Pxq (2 a'(q) o
Daher besitzt ® in lokalen Koordinaten die Darstellung
) (ql,...,qm,Xl7 - 7Xm) = (ql, .. .,qm,exp}](X),...,exp;”(X)) .

Wir wollen nun nachweisen, dass ®, (, 0y regulér ist. Dann folgt die Behaup-
tung aus dem Satz iiber implizite Funktionen. Zunéchst halten wir dazu X = 0
fest und variieren ¢. Da exp,(0) = ¢ fiir alle g gilt, folgt

0PI id
(W (@ O)> iz (id) '

) ~ (p(q).a* (@), ... (q)).

1<j<2m
Wir betrachten nun ¢ = p und X = te; = (0,...,0,¢,0,...,0), daT,M = R™.
Dann gilt
d d
rn te; = —7(t = €4,
77 XPy(tei) . prlQ) e

da exp,(te;) eine Geoditische v mit v(0) = p und ¥(0) = e; ist. Folglich

erhalten wir .y
PJ 0
(aXi (p,O)) it (id)'

1<j<2m
Zusammengenommen erhalten wir also

id 0
q)*’(P’O):(id id)
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und die Behauptung folgt.
O

Theorem 24.7. Zu p € M gibt es eine Umgebung U von p und € > 0, so dass
folgendes gilt:
(i) Fir je zwei Punkte q,q' € U gibt es eine eindeutig bestimmte Geoddtische von
q nach q¢' mit einer Lange kleiner als €.
(i) Diese Geoditische ist durch t — exp,(tX), 0 <t <1, fiir ein X € T,M mit
| X|| < e gegeben und héingt in glatter Weise von q und q' ab.
(iii) Fiir jedes q € U ist
exp, {X € T,M : || X|| <e} —exp, {X € T,M : || X] <e})C M
ein Diffeomorphismus.

Bewets.

(i) Sei (V,1)) eine Karte um p. Sei W die Umgebung aus Proposition 24.6 von
(p,0) € TM. Sei m: TM — M die Projektionsabbildung des Tangentialbiin-
dels. Indem wir gegebenenfalls W verkleinern, diirfen wir annehmen, dass
m(W) C V gilt. Da die Metrik g stetig ist, gibt es ein € > 0 und eine offene
Umgebung U’ C M von p, so dass

W= | J{(uwX): X e TLM, |X]| <elcW
ueU’

gilt. Die Abbildung ® von Proposition 24.6 ist ein Diffeomorphismus von W’
auf ®(W'). ®(W’') ist eine offene Umgebung von (p,p) in M x M. Somit
enthélt ®(WW') insbesondere auch eine Menge U x U, wobei U eine geeignete
offene Umgebung von p ist. Daher gibt es zu (q,¢") € U x U einen eindeutig
bestimmten Punkt (¢, X) = ®'(q,¢’) € W’. Somit gilt ¢’ = exp, X fiir ein
X € T, M mit || X|| < e. Die Eindeutigkeit folgt nach Konstruktion, da ® ein
Diffeomorphismus ist.

(ii) Dies folgt direkt aus dem Beweis von Proposition 24.6.

(iii) Da ® ein Diffeomorphismus von W’ auf das Bild in M x M und in der ersten
Komponente die Identitdt ist, ist auch equ(-)7 die zweite Komponente von
®(q, -), ein Diffeomorphismus von {X € T,M : || X|| < ¢} auf das Bild in M.

O

Bemerkung 24.8. Man kann U sogar geodéatisch konvex wéhlen, d.h. jede
Geodatische aus (i), die ¢ und ¢’ verbindet, liegt auch in U. Vergleiche dies mit
Kugeln im R™.

Bemerkung 24.9. Mit Hilfe der Exponentialabbildung wollen wir besonders gute
Koordinatensysteme konstruieren: Sei p € M. Fixiere € > 0 klein genug, so dass
exp,, ein Diffeomorphismus von {X € T, M : || X|| < e} auf das Bild U ist. Sei
€1, ..., en eine Orthonormalbasis von T, M. Dann gilt fir X = X'e; € T,M, dass

1X)1?2=> (Xi)2 ist. Wir definieren eine Karte ¢ durch

i=1
@ 1 exp, (Xiei) — (Xl, .. 7Xm) .
Wir erhalten eine surjektive Abbildung ¢ : U — BI*(0) C R™.
Die so definierten Koordinaten heifsen Normalkoordinaten.

Proposition 24.10. In Normalkoordinaten um p € M gilt:
(i) Geoditische durch p sind gerade Linien der Form v = b't mit b' € R, i =
1,...,m.
(ii) 9ij(0) = d;;.
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(iii) T%,(0) = 0 und 92¢(0) = 0 fir alle i,j,k =1,...,m.

Beweis.
(i) Geoditische durch p sind durch ¢ — exp, (tX) gegeben.
(ii) Dies folgt aus den Rechnungen in Proposition 24.6, da rechts unten in der
Matrix die Identitét steht.
(iii) Fiir @ € R™ ist t — ta eine Geoditische in Koordinaten. Die Gleichung
dyr eyt dy?
ez YV dt dt
liefert dann I'};(0)a’a’ = 0. Da I'}; in i und j symmetrisch ist, folgt daraus
Ffj (0) = 0. Schlieflich gilt im Ursprung

0 =T}t + Ii;gu
_1 (agkj 9gij 59ki> 1 (3gm‘ 9gji 3gkj> _ Ogij
2 2

Oxi * oxk ox?

ozt oxk  Ozi T 9xk

O

Bemerkung 24.11. Proposition 24.10 und der Satz von Taylor liefern, dass in
einem Normalkoordinatensystem

9ij = 0ij + O (|z*)

gilt. Damit ist die Metrik bis zur ersten Ordnung euklidisch. Dies l4fst sich auch
im allgemeinen nicht auf zweite Ordnung verbessern, da sonst der Riemannsche
Kriimmungstensor im Ursprung verschwinden wiirde.

Lemma 24.12. Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann ist M ein
metrischer Raum vermége

d(p. ) = inf L(3),

wobei p,q € M sind und das Infimum diber alle stiickweisen C*-Kurven mit y(0) = p
und y(1) = q gebildet wird. L(vy) bezeichnet dabei die Linge der Kurve ~:

L) = [Vl = [ out®)e @6 i
0 0

und v = 7.

Beweis.

(i) d(p,q) = d(g,p) ist klar.

(ii) d(p,q) > 0. Fiir p # ¢ verlaft eine beliebige Kurve ~, die p mit ¢ verbindet in
einer Karte (U, ¢) eine Kugel B.(0) = B.(¢(p)). In B.(0) gilt g;; > ¢ - 6;; fiir
ein § > 0. Also folgt wie im R™, dass L(v) > ¢ -/ ist.

(iii) Dreiecksungleichung: Seien p,q,r € M und sei e > 0. Zeige, dass

d(p,q) < d(p,r) +d(r,q)

gilt: Sei y; eine Kurve von p nach r mit L(vy1) < d(p,r) + € und sei ¥ eine
Kurve von r nach ¢ mit L(y2) < d(r,q) + €. Dann ist

(1) = {71(215), 0<

<t<
eine stiickweise C''-Kurve von p iiber r nach ¢ und es gilt

L(y) = L(m) + L(y2) < d(p,r) + €+ d(r,q) +&.
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Wir betrachten nun das Infimum iiber alle Kurven ~, die p mit ¢ (nicht not-
wendigerweise {iber r) verbinden. Es folgt

d(p,q) < d(p,r) +d(r,q) + 2.

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.
O

Theorem 24.13. Seip € M. Dann gibt es eine Ungebung U von p und ein € > 0,
so dass zu je zwei Punkten q,q' € U eine eindeutige Geoddtische v von q nach ¢
existiert, deren Linge kleiner als € ist. Es gilt L(y) = d(q,q’), wobei L die Linge
bezeichnet und d die von der Riemannschen Metrik induzierte Distanzfunktion ist.

Sei w eine weitere stickweise glatte Kurve, die q und q' verbindet. Dann gilt
L(w) > L(v) und die Ungleichung ist strikt ausser wenn w eine Umparametrisierung
von 7y 1st.

Beweis, Anfang. Aus Theorem 24.7 folgen die Existenz- und Eindeutigkeitsaussage.
Fiir den Rest des Beweises benotigen wir noch einige Lemmata. (]

Lemma 24.14. Sei W eine offene Umgebung von (ug,vo) € R? und F : W —
M eine glatte Abbildung. Dann sind g—i = F*% und %—f Tangentialvektoren an
die Kurven v = konstant und u = konstant (dies ist nur im reguldren Falle eine
sinnvolle Aussage). Wenn wir mit a% und % die kovarianten Ableitungen entlang

dieser Kurven bezeichnen, gilt

Dor _ Dor
ovou  Oudv’
Beweis. Sei X ein Vektorfeld entlang F(W) und gelte
; 0 ; 0
X =X - = X* —
(10) = X = K|
in Koordinaten. Dann ist nach Bemerkung 21.4
DX ox* OF7N\ 0
= _ rkxi=— ) —.
dv < ov Tt g > Ok

Insbesondere folgt also
D OF (82F’c kBFi(')FJ) 0  DOF

doou  \Gudv 9w 0v ) 9k Gudv
O
Lemma 24.15. Unter denselben Voraussetzungen wie eben gilt
or or] _
ou’ v |

Beweis. Dies folgt aus einer Ubungsaufgabe, da
(50 5] = [Fegm: Feg] = Fu [35 53] = 0
gilt.
Alternativ: Sind 2—5 und % linear lokal unabhéngig, so sind es Koordinaten-
vektorfelder in einem geeigneten Koordinatensystem, fiir die die Lieklammer ver-
schwindet. Im allgemeinen Fall folgt dies direkt hieraus durch Approximation. O

Lemma 24.16 (Gauflemma). Seip € M und exp, in B-(0) ein Diffeomorphismus.
Dann sind die Geoddtischen durch p der Linge < € orthogonal zu den geoddtischen
Sphdren

Sr(p) = {exp, X : | X[ =r},
falls0<r <e.
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Beweis. Als diffeomorphes Bild von 0B, (0) C T,M = R™ ist S,(p) eine (m — 1)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit von M. Jede Kurve in S,.(p) laft sich in der
Form t + exp,(rX(t)) darstellen, wobei t — X(t) eine Kurve in {X € T,M :
|| X = 1} ist. Wir haben gesehen, dass jede Geodétische (ggf. nach Reparametri-
sierung) durch p von der Form r — exp,(rX) fiir ein X € T,M mit [ X[ = 1
ist.

Betrachte nun die Abbildung F(r,t) := exp,(rX(t)), wobei t = X(t) eine Kurve
in{X € T,M : | X| =1} ist. Dann ist %—f ein Tangentialvektor an S, (p) und % ist

ein Tangentialvektor an eine Geodatische durch p. Somit geniigt es, <%—f, %—f =0
nachzuweisen: Zunéichst einmal gilt F(0,¢) = p fiir alle ¢. Also ist %—I; o) = 0 und

daher gilt auch <%—1:, %>’(0 B

d /OF OF\ /DOF OF n OF D oF

or \or’ ot/ \oror’ ot or’or ot |-
Auf der rechten Seite verschwindet der erste Term, denn r — F'(r,t) ist eine Geo-
détische. Nach Lemma 24.14 erhalten wir fiir den zweiten Term

OF DOF\ _ /OF DOF\ 19 [9F OF\ _

or'or ot/ \or'otor/ 20t\or or/)
da %—f der Tangentialvektor der Geodétischen r — F(r,t) ist und damit eine kon-
stante Norm hat. Somit ist 2 (2L 2E%) — 0. Also ist (%5, 2) konstant und da
diese Funktion im Punkte (0,¢) verschwindet, verschwindet sie iiberall. Das Lemma
folgt. O

= 0. Nach Bemerkung 22.9

Lemma 24.17. Seien p,e und U wie in Theorem 24.7. Sei w : [a,b] — U \ {p}
eine stiickweise C'-Kurve. Dann lift sich w eindeutig in der Form

w(t) = exp, (r(t)X(t))
mit 0 < r(t) <e, X(t) € T,M und || X(t)|| =1 schreiben. Es gilt

b
L) = [ l6@)]dt = [r(b) - ()

und Gleichheit gilt genau dann, wenn X konstant und r monoton ist.
Insbesondere ist daher der kiirzeste Weg zwischen zwei konzentrischen geoddti-
schen Sphdren um q eine radiale Geoddtische.

Beweis. Da exp,, ein Diffeomorphismus ist, ist die eindeutige Darstellbarkeit klar.
Definiere F(r,t) := exp,(rX(t)). Dann gilt w(t) = F(r(t),t) und wir erhalten

OF oF
o(t) = —7r(t) + —.
wt) = 57 () + 5
Nach Lemma 24.16 sind %—f und %—f orthogonal zueinander. Weiterhin ist H %—f H =1,

da dies fiir » = 0 gilt und da ||%—I: || fiir Geodatische konstant ist. Somit gilt

2
2

Jote)1” = i + | 5

> [7(t)]

und Gleichheit gilt genau dann, wenn %—f = 0 und damit also %—f = 0 ist. Hieraus

folgt
b b
/Ilw(t)H dt > /I?’“(t)\dt > |r(b) —r(a)|

und Gleichheit gilt genau dann, wenn r monoton und X konstant ist. O
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Beweis von Theorem 24.13, Ende. Sei w ein stiickweise glatter Weg von ¢ nach
q" = exp,(rX) mit 0 < r <e, X € TyM and || X| = 1. Dann gibt es zu jedem
d € (0,r) eine Einschrankung der Kurve, die die geodétische Sphére Ss(q) mit der
geoditischen Sphire S,.(¢) verbindet. Wir betrachten eine solche Einschrankung,
bei der sich die Kurve ausschliefslich zwischen diesen beiden Sphéren befindet. Nach
Lemma 24.17 hat dieser Teil mindestens die Lénge r — 6. Mit 6 N\, 0 erhalten wir
L(w) > r = L(v). Falls w nicht bis auf Umparametrisierung mit der verbindenden
Geodétischen « iibereinstimmt, erhalten wir eine strikte Ungleichung. O

Korollar 24.18. Sei v : [0,T] — M eine nach der Bogenlinge parametrisierte
Kurve und nehme an, dass fir jede andere Kurve w, die v(0) mit v(T) verbindet,
L(vy) < L(w) gilt. Dann ist v eine Geoddtische.

Beweis. Wéahle einen beliebigen Punkte p im Bild von 7. In der Ndhe von p mi-
nimiert v die Ladnge. Da  proportional zur Bogenldnge parametrisiert ist, liefert
Theorem 24.13, dass « in einer Umgebung von p eine Geodatische ist. Da p ein
beliebiger Punkt auf dem Bild von v ist, ist v eine Geodétische. ]

Bemerkung 24.19.

(i) Wir haben in Korollar 24.18 gesehen, dass eine langenminimierende Kurve
zwischen zwei Punkten eine Geodétische ist. Im allgemeinen gibt es in einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit zwischen zwei Punkten keine l&ngenminimie-
rende Kurve. Sei M = R?\ {(0,0)}. Seien p = (—1,0) und ¢ = (1,0). Dann
ist d(p,q) = 2, aber jede Kurve in M, die p mit ¢ verbindet hat eine Linge
strikt grofer als 2, da sie den Ursprung nicht im Bild enthalten kann.

Die negative z'-Achse ist eine Geoditische, die sich aber nicht fortsetzen
lakt.

(ii) Im allgemeinen minimieren Geodétische die Lange nicht global, beispielsweise
auf der Sphére oder auf einem Zylinder.

Wir wollen uns damit beschéftigen, wann es zwischen zwei Punkten auf einer
Mannigfaltigkeit stets eine kiirzeste Geodétische gibt und wann eine Geodétische
sich fortsetzen l&ft.

Definition 24.20. Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit heifft geod&tisch voll-
stindig, wenn jede Geodétische v : [0, T] — M sich zu einer auf ganz R definierten
Geodétischen fortsetzen 1aft.

Theorem 24.21 (Hopf-Rinow). Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) M st geoddtisch vollstindig.
(ii) Fiir alle p € M ist exp,, auf ganz T,M definiert.
(11i) M mit induzierter Metrik d ist ein vollstindiger metrischer Raum.

Ist M zusammenhdngend, so impliziert jede dieser Aussagen

(iv) Zwei beliebige Punkte p,q € M lassen sich durch eine Geoddtische ~ verbin-
den, so dass L(vy) = d(p,q) gilt.

Bewets.

(i) = (iv): Seien p,q € M. Setze r := d(p,q). Nach Theorem 24.13 gibt es ein
d > 0, so dass jeder Punkt von dBs(p) := {x € M : d(p,z) = &} mit p durch
eine eindeutig bestimmte minimierende Geodétische verbunden werden kann. (Falls
r < ¢ ist, liefert dieses Theorem bereits die Behauptung und wir sind fertig.) Die
Funktion d(q, -) ist stetig. Da 0Bs(p) kompakt ist, gibt es einen Punkt py € 9Bs(p),
so dass sie, eingeschrinkt auf 0B;(p), dort ihr Minimum annimmt. Sei v : t —
exp,(tX), [ X] =1, 0 <t <4, die Geoditische von p nach po.
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Wir behaupten nun, dass
(24.2) d(v(t),q) =r—t fir §<t<r gil.

Dies zeigt dann, dass p und ¢ sich durch eine kiirzeste Geodétische verbinden lassen.
Also folgt aus (24.2), dass (i) = (iv). Die Behauptung (24.2) ist fiir t = ¢ wahr.
(»>* gilt nach Dreiecksungleichung, fiir ,,<* betrachte man eine Folge von Kurven,
die zeigen, dass d(p,q) = r gilt und benutzt, dass diese 0Bs(p) schneiden miissen.)
Aufgrund der Stetigkeit ist sie auch fiir das Supremum ¢( aller der ¢’s wahr, fir
die sie wahr ist. Nehme daher an, dass to < 7 gilt. Ahnlich wie oben finden wir ein
d' > 0, so dass es von y(tp) eine eindeutig bestimmte minimierende Geodétische zu
einem beliebigen Punkt in dBs ((to)) gibt. (Analog zu oben nehmen wir an, dass
to+ 0" < rist.) Sei py € IBs (y(to)) ein Punkt, so dass d(q,-) das Minimum {iber
OBs/ (v(to)) in pj, annimmt. Dann folgt (wie oben)

d(v(to),q) = 8" + d(pp, @)-

Dies impliziert wegen (24.2) und der Definition von #g

d(p/Oa Q) = d(’}/(to), q) - 5/ = (r - to) - 6l'
Aufgrund der Dreiecksungleichung erhalten wir also

d(p,po) = d(p.q) — d(po,a) =7 —[(r —to) — '] =to +7".

Betrachte nun die ,,gebrochene Geodétische, die aus der Geodétischen von p nach
~(to) und der laingenminimierenden Geodétischen von 7(¢g) nach pj besteht. Deren
Lange ist gerade tg + 0. Somit ist sie eine langenminimierende Verbindung von p
nach pj und daher aufgrund von Korollar 24.18 nicht nur eine gebrochene, sondern
sogar eine (richtige) Geodétische. Sie stimmt also mit der oben definierten Geodé-
tischen ~y iiberein, also ist y(tg + 0") = p{,. Somit erhalten wir einen Widerspruch
zur Definition von ¢y < r. Die Behauptung folgt.

(i) <= (ii) ist offensichtlich.

(i) = (iii): Sei (5 )nen eine Cauchyfolge in M. Dann ist x, beschrinkt, also
gibt es A > 0, so dass d(x,,xo) < A ist. Aufgrund des obigen Beweises ist fiir alle
neN

T, € A=exp, {X € T, M : || X| <A}
Die Menge A ist das Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung
und daher selber wieder kompakt. Also besitzt die Folge () einen Hiufungspunkt
in A und dieser Punkt gehort ebenfalls zu A. Also ist M als metrischer Raum
vollsténdig.

(iil) == (i): Sei vy : [0,t0) = M, 0 <ty < 00, eine nach der Bogenldnge parame-
trisierte Geodétische, die sich nicht {iber ¢ hinaus fortsetzen 1aft. Wahle ¢,, € [0, to)
mit ¢, 1 ¢, n € N, und setze p,, := y(tn). Da d(pm, pn) < |tm — tn] gilt, ist (Pn)nen
eine Cauchyfolge in M. Aufgrund der metrischen Vollstdndigkeit von M gibt es
daher ein ¢ € M, so dass p, — ¢. Wir mochten nun nachweisen, dass sich ~y so fort-
setzen lafit, dass es g erreicht. Nach Theorem 24.13 gibt es €, > 0, so dass sich zwei
beliebige Punkte in Bs(q) mit einer eindeutig bestimmten Geodétischen der Linge
kleiner als ¢ verbinden lassen. Auf p,, und p,, angewandt heifit das, dass es ein N
gibt, so dass fiir alle m,n > N auch d(pm,pn) = |[tm — tn] gilt. Wir fixieren nun n
und lassen m — oo. Aufgrund der Stetigkeit von d erhalten wir d(g,p,) = to — tn.
Fiir m > n > N gilt also

d(Qapn) =ty —tnh = (tO - tm) + (tm - tn) = d(qapm) + d(pmapn)~
Damit ist die gebrochene Geodétische von p,, nach p,, und weiter nach ¢ langen-
minimierend und daher nach Korollar 24.18 eine glatte Geodétische. Man kann sie
also verwenden um die Geodétische v bis ty fortzusetzen. Der lokale Existenzsatz
erlaubt uns nun, die Geodétische iiber ty hinaus fortzusetzen. O
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Korollar 24.22. Jede geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit ist geoddtisch
vollstindig.

Beweis. Ein kompakter metrischer Raum ist vollstandig. (|

Bemerkung 24.23. Aussage (iv) in Theorem 24.21 ist zu den anderen Aussagen
nicht dquivalent. B;(0) C R™ ist ein Gegenbeispiel.
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