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UBUNGEN ZUR VORLESUNG DIFFERENTIALTOPOLOGIE
Blatt 1
Aufgabe 1.1. Sei Q C R” offen und f : Q — R* eine glatte Funktion. Man zeige, dass der Graph von f,
graph f := {(z, f(z)) [z € Q},
eine Untermannigfaltigkeit von R¥" ist.
Aufgabe 1.2. Sei M C R wie folgt definiert:
M:={(z,0)| - 1<z<1}U{(0,y)| - 1<y<1}.

Man beweise, dass M keine Untermannigfaltigkeit von R? ist, dass aber M\ {0} eine (nicht zusammenhéngen-
de) Untermannigfaltigkeit von R? ist.

Aufgabe 1.3. Sei S™ die n-Sphére. Man zeige:

a) S" ist eine Untermannigfaltigkeit von R"*+1.
b) S™ ist eine Mannigfaltigkeit. Jeder Atlas besteht aus mindestens zwei Karten. Erklire, wieso eine einzige
Karte nicht hinreichend ist.

Aufgabe 1.4. Man beweise:

a) Sei M eine Untermannigfaltigkeit von N und N eine Untermannigfaltigkeit von L. Dann ist M eine
Untermannigfaltigkeit von L.

b) Sei M; eine Untermannigfaltigkeit von N7 und M eine Untermannigfaltigkeit von No. Dann ist M x Mo
eine Untermannigfaltigkeit von N7 x Nj.
Bemerkung: Daraus folgt zum Beispiel, dass S™ x ... x S™ eine Untermannigfaltigkeit von R¥ fiir N
geniigend gross ist.

Abgabe: Bis Dienstag, 2.11.2010.
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Aufgabe 2.1.

a) Sei GL(n) der Raum aller reguliren Matrizen mit reellen Eintrigen. Man beweise, dass GL(n) eine
Mannigfaltigkeit der Dimension n? ist.

b) Sei M(m x n) der Vektorraum der reellen (m x n)-Matrizen und M, (m x n) der Unterraum der Matrizen
von Rang r. Dann ist M,.(mxn) eine Untermannigfaltigkeit von M (mxn) der Kodimension (n—r)-(m—r),
fiir » < min{m, n}.
Hinweis: Ein typisches Kartengebiet um einen Punkt aus M, (m x n) bildet die Menge U C M (m x n)
der Matrizen von der Form

A AB
( D DB+C

Eine solche Matrix liegt genau dann in M,.(m x n), wenn C = 0 ist.

) , Ae M(rxr), det(A) # 0.

Aufgabe 2.2. Man betrachte R versehen mit der iiblichen differenzierbaren Struktur, gegeben durch die
Karte ¢ : R — R,z +— 2 (man kann sich iiberzeugen, dass diese reicht, um ein Atlas zu definieren). Definiere
eine andere differenzierbare Struktur durch die Karte ¢ : R — R,z — 3. Man zeige, dass diese beiden
differenzierbaren Strukturen nicht #quivalent sind, d.h. dass die Karten nicht vertriglich sind, dass (R, ¢)
und (R, ¢) jedoch diffeomorph sind.

Aufgabe 2.3. Sei N eine kompakte, M eine zusammenhéngende Mannigfaltigkeit, beide der Dimension n
und nicht leer. Sei f : N — M eine Einbettung. Zeige, dass f ein Diffeomorphismus ist.

Hinweis: Eine Einbettung f : N — M ist eine Immersion, die zusétzlich auch ein Homdomorphismus von
N auf ihr Bild f(N) C M ist.

Aufgabe 2.4. Beschreibe eine Einbettung S! x S' — R? mit elementaren Funktionen.

Abgabe: Bis Dienstag, 9.11.2010.
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Aufgabe 3.1.

a) Sei Sym(n) der Raum aller symmetrischen n X n-Matrizen mit reellen Eintrdgen. Man beweise, dass
Sym(n) eine Untermannigfaltigkeit von R™*™ ist.
b) Sei O(n) der Raum aller orthogonalen Matrizen mit reellen Eintrigen. Man beweise:
i) O(n) ist eine Untermannigfaltigkeit von R™*".
ii) O(n) besteht aus mindestens zwei Zusammenhangskomponenten.
iii) Zusatzaufgabe: O(n) besteht aus genau zwei Zusammenhangskomponenten.
Hinweis: Gram-Schmidtsche Orthonormalisierung.

Aufgabe 3.2.

a) Seien M eine analytische zusammenhingende Mannigfaltigkeit und f : M — N eine analytische Funktion.
Sei ¥ C M die Menge der kritischen Punkte. Falls 3 # M, dann ist f~1(f(X)) eine Nullmenge.

b) Dasselbe gilt nicht, falls f nur C ist.

Aufgabe 3.3. Seien Aq,..., A, abgeschlossene Mengen eines topologischen Raumes und
X = U A;.
i=1

Sei Y ein weiterer topologischer Raum. Man zeige, dass eine Abbildung f : X — Y genau dann stetig ist,
wenn die Restriktionen f|4, fiir alle ¢ stetig sind.

Aufgabe 3.4. Man lese und verstehe das Theorem 3.4 aus dem Buch M. Hirsch: Differential Topology, so
dass man den Beweis in der Ubung présentieren kann.

Abgabe: Bis Dienstag, 16.11.2010.
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Aufgabe 4.1. Sei M eine Mannigfaltigkeit und K C M eine abgeschlossene Teilmenge. Man zeige, dass
jede Umgebung U C M von K eine abgeschlossene Umgebung von K enthélt, deren Rand eine Unterman-
nigfaltigkeit von M ist.

Hinweis: Man betrachte A= ([y, 1]), wobei A : M — [0, 1] eine Abbildung mit A\| = 1 und Triiger in U ist,
und y ein reguldrer Wert von A ist.

Aufgabe 4.2. Man beweise: Seien X ein kompakter topologischer Raum und f : X — R"™ eine stetige
Abbildung, dann ist f abgeschlossen. Ist f injektiv, so ist f eine topologische Einbettung.
Hinweis: Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen zwei topologischen Rdumen X und Y. f heisst:

i) Abgeschlossen, falls fiir alle abgeschlossene Teilmengen A C X das Bild f(A4) C Y abgeschlossen ist;

ii) Topologische Einbettung (von X in Y ), falls f ein Homdomorphismus von X auf f(X), versehen mit
der Unterraumtopologie, ist.

Aufgabe 4.3. Sei M eine Mannigfaltigkeit und x € M. Man betrachte alle differenzierbaren Kurven
a:(—e,e)— M mit «0)=uzx.
Zwei solche Kurven o und (3 heissen dquivalent, wenn es eine Karte (U, ¢) um z mit
(poa)(0)=(pop)(0)
gibt. Gilt diese Relation fiir eine Karte (U, ¢), so auch fiir jede andere Karte (V, ) um x:
(Y0 ) (0) = (¥ B)(0).
Ein Tangentialvektor im Punkt x ist eine Aquivalenzklasse [a] von Kurven a : (—¢,¢) — M mit a(0) = z.

Die Menge T, M dieser Aquivalenzklassen heisst Tangentialraum im Punkt x. Die Vereinigung aller Tangen-
tialrdume

T™ := |J {p} x T,M
peEM
heisst Tangentialbiindel von M. Zeigen Sie, dass T'M eine Mannigfaltigkeit ist.

Aufgabe 4.4. Man lese und verstehe das Theorem 3.5 aus dem Buch M. Hirsch: Differential Topology, so
dass man den Beweis in der Ubung présentieren kann.

Abgabe: Bis Dienstag, 23.11.2010.
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Aufgabe 5.1. Seien (R, ¢) und (R, ) die Karten von R gegeben durch ¢ : R - R,z — 2 und ¢ : R —
R,z +— z3. Man zeige: Falls eine Funktion f : (R,1) — (R, ) bzgl. der durch v erzeugten differenzierba-
ren Struktur differenzierbar ist, dann ist f : (R,) — (R,¢) auch bzgl. der durch ¢ erzeugten Struktur
differenzierbar.

Aufgabe 5.2. Man klassifiziere alle zusammenhéngenden 1-dimensionalen Mannigfaltigkeiten und alle zu-
sammenhéngenden 1-dimensionalen Mannigfaltigkeiten mit Rand.

Hinweis: Ein Hausdorff-Raum M heisst n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit mit Rand, falls jeder
Punkt von M eine Umgebung besitzt, die zu einer relativ offenen Teilmenge der abgeschlossenen oberen
Halbebene V' C H" homéomorph ist. Eine differenzierbare (C*-)Struktur auf M definiert man wie im Fall
von Mannigfaltigkeiten ohne Rand.

Aufgabe 5.3. Die Grassmann-Mannigfaltigkeit G, 1 ist der Raum aller k-dimensionalen Unterrdume von
R"™. Sei E ein k-dimensionaler Unterraum von R™ und E* das orthogonale Komplement von E. Es ist moglich
R” mit E x E+ zu identifizieren. Jeder k-dimensionale Unterraum, der nah geniigend am E ist, ist Graph
einer eindeutig bestimmten linearen Abbildung E — E1. Damit wird eine Umgebung von E € G,, ; auf eine
offene Teilmenge des Vektorraums der linearen Abbildungen E — E+ homdomorph abgebildet.

a) Man beweise, dass Gy, 1 eine k(n — k)-dimensionale Mannigfaltigkeit ist.
b) Die Abbildung G, — Gnn—k, E — E+ ist ein C“-Diffeomorphismus.
Aufgabe 5.4.

a) Man zeige, dass T(M x N) diffeomorph zu TM x TN ist.
b) Seien M, Ny, N2 drei C"-Mannigfaltigkeiten. Man beweise, dass eine Abbildung f : M — N; x Na,
f(z) = (fi(z), f2(x)) genau dann in C" ist, wenn jede der Abbildungen f; : M — N;, i = 1,2, in C" ist.

Abgabe: Bis Dienstag, 30.11.2010.
Webseite: http://www.math.uni-konstanz.de/diffgeom/difftopo10-11.html
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Aufgabe 6.1. Man zeige, dass ein Homéomorphismus ¢ : R — R und eine Nullmenge N C R existieren, so
dass das Bild ¢(N) von N unter diesem Homéomorphismus strikt positives Mass hat.

Hinweis: Man benutze die Cantorfunktion C (vgl. auch Wikipedia: Absolute continuity) und definiere
o(x) == C(z) + «.

Aufgabe 6.2. Man beweise:

a) Auf S! gibt es ein nicht verschwindendes stetiges Vektorfeld.
b) Auf S3 gibt es drei nicht verschwindende in jedem Punkt linear unabhiingige stetige Vektorfelder.

Aufgabe 6.3. Die Mannigfaltigkeit aller orientierten 2-dimensionalen Unterrdume von R? ist diffeomorph
zu S? x S%.

Aufgabe 6.4. Sein € C*°(R™) eine nicht negative Funktion mit suppn C B1(0), die [, n(x) dz = 1 erfiillt.
Dann heisst n (Friedrichsscher) Mollifier.

a) Man zeige, dass fiir
n(z) = { /2= fiir 2| < 1
0 fiir || > 1
die Funktion
e, @)
S 1(y)dy
ein Mollifier ist.
b) Seien Q C R™ offen und 7 ein Mollifier und 7. (x) = e~"n (£). Sei f € LL.(Q) und fe = [, ne(x—y) f(y)dy.
Man beweise:
i) f. € 0% (Q);
ii) Sei f stetig in K C Q, K kompakt = f. — f gleichmiflig in K;
iii) supp fo C supp f +¢;
iv) feC™(Q) = Df. = (D*f)e Vo <mund |f = fellgm@ony — 0 V' CC
v) fE€LP(R"), 1<p<oo,=||f — fell» — 0;
vi) f e L=(Q) = |fellpe < Ifll -

Abgabe: Bis Dienstag, 7.12.2010.
Webseite: http://www.math.uni-konstanz.de/diffgeom/difftopo10-11.html
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Aufgabe 7.1. Sei A ein einfach zusammenhiingend (d.h. A ist wegzusammenhéngend und jeder geschlossene
Weg in A ist nullhomotop), dann ist 7, (A) eine abelsche Gruppe.

Aufgabe 7.2.

a) Essei f: R — R durch f(z) = Z apx® definiert. Man zeige: Fiir alle hinreichend groen Werte von R
k=0
gilt
_ 0 falls n gerade
d(f’ (=R, R), 0) o { sgn(ay) falls n ungerade.

b) Sei Br(0) :={z€ C||z|] < R} und f:C — C ein Polynom vom Grad n. Man beweise, dass
Jlim_d(f, Br (0),0)
existiert und man berechne diesen Wert. Man folgere daraus den Fundamentalsatz der Algebra.

Aufgabe 7.3. Sei Q C C offen und beschriinkt, f : 8 — C komplex analytisch und auf 2 stetig fortsetzbar,
sowie a ¢ f(0€). Man zeige: Der Grad von f beziiglich a ist die mit Vielfachheiten gezihlte Anzahl der a-
Stellen von f.

Aufgabe 7.4. Es sei f € CO(R",R") mit |f(x)| — oo fiir |#| — oo und (f(x),x) > 0 fiir |z| > R fiir ein
R > 0. Man zeige, dass f surjektiv ist.
Hinweis: Man benutze die Homotopieinvarianz des Grades.

Abgabe: Bis Dienstag, 14.12.2010.
Webseite: http://www.math.uni-konstanz.de/diffgeom/difftopo10-11.html
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Aufgabe 8.1. Seien 2 C R” offen, K eine kompakte Teilmenge von Q, U C Q eine Umgebung von K und
f:9Q — R™ eine stetige Funktion. Man zeige, dass es dann eine Funktion f. : Q@ — R™ gibt, so dass f. = f
in Q\U, fo = finQ, fallse — 0, und f.|, € C* gelten.

Aufgabe 8.2. Scien f:S! — R eine C'-Abbildung und y € R ein regulirer Wert. Man beweise:

a) f~1({y}) besteht aus einer geraden Anzahl von Punkten.

b) Falls f~!({y}) aus 2k Punkten besteht, hat f mindestens 2k kritische Punkte.

c) Seien g : S? — R eine C'-Abbildung und y € g(S?) ein regulirer Wert. Falls g=!({y}) aus k Zusammen-
hangskomponenten besteht, dann hat g mindestens k + 1 kritische Punkte.
Hinweis: Man benutze den Jordanschen Kurvensatz.

Aufgabe 8.3. Sei F': M x [0,1] — N stetig und seien M und N kompakte Mannigfaltigkeiten ohne Rand
mit dim M = dim N. Sei y ein regulérer Wert von fo := F'(-,0) und f1 := F(-,1), wobei beide Abbildungen
glatt sind. Man beweise, dass #f; ' ({y}) und #f; '({y}) endlich sind und

#fo{yh) =#f({y})  (mod 2)
gilt.
Hinweis: Man benutze Ideen aus dem Beweis von Lemma 4.4.

Aufgabe 8.4. Man zeige fiir f € CO(S"—1,S"~1):

a) Ist der Grad von f ungleich 0, so ist f surjektiv.
b) deg(f™) = (deg(f))™

Abgabe: Bis Dienstag, 21.12.2010.
Webseite: http://www.math.uni-konstanz.de/diffgeom/difftopo10-11.html
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Aufgabe 9.1. Seien Ay, ..., A, beschrinkte messbare Teilmengen von R™. Man zeige, dass eine Hyperebene
existiert, die die Volumen aller diesen Teilmengen gleichzeitig halbiert.

Hinweis: Fir z € 9B1(0) C R""! definiere man H, = {y € R""| (y,z) = 2""'} und Hf = {y €
R | (y,z) > 2"}, Dann ist f: 0B1(0) — R™, f;(z) = A\, (A4; N H), stetig, wobei \,, das Lebesgue-Maf}
auf R™ bezeichnet.

Aufgabe 9.2. Seien y und z regulidre Werte von f : M — N, wobei M und N kompakte Mannigfaltigkeiten
ohne Rand sind und N zusammenhéngend ist. Sei ferner dim M = dim N und f € C*°(M, N). Man beweise,
dass

#/7 ) =#f'(z)  (mod 2)
gilt.
Wir definieren den Abbildungsgrad (mod 2) als diese Zahl. Sie héngt nur von der Homotopieklasse von f
ab.

Aufgabe 9.3. Sei p > 0. Fiir jede C'-Fliche M vom Geschlecht p gibt es eine C''-Abbildung ¢ : M — R,
welche genau 3 kritische Punkte besitzt.

Aufgabe 9.4. Es sei Q C R" offen und beschriinkt, f € C1(Q x [0,7],R") mit f(z,0) # 0 fiir z € 0.
Ferner werde angenommen, dass die Losungen des Anfangswertproblems

d

Eu(zat) :f(u(x,t),t), U(I7O) =

auf [0, 7] existieren und dass u(z,t) € Q fiir z € Q und ¢ € (0, T gilt.

Man zeige fiir t > 0:
d(Id —U(~7 t)7 Q7 O) = d(_f<7 O)a Qa 0)

Abgabe: Bis Dienstag, 11.1.2011.
Webseite: http://www.math.uni-konstanz.de/diffgeom/difftopo10-11.html
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Aufgabe 10.1. Seien Q@ C R™ offen und beschréinkt, f € C(Q), f(Q) € Q und f(x) = = auf Q. Man
beweise, dass f(€2) = 2 gilt.

Aufgabe 10.2.

a) Sei M eine zusammenhiingende, kompakte Mannigfaltigkeit ohne Rand. Man beweise:
i) Eine konstante Abbildung hat einen geraden Abbildungsgrad (mod 2).
ii) Die identische Abbildung hat einen ungeraden Abbildungsgrad (mod 2).
iii) Aus i) und ii) folgt, dass die Identitét und eine konstante Abbildung auf M nicht homotop sind.
b) Man zeige: a) impliziert, dass es keine Retraktion f: D"t — S™ gibt.
Hinweis: Man betrachte die Homotopie

F:S"x[0,1] — S" mit F(z,t) = f(tz).
Aufgabe 10.3. Sei T? = S! x S! ein Torus. Man zeige, dass jede C2-Abbildung f : T? — R mindestens 3
kritische Punkte besitzt.

Hinweis: Falls f ein einziges Maximum p4 und ein einziges Minimum p_ hat, betrachte man eine einfach
zusammenhingende Umgebung U von p_. Sei ¢, : T? — T2, t € R, der Gradientenfluss von f. Dann kann
man zeigen, dass T2\ {p4} = U~ ¢ (U) gilt. Damit ist 7%\ {p;} einfach zusammenhéingend.

Aufgabe 10.4. Es sei p € C?(R™) mit p(z) — —oo fiir |z| — oo und Ve(z) # 0 fiir |z| > R, R > 0. Man
zeige:
d(Ve, B,(0),0) = (=1)"
fir r > R.
Hinweis: Vgl. Aufgabe 9.4.

Abgabe: Bis Dienstag, 25.1.2011.
Webseite: http://www.math.uni-konstanz.de/diffgeom/difftopo10-11.html
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Aufgabe 11.1. Sei M™ C R™ eine kompakte Untermannigfaltigkeit und sei f : M — R eine Abbildung mit
nur zwei nicht degenerierten kritischen Punkten. Man beweise: M ist homdomorph zu S™.

Aufgabe 11.2. Mit Hilfe der Morsetheorie kann man eine Fldche vom Geschlecht zwei als Vereinigung von
Zellen darstellen. Man visualisiere dies mit Hilfe von Skizzen analog zu den Skizzen fiir den Torus in der
Vorlesung. Man fiihre dies fiir zwei Morsefunktionen durch, so dass sich die dadurch induzierten Zerlegungen
in Zellen unterscheiden.

Aufgabe 11.3. Sei U = D™ x D™ C R™*" wobei D™ := {z € R™ : |z| < 1} ist. Seien P : U — D™ und
Q : U — D™ die natiirlichen Projektionen. Man beweise: Ist f : (D!, 0DY) — (R™*n R™+"\ U) stetig, | < m
und V' C R™*™ offen mit V C U, so lisst sich f beliebig gut durch stetige Abbildungen

fo: (D', 0D") — (R™\ (VN P~(0)) ,R™ ™\ U)
mit f|apt = folop: approximieren. Insbesondere ist f homotop zu solchen fy bei festen Randwerten.
Aufgabe 11.4. Sei My eine Teilmenge eines metrischen Raumes M und 'y C C°(My, R™). Definiere
[:={yecC'(M,R") : |, €To}.
Nimm an, dass ¢ € C'(R",R) die Bedingung

a:= sup sup (vyo(u)) < inf sup ¢(y(u)) =:1¢c < 0
Yo€l'o u€ Mo YEl ueMm

erfiillt. Seien € € (O,C ), 0>0und v el mitsuppoy<c+e.
M

;a
Man beweise, dass es ein u € R™ mit
i) c—2e < op(u) <c+ 2,
i) dist(u,y(M)) < 26,
8
i) [ (u)] < =
gibt.

Hinweis: (i) und (ii) lassen sich stets erfiillen. Falls sich (iii) nicht erfiillen l4sst, erhilt man mit Hilfe des
Deformationslemmas einen Widerspruch. Betrachte zunéichst M = [0,1] und M, = {0, 1}.

Aufgabe 11.5. Sei ¢ : R™ — R eine eigentliche C'*-Abbildung, ¢ und x; strikt lokale Minima. Man zeige:
Es gibt einen kritischen Punkt y € R™ von ¢ mit

@(y) = inf sup p(v(t))
7€l telo0,1]

wobei I = {7 : [0,1] — R" stetig, v(0) = xo, (1) = 1} ist.
Hinweis: Man suche z; mit

|dp(z:)| — 0 und ¢(2;) — inf sup p(v()).
7€l tel0,1]

Aufgabe 11.6. Sei y ein kritischer Punkt wie in der Aufgabe 11.5. Man zeige, dass der Index von ¢ in y
maximal 1 ist.

Aufgabe 11.7. (Prisenzaufgabe) Wie lassen sich die vorherigen Aufgaben 11.3, 11.4 und 11.5 auf M =
D¥ .= {z € R¥ : |z| < 1} und My = D* verallgemeinern?

Webseite: http://www.math.uni-konstanz.de/diffgeom/difftopo10-11.html



