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OLIVER C. SCHNURER

ZUSAMMENFASSUNG. Bei diesem Manuskript handelt es sich um Notizen zu
einer Vorlesung Elementare Differentialgeometrie an der Universitit Konstanz
im Wintersemester 2011/12.

INHALTSVERZEICHNIS
1. Isometrien des R™ 1
2. Kurven im R" 2
3. Kriimmung von Kurven 4
4. Flédchen 16
5. Zweite Fundamentalform 23
Literatur 39

Wir benutzen [1, 3].

1. ISOMETRIEN DES R"™

Definition 1.1. Eine Abbildung f: (X1,d1) — (X2, ds) zwischen zwei metrischen
Raumen (X, d;) heifit Isometrie, falls

do(f(x), f(y)) = da(z,y)
fir alle z,y € X gilt und f surjektiv ist.

Lemma 1.2. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann bildet die Menge der Isome-
trien f: (X,d) — (X,d) beziiglich der Komposition von Abbildungen eine Gruppe.

Beweis. Isometrien sind injektiv, also auch bijektiv und daher invertierbar mit bi-
jektiver Inversen. Seien f, g Isometrien. Dann folgt aus d(f(x), f(y)) = d(z,y) auch
d(z,y) = d(f~1(x), f~(y)). Daher ist f~! ebenfalls eine Isometrie. Es gilt

d(fog(z), fog(y) =d(9(z),9(y)) = d(z,y),

jeweils fiir alle x,y € X. Die Bijektivitdt von f und g iibertrigt sich auf die Kom-
position f o g. Die Identitéit « — x ist das neutrale Element. O

Theorem 1.3. Die Isometrien f: R — R™ des R™ sind genau die Abbildungen
der Form

f(x)=Az+0b
mit A € O(n) und b € R™.
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2 2. KURVEN IM RY

Beweis. ,—>“: Gelte f(x) = Az + b. Dann rechnet man direkt nach, dass es sich
um eine Isometrie handelt.

,<=%: Sei f eine beliebige Isometrie. Durch Addition eines konstanten Vektors
in R™ diirfen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass f(0) = 0 gilt. Wir erhalten

|f ()] = d(f(x),0) = d(f(2), f(0)) = d(x,0) = |z]

fiir alle z € R™. Da f eine Isometrie ist, gilt | f(z)— f(y)| = |z —y|. Aufgrund der Po-
larisationsformel (oder durch direktes Ausmultiplizieren der quadrierten Normen)
erhalten wir

2(f(2), f() =f (@) + f W) = f(2) - fFy)I?
=z + |yl* — o -y = 2{z, y).
Somit erhédlt f auch das Skalarprodukt. Sei (e;)i<i<n die Standardbasis des R™.
Wir erhalten (f(e;), f(e;)) = (ei,e;) = d;;. Dies besagt, dass auch (f(e;))i<i<n
eine Orthonormalbasis ist. Daher gilt fiir z € R™
Fla) =D (f(@) flea) flen) = Y (w.eq)fle) = D' fles).
i=1 i=1 i=1
Somit ist f eine lineare Abbildung. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass eine
lineare Abbildung, die eine Orthonormalbasis auf eine andere Orthonormalbasis
abbildet, durch eine orthogonale Matrix dargestellt wird. O

Definition 1.4. Die Isometrien f(z) = Sz +b, S € O(n), b € R", x € R™ heiflen
(Euklidische) Bewegungen.

Die Isometrie f(x) = Sz + b heifit orientierungserhaltend oder eigentliche Bewe-
gung, falls det S = 1 fiir die orthogonale Matrix S gilt.

Definition 1.5. Seien z,y € R™ \ {0}. Dann heifit

(z,y)
|| - [yl

<(z,y) = arccos € [0, ]

der Winkel zwischen x und y.

2. KURVEN 1M R"™

Definition 2.1.
(i) Sei I C R ein Intervall. Eine Abbildung o € C* (I,R"), k € NU {0} =
{0,1,2,...} U {oc}, heiBt parametrisierte Kurve der Klasse C* im R".
(ii) Eine C'-Kurve « heifit regulir, falls o (t) # 0 fiir alle ¢ € I gilt.
(iii) Eine C*-Kurve a: [a,b] — R™ heifit C*-geschlossen, falls

a(l)(a) — a(l)(b)

fir alle 0 <1 < k gilt.

(iv) Eine Kurve a heifit stiickweise von der Klasse C*, k € N U {oo}, falls es ein
NeNunda; € R, 0<i <N, mit I = [ag,an] und &[4, 4,,,] € C* fiir alle
0<i<N-—1 gibt.

Definition 2.2 (Bogenlinge). Sei a: [a,b] — R" eine stiickweise C''-Kurve. Dann
ist

b
L(a) = / o/ ()] dt

die Bogenldange der Kurve a, wobei die Integration jeweils einzeln {iber Intervalle,
auf denen « von der Klasse C! ist, ausgefiihrt wird.
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Definition 2.3. Seien «;: I; — R", i = 1,2, parametrisierte Kurven. Dann heif}t
as Umparametrisierung von oy, falls es eine Bijektion ¢ € C*(Iy, I1) mit ¢ (t) # 0
fiir alle ¢ € I (also einen Diffeomorphismus) gibt, so dass

Qg =Q1 0@

gilt.
¢ heifit Parametertransformation. Sie heifit richtungstreu, falls ¢’ > 0 gilt und
richtungsumkehrend, wenn ¢’ < 0 gilt.

Lemma 2.4. Auf der Menge aller parametrisierten Kurven in R™ ist ~ mit a ~ (3,
falls B eine Umparametrisierung von « ist, eine Aquivalenzrelation.

Beweisidee. Beachte dazu insbesondere, dass die Inverse einer Parametertranfor-
mation wieder eine Parametertransformation ist und dass die Verkniipfung von
zwei Parametertransformationen (bei geeigneten Definitionsbereichen) ebenfalls ei-
ne Parametertransformation ist. O

Lemma 2.5. Sei ay eine Umparametrisierung von oy, g = 1 0 .
(i) Dann gilt L(c1) = L(ag).
(ii) Der normierte Tangentialvektor I%;\ ist bei einer orientierungserhaltenden Pa-
rametertransformation invariant, d. h. es gilt

ay g
= o .
g ag|

(11i) Ist aq regulir, so auch as.

Beweis.
(i) Sei o auf I; = [a;, b;] definiert. Dann erhalten wir mit Hilfe der Transforma-
tionsformel fiir Integrale

bo bo by
L(as) = / oy (1)) dt = / o (p(8))] - /()] it = / o ()| dr = L{aw).

Ist ¢’ < 0, so wird der Faktor li:‘ = —1 aufgrund der Integraltransformation

durch Vertauschen der Integrationsgrenzen wieder kompensiert.
(ii) Es gilt

(1) _ Baile(t) _ alet) (1)
b~ [Zanle(®)] ~ lat(e®) T O]

(iii) Dies folgt ebenfalls aus der Kettenregel o ((t)) = o (¢(t)) - ¢'(¢). O

Definition 2.6. Eine C'-Kurve a: I — R™ heifit nach der Bogenlénge parametri-
siert, falls |o/(¢)] = 1 fiir alle ¢ € I gilt.

Bemerkung 2.7. Ist a: [a,b] — R™ nach der Bogenldnge parametrisiert, so folgt

L(a)=b—a.

Theorem 2.8. Sei a: I — R” eine regulire C*-Kurve, k > 1. Dann gibt es eine
(orientierungserhaltende) Parametertransformation ¢ € C¥(J,I), so dass a o ¢
nach der Bogenlinge parametrisiert ist.

Beweis. Definiere die Bogenldngenfunktion o: I — R fiir ein ty € R durch
t

o(t):= [ fo' ()] dr

to
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und setze J := o (I). Wegen o’(t) = |o/(t)| > 0 ist o € C*(I,J) invertierbar. Setze
©(s) := o7Y(s). Wir erhalten aus ¢(c(7)) = 7 zunichst ¢'(o(7))o’(7) = 1 und
O'(s) = m. Somit gilt

d

Z50P())| =l (p(s))] - s =1

und wir erhalten die Behauptung.
Es ist iiblich, s als Parameter fiir eine nach der Bogenlidnge parametrisierte Kurve
zu verwenden. O

Bemerkung 2.9. Sind oy, i = 1,2, beide nach der Bogenlidnge parametrisiert und
gelte as(t) = a1(p(t)), dann folgt

1= ay(t)] = ler(p®)] - [¢' (D) = ' (?)]

und daher ist p(t) = tg & t. Die Parametrisierung nach der Bogenlénge ist also bis
auf eine Isometrie von R eindeutig bestimmt.

3. KRUMMUNG VON KURVEN

3.1. Definition der Kriimmung von Kurven in der Ebene.

Definition 3.1. Sei a € C* (I, R2)7 k > 1, reguliar. Wir setzen J := (O _1). Es

1 0
gilt J? = —1 und (Jv,w) = det(v,w) fiir alle v,w € R?. Identifizieren wir einen
Vektor z = Z mit z := a+1ib C C, so ist beziiglich dieser Identifizierung Jz = iz.
Definiere den Tangentialvektor von o durch 7(¢) := —lz:g;‘ . Dann ist v mit v(t) :=

Jr(t) in C*~! (I,R?) und 7(t),v(t) ist ein positiv orientiertes (normiertes) 2-Bein
langs a, d.h. 7(t) ist ein positives Vielfaches von o/ (t), |7(t)| = 1, |v(t)] = 1 und
det(7(t),v(t)) = 1. v heiBt Normale (Einheitsnormale) an «. (Sie ist eindeutig
bestimmt.)

Sei o € C? (I , R2) nach der Bogenlénge parametrisiert. Dann definieren wir die
(orientierte) Kritmmung x: I — R von a durch

k(s) :== (" (s),v(s)).

Ist @ nicht nach der Bogenlinge parametrisiert, so definieren wir die Kriimmung
von « durch

Ra = Raop © 30_17
wobei ¢ eine orientierungserhaltende C2-Parametertransformation ist, so dass a0
nach der Bogenlénge parametrisiert ist.

Den Beweis, dass die Kriimmung einer nicht nach der Bogenlénge parametrisier-
ten Kurve wohldefiniert ist, lassen wir als Ubungsaufgabe.

Lemma 3.2. Sei a: I — R? eine regulire C?-Kurve. Dann gilt

 det(a/ (1), " (1)
e I

Ist « ein Graph, also von der Form a(z) = (z,u(z)) mit u € C*(I,R), so gilt

r(r) =

(1+ (w(2)2)**
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Beweis. Sei a o ¢ nach der Bogenlinge parametrisiert und gelte ¢’ > 0. Wir leiten
zunédchst Formeln fiir die Ableitungen von ¢ her:

L=[(aro @) (s)] = |a'[p(s)] - ¢ (s),

" _ 1 1 1 L2 o $)). o s)) - (s
¢ = I 2 w2 e el) ¢ )

(
|
ka(t) =((a’(p(s)) - ¢'(s))', Ja/(6(5)) - @' (5))|s=p1t)
s)) - #"(s), Ja'(9(s)) - ()] s=p1 )

Ta(t)va”(t»Ta(t) / oA -1
oA ) (07 0)

= W@"(t) — (" (1), 7a(t))7a(t), JTa(t))
_ det (7o (1), (t)) _ det(c/(t), " (¢))
o/ ()2 /@
Im graphischen Fall erhalten wir aus a(z) = (z,u(z)) fiir die Ableitungen o (x) =
)|

(I,v/(x)) und o’ (z) = (0,u”(z)). Mit |/(z)] = /1 + ( 2 folgt die Behaup-
tung. U

Il
T
R
I
—
~
~
—~
S .
~
ﬁl
_
—~
~
~—
~—
~—
[
I
—~

Bemerkung 3.3. Sei o € C? (I,Rz) nach der Bogenldnge parametrisiert. Sei
sp € I = int I. Definiere die beiden Halbebenen

Et = {z eR*: (z —a(so),v(s0)) > 0}
und
“={ze R?: (z — a(sg), v(s0)) < 0}.

Setze h(s) := (a(s)—a(so),v(sp)). Dann sind h(s) > 0 und a(s) € E* sowie h(s) <
0 und a(s) € E~ jeweils dquivalent. Es gilt h(sg) = 0, h'(so) = (& (s0),v(s0)) =0
und 1 (sg) = (' (s0), (s0)) = K(s0). Nach Taylor erhalten wir h(s) = §r(so)(s —
50)2+0(|s—s0/?). Somit erhalten wir im Falle x(sg) > 0, dass a(s) € E7 fiir s # sg
nahe bei sg gilt (Linkskurve). Eine entsprechende Aussage gilt fiir x(sp) < 0 und
a(s) e E™.

Lemma 3.4. Sei F(z) = Sz +a mit S € O(2) und a € R? eine starre Bewegung.
Sei a € C? (I, RQ) nach der Bogenldnge parametrisiert. Setze & := F o a. Dann
gelten

7T=87, v=detS-Sv, und kK=detS§S k.
Beweis. Wegen \o/| = |So/| = |o/| = 1 ist & ebenfalls nach der Bogenlénge parame-
trisiert. Es gilt 7 = ‘~,| = Sa/ = S7. Weiterhin gilt (&', Sv) = (So/, Sv) = (o/,v) =
0,|Sv| = |v| = 1 sowie det(&', Sv) = det(Sa’, Sv) = det S-det(a/, v) = det S. Somit
ist 7 = det S - Sv die gesuchte Normale lings F' o «. Schliellich gilt

k= {(a",0)y =detS (Sa”’,Sv) =det S - k. O

Das nachfolgende Lemma erkliart die geometrische Bedeutung der Kriimmung
einer Kurve.
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Lemma 3.5 (Schmiegekreis). Seia € C? (I,Rz) requldr, ohne Einschrinkung nach
Lemma 3.4 und Umparametrisierung (Satz diber implizite Funktionen) lokal sogar
von der Form a(xz) = (z,u(x)). Sei z¢ € I.

(i) Ist k(zg) = 0, so ist « bis zu zweiter Ordnung asymptotisch zu der Geraden
B(z) = (z,u(z0) + (¥ — 20) - v (20)), d.h. es gilt |a(x) — B(x)| = o(|x — x0]?)
oder |u(z) — u(xo) + (z — x0) - v/ (20)| = o(|x — x0?).

(i) Ist k(xo) # 0, so ist « bis zu zweiter Ordnung asymptotisch zu einem Kreis

B mit Mittelpunkt (zo,u(zq)) + H(}Eo) \}%(azo) und Radius ﬁ, d.h. es
gelten in Graphendarstellung
B(x) = (x, h(x))
mit
1 () ’
. U \To
h(z) = — sign(k(x — — |z —xo +
( ) g ( ( 0)) I{(l’o)Q 0 K/(xo) ] 1t (u/(mo))Q
1
+ u(xo) +
0 ) VT WaoP
und
la(z) — B(z)| = o(|z — wol*)
oder

[u(z) — h(@)] = of|z — xo|?).

Sind o o ¢ und (3 oY nach orientierungserhaltenden Parametertransformationen
© bzw. 1 nach der Bogenlinge parametrisiert und ist ¢(so) = xo = ¥(s0), so gilt
ebenfalls |oc o o(s) — Bo(s)| = o(|s — s0|?).

Beweis.
(i) Folgt direkt nach Taylor.

(ii) Es gilt mit x(z) = W

s [ @) |
o) MWI¢11+W%W+(M+MW-1+WMW

_ -1
— r(=0)

:u(l'o),
"z :—lsinmx 2 T—z w(wo)
W) 25((0»%”< o 1+W@®),
o) = SEnlan) /(o)

o k(o) - /1 + (v (w0))?
= |k(z0)| - sign(k(zo)) -\/1 4 (v/(0))? -
=r(z0)
=/(z9),

2
7 (g = Si80(E(@0)) (o) sign(r(20))
h ( 0) (\/7)3 (H(l‘o)' u’(a:o))2> +

u' (z)
k(o) - /14 (v(x0))?




3.2. KRUMMUNG VON RAUMKURVEN 7

2
= sign(k(zo)) - |k(zo)|> - o (mo))2) 2 - u' (o)
gn(i(ao)) - In(za)l”- (1+ (o @0))) (H($o)~ 1+(ul(1:o))2>

+sign(r(zo)) - [£(zo)] - V1 + (u'(20))?
— r(20) - (1 + (' (20))2)** = u(x0).
Die Behauptung folgt nun ebenfalls nach Taylor.
Wir halten fest, dass a(xg) = B(z0), &/ (z9) = ' (x0) und o’ (z9) = 8" (x0) gelten.
B gilt 1 = |( 0 0)/(s)] = o (2(s))] - ¢/(5) = [#((5))] - ¢/(5) und daher insbe-
sondere ¢'(sg) = ¥’ (sg). Nochmaliges Differenzieren liefert
<O/(<p(3))a O/I(SO(S)» / 2 / oAl
S )+ () )

Da aber a(zg) = B(x0), &' (x9) = ' (x0) # 0 und o’(zg) = " (xo) gelten, folgt
auch ¢”(sg) = 9" (sp). Somit folgt auch die letzte Behauptung mit Taylor. O

0=

Lemma 3.6. Seia € C? (I, RQ) nach der Bogenlinge parametrisiert. Dann gelten
fiir T = o und v = J7 die Gleichungen

/
T =KV,

/
V = — KRT

0= 00

Beweis. Aus (7(s),7(s)) = 1 folgt durch Differenzieren 0 = 2(7(s),7'(s)). Damit
und nach Definition der Kriimmung (k(s) = (a”(s),v)) sowie 7(s) = /(s) folgt
die erste Gleichheit. Differenzieren von 0 = (7, v) liefert k = (7', v) = —(7,v'). Aus
|v] =1 folgt wie oben, dass (v/,v) = 0 gilt. Die Behauptung folgt. O

oder

3.2. Kriimmung von Raumkurven.

Definition 3.7. Sei a € C?(I,R") nach der Bogenlinge parametrisiert. Dann
definieren wir die Kriimmung «(s) € [0, 00) von « im Punkt s durch

k(s) == |a” (s)].
Beispiele 3.8.

(i) Die Kurve a(s) =r (cos £,sin £), 7 > 0, ist ein nach der Bogenlidnge parame-
trisierter Kreis. Es gilt

fiir alle s.

(ii) Eine Gerade a(s) = xp + s - e mit o € R" und e € S*~! hat iiberall die
Kriimmung Null.

(iii) Seien r,a € R und L > 0 noch zu wihlen. Dann ist die Schraubenlinie

(1) = Lorsint ot
a(t) = reos 7.rsin 7 ap

wegen |o/(t)] = Vr? + a2+ genau fiir L = /724 a? nach der Bogenlinge
parametrisiert. Somit ist
r

k(t) =

fir alle ¢.
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Definition 3.9. Sei a € C* (I,R") reguléir. Eine Familie (v;)1<;<, von Funktionen
v; € CY (I,R™) heifit ein lings o begleitendes n-Bein, falls
o (t)
vy (t) = und  (v;(t),v;(t)) = d;;
|’ (2)] ! !

fir alle 1 <4,5 <n und alle t € I gelten.

Man vergleiche das folgende Resultat mit dem Satz der Linearen Algebra, dass
jede differenzierbare Familie A(t) orthogonaler Matrizen mit A(0) = 1 eine schief-
symmetrische Ableitung A(0) besitzt.

Lemma 3.10. Seien v; € C* (I,R"), 1 <i <n, und to € I beliebig. Dann sind die
folgenden beiden Aussagen dquivalent.
(1) (vi(t),v;(t)) = d;; fir allet € I und alle 1 <i,5 <n.
(ii) Es gibt eine t-abhingige Matriz A = (a;;) € CO (I, R™*™) mit A= —AT| also
a;;(t) = —a;i(t) fir alle 1 <i,j <mn,
’Ul/- = Zaijvj fﬂ’f‘ 1 < ) <n und <'Ui(to),’l]j(to)> = (5”
j=1
Beweis.
»(1) = (ii)“: Da die Vektoren v; eine Orthonormalbasis bilden, lidsst sich jeder
Vektor (und damit insbesondere auch v}) hiermit darstellen. Es gilt v} = ) a;;v;
j=1
mit a;; = (v}, v;). Wir erhalten
aji = (vj, vi) = (vj,v5) = (v, 0}) = —ay;.
——
=0
»(il) = (1)“: Definiere g;; := (v;,v,). Dann gelten g¢;;(to) = d;; und

n n
9i; = (vj,vj) + (v, v)) = <Z aikvk,vj> + <Ui,zajkvk>
k=1 k=1
n n
= Z @ik Gkj + Z @5k Gik-
k=1 k=1

Damit 16sen die Funktionen (g;;)1<i j<n €in lineares System von n? gewohnlichen
Differentialgleichungen. Da a;; schiefsymmetrisch ist, 16st d;; dieses System eben-
falls,

> aikiy + > ajrli = aij + aj; =0 =0},
k=1 k=1
Der Eindeutigkeitssatz fiir gewohnliche Differentialgleichungen liefert nun g;;(t) =

Definition 3.11. Sei a € C?(I,R®) eine nach der Bogenléinge parametrisier-
te Kurve mit k(s) # 0 fiir alle s € I. Dann heifit o Frenetkurve. T, N, B mit
T,N,B: I — S? C R? heifit Frenet-Dreibein zu a und ist durch

T :=a' (Tangentenvektor),

1

N = o (Hauptnormalenvektor)
und
T! Nt T?N?® — T2N'!
B:=TxN=|T?| x| N?|=|T3N'-T'N3 (Binormalenvektor)

T3 N3 T1N2 _ T2N1
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definiert. Dabei heifit , x“: R? x R® — R? mit der angegebenen Definition Kreuz-
produkt. Wir definieren die Torsion von «, 7: I — R, durch

7(s) := (N'(s), B(s)).

Lemma 3.12 (Frenetgleichungen). Sei o € C? (I, R3) eine nach der Bogenlinge
parametrisierte Frenetkurve mit Frenet-Dreibein T, N, B. Dann gilt

T =kN,
N = — kT + 7B,
B'=—-7N
oder
T 0 k 0 T
Nl l=|l-x 0 71 N
B’ 0O -7 0 B

Beweis. Nach Lemma 3.10 wissen wir, dass die Matrix schiefsymmetrisch sein muss.
Nun gilt T = o/ und 7”7 = o = kN nach Definition von x und N. Weiterhin nach
Definition gilt 7 = (N’, B). Somit ist die Matrix eindeutig bestimmt. O

Theorem 3.13. Sei a € C? (I, ]R3) nach der Bogenlinge parametrisiert.

(i) Ist k =0, so ist a(I) Teilmenge einer Geraden.
(ii) Ist a € C? und eine Frenetkurve mit T = 0, so liegt a(I) in einer Ebene.

Beweis.
(i) Aus k = 0 erhalten wir o = 0. Integrieren liefert a(s) = p + sv fiir p,v € R3.
(ii) Nach Annahme und den Frenetgleichungen erhalten wir B’ = 0. Also gilt
B(s) = b fiir ein b € S C R3. Mit o/ = T L B erhalten wir (a(s),b) =
(o (s),b) = 0. Somit ist (a(s),b) konstant und wir schliefen «(I) C {z €
R3: (z,b) = a} fiir ein a € R. O

Theorem 3.14. Seien k € C1(I) mit k > 0 und w € C°(I) gegeben. Dann gibt es
eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve o € C3 (I, R?’) mit Kriimmung kK =
k und Torsion T = w. Bis auf eine orientierungserhaltende FEuklidische Bewegung
ist a eindeutig bestimmit.

Beweis. Sei T, N, B eine C'-Losung des Differentialgleichungssystems

T’ 0 kK 0 T
Nl l=|-k 0 w N
B’ 0 —w 0 B

mit gegebenen Anfangswerten T'(so) = e1, N(sg) = e2 und B(sg) = es. Diese
existiert nach Picard-Lindel6f. Nach Lemma 3.10 bilden diese Vektoren fiir jedes

s eine Orthonormalbasis. Setze a(s) := [T(0)do. Dann ist a € C? (I,R?), da
S0

T € C! ist und ist nach der Bogenlinge parametrisiert. Wir erhalten o/ = T' und
o =T = kN. Damit folgt ¥ = x und N ist die Hauptnormale an «. Wegen
k,N € C! erhalten wir a € C3. Es gilt det(T, N, B) = 1. Zuniichst ist dies fiir
s = sg klar und folgt dann allgemein aufgrund der Stetigkeit und dass die drei
Vektoren stets eine Orthonormalbasis bilden. Somit ist B der Binormalenvektor an
die Kurve a. Wegen 7 = (N’, B) = w ist die Torsion wie angegeben.

Zur Eindeutigkeit: Nach einer Euklidischen Bewegung diirfen wir annehmen, dass
eine beliebige Losung 3 mit T, N und B in sg

T=T, N=N, und B=B



10 3. KRUMMUNG VON KURVEN

erfiillt. Aufgrund der Eindeutigkeit von Losungen gewthnlicher Differentialgleichun-
gen gilt dann iiberall (T, N, B) = (T,N ,B). Nach Integration sehen wir, dass

B(s) — a(s) = B(so) — a(so) konstant ist. Somit stimmen « und § bis auf eine
Euklidische Bewegung iiberein. (]

Definition 3.15. Sei a € C? (I,]R3) regulir. Sei & 1= a0 ¢: J — R? eine rich-
tungstreue Umparametrisierung nach der Bogenlédnge. Definiere

(i) die Kriimmung x(t) := (¢~ " (t)) von o ) )
(i) (fias Fr;netdreibein T(t) :==T(p71(t)), N(t) := N(p~ (1)), B(t) :== B(o~1(t))
ir k # 0.
(iii) die Torsion 7(t) := 7o p~1(¢t) fiir « € C3 und & # 0.

Lemma 3.16. T, N, B, k und 7 sind wohldefiniert und es gilt fiir beliebige rich-
tungstreue (4 ) oder richtungsumkehrende (,— ) Umparametrisierungen 8 = aop
von

Tﬂ:iTaO@a Nﬁ:NO/O§07 Bﬁ:iBaOQO?

Kg=KqO0@ und Tg=Ty0®.

Beweis. Jede regulire C'-Kurve lisst sich nach Theorem 2.8 nach der Bogenlénge
parametrisieren. Daher konnen wir die Definition 3.15 verwenden.

Seien nun ;: J; — I zwei orientierungserhaltende Parametertransformationen,
so dass «; := aop; jeweils nach der Bogenldnge parametrisiert sind. Dann sind gpl_lo
w2 und @y Yoy jeweils von der Form s — s+ sg, bei nicht orientierungserhaltenden
Transformationen auch von der Form s — 45+ sg. Die Groflen aus Definition 3.15
sind wohldefiniert, es gilt ndmlich

[N
]

f

T(t) = (aop1)],-1

=(aopropyto 01) |1 ()
_ / . -1 !
=(a092)| =10, 0001 (1) (93" 0p1) o=ty (Produktregel)
==+1
_ /
=+ (@ o p9) |¢;1(t)
und analoge Rechnungen funktionieren auch fiir die anderen Groflen.
Sei nun § = « o ¢ beliebig. Mit zwei orientierungserhaltenden Transformationen

¢o und ¢g konnen wir annehmen, dass 5 o ¢g und o o ¢, nach der Bogenlinge
parametrisiert sind. Ahnlich wie bei der obigen Rechnung erhalten wir

Ts(t) :(ﬁoﬁ"ﬁ)l'@gl(t)
— /
= (aocpa o<pa1 ocpogpﬁ) |<p51(t)

_ /

=(ao <‘00‘)|w§lwwawgl(t) (v’ 0 pops) et ()
=+1

== Ta|ga(t))

da 3o ¢g und a o ¢, nach der Bogenldnge parametrisiert sind. Wegen 3o pg =
(o pa)o(prtopopg)ist der Term in der letzten Klammer wieder von der Form
s +— £s+ sg.

Argumentation fiir die anderen GriéBen: Ubung. O
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Lemma 3.17. Seia € C? (I, R3) eine requldare Kurve. Dann gelten fiir Kriimmunyg,
Frenet-Dreibein (im Falle  # 0) und Torsion (im Falle k # 0 und o € C?)

- ‘O/l _ <O//,T>T‘ B |O/’|2 _ <O/’7T>2
- |2 B '] ’
T i/ _ o — <O//,T>T B_ o x o
o/} o = (", T)T|’ /|| — (o, T)T|
und
__ det(o/,o/’, O/") _ det(o/,o/’, O/”)
‘a/‘Q . ‘a// _ <a“,T>T\2 |O/ X O/IP

Beweis. Sei ¢ eine richtungserhaltende Parametertransformation, so dass & := aogp
nach der Bogenlénge parametrisiert ist. Dann folgt
/

= (pop () = ¢'lp1ny - (¥ ) (1),
() = —1or
P T oy (e(s))

Analog erhalten wir

ff(@—ut)):(fwl) ® 1 (da’(t))

e le®] \dt|oa ()]
- |§/(sz - §|ng3| (I (@®)P) """ 2+ (! (8), a"(1))

a”(t) — (o"(t), T'(1))T(t)
o/ ()2 '
Die Frenetgleichungen liefern, dass
T' (¢ (1) =R (¢~ (1) - N (¢ (1) = &()N (1)
gilt und somit erhalten wir aus der Lénge des Vektors

_ () = ("), TO)T ()] _ e @) — (2" (#), T(1))?

w(t) = (D) (P

und
_a’(t) = (a"(1), T(t))T(t)
MO = om0, )T
Wegen 0 = o' (t) xa/(t) erhalten wir direkt aus der Definition des Binormalenvektors
B a/(t) x o' (t)
Bl = /()] - o (t) = (' (), T()T(t)]

Nach Definition der Torsion erhalten wir

~ ~ Nog i) (o) _ ~
(1) = (N (). Ble™ 1)) = <WT (¢'(0) x (so1<t))> -
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Aus T(t) =T (¢~ (t)) folgt mit der Kettenregel und den Frenetformeln

T =T (¢ (1) - (¢71) (1) =T (7 (1) - [/ (8)] = |o' (DK ()N (®).

Damit erhalten wir

/@ o (t) = (1), T(O))T (1)

Die Behauptung folgt nun direkt aus (a x b, c) = det(a, b, ¢) fiir a,b,c € R* und

2

)

|axb|2:\a|2~‘b—< a>i

> Tal / Tal

ebenfalls fiir alle a,b € R® (Ubung). O

Lemma 3.18. Sei a € C? (I,R®) regulir und F(z) := Sz + a eine Euklidische
Bewegung mit S € O(3) und a € R3. Dann ist & := F o « ebenfalls requlir und es
gilt

(i) 7= r,

(ii)) T=ST, N =SN, B=detS-SB,

(ii)) T =detS - T,

wobei v fiir Aussagen iiber N und T sogar eine C3-Frenetkurve sei.

Beweis. Es geniigt, das Lemma fiir nach der Bogenlinge parametrisierte Kurven
zu zeigen. Sei also a ohne Einschrinkung nach der Bogenlinge parametrisiert. Es
gilt

(Foa) =Sd/, und (Foa)"=5a".

Mit S € O(3) und £ = |a”| erhalten wir & = & und T = ST. Somit ist & eine
Frenetkurve, wenn « eine solche ist. Wir erhalten N = SN. Somit gilt B = £5B

und wegen det(T, N, B) =1 L det (T, N, B) erhalten wir aus mit dem Determi-

nantenmultiplikationssatz B = det S - SB. Schlieflich folgt nach Definition 7 =
<z\7', B> = det S(SN', SB) = det S - 7. O

Beispiel 3.19 (Lokale Graphendarstellung einer Kurve). Sei 3 € C3 (I,R?) eine
Frenetkurve, ohne Einschrankung 0 € I. Nach einer orientierungserhaltenden Iso-
metrie des R3 diirfen wir T(0) = e1, N(0) = e3 und B(0) = ez sowie 3(0) = 0
annehmen.

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es ein § > 0 und eine Funktion
w: (—=0,6) — R? mit u(0) = 0, so dass a: = — (z,u(x)) eine Umparametrisierung
von (3 ist (Details: Ubung). Es gilt

o/ (z) = (Lu/(2), o'(z)=(0,u"(z)), o (z)=(0,u"(z)).

Aus T'(z) = 4w @) orhalten wir o (0) = 0. Fiir die Kriimmung erhalten wir

Vit (@)

u/7u112
BOSMA e 3OV e ) il Al

R\T) = =

L+ /[ (1 + |u2)*?
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Im Punkt z = 0 erhalten wir x(0) = |v”(0)] und e2 = N(0) = \Z::%I = (O’:(,;)()O)).

Wir differenzieren die Formel fiir x(z) und erhalten

<U”(OF);7(('I;)W(O)> _ <(O,UW(O))T,€2> — <u///(0)7 (1’0)T> .
Als Torsion erhalten wir

0) = det (el,n(O)eg, (O,u”’(O))T) ~ {(u"(0),(0,1)) <(0,u”’(0))T,63>

k' (0) =

7(0) #(0)2 TR0 #(0)

Sei nun a € C? eine Frenetkurve. Aus der Taylordarstellung erhalten wir durch
Koeflizientenvergleich

a(z) = (z,u(z)) = ze; + %$2K(0)62 + éxS (k' (0)ez + 7(0)K(0)es) + o (\x|3) )

3.3. Lingenvergleich und der Satz von Fenchel. Die folgenden beiden Theo-
reme sind fiir den Beweis der Fenchelschen Ungleichung notig.

Definition 3.20. Ein Grofikreis ist der Schnitt einer Ebene durch den Ursprung
mit S? C R3. Beachte: Durch zwei verschiedene Punkte auf S? gibt es genau einen
Grofikreis.

Theorem 3.21. Sei~y: [a,b] — S* C R? stiickweise von der Klasse C. Dann gilt

L(v) =2 <(v(a),y(b))-

Bei Gleichheit durchliuft v einen Grofkreisbogen von v(a) nach (b) ohne Rich-
tungsumkehr.

Beweis. In Polarkoordinaten erhalten wir die Sphire S? als

sin - cos
sind-sinp | = X, 0): 9 €[0,7],p €R
cos ¥

Da (r,9,¢) —r-X(9,¢) fiir r > 0,0 <9 < 7 und ¢ € R ein lokaler Diffeomorphis-
mus ist, gibt es zu jeder C1-Kurve a: I — S? C R3 eine C1-Kurve w : I — (0,7) xR
mit X ow = a, falls (0,0,+1) ¢ im« ist: Beachte dazu dass r, der Abstand zum
Ursprung, nicht auftaucht, da dieser stets konstant gleich eins ist. Aufgrund des
Satzes iiber implizite Funktionen existiert solch eine Abbildung w zunéchst nur lo-
kal. Da aber w bis auf Addition von Vielfachen von 27 in der zweiten Komponente
wohldefiniert ist, kénnen wir dies korrigieren und erhalten die gesuchte Funktion.
Schreibe w(x) = (¥(z), ¢(x)).

Sei ohne Einschrinkung v(a) = (0,0, —1), der Siidpol. Gelte v(b) = X (9, vp)
mit ¥, < 7. Sei € > 0 mit 3¢ < m — Y. Da 7 jede horizontale Ebene zwischen
{® = =1} und {z® = +3(b)} schneidet, und deren Schnitte mit S? zu konstantem
¢ in der Parametrisierung gehoren, existieren

ac := sup{t € [a,b]: ¥(t) > 7 — ¢}
sowie
be := inf{t € [a,b]: ¥(t) < Iy +£}.

Anschaulich ist dann 7. := 7|[q_s.] eine stiickweise C'-Kurve, die eine Ebene et-
was oberhalb von ~y(a) mit einer Ebene etwas unterhalb von ~(b) verbindet. Da
(0,0,%1) ¢ im~. gilt, gibt es stiickweise C1-Funktionen 9. : [ac, b.] — [0y +¢&, 7 —¢]
und ¢ [ae, be] — R mit v:(¢) = X (9:(2), (1)) fiir alle ¢ € [ac, bc]. € > 0 ist notig,
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weil die Parametrisierung auf der z3-Achse kein Diffeomorphismus ist und somit
die Regularitidt von 9. und @, nicht klar wire. Setze
Be: [asa be] _’SQa
Be ==X (9:(1),0).

Dann gilt
0X di.( 8X dpe(t)
E e dt = dt
L) /‘ )y el ) /’ v dt T i
dX di.( Fld
= —X £ ) =L €)s
/‘&9 4 ‘dt /‘dt (ﬁ(t)o)‘dt (3)
da
ox cosﬁ-cpsgp —‘sinﬂ-singo oxX
B9 = cost¥-singp | L | sind-cosyp =55
—sind 0 L

fiir alle (9, ¢) € (0,7) x R gilt. Wir haben also zwei Kurven, v, und f., die beide
die Kreise im X (7 — ¢,-) und im X (93 + ¢,-) miteinander verbinden. Die obige
Abschétzung liefert, dass L(v.) > L(8:) mit Gleichheit genau dann, wenn ~y. bereits
auf einem Grofikreis durch den Siidpol (0,0, —1) verlduft.

Sei [a,b] 3 t — J(t) € [0, 7] monoton, ohne Einschrinkung wachsend. Dann gilt

b

L(Xoﬁ):/ %Zf / —dt b) — ¥(a).

Andererseits ist fiir beliebiges g € R

X (I(b), po), X (V(a),po)) = arccos(X (I(b), o), X (I(a), po))

= arccos(sin ¥(a) - sin ¥(b) + cos¥(a) - cos (b))
= arccos(cos(¢(b) — ¥(a)))
=[9(b) — I(a)| = I(b) — I(a).

Auf 8. angewandt erhalten wir

L(ve) 2 L(Be) = (m =€) = (P +€) = <(7e(ac), 7= (be))

mit Gleichheit genau dann, wenn ~. mit monotonem 9. auf einem Grofikreis durch
den Siidpol verlduft. Mit € \ 0 folgt die Behauptung. Beachte dabei, dass Gleichheit
nur fiir a. — a und b, — b fiir ¢ N\, 0 gelten kann oder falls v auf [a,a + ¢] oder
[b— ¢, b] fiir ein ¢ > 0 konstant ist. O

Lemma 3.22. Seivy: [a,b] — S* C R? eine geschlossene stiickweise C'-Kurve mit
L(y) < 2. Dann liegt v komplett in einer Halbspire, d.h. in einer Menge der
Form {x € S?: (z,e) > 0} fiir ein e € S%. Ist L(y) < 27, so gibt es ein e € S* mit
(v(¢),e) > 0 fiir alle t € [a,b], v liegt also sogar im Inneren der Halbsphire.

Beweis. Wihle 7 € [a,b] mit L(V|4,71) = L(¥|jz5) = L(7)/2. Setze p := v(a) und
q = (7). Ist <(p,q) = 7, so gilt L(v) > 2x, also nach Voraussetzung L(vy) = 2.
Nach Theorem 3.21 liegen daher [, ;} und 7| auf GroBkreisen. Als e kann man
eine der Normalen wihlen, die zu den Ebenen gehoren, auf denen die Grofikreise
liegen.

Sei daher ab jetzt <((p,q) < 7. Sei ohne Einschrinkung p # ¢. Sei e der Mittel-

punkt des kiirzeren Groflkreisbogens von p nach ¢, e = |§ iql Nach einer Drehung
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diirfen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass e = eg gilt. Dann ist p = (p1 , p2,p3)
mit p® > 0 und ¢ = (¢*,¢*,¢°) = (=p', —p*,p°).

Nun gilt entweder (y(¢),es) > 0 fiir alle ¢ € [a, 7] oder es gibt ein tg € (a,7) mit
(v(to), e3) = 0. Im zweiten Fall definieren wir S: R® — R3 durch S(z!,2?, 23) :=
(2!, 22, —23) und

B y(t fir ¢t € |a, to],
() = 10 ree ol
Sv(t) furt € [to, 7]
Dann ist 7 eine stiickweise C'-Kurve mit 7(a) = p und 5(7) = S(q) = —p. Nach
Theorem 3.21 erhalten wir

L(’Y) = 2L(7|[a,‘r]) = QL(S/) > 2.
Wir erhalten L(vy) = 27 und nochmals nach Theorem 3.21 durchlduft 4 einen halben
GroBkreis von p nach S(q) = —p. Alsoist (¥(¢),e3) > 0 fiir ¢ € [a, to] und (3(¢), e3) <
0 fiir t € [to,b]. Also gilt (y(¢),e3) > 0 fiir alle t € [a,7]. Eine analoge Aussage
erhalten wir fiir ¢ € [r,b]. Insgesamt folgt also (y(t),es) > 0 fiir alle ¢ € [a, b]. Falls
nicht (y(t), e3) > 0 fiir alle ¢ € [a, b] gilt, so folgt aus den obigen Uberlegungen, dass
Gleichheit maximal in zwei Punkten gilt und dass in diesem Fall im~ in der N&he
dieser Punkte aus jeweils zwei Bogen auf unterschiedlichen Groflkreisen besteht.
Sind diese beiden Punkte antipodal, so kénnen wir nach Umparametrisierung (iiber
[a, b] hinaus) wie im Fall <(p, ¢) = m argumentieren. Sonst ersetzen wir e durch einen
geeigneten Vektor in der Néhe. O

Theorem 3.23 (Fenchel). Sei a: [0, L] — R? nach der Bogenlinge parametrisiert
und C2-geschlossen. Dann gilt

L

/ k(s)ds > 27

0

mit Gleichheit genau dann wenn o eine ebene einfach geschlossene Kurve ist, die
ein konvezes Gebiet berandet. (Die Aussage, dass o ein konvexes Gebiet berandet,
werden wir hier nicht beweisen. )

Der Integralausdruck heifst Totalkrimmung der Kurve c.

Eine Kurve heifit einfach geschlossen, wenn « geschlossen ist und afjo 1) eine
injektive Abbildung ist.

Beweis. Sei a: [0, L] — R? eine C?-geschlossene Kurve mit |o/| = 1. Dann ist
v:[0,L] —S* C R3,
s—a/(s)

eine C''-geschlossene Kurve. Sei e € S2. Es gilt

L L
[areras = [ Liats).ehds = (a(L).e) ~ (a(0).e) =
0 0

Somit gibt es keinen Vektor e € S mit (v(s), e) > 0 fiir alle s € [0, L]. Nach Lemma
3.22 gilt daher L(y) > 2w. Wir erhalten also fiir die Kriitmmung « der Kurve «

L L L
/m(s) ds = / | (s)| ds = / |7/ (s)| ds = L(v) > 2.
0 0 0

Dies zeigt die Behauptung.
Lediglich die Aussagen fiir den Fall, dass die Totalkriimmung gleich 27 ist, sind
noch zu zeigen. Nach Lemma 3.22 gibt es dann ein e € S? mit (y(s), e) > 0 fiir alle
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L
€ [0,L]. Aus [(v(s),e)ds = 0 folgt daher (y(s),e) = 0 fiir alle s € [0, L]. Also
0
ist L(a(s),e) = (v(s),e) = 0 und im o liegt in einer Ebene {z: (z,e) = c} fiir ein
ceR
Wir zeigen nun noch, dass afjg 1) injektiv ist. Falls nicht, so gibt es ohne Ein-
schrinkung ein 7 € (0, L) mit «(0) = a(7). Wir behaupten, dass L(v|j,-) > 7 gilt.
Wiire dem nicht so, so kénnten wir ein o € (0,7) mit L(v|0,0]) = L(Vljo,r)) < 7/2
wihlen. Wir setzen e := (o) und erhalten nach Theorem 3.21 {~(s),e) > 0 fiir alle
s € [0, 7]. Andererseits ist

Somit ist (y(s),e) = 0. Dies liefert fiir s = o einen Widerspruch. Wir schliefien,
dass
L(y) = L('V|[O,T]) + L(’7|[77L]) >mT4+ 7 =27

ist. Dies widerspricht der Annahme L(y) = 2m. Daher ist alj,z) wie behauptet
injektiv. 0

In [2] verallgemeinert J. Milnor diesen Satz und zeigt, dass eine C2-geschlossene

b
nach der Bogenléinge parametrisierte Kurve a: [a,b] — R?® mit [k(s)ds < 47
a
,unverknotet® ist.

4. FLACHEN

4.1. Induzierte Metriken. Wir betrachten Flichen zunéchst als Abbildungen.
Alternativ kann man Fliachen auch als Teilmengen betrachten.

Definition 4.1. Sei Q@ C R™ offen. Eine Abbildung X € C* (,R'), k € N\
{0} U {00}, heifit eine (reguléir parametrisierte) n-dimensionale Fliche oder n-
dimensionale Immersion der Klasse C*, falls rang DX (z) = n fiir alle x € Q gilt.
Wir schreiben auch dX fiir DX. Die Bedingung an den Rang heifit, dass die Vek-

toren
0X 0X
ﬁ(fﬂ), ey Oz (x)

fiir alle z € €2 linear unabhéingig sind.
Ist I =n+ 1, so heiBt X: Q — R*! Hyperfliche.
Ist n = 2, so heifit X: Q — R! Fliche.

Der Unterraum
. 0X 0X

heifit Tangentialraum von X im Punkt z. X (z) + im DX (z) heiit affiner Tangen-
tialraum.

Betrachte ab jetzt nur noch Hyperflichen, also Abbildungen X : Q — R™t! mit
Q C R™. Eine stetige Funktion v: 2 — R"™ heiflt Einheitsnormale an die Hyperfliche
langs X, falls |v(z)| = 1 und v(x) L im DX () fiir alle z € 2 gelten.

Betrachte ab jetzt fiir den Rest des Kapitels lediglich Flichen in R3. Ist Q zu-
sammenhéngend, so gibt es genau zwei Einheitsnormalen ldngs X, ndmlich

) X1(x) x Xa(x)
vE Q- S?c R mit vE(a :::I:l—,
=% 0) « Ka(o)

. 090X
T Ozt

wobei wir die Abkiirzungen X;(z) (x) verwendet haben.
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Die Formel fiir die Normale gilt speziell fiir Flichen im R3, da wir das Kreuz-
produkt ,,x“ benutzt haben. Alle weiteren Resultate dieses Kapitels lassen sich
leicht auf n-dimensionale Hyperflichen im R™*! iibertragen. Eine Ubertragung auf
Il > n + 1 ist komplizierter; z. B. ist dann eine Einheitsnormale nicht mehr bis auf
das Vorzeichen eindeutig bestimmt.

Beispiel 4.2 (Graphen). Sei 2 C R? offen. Sei u € C*. Dann ist der Graph von u,
graph u, das Bild der parametrisierten Fléiche

X:Q—R3,
X (2) = (v, u(z)) € R? x R.
1 0
Es gilt DX(z) = (X1,X2) = | 0 1 |. Die Bedingung rang DX (z) = 2 ist
uy U2

offensichtlicherweise fiir jede C'-Funktion u erfiillt. Eine Normale ist durch v(z) =

(Du,—1)
V/1+IDul?
Normale mit (v, e3) < 0, verwenden. Beachte: Dies ist genau die umgekehrte Wahl
des Vorzeichens verglichen mit ebenen graphischen Kurven. Die Unterschiede sind
historisch bedingt.

gegeben. Bei Graphen wollen wir stets die ,untere“ Normale, d.h. die

Beispiel 4.3 (Rotationsflichen). Sei a: (a,b) — {z € R*: 22 = 0 und z' > 0} ei-
ne Kurve in der ,rechten® Halbebene der 2! — 23-Ebene. Schreibe
a(t) = (r(t),0,h(t)).

Durch Rotation um die #3-Achse erhalten wir eine Fliche X : (a,b) x R — R? mit

cosp —singp 0 r(t) r(t) cos ¢
X(t,p)=|sing cosp O 0 | =[r(t)sing
0 0 1 h(t) h(t)

Ubung: Uberpriife, dass dies eine Fliche ist und bestimme eine Normale.
Definition 4.4 (Erste Fundamentalform). Sei X € C* (Q2,R?) eine reguléire Fliiche
(2 C R? sei offen). Dann heifit die Bilinearform
9(@)(u,v) := (DX (x){v), DX ()(u}))
fir z € Q und w,v € R? die erste Fundamentalform von X. Die Schreibweise
u+— DX (x)(u) soll auf die Linearitét der Abbildung hinweisen.
g€ C° (2, L* (R?,R%;R))

ist eine stetige Abbildung von € in den Raum der bilinearen Abbildungen R? xR? —
R. Beziiglich der Standardbasis ist g durch die Koeffizienten(funktionen)

g” : Q — R,

9i3(x) i= (Xi(x), X;(z)) = (dX (z)(e:), dX (x)(e;))
fir 1 <4,j < 2 gegeben. Die zugehorige Matrix G = (gi5)1<s,j<2 bezliglich der

Standardbasis des R? sei G: Q@ — R2*2 und ist durch G(z) := dX(z)TdX(X)
gegeben.

Bemerkung 4.5.
(i) Fiir jedes z € Q ist g(x) ein Skalarprodukt auf R2.
a) g(z) ist symmetrisch:

9(x)(u,v) = (dX () (w), dX (2)(v)) = (dX(2)(v), dX (2)(u)) = g(2) (v, u).

Daher ist auch die Matrix G = (g;;) symmetrisch: g;; = gj; fiir alle 1 <
ij<2.
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b) g(x) ist bilinear: Seien A\, u € R und v1, v, u € R%. Dann gilt

9(x) Aoy + pvg, u) = (dX () (Av1 + pvg), dX () (u))
= (AdX () (v1) + pdX () (va), dX () (u))
= MdX () (vr), dX (2)(u)) + p(dX (z)(vs), dX (z)(u))
= Ag(@)(v1, u) + pg(x){ve, u).

Da g(x) symmetrisch ist, ist es auch in der zweiten Komponente linear.
¢) g(w) ist positiv definit: Sei v € R?. Dann gilt

9(2){v,v) = (dX (2){v), dX ()(v)) = |[dX (2)(v)]* > 0.

Im Falle von Gleichheit folgt aus der Dimensionsformel dimkerdX (z) =
dimR? — dimim dX (z) = 0. Also ist dX (z) injektiv und es folgt v = 0.
(ii) Die Abbildung dX (z): (R? g(z)) — (imdX(z), (-, )rz) ist eine Isometrie zwi-
schen Euklidischen Vektorrdumen. Es gilt ndmlich

|dX (2)(0)[gs = g(2)(v,0) = [[v]]5(s)-

(iii) Seien u,v € R?\{0}. Dann erfiillt der Winkel zwischen dX (x)(u) und dX (z){v)
aufgrund der Isometrieeigenschaft

— arceos X @)tw), dX (@)(w))
YdX (z)(u),dX (z)(v)) = a |dX (z)(u)| - |dX (z)(v)]

g(z)(u, v)

arccos Tl Tolom =! Ly(a) (1, V).

(iv) Ein Skalarprodukt, das von z € 2 abhingt, heifit Riemannsche Metrik auf
Q. Ist klar, an welchem z € Q2 das Skalarprodukt g(z)(-,-) ausgewertet wird,
schreibt man héufig g(u,v) statt g(z)(u,v).

(v) Statt von der ersten Fundamentalform sprechen wir auch von der (induzierten)
Metrik, die aber etwas anderes als die Metrik d(-, -) eines metrischen Raumes
ist.

Lemma 4.6. Sei X € C' (Q,R?) eine (regulire) Fliche und v € C'(I,9) eine
Kurve. Dann gilt

L(Xo7y)= /\/g ) dt = /Ilv Mg~y @

Beweis. Da dX eine Isometrie ist, folgt

L(Xon) = / (X on)(t)] di = / X (4(8)) (7' (£) | it = / VIO 0Dy d.
I I I

O

Beispiel 4.7 (Erste Fundamentalform von Graphen). Sei X mit X (z) = (z,u(z)),
r € Q C R? ein Graph. Dann erhalten wir X;(z) = (e;,u;(z)) und gw( ) =

57;]‘ + Ui(ZE)Uj (l’), also
1+4?  wjus
(91’;‘)19’,;’32 = ( ulu; 1 +u§ .

Ist v: I — Q eine C'-Kurve mit y(t) = (£(¢),n(t)), so folgt

L(xX 01) = [T+ i€ + 2uauat'y + (1 + ()2 .
I
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Bemerkung 4.8. Seien u,v € R?\ {0} beliebig. Dann hat das von ihnen aufge-
spannte Parallelogramm den Flédcheninhalt

U\ U
v—(v, )
ul / Jul

=Hohe

_ \/<v|u _ <v,u>ﬁu7v\u| - <v,u>|iu>

= Vol lul? = 2(u, v)2 + (u, v)?
= VI[P ul? = (u,v)?.

Damit das Flichenelement nach Integration fiir affin lineare Funktionen auf recht-

eckigen Gebieten den fiir Parallelogramme bekannten Wert ergibt, setzen wir fiir
X eC' (QR?)

A:|u|.

dA Z:A(Xth) dl‘ldllfz = \/|X1|2|X2‘2 — <X1,X2>2 dx

= /911022 — g d = \[det(g () da

Man kann zeigen, dass der damit definierte Flacheninhalt fiir injektive Immersionen
X: Q — R? mit dem zweidimensionalen Hausdorffmaf§ H?(im X) iibereinstimmt.

Definition 4.9. Sei X: Q — R? eine Immersion. Dann definieren wir den Flichen-

inhalt von X als
A(X) = /q/det(gij) =: Ay(2).
Q

Beispiel 4.10. Sei X mit X (z) = (z,u(x)), x € Q, ein Graph. Dann gilt det(g;;) =
det(6;; + wiu;) = 1+ |Dul?> = 1 + u? + u3. Somit erhalten wir

A(X):/\/1+u%+u§:/\/1+|Du\2.
Q Q

Definition 4.11. Sei X: Q — R3 eine C'-Fliche. Dann heift X : ) — R3 Umpa-
rametrisierung von X, falls es einen Diffeomorphismus ¢: 2 —  mit
X=Xo %)

gibt.

Der Diffeomorphismus ¢ ist i. a. nicht eindeutig bestimmt, wenn X nicht bereits
injektiv ist. Z.B. stimmen X (t,9) = (cos¥,sind,t), (t,9) € R?, und X o ¢; mit
or(t,¥) == (t,9 + 27k) fir alle k € Z iiberein.

Auf der Menge der parametrisierten C'-Fliichen ist die Relation

X ~X <= X ist eine Umparametrisierung von X

eine Aquivalenzrelation.
Fiir C*-Flichen und C*-Diffeomorphismen verwenden wir analoge Definitionen.

Theorem 4.12 (Transformationsverhalten der Metrik). Sei X € C* (Q,R?) eine
reguldre Fldche.

(i) Sei : Q — Q ein Diffeomorphismus, also X:=Xo @ eine Umparametrisie-
rung von X. Dann gilt fir die zugehorigen Metriken

() (v, w) = g(p(x)){dp(v), dip(w))
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. g . _ E_ 0"
oder, jeweils dquivalent dazu, mit G = (gi;) und @i = 5

G = (dp)" (Gop)(dp) oder gij(x) =Y g op(x)ef(@)¢(x).
k=1

(ii) Ist B: R® — R3 eine Euklidische Bewegung und X =BoX, soygiltj=yg.
Beweis.
(i) Es gilt
9(v,w) ={d(X o ) {v), d(X o p){w)) = ((dX)|pdp(v), (dX)|,dp{w))
=gl ((dp){v), (d)(w)).

Somit erhalten wir

9ij = (i e5) = gle((dp)(es), (dp)(e;)) = glo(wir 05) ngwz@]
k,l=1

Direkt kénnen wir die Formel fiir die Metrik G auch wie folgt herleiten:
G =(d(X o))" d(X o) = (AX|pdip)"dX|,dyp
=dp" ((dX|,)"(dX]y)) dp = d™ ((dX)T(dX))lpdp = dp” Gl,dyp.

(ii) Wir stellen B in der Form Bz = Sz 4 a mit S € O(3) und a € R? dar. Dann
gilt dB(x)(y) = Sy. Also folgt

9(x)(v, w) = {d(B o X)(z){v), d(B o X)(z)(w))

Nun wollen wir herleiten, dass Bogenldnge, Winkel und Flécheninhalt von der
Wahl der speziellen Parametrisierung unabhéngig sind. Beachte, dass wir dazu le-
diglich das Transformationsverhalten der Metrik und nicht die Abbildung X be-
nutzen werden.

Korollar 4.13. Sei X € C! (Q,R?’) eine regulire Fliche. Sei o € O! (Q,Q) ein

Diffeomorphismus und X = X o eine Umparametrisierung von X. Wir bezeichnen
die induzierten Metriken von X und X mit g bzw. §g. Dann gelten die folgenden
Beziehungen fiir Linge, Winkel und Fldcheninhalt:

(i) Ly(¢pov) = Ly(v) fiir alle C*-Kurven vy: I — Q.
(i) Lg(p(2))(do(x)(v), do(z)(w)) = T4 (v,w) fir alle x € Q und alle v,w €

R%\ {0}.
(111) Ag(p(E)) = Ay(E) fir alle messbaren Teilmengen E C €.

Beweis. Nach Theorem 4.12 gilt g(p(x))(dp(x){v), dp(z)(w)) = §{v,w). Somit ist
ldeo(z) (Ml g(o@)) = Ivllga) und <ig(ga(z))(dsﬁ(x)<v>vdw(ﬂf)(w)) = (o) (v, w).

Nach Kettenregel gilt (¢ 0 v)'(t) = dp|, )7 (t). Somit erhalten wir

Lg(por) :/Hd@‘w(t)'yl(t)Hg(w(“r(t))) dt:/II’V’(t)Hgm))dt:L.a(’v)-
I I
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SchlieBlich erhalten wir aus dem Transformationsverhalten der Metrik, der Trans-
formationsformel fiir Integrale und der Determinantenmultiplikationsformel

/ VdetG = /\/detGo - | det dy|

»(E)

/\/det (d)T(G o p)dp) = Ay(E). 0

Es gibt folgende spezielle Umparametrisierungen:

Definition 4.14. Eine Fliche X € C! (Q,R3) heifit
(i) ldngentreu parametrisiert, falls

L(X o7) = Lg2(7)

fiir alle Kurven ~: I — Q gilt.
(ii) flichentreu parametrisiert, falls

A(Xly) = Ap2 (V) = V]

fiir alle messbaren Mengen V' C € gilt.
(iii) winkeltreu oder konform parametrisiert, falls

<UdX () (v), dX (z){w)) = <2 (v, w)
fiir alle x € Q und alle v,w € R? \ {0} gilt.

Bemerkung 4.15.

(i) Im allgemeinen gibt es zu einer Abbildung X :  — R3 keine lingentreue Um-
parametrisierung. Ein Gegenbeispiel ist jede Parametrisierung einer offenen
Teilmenge von S2. Dies benétigt jedoch etwas Theorie (Theorema egregium).

(ii) Konforme Parametrisierungen gibt es fiir Flichen X: Q — R?® mit Q C R
im allgemeinen aber nicht fiir hherdimensionale Hyperflichen. Die Existenz
einer solchen Parametrisierung erfordert jedoch Kenntnisse iiber partielle Dif-
ferentialgleichungen.

(iii) Fldchentreue Parametrisierungen kann man durch das Losen von gewdhnli-
chen Differentialgleichungen finden.

Lemma 4.16. Sei X € C* (Q,R3) eine Fiche mit Metrik G = (gij)1<sj<2. Dann
gilt
(i) X ist genau dann ldngentreu, wenn G = (d;;) gilt.
(i) X ist genau dann flichentreu, wenn det G =1 gilt.
(iii) X ist genau dann winkeltreu oder konform parametrisiert, wenn es eine Funk-
tion A: @ — Ry mit G = \2(8;5) gibt.
(iv) Insbesondere ist also X genau dann lingentreu, wenn X flichentreu und win-
keltreu ist.
Beweis.
(i) ,<=“: Gilt g;; = d;;, so so erhalten wir aus Lemma 4.6 L(X o) = L,(v) =
Lg2(7).
,==“: Sei X lidngentreu. Seien zy € Q und v € R? beliebig. Betrachte die
Kurve v(t) = z¢ + tv. Da X léingentreu ist, erhalten wir

g(z0){v,v) = hm Vg(xo + tv){v,v) dt = hm L (Vo,e7)

\OE

. 1
= ;1{1% ELRQ (Yjo,e) = Ivl.

Mit Hilfe der Polarisationsformel erhalten wir g;; = d;;.



22 5. ZWEITE FUNDAMENTALFORM

(ii) ,<=*“: Dies folgt direkt aus Definition 4.9, da det(g;;) =1 gilt.
»==": Sei wiederum z € Q beliebig und B:(z¢) = {z € R?: |z — x| < &}
der iibliche Euklidische Ball. Dann gilt

Vet Glag) = lim / Vet G = lim A (X5 o)

0 7752
Be:(z0)

1
= lim — Ag> =1
lim — Az (B (a0))

(iii) ,,<=*: Dies folgt nach Bemerkung 4.5 (iii), da sich die zusitzlichen Faktoren
A gerade kiirzen.
»=—="“: Wir benutzen nochmals Bemerkung 4.5 (iii) und erhalten

g1z = g(e1,e2) = [lexlly - [leallg - cos <(dX (e1), dX (e2))

=|le1llg - [le2]lg - cos <Trz(e1,€2) =0
sowie

g11 — ga2 =g(e1 +ez,e1 —e2) = |ler +eallg - [er — eallg - cos Ty (e + ez, 1 — €2)

=|lex + e2llg - ller — ez|l¢ - cos<tgrz(e1 + e2,e1 — e2) = 0.

Mit A = /911 = /22 = % erhalten wir also die gewiinschte Darstel-
lung.
(iv) Ist klar. O

Korollar 4.17. Sei X € C! (Q,RB). Wir wollen angeben, welche Gleichung ein
Diffeomorphismus ¢: O—0 erfillen muss, damit wir eine spezielle Parametrisie-
rung fiir X erhalten:

(i) G = (dp)T (G o @)dp =1 fiir eine lingentreue Parametrisierung,

(ii) det G = (det G)o - (det dp)? = 1 fiir eine flichentreue Parametrisierung und
(iii) G = (d)T (G o @)dp € R, -1 fiir eine winkeltreue Parametrisierung.
Theorem 4.18 (Existenz flichentreuer Parameter). Sei X € C* (Q,R?) eine
requldre Fliche und xzo € ). Dann gibt es eine Umgebung U von xy und einen
Diffeomorphismus p: U — @(U) C Q mit p(xg) = x0, so dass X o p: U — R?
flichentreu parametrisiert ist.

Beweis. Nehme ohne Einschréankung zyp = 0 an. Wir machen fiir ¢ den Ansatz
¥ (xl,xQ) = (xl,w (xl,xQ)) mit ¥(0,0) = 0.

Es folgt dp = (1; £ ) Wir haben in Korollar 4.17 gesehen, dass X o ¢ genau
1 Y2

dann fliichentreu ist, wenn det(G o ) - (det dp)? = 1 gilt. Es geniigt also, eine glatte
Losung ¢ des Anfangswertproblems

%(x) — 1

027" T Jaet Gl o, 2))

mit  (2z',0) =0

zu finden. Eine solche Losung existiert nach Picard-Lindeldf fiir ein € > 0 in B.(0)
und hiingt glatt von x € B(0) ab. (Dieses Argument funktioniert auch fiir X €
C?) O
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5. ZWEITE FUNDAMENTALFORM

5.1. Zweite Fundamentalform und Weingartenabbildung. Wir weisen auch
in diesem Kapitel darauf hin, wenn sich Aussagen nicht direkt auf Hyperflichen im
R™*+! iibertragen lassen.

Definition 5.1. Sei X € C? (Q,R3) regulir mit einer Einheitsnormalen v: Q — S?
lings X . Dann heifit A mit

A(z)(v,w) == — {(d* X (z){v,w), )
fir z € Q und v,w € R? zweite Fundamentalform von X beziiglich v. Wie die
Metrik ist auch die zweite Fundamentalform A € C° (Q, L? (R?,R%*; R)) eine stetige

Abbildung von  in den Raum der bilinearen Abbildungen R? x R? — R.
Beziiglich der Standardbasis des R? hat A = (h;j)1<; j<2 die Koeffizienten

hij(2) = =(X,i5(x), v(2))

fir 1 < 4,57 < 2, wobei X ;; := 825; mit dem Komma darauf hinweist, dass es

sich um partielle Ableitungen handelt. (Solange noch keine Verwechslungsgefahr
mit kovarianten Ableitungen besteht, kénnten wir auch X;; schreiben.)

Beispiel 5.2. Sei X(z) = (z,u(x)), z € Q ein Graph. Dann gilt
(Du,—1)
v=———2 und ¢g;; = 0;; + u;u,.
1+ |Dup? 9ig = O
Die zweite Fundamentalform ist wegen X ;; = (0,u ;) durch A = (h;;) mit
U,ij
hij = —(X i, 0) = ———29
=X =
gegeben.
Das folgende Lemma ist eigentlich ein Resultat der Linearen Algebra.

Lemma 5.3. Sei g(-,-) ein Skalarprodukt und B(-,-) mit Matrizdarstellung (b;;)
eine Bilinearform auf R™. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
S:R™ —» R™ mit

B(v,w) = g(v, Sw) fir alle v,w € R".
Ist B symmetrisch, so ist S beziiglich g(-,-) selbstadjungiert, d. h. es gilt

g(Sv,w) = g(v,Sw) fir alle v,w € R".
Beweis. Sei (g”) die inverse Matrix zu (g;5), d. h. gelte > ¢“g;r = ¢}, fiir alle 1 <
j=1

i,k < n. Wir definieren S = (S}),_, . durch 57 := Py} g7 by fir j,1=1,.
Wir rechnen die behauptete Gleichheit fiir Elemente der Standardbasis nach. Es
gilt Se; = Z Se; und daher folgt

=1
g(ei, Ser) Zgws = Z 9ij9" b1 = 25 bkt = bir-

7,k=1
Die Eindeutigkeit von S ist einfach einzusehen. Ist A symmetrisch, so folgt direkt,
dass S selbstadjungiert ist. O

Definition 5.4. Sei X € C? (Q,R?’) eine Flache mit Normale v ldngs X. Sei
A = (h;;) die zweite Fundamentalform von X. Dann heifit die eindeutig bestimmte
Abbildung S(x): R? — R? mit

A(x)(v,w) = g(z){v, Sw) fiir alle v, w € R
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Weingartenabbildung von X. Beziiglich der Standardbasis hat sie die Matrixdar-
stellung

S(x)er = Z Si(x)e; mit Si(x) = Zgij (x)hjk(z).

Die Weingartenabbildung S(z) ist fiir alle z € Q beziiglich g(z) selbstadjungiert.

Bemerkung 5.5. Im Allgemeinen ist {e1, e2} keine Orthogonalbasis beziiglich der
Metrik g(z) und die Matrix von S beziiglich der Standardbasis ist nicht symme-
trisch.

Fiir die Weingartenabbildung S ist die Matrixschreibweise S = (h;) 1<ij<2 mit

2
hz = > g”’“hkj iiblich. Man sagt, ein Index sei mit Hilfe der Metrik gehoben.
k=1

Auch bei anderen Gréfien (genauer: Tensoren) kann man Indices heben und senken.
Beispiele hierfiir sind

2 2
ZRijklgkm = R;;™; oder Z Ri;™19mk = Rijri-
k=1 m=1
Weiterhin ist es in der Differentialgeometrie (wie auch in der allgemeinen Re-
lativitdtstheorie) iiblich, die Einsteinsche Summenkonvention zu verwenden. Dabei
wird iiber doppelt auftretende Indices iiber alle moglichen Werte summiert. Weiter-
hin muss ein Index ,oben* und ein Index ,unten* stehen. Die Formel h = g™ hy;

bedeutet also in der bisherigen Summenschreibweise o} = gFhy;.
k=1

Theorem 5.6 (Weingartengleichung). Sei X € C? (Q,R3) requldr mit zweiter
Fundamentalform A = (h;;) und Weingartenabbildung S = (h;) beziiglich der Nor-
malen v. Dann gilt

Dv=dX-S wund A(v,w)= (Dvv),dX(w))
bzw. in Koordinaten
v
oxt
Dabei haben wir die Komponenten der Vektoren v und X, beide im R3, mit
griechischen Indices bezeichnet und die Euklidische Metrik des R® mit d,4. Die
Einsteinsche Summenkonvention erfordert hier also eine Summation iiber mehrfache
griechische Indices von 1 bis 3, wihrend mehrfache lateinische Indices von 1 bis 2
summiert werden. Es ist iiblich, lateinische Indices fiir Gréflen im Definitionsgebiet
und griechische Indices fiir Gréfien im Zielraum zu verwenden. Ausgeschrieben mit

Summenzeichen bedeutet also die letzte Gleichheit
3

hij = Z yf‘%ng.
a,B=1

In dieser Notation wird G = (DX)T"DX zu

9ij = X{apX]
und aus 0 = (dX(V),v) fiir alle V € R? wird

0= 10X V.

hf:Xk: und hzj = <V'i>Xj> = V’LOC(SO‘BXJB

Vv, =

Diese Formel gilt auch ohne V. Die Definition der zweiten Fundamentalform wird
zu
hij = —ijjéaguﬁ
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und die Transformationsformel fiir die Metrik zu X = X o  wird zu
Gij = gus .

Beide Schreibweisen haben Vorteile; so erleichtern weniger Indices die Uber-
sicht, wird es jedoch komplizierter, gibt es in Indexnotation weniger mogliche Miss-
verstdndnisse und die Indexnotation ist bei Rechnungen meist einfacher zu hand-
haben. Es ist ratsam, beide Notationen zu beherrschen.

Beweis. Aus (v,v) =1 folgt 0 = 52: (v,v) = 2(v,1;). Es gilt

0
(v, Xi) = 37 (v, Xi) —(v, X ji) = hji = Alej, ex)
=0

=g(Sej,ex) = (dX - Sej,dXey).

Aus der ersten Gleichung folgt (Dv(v),v) = 0, aus der zweiten (Dv(v), dX (w)) =
(dX - S(v),dX (w)) fiir alle v,w € R2. Die erste Behauptung folgt, da die erste
dieser beiden Gleichungen gerade das Skalarprodukt der behaupteten Gleichheit
mit v und die zweite das Skalarprodukt mit dX (w) liefert, die Gleichung also beim
Test mit einer Orthonormalbasis stimmt.

Zur zweiten Behauptung: Es gilt aufgrund der ersten Behauptung

A(v,w) = g(Sv,w) = (dX - Sv,dX (w)) = (Dv{v), dX (w)).

Daraus liest man auch direkt die Formeln in Koordinaten ab.

Wir leiten sie noch einmal unabhéngig davon in Koordinatenschreibweise her:
Es gilt 1 = v*§,4v°. Differenzieren nach z* liefert 0 = 2v28,51°. Jeder Vektor in
R? ldsst sich in der Form a* X}, + bv darstellen. Also gibt es Funktionen af und
b; mit v; = ank + b;v. Wir setzen dies in die obige Gleichung ein und erhalten
0= Vf‘éagz/ﬁ = an,‘g‘éaﬁyﬁ + biyo‘(Saguﬁ = 0+ b;. Also gilt v; = afX;. Wir
differenzieren 0 = v*JogX 55 7 =1,2, setzen die Gleichung fiir v; ein und erhalten

0= 1080 X) + 1005 X7, = dF X20up X — hij = a¥grj — hij.
Wir multiplizieren dies mit ¢/' und erhalten a. = a¥6! = a¥gr;g7' = hijg’' = hl.
Somit gilt v; = hLX; oder v = RLXP.
Weiterhin gilt
V20ap X = hEXP00p X = hug™gr; = hadl = hyj.
O

Theorem 5.7. Sei Q C R? zusammenhingend. Sei X € C? (Q,Rg) mit Normale
v und zweiter Fundamentalform A. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) X(Q) liegt in einer Ebene,
(1) A=0 und
(iii) v ist konstant.

Beweis.
»(1)==(ii)“: Liegt X () in einer affinen Ebene p + E, so bilden X, X» eine Basis
von E und v ist ein Normalenvektor von E. Da auch X ;; in F liegt, folgt h;; =
_<X,ij7 V> =0.
»(i)=(iii)“: Aus A = (h;) = 0 folgt S = (h%) = 0. Somit ist Dv = DX -5 =0
aufgrund der Weingartengleichung. Da 2 zusammenhéngend ist, ist v konstant.
,(1il)=(1)“: Ist v konstant, so folgt D(X,v) = (DX, v)+ (X, Dv) = 0. Somit ist
(X, v) konstant. Da v konstant ist, besagt dies, dass X (z) in einer Ebene liegt. O

Theorem 5.8. Sei Q C R? offen und zusammenhingend. Sei X € C? (Q,R3) und
R > 0. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:
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(i) X(Q) liegt in einer Spire vom Radius R und
(i) A = £4G baw. S = £51 oder, in Koordinaten, hi; = +5gi; bzw. h% =
+560.
Weiterhin ist die Ezistenz eines p € R3, so dass in jedem Punkt X —p ein Vielfaches
von v ist, dquivalent zur Tatsache, dass X () in einer Spdre von nicht spezifiziertem
Radius um p liegt.

Beweis.
»(1)==>(ii)“: Sei m € R? beliebig. Definiere f(z) := 1| X (2) — m|?. Dann gilt
f,‘ = <X — m7XZ> und f,ij = <X — m7X’Z~j> —&-gij.

Sei nun m der Mittelpunkt der Sphére und X (£2) in der Sphére enthalten. Dann
ist f konstant. Wir schlieflen also, dass X —m L imdX gilt. Somit ist X — m ein
Vielfaches von v. (Dies zeigt die Richtung ,,<=* fiir die letzte Behauptung.) Da die
Sphire den Radius R hat, gilt | X —m| = R und wegen |v| = 1 folgt X —m = +Rwv.
Somit erhalten wir

0= f,ij = <:‘:]%l/7 X7ij> + 9ij = :Fha] + gij-

»(i1)==(@1)“: Setze p := X £ Rv. Dann folgt nach Voraussetzung mit Hilfe der
Weingartengleichung

1
pj=X;+Rv;=X;+ Rh Xy = X; + R (iR(sf) X =0.

Also ist p € R3 konstant und aus X = p F Rv folgt, dass im X in einer Sphére vom
Radius R um p enthalten ist.
»<="%: Siehe oben.
»==": Gelte X —p = r(z)v. Sei ohne Einschriinkung p = 0. Setze f := | X —rov/|?
fiir ro := r(q) fiir ein festes g € Q. Es gilt
fi = 2(X; — rovi, X — rov) = 2(X; — roh¥ Xy, (r(x) — ro)v) =0
fir x € Q. Somit ist f = 0 und die Behauptung folgt. O

Theorem 5.9 (Transformationsverhalten der zweiten Fundamentalform). Sei X €
C? (Q, R3) eine Fiche mit zweiter Fundamentalform A (beziiglich der Normalen v ).

(i) Ist @: QO — Q ein C2-Diffeomorphismus und X = X o, so gilt fiir die zweite
Fundamentalform A= (;L”> von X beziiglich v =v o

fl(v,w) = A|y(dp(v),dp(w)) bzw. hi; = hkmfapé»
und fir die Weingartenabbildung
S = (dp) " Slpdp  bzw. %= (97 ")ihfel.

(i) Sei X = QX +a mit Q € O(3) und a € R® die Fliche verkniipft mit einer
Euklidischen Bewegung. Dann gilt A=Aund S=5 beziiglich der Normalen
r=Qu.

Beweis. Wir fithren den Beweis in Koordinaten.
(i) Nach Ketten- und Produktregel erhalten wir X; = X} und
X,ij = X,kzsof%- + Xk‘PfCif

Die Definition der zweiten Fundamentalform liefert

hij = — <Xu’/> = —oF QX ji,v) = bl .
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Aus gij = gripy el erhalten wir g = " (o™i (™). Somit folgt

he = g%y = (07 )ig™ (@™ 1)k - ghhave’ = (071 ig ™ hal = (0™ )iyl
(ii) Es gilt X ;; = QX ;. Wir erhalten
hiy = = (Xjs0) = ~(QX,i5, Q) = —(X35,0) = hij.
Da xivir in Tkleorem 4.12 bereits gesehen haben, dass g;; = g;; gilt, erhalten
wir hé- = §%hg; = g hy; = h; O
5.2. Hauptkriimmungen und Kriimmungsfunktionen.

Definition 5.10. Seien g, B symmetrische Bilinearformen auf R™. Dann heifit
v € R™\ {0} Eigenvektor von B beziiglich g zum Eigenwert A € R, falls

)\g(','U) = B('?”)
oder, dquivalent dazu, Ag(w,v) = B(w,v) fiir alle w € R™ gilt.

Definition 5.11 (Hauptkriimmungen). Sei X eine C2-Fliche mit Metrik g und
zweiter Fundamentalform. Dann heiflen die Eigenwerte der zweiten Fundamental-
form A(zx) beziiglich g(z) Hauptkriimmungen von X in x.

In Koordinaten ist A eine Hauptkriimmung, wenn es ein £ # 0 mit

Agij& = hi;€&
gibt.

Bemerkung 5.12. Die Hauptkriimmungen sind auf den Aquivalenzklassen von
C?-Flichen mit C?-Umparametrisierungen wohldefiniert: Sei X = X o ¢. Aus
Agi;€ = h;;j&7 folgt mit €F := (p~1)F¢ namlich

A1 = Mol ganpy (07 RER = At gart” = @i hart” = @i hand (0 NE" = higé

da die Metrik und die zweite Fundamentalform dasselbe Transformationsverhalten
haben.

Lemma 5.13. Sei X eine C?-Fliche mit Metrik g und zweiter Fundamentalform
A. Dann besitzt A beziiglich g zwei beziiglich g orthogonale Eigenvektoren und zwei
zugehdrige (nicht notwendigerweise verschiedene) Hauptkrimmungen.

Beweis. Wir wollen mit A und g auch die beziiglich der Standardbasis zugehorigen
Matrizen bezeichnen. Da g und g~! symmetrisch und positiv definit sind, gibt es
Quadratwurzeln /g und /g~—1. (Versuchen Sie nicht, das in konsistenter Weise mit

oberen und unteren Indices aufzuschreiben.) Da y/g—1Ay/g~! symmetrisch ist, gibt
es zwei beziiglich des Standardskalarproduktes orthogonale Eigenvektoren. Sei

VoAV = A
Setze £ := \/gfléC Dann gilt éz V9€. Es folgt
AL = M/9/9€ = AgE.
Mit ¢ = ,/g¢ erhalten wir
(6.0),, = (€
Somit folgt die Behauptung. O
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Definition 5.14. Elementarsymmetrische Funktionen der Hauptkriimmungen (\;)
sind wohldefiniert. Wir setzen

H:= Sl(()\i)lgi§2) = )\1 + )\2 = tr (\/ gflA\/ gil> = tr (g_lA) = h;
und

K = $5((M)) = A1 - de = det (Vg T4/

=det A- (det \/g*1>2 =det A - det (gfl)

H heifit mittlere Kriimmung, K GauBkriimmung.

o det hij
B det 9ij ’

Bemerkung 5.15. W&hlt man —v statt v als Normale, so dndert sich das Vorzei-
chen von h;; und H, das von K bleibt unveréndert.

Beispiel 5.16 (Hauptkriimmungen von Graphen). Fiir Graphen gelten h;; =
= und g;; = 6;; + u;u;. Wir erhalten

v/ 14|Du|?

- . wtud
ij _ §id _
g 1+ [Du?’
o 1 y Wil
H=h!=g¢"hjj = ——=—= (5”ui<—”>
g 1+ |Dul? < 7 14 |Duf?
_ 1 (Au B D2u<Du,D2u>>
V1+|Dul? 1+ |Dul

und nach etwa zwei Zwischenschritten

mit

div(¢) = div ((¢)) = Z B und Vu = (ui)1§i§2 = (5ijuj)1§igz.

Fiir die GauBkriimmung gilt
_deth;;  detuy 1 _ detuy;
~detg;; 1+ |Dul?21+|Dul?2 (1+ |Dul?)*
Wir betrachten nun speziell rotationssymmetrische Graphen. Sei

X(2) = (z,u(x)) = (2, ¢(|2])),
z€Q, Q= Bg(0)\ B,(0),0<p<R< o0, mit ¢ € C? und ¢'(0) =0 falls p = 0.
Ohne die letzte Bedingung wiire u(z) = ¢(|z|) im Urspung weder in C! noch in C2.
Setze r :=|z|. Es gilt

wi(e) = w’(r)%,

1 T;iT T; T

) = () — (.. — TiTs ey Li L

ul](x) ¥ (’r)|$‘ < () |SU|2 +§0 <r)‘.’£| |£L"7
|Duf? = (¢')?,

gl] ) + ’LL,L’U,] ¥ + (QO ) |.’L'| |ZC|’

1 gp’( xix) Til;
hij = < 0ij— T ) +¢" T |-
VT @\ P ER
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Eine gemeinsame Basis aus Eigenvektoren von g;; und h;; beztiglich §;; ist auBerhalb
des Ursprungs durch % oder z und eine Basis von (z)* gegeben. Fiir die Eigenwerte

gilt .

[ [ =« [ @ |
Gij 14+ (30/)2 1
hi; ' ’

® P 1
VIHE)? | 7A@

Als Hauptkriimmungen erhalten wir somit einmal

W und sonst (hier auch

©

Theorem 5.17 (Lokale Normalform von Flidchen). Sei X: O — R3 eine regulire
C*-Fliche mit k > 1 und Normale ©. Dann gibt es zu xg € QO eine Euklidische
Bewegung B : x — Qx +a mit Q € O(3) und a € R? sowie eine offene Menge
Q C R? und einen Diffeomorphismus ¢: Q — () € Q mit ¢(0) = ¢ und ein
f e CHQ,R) mit f(0) =0 und Df(0) =0, so dass X := Bo X o folgendes erfiillt:

(i) X(x) = (z, f(x)) fir alle z € Q,

(ii) f(z)= 1ki(zo)- (x1)2 + Lha(z0) - (x2)2 +o ((ml)Q + (x2)2>, falls k > 2 ist,

wobei k; die Hauptkrimmungen von X in z¢ € Q sind.

einmal)

Beweis. Seien fiir i = 1,2 die Vektoren éi Eigenvektoren von ﬁij beziiglich g;; zu den
Eigenwerten ; im Punkt zo. (Im Falle &1 (o) = A2(x0) seien &; und & beziiglich §;;
orthogonal zueinander gewiihlt.) Dann bilden D(zq), dX (z) <51> und dX (z) <£2>
nach Lemma 5.13 eine Orthonormalbasis des R3. Somit gibt es eine Euklidische
Bewegung B, die X (x¢) auf 0, &(x) auf —es und dX (z) <§:1> auf +e; (Vorzeichen
beliebig), i« = 1,2, abbildet (eine Abbildung auf beliebige orthogonale Vektoren
in dieser Ebene wiirde ebenfalls ausreichen). Sei ma3: R® — R? die orthogonale
Projektion von R3 auf (e3)®, wobei wir diesen Raum mit R? identifizieren. Da

X regulér ist, ist me3 0 B o X:Q — R? ein lokaler Diffeomorphismus von einer
Umgebung von zy auf eine Umgebung v0n10. Definiere nach Einschrinkung auf
solche Umgebungen v := <7r23 oBo X|) .Dann hat Y := Bo X o 1 die Form
Y(z) = (x, F(z)). F(0) = 0 gilt nach Konstruktion und wegen Bi(zg) = —eg ist
DF(0) =0.

Einfacher als nachzurechnen, dass (ii) erfiillt ist, ist nun folgendes Vorgehen: F'
erfiillt £(0) = 0, DF(0) = 0 und D?F(0) ist eine Matrix mit Eigenwerten &1 ()
und &2(zo), da weder ¢ noch B die Hauptkriimmungen verdndern und g;;(0) =
&;; gilt. Durch eine Rotation R in R? konnen wir D?(F o R) auf die gewiinschte
Diagonalgestalt bringen. Also ist X := Bo Xo ( mit ¢ := 1Yo R wie gewiinscht und
f:=F o R die in (ii) gesuchte Funktion. d

Korollar 5.18. Sei X: Q — R? eine requlire Fliche mit Gaufscher Krimmung
K beziiglich einer Normalen v. Sei xg € 2. Dann gilt
(i) Ist K(xg) > 0, so gibt es eine Umgebung U von xg mit (X (x)—X (z0), v(zo)) >
0 fiir alle x € U\ {zo} oder (X (z) — X (x0),v(x0)) <0 fiir alle x € U\ {zo},
d. h. im X liegt lokal auf einer Seite der affinen Tangentialebene in x.
(ii) Ist K(xo) <0, so gibt es in jeder Umgebung U von xo Punkte xy+ € U mit

(X(z4) = X(20),v(w0)) >0 und (X(z-) — X(x0),v(x0)) <0,

d. h. im X liegt selbst lokal auf beiden Seiten der affinen Tangentialebene in
Zg-
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Beweis. Benutze die Normalform fiir Flachen. O

Definition 5.19 (Integration auf Flichen). Sei X: U — R3? eine C'-Fliche und
f: & — R. Dann definieren wir

/fdA /f det(g;;) da,

falls das rechte Integral als Rlemann— oder Lebesgueintegral existiert.
dA, = 1/det(g;;)

heifit das induzierte Flichenelement.

5.3. Minimalfldchen.

Lemma 5.20. Die Integration auf Flichen ist unabhingig von der Parametrisie-
rung.

Beweis. Sei X = X o o fiir einen C'-Diffeomorphismus ¢: ) — Q. Dann folgt aus
dem Transformationssatz fiir Integrale mit z = p(y) und f: Q@ — R sowie

i1 (y) = gr 0 (W) ef ) (y),

dass

/fow( ) dA(y)

/ £ o oy)yJdet (317) (4) dy

= /f(x)\/det ((gr) (@) F (71 (2)) (071 (2))) - | det dtpép‘l(xm o

/f det(gs5)(x) dx—/fdA O

Definition 5.21. Sei X: Q — R? eine C2-Fliche. Wir definieren den mittleren
Kriimmungsvektor H durch H := —Hu.

Wir bemerken, dass H unabhéingig von der Wahl der Normalen v definiert ist.
Bei einer Sphére zeigt er nach innen.

Wir wiederholen ein Lemma aus der linearen Algebra, beweisen es hier aber nur
in dem fiir uns relevanten zweidimensionalen Fall, den wir sehr explizit und daher
einfach behandeln kénnen. Im Anhang zu meinem Skript iiber voll nichtlineare
partielle Differentialgleichungen befindet sich ein Beweis in beliebigen Dimensionen.

Lemma 5.22.
(i) Es gilt

det(ag) = det(akl)aﬁ,

0
Oa;j
falls (a;j) invertierbar ist und a® die Inverse ist, d. h. wenn a“aj, = & gilt.
(i1) Sei (ai;(t)) differenzierbar von t abhingig mit inverser Matriz (a* (t)). Dann
gilt
d ik 1 4

—a¥ = —a'*qg akl-
dt dt ™

Die Determinante ist ein Polynom in ihren Eintrédgen und daher auch im Falle
nicht invertierbarer Matrizen differenzierbar.



5.3. MINIMALFLACHEN 31

Beweis.
(i) Wir zeigen die erste Behauptung nur fiir (2 x 2)-Matrizen. Es gilt

air a2 _ agy  —aiz
a1 a2 det(a;;) \—a21 an

4 all g2t ([ am  —am
et(aij) | 12 22) = - .
a a ai12 a1

Differenziert man det(a;;) = ai11a22 — a12a21, so erhdlt man gerade die be-
haupteten Eintrage. )
(ii) Gelte allgemein AB = BA = 1. Dann erhélt man durch Differenzieren AB +

AB = 0, also AB = —AB oder B = —BAB. Wegen B = A~! folgt die
Behauptung. O

Somit ist

Theorem 5.23 (Erste Variation des Flicheninhaltes). Sei X: Q x (—¢gg,g0) — R?
von der Klasse C?.

(i) Sei X(-,0): Q — R? reguldr,

(i) A(X(-,0)) < oo und

(i1i) gebe es eine kompakte Menge K C Q, so dass X (z,t) fir x € Q\ K von t

unabhdingig ist.

Dann gibt es ein & > 0, so dass X(-,t): Q — R3 fiir alle t € (—e,¢) requldr ist. Mit
P = 90X

=% erhalten wir

%A(X(-,t)) - _/<ﬁ,q>> dA,

firt € (—¢,¢).
X heifit Variation von X(-,0).

Beweis. Da fiir t =0

inf inf |dX (z,t 0
JQKJ&Z' (z,t)(v)| >

ist, gilt dies aus Stetigkeitsgriinden auch noch fiir kleine ¢ > 0 und t € (—¢,¢).
Nun gilt

d d 1 1 iy
LAxC) = [ L det(g)de = | = ——— det(gi:)g" s d
I (X(,1)) Q/dt et(gij) dx Q/2 Tot(g) et(gi5)9" §ij dz

_ /%gij,2<Xﬂ-,Xj> Mdm: /gij <X,i,Xj> dA,.
J Q

Schreibe nun X = v +1p* X, fiir C1-Funktionen ¢ und 1* mit kompaktem Triger
in . Wir erhalten

Xi =g+ ohF X + 0F Xy + 05X 1
und hieraus mit partieller Integration

d L.
ZAX(G 1)) = /9” (Phé Xp + 97 X + 0 X ki, X;) dAg

Q

- / 97 ohy gk + 970F grs + g7 (X ki, X;) dA,
Q

= /saHJr 4+ WP g (X i, X;) dAg
Q
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_ <<1>,ﬁ> + P9 (X i, X;) dA, +/ (a‘ziw) Vdet(gy) dx

Q

Il
e D

— (@ 1) + 0*g7 (X i, X;) dA,

det gkl) ’

= / (@, 1) dA,
wie behauptet. U
Korollar 5.24. Sei Y: Q — R? eine Fliche. Sei X eine Variation von Y, d. h.
wie in Theorem 5.23 mit X (-,0) =Y. Dann sind die Aussagen
(i) H(X(-,0)) =0 und
(ii) %A(X("t))‘t:o = 0 fiir alle solchen Variationen X

det(
/ e gkl .gkl_2<in7Xl> dx
Q

aquivalent.

Beweis. ,,—“: Klar nach Theorem 5.23.
,<=": Nehme an, das H # 0 gilt. Wiihle liings X (-, 0) ein C?-Vektorfeld V': Q —

R3 mit kompaktem Triger und <ﬁ V> > 0, aber so, dass nicht iiberall Gleichheit

gilt. Setze X(z,t) := Y(z) + tV. Dann ist die erste Variation 2% A(X(

)]

negativ. Widerspruch. O

Wir wollen X ;; als Linearkombination des Normalenvektors v und der Tangen-
tialvektoren X; darstellen. Es gilt das folgende

Lemma 5.25. Sei X: Q — R? eine C?-Fliche. Dann ist
X,ij = Fijk — hijl/

mit Ffj = %gkl(giw + gj1,i — gij1). Setzt man
Xiij = X,ij — 5 Xk,

so gilt
X;ij = 7hijl/.

Die Grofle X,;; wird uns noch als zweite kovariante Ableitung begegnen. Die
Ausdriicke ng nennt man Christoffelsymbole. Die letzte Gleichung heifit Gaufische
Formel.

Beweis. Die Gaufische Formel folgt aus der ersten Behauptung direkt nach Defini-
tion.

Es ist klar, dass sich X ;; als eine solche Linearkombination darstellen lésst.
Der Faktor vor v stimmt aufgrund unserer Definition h;; := —(X ;;,v). Sei also
X ein beliebiger Tangentialvektor. Wir miissen daher noch nachweisen, dass das
Skalarprodukt der Gleichung mit X; auf beiden Seiten denselben Wert ergibt. Es
gilt nach Definition von I‘fj

0 XZ]7Xl>

ij7Xl> Gir,j +g]rz gij,r)gkl

g X1) — (gzl,g + 9j1i — Yij1)

,7,]7Xl> <X,137Xl> <XiaX,lj> - <X7ji7Xl> - <Xj’X7li>
+<X1I7X> <X1;le>

IV (X, X0)
1 kr(

><

Il
SOOI O

X

(
(
(
(
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= O7
da partielle Ableitungen symmetrisch sind. O

Bemerkung 5.26. Wir nennen eine Fliche mit H = 0 oder, dquivalent dazu,
H= 0, eine Minimalflache.

Die Bezeichnung ist leicht irrefithrend, weil wir gesehen haben, dass die erste Va-
riation des Flidcheninhalts einer Minimalfliche verschwindet. Dies besagt natiirlich
nicht, dass eine Minimalfliche ein (lokales) Minimum des Flidcheninhalts ist.

Wir konnen die Minimalflichengleichung H = 0 oder H = 0 mit Hilfe des
folgenden Operators kurz darstellen.

Definition 5.27 (Laplace-Beltrami Operator). Sei (g;;)1<i,j<2 eine Riemannsche

Metrik auf einer offenen Menge 2 C R? mit inverser Metrik (gij )1 <ij<or Dann

definieren wir den Laplace-Beltrami Operator A,: C?(2) — C°(Q) durch
1 0 |
Agu = ———— - — [ \/det Y.
g et 07 ( (gr)9" 55 )

Lemma 5.28. Sei X € C? (Q,RS) eine Flache mit Metrik g und Normalenvektor
v. Dann gilt
Ay X =H.

Beweis. Wir berechnen mit Lemma 5.25

1 B )
AgX =———=— | /det g7 —X
g \/det(gkl) axz ( ¢ (gkl) g a]}] )

B 1 1 det(gwi)

B V/det(gr1) 2 V/det(gr1)
— 9™ g (X i, Xa) + (X, X)) X + 97 X 45

= 9" (X ki X0)9" X5 — 9™ 9" (X kir X0) X5 — 9™ 9" (X, X 1) X
+ g7 (=hijv + T} Xy)

= — Hv — g™ g" (X ki, X)) X5 + 597 9" (915 + 91 — 9i5.) X

=H — g"*g" (X 11, X)) X;

+ 390" (X3, X0) + (Xiy Xog) + (K iy Xa) + (X5, X

20" (X kir X1)9" X;

~(Xa, X;) = (Xi, X i) ) Xa

=H. O
Beispiel 5.29 (Helikoid). Das Helikoid, parametrisiert durch
R? 3 (r, ) — (rcos g, rsinp, )T,
ist eine Minimalfléiche.
Beweis. Wir erhalten
X, = (cos ,sinp,0)7,
X, =0,
X, = (—rsinp,rcos p, nT,
X pp =(—1cosp, —rsinp, 0)%,
grr =1,
gro =0,
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9¢¢:1+T2v
det g;; =142,
ﬁ:AX

= rran (VI )

1 0

( 1+7‘2'1'X7»)+ 1 0 <\/1+T2X¢>

CVIteEor VIt op \ 1402
1 r Cos 1

= ny | + X0

V14721472 O 147

CoS ¥ 1 —7Cos

=— ne | +——|-rsing | =0

1+7r 0 1+r 0

Somit ist das Helikoid eine Minimalfliche. O

5.4. Niveauflichen. Parametrisierte Flachen sind im Allgemeinen nur immersiert
und nicht eingebettet. Dafiir muss man eine Parametrisierung angeben. Unterman-
nigfaltigkeiten, Niveauflichen oder eingebettete Flichen diirfen sich hingegen nicht
selbst durchdringen. Dafiir reicht es, die Fliche als Menge anzugeben. Eine Para-
metrisierung ist nicht notig.

Definition 5.30 (Untermannigfaltigkeiten). Eine Teilmenge M C R3 heifit zweidi-
mensionale Untermannigfaltigkeit, Niveaufléche oder eingebettete Fléche der Klasse
C* fiir ein k € NU {0}, falls es zu jedem p € M eine offene Umgebung U C R? und
eine Funktion f € C*(U) mit

(i) MNU = f~1({0}) und

(ii) df(q) #0 fiir alle g € U
gibt.

Beispiel 5.31. Sei Q C R? offen und u € C*(). Dann ist
{(z,u(z)): z € Q} = graphu
eine zweidimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R3.

Beweis. Zu p = (z,u(zr)) € M konnen wir stets U = @ x R und f: U — R mit
f(zt, 2% 23) := 2% — u (2!, %) wihlen. O
Beispiel 5.32. Die Sphére §? := {z € R3: |z| = 1} ist eine zweidimensionale C°-
Untermannigfaltigkeit des R3: Wihle ©Q := R?\ {0} und f(z) = |z|> — 1 oder
f(a) = || — 1.

Lokal sind parametrisierte Fldchen auch eingebettete Fldchen. Global stimmt
dies nicht, ein Gegenbeispiel wire die ,,8“xR.

Theorem 5.33. Sei X: ) — R3? eine regulire Fliche mit Normale v. Dann gibt es

zu jedem Punkt x¢ € Q eine Umgebung Q von xg, so dass im X |q eine eingebettete
Fliche ist.

Beweis. Definiere F': 2 x R durch
F(z,t) == X(z) + tv(x).

Dann ist dF(zg) durch eine invertierbare (3 x 3)-Matrix dargestellt. Somit gibt
es nach dem Satz von der inversen Abbildung eine Umgebung der Form € X
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(—€,€) von zo x {0}, so dass Flg,
F (Q X (—5,5)) ist.

ey ein Diffeomorphismus auf das Bild U :=

Wir behaupten nun, dass im X (Q) eine eingebettete Fliche ist. Es gilt M =
X (Q) = F(Q X {O}) C U. Setze f := m30 F~1: U — (—¢,¢), wobei m3: Q) x

(—e,€) — (—¢,¢) durch 73 (x*,2%,2°) := 2® definiert ist. Dann gilt

FH{0Y) = (m30 FY) T ({0}) = Fomy {({0}) = Fo (Q X {0}) —M=MnNU.

Da F ein Diffeomorphismus ist, verschwindet auch die Ableitung der dritten Kom-
ponente von F !, also df, nicht. Die Behauptung folgt. O

Lokal sind eingebettete Flachen auch parametrisierte Fléachen:

Definition 5.34. Sei M C R? eine zweidimensionale C*-Untermannigfaltigkeit.
Eine lokale Parametrisierung von M nahe o € M ist eine C*¥-Abbildung X: Q —
M C R3 mit 2y € im X, wobei 2 C R? offen ist, X injektiv ist und rang dX (x) = 2
fiir alle x € Q gilt. Q heifit Parametergebiet und V' := X(Q) C M heiflt das
Kartengebiet von X. Die Abbildung X ~': V — Q heifit Karte.

Theorem 5.35 (Existenz und Eigenschaften von Karten). Sei M C R? eine zwei-
dimensionale Untermannigfaltigkeit des R* der Klasse C* mit k > 1. Dann gelten
folgenden Aussagen:

(i) Zu jedem p € M gibt es eine Karte p: V. — Q mitp e V.

(i) Ist X: Q — X(Q) =: V eine lokale Parametrisierung, so ist V relativ offen
in M. Die Abbildung X~ 1:V — Q ist stetig und somit ist X: Q — V ein
Homdomorphismus.

(iii) Seien p;: V; — Q;, i = 1,2, Karten von M. Dann ist

P00 @r(VinVa) = @3 (Vin1e)
ein C*-Diffeomorphismus.

Beweis.
(i) Nach dem Satz iiber implizite Funktionen ist M lokal als Graph darstellbar:
Zu p € M gibt es eine Euklidische Bewegung B: R®* — R3 mit B(p) = 0,
offene Mengen 0 € Q C R? und 0 € I C R sowie u € C* (£, I) mit

BM)N(QxI)={(x,u(z)): v € Q}.

Insbesondere folgt u(0) = 0. Dann ist X : Q — R3 mit X (z) := B~ (x,u(z))
die gesuchte Parametrisierung und es gilt X (0) = p € X ().

(ii) V ist relativ offen, da F(x,t) := X (x) + tv(z) ein lokaler Diffeomorphismus
nahe t = 0 ist. F~! ist ebenfalls ein lokaler Diffeomorphismus. Somit ist die
Einschriankung X ~! stetig und die Behauptung folgt.

(iii) Betrachte die lokalen Parametrisierungen X; := ¢, und X, := ¢, '. Deren
Fortsetzungen X;(z,t) := X;(x) + tv(z) sind wiederum lokale Diffeomorphis-
men. Dies gilt auch fiir die Verkniipfung XQ_ 16 X und daher auch fiir die
Einschrankung auf ¢ = 0, also fiir ¢o ocpl_l. Da Parametrisierungen und damit
auch Karten (globale) Homgomorphismen sind, ist ¢o 0 07 : 1 (Vi N Vo) —
©5 (Vi N'Va) auch ein (globaler) Diffeomorphismus. O

Definition 5.36 (Tangentialebene). Sei M C R? eine zweidimensionale C''-Un-
termannigfaltigkeit des R3. Dann heiit V € R3 Tangentialvektor in p € M, falls
es eine Kurve v: (—¢,¢) — M mit v(0) = p und 7/(0) = V gibt. Die Menge aller
Tangentialvektoren in p bezeichnen wir mit 7, M.
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Theorem 5.37. Sei M C R? eine zweidimensionale C'- Untermannigfaltigkeit des
R3. Dann ist T,M ein Unterraum von R3 und es gilt
(i) T,M =imdX (z) fiir eine lokale Parametrisierung X : Q — M mit X (z) = p.
(ii) T,M =kerdf (p), falls MNU = f~1({0}) fiir eine offene Menge U mit p € U
und fir f € CY(U) mit df #0 in U gilt.

Beweis. Sei X (z) = p. Die Inklusionen imdX (x) C T, M C kerdf(p) folgen direkt
nach Definition. Wegen dimim dX (x) = 2 und dimker df (p) = 2 gilt jedoch iiberall
Gleichheit. O

Die folgende Bemerkung, Bemerkung 5.38, steht auf einer gesonderten Seite.

Wir wollen nun die zweite Fundamentalform von Untermannigfaltigkeiten ohne
Zuhilfenahme einer Parametrisierung bestimmen. Die Wahl des Vorzeichens von v
ist prinzipiell beliebig. Bei dieser Konvention erhalten wir fiir die Niveauflichen-
darstellung von schrumpfenden Sphéren die duflere Normale.

Lemma 5.39. Sei X € C? (Q,R3) eine parametrisierte Fliche, U C R3? eine
Umgebung von p = X (x) und f € C*(U) mit fo X =0 und Df # 0 nahe p. Dann
gilt

D?f(p)(DX (x){v), DX (z)(w)) : \7i
h(z)(v,w) = — beziiglich v =——— o X.
A DI v/
Beweis. Wir differenzieren f o X = 0 und erhalten
0 = fi(X ()X (2),
0 = fr(X(2)XF(2)X}(2) + filX ()X
Wir benutzen v(z) = —% und erhalten aus der Definition der zweiten
Fundamentalform
hij ()| DF (X (2))| = —fraf (X (2)) X[ (2) X ().
Die Behauptung folgt. O

Dies rechtfertigt die folgende Definition.

Definition 5.40. Sei M C R? eine zweidimensionale C2-Untermannigfaltigkeit.
Sei U C R? offen und f € C?*(U) mit Df # 0 in U. Gelte M NU = f~1({0}). Dann
definieren wir die zweite Fundamentalform i, M NQ 3 p — L2 (T,M,T,M;R) und
die Weingartenabbildung S, M N Q > p — Hom (T,M,T,M), durch

h(p)(v, w) = <U,§(p)w> = —w

[Df(p)l
fiir v,w € T,M C R3.

Bemerkung 5.41.

(i) Da wir p auf ein Element in L?*(T,M,T,M;R) abbilden und somit der Ziel-
raum von p abhéngig ist, erfiillt dies nicht die Definition einer Funktion. Dieses
Problem lésst sich auf zwei Arten 16sen: Man fithrt Schnitte im Tangenti-
albiindel ein (siehe nachfolgende Vorlesung) oder man betrachtet A als Funk-
tion M N — L? (R3,R3; ]R) und definiert

oo D)) ) 7))
AR ==

wobei 7(z): R® — R?® die Projektion von R*® auf Tx,)M C R? ist, also

m(x)(v) == v — (v,v(z))v(z).
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(ii) Nach Lemma 5.39 ist h(p)(-,-) unabhiingig von der speziellen Wahl von f
definiert.
(iii) Nach Lemma 5.39 folgt

(dX (v),dX (Sw)) = g(v, Sw) = h(v,w) = h(dX (v),dX (w))
- <dX<v>,5’-dX(w>>.
Also folgt
S.dX =dX - 8.

Um die Weingartengleichung auch fiir Niveauflichen formulieren zu konnen,
miissen wir zunédchst definieren, wie man eine nur auf einer Untermannigfaltigkeit
definierte Funktion ableitet.

Definition 5.42. Sei M C R3 eine zweidimensionale C''-Untermannigfaltigkeit.
Eine Funktion f: M — R heifit von der Klasse C*, falls f o X € C*() fiir jede
lokale C1-Parametrisierung X: Q — W C M ist. Sei p = X (z). Wir definieren die
Ableitung von f durch

Df(p): T,M —R,
Df(p)(DX(x)(v)) := D(f o X)(x){v).
Bemerkung 5.43.

(i) Die Definition von D f benutzt im DX (x) = T, M, also, dass sich jeder Vektor
in T,M als Bild unter DX (x) schreiben lésst.

(ii) Die Definition ist von der Parametrisierung unabhingig: Sei ¢ € C* (Q, Q)

ein Diffeomorphismus und X = Xogp. Sei z = ¢(y). Dann gilt nach Definition
einerseits

Df(p){DX (2)(v)) = D(f o X)(2){v)

und andererseits

Df(p) (DX (¢ (@) (w)) =D (fo X) (97" (@)) {w).
Die Relation zwischen v und w ergibt sich aus
DX (x)(v) = DX (¢~} (2)) (w)
=DX (¢ (¢~ '(2))) - Do (¢~ '(z)) (w) = DX (x) - Dy (¢~ (2)) (w)

aufgrund der Injektivitét von DX (-) als Dy (¢~ (x)) (w) = v. Also folgt die
Wohldefiniertheit mit Hilfe der Kettenregel aus

D(f o X)(@)(w) £ D (f 0 X) (¢ (x)) w)
=D((foX) o) (¢~ (2)) (w)
=D(foX) (¢ (¢ " (x)) Do (¢~ (2)) (w)
=D(f o X)(x){v).

(iii) Ist M = R* so stimmt diese Definition von Ableitung mit der iiblichen Defi-
nition iiberein.

Lemma 5.44. Es gilt die Weingartengleichung fiir C%-Untermannigfaltigkeiten
Di=S.
Beweis. Nach Definition und mit 5 - DX = DX - S folgt
Div-DX =D{WoX)=Dv=DX-S=58.DX.
Wir erhalten die Behauptung. (]
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’ Wir erhalten die restlichen Zeilen in der Tabelle in Bemerkung 5.38. ‘

Lemma 5.45. Sei f € C?(U,R) fiir eine offene Teilmenge U C R3. Sei Df # 0
auf f~1({0}). Setze M := f=1({0}). Sei p € M. Dann ist die mittlere Kriimmung

H von M in p durch
H(p) = —div ( Vs )

VS
gegeben.
Beweis. Es gilt U = —%. Nun ist
L . Vf \%i . Vf
H=h!=t% Di)=—t D——]=-t D—— | =—div| == |.
=t (D7) = =t ( IVf|> " ( IVfI) v <|Vf|

Beachte dabei, dass sich sowohl Spur als auch Divergenz, sofern nicht anders ange-

geben, auf alle 3 Richtungen und nicht nur auf 7, M C R? beziehen. Da ’%‘ =1

ist, verschwindet jedoch <D%7 %> und die Behauptung folgt. O
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