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Mit * markierte Abschnitte bezeichnen Zusatzmaterial.

Aufteilung: Ohne Zusatzmaterial und den Stoff von Funktionalanalysis II, also
mit den Befehlen

\long\def\weg#1{} \long\def\faii#1{}
etwa in Zeile 30 der tex-Datei erhélt man 37 mathematische Seiten Skript, was 2,75
Seite/Woche entspricht. Daran orientiert sich die Aufteilung.

In dieser Vorlesung geht es hauptsédchlich um unendlich dimensionale Vektor-
rdume und lineare Abbildungen zwischen ihnen. Ein weiteres grofes Thema sind

R&ume von Funktionen, Sobolevrdume, die eine schwache Ableitung besitzen. Wir
folgen [2,4, 7] und benutzen weiterhin [3,5,8,11,17,18].

1. TOPOLOGISCHE GRUNDLAGEN
1.1. Topologische Riume.

Definition 1.1.1. x Sei X eine Menge. Eine Teilmenge O C PX heifit Topologie
auf X, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) e 0O, X €0,

(ii) O ist unter beliebigen Vereinigungen abgeschlossen, d. h. aus O; € O, i€ I,

eine beliebige (Index-)Menge, folgt auch |J O; € O.
i€l
(iii) O ist unter endlichen Schnitten abgeschlossen, d.h. aus O; € O, i =1,...,n,

folgt auch () O; € O.
i=1
(Es geniigt hier fiir O1,02 € O auch O; N Oy € O zu fordern.)
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(X, 0) (oder auch X) heifst topologischer Raum.
Eine Menge A C X heifst offen, falls A € O gilt. B C X heifit abgeschlossen,
falls X \ B € O gilt.

Definition 1.1.2. % Sei (X, O) ein topologischer Raum, A C X eine Teilmenge
von X.
(i) Sei z € X. Dann heifstt U ¢ X Umgebung von z, falls es ein V € O mit
x eV CU gibt.
(ii) « € X heifst Beriithrpunkt von A, wenn jede Umgebung von x einen nicht-
leeren Durchschnitt mit A hat.
(iii) Die Menge der Beriihrpunkte von A heifst Abschluss (oder abgeschlossene
Hiille) von A und wird mit A bezeichnet.
(iv) Ein Punkt x ist ein innerer Punkt von A, falls A eine Umgebung von x ist.
(v) Das Innere von A ist als die Menge der inneren Punkte definiert und wird

mit A bezeichnet, der einfacheren Schreibweise wegen aber auch mit int(A).
(vi) Ein Punkt z heift Randpunkt, € 0A, wenn er Berithrpunkt von A und
von X \ A ist.

Definition 1.1.3. Sei (X, Q) ein topologischer Raum.
(i) » Sei A C X. Dann ist (A, O4) mit
04:={ONA: 0€0O}

ein topologischer Raum. O 4 heifit induzierte Topologie (oder Relativto-
pologie oder Spurtopologie).
Beispiel: (1/2,1] ist in [0, 1] offen.
(i) Sei A C X. Dann heifit A dicht in X, falls A = X gilt.
Sei A C B C X. Dann heiflt A dicht in B, falls A dicht in (B, Op) ist.
(iii) X heilt separabel, falls es eine hochstens abzéhlbare Teilmenge A C X mit
A =X gibt.
(iv) B C O heifit Basis der Topologie O, falls sich jedes O € O als Vereinigung
von Elementen von B schreiben ldsst.
(v) Sei S C PX. Dann heifst die kleinste Topologie auf X, die S enthélt, die von
S erzeugte Topologie. S heifft Subbasis dieser Topologie.
Bemerkung: Die von S erzeugte Topologie besteht genau aus Mengen der

Form o
UNus

iel j=1
mit U;; € S, n; € N und einer Indexmenge I. Denn diese Mengen gehoéren zu
jeder Topologie, die S enthélt. Beliebige Vereinigungen solcher Mengen sind
ebenfalls von dieser Form. Wegen (U; A;) N (U, B;) = U, ; 4i N B; sind auch
Schnitte von zwei Mengen dieser Form wieder von dieser Form.
(vi) = Seien Oy, O Topologien auf X. Dann heift O; grober als O, falls O1 C O
gilt. Gilt 01 D Os, so heifst O, feiner als O-.

Bemerkung 1.1.4. * Sei (X,d) ein metrischer Raum. Sei x € X, ¢ > 0. Setze
B.(z):={y € X:d(y,z) < e}. Dann ist

O={ACX:Vxe AJe>0:B.(zx) C A}

eine Topologie auf X. Auf metrischen Rdumen werden wir stets diese von der Metrik
induzierte Topologie verwenden. (Beweis: Analysis-Vorlesung.)

Ein topologischer Raum (X, O) heifft metrisierbar, wenn es eine Metrik d auf X
gibt, die die vorgegebene Topologie induziert.

Der Raum (X, {0, X}) ist nicht metrisierbar, falls X mehr als zwei Punkte ent-
hélt, da es dann Mengen B.(z) # X gibt.
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Definition 1.1.5. Zwei Metriken heifsen dquivalent, falls sie die gleiche Topo-
logie induzieren.

Definition 1.1.6. * Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(i) Eine Folge (z,,)nen heifft beschrinkt, falls es ein 29 € X und ein 7 > 0 mit
Zn € Bp(xg) fiir alle n € N gibt.

(ii) Eine Menge A C X heifit beschrénkt, falls es ein 29 € X und ein r > 0 mit
AC BT(I()) glbt

Lemma 1.1.7. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gibt es eine Metrik auf X,
die zu d dquivalent ist, so dass X in dieser Metrik beschrinkt ist.

d(z,y) O

Beuweis. Setze d(z,y) := iy

1
Beispiel 1.1.8. Sei X = C°([0,1]). Dann definieren || f|| 110,17 := [ |f(%)| dz und
0

Ilfllzo=(0,1) :== sup [f(z)| Normen auf X. Sie induzieren Metriken auf X vermoge
z€[0,1]

di(f,9) = IIf = 9lleroa)) und deo(f, 9) := ||f = gllzee(j0,17)- Wir wollen zukiinftig
stets annehmen, dass die Metrik auf einem normierten Raum die von der Norm
induzierte Metrik ist.

Dann ist id: (X, ds) — (X, d1) stetig, denn es gilt

1

Iz o1 = / |f(z)] dz < Sl[lopl] Lf (@) = [l fll Lo 0,11
xe|0,

0

also auch di(f,9) < dwo(f,g). Die Umkehrung id: (X,d;) — (X,dw) ist jedoch
nicht stetig, denn fiir f,(z) := 2™ gilt

1

., 1

1 fnllLr o)) = /l” do = —— aber |fullzeqo,n) = 1.
0

Also erhalten wir dq(f,,0) — 0, aber do(fr,0) /4 0.

Definition 1.1.9. Sei (X, O) ein topologischer Raum.

(i) * Sei A C X. Dann heift U Umgebung von A, falls U Umgebung fir alle
Punkte von A ist.

(ii) Eine Familie U heifit Umgebungsbasis von z, falls jedes U € U eine Umge-
bung von x ist und wenn fiir jede Umgebung V von z ein U € Y mit U C V

existiert.
(iii) * X heiftt Hausdorffraum, falls je zwei (verschiedene) Punkte disjunkte Um-
gebungen besitzen. (Trennungsaxiom 7T5)

(iv) X heifit normal, falls X ein Hausdorflraum ist und Trennungsaxiom T} gilt,
d. h. disjunkte abgeschlossene Mengen disjunkte Umgebungen besitzen.

Definition 1.1.10. Sei (X, O) ein topologischer Raum. Und (x,,)nen eine Folge in
X. Dann heiftt zg € X

(i) Haufungspunkt der Folge, falls in jeder Umgebung von z¢ unendlich viele
Folgeglieder enthalten sind.

(ii) Grenzwert der Folge, falls auferhalb jeder Umgebung von zp nur endlich
viele Folgeglieder liegen.
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1.2. Stetige Abbildungen.

Definition 1.2.1. % Seien (X;, O;), i = 1,2, topologische Raume. Sei f: X; — X»
eine Abbildung.
(i) Dann heifit f stetig, falls fiir alle offenen Mengen U C X5 auch f~}(U) in
X offen ist.
(i) f heift offen, falls fiir alle offenen Mengen U C X; auch f(U) in X offen ist.
(iii) f heift Homdomorphismus, falls f bijektiv ist und sowohl f als auch f~1
stetig sind.
(iv) f heift in 2y € X, stetig, falls es zu jeder Umgebung V von f(z) eine
Umgebung U von z¢ mit f(U) C V gibt.

Definition 1.2.2. Sei F' = {f;: X — Y;: i € I} eine Familie von Abbildungen von
X in topologische Rdume (Y;, O;). Dann heift die grobste Topologie auf X, so dass
alle Abbildungen f;, i € I, stetig sind, die F-schwache Topologie auf X.

Beispiel 1.2.3. Die Produkttopologie auf dem kartesischen Produkt X := [[,.; X;
von topologischen Rdumen (X;, 0;) ist die grobste Topologie auf X, so dass alle
Projektionen m;: X — X; stetig sind. Mengen der Form [[,.; A; mit A; € O; fiir
alle i € I und A; = X; fir fast alle ¢ € I bilden eine Basis der Topologie von X.

Definition 1.2.4. Seien (X;,d;) und (X2, ds) metrische Radume. Dann heifst die
Abbildung f: X; — X5 Isometrie, falls

da(f(2), f(y)) = da(z,y)

fiir alle z,y € X; gilt. Eine bijektive Isometrie heifit isometrischer Isomorphis-
mus. (Achtung: Manchmal verlangt man bei Isometrien auch gleich die Bijektivi-
téit. )

Theorem 1.2.5. Sei R™ der euklidische Raum, d. h. der R™ mit der euklidischen
Metrik oder Standardmetrik (wie immer, wenn wir die Metrik des R™ nicht explizit
angeben). Sei f: R™ — R™ ein isometrischer Isomorphismus. Dann gilt f(x) =
Az + b fiir eine orthogonale Matriz A € O(n) und ein b € R™.

Beweis. Der Nachweis, dass Abbildungen dieser Form isometrische Isomorphismen
sind, ist einfach. Der Beweis der umgekehrten Implikation findet sich in meinem
Skript iiber Elementare Differentialgeometrie [15]. O

1.3. Kompaktheit *.

Definition 1.3.1.
(i) Sei (X, 0) ein topologischer Raum. Dann heift X (iiberdeckungs-)kom-
pakt oder quasikompakt, falls jede Uberdeckung
x=J4A
il
durch offene Mengen A;, i € I, d.h. eine offene Uberdeckung, eine endliche
Teiliiberdeckung

X=|]4

i

-

1

J
besitzt.
(In der Topologie heifst ein tiberdeckungskompakter Th-Raum kompakt.)
(ii) Sei (X,0) ein topologischer Raum. Dann heift A C X relativ kompakt,
wenn A C X kompakt ist.
(iii) Sei (X, ) ein topologischer Raum. Dann heifit X (folgen-)kompakt, wenn
jede Folge (zn)nen in X eine konvergente Teilfolge besitzt.
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(iv) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann heifit X prikompakt (oder totalbe-
schrinkt), falls es zu jedem € > 0 ein N € N und Punkte z; € X, 1 <i < N,
mit

N
X = B:(w:)

gibt.
Eine Teilmenge A C X heifst kompakt, falls A mit von X induzierter Metrik bzw.
Topologie kompakt ist.
Wir wollen ebenso einen Teilraum A C X vollstdndig, beschrinkt, prakompakt,
. nennen, falls dies fiir A mit der von X induzierten Topologie oder Metrik gilt.

Theorem 1.3.2. Seien X,Y topologische Riume. Sei X kompakt und f: X =Y
stetig. Dann ist f(X) (idberdeckungs-)kompakt.

Beweis. Sei (U;)ier eine offene Uberdeckung von f(X). Da f stetig ist, ist auch
(f_l(UZ-))iE[ eine offene Uberdeckung von X. Da X kompakt ist, gibt es eine end-

liche Teiliiberdeckung. Sei ohne Einschréinkung ( f *1(Ui))1 <;<y €ine endliche Teil-

iiberdeckung. Dann ist (U;)1<;<n eine endliche Uberdeckung von f(X). O

Theorem 1.3.3. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent:

(i) X ist (iberdeckungs-)kompakt.

(i) X ist folgenkompakt.

(iii) X ist prakompakt und vollstindig.

Beweis.
»(1) = (ii)*: Sei (x,)n eine Folge. Definiere

F, ={z,,Tpn+1,Tny2, ...}

Die Mengen F;, sind abgeschlossen, U,, := X \ F,, ist also offen. Wir behaupten,

dass es ein a € [\ F, gibt. Dies ist dann der gesuchte Haufungspunkt der Folge.
neN
Falls es kein solches a gibt, ist (] F,, = 0, was aquivalent zu |J U, = X ist.
neN neN
Somit ist (U,), eine offene Uberdeckung von X und endlich viele der Mengen U,

N
iiberdecken bereits X, ohne Einschrankung gelte |J U, = X. Dies ist dquivalent

n=1

zu ﬂ F, = (. Es gilt aber ﬂ F,, = Fy # (. Widerspruch.
i=1
»(il) = (iii)*: Da X folgenkompakt ist, ist X auch Vollstandlg

Falls X nicht prakompakt ist, gibt es ein € > 0, so dass U B.(x;) € X fur

alle xi € X und alle N gilt. Fixiere nun zog € X beliebig und wahle x,41 €
X\ U B.(z;) # () beliebig. Es gilt stets d(x;, z;) > ¢ fiir ¢ # j. Somit besitzt (z,),

keme konvergente Teilfolge. Widerspruch.

,(iii) = (i): Nehme an, dass es eine Uberdeckung U ohne endliche offene Teil-
iiberdeckung gibt. n = 0: Da X prakompakt ist, gibt es endlich viele offene Kugeln
vom Radius 1 = 279 die X iiberdecken. Mindestens eine davon, By—o(z¢), wird
nicht von endlich vielen Mengen aus U/ iiberdeckt.

Seien xq,x1,...,T, bereits definiert. Dann wird X von endlich vielen Kugeln
vom Radius 2~ ("*1) {iberdeckt. Mindestens eine davon, By-(n+1) (1), wird nicht
von endlich vielen Mengen aus U iiberdeckt. Wir kénnen dabei By (ni1)(Zp41) N
By-n(z,) # 0 annehmen. (Sonst wiirden nimlich alle Bille vom Radius 2~(+1)
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mit nichtleerem Schnitt mit By—n(z,) endlich durch Mengen in U {iberdeckt und
das wiirde somit auch fiir By-n(2,) gelten. Widerspruch.) Also gilt d(z,,, Tpy1) <
2-(n+1) L 9=n <« 9=(n=1) ynd somit fiir p € N

ATy, Tpyp) < 277Y g7 pom(FD) 4y o=(ntp=2) L 9=(n=2)

Daher ist (x,), eine Cauchyfolge in X, konvergiert also gegen ein € X und wir
erhalten d(z,,z) < 272 durch Grenziibergang p — co. = liegt aber in einer
offenen Menge aus U. Dies gilt auch fiir B.(x). Nach Dreiecksungleichung gilt aber
By-n(2n) C By-(n-219-n(x) C B:(x) fiir grofe Werte von n. Widerspruch zur
Wahl von z,,. O

Definition 1.3.4. Seien (X;,d;), ¢ = 1,2, metrische Rdume. Eine Abbildung
f1 X1 — X5 heiftt gleichméfig stetig, falls

Ve>036>0Vr,y€ X : di(z,y) <d = do(f(x), f(y)) <e.

Theorem 1.3.5. Seien X,Y metrische Riume. Sei X kompakt und f: X — Y
stetig. Dann ist f gleichmdfig stetig.

Beweis. Falls nicht, gibt es & > 0 und Punkte a,, b, € X mit dx(an,b,) < 1/n aber
dy (f(an), f(bn)) > €. Da X kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge der a,,
ohne Einschréankung gelte also a,, - a € X fiir n — co. Nach Dreiecksungleichung
gilt dx(a,b,) < dx(a,a,) + dx(an,by), also gilt auch b,, — a fiir n — co. Da aber
f in a stetig ist, gibt es § > 0, so dass dx(a,z) < § = dy(f(a), f(z)) < /2
gilt. Sei n so grok, dass an,b, € Bs(a) gilt. Wir erhalten dann dy (f(ay), f(bn)) <
dy (f(an), f(a)) + dy (f(a), f(bn)) < €. Widerspruch. O

Theorem 1.3.6. Sei Y ein metrischer Raum. Sei X C Y kompakt. Dann ist X

(i) beschrinkt,
(ii) abgeschlossen sowie
(i1i) separabel.

Nur fiir die Abgeschlossenheit ist der umgebende Raum wichtig.

Beweis.
(i) Folgt aus der Prikompaktheit.
(ii) Folgt aus der Folgenkompaktheit.
(ili) Zu n € N gibt es endlich viele Kugeln mit Radius 1/n, die X iiberdecken. Sei

X,, die endliche Menge der zugehorigen Mittelpunkte. Dann ist |J X, die
neN
gesuchte hochstens abzéhlbare dichte Teilmenge. O

Definition 1.3.7. Seien (X,d), (Z, D), metrische Réume und sei (f;);ecs eine Fa-
milie von Funktionen f;: X — Z.

(i) (fi)ier heifit gleichgradig stetig, falls
Ve e XVe>030>0VielVye X:d(z,y) <d = D(fi(z), fily)) <e.
(ii) (fi)ier heift gleichmiRig gleichgradig stetig, falls
Ve >035>0VieIVe,y € X:d(z,y) <d = D(fi(z), fi(y)) <e.

Theorem 1.3.8 (Arzela-Ascoli). Sei X ein kompakter metrischer Raum und sei
(fn)nen eine Folge gleichgradig stetiger Funktionen fn,: X — R, die gleichmdfig
beschrinkt sind. Dann existiert eine Teilfolge, ohne Einschrinkung (fpn)n, die gleich-
mafig gegen eine stetige Funktion f: X — R konvergiert: f, = f fir n — oo.
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Beweis. Analysisvorlesung.

Beweisidee: Mit einem Diagonalfolgenargument erhalten wir eine Teilfolge, die
auf einer dichten Teilmenge konvergiert. Aufgrund der gleichgradigen Stetigkeit
konvergiert die Teilfolge tiberall.

Die gleichméfige Konvergenz weist man nach, indem man die gleichméfige Kon-
vergenz in einer geniigend groffen endlichen Menge und erneut die gleichgradige
Stetigkeit benutzt. O

Bemerkung 1.3.9. Im R” ist jede beschriankte abgeschlossene Teilmenge kom-
pakt. In metrischen Riumen gilt dies i.a. nicht mehr: In [?(N) (siehe folgendes

Kapitel) ist B;(0) beschréankt und abgeschlossen, aber nicht kompakt, da die Vek-
toren e; = (0,...,0,1,0,...) fiir i # j die Gleichheit d(e;,e;) = |le; — ej|| = V2
erfiillen.

1.4. Vervollstindigung.

Definition 1.4.1. = Sei (X, d) ein metrischer Raum.
(i) Eine Folge (z,)nen in X heift Cauchyfolge, falls

Ve>03INeN:Vn,m> N:d(z,,zn) <e.
(ii) X heift vollstdndig, wenn jede Cauchyfolge in X konvergiert.

Lemma 1.4.2. Sei f: (X;1,d1) — (Xo,d2) gleichmafig stetig. Sei (z,)nen eine
Cauchyfolge in X1. Dann ist (f(xn))nen eine Cauchyfolge in Xs.

Beweis. Sei € > 0. Dann gibt es § > 0, so dass

dl(x’y) <= dg(f(-’ﬂ),f(y)) <e

gilt. Da (z,,), eine Cauchyfolge in X ist, gibt es N € N, so dass dy (2pn,Tm) < &
fiir alle n,m > N gilt. Zusammengenommen folgt da(f(zn), f(zm)) < € fir alle
n,m > N. O

Lemma 1.4.3. Seien (X;,d;), i = 1,2, metrische Riume. Sei Xo vollstindig. Sei
X C Xy dicht. Sei f: X — Xo gleichmdf$ig stetig. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte stetige Fortsetzung g: X1 — Xo. g ist gleichmdjfig stetig.

Beweis. Sei x € X1, x,, — x eine Cauchyfolge mit x,, € X. Setze
g(z) = nhﬂn;o f(zn).

Nach Lemma 1.4.2 existiert der Grenzwert auf der rechten Seite fiir eine feste
Cauchyfolge. g ist wohldefiniert, denn fiir zwei Cauchyfolgen x,, — = und y,, — =
ist auch
Tz fiir gerades n,
A =
" Ynp fiir ungerades n

eine Cauchyfolge. Da konstante Cauchyfolgen zugelassen sind, ist g eine Fortsetzung
von f.

Zur gleichméfigen Stetigkeit: Sei e > 0. Dann gibt es § > 0, so dass dj(a,b) <
30 = da(f(a), f(b)) < /3 fur alle a,b € X gilt. Seien x,y € X;. Wihle Cauchy-
folgen x,, — « und y,, — y fiir n — oo mit x,,y, € X. Dann gilt fir di(z,y) <9

d2(9(x), 9(y)) < dalg(x), f(xn)) +d2(f(2n), f(yn)) + d2(f(yn), 9(y)),
<e/3 <e/3

falls n grofs ist. Aus d; (z,y) < ¢ folgt mit Hilfe der Dreiecksungleichung di (x,,, yn) <
36 fiir n > 1. Somit erhalten wir fiir den mittleren Term aufgrund der gleichméfigen
Stetigkeit von f die Abschétzung da(f(zn), f(yn)) < &/3.
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Sei h eine weitere stetige Fortsetzung und x,, — = mit z,, € X. Dann gilt
g(x) = lim g(z,) = lim f(z,) = lim h(z,) = h(z).
Somit ist die Fortsetzung von f eindeutig bestimmt. O
Definition 1.4.4 (Vervollstdndigung). Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Ver-
vollstdndigung von (X, d) ist ein Tripel (X ,d, L) mit den folgenden Eigenschaften:

(1) (X .d ) ist ein vollstandiger metrischer Raum.
(i) ¢: X — X ist eine Isometrie mit dichtem Bild.
(iii) Sei Y ein vollstindiger metrischer Raum. Dann gibt es zu jeder gleichmifig
stetigen Abbildung f: X — Y eine gleichmifig stetige Fortsetzung f X o
Y, so dass fo = f gilt, d. h.

X——** X
N S
Y

Spéter nennt man auch laxerweise (X ; ci) die Vervollstindigung von (X, d) oder

kommutiert.

sagt, dass X die Vervollstindigung von X sei.

Wir nennen f eine Fortsetzung von f, da wir X vermoge ¢ als Teilmenge von X
auffassen konnen. Wir schreiben spéter nach Identifizierung von X und ¢(X) auch
X cX.

Zwei Vervollstandigungen (X cz L) und (X' d ]) heiffen isometrisch isomorph,
falls es einen isometrischen Isomorphismus f: X — X mit 7= fougibt, d. h.

x—71 X

N A

Bemerkung 1.4.5. x Die Forderung nach ¢(X) = X kann man auch durch die
Forderung nach einer eindeutigen Fortsetzung f: X — Y ersetzen und erhélt eine
dquivalente Definition.

kommutiert.

Bewets.
(i) Ist o(X) = X, soist f wegen f o= f auf einer dichten Teilmenge eindeutig
vorgegeben. Da f stetig ist, ist die Abbildung also eindeutig bestimmt.
(i) Ist o(X) C X, so gibt es #gp € X und ¢ > 0 mit B.(z9) € X \ «(X). Sei
Y =10,1]. Dann gibt es Lipschitz stetige und damit insbesondere gleichméfig

stetige Funktionen f;: X — Y mit f; (L(X)) = {0} und fi(z¢) =4,i=0, 1,

némlich fo =0 und fl mit
. 1- Lz;x(’) fir z € B (z0),
0 sonst.

Somit ist die Fortsetzung der Nullabbildung f: X — Y nicht eindeutig be-
stimmt. 0

Mo 19.04.2021
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Theorem 1.4.6 (Vervollstindigung). Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gibt
es eine Vervollstindigung (X'ﬂ, L).

Die Vervollstindigung (X,ci, L) ist bis auf einen isometrischen Isomorphismus
eindeutig bestimmdt.

Die doppelte Vervollstindigung ()2(, (Z, Lo L) ist ebenfalls isometrisch isomorph zu
(X.d,0).

Wie im folgenden Beweis kann man aus Q auch R konstruieren.

Beweis.

(i) Existenz: Auf dem Raum der Cauchyfolgen in X definieren wir die Aquiva-
lenzrelation ~ durch

(@n)n ~ (Yn)n = lim d(@,yn) = 0.

Es ist mit Hilfe der Dreiecksungleichung leicht zu sehen, dass dies eine Aquiva-
lenzrelation ist. Mit [(x,,),] bezeichnen wir die Aquivalenzklasse der Cauchy-
folge (xp)pn- Sei

X = {[(xn)n]: (zn)n ist Cauchyfolge in X}.

Auf X definieren wir eine Metrik d: X x X — R, = R>( durch

d([(zn)n], [(yn)n]) = nh_{I;O d(Tn, Yn)-

Man rechnet direkt nach, dass d wohldefiniert und eine Metrik ist. Die Drei-
ecksungleichung folgt dabei aus

indem man den Grenzwert n — oo betrachtet. Die behaupteten Eigenschaften
von (X , d) werden wir noch nachweisen.
(ii) Definiere t: X — X durch

x = [(2)nen],

wir bilden z also auf die Aquivalenzklasse der konstanten Cauchyfolge ab. Dies
ist eine Isometrie.

(iii) ¢(X) liegt dicht in X: Sei [(#,)n] € X. Sei ¢ > 0. Wihle N € N, so dass
(T, Tm) < /2 fir n,m > N gilt. Es ist [(zn)n] € ¢(X) und es gilt

d([(zn)n]; [(Zn)n]) = lim d(zy,zn) <e
S——

n—oo
<e/2

fir n > N.

(iv) Vollstindigkeit: Sei ([z])ren eine Cauchyfolge in X. Gelte = (Zg.n)nen-
Dann gibt es zu jedem k € N ein Ny € N mit d(zgn, Tk,m) < 1/k fir n,m >
Nj.. Wir definieren (y;)ien durch y; := z; n,. Wir wollen nachweisen, dass
y := (y1); eine Cauchyfolge in X ist und dass [zx] — [y] in (X, d) gilt.

(v) (y1); ist eine Cauchyfolge in X: Zunéchst ist

d(v(zi,N,), [2i]) = lim d(zi N, 2in) < 1.
T —> 00 \{ J/

<1/i fiir n>N;
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Nun gilt

d(ykayl) d(ykaxk m) +d($km,$l,m) +d(xl,m7yl)
%+d(ka7xlm)+ 1 VmZmax{Nk,Nl}

<L+ d(fwe], [z]) + |d([zx], [21]) = d(@rm, Tom)| + +
V'm > max{ Ny, N;}.
Sei ¢ > 0. ([zx])ren ist nach Voraussetzung eine Cauchyfolge in X. Daher

konnen wir k,I € N mit 1/k + 1/1 < ¢/3 und d([z}], [z]) < ¢/3 fixieren.
Benutze die Definition von d und wahle m so grofs, dass

ci([xk}, [21]) — d(@k,m, T1,m)| < €/3
gilt. Wir erhalten somit d(yg,y;) < e. Daher ist (y;); eine Cauchyfolge.
(vi) [zx] — [y]: Es gilt
d(@r, y) < d(@kg, zi,N,) + d(@r, N, Y1)
< +d(yr,y) fiir I > Ny,
Lasse nun k,l — oo mit [ > Ny. Somit folgt d([z], [y]) — 0 fiir k — oo.
Ausfiihrlicher: Sei e > 0. Sei N € N mit d(y;,y;) < ¢/2 fur i, j > N. Wahle
k > N so grof, dass 1/k < &/2 gilt. Wéhle nun ! > max{N, Ny }. Dann folgt
d(zk1,y1) < e. Mit I — oo erhalten wir also d([zx], [y]) <e.

(vii) Fortsetzbarkeit: Sei Y ein vollstdndiger metrischer Raum und sei f: X — Y
gleichméfig stetig. Definiere f: X — Y durch

F(lGn)al) = lim fea).

Die Wohldeﬁniertheit,AEindeutigkeit und gleichméfige Stetigkeit von f folgen
aus Lemma 1.4.3, da f die Fortsetzung der gleichméfig stetigen Abbildung
fortiu(X) =Y,
[(@)n] = f(z)
ist. L
(viii) Eindeutigkeit: Sei (X , j,d) eine weitere Vervollstindigung von (X, d). Sei j
die Fortsetzung von 3, also

X— X

NS

ein kommutatives Diagramm. Da jo.~': 1(X) — X eine Isometrie mit dichtem
Bild in X ist, ist 7 ein isometrischer Isomorphismus.

(ix) Doppelte Vervollstandigung: Betrachte das kommutative Diagramm
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wobei i: X — ):( die Inklusionsabbildung ist. Zunéchst existiert fzuf daX
eine Vervollstdndigung zu X ist. Dann existiert f zZu f , da X eine Vervollstin-
digung zu X ist. An den dukeren Pfeilen des Diagramms lesen wir ab, dass ):(
auch eine Vervollstandigung von X ist, falls 7o +(X) C X dicht liegt.

Sej also e > 0. Da das Bild von  in )% dicht ist, gibt es zu x4 € )% einz, € X

mit d(i(z1), z2) < £/2. Ebenso gibt es ein z € X mit d(u(zo),z1) < £/2. Da
¢ eine Isometrie ist, folgt

d(i 0 u(zo), x2) < d(i 0 1(x0), (1)) + d(i(21), 22) < d(u(wo), x1) +£/2 < e.

Also sind (X .d, L) und (X .d,io [,) Vervollstdndigungen von (X, d) und somit
aufgrund der gerade gezeigten Eindeutigkeit isometrisch isomorph. O

2. NORMIERTE RAUME UND HILBERTRAUME

2.1. Normierte Raume.

Bemerkung 2.1.1. * Wir sagen, dass V ein K-Vektorraum sei, wenn V ein Vek-
torraum iiber R oder iiber C ist.

Definition 2.1.2. % Sei V ein K-Vektorraum. Dann heifst || - ||: V' — R Norm,
wenn || - || die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(i) |lv|l >0 fur alle v € V.

(ii) ||v]] = 0 gilt genau dann, wenn v = 0 ist.

(iii) ||IAv]l = |\l - ||v| fir alle A € K und alle v € V.

(iv) [Ju+v| < |lu|| + ||v] fir alle u,v € V. (Dreiecksungleichung)

Lemma 2.1.3. x Sei V' ein normierter Raum. Dann ist V > x — ||z| stetig.
Beweis. Dies folgt direkt aus der umgekehrten Dreiecksungleichung

Nznll = llzll] < [lzn — 2| :
Gelte x,, — «. Dann konvergiert die rechts Seite gegen Null, somit folgt auch
[znll = llz]- O
Bemerkung 2.1.4. %

(i) Jeder normierte Raum ist ein metrischer Raum vermége d(z,y) = ||z — y||.
Wenn nicht anders angegeben, wollen wir auf normierten Rdumen stets diese
induzierte Metrik betrachten. (Details: Analysisvorlesung.)

(ii) Einen vollstdndigen normierten Raum nennen wir Banachraum.

(iii) Seien (Vi, |- |]1) und (Va, || - ||2) normierte Réume. Dann wird auf

Vi@ V= {(v1,v2): v1 € Vi, v2 € Va}

durch [[(v1,v2) ||V, = |[v1llv, + ||v2]lv, eine Norm definiert. Wie beim Nach-
weis, dass die ,,Taxinorm“ eine Norm ist, rechnet man auch hier nach, dass
man eine Norm erhélt.

(iv) Seien (Vi, || i), i € I, normierte Réume. Dann ist
P Vi = {(wiier: vi € Vi, [(vi)ier|| < o0} mit  [(vi)ierl =D llvillv,
iel il

ein normierter Raum.
(v) Auf den direkten Summen gibt es auch weitere Normen, z.B. [P-Normen,
vergleiche den néchsten Abschnitt.
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(vi) Sind die normierten Rédume sogar Banachriume, so sind die oben definierten
direkten Summen ebenfalls Banachriaume.
Benutzt man, dass die Rdume V; Banachrdume sind, so kann man beim
Beweis wie bei I! vorgehen.
(vii) Ist I unendlich, so gilt automatisch fiir hochstens abzéhlbar viele ¢ € I die
Ungleichung v; # 0.

Bei Quotientenrdumen muss man sich im Gegensatz zur linearen Algebra auf
abgeschlossene Teilmengen beschrinken um wieder einen Banachraum zu erhal-
ten. Das folgende Theorem ist falsch, wenn wir aus den stetigen Funktionen mit
C°-Norm auf [0,1] den (nach Stone-Weierstrak dichten) Unterraum der Polynome
herausdividieren, der Quotientenraum ist nicht einmal normiert, da die positive
Definitheit verloren geht.

Theorem 2.1.5 (Quotientenrdume von Banachrdumen). Sei X ein Banachraum,
M C X ein abgeschlossener Unterraum. Dann ist der Quotientenraum X/M mit

ol := dist(, M) = inf la — ]

ein Banachraum.

Beweis. Wir beschranken uns auf die nichttrivialen Nachweise.

(1) ||[z]|| ist unabhéngig vom Vertreter aus « + M wohldefiniert.
(ii) Da M abgeschlossen ist, ist ||[z]| # O fiir [x] # M.
(iii) Dreiecksungleichung: Sei € > 0. Seien z,y € X und a,b € M mit ||z — al| <
dist(x, M) + ¢ sowie ||y — b|| < dist(y, M) + e. Dann folgt

inf [lz+y—2| < llz+y—a=bll < |z —a| +ly -] < dist(z, M) +dist(y, M) +2¢.
Die Dreiecksungleichung folgt.

(iv) X/M ist vollstindig: Sei ([,,])nen eine Cauchyfolge. Nach Ubergang zu einer
Teilfolge diirfen wir ohne Einschrankung annehmen, dass ||[z,] — [zn41]]] <

27" gilt. Wir wollen nun Vertreter wéhlen, die in X eine Cauchyfolge bilden.
Wihle zg € [zg] beliebig. Dann finden wir induktiv 2,41 € [z,11] mit

1znt1 = 2nll < l[[Tnta = @]l + 277 = [[[tnia] = [a] ] + 27"

Die z, bilden eine Cauchyfolge in X, da

n+m—1 n+m—1
Vnsm =2l € S Nz =zl < S (] — il +277)
n-‘rjn—l -
< Y2ttt ) =27
Setze z := lim z,. Wir erhalten
n—oo
zn] = [l x/m = lllzn] = [l x/0r < ll2n — 2] =0
fiir n — oo. Also gilt [z,] — [2] in X/M. O

2.2. Lineare Abbildungen. Ist T eine lineare Abbildung so schreiben wir wie in
der Linearen Algebra auch Twu statt T'(u).

Definition 2.2.1. x Wir schreiben R(T') = im(7T) fiir das Bild von T und N(T)
fiir den Kern von T

Mo 26.04.2021
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Definition 2.2.2. x Sei T: V — W eine lineare Abbildung zwischen normierten
K-Vektorrdumen. Dann heiftt T' beschrinkt, falls es ein ¢ > 0 mit

[Tollw < c-vllv
fiir alle v € V gibt.

Wir definieren die Operatornorm von T, ||T||, durch

[Tl := sup [[Tv]|.
loli<1

Bemerkung 2.2.3. % Aquivalent zur Beschriinktheit fiir lineare Abbildungen sind:

(i) T bildet beschrinkte Mengen in beschriankte Mengen ab.

(ii) st;é}g H‘m\l <ec
v

Es gilt
Tv
70 = sup L g 7.
v#0 o]l lv|l=1
Theorem 2.2.4. x Sei T:V — W eine lineare Abbildung zwischen mormierten
K- Vektorraumen. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) T ist beschrinkt,

(ii) T ist in allen Punkten stetig,
(i1i) T ist im Ursprung stetig.
Beweis.
»(1) = (i) Gelte u,, = u fiir n — co. Dann folgt
[Tw = Tun| = [IT(w = un)[| < T - lu = unll =0
fiir n — oo.
(i) = (iii)*: Klar.
»(il) = (i)*: Falls T unbeschrankt ist, gibt es Vektoren v, € V, ohne Ein-

schréankung mit ||v,| = 1, und || Tv,| =: r, — oo, ohne Einschrénkung r,, # 0 fiir
alle n € N. Definiere u,, := Z—Z Dann folgt u,, — 0 und es gilt
[ Tvn]|
[Tun|| = —— =1
im Widerspruch zur Stetigkeit von T'. O

Definition 2.2.5.

(i) * Seien V, W normierte K-Vektorrdume. Definiere L(V, W) als den Raum der
stetigen linearen Abbildungen T von V nach W. L(V,W) ist ein K-
Vektorraum und wird mit der Operatornorm ||T°|| zu einem normierten Raum
(einfache Rechnung).

(ii) Seien V, W normierte Réume. Dann heiffen V und W isomorph, falls es eine
stetige, bijektive lineare Abbildung 7T: V — W mit stetiger Inverser gibt.
T heifst dann Isomorphismus (zwischen normierten Réumen). Gilt zusétzlich
noch ||T'(z)|| = ||z|| fir alle € V, so heift T normtreuer Isomorphismus.

(iii) Elemente aus L(V,K) heifsen Formen.

Lemma 2.2.6. Ist W ein Banachraum, so auch L(V,W).

Beweis.
(i) Sei (Ty), eine Cauchyfolge in L(V,W) und u € V. Wir definieren T' durch
Tu := lim T,u. Der Grenzwert existiert, da (T,,u), eine Cauchyfolge ist; es

n— o0
gilt ndmlich ||T,u — Thul| < ||Tn — Tl - Jull. Da W vollstidndig ist, ist T
wohldefiniert. Die Linearitat von T ist klar.
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(ii) T ist stetig: Wir benutzen, dass aus u, — wu auch |lu,| — |lu| folgt. Da
A ||A]| aufgrund der umgekehrten Dreiecksungleichung Lipschitzstetig (mit
Lipschitzkonstante eins) ist und (7,),, eine Cauchyfolge ist, ist auch ||T5,|| eine
Cauchyfolge und konvergiert daher in R. Es gilt

I 7ul = |

lim Toul| = lim |[Toull < lim [T ],
n—o00 n— o0 n—00

wobei wir rechts den Limes superior nachtréglich wieder als Limes schreiben
diirfen. Es folgt ||T|| < lm || T,
n—oo

(iii) T, — T: Sei € > 0. Dann existiert N € N, so dass ||T,, — Tp,|| < € fiir alle
m,n > N gilt. Sei nun u € V beliebig. Es gilt

|1Tu — Thul| = Um ||Tu — Thul <limsup | T — Tnll - |ul] < - Jull
n—oo m—oo
fiir alle n > N. Somit erhalten wir |T' — T,,|| < ¢ fiir alle n > N. O

Definition 2.2.7. Sei V ein K-Vektorraum. Wir setzen V* := L(V,K), den Raum
der stetigen linearen Funktionale auf V. (V' = V* ist eine weitere verbreitete
Bezeichnung. In manchen Quellen unterscheiden sich diese Rdume; einmal ist dann
die Stetigkeit nicht gefordert.) Sei ¢ € V*, u € V. Statt p(u) schreiben wir auch
(u, ¢). Mit der Operatornorm oder dualen Norm auf V* gilt

[{w, @) < llpllve - luflv

Theorem 2.2.8. Sei V' ein normierter Raum, V seine Vervollstindigung als metri-
scher Raum. Dann kann man V' auf genau eine Art zu einem Banachraum machen,
so dass die Einbettung 2 V — V linear und normtreu ist.

Beweis. Wir identifizieren V' mit +(V).

(i) u—+wv: Selen u,v € V. Gelte V 3 Uy — U E V sowie V 3 Up =V E V. Dann ist
Uy, + vy, eine Cauchyfolge in V. Wir definieren v + v := lim (u,, 4+ v,). (Da in
n—oo

einem Banachraum fiir Cauchyfolgen (u,), und (v,), stets lim (w, +v,) =
n—0o0

lim u,+ lim v, gilt, miissen wir die Addition so definieren.) Der Grenzwert
n—oo n—

ist unabhéingiog von der {Xuswahl der Cauchyfolgen.
(ii) Au: Fir V 2 u, - u €V und A € K ist Au,, eine Cauchyfolge in V. Wir defi-
nieren Au := lim Au,. Auch diese Definition ist von der Wahl der Cauchyfolge

n— oo
unabhéngig.
(iii) || - ||I: Sei V 3 u,, — u € V. Dann ist auch ||u, ||y aufgrund der umgekehrten
Dreiecksungleichung eine Cauchyfolge. Wir definieren ||ully = Hm |lu,||v.
— oo

Man rechnet leicht nach, dass dies eine Norm ist.
(iv) Vollsténdigkeit: || - ||y induziert eine Metrik d auf V. Wir miissen nachweisen,
dass d = d gilt. Nach Definition ist mit Bezeichnungen wie oben

d(u,v) = |lu—vlly = nhﬁnéo |tun, — vnllv = nl;ngo d(tn,vy) = d(u,v).

Die Behauptung folgt. O

Theorem 2.2.9 (Fortsetzungssatz). Sei V' ein normierter Raum, W ein Banach-
raum und T € L(V,W). Dann besitzt T genau eine Fortsetzung T € L(V, W) und
es gilt || T|| = [|T]-

Dies folgt auch direkt aus Lemma 1.4.3 mit (ii) und (iii) aus dem folgenden
Beweis.

Beweis.
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(i) Existenz: Sei V 3 u, — u € V. Dann ist T'uy, eine Cauchyfolge, da ||Tu, —

Tt || < ||T|| - [|ttry — || gilt. Wir setzen Tw := lim Tu,. Der Grenzwert ist
n—roo

unabhéingig von der Wahl der Cauchyfolge. T ist linear und eine Fortsetzung

von 7.

(ii) Stetigkeit: Es gilt

|Tul = lim [ Tug]l < |T] - Y [ful| = 7] - [lu].
n— oo n— o0

Somit ist HT“ < |7l

(iii) Gleichheit der Normen: Fiir u € V C V gilt || Tul| = HTUH < ||TH |lu||. Wir
bilden nun das Supremum {iber alle w mit ||u|| = 1 und erhalten ||T| < HTH
Zusammen mit der Stetlgkelt folgt also ||T|| = HT -

(iv) Eindeutigkeit: Seien 7' und T zwei solche Fortsetzungen. Sei v € V und sei
(un)nen eine Folge mit u, € V und u, — u. Dann erhalten wir aufgrund der
Stetigkeit

Tu = lim Tun = lim Tu, = lim Tu, = Tu. U

n—oo n—roo n—roo

Fiir multilineare Abbildungen gibt es eine &hnliche Charakterisierung der Ste-
tigkeit wie bei linearen Abbildungen.

Proposition 2.2.10. x Seien E;, 1 < i < n, und F normierte Riume. Setze
n
E:= @ E;. Sei A: E — F multilinear. Dann ist A genau dann stetig, wenn es ein
i=1
c >0 gibt, so dass
HA (a;l,...,x")H <ec- ||a;1H A
fiir alle (xl, e ,:z:") e E gilt.

Beweis.
=" Widerspruchsbeweis. Nehme an, dass A stetig ist, die Abschéitzung aber nicht
gilt. Dann gibt es Folgen (z4)ren = (7) 1<i<n in E mit

keN

AN > k- [l - gl

Setze yi = —1 Dann gilt y,, — 0 fiir k¥ — oo aber ||A(yg)|| > 1. Widerspruch

kl/n

zur Stetigkeit von A
,<=" Nehme die Abschitzung an. Gelte x;, — y. Dann gibt es ein C' > 0 so
dass wa < Cfiir alle 1 < i <n und alle k € N gilt. Es gilt

||A(;E,1m ) (yl,...,y”)H
<A (whs o) — A oop ")
’A(mk,...,xz 2 Ty ,y") —A(x,lw...,mz_z,y”_l,y")u—|—,,_
A (2 v y") = ALy
< ||A(:c,lc, ot fy”)H + ||A(:c,lc,...,:rz_2,x2_l fynfl,y”)H +...

+ |A(xk _y17y27'-~7yn)H
n

<c 0y ek -yt = 0
i=1

flir £ — oo. Somit ist A stetig. O
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Definition 2.2.11. x Seien FE;, 1 < i < n, und F normierte Rdume. Setze F :=

n
P E;. Sei A: E — F multilinear und stetig. Dann heifst
i=1

|A] := sup |A (xl,...,:v")H

], lzm]]=1
die Norm der multilinearen Abbildung,.

Bemerkung 2.2.12. «

(i) Die Menge aller stetigen multilinearen Abbildungen Fy x ... X E, — F zwi-
schen normierten Riumen, die wir mit L(E, ..., E,; F) bezeichnen, ist mit
der in Definition 2.2.11 eingefiihrten Norm ein normierter Raum.

(ii) Ist F zusatzlich vollstandig, so ist L(E1,..., Ey; F) ein Banachraum.

(iii) Seien F, F, G normierte Rdume. Dann ist die Abbildung

Ae L(E,F;G) — L(E,L(F,G)) > A

mit A(z,y) = (fl(x))(y) eine normtreuer Isomorphismus.
Analog erhélt man einen normtreuen Isomorphismus

L(Ey,...,En; F) — L(Ey, L(Es, ..., L(E,, F)...)).
Details: Ubung.

3. LP-RAUME

3.1. Dreiecksungleichung und Folgenrdume. Der Beweis der Hélderschen und
der Minkowskischen Ungleichung ist quasi derselbe wie in [12] fiir Folgenridume.

Theorem 3.1.1 (Holdersche Ungleichung, Minkowskische Ungleichung). Sei 1 <

p < o0o. Dann heifit ¢ mit 1 < g < oo und % +% = 1 der zu p konjugierte

(Hélder-)Exponent. Sei p ein Maf$ und Q0 eine p-messbare Menge. Seien f,g:  —
R messbar. Dann gelten die Holdersche Ungleichung

1/p
/|f~g\dﬂ§ /Iprdu - /Iglqdu
Q Q Q

und die Minkowskische Ungleichung

1/p
/|f+g|pdu < /Iprdu
Q Q

1/q

1 1/p

/p
+ / lg|” d
Q

1/p
Mit der Norm || f|lrro,u) = (f|f|p d,u) (es ist noch nachzuweisen, dass es
Q

sich hierbei um eine Norm handelt) kénnen wir die Ungleichungen in der folgenden
Form schreiben:

1fgllr < fllze - llgllza,
If +gllee <[ fllze + llgllzo-

Dieselben Resultate gelten auch fiir (p,q) = (1,00) oder (p,q) = (o0, 1), die
Beweise sind anders, aber einfacher (Ubung).

Beweis.

Mo 03.05.2021
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(i) Holdersche Ungleichung: Setze A := ||f||z» und B := ||g||«. Die Falle A €
{0,00} oder B € {0,00} sind einfach (Ubung). Sei also 0 < A, B < co. Wir
setzen F':= |f|/A und G := |g|/B. Dann gilt |F||r» = ||G||r« = 1. Betrachte
r € Qmit 0 < F(z),G(z) < co. Dazu gibt es s,t € R mit F(z) = ¢¥/? und
G(z) = e'/9. Nun gilt % + % = 1. Somit erhalten wir aus der Konvexitdt der
Exponentialfunktion

F(2)G(x) = e*/PH/a < Leo 4 Lot = LP(z)P 4 1G(2)1,

Die Ungleichung zwischen der linken und der rechten Seite gilt fiir beliebige
x € Q. Wir integrieren die Ungleichung und erhalten

1 1 _
Q

Nach Umstellung erhalten wir daraus gerade die Holdersche Ungleichung.

(ii) Minkowskische Ungleichung: Wir wollen wieder ohne Einschrankung anneh-
men, dass die linke Seite der behaupteten Ungleichung strikt positiv und die
Terme auf der rechten Seite der Ungleichung endlich sind. Aus der Konvexitéat
von [0,00) 3t — tP erhalten wir

(|f+g|
2

) < s iom.

Somit gilt [|f + gllzr < 0.
Mit der Holderschen Ungleichung und p 4+ ¢ = pq erhalten wir

I +glE, = /\f+g|”=/\f||f+g|p‘1+/lg||f+g|”‘l

1/a 1/q
<tlar ([ 1740070) "l (f17+a107)
1/q
(1l + lgller) - ( / |f+g|p>

= (Ifllee + lgllze) - I1f + glIBoe

Umordnen liefert die Behauptung. O

n l/p
Korollar 3.1.2. * R™ mit der p-Norm ||z||, := < > |xi|p> ein Banachraum.
i=1

Beweis. Die Dreiecksungleichung ist gerade die Minkowskische Ungleichung fiir
Funktionen, die auf den Intervallen [0,1), [1,2), ..., [n — 1,n) konstant sind. Die
iibrigen Eigenschaften einer Norm sind elementar.

Sel ; = (2;,x)1<k<n eine Cauchyfolge in R™. Wegen |z;, — x| < ||z; — x|,
fiir alle 1 < k < n bilden auch die k-ten Komponenten eine Cauchyfolge. Setze

x = (Tk)1<k<n mit z = Zlipgogczk Dann folgt ||z; — x|, — 0 fir p — oo, da

samtliche Komponenten konvergieren. O

Definition 3.1.3. x Seien || - ||; und || - |2 zwei Normen auf einem K-Vektorraum
X. Dann heifien || - ||; und || - |2 &quivalent, wenn es eine Konstante ¢ > 0 mit

llully < Jlullz < e« Jlulx
fiir alle u € X gibt.

Theorem 3.1.4. Auf R" sind je zwei Normen dquivalent.
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Dieser Satz gilt auch fiir beliebige endlichdimensionale K-Vektorrdume.

Die nachfolgend definierten Normen [?(N) sind fiir verschiedene Werte von p
keine #quivalenten Normen auf RY.

Wir folgen [10].

n .
Beweis. Sei x = ) x'e; mit der Standardbasis {e;}; des R™. Bezeichne || - ||« die
i=1
Supremumsnorm auf R™. Sei || - || eine fixierte andere Norm auf R™. Wir zeigen nur
die Aquivalenz von || - || und || - ||oc. Fiir beliebige Normen folgt die Aussage dann

aufgrund der Transitivitit in der Definition der Aquivalenz von Normen.
(i) Es gilt

n n
el < 3 [#] - fledl < ¢ flzloe mit =" Jle]l.
=1 =1

(ii) Falls es kein ¢ > 0 mit ¢ - ||zl < ||z|| fiir alle z € R™ gibt, finden wir eine
Folge (xk)k in R™ mit ||zg]] = 1 und ||zkllcc > k. Definiere die Folge (yx )k

durch y; := =%—. Diese Folge ist beziiglich der Supremumsnorm beschrankt.
Hwk =

Somit sind die Komponenten yi, 1 <14 < n, k € N, gleichmiRig beschréinkt.
Ohne Einschrankung diirfen wir also nach Auswahl einer Teilfolge annehmen,
dass yi — y* fiir kK — oo konvergiert. Wir erhalten |y — yl|oc — 0 fiir & — oc.

Somit gilt nach (i) auch ||yx — y|| = 0 fiir kK — oco. Nun gilt ||yx| = ”LLZT‘“ =
Tol= ” — 0 fiir k¥ — oo. Wir erhalten y = 0. Weiterhin folgt 1 = ||yx||cc — 0
fir £ — oo. Widerspruch. O

Theorem 3.1.5. x Sei p € [1,00). Dann ist der Raum

1/p
P(N) := < (2™)nen: (Z |z p) < oo

neN

1/p
2w vy = (Z |33"p>

neN

mit der Norm

ein Banachraum.

Allgemeiner definiert man Réume [P?(A) fir Funktionen f: A — R mit

1/p
I £lliecay == (Z |f(x)|p> .

z€EA

Beweis. Wir zeigen nur die Dreiecksungleichung und die Vollstandigkeit:
Dreiecksungleichung: Seien z,y € [P(N) Es gilt aufgrund der Dreiecksungleichung

k 1/ P
auf R¥ mit der entsprechenden Norm ( > |x”|p>

n=1
N 1/17 N 1/;0 N 1/])
(Z 2" + y””) (Z Ix"|p> + (Z Iy"|p>
n=1 n=1

n=1

o 1/p oo 1/p
(Z |$"|p> + <Z Iy"l”> = llzlleovy + lyllir
n=1 n=1

Somit ist z + y mit komponentenweiser Addition wieder in [P(N) und mit N — oo
erhalten wir die Dreiecksungleichung.

IN

IN
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Vollsténdigkeit: Sei (x;),.y eine Cauchyfolge in (?(N). Dann folgt fiir £ < N aus

N 1/p
ot < (Sl P} b sl
=1

dass auch (zf)ieN fiir festes k € N eine Cauchyfolge ist. Definiere x = (z%)gen
durch z% := lim z¥. Wir lassen j — oo und erhalten

N 1/p
(Z B mk|p> < f(i)
k=1

mit f(i) — 0 fiir ¢ — oo fiir alle N € N. Sei nun ¢ > 0. Wéhle ¢ > 1 mit
f(i) < e. Lasse nun N — oo und erhalte ||z; — |,y < €. Es folgt [z]wm <
lzillir vy + |l — 24]lip vy < 00. Somit ist x € [P(N) und IP(N) ist vollsténdig. O

3.2. Vollstandigkeit *.

Bemerkung 3.2.1. Sei in diesem Kapitel stets g ein Radonmafs auf R™ und 2
eine pu-messbare Menge.

Um den Raum der messbaren Funktionen zu einem normierten Raum zu machen,
betrachten wir Aquivalenzklassen von Funktionen und identifizieren Funktionen
(ohne dies spater explizit hervorzuheben), die fast iiberall iibereinstimmen.

Sei 1 < p < co. Fiir alle messbaren Funktionen f auf €2 setzen wir

1/p

v = Ifllsier = | [ 177 d
Q

und definieren LP (£, 1) als den Raum aller messbaren Funktionen f mit

Il e (e,m < oo

Im Fall p = oo verfahren wir genauso, benutzen aber || f| 1 ) = sup|f]|, das
Q

wesentliche Supremum von f, genauer:
I fllzo ) = I fllnoe () == inf{a > 0 : |f| < a fast iiberall}.

Theorem 3.2.2. Seien p (ein Radonmaf) und Q@ C R™ gegeben. Sei 1 < p < oo.
Dann ist LP(Q) = LP(Q, u) ein Banachraum.

Beweis. Sei zunédchst 1 < p < co. Sei f,, eine Cauchyfolge in LP(Q, ). Gelte (nach
Auswahl einer Teilfolge ohne Einschréinkung) ||fir1 — fillo» < 27 fiir i € N. Wir

definieren
k

gk =Y |fir1 = fil und g:=>"|fi1 — fil-
i=0 i=0
Aufgrund der Dreiecksungleichung gilt ||gx|lz» < 2 fiir alle & € N. Nach Fatou
(flimf, <lim [ f, fir f, >0), angewandt auf g, folgt ||g||z» < 2. Somit gilt fast
iiberall g(z) < co. Also konvergiert

Z f1+1 l‘))

fiir fast alle z € . Wir definieren f(z ) als diesen Grenzwert fiir diese = und sonst
f(x) := 0. Somit gilt fast iiberall

f(z) Ziliﬂolofi(x)-

Das Supremum und der Limes superior messbarer Funktionen sind selbst wieder
messbar. Somit ist auch f messbar. Wir wollen nun zeigen, dass f; auch in LP gegen
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f konvergiert: Sei € > 0. Dann gibt es N € N mit ||f, — fi|lr < € fiir m,n > N.
Sei m > N. Dann folgt mit Fatou

/|f fulPdp < n.minf/|fi ol dp < e,
11— 00
Q Q

Hieraus folgt f — f, € LP(, ), also auch f € LP(Q, u). Weiterhin folgt hieraus
If = fmlloe — 0 fiir m — oo.
Sei nun p = oco. Definiere

A ={z € Q: [fe(@)] > [ fellL=}

und

B i={x € Q: [fm(x) = fn(@)| > [[fn = fmllL=}-

Setze E:= |J Ay U |U Bm,n. Dann ist E als abzdhlbare Vereinigung von Null-
keN m,neN

mengen selbst wieder eine Nullmenge. In Q \ F konvergiert f,, gleichméfig gegen

eine Funktion, die wir f nennen, auf F setzen wir f(z) := 0. Es folgt f € L sowie

lfrn = fllLe — 0 fiir n — co. 0
Im Verlauf des Beweises haben wir auch das folgende Resultat mitbewiesen:

Theorem 3.2.3. Seien p (ein Radonmaf) und Q@ C R™ gegeben. Sei 1 < p < oo.
Sei (fu)nen eine Cauchyfolge in LP(Q, u) mit Grenzwert f. Dann besitzt (fn)nen
eine Teilfolge (fn,)ken, so dass fn, (x) — f(x) fir k — oo fir fast alle x € Q
konvergiert.

3.3. Approximierbarkeit x. Wir wollen untersuchen, wie sich LP-Funktionen ap-
proximieren lassen. Auch hier sei 1 wiederum stets ein Radonmafs auf R™ und Q
eine p-messbare Menge.

Theorem 3.3.1. Seien p (ein Radonmafl) und Q@ C R™ gegeben. Sei S die Menge
aller endlichen messbaren Treppenfunktionen s (= (endliche) Linearkombination
von charakteristischen Funktionen messbarer Teilmengen) auf Q mit p({x: s(x) #
0}) < 0. Ist 1 < p < oo, dann ist S dicht in LP(Q, u).

Beweis. Sei f € LP und gelte ohne Einschriankung f > 0. Dann gibt es (z. B. punkt-
weises Abrunden auf das nichste Vielfache von 27" und Betrachten von min(-,n))
Treppenfunktionen s,, mit

e 0<s51<sy<...<f,

e s,(x) = f(z) fiir n — oo in Q.
Aus 0 < s, < f folgt s, € LP und daher gilt s, € S. Wegen |f — s, [P < fP folgt
nach dem Satz {iber die dominierte Konvergenz || f — s,|/zr — 0 fiir n — co. Somit
ist fes”. 0
Lemma 3.3.2. Seien p (ein Radonmaf) und Q@ C R™ mit u(2) < oo gegeben. Ist
f € L>®(Q), so gibt es Treppenfunktionen fr mit || f — fx|lLe — 0 fir k — oo.

Der Beweis funktioniert analog auch fir K”-wertige Funktionen statt fiir reell-
wertige Funktionen.

Beweis. Setze R := ||f| . Zerlege [—R, R] fiir k¥ € N in endlich viele (ohne Ein-
schrinkung nichtleere) Intervalle A;, 1 < i < ny, mit diam 4; < % Wahle a; € A;.
1
< —.
~k

Wir erhalten
ng
Hf = Xp-r(a)@i
i=1 Lo

Die Behauptung folgt. (]
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Wir erinnern an das aus den Ubungen bekannte Lemma von Urysohn im Spezi-
alfall metrischer Rdume:

Theorem 3.3.3 (Lemma von Urysohn). Seien A, B disjunkte abgeschlossene Teil-
mengen eines metrischen Raumes E. Dann gibt es eine stetige Funktion f: E —
[0,1] C R mit A= f~1({0}) und B = f~1({1}).

Beweis. Die Funktion f: E — [0,1] mit
dist(x, A)

1@) = st ) + dist(, B)

leistet das Gewiinschte. O

Um mit stetigen Funktionen approximieren zu koénnen, bendtigen wir noch ein
vorbereitendes Resultat. Die folgenden Resultate gelten nicht nur im R¥, siehe [11],
wir beschrénken uns jedoch auf diesen wichtigsten Fall:

Theorem 3.3.4 (Lusin). Sei Q C RN offen und u das Lebesqguemaf auf RY. Sei
f:Q — R messbar. Sei A C Q mit u(A) < oo und gelte f = 0 auflerhald von A.
Sei e > 0. Dann gibt es ein g € C2(Q) (stetig mit kompaktem Triger) mit

p({z € Q: f(z) # g(z)}) <e und sup lg(z)] < sup |f(@)].

Beweis. Die Supremumsschranke werden wir erst ganz am Schluss beweisen.
Nehme zunéchst an, dass A kompakt ist und 0 < f < 1 gilt. Sei s,, eine appro-

ximierende Folge wie im Beweis von Theorem 3.3.1. Setze ty := sq, t,, = Sy — Sn—1

fir n € Nyg. Dann ist 2"t,, die charakteristische Funktion einer messbaren Men-

(&)
ge T, C A und es gilt f(x) = > tu(x). Sei e > 0. Fixiere eine offene Menge V/
n=1

mit A C V, so dass V C Q kompakt ist. Dann gibt es (z.B. [14, Lebesguesches
Ma#], [11, Theorem 2.17]) kompakte Teilmengen K,, und offene Teilmengen V,, mit
K,cT,CV, CVund puV,\ K,) < 27". Nach dem Lemma von Urysohn
gibt es stetige Funktionen h, mit h, = 1 in K,, und h,, = 0 aufserhalb von V,,.

Definiere nun g(z) := > 27"h,(x). Aufgrund der gleichméRigen Konvergenz der
n=0

Reihe ist g stetig. Weiterhin gilt suppg C V. Nun gilt 27 "h,,(z) = t,(x) auerhalb

von V,, \ K,. Also erhalten wir f = g aufserhalb von |J (V;,\ K,,). Diese Ausnahme-
neN
menge hat jedoch hochstens Maf 2e. Dies zeigt die Behauptung, falls A kompakt

ist und 0 < f <1 gilt.

Als néchstes gilt die Behauptung auch, wenn A nicht kompakt ist, da es zu A
eine kompakte Menge K mit (A4 \ K) < € gibt.

Gelte nun auch nicht mehr notwendigerweise 0 < f < 1. Definiere B,, := {z €

Q: |f(z)] > n}. Es gilt (| B, = 0. Wir erhalten u(B,,) — 0, da die Funktionen
neN
Jn = X{z€A: |f(z)|]<n) monoton gegen die integrierbare Funktion x4 konvergieren.

Aufer auf B, gilt f = (1—xp, )f und (1—xp, )f ist beschrankt. Daher folgt auch
der allgemeine Fall.
Falls g die Supremumsabschatzung nicht erfiillt, ersetze g durch

i(z) = 9(x) fiir |g(z)| < sup|f],
|§E§§| -sup |f| sonst.

Offenbar ist g stetig. Die Behauptung folgt. O

Theorem 3.3.5. Seil < p < co. Sei Q C RN offen und ju das Lebesguemays. Dann
gilt

CO(Q)LP(Q,/L) _ LP<Q7 M)-

C
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Beweis. Sei € > 0. Sei s wie in Theorem 3.3.1. Da solche Treppenfunktionen dicht
in LP(Q, u) liegen, geniigt es, s bis auf € > 0 in LP(, u) zu approximieren. Nach
Lusin gibt es eine Funktion g € C%(Q) mit g(z) = s(x) auRerhalb einer Menge vom
Mafs kleiner als € mit ||g||pe < ||$||pee. Somit folgt

lg = sllz» < 2125 o
Somit folgt die Behauptung. O

3.4. Der Satz von Radon-Nikodym . Wir folgen [11, Theorem 6.10]. Eine
ahnliche Darstellung findet sich in [2, Satz 4.11].

Bemerkung 3.4.1. Wir bezeichnen hier auch eine auf einer o-Algebra definiertes
Pramaf pu: A — [0, 00] als Maf. Ein Maf in unserem bisherigen Sinne erhalten wir
dann, wenn wir die Carathéodory-Hahn-Erweiterung von p betrachten, die wir hier
auch wieder mit p bezeichnen wollen.

Bemerkung 3.4.2.
(i) Sei A eine o-Algebra. Ein komplexes Maf ist eine Funktion p: A — C mit
p(0) =0 und

wE) = Z n(E:),
=0

wobei die Mengen E; € A paarweise disjunkt sind und E = |J F; gilt, die
i€EN

Mengen {F;};en bilden also eine Partition von E € A. (Die Summe muss
absolut konvergieren, da wir auch umordnen kénnten.)

(ii) Wir bezeichnen ein Maf mit Werten in [0, co] auch als positives Maf um den
Unterschied zu betonen.

(iii) Wir mo6chten ein positives Mak A mit |u(E)| < A(E) fir alle E € A finden.
Gibt es solch ein Mafs A\, so muss

ME) =Y ME:) > > |u(E)|
i=0 i=0
fiir alle Partitionen {E;}; von E mit F;, E € A gelten. Dies legt die folgende

Definition nahe.

Definition 3.4.3. Sei i ein komplexes Maf auf einer o-Algebra A. Dann definieren
wir fiir E € A

(B = sup Y _ |u(E:)],
i=0
wobei wir das Supremum iiber alle Partitionen {F;};cy von F mit E; € A bilden.
|| heiflt das totale Variationsmaft oder die totale Variation von pu.

Obwohl wir |u| bereits als Maf bezeichnet haben, ist noch zu zeigen, dass |y
tatsdchlich ein Maf ist.

Theorem 3.4.4. Sei p ein komplexes MafS auf A. Dann ist das totale Variations-
mafs || ein positives (Prd-)maf auf A.

Bewets.
e Sei {E;}; eine Partition von E € A, E; € A. Seien t; € R mit ¢; < |u|(E;).
Nach Definition des totalen Variationsmafies gibt es daher fiir alle ¢ Parti-
tionen {A;;}; von E; mit

(oo}
Z lu(Aij)| > t;.
=0
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Da {A;;};; eine Partition von E ist, erhalten wir

Zt<2|u (Aij)| < |ul(EB).

1,7=0

Wir kénnen nun auf der linken Seite zum Supremum iiber alle méglichen
t;’s iibergehen und erhalten

Zlul ) < lul(B).

o Sei umgekehrt {A4;}; eine Partition von E, A; € A. Dann ist {4; N E;};
eine Partition von A; und {A; N E;}; ist eine Partition von E;. Es folgt

pen ZZMA N E;)

§=0 |i=0

=> > A NE)| < Zlu\(E

=0 j=0 =0

(A5 N Es)
—0 i=0

Da dies fiir jede Partition {A;}; von E gilt, diirfen wir auf der linken Seite
zum Supremum {ibergehen und erhalten |u|(E) < > |u|(E;).
i=0

Diese beiden Ungleichungen liefern die o-Additivitét. O

Lemma 3.4.5. Seien z1,...,zy € C. Dann gibt es eine Teilmenge S C {1,..., N}

mat
| X
sz 2;;|zk|

kesS
Beweis. Wir schreiben zj, = |z |e?®*, a € R. Fiir 9 mit —7 < ¢ < 7 definieren wir

S(9) :={k: cos(ag — ) > 0}.

Es folgt

N
Z Zk| = Z e "z > Re Z e Wy :Z|zk|cos+(ak—19).
k=1

keS(9) keS(9) keS(9)

Sei 9 so gewdhlt, dass die rechte Seite dieser Abschitzung, die in ¢ stetig ist, fiir
dieses ¥ maximal wird und definiere S = S(9y). Dieses Maximum ist mindestens
der Durchschnittswert iiber ¥ € [—m, 7]. Wegen

1/ 1
—/cos+(a—19)d19:f
2 ™

N
unabhiingig von o ist dieser Durchschnitt nach unten durch 1 37 |z;| abgeschitzt
i=1
und wir erhalten die Behauptung. O
Theorem 3.4.6. Sei p ein komplexes Maf$ auf einer o-Algebra iber X. Dann gilt

|1l (X) < oo

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass es ein E € A mit |u|(E) = oo gibt. Wir
definieren ¢ = m(1 + |p(E)|) mit | - | weiter auflen als oben. Wegen |u|(E) > t gibt

es eine Partition {E;};, ¢ > 1, von E, E; € A, mit Z |(E;)| > t fiir ein geniigend

=1
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grofes N € N. Wir wenden nun Lemma 3.4.5 auf z; = p(E;) an und erhalten mit
A= E;
€S
t
u(A)] > — > 1.
Fir B := E'\ A erhalten wir daher

u(B)| = [(E) = (A)] = |p(A)| = [u(E)| > % — ()| = 1.

Wir haben also £ = AUB mit |u(A)| > 1 und |u(B)| > 1. Da |u| ein o-additives
MaR ist, folgt |u|(A) = oo oder |p|(B) = co.

Ist nun |p|(X) = oo, so kénnen wir nach Obigem X als X = A;UB; mit |u(A4;)] >
1 und |p|(B1) = oo aufteilen. Ebenso erhalten wir By = AsUBs mit [u(As)| > 1
und |p|(Bz2) = oo. Induktiv erhalten wir disjunkte Mengen {4;}; mit |u(A4;)] > 1
fiir ¢ > 1. Die o-Additivitdt von p impliziert nun

p <U Ai) = ZM(Ai)-

Die Summe auf der rechten Seite kann aber wegen |u(A;)| > 1 nicht konvergieren.
Widerspruch. O

Bemerkung 3.4.7. Die komplexen Mafe auf einer gemeinsamen o-Algebra A
bilden mit (p+ A)(E) := p(E) + ME) und (cu)(E) := cu(E) fir E € Aund c € K
einen Vektorraum. Mit ||| := |p|(X) wird dies zu einem normierten Raum.

Bemerkung 3.4.8 (und Definition). Sei u ein reelles Maf auf einer o-Algebra
A, d.h. ein komplexes Mafl, das nur reelle Werte annimmt. p wird auch als ein
signiertes Mafs bezeichnet. Fiir |u| wie oben setzen wir

p= gl 4+ ) und pm = (el - ).
Dann sind p* positive (kleine Ubung) und nach Theorem 3.4.6 beschrinkte MaRe
auf A. Es gelten yp = pu™ — p~ und |p| = p + p~. p* heifit die positive Variation
von p, pu~ die negative.

Definition 3.4.9 (absolutstetig). Seien u ein positives Mafs auf einer o-Algebra A
und A ein weiteres positives, reell- oder komplexwertiges Mafs auf .A.
(i) Dann heifst A absolutstetig beziiglich p, A < p, falls aus pu(E) = 0 auch
A(E) = 0 fiir alle E € A folgt.
(ii) Gibt es A € A mit M(E) = A(ANE) fir alle E € A, so heifit A\ auf A
konzentriert.
(iii) Gibt es disjunkte Mengen L, M € A, so dass A auf L und p auf M konzentriert
sind, so heiffen A\ und p wechselseitig singulir zueinander, \ | u.

Es gelten die folgenden einfach einzusehenden Eigenschaften:

Proposition 3.4.10. Seien A\, A1, Ay positive oder komplexe Mafle und sei p ein
positives Maf auf einer o-Algebra A. Dann gelten:
(i) Ist X auf A konzentriert, so auch |)|.
(ZZ) Aus )\1 1 )\2 fOlgt |)\1| 1 |)\2‘
(i53) Aus A\ L p und Ao L p folgt A\ + Ao L p.
(iv) Aus Ay < p und Ao < pi folgt A\ + Ao < .
(v) Aus \y < p und Ao L p folgt Ay L Aa.
(vi) Aus X < p und A L p folgt A = 0.

Beweis. Ubung. O

Als technisches Lemma im Beweis des Satzes von Radon-Nikodym benétigen wir
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Lemma 3.4.11. Sei (X, A, 1) ein o-endlicher Mafiraum. Dann gibt es eine Funk-
tion w € LY(u) mit 0 < w(x) < 1 fiir alle z € X.

Beweis. Sei (Ep)nen C A mit u(E,) < oo und |J E, = X. Wir definieren
neN
wy: X — R durch w, = % Dann leistet w := > w,, das Gewiinsch-

neN
te. O

Die zweite Aussage des folgenden Theorems wird wir als Satz von Radon-Niko-
dym bezeichnet.

Theorem 3.4.12 (Radon-Nikodym). Sei (X, A, ) ein o-endlicher Mafraum und
A ein komplexes Maf$ auf A.

(i) Dann gibt es komplexe Mafle N\, und As auf A mit A = Ay + As, Ag < p und
As L p. (Lebesguezerlegung)
(ii) Es gibt eine eindeutig bestimmte Funktion h € L' (n) mit

Mo(8) = [
E
fir alle E € A.

Bemerkung 3.4.13.
(i) Die Funktion h heifit Radon-Nikodym Ableitung von A, beziiglich p. Wir
schreiben d\, = hdp oder h = %z,
(ii) Die Zerlegung in A, und A, im Satz von Radon-Nikodym folgt im Falle eines o-
endlichen positiven Mafses A aus dem endlichen Fall. A\, und A4 sind ebenfalls

o-endliche positive Mafe. Ist A ein endliches Maf, so auch A\, und \;.

(iii) Ist X lediglich o-endlich fiir das Mafi A, so schreiben wir X = |J X,, mit
neN
AX,) < oo fiir disjunkte Mengen X,, € A. Dann kénnen wir den Satz von

Radon-Nikodym auf die Mafie E — A(E N X,,) anwenden und erhalten nach
Aufsummieren eine Lebesguezerlegung von A\ sowie eine messbare Funktion h
mit

M(E) = [ hau

E

N
fiir alle F € A. Es gilt h € L' (U X, R, ,u) fiir beliebige N € N, jedoch im
i=0

Allgemeinen nicht mehr h € LY (X, R, p).

(iv) Zur Eindeutigkeit der Lebesguezerlegung von A beziiglich u: Sei (M), \,) eine
weitere solche Zerlegung. Dann folgen A, — A\, = A\s — A\, AL — A\, < p und
As — AL L p. Somit erhalten wir nach Proposition 3.4.10 X, — A\, = 0 = A\;— L.

(v) Zur Eindeutigkeit der Radon-Nikodym Ableitung: Seien h; und hs zwei solche
Ableitungen. Dann ist {z € X: hy(z) — ho(z) > 0} € A eine p-Nullmenge
(Details: Ubung). Durch Vertauschen der Rollen von h; und hy erhalten wir
die Eindeutigkeit.

Der folgende Beweis geht auf John von Neumann zuriick.

Beweis von Theorem 8.4.12. Sei A zunéchst ein positives endliches Maf auf A. Wir
definieren durch dy = d\ + wdp mit w wie in Lemma 3.4.11 vermoge

)[fdwiz)[fdwr!fwdu
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fiir charakteristische Funktionen f = y g ein positives endliches Maf ¢ auf A. (Wir

hétten ¢ auch direkt als Maf$ definieren kénnen, indem wir w := ) a;xg, schreiben
ieN
und p(A4) := A(A)+ Y a;u(E;NA) definieren.) Die Integralgleichheit ibertréigt sich
€N
auf einfache Funktionen f und auf beliebige nichtnegative messbare Funktionen f.
Sei nun f € L%(yp) beliebig. Dann erhalten wir aus der Cauchy-Schwarzschen

Ungleichung
1/2
/fdA s/lfldAS/lf\dapS /Iflzdw (P2,
—_——
X X X X <00

Somit ist f — [ fd\ ein beschrinktes lineares Funktional auf L?(p). Daher gibt
X

es nach dem Satz von Riesz ein (eindeutig bestimmtes) g € L?(p) mit

/fdA—)ngdso

X

fir alle f € L?(¢). Den Satz von Riesz werden wir zwar erst als Theorem 5.2.8
behandeln, jedoch ist der Beweis dort unabhéngig von diesem Kapitel.

Sei £ € A mit 0 < p(F) < co. Wir wenden diese Identitdt auf f = xg an und
erhalten wegen 0 < A < ¢

1 _AME) 1
OﬁmE/gd*”w(E) g1¢(E)!1d¢.

Somit folgt g(z) € [0, 1] fiir fast alle z € X (Details: Ubung). Ohne Einschriinkung
diirfen wir daher g(x) € [0,1] fiir alle z € X annehmen. Unter Benutzung der
Definition von ¢ erhalten wir

[rx=[sgao= [ sgar+ [ rowdn
X X X X

und somit

(31) Ja-arin= [ fowdp.
X X
Wir definieren nun Mengen
A={reX:0<g(z)<1} und B:={reX:g(zx)=1}
sowie Make A\, und A durch
Aa(E) = AANE) sowie M (E):=ABNE)

fiir alle £ € A.
Wir benutzen nun (3.1) mit f = x5 und erhalten 0 = [wdu. Wegen w(z) > 0
B

fiir alle € X erhalten wir p(B) = 0. Somit folgt A; L p.
Nun verwenden wir (3.1) mit f = (1 + g+ ...+ ¢")xE, wobei n € N5 und
E € A sind, und erhalten

/1—g"'Hd)\:/g(l—l—g—l—...—l—g")wdu.
E E



28 FUNKTIONALANALYSIS

In B gilt g = 1 und somit 1 — g"*! = 0. In A gilt g"*! \, 0 fiir n — co. Aufgrund
des Satzes iiber monotone Konvergenz folgt fiir die linke Seite

/1 —g" M AN = MANE) =\ (E).
E

Der Integrand auf der rechten Seite ist nichtnegativ und in n monoton wachsend.
Sei h der punktweise monotone Grenzwert fiir n — co. Dann folgt aus dem Satz
von der monotonen Konvergenz

/g(l+g+...+g")wdu%/hdu
E E
flir n — oo. Also folgt

M(E) = [ hau
E

fiir alle £ € A. Wihlen wir insbesondere F = X, so folgt aus der Endlichkeit von
A bzw. A\, auch h € L(p).

Ao < pist wegen Ao (E) = [ hdp klar.

E

Ist A komplexwertig, so zerlegen wir A = Ay 4+ i)y mit reellwertigen Maken \;
und wenden das obige Argument auf die positiven und negativen Variationen )\ii
von \; an. O

Das nachfolgende Theorem erklart, warum wir von Absolutstetigkeit sprechen.
Theorem 3.4.14. x Seien A\, u endliche Mafle auf A. Dann sind die folgenden
beiden Aussagen dquivalent:

(i) A< p.

(ii) Fir jedes ¢ > 0 gibt es ein § > 0, so dass fir alle E € A die Implikation
wE)<dé = MNE)<e gilt
Bewets.
o (i) = (1) Klar.
e (i) = (ii)*: Angenommen, (ii) wére falsch. Dann gibt es € > 0 und eine
Gegenbeispielfolge (Ey)neny C A mit p(E,) < 27" und ME,) > . Wir

setzen - -
A, = U E; und A= n A,.
i=n n=0

Dann folgt u(A,) < 27" und A,, D A,41. Also ist u(A) = 0 aufgrund
der Stetigkeit des Mafes von oben. Weiterhin gilt aufgrund der Stetigkeit
des Mafies von oben und der Endlichkeit

AMA) = lim A(A,) > lim A(E,) >«
n—oo n—oo
Dies widerspricht jedoch A < p und wir erhalten die Behauptung. 0.

3.5. Dualraum . Die Aussage von Theorem 3.5.1 ist kein Zusatzstoff.
Aus Theorem 3.5.2 folgt der wichtige Spezialfall:

Theorem 3.5.1. Sei p = L™ das n-dimensionale Lebesgemaf und sei 2 C R™.
Seien 1 <p < oo und 1 < g < oo mit Il) + % = 1. Dann ist (LP())" = LI(Q). Der
Isomorphismus ist dadurch gegeben, dass wir f € L1(Q) vermdge

g»—>/f~gd£” fir g € LP(Q)
Q

als Element des Dualraumes von LP(Q) auffassen.
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Beweis. Trivialer Teil. Aufgrund der Hélderschen Ungleichung ist

IF (@ < fllzace) - l9llr -

Dabher ist das Integral wohldefiniert und [ f-[ ]dL™ € L (LP(Q),R). O
Q

Theorem 3.5.2. Seien p (ein Radonmaf) und Q@ C R™ gegeben. Sei 1 < p < oo.
Sei q € (1, 00] mit %—i—% = 1. Sei f € LY(Q). Definiere J: L1(2) — (LP(Q))* durch

(J())(g) = / of firg e LP(9).

Q

Dann ist J ein konjugiert linearer isometrischer Isomorphismus.

Siehe [2, Satz 4.12] fiir eine allgemeinere Formulierung des Satzes mit o-endlichen
Mafrdumen, d. h. der Raum ist abzédhlbare Vereinigung von Mengen endlichen Ma-
Les.

Der Dualraum von L* ist nicht L' sondern grofer: Auf C° (Q) C L>(Q) defi-
nieren wir 6,(f) := f(z). Dies ist ein stetiges lineares Funktional auf C° mit der
Supremumsnorm. Dann lésst sich dies nach dem Satz von Hahn-Banach, Theorem
4.1.3, zu einem stetigen linearen Funktional auf L°° fortsetzen.

q heifdt der zu p konjugierte oder duale Exponent. Er wird auch mit p’ bezeichnet.

Beweis.

(i) Nach der Holderschen Ungleichung gilt ||J(f)]| < ||f|lze. Somit ist J wohlde-
finiert. Klar ist, dass J konjugiert linear ist.

(ii) J ist injektiv: Dies folgt aus dem Lemma von Du Bois Reymond, siehe 12.1.4,
oder explizit wie folgt: Aus J(f) = 0 folgt im Fall p > 1 mit g := |f|972f €
Lr(Q) (da|g|P = |f|? € L' ist) (J(f))(g) = [ |f|? = 0 Somit ist f = 0 und wir
erhalten die Injektivitét fiir p > 1. Im Fall ]gz =1 ist mit f € L*° die Funktion

g = xa,f € L', wobei Q; '  eine Ausschépfung von Q durch Mengen von
endlichem MaR ist. Somit folgt aus 0 = Jf auch 0 = (J(f))(g) = [ |f|* und
Q;

daher f =0 (fast iiberall) in ;. Mit ¢ — oo erhalten wir f = 0.
(iii) J ist normtreu: Fiir p > 1 gelten mit g := |f|972f

r -
ol = ([ ) "= (i) = (i) T =g

und

() (9)l =/|f|q = 1% = 1l - 115" = 1F NIz - llgllze-

Alsoist [|Jf|| > |1 f|lLa-

Ohne Einschriankung diirfen wir f # 0 annehmen. Im Fall p = 1 wéhlen wir
zu e > 0 eine Menge A C Q sodass ohne Einschrankung |f| > sup|f| — ¢ =
M —e>0in Aund 0 < |A] < co gelten. Setze

g(z) ==
0 sonst.
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Dann gelten 1 > ||g||z1 > ij;s und
Ir (M —¢)* xa (M —¢)> M |flxa
Jf)(g)| = XA = T Ta — T

NI [ 37 Ta MA M Jf M4

A —~ e —
>1 =g
M —¢€)?
> Yo gl = 21 gl = sup 1 gl

fiir e — 0. Also erhalten wir ||Jf|| > || f||Le-
Sei F' € (LP(92))*. Wir behaupten, dass es ein f € L7(2) mit

F=J(f) uwd |fllze <[Fl[zr-
gibt. Die zweite Behauptung folgt zwar bereits aus der ersten und dem, was
wir bereits oben gezeigt haben, sie ist jedoch im Beweis trotzdem niitzlich.
Sei zunéchst || < co. Wir wollen nachweisen, dass v, durch v(E) := F(xg)
flir messbare Mengen definiert, die Voraussetzungen des Satzes von Radon-

Nikodym erfiillt. Betrachte dazu disjunkte messbare Mengen F1, ..., E,, C
mit v(E;) # 0. Dann gilt

m m
lv(E;)| = o.v(E;), wobel g;:= i
2 2 (B
=F (ZJiXa) <|IF|l(zry- - ZUiXEi
i=1 i=1
m 1/p
=|F - (Z |EZ|> , daoil =1,

i=1
<|IEl- |27

Lr

Somit ist die totale Variation von v ein endliches Maf: |v|(£2) < co. Daher ist
auch v ein endliches Mafs. -

Seien nun F; C §, i € N, messbar mit E; C E;;1 und gelte F = |J E;.
i=1

K3

Wir erhalten
W(E) — v(E:)| = |F(xe\e,)| < | Flley - 1B\ B[P =0

fiir ¢ — oo aus dem Satz von der dominierten Konvergenz. Dies ist dquivalent
zur o-Additivitat fir disjunkte Mengen Ag, denn es gilt

o) 4 o) %

v (U Ak> —ilingoZV(Ak) :il_ifrolo{y (U Ak> —v <U Ak>} =0.

k=1 k=1 k=1 k=1

Somit ist v o-additiv und daher ein Maf. Die Absolutstetigkeit ist klar.
Somit kénnen wir den Satz von Radon-Nikodym anwenden und erhalten

f € LY() mit
v(E) =F(xg) = /XEf

Q
fir alle messbaren Mengen E. Nach Lemma 3.3.2 lassen sich Funktionen
g € L>(9) durch endliche Linearkombinationen von charakteristischen Funk-
tionen yp mit messbaren Mengen £ C 2 in L°° approximieren. Es gilt
L> C LP. Somit ist F' auch auf L*> stetig und wir erhalten

F(o) = [ of

Q
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fiir alle g € L.
Seinun m € N und 1 < Q < oo. Wir setzen

A ={2 € Q: 0 < |f(2)] < m}
und

= x4, [I972F.
Dann ist g € L* und wir erhalten aus (3.2)
1/p

[ 112 = F@) < 1Pl -lgller = WPl | [ 14790
Am Am

Ist p > 1, so verwenden wir @) = ¢. Dann folgt p(Q — 1) = ¢. Also folgt durch
Kiirzen
1/q

/ A < Il

Am

Lasse nun m — oo. Dann folgt mit dem Satz iiber monotone Konvergenz
f e L) und [ f]| Loy < [|F]-
Ist p =1, so wihlen wir (Q € N und erhalten per Induktion

[0 <Py [ 17127 < IEIR, . An.
A Am

Hieraus folgt
1/Q
lxcan fllzeg = / A2 < UF Ny - [AmlY@ < [P o - 19212,
A,

Mit @ — oo folgt [[xa,, fllLe(@) < [IFll(ze)-- Mit m — oo folgt || f[|lL=(o) <
| F|| ()« wie behauptet.

Die Gleichung (3.2) gilt fiir ¢ € L*°(Q). Da solche Funktionen dicht in
LP(Q) liegen, siehe z. B. Theorem 3.3.5, kénnen wir auf beiden Seiten eine
gegebene Funktion g € LP(Q2) durch g, € L*°(£2) approximieren und erhalten,
da die rechte Seite aufgrund der L?-Abschétzung fiir f nach Holder stetig ist,
F=J(f)

F(Q)FF(Qk)Z/gkf%/gf-
O O

Dies zeigt die Behauptung im Fall |Q] < occ.

Sei nun 2 C R™ eine beliebige offene Menge. (Dieser Teil ist im Euklidischen
technisch einfacher als der Bewetis fiir allgemeine o-endliche Mafrdume.) Wah-
le eine Ausschopfung von © durch Mengen ,,, m € N, mit ,, C Q41,

U Qn = Q sowie |Q,| < oco. (Bis auf die Endlichkeit des Mafes wird
meN
dies auch mit Q,,  Q abgekiirzt.) Wir definieren F,(g) := F(xq,,9) fir

g € LP(£,,) (ohne Notationsdanderung durch 0 nach Q\ Q,, fortgesetzt; die
charakteristische Funktion steht nur der Deutlichkeit halber da) und erhalten
| Fmllze@n)s < I1F|l(zr@))-, da LP(,) C LP(Q) vermoge dieser Fortset-
zung. Somit ist F,, € (LP(€,,))*. Nach Teil (v) existiert somit fiir jedes m € N
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genau ein f,, € L1(Q,,) (das wir ohne Notationséanderung ebenfalls durch 0

fortsetzen) mit
Fm(g):/gf?: /ngn

Q Qm
fiir alle g € LP(S,,). Ebenfalls nach (v) gilt ||fmllLe@,) = [ Fmnllzr@,))--
Wie beim Beweis der Injektivitat sieht man, dass f,, = fr fast {iberall in
QN Qe gilt. Somit erhalten wir |f,,| < |fi| fir Q,, C Q. Weiterhin folgt in
diesem Fall
[fmllLa@) < Ifellza@) = 1Fkllzr @iy < IF ey < oo
Wir definieren
f(x) = fn(z) fir ein m mit « € Q.

Es folgt || f||ra(o) < [[F][(zr) < oo nach dem Satz iiber die dominierte Kon-
vergenz.

Sei nun g € LP(Q) beliebig. Wir setzen g,, := xq,,g und erhalten g,, — ¢
fir m — oo in LP, da p < co. Es gilt

F(gm) = Fon(gm) = / T = / G = (T() (gm)-

Qm Q

Lasse nun m — oo. Da f € L%(QQ) ist, konvergieren beide Seiten der Gleichung.
Somit gilt F(g) = (J(f))(g) fur alle g € LP(Q2). Also folgt F' = J(f) mit

f e LiQ).
Wir haben bereits ganz am Anfang nachgewiesen, dass J eine Isometrie ist,
also || Fl[(zey = I ()l zoy = I f[| e gilt. O
Korollar 3.5.3. Sei 2 C R” offen und 1 < p < oo, % —|—% = 1. Dann sind fir

f:Q — K folgende Aussagen dquivalent:
(i) feLP(Q)
(ii) f € L} .(Q) und es gibt ein ¢ > 0 mit

loc

[¢f] < il fir ate ¢ € CE2(0),
Q
Ist eine dieser beiden Aussagen erfiillt, so gilt ¢ > || f]|Lr(q)-

Beweis. Die Aussage iiber c folgt aus dem ersten Teil (,,(i)=-(ii)*) fiir 1 < p < oo,
da in der Hélderschen Ungleichung Gleichheit gilt, wenn f? und g (in der dortigen

Notation) Vielfache voneinander sind: Mit g := |f|?/ ‘1% und als O definiert, falls

der Nenner verschwindet erhalten wir stets mit Gleichheit

[ g9\ = [1ov1awa = siae - 1270, = W11 - gler
Q Q

Dies zeigt die Behauptung, falls zufélligerweise g € C2° gilt. Sonst approximieren
wir g durch Cg°-Funktionen beziiglich der LI-Norm. Bis auf einen kleinen Fehler
gilt die obige Gleichheit dann auch fiir die approximierenden Funktionen und wir
erhalten die Behauptung iiber c.

Fiir p = 1, 0o lassen wir das als einfache Ubung.

»(1)=(i1)*: Aus der Holderschen Ungleichung erhalten wir

/ CFl < oy - 1 llomen-
Q
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»(il)=(1)*: Nach Voraussetzung ist F' mit F(¢) := [ (f auf C°(€2) mit der Norm
Q

| - [[Lacqy stetig. Ist p > 1, so gilt ¢ < oo und Cg°(Q) liegt nach Theorem 3.3.5

und Glattung beziiglich || - || La(q) dicht in L9. Also ldsst sich F' nach Theorem 2.2.9

eindeutig zu einem stetigen Funktional F auf L1(Q) fortsetzen. Dieses lift sich nach
Theorem 3.5.2 mit f € LP(Q2) als F(g) = [ gf fiir alle g € L%(Q) darstellen. Dabei
Q

durften wir die komplexe Konjugation auch weglassen. Es gilt [ gf = [ gf fiir alle
Q o)

g e CX(). Nach dem Fundamentallemma der Variationsrechnung, Lemma 12.1.4,
folgt daher f = f fast iiberall.
Sei nun p = 1. Wir definieren

Sei D €  und (7:)e>0 eine Standard Diracfolge wie bei Glattungen. Fiir kleines
e >0 gilt . :=n: * (xpg) € C(Q). Nach Voraussetzung folgt

/Cef < el lem < e
Q

Aus der L'-Konvergenz (. — xpg folgt, dass eine Teilfolge punktweise fast iiberall
konvergiert. Nach dem Satz von der dominierten Konvergenz erhalten wir hieraus

/|f|: /gf <c

D D O

4. DER SATZ VON HAHN-BANACH

4.1. Der Satz von Hahn-Banach. Der Satz von Hahn-Banach besagt, dass sich
ein lineares Funktional normerhaltend fortsetzen lisst. Der Beweis benutzt das
Zornsche Lemma.

Lemma 4.1.1 (Zornsches Lemma, Erinnerung x ). Sei M eine nichtleere Menge
mit einer Teilordnung <. Nimm an, dass jede total geordnete Teilmenge A C M
(= Kette) eine obere Schranke b € M besitzt, d.h. dass x < b fir alle x € A gilt.
Dann enthdlt M ein maximales Element xq, d. h. ein Element xog € M, so dass aus
x < xq bereits x = xq folgt. (Beachte, dass xq i. a. nicht eindeutig bestimmit ist.)

Fiir einen Beweis aus dem Auswahlaxiom verweisen wir auf Literatur oder Ver-
anstaltungen zur Logik. Das Zornsche Lemma wurde bereits beim Beweis, dass
jeder Vektorraum eine Basis besitzt, benutzt.

Wir zeigen zwei Varianten des Satzes von Hahn-Banach. Zunéchst behandeln wir
die etwas allgemeinere Version mit einer konvexen Funktion.

Theorem 4.1.2 (Satz von Hahn-Banach (mit einer konvexen Funktion)). Sei E
ein R-Vektorraum, W C E ein Unterraum und ¢: W — R linear. Sei p: E — R
konvex und gelte ¢ < p auf W. Dann gibt es eine lineare Fortsetzung ¢: E — R
von ¢ mit ¢ < p, d. h. eine lineare Abbildung ¢: E — R mit ¢lw = ¢ und ¢ < p.

Beweis.
(i) Sei g ¢ W. Wir wollen ¢ zunichst auf W & (z) fortsetzen. Jedes Element
x € W & (xp) laht sich in der Form z = w + Axg mit w € W und A € R
darstellen. Sei ¢ eine lineare Fortsetzung von . Dann folgt

P(x) = (W) + Mp(w0) = p(w) + Mp(x0)-
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Konnen wir 1(xo) so wihlen, dass ¢(z) < p(z) fir alle x € W @ (x0) gilt, so
ist ¢ die gesuchte Fortsetzung auf W @ (xg).

Somit ist zu zeigen, dass 1(xg) so gewdhlt werden kann, dass p(w) +
M(zo) < p(w + Axp) fiir alle A # 0 und alle w € W gilt. Dies ist (nach
Unterscheidung fiir A > 0 und A < 0) dquivalent zu

— —_ o) —
sup o(w) — p(w — pwo) < (wo) < inf p(z + Azo) w(Z)_
weEW M ZA€>V0V A
n>0

Dazu wollen wir nachweisen, dass fiir alle w, z € W und alle A\, x> 0

A (p(2+kxo) L plw —N»TO)) o Aw (s@(w) N s0(2)>

A u A " T Atu ! A
gilt. Der zusétzliche Vorfaktor erleichtert nun die Rechnungen. Es gilt
I A
A AN _
)\+up(z+ To) + )\+Mp(w Pxo)

Y

L Al A AL )
z+ To + w — T
p</\+u PR WA Wi

p A S 7 A
P(xe ) 2o (R )
" A
Somit 148t sich ¢ wie gewiinscht auf W & (x¢) fortsetzen.
Die Fortsetzung auf ganz E erhalten wir mit Hilfe des Zornschen Lemmas.
Betrachte dazu die Menge M aller linearen Fortsetzungen v von ¢ mit ¢ < p,
d. h. die Menge aller Tupel (¢, U), wobei U C E ein Unterraum mit W C U ist,
Y|lw = ¢ und ¥ < pin U gelten. (p, W) ist selber eine Fortsetzung von ¢, also
ist M # . Auf M definieren wir eine Halbordnung durch (¢, U) < (1/;, V),

falls U € V und 1§|U = 1) gelten. Sei also A C M eine total geordnete
Teilmenge von M, A = {(¢,,U;): i € I} fir eine geeignete Indexmenge.
Dann ist durch (¢,U) mit U := |J U; und ¥(z) := ¢;(x) fir © € U; eine
il
obere Schranke gegeben: U C F ist ein Unterraum, v ist wohldefiniert, linear,
stimmt auf W mit ¢ tiberein und erfiillt ¥(x) < p(z) fiir alle z € U. Nach dem
Zornschen Lemma gibt es also ein maximales Element. Dieses muss auf ganz
E definiert sein, denn sonst kénnte man es nach den obigen Uberlegungen auf
U (xp) fiir ein 29 € E\U fortsetzen. Dies widerspriche der Maximalitidt. O

Theorem 4.1.3 (Satz von Hahn-Banach). Sei E ein normierter Raum, W C E
ein Unterraum und ¢ € W*. Dann gibt es eine normerhaltende Fortsetzung ¢ € E*
von @, d. h. eine Abbildung ¢ € E* mit ¢lw = ¢ und ||¢]] = |||l

Beweis.

(i)

Im Falle K = R folgt dies gerade aus dem Satz von Hahn-Banach mit einer
konvexen Funktion: Die Norm ist wegen

[tz + (1 = t)yl| < [ltzfl + (1 = )yll = =]l + (1 =)y

fiir alle z,y € F und t € [0, 1] konvex. Sei ohne Einschrankung ||¢|| = 1. Setze
p(x) := ||z||. Dann gilt ¢(z) < ||z||. Fir die Fortsetzung ¢ erhalten wir

£@(x) = ¢(+x) < p(+z) = ||z[,
also ||¢]] <1 und
6l = sup [[B(z)]| = sup [[B(x)]| = sup [p(z)] =1.
zEE zeW zeW

llzll=1 llzl=1 llz]l=1
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Somit ist ||@|| = 1.
(ii) Sei nun K = C: Wir fassen E als reellen Vektorraum auf und bezeichnen
diesen mit Er. Sei ¢ € E*. Es gilt ¢ = Re ¢ + i Im ¢. Wegen

Rep(iz) + i Imp(iz) = p(ix) = ip(x) = iRe p(z) — Im p(x)

gilt Rep(iz) = —Imp(z). Rey und Im ¢ sind reelle Formen auf Eg. Daher
kénnen wir jede komplexe Form ¢ als

(4.1) v(x) = Rep(x) —iRe p(ix)
fiir x € E schreiben. Umgekehrt sei v eine reellwertige Form auf Eg. Dann
wird durch
p(x) = p(x) —ih(ix)

eine komplexe Form auf E definiert, es gilt ndmlich insbesondere p(ix) =
Y(iz) — i(—z) = ip(x) — i*Y(ix) = ip(z). Fiir die Norm gilt [o] = [[¥],
denn es gilt einmal [p(z)| = /[¢(2) )2+ [¥(iz)]? > |w( )|. Andererseits gibt
eszux € E ein t € R mit |p(z)| = e'p(z) = ¢ (ez). Da 1 reellwertig ist
und |p(x)| € R gilt, erhalten wir

(@) =9 (e"z) < [lv] - [l«|

fiir alle z € E.
Sei also p € W*. Seitze 1 := Rep € (Wg)*. Dann besitzt 1 eine normer-
haltende Fortsetzung ¢ nach Eg. Somit ist
Pla) i= (a) - i)
fiir z € E eine normerhaltende Fortsetzung von ¢ auf E. Wegen (4.1) handelt
es sich um eine Fortsetzung. O

Korollar 4.1.4. Sei E ein normierter Raum und E* sein Dualraum. Sei x € E.
Dann gilt

]l = Sup [(z, ).
H<PH 1

Das Supremum wird angenommen, d.h. es gibt ein o € E* mit ||¢|| = 1 und
] = [z, ).
Beweis. Aus |(z, ¢)| < [lo] - |]| folgt sup [(z, )] < =]

HwH 1

Sei z € E beliebig mit x # 0, ohne Einschrénkung gelte ||| = 1. Dann definieren
wir ¢: () — K durch ¢(Az) := A. Aus |[p(Ax)| = |A| = |A] - ||z]| folgt ||¢]] = 1. Sei
¢ die normerhaltende Fortsetzung von ¢ auf E. Dann folgt

2l =1=(z.@) < sup |z, ¢)]. 0
II«PH 1
Korollar 4.1.5. Sei X ein normierter Raum, M C X ein linearer Teilraum, d. h.
Unterraum, und xo € X. Setze d := inj& o — y||. Sei d > 0. Dann gibt es ¢ € X*
ye
mit ||| =1, p(xo) = d und p|p = 0.

Beweis. Definiere A auf M & () durch Ay + azg) := ad fiir y € M und o € K.
Es gilt

|ad]| |ad] |ad]
[ANl= sup ——— = sup ————— = sup ——————
vtaszo ||Y + axo||  ozeex ||y + amo|l  oack || — oz + axo|
yeEM, ack yeM zeM
d d d

:Sup = — :—:1.
X Two =21 = B Two — I~ d

Mo 10.05.2021
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Eine normtreue Fortsetzung ¢ aus dem Satz von Hahn-Banach liefert die Behaup-
tung. U

Theorem 4.1.6 (Trennungssatz). Sei X ein normierter Raum, M C X nichtleer,
abgeschlossen und konvex. Sei xg € CM. Dann gibt es ein ¢ € X* und ein o € R
mat

Rep(z) <a firxe M wund Rep(xy) > a.

Beweis. Sei zunachst K = R. Sei ohne Einschrankung 0 € . (Durch Verschiebung
kénnen wir ohne Einschrankung 0 € M annehmen. Zeigen wir dann die Behauptung

fiir M := |J B, () fiir ein kleines r > 0, so folgt die Behauptung.) Definiere das
zeM
Minkowski-Funktional

p(x) ::inf{r>0: % EM}

fir z € X. WegenOE]\OJgilt()gp(x) < oo firallez € X. Esist p < 1in M,
p(zo) > 1 und p(0) = 0. Fiir A > 0 gilt p(Az) = Ap(x). Sind ¥, % € M mit r, 5 > 0,
so folgt aufgrund der Konvexitdt auch ffs’ = 57+ 452 € M. Somit erhalten
wir p(z+y) < p(z) +p(y). Hieraus folgt, dass p eine konvexe Funktion ist. Definiere
f1(xo) = R durch f(Azg) := Ap(xg) fiir A € R. Dann folgt f(Axg) = p(Axp) fiir
A >0 und f(Azg) <0 < p(Azp) fiir A < 0. Somit gibt es nach Hahn-Banach eine
lineare Fortsetzung F': X — R von f mit F' < p. Es gilt ' < p <1 in M. Daher ist
F stetig, Details dazu siehe weiter unten. Weiterhin gilt F'(zo) = f(zo) = p(xo) > 1.

Daes ein p > 0 mit B,(0) C M gibt, erhalten wir ﬁ € M fiir beliebiges z € X,
also p(z) < %Hm” und damit F(z) < %HmH Ebenso folgt —F(z) = F(—x) < %HxH
Somit ist F' stetig und wir erhalten die Behauptung mit « =1 und ¢ = F.

Ist K = C, so fassen wir X als R-Vektorraum auf und erhalten ein Fr € Xj mit
den gewiinschten Eigenschaften. Wie beim Beweis des Satzes von Hahn-Banach

erhédlt man die Aussage fiir p(z) = F(x) := Fr(z) — iFr(iz). O

5. HILBERTRAUME
5.1. Hilbertraume.

Definition 5.1.1. % Sei H ein K-Vektorraum. Ein Skalarprodukt auf H ist eine
Abbildung (-,-): H x H — K mit den folgenden Eigenschaften:

(i) (u,u) >0 fiir alle u € H; (u,u) =0 gilt genau dann, wenn u = 0 ist,

(ii) {(u,v4w) = (u, v)+{u, w) sowie (u+v,w) = {(u, w)+ (v, w) fir alle u,v,w € H,
(iii) (Au,v) = Mu,v) fir alle u,v € H und alle A € C,

(iv) (u,v) = (v, u).
Einen K-Vektorraum H mit einem Skalarprodukt nennen wir Skalarproduktraum
oder Préahilbertraum.

Beispiele 5.1.2. «
(i) Auf H = K" mit z = (mi)lgigwy € H ist

n
(w,y) =) @'y’
=1

ein Skalarprodukt.
(ii) Auf H = L?(Q) ist

(frg) = Q/ 13

ein Skalarprodukt.
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Beachte, dass das Integral aufgrund der Holderschen Ungleichung wohlde-
finiert ist, es gilt ndmlich

! < (f |f|2)1/2 (/ |g|2)m.

(iii) Analog sieht man, dass (*(N) mit ((z%), (y*)) := Z x'yt ein Prihilbertraum
i=1
ist.

Theorem 5.1.3. x Sei H ein Skalarproduktraum. Dann definiert ||ul| := +/{u,u)
eine Norm auf H.

Auf Skalarproduktraumen wollen wir stets diese Norm verwenden.
Beweis. Lineare Algebra. O

Theorem 5.1.4 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). x Sei H ein Skalarprodukt-
raum. Dann gilt |(u,v)| < |lu|| - ||Jv|| fir alle u,v € H.

Beweis. Lineare Algebra. O

Definition 5.1.5. * Ist ein Skalarproduktraum H mit der induzierten Norm bzw.
Metrik vollstéandig, so nennen wir H einen Hilbertraum.

Bemerkung 5.1.6. Sei H ein Skalarproduktraum und H seine Vervollsténdigung
als metrischer Raum. Seien H > u,, — u € H sowie H 5 Up — UV E H. Dann lisst
sich das Skarprodukt auf genau eine Art und Weise stetig nach H fortsetzen, sodass
H ein Hilbertraum wird, ndmlich durch

(u,v) 1= nler;o<un,vn>v.
Lemma 5.1.7 (Parallelogrammgleichung). Sei H ein Prdhilbertraum. Dann gilt
llu+ol|* + [lu — o|* = 2[ful|* + 2||v]®
fir alle u,v € H.
Beweis. Direktes Nachrechnen. O
Lemma 5.1.8 (Polarisationsformel). Sei H ein Prihilbertraum. Dann gilt
(@,y) = illz +ylI* - fllz — ylI?

fiir R-Vektorrdume und
3
() = 3 (Il +yl? = llz =yl +ille + iy)? — illz - iyl]?) = 1 3% |l + ity
k=0

fiir einen C-Vektorraum und alle x,y € H.

Mit der Polarisationsformel kann man aus der Norm eines Skalarproduktraumes
das Skalarprodukt rekonstruieren.

Weiterhin folgt aufgrund der Stetigkeit der Norm, dass die Abbildung H x H >
(z,y) — (z,y) € R stetig ist.

Beweis. Direktes Nachrechnen. Im komplexen Fall ergeben die Terme mit ¢ gerade
den Imaginérteil. O
Definition 5.1.9. x Sei H ein Prihilbertraum.

(i) Zwei Vektoren u,v € H heifen orthogonal, falls (u, v) = 0 gilt. Wir schreiben
u L wv.



38 FUNKTIONALANALYSIS

(i) Eine Familie (u;);cr von Vektoren heifit orthonormal, falls (u;,u;) = d;; fiir
alle 7,5 € I gilt.

(iii) Zwei Unterrdume Uy, U; C H stehen orthogonal aufeinander, U; L Us, falls
(ug,ug) =0 fiir alle u; € Uy und alle us € Us gilt.

(iv) Sei U C H beliebig. Dann ist das orthogonale Komplement U~ durch

Ut :={veH: (uv)=0VucU}
definiert.

Lemma 5.1.10. Sei H ein Hilbertraum, M C H beliebig.

(i) Dann ist M+ ein abgeschlossener Unterraum von H.
(ii) Es gilt M+ = (M)* = (M)*. Auch mehrfaches Bilden der linaren Hiille oder
AbschliefSen verdndert das Ergebnis nicht mehr.
(iii) Es gilt M N M+ C {0}.
(iv) Es gilt ML = (M).
Beweis.
(i) Sei y € H. Definiere f durch x + (x,y). Da f stetig ist, ist {y}+ = f~1({0})

abgeschlossen. Wegen M~ := [ {y}* ist auch M+ abgeschlossen.
yeM

Der Nachweis, dass M~ ein Unterraum ist, ist einfach.
(ii) Aus A C B folgt stets A+ D B*. Also ist nur M+ C (M)L und M+ c (M)+
zu zeigen.
(a) M+ C (M)J_: Seien € M+ und y € M. Dann ist (x,y) = 0 zu zeigen.
Zu y gibt es y, € M mit y,, — y. Da das Skalarprodukt stetig ist, folgt
aus 0 = (x,y,) auch 0 = (z,y).
(b) M+ c (M)*: Seien x € M+ und y € (M). Dann gibt es endlich viele

N
m; € M und X' € K, 1 <i < N, mit y = > Aim;. Es folgt
i=1

Die Inklusion folgt.
(iii) Sei z € M N M. Dann folgt 0 = (z,z), also x = 0. (Ist M ein Unterraum, so
gilt Gleichheit.)
(iv) Ubung. O
Mo 17.05.2021
Proposition 5.1.11 (Pythagoras). Sei H ein Skalarproduktraum. Sei (z;)1<i<n
eine orthonormale Familie in H. Sei x € H. Dann gilt

n
Izl =D I, 2)* +
i=1

n 2

T — Z(z,%)xz

i=1
Beweis. Schreibe
n n
T = Z@?,ﬂ?zﬂz +tz— Z(xvﬂfz)%
i=1 i=1

=uy =iu2
Dann gilt u; L us. Also folgt ||z||* = ||u1]|? + ||uz||* durch direktes Ausmultiplizie-
ren. Aufgrund der Orthogonalitét der (z;); erhalten wir weiterhin

n
] = [, i) .
i=1

Somit folgt die behauptete Gleichheit. O
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Korollar 5.1.12 (Besselsche Ungleichung).
Sei H ein Prahilbertraum und sei (x;)1<i<n €ine orthonormale Familie in H. Dann
folgt

n
lzl* =) I, 20
i=1

fiir alle x € H.

Aufgrund der Monotonie der Summe und der gleichmdfigen oberen Schranke
|z||? gilt die Ungleichung auch fiir beliebige, d. h. nicht notwendigerweise endliche,
orthonormale Familien in H.

Definition 5.1.13.
(i) Seien H;, H Prahilbertraume. Dann heifst U € L(H;, Hz) Isometrie, falls

(Uz,Uy) = (z,y)

fiir alle z,y € H; gilt.

(ii) Seien Hi, H Hilbertrdume. Dann heifit eine surjektive Isometrie Hilbert-
raumisomorphismus oder unitér. Gibt es einen Hilbertraumisomorphismus
U € L(Hq, Hs), so heifen H; und Hs isomorph.

Definition 5.1.14 (Direkte Summe).

(i) Seien Hy, Hy Hilbertrdume. Dann definieren wir die direkte Summe als den
Vektorraum H; @& Hy := {(ml,x2) caxl e Hy, 2% € Hg} mit dem Skalarpro-
dukt

<(:L'1,:172) s (ul,u2)> = <x1,u1> + <:L'2,u2>.

(ii) Seien (H;);cr Hilbertraume. Dann definieren wir

@Hi = {(‘xi)iel rat € Hy¥i€ I und Z Hlei{ - OO}

iel i€l

mit dem Skalarprodukt

(), () =D (@)

icl
Bemerkung 5.1.15.

(i) Die direkte Summe von Hilbertrdumen ist wieder ein Hilbertraum. Bei der
unendlichen direkten Summe geht man dabei analog zum Beweis fiir 12(N)
vor um die Vollstdndigkeit nachzuweisen.

(ii) In der (Linearen) Algebra fordert man, dass nur in endlich vielen Komponen-
ten ein von Null verschiedener Eintrag stehen darf. Hier bekommt man mit
einer solchen Forderung aber i. a. keinen vollstdndigen Raum. Nach Definition
kénnen aber hochstens abzdhlbar viele Eintrdge von Null verschieden sein;
sonst konvergiert die Summe nicht.

(iii) Den Nachweis, dass die unendliche Summe, mit der wir das Skalarprodukt
definieren, existiert, fiihrt man wie bei [? oder L2.

(iv) Versieht man die [>-Norm mit Gewichten, betrachtet also Y a;(z;,y;) fiir
i€l

a; > 0, so bekommt man i. a. keine Isometrie x — x zwischen solchen Hilbert-

rdumen mit unterschiedlichen Gewichten, die beiden Normen sind i. a. nicht

einmal dquivalent.
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5.2. Projektion auf konvexe Teilmengen.

Definition 5.2.1 (Konvexitét). = Sei V' ein K-Vektorraum. Dann heifit K C V
konvex, falls fiir alle z,y € K und alle ¢ € [0, 1] auch
tr+(1—t)ye K
gilt.
Theorem 5.2.2 (Projektion auf konvexe Teilmengen).
Sei H ein Hilbertraum und sei K C H eine nichtleere, abgeschlossene und konveze

Teilmenge. Sei yo € H. Dann gibt es genau ein ndichstes Element xg € K, d. h. ein
xo € K mit ||xo — yoll < ||z — yol| fiir alle z € K.

Beweis. Wir benutzen die sogenannte direkte Methode der Variationsrechnung. Sei
(Zn)nen C K eine Minimalfolge fiir die Funktion K > = — ||z — yol|, gelte also

lim ||z, —yol| = in}f( |l — yo|| =: d. Zunéchst wollen wir nachweisen, dass z,, eine
n— 00 FAS
Cauchyfolge ist. Aufgrund der Parallelogrammgleichung gilt
Tn+ 2
& = @l = 2l2n = ol + 2llzm - yoll® — 4] 5 o
€K

< 2||zn — yol® + 2/|zm — ol — 4d® — 0
fiir min{m,n} — oco. Da K als abgeschlossene Teilmenge von H vollstindig ist,
existiert 9 = lim z, in K. Da die Norm auf H stetig ist, folgt |zo — yol =
n—oo

lim ||z, — yo| = d.
n—oo

Zur Eindeutigkeit: Sei &9 € K ein weiteres néchstes Element. Da wir gezeigt
haben, dass jede Minimalfolge eine Cauchyfolge ist, gilt dies auch fiir die Folge

xo fiir gerades n,
Zp 1= ~ .
Zo fiir ungerades n.

Somit erhalten wir xqg = Zg. O

Bemerkung 5.2.3. %
(i) Da H moglicherweise unendlichdimensional ist, konnten wir hier keine Kom-
paktheit von B;(0) nutzen.
(ii) Die Eindeutigkeit hingt mit strikter Konvexitit der Einheitskugeln B (0)

zusammen und ist in £°° (R?) nicht mehr gegeben: K = B1(0) und yo = (0, 3).

Als Vorbereitung fiir den Nachweis der Stetigkeit von 7 zeigen wir

Lemma 5.2.4. Sei H ein reeller oder komplexer Hilbertraum und sei K C H eine
nichtleere konvexe Teilmenge. Seien x € H und p € K. Dann sind die folgenden
beiden Aussagen dquivalent:

(1) |l —pl = inf [lz —ql| und
gEK
(it) Re(z — p,k —p) <0 fir alle k € K.
Beweis. Wir lassen den Fall K = C als leichte Ubung. Dazu fiige man im folgenden
Beweis fiinfmal einen Realteil ein. Sei also K = R.
o (i) = (ii) Sei k € K beliebig. Dann gilt p + AM(k — p) € K fiir alle
0 < A < 1. Nach Voraussetzung gilt die erste Ungleichung in
lz = pl* < llz — (0 + Ak = p)I* = |(x — p) = A(k - p)|®
= |z —pl|* = 2X\z — p, k — p) + N||k — p||*.
Fiir A > 0 erhalten wir 2(z —p, k —p) < ||k — p||? und somit im Grenzwert
A | 0 die Behauptung.
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e (i) = (i) » (Diesen Teil der Aquivalenz bendtigen wir spiter nicht
mehr.) Ohne Einschrinkung diirfen wir  # p annehmen, denn sonst sind
beide Aussagen trivialerweise erfiillt.

Sei k € K beliebig. Dann erhalten wir mit der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung und (ii)

CSU _
e — ] z<xh‘”1’>

Iz — |
r—p
:<x‘p‘%‘”’w—m0
e —pll - —— (& )
=z -pl| - =k -px—p
Tz — ol
(ii)
> e - gl
wie behauptet. O

Als Folgerung erhalten wir daraus

Theorem 5.2.5. Sei H ein reeller oder komplexer Hilbertraum und sei K C H
eine nichtleere, abgeschlossene und konvexe Teilmenge. Sei m: H — K die nach
Therem 5.2.2 wohldefinierte Abbildung, die x € H den Punktp € K mit ||z —p| =
qlél;f( |z — q|| zuordnet. Dann ist 7 stetig; es gilt sogar |7(z) — w(y)|| < ||x — y|| fir

alle x,y € H.

Beweis. Wir beschranken uns wieder auf den Fall K = R und lassen den Fall K = C
als leichte Ubung.
Seien z,y € H beliebig. Aus Lemma 5.2.4 (ii) erhalten wir wegen n(y) € K

(x —m(z),m(y) — m(z)) <0,

woraus

(m(2), m(z) = m(y)) < (z,7(x) —7(y))

folgt und ebenso mit w(x) € K aus (y — 7(y), 7(z) — 7(y)) < 0 oder aus Symme-
triegriinden

(=m(y),m(x) = 7(y)) < (—y,7(x) — 7(y)).
Durch Aufsummieren erhalten wir daraus die erste Ungleichung und aus der Cau-
chy-Schwarzschen Ungleichung die zweite Ungleichung in

I(2) = 7 ()|* = (7 (@) — 7(y), 7(x) — 7(y))

< (z—y,7m(x) —7(y))
csu
< e =yl - flw(2) = 7 (y)ll-
Dies liefert die Behauptung im Fall 7 (2) # 7(y) und auch im (trivialen) Fall 7(z) =
m(y)- 0

Bemerkung 5.2.6. x Die Beweise von Lemma 5.2.4 und Theorem 5.2.5 sind geo-
metrisch durch Uberlegungen im R? motiviert, die aber auch in beliebigen Hilbert-
rdumen gelten.

(i) Lemma 5.2.4: Wir nehmen an, dass (i) gilt. Die Bedingung (x — p,k — p) <
0 definiert einen abgeschlossenen Halbraum, dessen Rand p enthélt, in dem
Punkte k € K liegen diirfen. Gibt es einen Punkt k£ € K auferhalb dieses
Halbraums, so liegt auch die konvexe Verbindung zwischen k und p in K. Diese
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hat dann aber nahe p einen nichttrivialen Schnitt mit der offenen Kreisscheibe
mit Radius ||z —p]|| um z. Dies widerspricht der Tatsache, dass p auf dem Rand
der Kreisscheibe den Abstand zu x minimiert.

(ii) Theorem 5.2.5: Sei 7(z) # w(y). Sei S = {tx + (1 —t)y: 0 < ¢t < 1} die
Verbindungsstrecke zwischen x und y, P := {tw(z) + (1 — )7 (y): 0 <t < 1}
die Verbindungsstrecke zwischen 7(z) und n(y) sowie G := {tw(z) + (1 —
t)w(y): t € R} die Gerade durch m(x) und 7(y). Dann haben wir nachgewiesen,
dass die orthogonale Projektion von S auf G langer ist als P. Die verwendeten
Ungleichungen besagen sogar, dass die orthogonale Projektion von S auf G
die Strecke P umfasst. Beachte dazu, dass die orthogonale Projektion p(z)
von z auf G durch

_ m(x) —7(y) \ 7(x)—7(y)
pe) = o =m0 FES =) T =
gegeben ist. Dann ergibt sich auf G die folgende Anordnung der vier Punk-
te: p(z), m(x), 7 (y),p(y), gegebenenfalls mit Gleichheit oder in umgedrehter
Anordnung. In Formeln driickt sich dies durch

(p(z) = 7(y), 7(x) = 7(y)) = (w(z) — 7 (y), 7(x) — 7(y))
aus. Durch Einsetzen von p(z) — m(y) sehen wir nach ein wenig Vereinfachung,
dass dies dquivalent zu

(x —7(y),m(x) —w(y)) = (w(z) = 7(y), 7(x) — 7 (y))
oder (z,m(z) — m(y)) > (w(x),m(x) — w(y)) ist. Somit ergibt sich gerade eine
(ier im Beweis verwendeten Ungleichungen. Die andere ist symmetrisch dazu.
(iii) Ahnliche Argumente fithren zur Aussage, dass fiir zwei konvexe Mengen K; C

K, C R? mit Réndern aus endlich vielen Geradenstiicken fiir die Lingen
L(0K,) < L(OK>) gilt. Entsprechendes gilt auch fiir beliebige Mengen im R™.

Zu Theorem 5.2.2 erhalten wir

Korollar 5.2.7. Sei H ein Hilbertraum und M C H ein abgeschlossener Teilraum.
Dann kénnen wir jeden Vektor z € H eindeutig als z = x +y mit ¢ € M und
y € M+ schreiben, d. h. es gilt H= M & M=+,

Aus der Konstruktion und Theorem 5.2.5 erhalten wir, dass (z,y) stetig von z
abhangt.

Im nachfolgenden Beweis und gegebenenfalls spéter notieren wir manchmal nur
den Fall fiir K = C, wenn sich der Fall fiir K = R leicht aus dem Beweis fiir K = C
ablesen lasst.

Beweis. Sei z € H. Sei x € M der Punkt in M mit minimalem Abstand zu z. Solch
ein z existiert nach Theorem 5.2.2. Setze y := z — z.
Wir behaupten, dass y € M~ ist. Nach Definition von z folgt

Iz = 2]* < |z — 2 + Xul® = ||z = 2]|* + 2Re(Mu, 2 — 2)) + [AP[[ul®
fiir alle A € K und alle u € M. Aus 0 < Re(M(u, 2z — x)) + |A|?||u||? folgt fiir reelle
A, dass 0 = Re({u, z — x)) und fiir A = —it, t € R, dass 0 = Im((u, z — z)) gilt. Also
ist y € M+,
Zur Eindeutigkeit: Gelte z = x1 + 4, = T2+ yo mit 21,29 € M und yy,y2 € M+,
Dann folgt M > 7y — 23 = ya —y1 € M+. Wegen M N M+ = {0} erhalten wir
hieraus z1 = x5 und y; = ys. O

Theorem 5.2.8 (Riesz). Sei X ein Hilbertraum und T € X*. Dann ezistiert genau
et zp € X mit
Tx = (x,xr) fir alex € X.
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Es gilt | T|| = |lzrl|. Die Abbildung I: X* — X mit T — wr ist bijektiv, isometrisch
und konjugiert linear (d. h. bis auf komplexes Konjugieren von Skalaren linear).

Beuweis.

(i) Konstruktion von zr: M := N(T) = T~1({0}) ist abgeschlossen. Also ist
X = M @& M+ nach Theorem 5.2.7. Im Falle M = X setzen wir zp = 0.
Gelte daher ab jetzt M # X. Wihle y € M+ \ {0}. Dann folgt Ty # 0.

Definiere zp := Hz# -y. Wir erhalten ||zr| = % # 0 und damit Tzp =
DTy = [lar|? # 0.
Behauptung: Es gilt Tax = (z, z7) fiir alle x € X. Wir schreiben

Tx n Tx n
r=—2=x r— —2= =z Taf.
Trr T Ty T 1 M

Die Notation legt nahe, dass x, € Mt und zpy € M gelten. Die erste Be-
hauptung ist klar, die zweite folgt aus
Tx Tx
T =T - — =Te— —Txr=0
XN <£L’ T.Z‘T LBT) X T.’I,‘T xrr

nach Definition von M. Wir erhalten aus den obigen Rechnungen

T T
(x,zp) = ()L + M, 27) = —x||xT||2 +0= —xTxT =Tx.
TJ?T

TZ‘T
(ii) I: T — zp ist eine Isometrie: Es gilt | T|| = sup |Tz| = sup [{z,zr)| <
llz] <1 llzll<1

T (I—T> ‘ = ||zr| aufgrund der obigen Rechnungen.

[z

(iii) @7 ist eindeutig bestimmt: Fiir ein weiteres Zr mit Tz = (z, xr) = (x, Zr) fiir
alle z folgt 0 = (z, xp — Tr) fir alle z; wir wihlen = 7 — Z7 und erhalten
rr = i'T.

(iv) T ist konjugiert linear: Fiir T = AT} + A2T% erhalten wir

||| sowie [|T]| >

Tz = MTiz + Mo Tox = Mz, zn) + Ao, 21,) = (z, Mz, + Aoz, )

und daher IT = z7 = /\Tle + TQZTQ = MITy + M IT5.

(v) I ist surjektiv: Zu y € X ist durch Tz := (z,y) ein lineares Funktional mit
IT = y definiert.

(vi) I ist injektiv, da ||T|| = ||z7| gilt. O

6. DER BAIRESCHE KATEGORIESATZ

6.1. Der Bairesche Kategoriesatz.

Definition 6.1.1. Sei F ein metrischer Raum.

(i) Eine Menge A C E heift nirgends dicht, falls A = () gilt.
(ii) Eine Menge A C E, die sich als abzidhlbare Vereinigung von nirgends dichten
Mengen schreiben lafst, heifst von erster Kategorie oder mager.
(iii) Eine Menge A C E, die nicht von erster Kategorie ist, heifit von zweiter
Kategorie oder fett.

Beispiele 6.1.2.
(i) Q C R ist von erster Kategorie.
(ii) (R\ Q) C R ist aufgrund des (nachfolgend bewiesenen) Baireschen Katego-
riesatzes von zweiter Kategorie, denn sonst wére (R \ Q) U Q als abz&hlbare
Vereinigung von nirgends dichten Mengen darstellbar.
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Theorem 6.1.3 (Bairescher Kategoriesatz). Sei E # 0 ein vollstindiger metrischer
Raum und A C E mager. Dann ist E\ A dicht in E. Insbesondere ist E eine Menge
zweiter Kategorie.

Bewets.
(i) Da A eine Menge erster Kategorie ist, gibt es Mengen A,,, n € N mit

A= UA” mit A, =0 fiir allen € N.
neN
Wir diirfen ohne Einschrénkung annehmen, dass alle Mengen A,, abgeschlos-
sen sind, sonst ersetzen wir sie durch A,,. Definiere G,, := E \ A4,, = CA,.
Dann sind die Mengen G, offen. Setze

G:=0A= ()04, =()GCn
neN neN
Sei nun @ # Q C E offen. Wir behaupten, dass G N Q #  gilt.
(ii) Wir konstruieren eine Folge von nichtleeren offenen Kugeln B,, mit B, C
B, C B, C QN G, fiir alle n mit diam B,, — 0. Aus der Vollstandigkeit von
E folgt dann

0#()BrC [)QNG,CONG.
kEN neN
Hieraus erhalten wir den Baireschen Kategoriesatz.
(iii) Konstruktion der Kugeln B,,: Da jede der Mengen A,, abgeschlossen und nir-
gends dicht ist, ist der Schnitt einer beliebigen nicht leeren offenen Menge mit
G, offen und nicht leer.
Somit gibt es zur offenen Menge Q) eine Kugel By mit diam By < 1/0 = oo
und By C QN Gy. Zu By gibt es eine Kugel By mit diam(B;) < 1/1 und By C
ByNGj. ... Zu B; gibt es eine Kugel B; ;1 mit diam(B;41) < w%l und By C
B, N G;11. ... Somit sind die oben verwendeten Kugeln konstruiert. O

Korollar 6.1.4. Sei (E,d) ein vollstindiger metrischer Raum. Dann ist der Durch-
schnitt einer abzihlbaren Familie (Ay)nen von dichten offenen Teilmengen von E
wieder dicht in E.

Beweis. Falls nicht, so gibt es r > 0 und # € E mit B,.(x) C 0 [ A,. Die Mengen
neN

C, = CA, N B,(z) sind abgeschlossen und erfiillen é’n =0. Aus B.(z) = U C,
neN
erhalten wir einen Widerspruch zum Baireschen Kategoriesatz. U

6.2. Anwendungen des Baireschen Kategoriesatzes.
Die Bezeichnungen ,,Prinzip von der gleichméfigen Beschranktheit und ,Satz von
Banach-Steinhaus® sind in der Literatur nicht klar getrennt.

Theorem 6.2.1 (Prinzip der gleichméfigen Beschrénktheit). Sei E ein Banach-
raum, F ein normierter Raum und (A;);cr eine Familie in L(E, F), die punktweise
beschrankt ist, d. h. es gibt fiir alle x € E ein c(x) > 0 mit

sup || 4;z|| < e(z).
il
Dann ist die Familie gleichmdfig beschrinkt, d. h. es gibt ein C > 0 mit
sup || 4| < C.
iel
Beweis. Zu n € N definieren wir

W, = {x € E: sup||4z| < n} = ﬂ {r € E: ||Aiz| <n}.
i€l ;
i€l

= abgeschlossen
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W, ist als Schnitt von abgeschlossenen Mengen selbst abgeschlossen. Nach Voraus-

setzung gilt E = J W,,. Nach dem Baireschen Kategoriesatz gibt es somit ein W,
neN

mit W, # 0. Also gibt es o € E und p > 0 mit B,(z) C W,, und

sup sup |[Aiz] < n.
i€l xeB,(x0)

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung erhalten wir fiir alle ¢ € T

n> sup |[Aiz|= sup [[Ai(y+zo)| = sup [[Ay| - [[Aizoll-
z€B,(x0) y€B,(0) y€B,(0) N——
<c(wo)

=pllA:ll

Umordnen liefert die behauptete in i € I gleichméfige Schranke fiir || 4;]|.
Als direkte Folgerung erhalten wir

Theorem 6.2.2 (Banach-Steinhaus). Sei E ein Banachraum und F' ein normierter
Raum. Sei (A;)icr eine Familie von Abbildungen A; € L(E,F), die punktweise
beschrankt ist. Dann ist (A;)icr gleichgradig stetig (d. h. § in der iblichen Definition
von Stetigkeit hangt nur von & und xo und nicht von i ab). (Aufgrund der Linearitdt
ist die Familie sogar gleichmdfig gleichgradig stetig, d. h. § hdngt auch nicht mehr
von xo ab.)

Beweis. Es ist zu zeigen, dass zu € > 0 ein d > 0 existiert, so dass fiir alle ¢ € I
und alle z,y € FE mit ||z — y|| < § auch ||A;z — A;y|| < e gilt. Nach dem Satz von
der gleichméfigen Beschrianktheit gibt es ein ¢ > 0 mit ||4;]] < ¢ fiir alle 4. Aus
[Aix — Ayl = [|Ai(z — y)ll < [|Aill - lz —yll < c-[lz —yl sehen wir, dass die

Behauptung folgt, wenn wir § = - wiihlen. O

Eine weitere Folgerung ist

Proposition 6.2.3. Sei E ein Banachraum, F ein normierter Raum und (Ap)nen
eine Folge in L(E,F). Sei A: E — F eine Abbildung. Nehme an, dass A,z — Ax
fiir n — oo gilt. (Die A,,’s konvergieren also punktweise gegen A.) Dann ist A €
L(E,F) und es gilt

] < liminf |4, < oc.

Beweis. Es ist einfach zu sehen, dass A wieder eine lineare Abbildung ist. Wir
benutzen die punktweise Konvergenz, die punktweise Beschranktheit impliziert und
den Satz tiber die gleichméfige Beschrinktheit und erhalten

liminf || A,|| < sup ||4,] < cc.
n—oo neN

Weiterhin gilt

|Az|| = lim ||Apz| = liminf ||A,z| < liminf ||A.| - ||z]-
n—oo n—oo n—oo
Hieraus folgt || A| < liminf || A,||. O
n— oo

Beispiel 6.2.4. x Wir definieren Abbildungen A, : [?(N) — R durch e, ~ 1 und
e; — 0 fiir 4 # n. Dann gelten A,z — Az fiir n — co mit A =0, [|4]| < lim |4,

n—oo
sowie |4, — A|| #4 0.

Theorem 6.2.5 (Satz von der offenen Abbildung).
Seien E, F Banachrdume. Dann ist jede surjektive Abbildung A € L(E, F) offen.

Elementar einzusehen ist, dass jede offene Abbildung A € L(E, F') auch surjektiv
ist.

Beweis.

Mo 07.06.2021
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(i) Wir bezeichnen Kugeln in F mit BEF(z), Kugeln in F mit B (y). Zunichst
wollen wir zeigen, dass es zu jedem & > 0 ein r > 0 mit B (0) C A (B£(0))
gibt: Fixiere ¢ > 0. Dann gilt £ = |J nBF(0). Da A surjektiv ist, gilt

neN

F=AE) = | nA(BE(0).
neN

Da F' ein Banachraum ist, ist /' ein Raum zweiter Kategorie. Also gibt es ein

no € N mit ngA (BE(0)) = noA (BE(0)) # 0. Also gilt auch A (B£(0)) # 0.
Es gibt also 2o € BE(0) und > 0 mit BX(0)+ Az = B (Axg) C A(BZ(0)).
Es folgt aufgrund der Dreiecksungleichung

BE(0) = BY (Axo) — é@ c A(BE(0)).
€A(BE(0))
Schon wére es nun, noch den Abschluss auf der rechten Seite loszuwerden.
(ii) Seie > 0und g; := 5 fiir i € N*. Dann gibt es nach Teil (i) eine Folge r; > 0
mit BY (0) C A (BE(0)). Ohne Einschrinkung kénnen wir r; als (monotone)
Nullfolge wéihlen. Wir behaupten, dass B/ (0) C A (BE(0)) gilt:
Seiy € BL (0). Wegen y € BE (0) und B (0) C A (BE(0)) gibt es ein 1 €
BE (0) mit ||y — Azq|| < ro (statt ro kdnnte man dies auch mit jeder anderen
positiven Zahl erreichen). Nun ist y — Az; € BE (0) und B/ (0) C A (BE(0)).
Somit gibt es x; € BZ (0) mit ||y — Azy — Aws|| < 7. Iterativ finden wir ;s

b

i=1

fiir n > 1. Wegen ||z;|| < & ist die Reihe ) 2; =: x absolut konvergent und
ieN
es gilt ||| < e. Auberdem gilt y = Ax. Die Behauptung folgt.
(iii) Sei ) # Q C E offen, 9 € Q und ¢ > 0, so dass BE(z) C Q gilt. Wir haben
gezeigt, dass es 7 > 0 mit B/ (0) C A (BE(0)) gibt. Somit erhalten wir

BF (Azo) = Azo + BF (0) C Azg + A (BE(0)) = A (B (20)) C A(Q).

Die Behauptung folgt, da Az ein beliebiger Punkt in A(2) ist. d

Korollar 6.2.6 (Satz von der inversen Abbildung).

Seien E, F Banachraume. Sei A € L(E, F) bijektiv. Dann ist A ein Homdéomor-
phismus. (Damit ist A auch ein Banachraumisomorphismus, d. h. A und A~ sind
linear, bijektiv und stetig.)

Zu Korollar 6.2.6 erhalten wir
Korollar 6.2.7. Seien X; = (X,] - |l1) und Xo = (X, || - ||2) Banachriume mit
lly < cll]l2

fir alle x € X und ein ¢ > 0. Dann sind die Normen || - |1 und || - ||2 dquivalent,
d. h. es gibt C >0 mit 5|z]l2 < ||z]y < C|z|2 fir alle z € X.

Beweis. Nach Voraussetzung ist Xo > x — 2 € X; stetig. Die Behauptung folgt
also aus Korollar 6.2.6. O
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7. DER SATZ VOM ABGESCHLOSSENEN GRAPHEN
7.1. Dicht definierte Operatoren.

Bemerkung 7.1.1. Sei X := C°([0,27]). Definiere auf C*([0,2n]) = D(9) C X
den Ableitungsoperator 9: D(9) — X. Wegen ||0(z — 1/nsin(nz))|lco = 1 ist
0: D(9) — X nicht stetig. Daher betrachtet man in der Funktionalanalysis auch
Operatoren, die nicht auf dem gesamten Banachraum, sondern lediglich auf einer
dichten Teilmenge definiert sind.

Wir schreiben D(T') fiir den Unterraum, auf dem ein linearer Operator T' definiert
ist.

Definition 7.1.2. Seien X,Y normierte Rdume, D(T) C X ein linearer Teilraum
und 7': D(T) — Y linear.

(i) Dann heift G(T) := {(z,Tz): = € D(T)} der Graph von T.

(ii) T heift abgeschlossen, falls G(T) C X &Y abgeschlossen ist.

(iii) 7" heift abschlieRbar, falls es einen Operator T mit G (T) = G(T) gibt.

Lemma 7.1.3. Seien X,Y normierte Raume.

(i) SeiT: D(T) =Y ein (auf einem linearen Teilraum D(T) definierter) linearer
Operator. Dann ist T genau dann abgeschlossen, wenn fir alle Folgen x,, €
D(T) mit ©¢,, — x und Tz, — y fir einy €Y folgt, dass v € D(T) und
Tx =1y gelten.

(ii) Sei T € L(X,Y). Dann ist T abgeschlossen.

Bewets.
(i) Klar.
(ii) Sei =, — z eine Folge mit Tz, — y. Dann gilt Tz, — Tz aufgrund der
Stetigkeit, also Tz = y. Somit ist T nach (i) abgeschlossen. O

Lemma 7.1.4. Seien X,Y Banachridume und T: D(T) — Y ein auf einem linearen
Teilraum D(T) C X definierter linearer Operator. Dann definiert

|zllr = l|z|lx + |T=|ly

auf D(T) eine Norm, die Graphennorm. Der Raum (D(T), |- ||r) ist genau dann
ein Banachraum, wenn der Operator T abgeschlossen ist.

Beweis.

,<=" Sei T abgeschlossen. Sei x,, € D(T) eine Cauchyfolge beziiglich || - ||7. Dann
sind x,, und T'z,, Cauchyfolgen in X bzw. Y, es gibt also — da X und Y Banachrdume
sind -z € X und y € Y mit z,, —  beziiglich || - || x und T'z,, — y beziiglich || - ||y
Nach Lemma 7.1.3 erhalten wir z € D(T) und Tz = y. Somit folgt =, — =
beztiglich || - ||, (D(T), || - ||z) ist also ein Banachraum.

»=—=": Sei (D(T),]|-||7) ein Banachraum. Sei (z,,, Tx,) eine Cauchyfolge in G(T).
Wegen ||z, — |7 = |tn — Tmllx + |Txn — Ty ist x, eine Cauchyfolge in
(D(T), |- |l7), besitzt also einen Grenzwert x € D(T) mit ||z, —z||r = ||zn — | x +
|Tx,, — Txz|ly — 0 fiir n — oo. Somit gilt (v, Thz) — (z,Tz) € G(T), G(T) ist
also abgeschlossen. O

Als Vorbereitung fiir das néchste Resultat bendtigen wir
Lemma 7.1.5. Sei X ein Banachraum, sei Y ein normierter Raum und sei
T: X =Y

ein Isomorphismus normierter Rdume, d. h. T ist linear, bijektiv und die Operatoren
T und T~ sind stetig. Dann ist auch Y ein Banachraum.



Mo 14.06.2021

48 FUNKTIONALANALYSIS

Beweis. Sei (yn)nen eine Cauchyfolge in Y. Dann ist aufgrund der Stetigkeit auch
(T~ Y, )nen eine Cauchyfolge in X. Also gibt es z € X mit T~1y,, — x. Nochmals
aufgrund der Stetigkeit folgt y,, — Tz € Y. Somit ist Y ein Banachraum. (|

Lemma 7.1.6. Seien X,Y Banachriume, D(T) C X ein Unterraum und der
lineare Operator T: D(T) — 'Y sei abgeschlossen. Dann sind die Aussagen

(i) es gibt ein ¢ > 0 mit |Tz|| > c||z| fir alle x € D(T) und

(ii) T ist injektiv und R(T) = im(T) ist abgeschlossen

dquivalent.

Beweis.
,»(1)=(i1)*: Wir benutzen die Graphennorm ||z||r := ||z||x + || T«|y fir z € X.
Der Operator T': (D(T), ||-||7) = (R(T),]|-|ly) mit Tz := Tz ist nach Definition
surjektiv und nach (i) injektiv. Es gilt |Tz|ly < ||z|x + |[Tz|ly = ||z||r fiir alle
x € D(T'). Somit ist T stetig mit Operatornorm ||TH < 1. T ! existiert und ist nach
(i) wegen 2||Tz||y > c||z||x+||Tz|ly > min{c, 1}-||z||r stetig. Somit ist T: (D(T), ||-
l7) = (R(T),] - |ly) ein Isomorphismus normierter Raume. Nach Lemma 7.1.4 ist
(D(T), || - |l7) ein Banachraum, da T nach Voraussetzung abgeschlossen ist. Nach
Lemma 7.1.5 ist also auch (R(T), | - |ly) ein Banachraum und damit insbesondere
als Teilmenge von Y abgeschlossen.
,(ii)==(i)*: Folgt direkt aus Theorem 7.1.7 (ii), angewandt auf T': D(T') — R(T)
mit 7'z := T'z. t

Theorem 7.1.7 (Stetigkeit der Inversen). Seien X,Y Banachraume, D(T) C X
ein linearer Teilraum. Sei T: D(T) — Y ein abgeschlossener linearer Operator.

(i) Sei T surjektiv. Dann ist T eine offene Abbildung.
(ii) Ist T bijektiv, so ist T~1: Y — D(T) stetig.

Bewets.
(i) Da T abgeschlossen ist, ist (D(T), || - ||) nach Lemma 7.1.4 ein Banachraum.
Wegen |Tzlly < [Tally + Jzllx = llellr ist Ts (D(T), | - llr) = (¥ ] - ly)
mit Tz := Tx stetig mit Operatornorm < 1.
Sei nun U C D(T) beziiglich || - |x offen. Da || - || auf D(T) eine feinere
Topologie als || - || x erzeugt, ist U C D(T') auch beziiglich || - ||z offen. Somit
ist TU = TU C Y nach dem Satz von der offenen Abbildung, Theorem 6.2.5,
offen.
(ii) Die Offenheit impliziert gerade, dass T~! stetig ist. O

7.2. Der Satz vom abgeschlossenen Graphen.

Theorem 7.2.1 (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien E, F Banachriume.
Sei A: E — F linear. Dann ist A genau dann stetig, wenn graph A C F X F
abgeschlossen ist.

Beweis.

,=—=": (Dies haben wir bereits in Lemma 7.1.3 (ii) gezeigt.) Sei ((@n, Yn))nen eine
Cauchyfolge in graph A. Es gilt y, = Ax,. (z,)nen ist ebenfalls eine Cauchyfol-
ge. Da E ein Banachraum ist, gibt es ein z € F mit z, — z. Da A stetig ist,
folgt y, = Ax,, — Azx. Somit folgt (zn,yn) — (x, Az) € graph A und graph A ist
abgeschlossen.

,=" G = graph A = G(A) C E @ F ist ein linearer Teilraum. Da G abge-
schlossen ist, ist G mit der von E @ F' induzierten Norm ein Banachraum. Seien
mg: ExF — Eund np: Ex F — F die (stetigen) Projektionen auf die erste bzw.
zweite Komponente. Die Einschriankung 7g|g: G — F ist linear und stetig. ng|¢
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ist die Abbildung (x, Az) — . Daher ist 7g|g bijektiv und somit nach Korollar
6.2.6 ein Homdomorphismus. Daher ist A = 7p o (7g|g) ! stetig. O

Theorem 7.2.2 (Satz von Hellinger-Toeplitz). Sei X ein Hilbertraum und
T: X - X

ein linearer Operator. Gelte
(Tz,y) = (z,Ty)
fir alle x,y € X. Dann ist T stetig.

Derselbe Beweis funktioniert auch, wenn es einen linearen Operator S: X — X
mit (T'z,y) = (z, Sy) gibt.

Beweis. Wir weisen nach dass G(T) C X @ X abgeschlossen ist. Dann folgt die
Stetigkeit aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen.
Gelte G(T) 3 (zp,Tx,) — (x,y). Zeige, dass (z,y) € G(T) ist. Sei z € X
beliebig. Dann folgt, da das Skalarprodukt stetig ist,
(y,2z) = < lim Tmn,z> = lim (Txy,,2) = lim (z,,Tz) = < lim xn,Tz>
n—00 n—o0 n—oo

n— oo

=(x,Tz) = Tz, z).
Aus (Tx — y,z) =0 fiir alle z € X folgt mit z = Ta — y dass Tz = y gilt. O

8. DAS WICHTIGSTE ZU SCHWACHER KONVERGENZ

Dieses Kapitel stellt die wichtigsten Definitionen, Resultate und Methoden zu
schwacher Konvergenz am Beispiel des Hilbertraumes und spéter fiir den speziellen
Hilbertraum ¢?(N) dar und ist insbesondere fiir diejenigen gedacht, die nur den
ersten Teil der Vorlesung Funktionalanalysis horen. Die anderen sollten auch die
Inhalte von Kapitel 11 kennen.

In diesem Kapitel sei H stets ein reeller Hilbertraum.

8.1. Definition und erste Resultate. Nach dem Satz von Riesz, Theorem 5.2.8,
ist H isomorph zu H*. Somit wird aus Definition 11.1.1

Definition 8.1.1. Sei (z,)neny C H eine Folge. Dann konvergiert die Folge
(zn)nen schwach gegen « € H, x,, — z, falls fiir alle z € H

(z,2n) = (2,2)
flir n — oo gilt.

Bemerkung 8.1.2. Um den Unterschied zu schwacher Konvergenz zu betonen,
bezeichnet man die {ibliche Konvergenz auch héufig als Normkonvergenz oder
starke Konvergenz.

Beispiel 8.1.3. Die Folge (e,,)nen C £2(N) mit ef = §* konvergiert schwach gegen
Null, e,, — 0, aber sie konvergiert nicht stark gegen Null, e,, /4 0 fiir n — oo.

Beweis.
(i) Sei z € ¢%(N) beliebig. Aus Y (zk)2 < oo folgt zF — 0 fiir k — co. Nun gilt
keN
(z,en) = 2" — 0 fiir n — oo.
(i) Andererseits gilt ||e, — Of[2qyy = 1. Somit liegt keine starke Konvergenz vor.

O
Das Verhéltnis zwischen starker und schwacher Konvergenz beschreibt

Lemma 8.1.4. Sei (,)neny C H und sei x € H.
(i) Aus x,, = x folgt x,, — x fiir n — oo.
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(ii) Der schwache Grenzwert einer Folge ist eindeutig bestimmdt.
(i1i) Gilt x, — x fir n — 0o, so kann (x,)nen nicht stark gegen einen anderen
Grenzwert als x konvergieren, muss aber nicht konvergieren.

Beweis.
(i) Sei z € H. Dann gilt
[(z,2n) = (z,2)| = [(z, 20 — o) < |I2]] - [l — 2.
Hieraus folgt die Behauptung.

(ii) Angenommen, es gibt z,y € H mit z,, — 2z und x,, — y fiir n — oco. Nach der
Definition von schwacher Konvergenz erhalten wir fiir alle z € H

(z,2n) = (z,2) und (z,2,) — (z,9).

Somit gilt (z,2) = (z,y) fiir alle z € H. Wir wihlen nun speziell z = x — y

und erhalten 0 = (2,2 — y) = ||z — y||?>. Somit folgt x = y wie behauptet.
(iii) Dies folgt direkt aus (i) und (ii). Dass keine Konvergenz vorliegen muss, wissen

wir bereits aus Beispiel 8.1.3. (|

Fiir die Normen bei schwacher Konvergenz erhalten wir

Theorem 8.1.5. Seien (x,)neny C H und © € H mit x,, — x fiir n — oo.
(i) Dann ist die Folge (xy)nen beschrinkt.
(i) Es gilt
o] < tmin 2.

Beweis.
(i) Nach Definition konvergiert ({z,x,))nen fir alle z € H. Daher gilt

sup |(z, zn)| < ¢(2) < 0.
neN

Betrachten wir x,, € H vermége x,,(z) := (z, z,) als Abbildungen z,,: H — R,
so folgt aus dem Prinzip von der gleichméfigen Beschrénktheit, Theorem 6.2.1,
sug ||zn||L(H7]R) < 0o0. Wegen

ne

2, Xy Z||H * || Tn||H
leallogy = sup o o gy Ml @l
zeH\{0} || 2]] zeH\{0} 12| &

wobei sogar Gleichheit gilt (nehme z = x,, im Falle z,, # 0), folgt die Behaup-
tung.
(ii) Sei z € H. Dann folgt

[z, 2)] = [z, 20)| < lz]] - l2all.
Somit erhalten wir
(2, )| < liminf ||z - [[2,]].
n— oo
Wir wihlen nun speziell z = z. Dann folgt ||z||? < ||| - lim inf ||z, ||. Hieraus
n—oo

folgt die Behauptung im Falle  # 0 und sie gilt trivialerweise auch im Fall
xz=0. (]

Fiir die Kombination von starker und schwacher Konvergenz gilt

Lemma 8.1.6. Seien (z,)neN, (2n)neny C H mit , — x und z, — z fir n — oo.
Dann folgt
(Tny 2n) = (2, 2).

Beweis. Es gilt

[(#n, 2n) = (2, 2)| < (@0 20) = (@n; 2)| + (20, 2) = (2, 2)]
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<ol - llzn = 2l + zn — 2, 2)].

Der erste Term konvergiert gegen Null, da schwach konvergente Folgen nach Theo-
rem 8.1.5 beschriankt sind und der zweite Term konvergiert aufgrund der schwachen
Konvergenz ebenfalls gegen Null. Somit folgt die Behauptung. O

Lemma 8.1.7. Sei (x,)nen C H. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dqui-
valent:

(i) x, — x fir n — oo,

(it) ||znl = ||z|| und z, — x fiir n — oc.

Beweis. Ubung. Betrachte ||z, — /. O

8.2. Schwache Folgenkompaktheit. Im R" liegen beschrinkte Folgen in einer
kompakten Menge Br(0) und enthalten daher eine konvergente Teilfolge. In ¢2(N)
zeigt Beispiel 8.1.3, dass dies dort im Allgemeinen nicht mehr richtig zu sein braucht.

Wie im R” bezeichnen wir die Folgeglieder 2* eines Elementes z = (xk)k eN €

£?(N) als Komponenten und definieren

Definition 8.2.1. Sei (2)neny C ¢*(N) und sei z € ¢(N). Dann konvergiert
(zn)nen komponentenweise gegen X, falls fiir alle k € N

k k
Ty =T
fir n — oo gilt.

Bemerkung 8.2.2. Komponentenweise Konvergenz ist gerade schwache Konver-
genz mit den Testvektoren eg, ey, ... statt mit beliebigem z € H.

Es gilt die folgende Beobachtung

Lemma 8.2.3. Sei (7,,)nen C (?(N) beschrinkt. Dann besitzt (x,,)nen eine kompo-

nentenweise konvergente Teilfolge mit komponentenweisem Grenzwert x. Es gelten
x € (2(N) und

2]l e2vy < sup (|25 llez vy -
neN

Beweis.

(i) Der erste Teil des Beweises funktioniert analog zum Beweis des Satzes von
Arzela-Ascoli. Wir fithren ihn der Vollstdndigkeit halber trotzdem nochmals
aus.

Da (2,)nen beschrénkt ist, gibt es C' > 0 mit ||z, [|2q) < C. Somit gilt

flir jedes k € N die Abschatzung |a:fl’2 < C?2. Insbesondere gilt also ’x%’ <C.
Daher finden wir eine Teilfolge (2on)nen von (2, )nen, so dass xJ,, fiir n — oo
gegen ein dadurch definiertes 29 € [~C, C] konvergiert.

Sei i € N. Induktiv finden wir nun eine Teilfolge (2(;41)n)nen VO (Zin )nen,

so dass xé“ fiir n — oo gegen ein dadurch definiertes 2! € [-C, C] kon-

i+1)n

vergiert. Als )Teilfolge aller vorher betrachteten Teilfolgen erfiillt (x(;41yn)nen
auch x’(i.ﬂ)n — 2% fiir alle k € {0,1,...,i+1}.

Wir betrachten nun die Diagonalfolge (5 )nen. Sei k € N beliebig. Dann

ist (Zyun)nen-, eine Teilfolge von (zxy )nen- , - Somit folgt 2%, — z* fiirn — oo

fiir beliebige k € N. Daher konvergiert (,,)nen komponentenweise gegen z.

(ii) Wir diirfen ohne Einschrénkung annehmen, dass die gesamte Folge (2, )nen

komponentenweise gegen eine Abbildung x: N — R konvergiert. Gelte weiter-

hin [|2,][2@) < C fiir alle n € N.

Mo 21.06.2021
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Wir behaupten, dass auch ||z][2q) < C gilt. Sei dazu € > 0 beliebig. Es
geniigt der Nachweis, dass fiir beliebiges N € N

N

3 (@) <C?te

k=0

gilt. Dann folgt ndmlich auch

N 0o
. 2 2
C*+e> lim 2 (") = ];J (@) = llzllZ2)

und somit, da € > 0 beliebig war, schlieflich die Behauptung.
Sei also NV € N beliebig fixiert. Aufgrund der komponentenweisen Konver-
genz gibt es n € N mit

a8 - 7] < 5

(ohne Einschrinkung sogar fiir alle groferen Indices als n). Somit erhalten wir

_ 2
= lznllezqn + (N + 1)N 1

<C?+e¢
wie behauptet. O

Definition 8.2.4. Sei X C H eine Menge. Dann heifft X schwach folgenkom-
pakt, wenn jede Folge (z,,)nen C X eine Teilfolge besitzt, die schwach konvergiert
und deren schwacher Grenzwert ebenfalls in X liegt.

Bemerkung 8.2.5. x Als unendlichdimensionalen Ersatz des Satzes von Heine-
Borel, dass beschrinkte abgeschlossene Teilmengen des R™ kompakt sind, erhal-
ten wir, dass beschrinkte abgeschlossene konvexe Teilmengen eines Hilbertraumes
H schwach folgenkompakt sind. Vergleiche dazu das Lemma von Mazur, Lemma
11.2.6.

Wir zeigen hier lediglich

Theorem 8.2.6. Sei R > 0. Dann ist Br(0)) C ¢?(N) schwach folgenkompakt.

Beweis. Sei (2, )nen C Br(0) beliebig. Nach Ubergang zu einer Teilfolge diirfen wir
nach Lemma 8.2.3 ohne Einschrinkung annehmen, dass (2, ),en komponentenweise
gegen ein x € £%(N) konvergiert und [|]|;2qv) < sup ||z, [l < R gilt.
neN
Wir behaupten, dass z,, — x fiir n — oo gilt. Sei dazu z € £2(N) beliebig. Sei
(oo}
auch ¢ > 0 beliebig. Wegen z € £2(N) gibt es kg € Nog mit > (zk)2 < 55 Nun
k=ko

folgt

(2, 20) = (2, 2)| = [(z, 20 — )|
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ko—1 00
<3t 4 3 (e o).
k=0 k=ko

Da z fixiert ist, gibt es aufgrund der komponentenweisen Konvergenz ein n € N mit
|zk- (zfl—zkﬂ < ﬁ fir alle K =0,1,...,ky — 1.
. . . k- k k
Wenden wir nun auf die Endstiicke (:1: ) k> ko und (:vn - )
Schwarzsche Ungleichung an, so erhalten wir

e
e =l < o g (g (= ) i)
[/ s (eh — ),

g
5t R lZn — zlle2 vy

g
+ R ([l 2y + ||$||e2(N))

€
= . 9R =
+2R R=¢

wie gewiinscht. O

k> ko die Cauchy-

IN
SR IR

em H £2(N)

IA

IN
RO IROEN

Aus dem Beweis von Theorem &.2.6 erhalten wir

Lemma 8.2.7. Sei (z,)nen C £2(N) eine beschrinkte Folge und sei x € H. Dann
sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:
(i) (zn)nen konvergiert komponentenweise gegen x.

Bemerkung 8.2.8. Diese Aquivalenz gilt auch ohne vorgegebenen Grenzwert. Die-
ser ergibt sich aus den vorangegangenen Resultaten nédmlich ohnehin.

Beweis von Lemma 8.2.7.
e (i) = (ii)*: Dies folgt direkt aus Bemerkung 8.2.2.
e ,(ii) == (i)*: Dies ergibt sich aus dem Beweis von Theorem 8.2.6. O

Bemerkung 8.2.9. x Mit &hnlichen Ideen erhélt man Konvergenzresultate im
Fall reflexiver Banachrdume (Bidualraum ist isomorph zum Vektorraum, siehe
Definition 11.2.1). Insbesondere gilt fiir 1 < p < oco:

(i) Sei (xg)ren C ¢P(N) eine beschrénkte Folge. Dann gibt es eine Teilfolge
(zg,)ieny und ein & € P(N) mit p(zg,) — @(z) fir I — oo fiir jedes ¢ €
(¢P(N))" = £9(N) mit £+ £ = 1.

(if) Sei © C R™ offen und sei (uy)reny C LP(2) eine beschriankte Folge. Dann gibt
es eine Teilfolge (ug,)ien und ein v € LP(Q) mit [ug, ¢ — [ ugp fiir | — oo fiir
jedes ¢ € LI(2) mit ]l) + % =1.

9. DIVERGENZSATZ
9.1. Zerlegung der Eins.

Definition 9.1.1. Sei X ein topologischer Raum.

(i) Eine Familie (n;);cs stetiger Funktionen n;: X — [0,1] C R heikt Zerlegung

der Eins, falls > 7;(z) =1 fir alle z € X gilt.
iel

(ii) Eine endliche Zerlegung der Eins ist eine Zerlegung (1;);c; der Eins mit
endlicher Indexmenge I.

(iii) Eine Zerlegung der Eins heifit lokal endlich, falls es fiir jedes z € X eine
Umgebung U von z gibt, so dass nur endlich viele Funktionen (n;|¢):er von
der Nullfunktion verschieden sind.
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(iv) Sei (U;)jes eine offene Uberdeckung von X. Dann heifit eine Zerlegung der
Eins (1;)ie; der Uberdeckung (Uj) e untergeordnet, falls fiir alle ¢ € I ein
j € J mit suppn; C Uj existiert.

Lemma 9.1.2. Sei r > 0 und sei xg € R™. Dann gibt es eine Funktion n =
Neor: R" = Rmitn € CPR"), 0<n <1 n=11in B(rg) undn = 0 in
Rn \ Bgr(mo).

Beweis.
(i) Die Funktion ¢: R — R mit

W(z) = {ezQ, x>0,

0, <0

ist von der Klasse C'°°, insbesondere an der Stelle x = 0 (Ubung, siehe auch

Lemma 9.1.3), und erfiillt ) = 0 fiir < 0 sowie ¢ > 0 fiir z > 0. (Dies ist

die Standardfunktion an dieser Stelle, aber exp(—1/x) tut es auch schon.)
(ii) Man sieht leicht ein, dass ¢: R — R mit ¢(z) := % die folgenden
Eigenschaften hat:

(a) p € C=(R), (da der Nenner stets positiv ist)

(b) 0<p <1, (Zéhler < ¢(zx —1)+ (2 —2))

(¢c) ¢ =01n [2,00) und

(d) ¢ =11n (—o0,1]. (dort ist ¢(z — 1) = 0)
(iii) Nun leistet n(z) := @(@) das Gewiinschte. Beachte dazu insbesondere,

dass aus n(z) = 1 in B,(xo) die Glattheit im Punkt z( folgt. O

Wir erinnern an einen eindimensionalen Hebbarkeitssatz.

Lemma 9.1.3. * Sei Q@ C R offen mit 0 € Q. Seien f,g: @ — R stetig und f in
Q\ {0} stetig differenzierbar mit f' = g in Q\ {0}. Dann ist f in ganz Q stetig
differenzierbar und es gilt dort f' = g.

Beweis. Siehe [13]. O

Wir benétigen untergeordnete Zerlegungen der Eins in folgendem einfachen Fall.

Lemma 9.1.4. Sei K C R™ kompakt und (Uj);cs eine offene Uberdeckung von
K. Dann gibt es eine endliche Zerlegung der Ewns auf der Menge K, die dieser
Uberdeckung untergeordnet ist.

Beweis. Zu jedem Punkt x € K gibt es einen Radius r(z) > 0 mit Bs,(,)(z) C U;

fir ein j € J. Offensichtlicherweise gilt K C |J B,)(z). Da K kompakt ist,
reEK

N
gibt es endlich viele Punkte zy,...,2x mit K C |J By(s,)(z:). Wir definieren
i=1
Ni = Na;r(z;) 0 der Bezeichnung von Lemma 9.1.2. Wir definieren weiterhin die
N
Summe s(z) := Y n;(z). Dann ist (1;/s)1<i<n eine endliche Zerlegung der Eins
i=1

wie gesucht. O

9.2. Integration iiber Untermannigfaltigkeiten.

Definition 9.2.1.
(i) Sei 2 C R™ offen. Sei X : Q — R"** eine Einbettung (oder eine Immersion, die
bis auf eine n-dimensionale Lebesgue-Nullmenge injektiv ist). Dann definieren
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wir eine Metrik ¢ = (gi;j)1<i j<n (im Sinne der Differentialgeometrie und
nicht im Sinne der Analysis I) auf Q durch

9i3 (x) = (Xi(x), X (2))pn-s.
Wir setzen M :=im X = X (). Sei f: M — Roder f: M — FE eine Funktion.
Ist x — f(X(z)) - \/det(g;;(x)) tber Q integrabel, so definieren wir

/ = / F(X(2)) - \/det(giy () da.

(i) Sei M = M™ C R"** eine C'-Untermannigfaltigkeit und (A;);en eine (lokal
endliche) offene Uberdeckung von M. Seien weiterhin X;: Q; — R"** Einbet-
tungen mit im X; = M N A;. Sei f: M — R oder f: M — E, beispielsweise
mit Hilfe einer untergeordneten Zerlegung der Eins, zerlegt als f = 3 f; mit

ieN
/f = / fis

€N A;NM

supp fi C A;.
Dann definieren wir

falls sémtliche Integrale auf der rechten Seite existieren und die Summe sinn-
voll ist.

(iii) Wir definieren LP(M,R) bzw. LP(M, E), 1 < p < 0o, als den Raum derjenigen
Funktionen, fiir die alle Funktionen f o X; messbar sind und

1fllor = / 1P ] <o
M

gilt. L*>° wird als der Raum der auf M wesentlich beschriankten Funktionen
definiert. Wir erhalten Banachriume mit den Normen || - || bzw. || - || .

Lemma 9.2.2. Das Integral tiber eine Untermannigfaltigkeit ist unabhdngig von
den speziellen Wahlen in der Definition 9.2.1 definiert.

Bewets.

(i) Wir zeigen, dass das Integral nicht von der Wahl der Einbettung abhédngt und
lassen den Rest als Ubung.

(i) Seien X: Q — R™"** und Y: Q' — R"** zwei Einbettungen mit im X = imY".
Dann sind die Abbildungen Y "'o X und X ' oY C'-Diffeomorphismen. Dies
sehen wir, indem wir die Abbildungen wie unten zu X bzw. Y fortsetzen und
dann den Satz iiber die inverse Funktion anwenden. Aufgrund des Transfor-
mationssatzes fiir Integrale gilt mit ® =Y 1o X

/ F¥ () - y/det(Yi(y), Y; (9) dy

/fY 0 ®(x)) - \/det (¥:(®(x)). ¥;(®(x)) - | det Db ()| da.

Wegen Y o &(z) = X (z) geniigt der Nachweis, dass
(9)  \/det(Yi(®(x)), Y;(®(2)) - | det DB(x)]| = y/det(X;(x), X;(x))

gilt. In dieser Situation kénnen wir den Determinantenmultiplikationssatz

nicht anwenden, da (X&) i<i<n keine quadratische Matrix ist. Dies wollen
1<a<n+k

wir nun korrigieren.
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(iii) Fixiere dazu = € Q und setze y = ®(z). Sei {a1,...,a;} eine Orthogonal-
basis von (X;(z),..., X,(X))* = (Yi(y),...,Y,(y))t, wobei wir die letzte
Gleichheit sehen, indem wir Kurven in im X betrachten. Wir definieren die
Abbildungen X und Y auf Q x R¥ bzw. €’ x R* durch

k
X (u,v) =X (u) + Z V" Gy,

m=1

bzw.

k
Y(u,v) =Y (u) + Z V" Gy

Es gelten DX = (DX, ay,...,a;) sowie DY = (DY, ay,...,a;). Weiterhin

folgt in x
(<X1,XJ>> _ (X Xjh<ijen 0)
1<I,J<n+k 0 1

Eine analoge Formel gilt fiir Y.

(iv) Wir behaupten, dass nahe (x,0) die Identitit Y~ o X = (®,idg+) gilt: Nach
dem Satz iiber die inverse Funktion ist Y nahe y ein lokaler C''-Diffeomor-
phismus. Es geniigt daher, zu zeigen, dass X =Y o (®,idgt) gilt. Es ist

k
Yo (®,idgr)(u,v) =Y (Y o X(u),v) =Y oY o X(u) + Z V" .
m=1

Daher folgt die Zwischenbehauptung.

(v) Da Resultat folgt nun, indem wir in (9.1) zunichst X durch X, Y durch Y
und @ durch (®,idrr) = ® ersetzen und dann den Determinantenmultiplika-
tionssatz anwenden. O

Bemerkung 9.2.3. x Man kann zeigen, dass [ f = [ fdH" ist, dass wir also
M M

gerade beziiglich des n-dimensionalen Hausdorffmafes integrieren. Dies ist klar,
falls M™ eine Teilmenge einer n-dimensionalen Hyperebene ist, da dort H™ und L™
iibereinstimmen.

Lokal kann man stets annehmen, dass eine C'-Untermannigfaltigkeit als Graph
einer Funktion gegeben ist. Insbesondere erhalten wir im Fall £ = 1 das folgende
Lemma, das auch fiir Lipschitzstetige oder stiickweise C'-Funktionen gilt:

Lemma 9.2.4. Sei Q C R"™! offen. Sei u € C'(Q) und M := graphu. Dann gilt

Zf!f(x,u(x)).\/mdz

fiir Funktionen f, fiir die der Integrand auf der rechten Seite integrabel ist.

Beweis. Wir verwenden die Einbettung X:  — R” mit X (z) = (z,u(z)) und
erhalten X; = e¢; + u;e, und somit g;; = d;; + w;u;. Folglich wissen wir aus der
linearen Algebra, dass det(g;;) = 1 + |Du|? gilt und erhalten die Behauptung. O

Lemma 9.2.5 (Normale). Sei Q C R"™! offen und sei u € C1(Q). Dann ist die
N, L Qo R mit v(z) = +- LD
ormale v: Q — R™ mit v(x) NiEZTE

9X (x) und hat Linge 1.

senkrecht zu allen Tangentialvektoren
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Beweis. Die Orthogonalitdt folgt aus

<g§ <=””>”’<x>> = <(e §;<x>)T , (Vu(w),1>T> = g;ﬁ. () — g; () = 0.

Dir Normierung ist klar. t

9.3. Divergenzsatz.

Theorem 9.3.1 (Divergenzsatz). Sei @ C R" offen und beschrinkt, 02 von der
Klasse O, £ € C* (Q,R”). Dann gilt

Q/ dive 84 (&)
Beweis.

a) Wir schreiben z = (&,2™) mit & = (z',...,2"71). Sei p € C' (R"7!), f €
C! (R™). Es gilt fiiri <n

w(z) (z)
D, / f(@,2") da” = / Dif(3,a™) da” + f(p(#),2") Dig(2).
0 0
b) div¢ := D;£° ist unter linearen invertierbaren Transformationen und Transla-

tionen invariant.
Dies ist fur Translatlonen klar. . ‘
Sei 77 = a2’ eine lineare Transformation. Dann gilt & azi = a] und &= algt.
Wir erhalten

o . ok o
ot = oa oo (1)
ok 0
= 9 1 9ak
0k 0z 9
~ 0% dal Oxk
=6f%§l (Kettenregel)

¢ da a}; ortsunabhéngig

= %gk =divé.
c¢) Uberdecke Q durch (endlich viele) offene Mengen V;, so dass jede dieser Mengen
entweder ganz in {2 liegt oder in einer Menge U wie folgt enthalten ist:

Nach einer geeigneten Rotation gibt es ein offenes und beschrénktes ¥ C
R"! so dass U = ¥ x (0,2). Es gibt ¢ € C* (R”fl), % <p< %, mit {(&,x") :
" < (@), 2 €X=UNQ, {(&,2") : 2" = p(&), & € X} = graph |, = UNOQ,
{(Z,2") 1 2™ > p(2), 2 € £} = U NLQ.

d) Sei (1;)1<i<n eine endliche, {V;}; untergeordnete Zerlegung der Eins auf , vgl.
Lemma 9.1.4.
e) Reduktion auf Vektorfelder ¢ mit Tréger in einem V;:

[aive - /d (52)

0
= i/dw (&ni) = / div(&m;i).

Z:].Q = 1VﬁQ
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Nehme nun an, dass der Divergenzsatz auf Gebieten U wie oben schon gezeigt
sei. Dann folgt, da &n; auf (0% x [0,2]) U (Z x {0}) U (2 x {2}) verschwindet,

/dwg 5 | tem)

=ly. o0

/Zm & v) /57V>~
o0

Qzl

f) Wir diirfen also annehmen, dass £ kompakten Trager in U hat. Wir benutzen
schliefslich den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, dass das Vo-

244 1 (_DVJJ)
lumenmafs auf 0Q lokal durch /1 + |D¢p|2dZ gegeben ist, dass Wi die

duflere Einheitsnormale an 02 ist und supp& € U.

/ diveé = / D¢t
Q Q
(&)

= / / D;& dz™ di

%

n 1

//Zpg dx"da:+//Dng da™ di

(@)

©

1

[{»
s

+ [ §"(2,9(2)) - 0di
/

n

gl(iaxn) dz" _51(£7tp(i‘))Dz§0(i‘) dz

o

%

n—1

§'(2,p(2))Dip(2) + " (2, p(2)) di

i=1

R o ( Doy, 2 d4
<§(Ia¢(x)) \/W> V 1+ |Dp|?di

= [ €n=[ien.

onnNu o0

I
M— M~

9.4. Transformationssatz.

Theorem 9.4.1 (Transformationssatz / Transformationsformel). Sei Q2 C R™ offen
und sei ®: Q — ®(Q) ein C*-Diffeomorphismus.

(i) Sei f: Q — [0,00] eine L™-messbare Funktion. Dann gilt

/ fdﬁ”—/ o ®)-|det D®|dL".
3(Q)
(ii) Fine L™-messbare Funktion f: ®(Q) — R ist genau dann L™-integrierbar,

wenn (fo®)-|det D®|: Q — R eine L™-integrierbare Funktion ist. In diesem
Falle gilt die obige Integraltransformationsformel.
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Beweis. Ein Beweis findet sich im herauskommentierten Teil von [14]. (Im affin
linearen Fall haben wir eine verwandte Aussage fiir das Jordanmaf ohne den Nach-
weis m 4 = |det A| gemacht.) O

10. UBERBLICK SOBOLEVRAUME

Sobolevraume behandeln wir hier nur extrem kurz und genauer im zweiten Teil
der Vorlesung.

10.1. Schwache Ableitung und Definition. Sei QO C R" offen. Sei u € C1(Q)
und ¢ € CL(Q). Wir schreiben Indices fiir partielle Ableitungen und erhalten mit
partieller Integration

(10.1) /u(z)gpi(z) dz = —/ui(x)go(:z:) dz  bzw. /u.m = f/Du.ga.
Q

Q Q Q

Ausgehend von dieser Motivation sagen wir, dass Du = v gilt und v die schwache
Ableitung von u ist, falls [uDyp = — [vyp fiir alle ¢ € C}(Q) gilt. Dabei lassen
wir u,v € L1(Q2), dem Raum aller Lebesgue-integrablen Funktionen, zu. Schwache
Differenzierbarkeit verallgemeinert die klassische Differenzierbarkeit. Gilt u,v € LP,
1 < p < 00, so schreiben wir u € WHP(Q). Mit ||ullwie(q) = |[ullLe@) + 0] L)
wird WHP(Q) zu einem Banachraum. W17 heifit Sobolevraum.

Auf Q = (—1,1) ist u(x) = max{z,0} ein Beispiel fiir eine schwach, aber nicht
klassisch differenzierbare Funktion. Es gilt ndmlich

1 1

[ ube= [ aDotw)do = - / 1 p(@)dz+ o p(@)]s = - / Yo (@)¢ () da.
0

-1 0 -1

10.2. Approximierbarkeit und Randwerte. Sei nun stets 1 < p < oo und sei
Q C R” offen.

(i) Mittels Glattung mit einem Friedrischschen Gliattungskern 7). erhalten wir,
dass glatte Funktionen existieren, die W?(Q2)-Funktionen auf kompakten
Teilmengen von ) in WP () approximieren.

(ii) Sobolevfunktionen auf glatten beschréankten Gebieten lassen sich mit kontrol-
lierter Norm auf R™ fortsetzen: ||@|ly1,0wny < C(n,p,Q) - [|ullwirq)-

(iii) Auf beschriinkten C1-Gebieten 2 kénnen wir WP (Q)-Funktionen Randwerte
zuweisen (obwohl der Rand eine Nullmenge ist). Dies driickt man dadurch aus,
dass T: WLP(Q) — LP(09Q) (englisch “trace”) ein linearer stetiger Operator
ist, der auf stetigen Funktionen mit u — u|gq iibereinstimmt. Wir definieren
WyP(€Q) := T~({0}) als den Teilraum der Sobolevfunktionen mit Randwer-
ten Null. Hier kénnen wir wie bei klassisch differenzierbaren Funktionen mit
Randwerten Null partiell integrieren.

Wir wollen einen Beweiseinblick in die glatte Approximierbarkeit geben.

Beweiseinblick in (1). Wir betrachten den Fall @ = R™ und globale Approximation.
Sei 1 < p < co und sei u € WHP(R™).

(a) LP-Schranke: Sei ¢ > 0. Sei n € C2°(B1(0)) ein Friedrichscher Glattungskern
(glatt, kompakter Triger, rotationssymmetrisch, nichtnegativ, Integral gleich
eins) und

ue(x) == / n(z)u(x —ez) dz.

B1(0)

Mo 12.07.2021
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Dann erhalten wir fiir x € R"™ wegen % + pp%l = 1 mit der Holderschen Unglei-
chung

u@l < [ 0@ 0 ule - el dz
B1(0)
<| [ | [ 0@ ue-era
B1(0) B1(0)

1

<1- / n(z) - |u(z —ez)|P dz

B1(0)

Wir integrieren die p-te Potenz davon nochmals und erhalten mit Fubini

Jlu@rdar< [ o [lut- e

R B (0) Rn
<1 / ()PP dy.
R"L

Also folgt HUsHLP(R") < ||u||Lp(Rn).

(b) LP-Konvergenz: Sei § > 0 vorgegeben. Als Folgerung aus dem Satz von Lusin
(in der Variante aus den Ubungen), siche auch Theorem 3.3.5, gibt es g €
C2(R™) mit [[u — g zrrn) < 6. Aufgrund der obigen Abschiitzungen erhalten
wir [|ue — ge|lr(rn) < 6. Betrachte nun

HU - UEHLP(]R”) < lu— QHLP(R") + Hg - ge”LP(R") +1lge — U‘EHLP(R")'

Wir haben bereits gesehen, dass der erste und der dritte Term durch § unab-
héingig von € > 0 nach oben abgeschitzt sind. Da g stetig ist und Glattungen
stetige Funktionen in C° approximieren, ist auch der zweite Term fiir hinrei-
chend kleines € > 0 durch § nach oben abgeschétzt. Somit gibt es zu u € LP(Q)
fiir jedes 6 > 0 ein & > 0 mit [[u — uc||r(q) < & (auch fiir kleinere ¢ > 0).

(c) Differenzierbarkeit: Aufgrund der Transformationsformel fiir Integrale mit
z = =¥ oder Fubini und Approximation mit stetigen Funktionen erhalten wir
fiir festes € > 0

wi) = [ @tz —caz= [y (H) uly)e™ dy

B1(0) R™
= /na(w —y)u(y) dy
R’VL

mit 7. (x) = E—lnn (2). Wir schreiben auch ue = 7. * u = u * 7). und bezeichnen
die Operation ,x“ als Faltung. Fiir die Differenzierbarkeit nach = betrachten
wir fiir 0 # h — 0 und 1 < i < n die Differenzenquotienten

ua(x+hefi)_ua(x) =/%(ne(ﬂﬂrhei—y)—na(x—y))U(y)dy-

R

on. _
— 5 (v—y)
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Mit der Majorante || D || Lo |u| und dem Satz von der dominierten Konvergenz
erhalten wir im Grenzwert die Differenzierbarkeit von u, und die Formel

0 [ O
%ua(l‘) = | on (z —y)uly) dy.

Rn

Analog zeigt man u. € C* und dass wir sdmtliche Ableitungen in das Integral
hineinziehen und auf 7. anwenden konnen.

(d) Ableitung und Glattung: Nach Kettenregel und Definition der schwachen
Ableitung erhalten wir daher

9 te(@) = | 5 5@ —yuly) dy
Rn
—— [ S - vyt dy
R‘n.
:/ns(x*y)a - (y) dy
RTL

ou
= (axi > ] (x).
(e) Approximation in W1?: Es gilt fiir u € W1P(R")

uellwie@ny = llue — ullLe@ny + [[D(ue) — Dul|prgn)

= Jue — UHLP(R") + [[(Du)e — DUHLP(R")~

Beide Terme auf der rechten Seite konvergieren nun fiir ¢ — 0 aufgrund der
oben gezeigten LP-Konvergenz gegen Null. O

10.3. Einbettungssitze. Sei 2 = R" oder ein beschrinktes Gebiet mit C'*-Rand.
(i) Sobolevscher Einbettungssatz: Sei p < n. Es gilt

n

Jall 2, o) < O, ) - s

Diese Sobolevfunktionen sind also in einem L9-Raum mit héherem ¢ als in
der Definition gefordert.

(i) Morreyscher Einbettungssatz: Sei n < p < oco. Hier gilt (flir geeignet
gewihlte Représentanten) ||u||CO,1_%(Q) < C(n,p, Q) - |lullwre)-

(iii) Rellichscher Kompaktheitssatz: Ist Q beschrinkt mit C'-Rand, so ist
die Einbettung W'P(Q) — LY(Q) fir 1 < ¢ < ;72 und 1 < p < n ein
kompakter (stetiger linearer) Operator, d. h. Bilder beschriankter Mengen sind
prakompakt.

Die Beweisstrategie ist stets, Abschétzungen fiir glatte Funktionen zu zeigen, dann
Sobolevfunktionen durch glatte Funktionen zu approximieren und schliefslich bei
den gezeigten Abschétzungen zum Grenzwert iiberzugehen.

Beweiseinblick fiir (1): Wir betrachten als kleinen Einblick den Fall n = 2, p = 1,
Q0 =R?und u € C! (RQ) c whit (RQ). Hier zeigen wir die erste (nichttriviale)
Ungleichung in

[ull 22y < [1DullFr ey < lullfna e :
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Seien z,y € R beliebig. Aus u(z,y) = [ wi(a,y)da (Hauptsatz fiir u(-,y) und

kompakter Triger) folgt |u(z,y)| < [ |Du(a,y)|da. Aufgrund der Symmetrie erhal-
R

ten wir

(i y)|? < / Du(a,y)| da - / | Dz, b)] db.
R R

2
Integration beziiglich z und y liefert nun ||u||2L2(R2) — f \u|2 < (f |Du>
R2 R2
||U||%1(Rz) wie behauptet. 0

Beweiseinblick fir (ii). Wir betrachten den Falln = 1, p = 2, Q = R und u €
CL(R) N WL2(R):

(a) Seir >0, sei € R und sei —r < s < r. Dann gilt

S d S
lu(z + 5) — ()| = /%u(ert) dt| < j:/\Du(x+t)|dt < / \Dul.
0 0 By(z)
Wir integrieren dies nochmals, dividieren durch 2r und erhalten mit § := ﬁ f
Q Q

F lut) - u@ldy =5 [ luGe+5) = u(w)l ds

By ()
1 ™
S—/lds- / |Du| = / | Du.
2r

B/ (x) B/ (x)
Mo 19.07.2021
(b) Mit (a) kénnen wir nun die C°-Norm abschiitzen: Sei # € R. Dann erhalten wir
aufgrund der Holderschen Ungleichung

lu(z)] < ][ u(x)| dy < ][ u(y) — w(z)[dy + ][ u(y)l

B (z) Bi(x) B (z)
@ / 11Dl 4 5 / 1l
By (z) B ()
1/2 1/2 1/2 1/2
< /12 . / | Dul? +%' /12 . / ||
B B (x) B Bi(z)

1
<V2-|[Dull 2B, (2)) + V2 [ullz2 (81 ()
<V2- flullwrew)-

(¢) Auch fiir die Abschétzung des Differenzenquotienten nutzen wir wieder (a):
Seien x # y € R. Wir setzen r := |z — y| und W := B,.(z) N B,(y) = (x,y).
Dann gilt

(@) ~ uy)| = F u(o) ~ )| d= < f lu(e) = u(2)| dz + f [uly) ~ u(a)] dz
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Wir betrachten nur eines der beiden Integrale und erhalten

][\u(m) —u(2)|ds = ;% / lu(z) — u(z)] d= < 2 ][ lu(z) — u(z)] d=
w

w B, (x)
12 1/2
(&) 5 5
32/1.\Du|§2 /1 . /|Du|
Bo(z) B, Bo(x)

= 2V2r - || Dul| 125, (a))-
Zusammengenommen erhalten wir also
u(z) — u(y)| < 4vV2- || Dul p2(g) - & — y['/>.
(d) Insgesamt folgt daher fiir die Holdernorm die Abschéitzung

[ullcorrzry < 8- [[ullwzm

wie behauptet. O

11. ScHWACHE KONVERGENZ UND REFLEXIVITAT
11.1. Schwache Konvergenz.

Definition 11.1.1. Sei E ein normierter Raum. Eine Folge (2, )nen in F konver-
giert schwach gegen = € F, z,, — z, falls fiir alle ¢ € E*

p(xn) = o(x)
flir n — oo gilt.

Bemerkung 11.1.2.
(i) In topologischen Rdumen sagt man, dass z, gegen z konvergiert, x, — x,
falls jede Umgebung von x fast alle Elemente x,, enthélt.

(ii) Die stetigen Funktionale f € L(X,K) erzeugen nach Definition 1.2.2 eine
Topologie auf X, die schwache Topologie.

(iii) Konvergenz z,, — x beziiglich der schwachen Topologie ist dquivalent zu z,, —
x.

(iv) Auf X* konnen wir ebenfalls eine schwache Topologie einfiihren. Dann gilt
on — @ in X* falls f(p,) = f(p) fir alle f € X** gilt.

(v) Auf X* gibt es auch die schwach*-Topologie: Es gilt ¢,, — ¢ schwach*, falls
on(z) = () fir alle z € X gilt.

(vi) Um Missversténdnissen vorzubeugen, werden wir die iibliche Konvergenz, d. h.
|z, — || = 0 fiir n — oo, auch als starke Konvergenz oder Normkonvergenz
bezeichnen.

(vii) Wie bei starker Konvergenz definiert man schwache und schwach* Cauchyfol-
gen sowie schwache und schwach* Folgenkompaktheit.

(viii) In endlichdimensionalen Vektorrdumen sind schwache und starke Konvergenz
dquivalent.

(ix) In I?(N,R) konvergiert e,, — 0, aber e,, # 0 fiir n — oc.

Lemma 11.1.3. Sei X ein normierter Raum.
(i) Die durch
<90’ J;U> = <.’E, §D>
fir alle x € X und alle p € X* definierte Abbildung J: X — X** ist eine
Isometrie. Wir sagen, dass J den Raum X in seinen Bidualraum einbettet.
(ii) Seien x,,x € X. Dann sind x, — x in X und Jx,, — Jx schwach* in X**
fiir n — oo dquivalent.
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Beweis.
(i) Es gilt

[zl = sup (¢, Jz)| = sup [(z, )| = ]|
leli=1 leli=1

nach Korollar 4.1.4.
(ii) Dies folgt direkt nach Definition, da die Konvergenz in

?
(T, ) = (0 Jzn) = (T,90) = (@, JT)
fiir die Ausdriicke mit oder ohne J &dquivalent ist. (]

Theorem 11.1.4. Sei X ein normierter Raum.

(i) Der schwache und der schwach* Grenzwert einer Folge sind eindeutig be-
stimmd.
(ii) Starke Konvergenz impliziert schwache und schwach* Konvergenz.
(ii1) Gelte @, — @ schwach™ in X* fiir n — oo. Dann folgt

l[eoll < liminf [[on |-
n—oo
(iv) Gelte x,, — x in X fiir n — co. Dann folgt
llz|| < liminf ||z,
n—oo
(v) Schwach konvergente und schwach* konvergente Folgen sind in Banachrdumen
beschrdnkt.

(vi) Gilt z,, — x in X und @, — @ schwach® in X* firn — oo oder x,, — x und
©n — @ (stark) in X*, so folgt

(Tn, on) = (2, 0)
fiir n — oo.

Beweis.

(i) Benutze den Satz von Hahn-Banach fiir die schwache Konvergenz. Fiir die
schwach* Konvergenz ist dies klar, da der Grenzwert eine Funktion ¢ ist, die
wegen (z, ) — (z,¢) eindeutig bestimmt ist.

(ii) Klar.

(iii) Sei z € X. Fiir n — oo folgt

(@, ) [z, on)| < ll@nll - ll2]],

also
[(z, )| < lim inf |y | - ]|
n—oo
und damit nach Definition der Operatornorm

el < liminf [|¢,|.
n— 00

(iv) Analog zu eben erhalten wir [(x, ¢)| < [|¢|| - lim inf ||z, ||. Benutze nun wieder
n—oo
Korollar 4.1.4. Wahle also ¢ mit ||¢|| = 1 und (z,¢) = ||z]|.
(v) Aus ¢, — ¢ schwach® in X* erhalten wir insbesondere sup |{x, p,)| < o0
neN

punktweise fiir alle z € X. Daher folgt nach Banach-Steinhaus sup ||¢, || < oo.
neN

Aus z,, — x in X folgt nach Lemma 11.1.3 Jxz,, — Jx schwach® in X**
mit J wie in Lemma 11.1.3. Somit ist Jz, in X** beschrankt, also auch z,,
in X.
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(vi) Es gilt

(2, 0) = (Tn, on)| <z, 0 — on)| + (20 — 7, 0n)]
<z, 0 — )|+ lz =zl - [lonll
—_————  —— ——

—0 —0 <c
fiir n — oo.
Die zweite Aussage folgt durch eine analoge Argumentation mit ,yertausch-
ten Rollen*. O

Bemerkung 11.1.5. x Ist X lediglich normiert, so sind schwach konvergente Fol-
gen ebenfalls beschrinkt (Ubung).

Allerdings sind schwach* konvergente Folgen i. a. nicht mehr beschrankt: Sei X
der Raum der abbrechenden Folgen in {?(N). Der Dualraum von X ist isomorph zu
I2(N). Dabei ist die Paarung durch das [2-Skalarprodukt gegeben. ¢, = n - e,, ist
eine unbeschrinkte schwach*-konvergente Folge. Die Details lassen wir als Ubung.

Theorem 11.1.6. Sei X ein separabler normierter Raum. Dann ist B1(0) C X*
schwach* folgenkompakt.

Beweis. Sei (2p,)nen dicht in X. Sei (¢)ren eine Folge in X* mit ||pg| < 1. Dann
sind die Folgen ({(xy, vk))ken fir festes n € N in K beschrankt. Daher finden wir
mit einem Diagonalfolgenargument eine (nicht umbenannte) Teilfolge, so dass fiir
allen € N

lim (z,,, ¢x) € K

k—o0

existiert. Setze Y := ({z,,: n € N}). Sei y € Y. Dann existiert der folgende Grenz-
wert
p(y) = lim {y, or)
k—o0
und die damit definierte Funktion ¢: Y — K ist linear. Wegen
le(y)l = lim [(y, on)] < [lyl|
—00

ist p auf YV gleichméfig stetig und 14ft sich daher nach Theorem 2.2.9, dem Fort-
setzungssatz, eindeutig zu einer stetigen linearen Abbildung ® auf X und damit
insbesondere auf Y = X € X mit ||®|| < 1 fortsetzen. Wir behaupten, dass ¢,, — ®
schwach* konvergiert.

Sei dazu € X und y € Y. Dann gilt

(@, @ — on)| <[z — 1y, @ — @n)| + [{y, @ — ©n)]
L2l =yl + [y, @ — on)l-

Wir haben gesehen, dass der zweite Term fiir n — oo verschwindet. Der erste Term
kann wegen Y = X zuvor beliebig klein gew#hlt werden. Die Behauptung folgt. [

Der Satz von Banach-Alaoglu verallgemeinert dies wie folgt: Benutzt man den
Satz von Tychonoff, so kann man die schwach*-Kompaktheit von B;(0) C X* auch
fiir nicht separable Rdume zeigen.

Mit den Methoden aus Theorem 11.1.6 zeigt man auch

Proposition 11.1.7. Sei X ein normierter Raum.
(i) Dann gilt ©, — = in X genau dann, wenn sup ||z,|| < oo ist und es eine
neN
dichte Teilmenge D C X* mit (x,, ) — (x, @) fir alle ¢ € D gibt.
(ii) Eine Folge (xn)nen in X ist genau dann eine schwache Cauchyfolge, wenn

sup ||z, || < oo ist und es eine dichte Teilmenge D C X* gibt, so dass ({xn, ¢))
neN
fir alle p € D eine Cauchyfolge ist.
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Beweis. Ubung. O

Lemma 11.1.8. Sei X ein Hilbertraum. Sei (xy)nen eine Folge in X. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) xp, — x fir n — oo,

(i) ||zn|| = x| und z, — x fir n — co.

Beweis. Ubung. Betrachte ||z, — /% O
11.2. Reflexivitit.

Definition 11.2.1. Sei X ein Banachraum und J die Isometrie aus Lemma 11.1.3.
Dann heift X reflexiv, falls J: X — X** surjektiv (und damit eine bijektive
Isometrie) ist.

Wir hétten Reflexivitét auch fiir normierte Ra&ume definieren kénnen. Da jedoch
X** stets vollstandig ist, gilt dies auch fiir X.

Lemma 11.2.2. Sei X ein Banachraum.

(i) Ist X reflexiv, so stimmen schwache und schwach* Folgenkonvergenz in X*
tberein.
(i) Ist X reflexiv, so ist jeder abgeschlossene Unterraum von X reflexiv.
(iii) Ist Y ein Banachraum und T: X — Y ein Isomorphismus, so ist X genau
dann reflexiv, wenn Y reflexiv ist.
(iv) X ist genau dann reflexiv, wenn X* reflexiv ist.

Beweis.
(i) Klar.
(ii) Sei Y C X ein abgeschlossener Unterraum. Sei y” € Y**. Wir definieren z”
durch

<I/,:L'//> . <I’/|Y,y//>
fiir alle 2/ € X*. Dann ist 2” € X**. Definiere x := Jy'2”. Wir behaupten,
dass x € Y gilt. Sei dazu 2’ € X* mit 2’ = 0 auf Y. Fiir solche 2’ folgt

(z,2) = (2, 2") = (2']y,y") = 0.
Y ist abgeschlossen. Nach Korollar 4.1.5 folgt also z € Y.
Wir behaupten weiterhin, dass Jyx = y” gilt. Sei dazu 3y’ € Y* beliebig. Sei

2’ € X* eine Fortsetzung von y’ wie im Satz von Hahn-Banach. Wir erhalten
wegen z € Y

<$7y/> = <$7LL‘/> = <x,|Y7y//> = <y/7y//>‘
Somit ist " = Jyx. Damit ist Jy surjektiv.

(iii) Sei X reflexiv. Wir wollen zeigen, dass Y ebenfalls reflexiv ist: Sei ¢y’ € Y™**.
Wir definieren 2/ € X** durch

(x/ 2"y = (x' o T~ ,y") fiir alle 2’ € X*.
Fiir ¢ € Y* mit 2’ := 3y’ o T gilt nach Definition von z”
W,y") =y o T,a") = (Jx'a",y o T) = (T 'a"y').

Also gilt ¢ = Jy TJx 2" und damit ist Jy surjektiv, Y also ebenfalls reflexiv.
(iv) ,,=—": Sei X reflexiv. Sei 2"/ € X*** so ist 2"’ o Jx € X*. Fiir 2" € X** gilt

<$/17x//1> — <J)}1x1/,m/1/ o JX> — <x//I ° JX,.T/I> — <£U”,Jx* O:L'/// ° JX>

Somit folgt " = Jx« (2" o Jx). Also ist Jx« surjektiv und somit ist auch X*
reflexiv.
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»<=" Sei nun X* reflexiv. Aufgrund des ersten Teils ist auch X** reflexiv.
Jx ist eine Isometrie. Somit ist Jx(X) C X** abgeschlossen. Nach (ii) ist
Jx (X)) daher reflexiv. Nach (iii) ist also X selbst reflexiv. O

Lemma 11.2.3. Sei X ein Banachraum. Dann ist X separabel, falls X* separabel
15t.

Die Umkehrung ist falsch, da L' separabel ist, L, der Dualraum von L' aber
nicht.

Beweis. Sei {p,: n € N} dicht in X*. Wihle eine Folge (x,)nen in X so dass
(X, on)| > %Hcp”H und ||z,|| = 1. Setze Y := ({z,,: n € N}). Sei ¢ € X* mit
@ =0auf Y, so folgt fiir alle n

e = @nll =z, 0 = @n)l = Kan, @n)l = llenll = 5(lell = llen — ¢,

also
<3 inf — =
lell _371LI€1N||<P enll =0,

da {p,: n € N} dicht in X* liegt. Nach Korollar 4.1.5 erhalten wir ¥ = X. Da YV
nach Konstruktion separabel ist, ist auch X separabel. O

Theorem 11.2.4. Sei X ein reflexiver Banachraum. Dann ist B1(0) C X schwach
folgenkompakt.

Beweis. Sei (2,)nen eine Folge in By(0) C X. Definiere Y := ({z,,: n € N}). Dann
ist Y nach Lemma 11.2.2 selbst reflexiv. Y ist nach Definition separabel. Somit ist
auch das Bild Jy Y separabel. Da Jy reflexiv ist, ist Jy surjektiv wir erhalten Y ** =
JyY. Nach Lemma 11.2.3 ist daher auch Y* separabel. Somit ist nach Theorem
11.1.6 die abgeschlossene Einheitskugel B (0) C Y** schwach* folgenkompakt. Wir
wenden dies auf die Folge (Jy zy,)nen in Y** an, deren Folgeglieder in By (0) C Y™**
enthalten sind. Es gibt also ein ¢’ € Y** und eine nicht umbenannte Teilfolge, so
dass

<y/7 JY$n> — <yl7 y//>
fiir alle y' € Y* fiir n — oo konvergiert. Definiere x := J;.'y” € Y. Es folgt fiir alle
y €Y*und n — oo

(@n,y') = ' Iyan) = (¥, y") = (2,9).
Sei 2’ € X*. Dann gilt 2'|y € Y*. Auf Elemente in Y C X angewandt stimmen 2’
und '|y {iberein. Wir erhalten also

(Tp,2") = (0,2 |y) = (x,2'|y) = (x,2") fiir n — co.
Wir erhalten z,, — x fiir n — oo. O

Theorem 11.2.5. Sei X ein normierter Raum und M C X konvex und abgeschlos-
sen. Dann ist M schwach folgenabgeschlossen, d.h. sind v, € M, n e N, x € X
und gilt x,, — x fiir n — oo, so folgt x € M.

Beweis. Folgt direkt aus dem Trennungssatz, Theorem 4.1.6, durch einen Wider-
spruchsbeweis. O

Lemma 11.2.6 (Lemma von Mazur). Gelte x,, — x in einem normierten Raum.
Dann liegt x im Abschluss der konvexen Hiille von {x,: n € N}.

Beweis. Der Abschluss der konvexen Hiille ist konvex. Also folgt die Behauptung
aus Theorem 11.2.5. O

Vergleiche das folgende Resultat mit Theorem 5.2.2.
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Theorem 11.2.7. Sei X ein reflexiver Banachraum, M C X nichtleer, konvex
und abgeschlossen. Dann gibt es zu xg € X ein x € M mit

|z — x| = dist(zo, M).
Beweis. Sei (xy)neny mit 2, € M fiir alle n € N eine Minimalfolge, gelte also
|z — 2ol — dist(zg, M) fiir n — oo. Dann ist die Folge (2, )nen beschrinkt.
Somit gibt es nach eine schwach konvergente Teilfolge x,, — x fiir ein x € X. Nach
Theorem 11.2.5 erhalten wir x € M. Aus der schwachen Konvergenz erhalten wir

auch z,, — rg — x — x¢. Da die Norm unter schwacher Konvergenz nach Theorem
11.1.4 unterhalbstetig ist, folgt die mittlere Ungleichung in

dist(zo, M) < || — xo|| < liminf ||z, — x¢|| = dist(zq, M).
n—0o0

Die erste Ungleichung gilt nach Definition des Abstandes und die letzte, da z,, als

Minimalfolge gewahlt war. Die Behauptung folgt. O
Setzt man in der folgenden Definition o = 1, so erhélt man lipschitzstetige
Funktionen.

Definition 11.2.8. Sei  C R™. Sei f:  — R eine Funktion. (Die Definition fiir
Funktionen mit Werten in einem anderen Banachraum ist analog.) Sei 0 < o < 1.

(i) Die Funktion f heifit in zg € 2 mit Exponent o hdlderstetig, falls
[f(x) — f(z0)]

lim sup e <
N0 pe(@nB.(wo)\ (w0} [T — Tol®
ist.
(i) Die Funktion f heifit mit Exponent o hélderstig, f € C%*(Q) = C%(Q),
falls f in allen Punkten z € 2 mit Exponent « hdlderstetig ist.
(iii) Wir definieren

ce (ﬁ) = {f: Q—R: sup 7‘f(x) —fWl < oo}

eyen T —yl*
und die H6lderhalbnorm
fewey = sip M@ =10
apyen T —yl*
(iv) Ist 2 C R™ offen und k € N, so definieren wir

CFe(Q) == {f € C* (Q) : [D” flca(q) < oo fiir alle |B] =k} .

Theorem 11.2.9.
(i) Sei Q@ CR™ und 0 < o < 1. Dann ist der Raum aller Funktionen f € C*(£2)
mait

[ fllcoe) = [Ifllco) + [floa(q) < oo
mit der Norm || - ||co.«(q) ein Banachraum.
Ist @ C R™ offen, so schreiben wir dafiir C% (ﬁ)
(i) Sei C R™ offen, 0 < o < 1 und k € N. Dann ist der Raum aller Funktionen
feck (ﬁ) mit
[ flloka)y = I fller@) + ,@Zk [DPf] Caq) <

mit der Norm || - [|[ck.a(q) ein Banachraum: Che (ﬁ)
Beweis. Ubung. O

Bemerkung 11.2.10. Holderrdume sind i. a. nicht separabel. Betrachte d.&.xzu den
Raum C%([—1,1]) und die Funktionen u,, () := |x — xo|*. (Details: Ubung.)
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12. SOBOLEVRAUME

12.1. Definition und grundlegende Eigenschaften. Wir folgen [6]. Weitere
gute Ubersichten zu Sobolevraumen und deren Umfeld vermitteln die Biicher von
William Ziemer [20] und Robert Adams [1].

Bemerkung 12.1.1. Sei Q@ C R” offen. ¢ € C°(2) heift Testfunktion. Sei u €

C1(Q). Dann gilt
/Ugﬁi = _/ui@a

Q Q
da ¢ = 0 auf 9. Sei u € C*(Q). Dann gilt

/qu = (—1)l /Daw

Q Q
fiir alle Multiindices |« < k.

Definition 12.1.2 (Schwache Ableitung). Sei nun uw € L _(Q), @ C R" offen.
v € L} heift a-te schwache Ableitung von u, falls

/uD%: (—1)'a‘/w

Q Q

fiir alle Testfunktionen ¢ gilt. Wir schreiben D%u = v.

Lemma 12.1.3 (Eindeutigkeit der schwachen Ableitung).
Seien v, © € LI () schwache Ableitungen von u € L}, (Q). Dann gilt v = .

Zum Beweis bendtigen wir das Lemma von Du Bois-Reymond. Wir folgen der
Darstellung in [9].

Lemma 12.1.4 (Du Bois-Reymond). Sei f € L} _(Q), Q C R™ offen. Gilt

loc
/fs0=0

fiir alle Testfunktionen ¢, so gilt f =0 fast iberall, f =0 in L}, ().

Beweis. Es geniigt, f € L'(Q) zu betrachten, Q@ C R" offen und beschrinkt. Defi-

niere
o = {1021

0, f(z) =0.
Es gelten |g| < 1 und f-g = |f|. Da g € L*(Q) ist, folgt auch g € L*(Q).
Somit existiert eine Folge n. € C°(Q), so dass n. — g in L*(Q) konvergiert.
Nach Theorem 3.2.3, siehe auch [11, Theorem 3.12], konvergiert nun eine (nicht
umbenannte) Teilfolge der 7. dann fast {iberall gegen g. Wir diirfen annehmen,
dass die Folge 7. durch Glattung entstanden ist. Somit gilt
1ellzee < llgllze < 1.

Aufgrund des Satzes iiber dominerende Konvergenz folgt nun

0=§Zf-ne—>g/f~g=£f|~

Wir schlieRen also, dass fast iiberall f = 0 gilt und erhalten f =0 in L'(9). O
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Bewetis von Lemma 12.1.3. Es gilt

[upte =0 [up= 1! [ 5

Q Q Q

fiir alle Testfunktionen . Wir erhalten also

/(v—ﬁ)w=0

Q

und somit aufgrund des Lemma von Du Bois-Reymond auch v = ¢ in L] (). O

Lemma 12.1.5. Sei Q C R" offen. Seien u: Q — R, v: Q — R" stetig und gelte

[ 0o [

Q Q

fiir alle ¢ € C*(Q). Dann ist u € C1(Q) und es gilt Du = v.

Beweis. Sei p € C°(0) und sei 7. ein symmetrischer Friedrichscher Glattungskern
mit einem hinreichend kleinen € > 0.
Wir definieren

Pe(x) = /ne(x —y)e(y) dy.
Q

Entsprechend definieren wir u. und v. auf kompakten Teilmengen von §2, so dass
diese Integrale wohldefiniert sind. Ist € > 0 hinreichend klein, was wir nachfol-
gend annehmen, so gilt . € C°(2). Wir behaupten, dass v, = D(u.) gilt. Dazu
betrachten wir [ v.¢, benutzen die Voraussetzung und erhalten

/ v (@)p(z) do = / / o(y)n. (@ — y) dy o(x) da
= [v) [ twpneto— ) dedy
[ oweatwyay ™ - / u(y)Dype(y) dy
_ / )D / y — o) dz dy

- [utw) [ o@Dty oy

_ // Dyn(y — z) dy o(x) dz

[ [Pty - o) dyeota) da

= /Dm/u(y)ng(y—a:) dy p(z) dx

/D/ )0z — y) dy () da
_ / Dy (2)p(z) dz.

Nach dem Lemma von Du Bois-Reymond folgt somit die Behauptung. Nun gelten
ve = v und ue = u (u. — wu geniigt auch). Aufgrund der Resultate {iber die
Differentiation von Funktionenfolgen erhalten wir nun die Behauptung. (]
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Beispiel 12.1.6. Sei Q = (0,2) C R,
r, 0<x<1,

u(z) =
1, 1<z<2,
1, O0<z<1,
v(z) =
{0, 1<z <2,

Dann ist v die schwache Ableitung von u.

Beweis. Sei ¢ eine Testfunktion

2 1 2 1
/uso’ = /w”r/w’ = —/w+w|gg:1 — 2p|s=0 + ©(2) — (1)
0 0 1 0

z, 0<ax<,
2, 1<x<2.

Dann besitzt u keine Ableitung im schwachen Sinne.
1

Beweis. Nehme an, v € L . wire eine schwache Ableitung. Dann folgt fiir alle
Testfunktionen ¢

2 2 1 2
—/w=/w’=/w’+2/w’
0 0 0 1

1 1
_ / o+ 2plot — 2loso + 20(2) — 20(1) = — / o — (1),
0 0

Sei @, eine Folge von Testfunktionen mit 0 < ¢, <1, v, (1) =1, @ (x) — 0 fiir
x # 1. Dann gilt fir m — oo

2 1
- fU<Pm - f ©m — @m(l)
0 0
0 0—1=-1.
Daher kann es keine solche Funktion v geben. O

Definition 12.1.8.
(i) Seien k € N, 1 < p < 00, Q C R"™ offen. Wir definieren

WHhP(Q) := {u € L},.(?) : D*u € LP(Q) im schwachen Sinn fiir alle |a| < k} .

(ii) Die Riume H*(Q) := W*2(Q) und H°(Q2) = L?(Q) sind, wie wir spéter sehen
werden, Hilbertraume.

(iii) Fiir u, v € W*P(Q) schreiben wir u = v, falls u = v in L{ (), d.h., falls
u = v fast iiberall gilt.
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(iv) Wir definieren die folgende Norm

(v)

00, u g Wk,p(Q)’
1/p
ron 1= S [ |D%ul? , 1< p<oo,
lullwes @) (M J
> sup|D%ul, p = o0.
o<k ©

Hier benutzen wir das wesentliche Supremum. Mit dieser Norm wird der Raum
WkP(Q) zu einem Banachraum. Dies beweisen wir spéter.

u € WEP(Q), falls w € WhP () fiir alle @ € Q gilt.

loc

(vi) Wir schreiben u,, — u in WkP(Q), falls

(vii)

(viii)

1t — ullyrr)y — 0
und u,,, — u in WP (), falls

um — ullwrp@y =0
fiir alle Q" € Q.
Wir definieren

——Wkr(Q
wir@) = cE@t .

Wir bemerken, dass es somit zu jedem u € W§?(Q) Funktionen u,, € C°(Q)
mit u,, — u in W*P(Q) gibt. Unter geeigneten Voraussetzungen gilt fiir u €
Wéc’p(Q) auch D% = 0 auf 99 fiir alle |a] < k — 1. Diese Aussage ist nicht

trivial, da 02 eine Nullmenge ist.
HE(Q) = Wy ?(Q).

Beispiel 12.1.9. Sei Q = B;(0) C R™,

u(x) = ||~ fir x #0.

Fiir welche Werte von o > 0, n und p gilt u € WHP(Q)?
Fiir « # 0 gilt

— oL

ui(z) = |33|T+Z2’
o]

D = .

IDu(@) =

Sei ¢ € C () eine Testfunktion und € > 0. Es folgt

T;
Up; = — / u;p + / uap-(—m).

Wir erhalten

Q\B-(0) Q\B-:(0) 9B (0)
L4 —a n—1l—a«
/uw-(—m) Slels [ e s o0
B:(0) 8B (0)

fiir e \( 0, falls n — 1 — a > 0 gilt.
Es gelten die folgenden Integralabschétzungen

1
/ |Du| < c-/rf’kH”*ldr <e,

B1(0) 0
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falls —a— 1+ n > 0 und

1
u<c- /T*C‘Jrnfldr <eg,
B1(0) 0

falls —a+n > 0 ist. Die entsprechenden Integrale werden klein, wenn wir nur iiber
eine Umgebung des Ursprungs integrieren. Somit erhalten wir fiir € \, 0

Q Q
fiir alle Testfunktionen . u;(0) ist frei wéhlbar. Aufgrund der Eindeutigkeit der
Ableitung ist die schwache Ableitung aufserhalb des Ursprungs gleich der klassischen
Ableitung. Die obigen Rechnungen zeigen, dass u in ganz €2 schwach differenzierbar
ist.
Wann sind u und Du € LP? Es gilt
1

/ |u|p:c~/r’a”+"’1<oo<:)—ap+n>0

B (0) 0
und
1
|DulP = c- /r_c“p_“”_l <oo<= —ap—p+n>0.
B1(0) 0
Die letzte Bedingung ist am einschrénkendsten. Somit gilt

ueVVl’p(Q)<:>oz<u
p

und fiir p > n ist u(z) in keinem WP (Q)-Raum.

Bemerkung 12.1.10. Sei y;, eine dichte Folge in B;(0). Dann ist
(oo}
1 -
u@) = grle =yl € W (BL(0)),
k=1

n—

falls a < *ZE. (Um einfach nachzuweisen, dass nicht nur die endlichen Summen
in WHP(B1(0)) sind, benutzt man am besten die Vollstindigkeit von W1 (B1(0)),
die wir in Theorem 12.1.12 zeigen werden.) Es ist also moglich, dass eine Funktion
u € WP auf einer dichten Teilmenge unbeschriinkt wird (selbst wenn man u auf
einer Nullmenge abéindert).

Theorem 12.1.11 (Eigenschaften schwacher Ableitungen). Seien u, v € W*P(Q).
Dann gelten
(i) D% € Wk=1elP(Q) und DP (D*u) = D* (DPu) = D> Pu fiir |o| +|B| < k.
(i) A, p € R = \u+ pv € WFP(Q) und D*(Au + pv) = AD%u + pDv.
(iii) Ist Q' C Q offen, so folgt u € WFP(Q').
(iv) Ist ¢ € C(Q), so folgt Cu € WHFP(Q) und es gilt die Leibnizregel

Do(cu) = X (§)0%ep

Ba

()= 7=

ist und ! :=aq! ... - ap!l.

wobei

Beweis.
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(i) Sei ¢ € C°(9). Dann ist auch D%y € C°(£). Somit gilt

/DauDﬁ@:(—l)lal/uDaJrﬂ(p
Q Q

:(_1)|0¢|(_1)\a+[3\ D Puyp
/

=(-1)8l /Da”’wp.
Q

Somit gilt D? (D%u) = DAy im schwachen Sinne.
(ii) Ist klar.
(iii) Ist klar.
(iv) Seien |a| =1 und ¢ € C°(Q). Dann gilt

[eunro= [upico) - [upoc)e
Q

Q Q
= Q/DO‘UC%OQ/U(DQC)SD
= —/(CDau—i—uDag)@.
Q

Somit gilt nun
D*(Cu) = (D% + uD“C.
Der Rest folgt nun per Induktion wie fiir klassisch differenzierbare Funktionen.
O

Theorem 12.1.12. Sei Q C R™ offen. Dann ist W5P(Q) firk € Nund 1 < p < oo
ein Banachraum.

Bemerkung 12.1.13. Dies ist fiir ¥ = 0 bekannt. Dann gilt nimlich W%?(Q) =
Lr(Q).

Beweis von Theorem 12.1.12.

(i) Wir wollen zunéchst zeigen, dass || - |ly»r.»(q) eine Norm ist: Es ist nur die
Dreiecksungleichung im Falle p < 0o nachzuweisen. Seien also u, v € WP (Q).
Dann gilt

1/p

HU"‘UHW’%P(Q) = Z ||DaU+DaU||ip(Q)
la|<k

1/p

> (ID%ullze + D)l a) )
lal<k

IN

da die Dreiecksungleichung in L? gilt,

1/p 1/p
S DL IS SR T:C A
|| <k lo| <k
da (R',|| - |iw) ein Banachraum ist.

= |lullwer ) + vllwee@)-
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(ii) Zur Vollstindigkeit: Sei 1, eine Cauchyfolge in W*?(Q2). Dann ist auch D%u,,,
eine Cauchyfolge in LP () fiir alle || < k. Somit existiert fiir alle @ mit |a| < k
ein Grenzwert,

D%y, — ug,
U, — U.

Es fehlt nun noch der Nachweis, dass die Grenzwertbildung mit dem Ableiten
vertauscht, also dass u, = D%u gilt. Fiir alle ¢ € C2°(Q) gilt

[ D¥p == (—1)l*l [ Dy,
Q Q
JuD*p === (-1)"! [uqp.
Q Q

Die Konvergenz folgt hier, da ¢ in jedem L?-Raum ist. Somit ist D%u = u,,
und es gilt u,, — u € W*P(Q). O

12.2. Approximierbarkeit. In glatten beschriankten Gebieten lassen sich W*-»-
Funktionen durch glatte Funktionen in der W*P-Norm approximieren.

Theorem 12.2.1 (Lokale Approximierbarkeit durch glatte Funktionen).
Sei u € WFP(Q), Q C R™ offen und 1 < p < oo. Sei n eine Friedrichsche Glit-
tungsfunktion, n. die zugehdrige Diracfolge. Sei

Q= {x € Q: dist(z, 0Q) > e}.

Dann st
u =ne xu € C(£)
und es gilt
us = u in WiEP(Q)
fire — 0.

Beweis. Die Regularitidtsaussage ist bekannt. Sei also |«| < k. Wir behaupten, dass
D*u® = ne * D% in Q¢

gilt, dass also Glatten und schwaches Ableiten kommutieren. Fiir x € Q. gilt

D*uf(z) = D° / ne(& — y)u(y)dy = / D (& — y)uly)dy
Q Q

=(—1)l /Dﬁ‘ns(z —yu(y)dy = /ns(z —y)D%u(y)dy,
Q Q
da y — n.(z — y) fir festes = € . eine Testfunktion ist. Somit folgt

Duf(2) = (n. « D°u) (x).
Sei nun Q' € Q. Da die Mollifizierungen in LP konvergieren, erhalten wir
D%uf — D%u in LP(Q)).
Also konvergiert jeder Bestandteil der Norm und es gilt auch
u® — uin WHP(Q). O
Bemerkung 12.2.2. Dies funktioniert im Falle p = oo nicht, da sich L*°-Funk-

tionen i.a. aufgrund ihrer Sprungstellen nicht durch glatte Funktionen in L>° ap-
proximieren lassen.
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Theorem 12.2.3 (Globale Approximierbarkeit durch glatte Funktionen). Sei Q) C
R"™ offen und beschrinkt, u € W*P(Q) fir 1 < p < oco. Dann gibt es u,, € C(Q)N
WEP(Q), so dass u, — u in WEP(Q).

Beweisskizze.

(i) Zerlege mit Hilfe von Abschneidefunktionen u in Anteile auf ,,Zwiebelschalen®.
Betrachte also un; statt u, wobei (7;) eine Zerlegung der Eins ist, wobei die
Trager dieser Funktionen jeweils in einer festen Anzahl benachbarter Zwiebel-
schalen enthalten sind.

(ii) Approximiere dort bis auf einen Fehler % in der W*P-Norm, so dass der
Tréager der Approximation maximal in zwei zusétzliche benachbarte Schichten
reicht.

(ili) Die Summe der Approximationen ist lokal endlich und daher in C'*°. Auf
Q' € Q schitzt man den Fehler in der Approximation mit Hilfe der Dreiecks-
ungleichung gleichmifig in Q' nach oben durch § ab. Lasse nun ' 7 Q und
erhalte eine bis auf § > 0 approximierende Funktion.

(iv) Verwende nun § > 0 als Folgenindex. O

Bemerkung 12.2.4. Wir benotigen keine Randregularitat von € und bekommen
dafiir nur w,, € C*(£2) und nicht u,, € C> (Q).

Theorem 12.2.5 (Globale Approximierbarkeit in C> ().
Sei Q2 C R™ offen und beschrinkt, 9Q € Ct. Seien u € WEP(Q) und 1 < p < oo.
Dann gibt es u,, € C*> () NWHP(Q), so dass

Uy — u in WHP(Q).

Beweis.
(i) Sei zg € 9Q. Da 99 von der Klasse C! ist, existiert (nach Umbenennen der
Koordinatenachsen) eine Funktion  : R"~! — R von der Klasse C!, so dass

QN By(20) = {x € By(x0) : 2™ > (2, ..., 2" 1)}

gilt. Definiere V' := QN B, j5(x0).

(ii) Definiere fiir x € V und € > 0 den Punkt z° := x + Aee,. Da 092 von der
Klasse C! ist, existiert ein A = A\(|Dv|) > 1, so dass B.(z°) C QN B,(z0)
fiir x € V gilt, falls ¢ > 0 klein genug ist. Definiere uc(z) := u(x®) fir alle
mit 2° € Q, die um Ae in Richtung e, verschobene Funktion. Mollifiziere und
definiere v¢ := 1. % u.. Dies ist fiir A > 1 in der Menge V wohldefiniert. Wir

erhalten insbesondere v¢ € C'* (V)
(iii) Sei || < k. Wir erhalten

D0 = D%l o vy < [|D*0° = D¥uc|| o vy + [[D%ue — Dul|Lo(v).

Wie in Theorem 12.2.1 sehen wir, dass D*v® — D%u. — 0 in LP gilt. Weiterhin
gilt D%, — D%u — 0 in LP, da Translationen in L? stetig sind. Hieraus folgt
dann v¢ — u in WEP(V).

Wir wollen noch genauer begriinden, warum Translationen in L? fiir 1 <
p < oo stetige Abbildungen sind. Seien also § > 0 und u € LP vorgegeben. Wir
wollen nachweisen, dass u(-) —u(-—h) — 0 fiir |h| — 0 in L? gilt. Approximiere
dazu zunéchst die Funktion u bis auf §/3 in LP durch eine glatte Funktion. Das
Ergebnis, 4, hat einen beschrinkten Gradienten, wobei die Schranke von der
Approximation abhéngt. Dies funktioniert so nur auf beschrankten Gebieten.
Auf unbeschrinkten Gebieten sind aber die Beitridge zum LP-Integral aufser-
halb einer grofsen Kugel ohnehin klein und kénnen direkt abgeschétzt werden.
Da Translationen fiir Funktionen mit beschréinktem Gradienten in LP stetig
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sind, erhalten wir @(-) — a(- —h) — 0 fiir |h| — 0 in LP. Wir wéhlen nun |h| so
klein, dass auch diese Differenz durch §/3 beschrankt ist. Wir erhalten somit

[u() = ul- = P)le <llu() —a()llze + lJa() —al = h)l|e
+lla- = h) —u(- = )| z»
<§/3+4+3/3+6/3=74.

(iv) Sei nun § > 0. Da 2 beschrinkt ist, existieren endlich viele Punkte ¥ € 99
und Radien r; > 0, so dass V; = QN B,,»(2?) wie in (i) ist und 00 C

N _
U B, /2(2?) gilt. Wie oben gezeigt, gibt es also v; € C*° (V) mit [jv; —
i=1

N
ullwrr(y,) < 6. Wihle noch Vo € ©, so dass  C ‘H)Vi gilt. Nach Theorem

12.2.1 gibt es vy € C* (Vo) mit [[vo — ullyrrvy) < 0.
(v) Sei nun ¢; eine den Mengen V; = QN B, /s (29) und Vo = Vi untergeordnete

N _
glatte Zerlegung der Eins. Definiere v := Y ;. Es gilt v € C™ (Q). Sei
i=0
|a] < k. Wir erhalten die Abschétzung

N N
|D%0 = D*ull oy = || > D*(Givi) = D D*(Gu)
i=0 i=0 Lr(Q)

N
< Y DY (Gvi) — D (G| Loviy

=0

N
<e- Yo —ullwro
1=0

<c- (N +1)6,

wobei wir im vorletzten Schritt benutzt haben, dass die Ableitungen der Funk-
tionen (; gleichméfig beschrinkt sind. Die Behauptung folgt. O

12.3. Fortsetzbarkeitssitze.

In glatten beschrinkten Gebieten lassen sich W*P(Q)-Funktionen nach R™ als
WkP (R™)-Funktionen mit kompaktem Triiger fortsetzen, so dass deren Norm durch
die urspriingliche Norm abgeschétzt bleibt.

Theorem 12.3.1 (Fortsetzungssatz). Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 9Q € C1.
Sei V. C R"™ offen und beschrinkt, Q0 € V. Dann gibt es eine beschrinkte lineare
Abbildung

E:W'(Q) - W (R"), 1<p<oo,
so dass fiir u € WP (Q) folgendes gilt
o Fu = u fast dberall in Q,
e supp(Eu) CV,
o [Eullwirgn) < c(p, V) - [Jullwrrq)-
Die Funktion Eu heiffit Fortsetzung von u auf R™.

Beweis.
(i) Sei zp € 0. Nehme zunéchst an, dass lokal 9 C {z™ = 0} gilt. Dann gibt
es r > 0, so dass ohne Einschrankung

BT :=B,(x9) N {z" >0} C Q,
B™ :=B,(zo)N{z" <0} CR™"\ Q.
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(ii) Nehme zunéchst an, dass u € C* (ﬁ) gilt. Definiere eine Spiegelung von
hoéherer Ordnung durch

U(l‘) o U(I)a MRS BJF7
' —3u (xl, o —x") + 4u (:vl, oL —%x") , x € B.
(iii) Wir behaupten zunéchst, dass u € C1(B,(x¢)) ist. Definiere dazu u~ = u| -
und ut := 1| p+. Fiir die Normalenableitungen erhalten wir
ou~ u 1 n—1 n Ou 1 n—1 1,.n
axn:iiaxn(x,...,:c ,fx)fQ%(x,...,z ,fiz).

Somit gilt auf {z" = 0} N B,(xg) fiir die Normalenableitungen u,,» = u;..
Auf der Menge {z" = 0} N B,(z() stimmen die Funktionswerte von u* und
u~ und damit auch die Tangentialableitungen iiberein. Somit gilt nach dem
Hebbarkeitssatz aus Analysis IT u € C1(B,.(z0)).

(iv) Es gilt

[@llwrr(B, @) < ¢ llullwres),
da in der Definition der Spiegelung héherer Ordnung nie weiter als bisher von
{z™ = 0} entfernt ausgewertet wird. Da die Spiegelung eine Linearkombinati-
on von W1P-Funktionen ist und da das neue Argument die Norm hdchstens
um eine Konstante vergrofert, folgt die Behauptung.

(v) Ist der Rand nicht eben/flach, so biegt man den Rand zunéchst flach, setzt
dann fort und transformiert anschliefend zuriick.

(vi) Da sich der Rand nicht mit einer solchen Umgebung {iberdecken 148t, zerlegt
man die Funktion zunéchst mit einer geeigneten Zerlegung der Eins und baut
das Resultat anschliefsend wieder zusammen.

(vii) Durch Multiplikation mit einer Abschneidefunktion, die Null wird bevor man
Stellen erreicht, an denen u nicht mehr von der Klasse C* ist, stellt man sicher,
dass der Trager der fortgesetzten Funktion nicht zu grof wird.

(viii) Wir erhalten also die Abschétzung

@l wir@ny < c-llullwie@),

falls u € C*° (ﬁ) ist. Die Details zu den letzten Schritten sind eine Ubung.

(ix) Seien nun 1 < p < oo und u € WHP(Q). Wir approximieren u durch Funk-
tionen u,, € C* (@) in WP(Q). Nach Ubergang zu einer Teilfolge diirfen wir
Uy, — u fast {iberall in © annehmen. Damit folgt spéiter Fu = u in Q. Die
Abbildung v — Fv := T ist ein linearer Operator. Die Stetigkeit folgt dabei
aus der obigen Abschétzung fiir glatte Funktionen. Diese Abschétzung liefert
aber auch

||Eum — EulHWl,p(Rn) <c- ||um — ulel,p(Q).

Daher ist Eu,, eine Cauchyfolge in W'? (R™). Wir definieren nun u = Eu als
den Grenzwert dieser Folge. Fu ist von der Wahl der approximierenden Folge
unabhéngig und die gesuchte Fortsetzung. Die Normabschétzung fiir Fu folgt
durch Grenziibergang.

(x) Der Fall p = co ist ebenfalls eine Ubung. O

Bemerkung 12.3.2. Fiir 9Q € C? funktioniert die obige Konstruktion auch noch
fiir W2P(Q)-Funktionen. Dabei bleibt eine C2-Funktion jedoch nicht in dieser Klas-
se.

Mit Hilfe von Spiegelungen héherer Ordnung kann man analog aber auch Fort-
setzungsoperatoren fiir die Raume W*? konstruieren. Dies bleibt als Ubung.
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12.4. Spuren von Sobolevfunktionen. Wir wollen Randwerte von W!P-Funk-
tionen definieren. Diese Funktionen sind i. a. nicht stetig und 90X ist eine Nullmenge.

Sei Q beschrinkt. Ist v € W1P(Q) mit 92 € C', 1 < p < oo, so besitzt u
Randwerte als LP-Funktion.

Theorem 12.4.1. Sei Q C R" offen und beschrinkt, 9Q € C' und 1 < p < oo.
Dann gibt es einen beschrinkten linearen Operator

T:W'P(Q) — LP(09),
so dass Tu = ulaq, falls u € WHP(Q) N C () ist und
1Tul| e 00) < c(p, Q) - Jullwr o)
fiir uw € WHP(Q) gilt.
Beweis.

(i) Nehme zunéchst an, dass u € C' (Q) ist, dass 9Q in der Nihe eines Rand-
punktes o € 0N flach ist, lokal also 9Q C {z™ = 0} gilt. Wahle nun » > 0
so, dass By.(zo) N Q = By(xo) N {z" > 0} gilt. Definiere B := B, j3(z0) und
B = B,(z0). Setze weiterhin I := dQ N {z"” =0} N B und (!, ..., 2" 1) =
# € R*! = {a™ = 0}, wobei das letzte Gleichheitszeichen die Identifikation
der beiden Mengen andeutet.

Sei ¢ € C°(B), ¢ > 0und ¢ =1 in B. Setze BT := BN Q. Wir erhalten
die Abschitzung

/|u\pd§c§ / ¢ ulPdi
T {z"=0}

= —/(C|u\p)xn dx  (Hauptsatz)

B+

[ 1Dl ul? + a2 1Dl
B+

IN

(fiir p = 1 erhélt man dieselbe obere Abschitzung mit +¢u punktweise und
integriert dann in &)

<c- / |u|P + | Dul? (Young, pp;l + % = 1) .
B+

(ii) Fiir ein allgemeines C'*-Gebiet (2, eine kleine Umgebung I' von xg € 952 in 99
erhilt man durch Aufbiegen ebenfalls

/ uf? < e / [uf? + | Dul?.
I Q

(iii) Uberdecke nun 992 mit solchen Randstiicken T', zerlege mit Hilfe einer Zerle-
gung der Eins und erhalte

[ulle o) < ¢ [ullwie),
falls u € C* (ﬁ) ist. Definiere Tu = u|agq fiir u € C* (ﬁ) Es folgt
|TullLr00) < ¢ lullwie @),

falls u € C* (ﬁ) ist. Wir bemerken, dass T ein linearer Operator ist.
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(iv) Sei nun u € WP(Q) beliebig. Sei u,, € C* (Q) eine approximierende Folge,
also u,, — u in WHP(Q). Wir erhalten

1TUm — Tl Lro0) < ¢ |[tm — wllwie@)-
Daher ist Tu,, eine Cauchyfolge in LP(9€2). Wir definieren also
Tu:= lim Tu,, in LP(00Q).

m—0o0

Diese Definition ist unabhingig von der approximierenden Folge wu,,. Die
Normabschétzung fiir T'u folgt durch Grenziibergang.

(v) Sei schlieflich v € Wh?(Q) N C° (Q). Die in Theorem 12.2.5 konstruierte
Folge ist so definiert, dass sie in diesem Falle auf ganz Q gleichmiRig gegen
u konvergiert. Daher folgt hier Tu = u|sn. Da der Grenzwert aber von der
approximierenden Folge unabhéngig ist, gilt dies auch, wenn man andere ap-
proximierende Folgen verwendet. O

Theorem 12.4.2. Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 0Q € C* und 1 < p < co. Sei
u € WHP(Q). Dann gilt

ueWyP(Q) <= Tu=0 auf 0.

Beweis.

»== Sei zunichst u € W,P(Q). Dann gibt es nach Definition der W, (Q)-
Funktionen eine Folge von Funktionen u,, € C°(2), so dass u,, — u in WHP(Q).
Fiir alle Folgenglieder gilt T'u,, = 0 auf 9Q. Da T : WLP(Q) — LP(99Q) ein stetiger
linearer Operator ist, folgt auch Tu = 0 auf 09.

»<=" Sei nun u € W1P(Q) und gelte Tu = 0 auf 9Q. Wir benutzen eine Zerle-
gung der Eins und biegen den Rand 0f2 lokal auf. Daher diirfen wir annehmen, dass
uwe W (R7) = WhP({z" > 0}), suppu € R und Tu = 0 auf R} = R"~! gel-
ten. Wir wollen nachweisen, dass sich u in WP (R’_f_) durch C2° (Ri)—Funktionen
approximieren lifit. Es gilt Tu = 0 auf R"~!. Daher gibt es u,, € C* (M), so dass

Um —u in WP (RY),
go-1 —0 in LP (R"1).

Sei nun # € R*! und 2™ > 0. Mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung erhalten wir

TUuy, = U,

n

xT
[t (£, 2™)| < |um(E,0)] + / [t om (Z,1)|dE.
0

Wir betrachten die p-te Potenz dieser Ungleichung und schétzen mit Hilfe der Hol-
derschen Ungleichung mit den Exponenten p und 1% ab

[ luneamipds e [ fun(@.0)pdi

Rnr—1 Rn—1

™ p

+c(p)-/ /1~|Dum(i;,t)|dt di

Re-1 \0
<c(p)- / i (&, 0) P
Rn—1

"

Fe(p) - (amyPt - / / | Dugn (&, £)[Pdi .

0 Rn—1
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Fiir m — oo gilt u,;, — 0 in LP (8Ri) und u,, — w in WP (Ri) Wegen u,,, — u
in WhP({a™ > t}) ergibt sich u,, — u in LP({z" = t}). Daher folgt

/ (@, )P i < e(p)tP—! /t / \Du(s, 7)[Pds dr.

Rn—1 0 Rn—1
Wir integrieren dies beziiglich ¢ und erhalten

n n
x

(12.1) 7/|u(:%,t)|pdﬁdt<c(p)/tp_l/t / | Du (i, 7)|Pdz dr dt.

0 Rrn—1 0 0 Re—1

Definiere nun die approximierenden Funktionen mit Randwerten Null. Sei { €
C*(R4) mit 0 < ¢ <1und

¢=1 inl0,1],
(=0 inRy\[0,2].

Definiere fir z € R% Funktionen

(@) = ((ma™)

und

W () = u(z)(1 = §n(x)).
Es folgt

Wm,zn = uz"<1 - Cm) - mUC/
und

D@wm :Dg@u(l - C’m)

Zeige nun, dass wy,, — u in WP (Ri) konvergiert. Es gilt w,,, — u in LP aufgrund
der Stetigkeit des Integrals beziiglich des Integrationsgebietes. Wir schétzen wie
folgt ab

/|Dwm — Dul? < c(p /|Cm|p|Du|p +c(p, ¢ / / lulP = A+ B.

Wir benutzen nochmals die Stetigkeit beziiglich des Integrationsgebietes (oder den
Satz von der dominierenden Konvergenz mit entsprechend “abgeschnittenen” Funk-
tionen) und erhalten A — 0 fiir m — co. Das zweite Integral schitzen wir mit Hilfe
von (12.1) ab

2/m ¢
B <c-mP / tp_l/ / |Du(&, 7)[Pdidrdt
0 0 Rn-1
2/m 2/m
<c-mP / P Lde | - / / | Du(z, t)|Pdzdt
0 Rr—1
2/m

<c- / / |Du(z,t)|Pdzdt

Rn—1

(=}
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fiir m — oo. Wir erhalten also w,, — u in WhP (RQL_) Andererseits gilt w,, = 0
fiir 0 < 2™ < 1/m. Daher erhilt man durch Mollifizierung der w,, eine Folge u,, €
C2° (R%) mit tp, — win WP (R% ) und es gilt (wie behauptet) u € Wyt (Ry). O

13. SOBOLEVUNGLEICHUNGEN UND EINBETTUNGSSATZE

Sobolevrdume betten in andere Funktionenrdume ein. Diese Einbettungen
(WHP(Q) —7)

unterscheiden sich, je nachdem, ob

e 1 <p<mn,
e p=n oder
e n<p<oo

gilt. Es geniigt, die entsprechenden Abschétzungen fiir glatte Funktionen zu bewei-
sen, da diese dicht in den entsprechenden Sobolevfunktionen liegen.

13.1. Gagliardo-Nirenberg-Sobolev-Ungleichung.

Definition 13.1.1. Sei 1 < p < n. Der zu p konjugierte Sobolevexponent ist

p*:%,%:%—%.Esgiltp*>p.

Theorem 13.1.2 (Gagliardo-Nirenberg-Sobolev-Ungleichung).
Sei 1 < p < n. Dann gibt es eine Konstante c, die nur von p und n abhdngt, so
dass

[ull Lo+ (mny < € | Dull Lo gn)
fiir alle w € CL (R™) gilt.
Bemerkung 13.1.3. Aufgrund des Skalierungsverhaltens der Ungleichung bei ei-

ner Funktionenfamilie der Form uy(x) = u(\z) sieht man (Ubung), dass solch eine
Ungleichung nur fiir den hier angegebenen Wert von p* richtig sein kann.

Beweis von Theorem 13.1.2. Sei zunichst p = 1. Da u kompakten Trager hat,
folgt fiir festes ¢ € {1, ..., n} und x € R"

xi

u(z) = / wp (zh, 2Tyt 2T L e dy

—00

Wir schliefen hieraus zunéchst, dass

oo
lu(z)| < / ’Du (ml,... ,yi,...,x")’dyi
—0o0
gilt und erhalten somit auch
1
[oe] n—1
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Diese Ungleichung integrieren wir nun beziiglich der Variablen !

1

[e%¢] oo [e%e] n—1
/ |u| 7T dat < / H / | Du| dy’ da?
—oco Zoo =L C
1 1
oo n—1 oo n oo n—1
= / | Dul dy* . / H / | Dul dy’ da?
—o0 “oo =2 \ S0
da im ersten Faktor nun keine xl-Abhéngigkeit mehr vorliegt
[e'e] ﬁ n oo o0 n—1
< / | Du| dy* : H / / | Du| dz* dy’
—0oo =2 " oo

aufgrund der verallgemeinerten Holderschen Ungleichung, angewandt auf den zwei-
ten Faktor fiir die Variable z!.

Wir fahren nun analog zu dieser Rechnung fort. Zunéchst integrieren wir be-
ziiglich 22, ziehen wieder einen Faktor, in dem kein 22 vorkommt, nach vorne und
verwenden dann fiir den Rest wiederum die verallgemeinerte Holdersche Unglei-
chung

1

(oo} (oo} (oo} (oo} n—1
//\u|#d9:1dx2§ //|Du|dm1dy2
o IR 1
oo o0 n—1 n o0 o0 ‘ n—1
/ /|Du|dy1 : H / /|Du|dx1dyl da?
—o0o0 \—o0 =3 oo —o0
[elNe ] n—1 00 00 nil
< //|Du\dx1dy2 . //|Du|dy1dgc2
o o
oo oo oo n—1

H ///|Du|dx1d:r2dyi
i=3

—00 —00 —00

Per Induktion erhélt man hieraus durch weitere Integrationen die Ungleichung

[
Rn

1
n—1

IN

n

11 /.../|Du|dg;1...dyi...dx"

=1 \ o _
mn
n—1

_ /|Du\

R™

Dies ist gerade die behauptete Ungleichung im Falle p =1

||U||Lﬁ(w) < ||Du||L1(R")~

Sei nun 1 < p < n beliebig. Fiir v > 1 ist (wie man leicht direkt nachrechnet)
mit u auch |u|” € C! (R™). Aus der obigen Ungleichung im Falle p = 1 erhalten wir
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mit Hilfe der Holderschen Ungleichung (% + ijl = 1)

n
It

—1
/ | < / Dl
RTL R‘H,

= [l Du

Rn

p—1
5 1/p

<o | frares ) fipar

R R

Wir wéhlen nun v so, dass die Exponenten in den Integralen mit |u| ibereinstimmen,

also so dass
n p
(v—1)

n—1 p—1
gilt. Dies ist der Fall fiir
-1
v = ZM > 1.
n—p
Mit dieser Wahl von ~ gilt dann auch
m pn p *
= = — ]_ _—
n—1 n-p 9 )p 1P
und
n—1 p—1 mnp—p—np+n n—-p 1
n p pn pn - pr
Wir erhalten somit die behauptete Ungleichung
1/p* 1/p
« -1
/|u|p < M /|Du|p
n—p
Rn Rn

O

Theorem 13.1.4. Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 02 € C'. Sei 1 < p < n,
u € WHP(Q). Dann gilt u € LP" (Q) und

[ull o= () < ¢+ lullwrr(a)
mit ¢ = ¢(p,n, ).
Beweis. Sei u eine W1 P-Fortsetzung von v mit kompaktem Triger in R",
[@llwrr@ey < ¢ [Jullwreg)-
Da @ kompakten Tréger hat, gibt es Funktionen u,, € C° (R™), so dass
Uy, — T in WP (R™) konvergiert.
Nach Theorem 13.1.2 folgt somit
um — will o= ny < ¢ [[Dtm — Dui| Lo (gn)-

Da 1, eine Cauchyfolge in W2 ist, ist auch u,, eine Cauchyfolge in L™ und es gilt
Um — v € LP fiir ein v € L?". Da aber beide Konvergenzen auch L{ -Konvergenz
implizieren, stimmen die Grenzwerte liberein und es gilt somit w,, — @ auch in
LP". Wir wenden nun nochmals Theorem 13.1.2 an und erhalten

[wmll Lo @ny < € [[umllwrogn).
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Gehen wir hierbei zum Grenzwert iiber, so erhalten wir die mittlere Ungleichung
in der folgenden Ungleichungskette. Die erste Ungleichung folgt aufgrund der In-
klusion der beteiligten Gebiete und die letzte Ungleichung ist eine Konsequenz der
Fortsetzungseigenschaft von . Insgesamt ergibt sich also

ull o () < Il Lox gy < ¢ [[@llwrr@ny < e llullwie@),
was gerade die Behauptung des Theorems ergibt. O

Einen solchen Einbettungssatz bekommen wir auch, wenn das Gebiet nicht von
der Klasse C! ist, die Sobolevfunktion dafiir aber Randwerte Null hat.

Theorem 13.1.5 (Poincaréungleichung). Sei Q C R™ offen mit || < oo. Seien
1<p<nundueW,?(Q). Dann gilt
lullLao) < e+ [[DullLr (o)
fiir beliebiges q € [1,p*], wobei ¢ = ¢(p, q,n, Q).
Beweis. Da u € W *(Q) ist, gibt es Funktionen u,, € C>°(), die in W'?(Q)

gegen u konvergieren. Setze diese durch Null nach R™ fort. Benutze Theorem 13.1.2
und lasse m — oco. Es folgt

[ull o) < - |1Dullr(e)-
Da || beschrinkt ist, bekommen wir aufgrund der Holderschen Ungleichung eine
Schachtelung der LP-Rdume und wir erhalten
lull Lag) < e+ llull Lo+ (@)
fir 1 < ¢ < p*. O
Korollar 13.1.6. Sei Q C R™ offen mit |} < oo und sei 1 < p < n. Dann sind
auf Wy ()
[Dullpr)  und |ullwie@)
dquivalente Normen.
13.2. Morreyungleichung.
Theorem 13.2.1 (Morrey). Sein < p < co. Dann gibt es ¢ = ¢(p,n), so dass

ullcormny < ¢ ||ullwir@n

n

fiir alle w € C* (R™), ggf- mit unendlicher rechter Seite, gilt, wobei v =1 — o ist.

Beweis.
(i) Fixiere eine Kugel B,(xz) C R"™. Wir behaupten zunéchst, dass es eine Kon-
stante ¢ = ¢(n) gibt, so dass

F o) - u@ldy e [ 1Duwl_ g,

ly — [t
B, (z) B, (z)
Dies sieht man wie folgt ein: Fixiere w € 0B;(0). Dann gilt fir 0 < s <r
[ d
lu(z + sw) — u(x)| = au(x +tw)dt

0
s

= /(Du(gc + tw), w) dt

0
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< / \Du(z + tw)| dt.
Integriere dies beziiglich w iiber die Sphére und erhalte

/ lu(z 4+ sw) — u(x)| dw < /5 / | Du(z + tw)| dw dt.

9B (0) 0 9B1(0)

Setze nun y := x + tw. Dann gilt ¢t = |2 — y| und es folgt

D
/ lu(z + sw) — u(x |dw</t"1 / || ulnldwdt
T —
0B1(0) 9B1(0)
_ [l R,
|z —y["~ |z —y["
Bs(x) B, (z)

da 0 < s < r ist. Wir multiplizieren diese Ungleichung nun mit s"~!, integrie-
ren iiber s von 0 bis r und erhalten wie behauptet die Ungleichung

r [Du(y)|
[ b @iy < [ o2
By (z) By(x)
(ii) Fixiere nun x € R™. Mit Hilfe der soeben gewonnenen Abschétzung erhalten
wir
u@l = f lu)]dy

Bl(I)

< F o) - uldy+ f Jutw)ldy

By (x) Bi(x)
[Du(y)|
<c- / Wdy—i-c [ull Lo (B, ()
Bl(l’)
1/p e
» 1
3 |z —y["
n Bl(l’)
+ - JlullLe@n)
<c- lullwrr@gny,

wobei wir fiir die letzte Ungleichung die folgende Integralabschétzung verwen-

det haben
1 1
/ |_<n—1>fldyzc'/7m b
z —y| /

Bl(x)
1

< 00,
0

_ —1)-P_
— .o (n 1),,,1

dan>(n-— 1) P+ genau dann gilt, wenn p > n ist. Somit folgt

sup [u| < ¢+ [lullwirgn).
]Rn
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(iii) Seien nun z # y € R™ beliebig und r := |z — y|. Wir definieren W := B,.(z) N
B, (y). Dann gilt

fu(z) - u(y)| = ][ () — u(y)|dz
w

< f|u<z> ~u(z)ldz + f fuy) — u(z)|dz.
w w

Wir benutzen nun wiederum den ersten Teil des Beweises und erhalten

D
][|u(x) —u(z)|dz <c- ][ |u(z) —u(z)|dz < c- / z_l;(;)lldz
w B,(z) B, ()
1/p =t
1
<c / | Dul? . / ————dz
| — z|(”7l)ﬁ
Br(z) Br(z)

p=1
e () T D oy
-

Cc

IN

Y | Dyl e ey

Analog folgt

][ lu(y) — u(z)|dz < c-r' "% - || Dul| Lo gn).-
w

Somit erhalten wir insgesamt
lu(z) —u(y)] <c-r'" % - | Dul| Lo
=c-|z—y|'""7 - [|Dufl o rn).
Fiir den noch nicht abgeschétzten Anteil der Holdernorm folgt also

u(z) = u(y)|

<c-||DullLr(rn)
und es ergibt sich die Behauptung des Theorems. O

Bemerkung 13.2.2. x Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
folgt fiir u € C* (R™) auch noch

||u||co‘1(Rn) S C:- Hu”wl,oo(Rn).
Durch leichte Modifikation des Beweises bekommt man

1/p
July) —u(@)| <e-r'o / | Dul?
BQ,-(Z)

fir u € C'(Bar(z)), y € Br(x) und n < p < co. Wihlen wir nun jeweils einen

stetigen Représentanten der hier auftretenden Funktionen so folgt die letzte Un-
gleichung durch Approximation auch noch fiir u € WP (By,(x)).

Beweis. Ubungsaufgabe. U

Bemerkung 13.2.3. Durch Approximation beweist man, dass die Morreysche
Ungleichung auch noch fiir u € WP (R") gilt. Dabei ist zu beachten, dass die
Morreysche Ungleichung gleichméfige Holderschranken fiir die Funktionen der ap-
proximierenden Folge liefert. Daher kénnen wir auch fiir den Grenzwert u einen
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Holderstetigen Représentanten wihlen. In Zukunft werden wir stets diesen Repra-
sentanten betrachten.

Theorem 13.2.4. Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 09 € C*. Sein <p < oo,
u € WHP(Q). Dann besitzt u einen stetigen Reprisentanten, u* € C%7 (Q), v =
1— %, und es gilt
Hu*”(jow(ﬁ) < c ullwrr(e)

mit ¢ = ¢(p,n, ).

Beweis. Der Beweis benutzt den Morreyschen Einbettungssatz genauso, wie im Be-
weis von Theorem 13.1.4 der Sobolevsche Einbettungssatz, Theorem 13.1.2, eingeht.
Details: Ubungsaufgabe. O

Fiir Funktionen, die schwache Ableitungen héherer Ordnung besitzen, erhélt
man den folgenden Einbettungssatz. Zum Beweis wendet man einfach solange den
Sobolevschen oder Morreyschen Einbettungssatz an, bis dies nicht mehr mdglich
ist.

Theorem 13.2.5. x Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 9Q € C. Seiu € WkP(Q).
(1) Falls k < 3 gilt, dann ist u € L9(Q2) mat
1 k

1
qg p n
und es gilt die Abschdtzung

[ullzo) < ¢+ llullwss,
wobei ¢ = c(k, p,n, Q) ist.
(2) Falls k > 7 gilt, so ist
we kLl @)
wobei |-] die Gauflklammer oder Abrundefunktion ist und
. 2] +1-2, z¢N,
< 1 (beliebig), eN.

B[S B

Es gilt

||UHC)C7|\%J71,’Y(5) < C(k,p,n,’y,Q) : ||uHWk’P(Q)
Bewets.
(i) Sei k < 3. Nach Definition gilt D*u € LP(Q) fiir |o| < k. Aufgrund der
Gagliardo-Nirenberg-Sobolev Ungleichung erhalten wir

HDﬁuHLP*(Q) < e lullwre (o) fiir [B] <k —1.
Somit ist ) )
- 1
we WHF P (Q) mit — == — =
p p n
und

HU”W’C—LP*(Q) <c- HU”Wk,p(Q).
Analog folgt

3w

S|
"=

o1 1
lellws—s.oe @) < ¢ ullwnsom @) mit - = -5

Die Behauptung folgt nun per Induktion.
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(ii) Sei k> 2 und 2 ¢ N. Wie im ersten Teil erhalten wir

lullwr-rr@) < ¢ llullwrn @)

fir £ =1 %, falls Ip < n ist. Wahle [ maximal, so dass dies erfiillt ist, d. h.

1
r P
1< cign, zz{”J.

p p

Man tiberpriift direkt, dass

r= Ll >n
n —pl

ist. Nun kénnen wir die Morreysche Ungleichung anwenden und erhalten
Du e CO1F (Q)
fir |a| < k —1— 1. Es gilt nach Definition von r

1”—1"+z—1”+{”J.
r ) p o Lp

Unter Beriicksichtigung von Lemma 12.1.5 ist daher
we ck-Ll-ulElv-3 (@)
mit den entsprechenden Normabschéatzungen.
(il) Sei k> 3 und 3 € N. Setze | = {%J —1 =7 —1. Wie oben erhalten wir

u e WELT(Q) mit r = W _p
n —pl

Nach der Ungleichung von Gagliardo-Nirenberg-Sobolev erhalten wir somit

D>y € L9(Q) fiir alle g mit n < ¢ < ocound o] < k—-1—-1=Fk— %J

Nun koénnen wir den Morreyschen Einbettungssatz anwenden und erhalten

Doy e C™' 4 () mit n < ¢ < oo und |a| < k- {%J —1. Wir erhalten somit,
nochmals mit Lemma 12.1.5, wie gewiinscht

n

we ch-Li]-1n (Q) firalle 0 <y <1
samt entsprechender Normabschétzungen. O

13.3. Kompaktheitssitze. Fir 1 < p < n, p* = % sind die Einbettungen

WLP(Q) < LP™(Q) stetig. WHP(Q) < LI(Q) ist fiir 1 < ¢ < p* sogar eine kom-
pakte Einbettung.

Definition 13.3.1. Seinen X, Y Banachrdume, X C Y. X ist kompakt enthalten
inY,
X ey,
falls
() [lzlly <c-llzllx Vze X,
(ii) jede beschrinkte Folge in X ist in Y prakompakt.

Theorem 13.3.2 (Rellich-Kondrachov). Sei Q@ C R™ offen und beschrinkt, Q2 €
C', 1< p<n. Dann gilt

Whr(Q) € LY(Q)
fiir alle 1 < g < p*.

Beweis.
(i) Die Sobolevschen Einbettungssitze und die Beschrianktheit von Q liefern die
Stetigkeit der Einbettung.
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Sei also u,, in WHP(Q) eine beschrinkte Folge. Es geniigt, eine in L%()
konvergente Teilfolge zu finden.

Da sich die Funktionen u,, zu W1? (R")-Funktionen mit kompaktem Triger
in einer groken Kugel By fortsetzen lassen, geniigt es, solche Funktionen mit

SUup [|[Umllwi.p(Br) < 00
m

zu betrachten.

Wir glétten und definieren s, := n.*u,, fiir 1 > € > 0, wobei wir annehmen
diirfen, dass supp u$, € Br41 gilt.
Wir behaupten zunéchst, dass us, — up, fir ¢ — 0 in L? konvergiert und
zwar sogar gleichméfig in m.

Zum Beweis dieser Behauptung betrachten wir zunéchst glatte Funktionen
U, und erhalten

o) = @) = [ (E2E ) s~ o)

Be(z)

= [ 1) (o~ )~ () dy

B1(0)
1
d
= N(y) aum(az —ety) dtdy
0

(Dum (z — ety), y) dt dy.

Il

|

™

3

A

\_/
o— _

Hieraus folgt

/|ufn(x)7um |dx<€/ )/1 / | D (2 — ety)| dz dt dy

BRrt1 0 Bry1

<e / | D, (2)] dz.
Br+2(0)

Da das Maf dieser Kugel endlich ist, folgt

[Ju, — UmHLl(BRH) <e - [[DumllL1(Bgy)
<e-c [|Dumll o (Bayoa)-
Mittels Approximation sehen wir, dass diese Ungleichung auch noch fiir W*'--
Funktionen mit Tréger in Br(0) gilt.

Da || Dty 1r(By) gleichmékig beschrinkt ist, ist die folgende Konvergenz
fiir e — 0 gleichméfig in m

us, — Uy, in Lt (Br+1)-

Dies zeigt die Behauptung im Falle ¢ = 1. Im allgemeinen Fall ist 1 < ¢ < p*.
Daher gibt es ¥ mit 0 < ¥ < 1, so dass

1 9 1-9
+

gilt. Somit gilt auch
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und wir erhalten die folgende Interpolationsungleichung fiir LP-R&ume

o)
(/fl) . </|f|p*)p*

9 —v
= I£I%: - 117

In unserem Falle folgt also

£l za

IN

[ 1-9
[[umm — Um”Lq(BRH) < flug — umHLl(BRH) l[ur, — UmHLp*(BRH) .

Der zweite Faktor auf der rechten Seite hier ist aufgrund der Gagliardo-
Nirenberg-Sobolev Ungleichung gleichmifig beschrankt. Benutze dabei ins-
besondere, dass ||u5, ||+ < [[wm|| - ist, siehe [20, Thm 1.6.1]. Im ersten Teil
dieses Teilbeweises haben wir gesehen, dass der erste Faktor gegen Null geht.
Somit erhalten wir auch ué, — w,, in LY(Bgi1), gleichméfig in m, und die
Behauptung folgt.

(v) Als néchstes behaupten wir, dass die Folge u¢, fiir festes ¢ > 0 gleichmifig
beschrankt und gleichgradig stetig ist.

Waihle dazu x € R™. Beachte fiir die nachfolgenden Rechnungen, dass bei

Glittungen, um das L'-Integral konstant zu halten, 7.(x) = E%n (f) ist. Wir
erhalten also

i, ()] < / e (@ — )l )]y
B.(x)

C
S el @y - llumllzr(Bryo0) < o <00

und

D, (2)] < / D11e( — )] - i ()]l
B.(z)

C
< Dell oo gy - lwmllr(Brya @) < S < oo

Dies zeigt die Behauptung.
(vi) Seinun 0 > 0. Wir behaupten, dass es eine Teilfolge u,,, der u,, gibt, so dass

lim sup [[tm; — Um, [|La(Bryy) <0
J,k—00

gilt. Sei also € > 0 so klein gewéhlt, dass

_ 5
(13.1) [um = tmllLa(Bri < 3

gilt. Fixiere nun € > 0 entsprechend. Aufgrund der oben bewiesenen gleichmé-
Rigen Konvergenz, konnen wir dies unabhéngig von m erreichen. Nach Arzela-
Ascoli gibt es fiir festes € > 0 eine in Bry1 gleichméfig konvergente Teilfolge
Uz, der ug,. Insbesondere gilt fiir diese Teilfolge also

h,riljup Hufnj - uiﬂk HLq(BR‘H) =0.
s o0

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung und (13.1) folgt also die Behauptung.
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(vii) Das Theorem folgt nun, wenn wir in der letzten Behauptung 6 \, 0 lassen und
die Teilfolgen iterativ aus vorhergehenden (fiir eine Folge von §; — 0) wih-
len. Eine Diagonalfolge aus dieser Folge von Teilfolgen ist dann die gesuchte
Cauchyfolge in L9. O

Bemerkung 13.3.3.
(i) Es gilt stets p* > p und p* — oo fiir p  n. Daher gilt

wWhP(Q) e LP(Q) V1<p<oo

fir Q wie oben. Im Falle n < p < oo benutzt man dazu die Morreysche
Ungleichung und ebenfalls den Satz von Arzela-Ascoli.
(ii) Falls Q nur offen und beschrinkt ist, gilt auch noch

WP (Q) € LP(Q).
Beweis. Ubung. O

Theorem 13.3.4 (Poincaré). Sei die Menge 2 C R™ zusammenhdingend, offen und
beschrinkt, 92 € Ct. Sei 1 < p < co. Dann gibt es ¢ = c(n,p,Q), so dass

[u = (wallLr) < ¢ [[DullLr )

fiir alle uw € WHP(Q) gilt, wobei
1
(u)o == /u.
1]
Q

Beweis. Falls dies nicht der Fall ist, finden wir ux € WP(Q), k € N, mit
g — (ur)ellr) > k - | Duk| Lo o)-
Hierzu definieren wir (Wohldefiniertheit folgt nach Annahme)
u — (up)o
lur — (ur)ellLe (@)

VE =

Nach Definition gelten (vi)o = 0 und |Jvk||zr(q) = 1. Wir erhalten nach Definition

der uy,
| Dug || e () 1

luw = (ur)allLr ) k'
Insbesondere sind die vy, also in W1P(Q) gleichméRig beschrinkt. Daher konvergiert
nach Rellich-Kondrachov eine (nicht umbenannte) Teilfolge,

v — v in LP(Q).

Auch im Limes bleiben die Eigenschaften (v)q = 0 und ||v|[z») = 1 erhalten. Sei
nun ¢ € CX(Q) eine Testfunktion. Dann gilt

/U-Digo: lim /vk-Digp:— lim /Divkgpzo,

k—o0 k—o0
Q Q Q
da Dvj — 0 in LP konvergiert. Damit ist v € W1P(Q2) mit Dv = 0 fast iiberall in
Q. Also ist (Ubung) die Funktion v konstant. Wegen (v)q = 0 folgt daher v = 0 im
Widerspruch zu ||v||zr = 1. O

| Dkl Lo ()

Theorem 13.3.5 (Poincaré fiir eine Kugel). Sei 1 < p < co. Dann gibt es ¢ =
c(n,p) mit

lu = (W) B, @) llLr (B, (2)) < ¢ 7+ [[DullLr(B, (=)
fiir alle Kugeln B,.(x) C R™ und fiir alle u € WYP(B,(x)).

Beweis. Ubung. Betrachte zunichst eine feste Kugel und skaliere dann, um die
genaue Abhédngigkeit vom Radius r zu erhalten. O
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Bemerkung 13.3.6. x Sei uw € W1 (R") N L' (R"), B,(z) C R™ und r > 0. Nach
Theorem 13.3.5 mit p = 1 folgt nun

][ !u—(u)BT(I)fgc-r- ][ | Dl

B, (x) B, (x)
1/n
<c-r- ][ | Du|™ (Holder-)
Br(x)
1/n 1/n
<c- / | Du|™ <ec- /|Du|”
B, (z) R

Definiere die BMO-Halbnorm (“bounded mean oscillation”) als

[ulBMO®n) = Sup f ’U - (“)Br(x)’
B, (x)CR" B.(2)

Die obige Rechnung zeigt somit, dass

[ulpmomn) < ¢ || Dul|pngn)
gilt.
13.4. Differenzenquotienten x.

Definition 13.4.1. Sei Q@ C R™ offen, z € ' € 2,1 < i < n und h # 0. Sei
0 < |h| < dist(€Y,09) und u : Q@ — R. Definiere den i-ten Differenzenquotienten
der Gofe h durch
Dhu(z) = u(z + he;l-) — u(z) 7
Dhy = (D?u, e Dﬁu) .

Theorem 13.4.2 (Differenzenquotienten und schwache Ableitungen).
(i) Sei @ C R™ offen, 1 < p < oo und u € WHP(Q). Fiir Q' € Q gibt es ein
c=1c(,,n,p) >0, so dass

||Dhu||Lp(Qf) <c: ”DU”LP(Q)

fiir alle 0 < |h| < L dist(,09).
(i1) Seil <p < oo, u€ LP(N) und Q@ C R™ offen. Gibt es ¢ > 0 und Q' € Q mit

h
| UHLP(Q/) sc
fiir alle 0 < |h| < L dist(Q,09), so gilt u € WHP(Q') und
||Du||Lp(Q/) S C.

Beweis.
(i) Sei 1 < p < oo und sei u glatt. Sei z € @', 1 < i < nund 0 < |h] <
1 dist(€Y,09). Es gilt

1
u(z + he;) —u(x) = /ul(x + the;)hdt
0
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|u(z + he;) — u(z)| < | - / |Du(x + the;)|dt

und aufgrund der Hélderschen Ungleichung

/‘Dhu| <CZ//|DU + the;)|P dt dx

ZQ'o

=CZ//|Du(m+th6i)|pda@dtgc/|Du|p_
Lo P

Da Q' von 02 mindestens Abstand 2|h| hat, folgt die Behauptung durch Ap-
proximation.

(ii) Gelte HDhuHLP(Q,) < e Sei p € CX(Y) eine Testfunktion. Dann gilt die
folgende “partielle Integrationsformel”, falls |h| < ¢(p) klein genug ist

Q h 4 e
[u@io) =~ [0

Nach Voraussetzung ist

< 00.

sup || D7 ul| 1 q)

Daher existiert v; € LP(€') und eine Folge hj, — 0, so dass
DMy — vy in LP(Y).

2

Es folgt

/ugol-:/ugai: lim [ u- D o = lim —/D;h’“uga
0 k*)O
Q/
= lim — [ D; " up = ;
v [

Somit gilt v; = u; im schwachen Sinne. Wegen der schwachen Konvergenz ist
v; € LP(Q) und wir erhalten Du € LP(Y). Da auch u € LP(Y) ist, folgt
u € WHP(Q'). Die Normabschiitzung folgt aus der Unterhalbstetigkeit der
Norm. (|

14. SPEKTRALSATZ
14.1. Spektrum. Sei K entweder R oder C.

Definition 14.1.1. Sei X ein Banachraum und 7' € L(X, X) = L(X).

(i) Die Menge p(T") C K aller rellen oder komplexen Zahlen X, so dass T'— Aid =
T — X ein Banachraumisomorphismus (7 — \ ist stetig, bijektiv und (7'— \)~*
ist ebenfalls stetig) ist, heifst Resolventenmenge von T'.

(ii) o(T) := K\ p(T) heift Spektrum von 7.

(iii) op(T) := {X € K: T — X ist nicht injektiv} heifst das Punktspektrum von
T.

(iv) 0o(T) :== {\ € K: T — X injektiv, R(T — ) = X, (T — N1 R(T — ) —
X nicht stetig} heift das kontinuierliche Spektrum von T.
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(v) op(T) :={\ € K: T— X injektiv, R(T — \) # X } heift das residuelle Spek-
trum oder Restspektrum von 7.
Theorem 14.1.2 (Neumannsche Reihe). Sei X ein Banachraum. Sei T € L(X)
mit |T|| < 1. Dann ist id =T = 1 — T invertierbar, es gelten (1 -T) 1 = Y T" €
n=0
1
L(X) und (1 = T)7' < 177

Beweis. Aufgrund der geometrischen Reihe konvergiert die Reihe absolut:

ZT" < Z 17| < Z 17" < Z 17" = ”T”

Die angegebene Reihe ist invers zu 1 — T, denn es gilt

N
™ 1-T)=1-TN"'=1-1) ™.
> Z

Mit N — oo folgt die Behauptung, da |7V | < ||T|V+! — 0. O

Korollar 14.1.3. Seien X,Y Banachridume. Sei T € L(X,Y), S € L(Y, X) und
gelte ST = 1x sowie TS = 1y. S heifit dann Inverse zu T. Dann gibl es eine
Umgebung U von T in L(X,Y), so dass alle T € U eine Inverse in L(Y, X) besitzen.

Der Beweis funktioniert auch fiir einseitige Inverse.

Beweis. Sei
U= {T e L(X,Y): |S|| - |T =T < 1}.

Sei T € U beliebig. Es gilt ST = ST+S(T—T) = 1+S(T—T). Dannist ST € L(X)
mit 1= ST = [S(7 = T)|| < 5] |7~ T|| < 1. Somit ist ST =1 — (1 - ST)
mit Hilfe der Neumannschen Reihe invertierbar. Sei A € L(X) die Inverse zu ST.
Es folgt 1 = (AS)T

Analog bekommen wir eine rechtsseitige Inverse.

Rechtsseitige und linksseitige Inverse stimmen iiberein. O

Korollar 14.1.4. Sei X ein Banachraum. Sei T € L(X). Dann ist o(T) C K
abgeschlossen.

Beweis. Wir haben in Korollar 14.1.3 gezeigt, dass K\ o(T) = p(T) offen ist. O

Lemma 14.1.5. Sei X ein Banachraum. Sei T € L(X). Dann ist o(T) kompakt.

Beweis. Sei A € K mit |A| > ||T||. Dann ist T'— X = (=A)(1 — A™!T) invertierbar,
da |[A71T| < 1 gilt. Somit ist (") beschrinkt und die Behauptung folgt, da o(T')
abgeschlossen ist. O

14.2. Selbstadjungierte Operatoren. In diesem Kapitel benutzen wir auch [19].

Proposition 14.2.1 (Adjungierte Abbildung). Seien E, F normierte Riume. Sei
A € L(E,F). Dann gibt es eine Abbildung A* € L(F*, E*), die adjungierte oder
duale Abbildung mit

(Az,w) = (x, A"w)

fiir alle (x,w) € E x F*. Die Abbildung A* ist eindeutig bestimmt und es gilt
Al = [lA™]l.
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Beweis.
Existenz: Sei w € F*. Dann ist p(z) := (Az,w) mit « € E eine lineare Form auf
E. Es gilt ¢ € E*, d. h. ¢ ist stetig: Es gilt ndmlich

o(@)] = [{Az, w)| < [lw] - [[Az]| < ([[w]] - |A]) - [l]]

und daher ||¢]] < |w] - ||A]]. Definiere nun A*w := . Nach Definition von ¢ ist
A* linear, also eine lineare Abbildung von F* nach E*. Aus ||[A*w| < |w] - ||A]|
folgt ||A*|| < ||All. Andererseits folgt aus der Definition von A* die Gleichheit
(Az,w) = (x, A*w) und somit gilt

[(Az, w)| = [(z, A"w)| < [[A"w] - [lz]] < A} - [Jwl] - ]|z

Hieraus folgt mit einem Korollar zum Satz von Hahn-Banach, siehe Korollar 4.1.4,
[[Az|| < ||A*| - ||lz| fir alle z € E. Wir erhalten || A|| < [|A*]|.

Eindeutigkeit: Sei A’ € L(F*, E*) eine Abbildung, die ebenfalls (Az,w) =
(z, Alw) fiir alle (z,w) € E x F* erfiillt. Dann erhalten wir (z, (A* — A" )w) = 0 fiir
alle (z,w) € E x F* und somit A*w = A'w fiir alle w € F*. O

Definition 14.2.2. Sei H ein Hilbertraum. Sei A € L(H). Seilen z,y € H. Sei
I: H* — H wie im Satz von Riesz, Theorem 5.2.8. In der folgenden Rechnung
schreiben wir explizit hin, wenn es sich um das Skalarprodukt und nicht im die
Paarung zwischen H und H* handelt. Es gilt

(Az,y)skp. = <Ax,I*1y> = <:E,A*I*1y> _ <x,I*1]A*I*1y>
= (o, IAT ),

Dann nennen wir JA*I~! € L(H) die Hilbertraumadjungierte von A und be-
zeichnen diese Abbildung wieder mit A*.
Gilt A = A*, so heilst A selbstadjungiert.

Statt der Rechnung mit I: H* — H in der Definition der Hilbertraumadjun-
gierten kann man den Beweis der Existenz einer allgemeinen Adjungierten auch an
Hilbertrdume anpassen (Ubung).

Proposition 14.2.3. Sei H ein Hilbertraum. Dann hat die Abbildung *: L(H) —
L(H) mit Aw— A* die folgenden Eigenschaften:
(i) A = A, d. h. * ist eine Involution.
(1) (NA+ pB)* = XNA* + aB* fir \,p €K,
(i1i) (AB)* = B*A*,
(w) Al =14,
(v) |AA™]| = [|A[}*.
(vi) Besitzt A eine stetige Inverse, so auch A*. Es gilt dann (A71)* = (A*)~L.

Beweis. Ubung. (|

Definition 14.2.4. Sei H ein Hilbertraum. Ein Operator A € L(H) heifit normal,
falls AA* = A* A gilt.

Proposition 14.2.5. Sei H ein Hilbertraum.

(i) Sei (An)nen eine Folge selbstadjungierter Operatoren, A € L(H) und gelte
A, — A punktweise (oder sogar in der Operatornorm). Dann ist A selbstad-
jungiert.

(ii) Seien A, B selbstadjungiert. Dann ist die Verknipfung AB genau dann selbst-
adjungiert, wenn A und B vertauschen.

Beweis.
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(i) Seien x,y € H beliebig. Dann folgt
(Az,y) < (Anz,y) = (2, Any) — (z, Ay)
fir n — oo und damit die Behauptung.

(ii) Dies folgt aus AB L (AB)* = B*A* = BA, wobei die Gleichheitszeichen stets
gelten. O

Lemma 14.2.6. Sei H ein Hilbertraum. Sei A € L(H). Dann gilt H = R(A) @
N(A*) = R(A*) ® N(A). Die Summanden stehen jeweils senkrecht aufeinander.

Beweis. Wegen A™* = A geniigt es, die erste Gleichheit zu beweisen.
Wir erinnern weiterhin an Lemma 5.1.10, wonach (A)J_ = R(A)* gilt.
JN(A*) © R(A) " Sei y € N(A*). Dann gilt (Az,y) = (z, A*y) = 0 fiir alle
x € H. Also ist y € R(A)*.
,7R(A)L C N(A*)* Sei y € (A)L. Dann folgt (z, A*y) = (Az,y) = 0 fiir alle
x € H. Somit ist y € N(A*). O
Definition 14.2.7. Sei H ein Hilbertraum. Seien A, B € L(H) selbstadjungiert.
(i) Dann ist A kleiner als B, A < B, falls (Az,z) < (Bx,z) fir alle x € H gilt.

(ii) A heift positiv (semidefinit) oder monoton, falls 0 < A gilt.
(iii) A heifst gleichméfig positiv definit, falls es ein ¢ > 0 mit

¢ ||z < (Az, z)

fiir alle z € H gibt.

Bemerkung 14.2.8. Ist A > 0, so gilt auch A™ > 0, da wir rund die Hélfte der
Operatoren A im Skalarprodukt auf die andere Seite schreiben diirfen.

Theorem 14.2.9. Sei H ein Hilbertraum. Erfille A € L(H)
|Az|| > c||z|| fir alle x € H
fiir ein ¢ > 0 und sei A* injektiv. Dann ist A stetig invertierbar.
Die Injektivitat von A* ist automatisch gegeben, wenn A selbstadjungiert ist.

Beweis.
(i) R(A) ist abgeschlossen, denn aus Az, =y, — y folgt

1 1
lzn = @l < —[[AZn — Azmll = Zllyn = yml.

Somit bilden die z,, eine Cauchyfolge. Gelte x,, — x. Dann folgt Az = y.
(ii) Nach Lemma 14.2.6 gilt H = N (A*)®R(A). Nach Voraussetzung ist N (A*) =
{0}. Da R(A) abgeschlossen ist, folgt H = R(A). Somit ist A bijektiv.
(iii) Sei B die Inverse zu A. Dann ist B linear und wegen
1Byl < ¢llAByll = ¢yl
fiir alle y € H ist B auch beschrankt. O

Theorem 14.2.10. Sei H ein Hilbertraum und sei A € L(H) selbstadjungiert.
Dann gilt 0(A) C R.

Beweis. Es gilt
(Az,z) — N|z||* = (A = M)z, z).
Da A selbstadjungiert ist, gilt (Az,x) = (x,Az) = (Az,z). Folglich ist dieser
Ausdruck reell. Da A selbstadjungiert ist, erhalten wir weiterhin
[Im A| - [|z]|* = [Im((A = ML)z, 2)| < [[(A = AL)z]| - [l].

BEsist (A—A\)* = A — AL
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Sei nun A € C\ R. Wir erhalten

<(A — 5\11) x,x> = (Az,x) -\ Hac||2 ZR
—_——
€R €R

fiir  # 0. Somit ist (A — A1)* injektiv. Nach Theorem 14.2.9 ist A — A1 daher
stetig invertierbar. O

Theorem 14.2.11. Sei H ein Hilbertraum und sei A € L(H) mit A > 0. Dann
gilt o(A) C [0,00).
Beweis. Nach Theorem 14.2.10 gilt stets o(A) C R. Fiir A < 0 erfiillt B := A — A1
die Voraussetzungen aus Theorem 14.2.9:
(i) Sei « # 0. Dann gilt
(Az — MNlz,z) _ 00— \|z|?
|Bz|| = [[Az — M| > T 2Tl —Allz]| = el

(ii) Es gilt B* = B und die Injektivitat von B folgt aus der obigen Abschitzung.
O

Theorem 14.2.12 (Satz von Vigier). Sei H ein Hilbertraum. Sei (An)nen eine
Folge von selbstadjungierten Operatoren in L(H) mit

A0§A1§§f£]l

fiir ein & > 0. Dann gibt es einen selbstadjungierten Operator A € L(H) mit
A,, — A punktweise.

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass man fiir selbstadjungierte Operatoren B > 0
dhnlich wie in der Linearen Algebra eine Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

[(Bx,y)|*> < (Bx,z)(By,y)

fiir alle x,y € H zeigt: Betrachte das Skalarprodukt ((B + £1)-,-) und lasse am
Ende € — 0.

Gelte ohne Einschrankung 0 < Ay und x = 1. Es geniigt nach Proposition 14.2.5
nachzuweisen, dass (A,z)nen fir jedes € H eine Cauchyfolge ist, da Linearitit
und Stetigkeit erhalten sind.

Sei z € H und sei n > m > 0. Dann gilt 0 < A,, — A,,, < 1 und daraus erhalten
wir mit der verallgemeinerten Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

I(An — Am)xH4 =((An — Az, (An — Am)$>2
<{(An — Ap)z, 7) <(An — Ap)x, (A — Am)x>
<((An — Ap)z, 2) || An — Am||3H973||2
< ((Anz, ) — (Amz, 2)) 2]

Da die Folge (A, x, z) eine monotone beschrénkte reelle Folge ist, ist sie eine Cauchy-
folge. Somit ist auch (A4,2),cn eine Cauchyfolge. Die Behauptung folgt. O

14.3. Kompakte Operatoren.

Definition 14.3.1. Seien E, F' normierte Rdume und f: E — F eine Abbildung.
Dann heifst f

(i) schwach (folgen-)stetig, falls aus x,, — y auch f(z,) — f(y) folgt.
(ii) voll (folgen-)stetig, falls x,, — y impliziert, dass f(z,) — f(y) gilt.
(iii) kompakt, falls Bilder beschrinkter Mengen relativ kompakt (= kompakter
Abschluss) sind.

Proposition 14.3.2. Seien E, F normierte Rdume. Sei A: E — F linear. Dann
gilt:
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(i) A ist genau dann stetig, wenn A schwach stetig ist.
(i) Ist A kompakt, so ist A vollstetig.
(iii) Ist A wollstetig, so ist A stetig.

Beweis.
(i) ,,=" Sei A stetig und gelte z,, — . Sei w € F*. Dann gilt

(Azp,w) = (xy, A*w) = (z, A%w) = (Az, w).

,<—" Sei A schwach stetig. Nehme an, dass A nicht stetig ist. Dann ist A
nicht beschrankt. Es gibt also eine Folge (x,), in E mit [|Az,| > n||x.].
Ty

Wir definieren y,, := ﬁ— Dann gilt y,, — 0, also auch y, — 0. Es gilt

lznll”

aber || Ay, || > +/n sowie Ay, — 0. Dies ist ein Widerspruch, da jede schwach
konvergente Folge beschrankt ist.

(ii) Sei A kompakt und gelte z,, — z. A ist beschrénkt, da A beschrinkte Men-
gen auf beschrinkte Mengen abbildet. Die Folge (2, )nen ist beschrénkt, da
schwach konvergent. Somit ist (Ax, )nen relativ kompakt. Wir finden also eine
(ohne Einschrinkung nicht umbenannte) konvergente Teilfolge.

Wir behaupten, dass Az, — Ax konvergiert. Dann besitzt namlich jede
Teilfolge der urspriinglichen Folge Az, eine Teilfolge, die gegen Ax konver-
giert. Da der Grenzwert von der Auswahl der ersten Teilfolge unabhéngig ist,
konvergiert (aufgrund eines einfachen Widerspruchsargumentes) die gesamte
Folge.

Nehme an, dass Az,, — z gilt. Sei w € F*. Wir erhalten

(z,w) + (Azy,,w) = (x,, A"w) = (x, A"w) = (Az, w).

Somit ist Az = z und die Behauptung folgt.
(iii) Klar. O

14.4. Projektoren.

Definition 14.4.1. Sei H ein Hilbertraum. Ein Projektor P ist ein idempotenter
(P? = P) selbstadjungierter Operator in L(H).

Proposition 14.4.2. Sei M C H ein abgeschlossener Unterraum eines Hilbertrau-
mes. Dann ist die Projektion auf M wie in Theorem 5.2.2 oder Korollar 5.2.7 ein
Projektor.

Beweis. Sei H =M @M+ und z = x4y mit (z,y) € M x M~ wie in Korollar 5.2.7
zerlegt. Dann ist Pz = z. Die Linearitit folgt aus der Zerlegung H = M & M. Die
Stetigkeit haben wir in Theorem 5.2.5 bereits nachgewiesen. Aus ||2[|? = ||Pz||? +
lly||? folgt sogar ||P|| < 1. P? = P ist klar.

P ist selbstadjungiert: Seien z; = x1 + y1 und 2o = xo + yo Zerlegungen wie
oben. Dann folgt Pz; = x; fiir i = 1,2 und

<P2172’2> = <J)1,ZQ> = <$1,l‘2> = <2’1,$2> = <2:1,P2’2>. O

Proposition 14.4.3. Sei H ein Hilbertraum. Sei P € L(H) ein Projektor. Dann
ist M := R(P) = P(H) ein abgeschlossener Unterraum, der genau die Fizpunkte
von P enthdlt. P ist die Projektion aus Theorem 5.2.2 auf M.

Beweis.
(i) Da P linear ist, ist M ein Unterraum.
(ii) Sei z ein Fixpunkt, so gilt Pz = x, also x € P(H) = M.
Sei umgekehrt @ € P(H), so existiert ein y € H mit Py = x. Also folgt
x = Py = P?y = Px. Somit ist « auch ein Fixpunkt.
Wegen M = {z € H: Px — 1z = 0} ist M abgeschlossen.
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(iii) Sei z € H beliebig. Dann ist x — Px € M, denn es gilt fiir beliebiges y € H
(x — Pz, Py) = (Px — P%z,y) = 0.

Dies liefert eine Zerlegung x = Px + (z — Pz) mit Pxr € M und = — Pz €
M*. Um zu sehen, dass P mit der Projektion auf M aus Theorem 5.2.2
iibereinstimmt, zeigen wir, dass Px das néchste Element aus M zu x ist.
Beliebige andere Elemente aus M lassen sich als Pz +y mit y € M darstellen.

Nun gilt
_P 2 < _P 2 2 — — Py — 2
e — Pzl|* <[z - Pz |+ y II"=lz—Pz—y]
eM-+ eM
mit Gleichheit genau fiir y = 0. Die Behauptung folgt. O

Definition 14.4.4. Sei H ein Hilbertraum und A € L(H).

(i) Ein Teilraum M C H heifst beztiglich A invariant, falls A(M) C M gilt.
(ii) Ein Teilraum M C H heifit beziiglich A reduzierend, falls M beziiglich A
und beziiglich A* invariant ist.

Proposition 14.4.5. Sei M C H ein abgeschlossener Unterraum eines Hilbertrau-
mes, P der Projektor auf M. Sei A € L(H). Dann gelten

(i) M ist genau dann beziiglich A invariant, wenn Po Ao P = Ao P gilt.

(i) M reduziert A genau dann, wenn A und P vertauschen.

Bewets.
(i) PoAo P = Ao P ist dquivalent zu PAx = Az fir alle x € M. Dies ist
dquivalent zur Invarianz von M.
(ii) ,,==*: Angenommen, M reduziert A. Dann gilt nach (i) PA*P = A*P und
ebenso PAP = AP. Hieraus folgt

PA = (A*P)* = (PA*P)* = PAP = AP.

,<=" Geltenun AP = PA. Dann folgt AP = APP = PAP,also A(M) C M.
Aus AP = PA folgt A*P = PA* und dann ebenso, dass A*(M) C M gilt.
Also reduziert M den Operator A. O

Proposition 14.4.6. Sei M C H ein abgeschlossener Teilraum eines Hilbertrau-
mes. Dann gilt fiir die Projektoren

pry. =1 —pry,.

Beweis. pry, sowie 1 — pr,, sind selbstadjungiert und es gilt (1 — pry,)? = 1 —
pry; —Pprys +pra; = 1 — pry,. Somit ist 1 — pry, ein Projektor. Aus der Zerlegung
H = M @ M+ folgt direkt, dass (1 — pry,)(H) = M+ gilt. Somit ist 1 — pr,, ein
Projektor auf M-+, O

Proposition 14.4.7. Ein abgeschlossener Teilraum M C H eines Hilbertraumes
ist genau dann ein A € L(H) reduzierender Teilraum, wenn A die Riume M und
M~ invariant ldsst.

In diesem Fall gibt es zu A Operatoren Ay € L(M) und Ay € L (MJ-), so dass
A, wenn wir H als H =M @& M* zerlegen, als

(A O
=3 1)
dargestellt werden kann, d. h. es gilt fir x = x1 + xo mit x1 € M und x5 € M+

Ax = Ayxq + Asxo,

wobei wir Ayx, € M und Asxs € M~ als Elemente in H betrachten.
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Beweis.

»—": Reduziert M den Operator A, so vertauscht A mit pr,;, also auch mit
pry;. = 1 — pry,. Daher reduziert auch M+ den Operator A. Somit sind M und
M unter A invariante Unterrdume.

,<=" Nehme an, dass A die Riume M und M~ invariant liisst. Setze P := pr,,.
Dann folgt AP = PAP nach Proposition 14.4.5. Aus der Invarianz von M~ folgt
ebenso A(1 — P) = (1 — P)A(1 — P). Wir multiplizieren aus und erhalten

A—AP=A—-PA—-AP+ PAP =A—- PA.
=0
Somit vertauschen A und P und wir erhalten nach Proposition 14.4.5, dass M den
Operator A reduziert.

Die Zerlegung von A in Blockmatrixgestalt folgt direkt aus der Invarianz von M
und M+ unter A. O

Proposition 14.4.8. Sei H ein Hilbertraum. Seien Py, P, € L(H) Projektoren auf
My bzw. Ms. Dann ist P := Py o Py genau dann ein Projektor, wenn [Py, Py] =0
gilt. In diesem Fall ist P ein Projektor auf den Raum M := M; N Ms.

Beweis. Nach Proposition 14.2.5 ist P genau dann selbstadjungiert, wenn [Py, Py] =
0 gilt. Hieraus folgt dann

P*=PoPyoPoP,=PloPj=PoP,=P.
Somit ist P ein Projektor.

Aus P = Py o P, folgt R(P) C M. Ebenso folgt aus P = P, o P; die Inklusion
R(P) C M. Insgesamt erhalten wir also R(P) C My N M. O

Proposition 14.4.9. Sei H ein Hilbertraum. Seien Py, P» € L(H) Projektoren auf
My bzw. Ms. Dann gilt My 1 Ms genau dann, wenn Py o P, =0 1ust.

Beweis.
»=—="“ Seien M; und M orthogonal zueinander. Seien x,y € H beliebig. Dann folgt
0 = (Piz, Pyy) = (x, Py Pay). Somit ist P, P, = 0.

=" Seien x € My und y € Ms. Dann gilt (z,y) = (Piz, Pay) = (z, P Pay) =
0. O

Proposition 14.4.10. Sei H ein Hilbertraum. Seien P, Py € L(H) Projektoren
auf My bzw. Ms. Dann ist P := P+ P, genau dann ein Projektor, wenn PioPy =0
gilt. In diesem Fall ist P ein Projektor auf M = My & Ms, die orthogonale Summe
von My und M.

Beweis.
,=": Ist P ein Projektor, so ist P idempotent. Wére P; P, # 0, so folgt nach
Korollar 14.4.9, dass M3 £ My gilt. Ohne Einschrankung nehmen wir also an, dass
es My > x = yo + y3 mit (y2,y3) € Mo x M3 und y, # 0 gibt. Dann gelten
Pix =2z, Poys = y2 und ngj = 0. Wir erhalten also
Pr=(Pi+P)(x) =2+ Py (ya+v3) =7+
=P’z =(Pi+ P)(x+1y2) =2+ Prys + Pax + Payp =z + Prys + 2 + 42

und hieraus folgt

Py = — yo.

Also ist y2 # 0 ein Eigenvektor von P; zum Eigenwert —1. Dies ist absurd, da
Projektoren nur die Eigenwerte 0 oder 1 haben koénnen, es gilt ndmlich fiir einen
Eigenvektor z zum Eigenwert A stets

Az = Pz = P?z = P(\z) = \?z,
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also 0 = A(A —1).

<" Gelte P1 P, = 0. Aus Korollar 14.4.9 erhalten wir auch P,P; = 0. Somit
ist P := Py + P, idempotent. Nach Proposition 14.2.5 oder direkter Uberlegung ist
P auch selbstadjungiert.

Sei also P ein Projektor. Die Ré&ume M7, My C H stehen orthogonal aufeinander.
Flir ¢ = 21 + o mit x; € M;, i« = 1,2 gilt Px = Pix1 + Pixs + Poxy + Poxg =
214+ 040+ 22 = 2. Also gilt My & My C R(P). Andererseits gilt R(P) C R(P;) @
R(Py) = My @ M. Somit folgt die Behauptung. O

Proposition 14.4.11. Sei H ein Hilbertraum. Seien M; C H, i = 1,2, abgeschlos-
sene Teilrdume mit zugehorigen Projektoren P;.
(i) Dann ist P := Py — P genau dann ein Projektor, wenn My C My gilt.
(i) P projiziert auf das orthogonale Komplement von My in M.
(iii) Es gilt
My C My — P =PP — P, <P

Beweis.

(i) Nach Proposition 14.4.6 ist P = P, — P, genau dann ein Projektor, wenn
Q:=1-P=(1—- P)+ P, ein Projektor ist. Nach Proposition 14.4.10 ist
dies dquivalent zu (1 — P») o P, = 0 oder P; = P> P;. Dies ist dquivalent zu
My C M.

(ii) Betrachte die Einschrankungen auf M,. Dort ist P, die Identitdt und die
Behauptung folgt aus Proposition 14.4.6. Elemente von Mj- werden durch P
und P, auf Null abgebildet.

(iii) Die erste Aquivalenz ist klar.

»=—="“ Sei My C M. Dann gibt es einen abgeschlossenen Unterraum M von
H mit My = M1®& M, wobei die Summe orthogonal ist, M also das orthogonale
Komplement von M; in Ms. Sei x € H. Es folgt Pox = Py (Pox)+T = Pl +7T
fiir ein 7 € M. Da die Zerlegung orthogonal ist, erhalten wir ||Pix||? < || Poz||?
fir x € H. Da beide P;’s selbstadjungiert sind, erhalten wir (P z, ) < (Paz, x)
fir alle x € H und somit P; < P».

,e"Sei Pi < P. Sei z € M;. Dann folgt |z|*> < ||Pex|?* wie in den
letzten Zeilen oben. Andererseits gilt || Pyz||? < ||z, da P2 eine Projektion
ist (zerlege H in My @ Mj-). Somit gilt ||Pex|? = ||z||? fiir # € M;. Mittels
orthogonaler Zerlegung von M; in My N M; und das zugehorige orthogonale
Komplement erhalten wir Pox = x fiir x € M;. Somit gilt M; C M. O

Aus dem Satz von Vigier, Theorem 14.2.12; erhalten wir

Proposition 14.4.12. Sei H ein Hilbertraum. Sei (Pp,)nen eine monoton wachsen-
de (oder fallende) Folge von Projektoren P, € L(H). Dann gibt es einen Projektor
P, so dass P, — P punktweise konvergiert.

Beweis. Wegen 0 < P < 1 ist jeder Projektor gleichméfig beidseitig beschrénkt.
Betrachte ohne Einschréinkung den Fall einer monoton wachsenden Folge Py < P; <
P, < .... Nach dem Satz von Vigier konvergiert somit P, — P punktweise und P
ist selbstadjungiert.

P ist auch idempotent, denn es gilt

(P?z,y) = (Px,Py) = lim (Pyx, Pyy) = lim (Px,y) = (Px,y). O

Bemerkung 14.4.13. Es ist leicht zu sehen, dass der punktweise Grenzwert P
einer monoton wachsenden Folge von Projektoren P,

R(P) = | R(Py)

neN
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erfillt.
14.5. Orthonormalbasen.

Definition 14.5.1.
(i) Sei X ein Banach- oder Hilbertraum. Dann heifst S C X Banach- oder Hil-
bertraumbasis, falls S linear unabhiingig ist und (S) = X gilt.
(ii) Eine Hilbertraumbasis S von H heifft Orthonormalbasis, falls ||z|| = 1 und
(x,y) =0 fir alle z £y € S gilt.
(iii) Zur deutlicheren Unterscheidung bezeichnen wir eine Basis im Sinne der Li-

nearen Algebra als Hamelbasis.

Beispiel 14.5.2. Die Vektoren {e;}iey mit ¢; = (0, ...,0,1,0,...) € [*(N) bilden
eine Orthonormalbasis von [2(N), aber keine Hamelbasis von [2(N).

Lemma 14.5.3. Sei H ein Hilbertraum. Sei {e1,...,en} ein Orthonormalsystem
in H, d. h. gelte (e;,e;) = d;;. Setze M := (e1,...,ey) und sei P die Projektion auf
M. Dann gilt

Px = Z(x, €;)€;.
i=1
Beweis. Definiere P; als den Projektor auf den Teilraum (e;). Dann gilt Px =
(x,e;)e; fiir x € H. Die Behauptung folgt nun aus Proposition 14.4.10 per Indukti-
on. O

Theorem 14.5.4. Jeder separable Hilbertraum H besitzt eine hochstens abzihlbare
Orthonormalbasis, die durch Gram-Schmidt Orthonormalisierung aus einer gegebe-
nen Basis gewonnen werden kann.

Beweis. Nach dem Zornschen Lemma existiert eine Basis, die man aus einer ab-
zéhlbaren dichten Teilmenge gewinnt.

Die Orthonormalisierung funktioniert genau so wie in der Linearen Algebra.
Beachte dazu, dass die Erzeugnisse der ersten n Vektoren einer gegebenen Basis
und der Orthonormalisierung davon iibereinstimmen. O

Proposition 14.5.5. Sei H ein unendlich dimensionaler Hilbertraum. Dann erfillt
eine orthonormale Folge (en)nen genau dann ({e,: n € N}) = H, wenn sie

oo
2> =D~ [, en)?
n=0

(Parsevalsche Identitat) oder, dquivalent dazu,

o0

T = Z<xa en>en

n=0

fir alle x € H erfillt.
Vergleiche dies mit der Besselschen Ungleichung, Korollar 5.1.12.

Bewets. -
»=" Gelte ({e,: n € N}) = H. Setze M,, := (eg,...,en) und M = |J M,. Dann
n=0
ist M dicht in H. Definiere P, als den Projektor auf M,,. Aus Proposition 14.4.12,
Bemerkung 14.4.13 und Lemma 14.5.3 erhalten wir
n
Z(x, eiyei =Pox —x firallexz e H
i=0
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und somit
n
> ) =|[Poz|® — [|z]|*  fiir alle z € H.
=0

»<=" Seil nun die Parsevalsche Identitét erfiillt. Wir definieren Projektoren P,

durch P,z := > (x,e;)e;. Dann ist (P,)nen eine monoton wachsende beschriankte
i=0

Folge von Projektoren, konvergiert also punktweise gegen einen Projektor P. Ware

P # 1, so folgt R(P) € H. Ein zu R(P) orthogonaler Vektor y # 0 steht auch auf

allen Vektoren e,, senkrecht. Somit gilt fiir ihn die Parsevalsche Ungleichung nicht.

Widerspruch. Aus P = 1 folgt die Behauptung direkt. O

14.6. Spektralsatz. Die Zerlegung kompakter selbstadjungierter Operatoren ist
eine Verallgemeinerung der Resultate aus Kapitel 6.8, ,Diagonalisierung von selbst-
adjungierten linearen Endomorphismen®, in [16].

Lemma 14.6.1. Sei H ein Hilbertraum. Sei A € L(H) selbstadjungiert. Dann
sind alle Figenwerte reell und die Figenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind
orthogonal zueinander.

Beweis. Lineare Algebra. O

Lemma 14.6.2. Sei H ein Hilbertraum. Sei A € L(H) ein kompakter selbstadjun-
gierter Operator. Sei die Familie (e;);cr ein unendliches Orthonormalsystem aus
Eigenvektoren von A mit Ae; = \;e; fiiri € I. Dann ist 0 der einzige Haufungspunkt
der Familie (\;);cr und die Menge der Figenwerte ist hochstens abzihlbar.

Beweis. Wegen |\;| < ||A|| fur ¢ € I sind die Eigenwerte gleichméfig beschrénkt.
Somit besitzen die Eigenwerte einen Haufungspunkt A € R.

Wir zeigen, dass A = 0 gilt. Somit gibt es auch hoéchstens abzéhlbar viele Ei-
genwerte, da dann jeder Annulus um den Ursprung nur endlich viele Eigenwerte
enthalten kann.

Angenommen, es gilte doch A # 0. Wir diirfen ohne Einschrénkung I = N und
Ai = A fiir i — oo annehmen. Seien e; die zugehdrigen Eigenvektoren mit |le;|| = 1.
Nehme weiterhin ohne Einschrénkung A\; # 0 fiir alle ¢ € N und e; — e fiir ein
e € H an. Es gilt /\i_lAei = ¢;. Da A kompakt ist, folgt Ae; — Ae. Somit erhalten
wir

e; = )\i_lAei — A" 1Ae,
die Vektoren e; konvergieren also nicht nur schwach, sondern sogar stark. Da der
schwache Grenzwert eindeutig bestimmt ist, folgt auch e; — e. Da die Vektoren
(e;)ien jedoch ein Orthonormalsystem bilden, gilt |le; — e;|| = v/2 fiir i # j. Wider-
spruch. O

Korollar 14.6.3. Sei H ein Hilbertraum. Sei A € L(H) kompakt und selbstadjun-
giert. Ist A # 0 ein Eigenwert von A mit Eigenraum E), so gilt dim Ey < oo.

Beweis. Andernfalls konnten wir mit dem Gram-Schmidtschen-Orthonormalisier-
ungsverfahren induktiv ein abzdhlbares Orthonormalsystem in E) konstruieren.
Widerspruch zur Kompaktheit. O

Da wir fiir unendliche Vektorrdume i.a. keine Determinante und somit auch
kein charakteristisches Polynom haben, benutzen wir variationelle Methoden um
Eigenwerte zu finden.

Lemma 14.6.4. Sei H ein Hilbertraum. Sei 0 # A € L(H) ein kompakter selbst-
adjungierter Operator. Dann besitzt A mindestens einen FEigenwert \ # 0.
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Beweis. Betrachte das Variationsproblem

]|
fiir 0 # = € H oder, dquivalent dazu,

— max

j(z) = (Az,x) — max
fir x € H mit ||z|| = 1.
Wir bemerken zunéchst, dass

inf (Az,z) =0= sup (Azx,z),
[l][=1 llz||=1

also (Az,z) = 0 fiir alle z nicht auftreten kann, da sonst fiir # = =z + Az
(AZ,%) = (A(x + Az),x + Azx) = (Az + AAz, x + Ax)
= (Az,z) +2 (Az, Ax) + (AAzx, Ax)
—— —_——— ———
=0 =[lA=|]? =0

gilt, was nur fiir A = 0 moglich ist.
Definiere A := sup (Az,z). Da A selbstadjungiert ist, gilt A € R. Wir nehmen
l=l=1
ohne Einschrankung (betrachte sonst —A) an, dass A > 0 gilt.
Sei x,, n € N, mit ||a,|| = 1 eine Maximalfolge fiir j, d. h. gelte (Az,, z,) = .
Eine ohne Einschrankung nicht umbenannte Teilfolge konvergiert dann schwach:
T, — x. Da A kompakt ist, folgt Az, — Ax und wir erhalten

(Az,z) = lim (Azy,z,) = A > 0.
n—oo

Somit ist x # 0. Da {z: ||z|| < 1} nach Definition der Norm eine konvexe Menge ist
(benutze ||tz 4+ (1 — t)y|| < tllz|| + (1 —t)||ly]]), folgt nach dem Lemma von Mazur,
Lemma 11.2.6, ||z]] < 1 (Alternative: Benutze die Unterhalbstetigkeit der Norm
unter schwacher Konvergenz.). Andererseits gilt

. (Az, ) A
A= sup jy) =supJ(y) > J(z) = —5- = ——.
lyll=1 y#0 ] fll?
Somit ist ||| > 1. Also gilt ||z|| = 1, das Funktional j nimmt also, ebenso wie J,

sein Maximum in x an.
Wir erhalten fiir beliebiges y € H und ¢t € R mit |t| < 1, also x + ty # 0,
d
0= —J t
7 (@ +ty) .
(Al +ty), = + ty) = (Az,z) + t{Az, y) + t(Ay, x) + *(Ay,y),

(Az,y) + (Ay, x) = (Ax,y) + (y, Ar) = (Az,y) + (Az,y) = 2Re(Az,y),
@+ ty||> = [|lz]|* + 2t Re(z,y) + *[|y||?,

d
—J(x+t =—(|lz||* Re(Az,y) — (Ax, z) - Re(z,
7w W(J (A2, )~ { A> (w.y))
=2Re(Ax — Az, y).
Somit folgt Ax = Azx. O

Theorem 14.6.5 (Spektralsatz). Sei H ein Hilbertraum und A € L(H) ein kom-
pakter selbstadjungierter Operator. Dann besitzt A héchstens abzihlbar viele Eigen-
werte (A;)icr. Sei My, der (abgeschlossene) Eigenraum zum Eigenwert A\; und E\,
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der Projektor auf My,. Dann gelten

A= ZAiEM und 1= ZEA
iel il
wobei die Reihen punktweise konvergieren.
Die FEigenrdume zu Figenwerten \; # 0 sind endlichdimensional. Gibt es ab-
zdhlbar viele Eigenwerte \;, so kinnen wir I = N wdhlen und erhalten A; — 0 fiir
1 — 00.

Ist dim H < o0, so ist dieser Satz bereits aus der Linearen Algebra in dquivalenter
Formulierung bekannt.

Beweis. Ohne Einschrankung diirfen wir A # 0 annehmen. Ist N(A) # {0}, so ist
0 ein Eigenwert mit Eigenraum N(A). Da A selbstadjungiert ist, gilt nach Lemma
14.2.6 R(A) ® N(A) = H. Somit ist N(A) ein reduzierender Unterraum, siehe
Proposition 14.4.7. Wir setzen H := N(A)*. Kénnen wir das Theorem fiir Al €
L(H) zeigen, so folgt das Theorem auch fiir den urspriinglichen Operator A. Wir
diirfen also ohne Einschriankung annehmen, dass N(A) = {0} gilt, dass also A
injektiv ist. Wegen A # 0 folgt auch H # {0}. Der Fall dimH < oo ist aus der
Linearen Algebra bekannt. Sei also dim H = oo.

Seien (\;)ier, I eine geeignete Indexmenge, die Eigenwerte von A mit Eigenrau-
men M), und Projektoren Ej,. Gelte \; # A; fiir ¢ # j. Es gilt A; # 0 fiir alle ¢ € I.
Nach Lemma 14.6.4 besitzt A mindestens einen Eigenwert. Nach Lemma 14.6.2 ist
I hochstens abzéhlbar, also gilt ohne Einschriankung I C N. Nach Korollar 14.6.3
gilt dim M), < oo fiir alle ¢ € I. Ist I abzéhlbar (noch ist nicht klar, dass es {iber-
haupt mehr als einen Eigenwert gibt), so ist die Menge {\;: i € I'} beschrénkt und
besitzt somit einen Haufungspunkt. Nach Lemma 14.6.2 ist dies Null.

Nach Lemma 14.6.1 sind die Eigenrdume M), paarweise orthogonal zueinander.
Somit konvergiert die Reihe der Projektoren Ey, punktweise gegen einen Projektor

E, E =3 E\,. Wir wenden dazu Proposition 14.4.12, die Folgerung aus dem Satz
il
von Vigier, an.
Es gilt E = 14: Da jeder Eigenraum von A den Operator A reduziert, da

A*(My,) = A(My,) C My, Klar ist, gilt dies auch fir R(E), da man in AP,z =
n

P, Az mit P, = > E),, wobei wir ohne Einschrinkung I C N annehmen, zum
i=0

Grenzwert AEx = EAx iibergehen kann. Somit reduziert R(E) den Operator A.

Benutze Bemerkung 14.4.13. Wire R(E)* # {0}, so gébe es darin aufgrund der In-

jektivitéat von A einen Eigenvektor zu einem Eigenwert ungleich Null. Widerspruch.

Somit ist R(E) = H. Nach Lemma 14.6.3 ist somit I abzahlbar.

Es gilt 1 = > E),. Die Konvergenz ist punktweise.

i€l
Sei schliefslich « € H beliebig. Dann folgt = Y E),z. Da A stetig ist, erhalten
iel
wir
Ax = ZAE,\i(E = Z NEyx
iel iel
wie behauptet. O
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