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[1].
1. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN

Theorem 1.1. Die reellen 2 x 2-Matrizen der Form <Z _ab>, a,b € R, bilden

beziiglich komponentenweiser Addition und Matrizmultiplikation einen Kdérper.

Beweis. Ubung. ]

Bemerkung 1.2.
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b
2
. 0 -1\" (-1 0
o Es gilt <1 0> _(O _1>.
e Fira,b e Rgibtesr >0, ¢ € R (oder 0 < ¢ < 2m), so dass
a —b\ _  (cosp —sing
b oa) " sinp  cosp

mit r? = a® + b? gilt. Matrizen dieser Form operieren daher als Drehstre-
ckungen auf R2.
e Fiir (a,b) # (0,0) gilt

a —b\ ! 1 a b
b a T a2 b2 \-b al’
Definition 1.3. C ist der Korper der komplexen Zahlen,

- )wrer

mit komponentenweiser Addition und Matrixmultiplikation. Es ist
C={a+ib:a,beR}

e Statt <a _ab> schreiben wir auch a + b.

mit

(a+1b) - (c+1id) := (ac — bd) + i(ad + be),

(a+1ib) + (c+id) :==(a+c) +i(b+d).
Dies ist das Bild der komplexen oder Gauflschen Zahlenebene.
Die komplexe Konjugation ist durch
a+itb=z—2%Z=a—1b,
C—-C
definiert. Sei z € C, z = a + ib mit a,b € R.
e a = 1(z+7%) heiit Realteil von z, Re z.

e b= 1 (z — z) heift Imaginérteil von z, Im z.

e Der Betrag von z = a + b ist durch |z| = v2Z = Va? + b? definiert.
Bemerkung 1.4. Seien z,w € C. Es gilt
C=R[X?+1].
{z € C:Imz = 0} = R. Wir identifizieren diese beiden Mengen.

o 0o 0 0 0 0
|
Il
I\

Komplexe Konjugation ist ein involutiver Automorphismus von C, der R
festhalt.

z=Z<+=z2€R

—|z| <Rez < |z|, —|2| <Imz < |2]

Der Korper C ist kein angeordneter Korper.

|z| > 0 und Gleichheit gilt genau dann, wenn z = 0 ist.

jw+ 2| < [w]| + |z]

jw- 2| = |w] - 2]
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e Die komplexe Konjugation entspricht einer Spiegelung an der Achse {Im z =
0} C C, wobei wir fiir C das Modell der komplexen Zahlenebene verwenden.

o Auf C definieren wir durch ||z|| := |z| eine Norm.

e B.(z):={weC:|z—w| <e}. Wir kénnen somit von offenen Mengen in
C und Konvergenz von Folgen komplexer Zahlen sprechen.

e R? 5 (a,b) — a+ ib € C ist ein normtreuer R Vektorraumisomorphismus.
Somit entsprechen sich Konvergenz und topologische Begriffe wie beispiels-
weise Offenheit in R? und C.

e Insbesondere ist f : C — C genau dann stetig, wenn die Komposition aller
dieser Abbildungen stetig ist:

(z,y) =z +iy — f(z +iy) — (Re f(z +iy), Im f(z +iy)),

wobei auen Elemente von R? und innen Elemente von C stehen.

e Komplexe Addition und Multiplikation sind stetige Abbildungen.

e Eine offene zusammenhéingende Menge heif3t Gebiet.

e Je zwei Punkte in einem Gebiet lassen sich durch einen endlichen Polygon-
zug verbinden. Es geniigt auch, Strecken zu verwenden, fiir die Im z oder
Re z konstant sind.

Bemerkung 1.5 (Stereographische Projektion).

T Y x2+y2
2+ + 1 a2 +y?+ 1 22 +y2 +1

C9x+iyr—>< )eaB%((0,0,é))CR?’

heifit Inverse der stereographische Projektion. Bilden wir einen Punkt oo auf (0,0, 1)
ab, so konnen wir C mit Hilfe dieser Abbildung kompaktifizieren.

2. FUNKTIONEN DER VARIABLEN Zz
22 — y? + 2izy = (x + iy)? ist ein Polynom in x + iy, nicht aber 22 + y? — 2izy.
Definition 2.1. P heifit analytisches Polynom, falls
P(z,y) =an(x +iy) + ...+ az(z + iy)? + a1(z + iy) + ao,
P(z) —anV 4.+ arz+ ag
mit o; € C.

Definition 2.2. Sei f(x,y) = u(x,y) +iv(z, y) und seien u, v reellwertig. Definiere

of ou v
D —%—‘rl%,
of _on o
oy 0Oy oy’

falls diese Ableitungen existieren. Wir schreiben auch f, = g—i.

Proposition 2.3. FEin Polynom P : C — C ist genau dann analytisch, wenn

P, =iP, gilt.

Beweis.
»==": Sei P analytisch. Differenzieren liefert unmittelbar P, = iP,.
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»&="“: Gelte P, = iP,. Dann ist diese Bedingung insbesondere auch fiir alle Ter-
me n-ten Grades erfiillt. Es geniigt daher, ein Polynom der folgenden Form zu
betrachten

P(z,y) = Coz™ + C1a" 'y + Cox™ 2> + ...+ Cpy™.
Wegen P, = iP, folgt
Ciz" '+ 202" 2y + ...+ nCpy™ !
=i [nCox" '+ (n—1)Cia" 2y +...+ Crry™ ]

Koeffizientenvergleich liefert

Cl :inC’o = ’L(T) Oo,

Daher hat P die Gestalt
n k
P _ n—k, k _ T\ k(o Nk _ )k
)= YOt =Gy (1)t = Cota-+ )

Somit ist P analytisch. O

Theorem 2.4 (Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen). Ist f = u + iv, so
folgt aus fy, =ify, dass uy + ivy = i(uz + 1v;) und somit
Uy = Uy,

Uy = — Vg.

Definition 2.5 (Komplexe Differenzierbarkeit). Sie f nahe z € C definiert. Dann
heifit f in z (komplex) differenzierbar, falls

lm flz+ h})L —f(®)
h#0

existiert. Der Grenzwert wird mit f’(z) bezeichnet.
Bemerkung 2.6. Fir f(z) =z gilt

fe+h)—f(z) _h
h h
und dies ist gleich 1, falls A reell ist und gleich —1, falls h rein imaginér ist, d. h.,
wenn Re h = 0 gilt.
Summen, Produkte und Quotienten (lokal ohne Nennernullstelle) sind differenzier-
bar, falls dies die Bestandteile sind. Es gelten Summen-, Produkt- und Quotienten-
regel.

Analytische Polynome sind iiberall differenzierbar.
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Theorem 2.7. Eine Potenzreihe der Form
o0
S0
k=0

konvergiert in Br(0) und divergiert in C \ Br(0) mit
_ 1
~ limsup |Cy|V/*
R heifft Konvergenzradius. In Br(0) ist die Konvergenz lokal gleichmdfig.

Beweis. Wie im Reellen. O

Bemerkung 2.8. Wie im Reellen kann man im Konvergenzbereich Potenzreihen
addieren oder mit Hilfe des Cauchyproduktes multiplizieren.

(o) (S50) -5 ()

o0

Theorem 2.9. Konvergiere f(z) = Y, Cpz" fir |z| < R. Dann existiert f'(z) fir
n=0

|z| < R und es gilt dort

o0
= E nChpz" "
n=0

Beweis. (Eigentlich ist dies bereits aus dem Reellen bekannt.) Die zweite Potenz-
reihe konvergiert, da

-
n—1

lim sup [nCp| 71 = limsup <|ncn|1/n)

= lim /™ - limsup |C,,|Y/™ = lim sup |C,, |*/™.

Nehme an, dass 0 < R < oo gilt. Sei |z] = R — 26 fiir § > 0. Sei |h| < 6 und h # 0.
Dann ist |z + h| < R —¢. Es gilt

—f(z+h ZC Z+h —ZnCz”l—i-ZC’b
mit

(Z + h’)n —z" n—1 . n k—1_n—k
b, = ™ = Z i [ AL
k=2
da durch h dividiert wurde. Fiir 2 = 0 gilt b, = h"~!. Die Behauptung folgt in
diesem Falle. Sei nun also z # 0. Fiir k£ > 2 gilt, wenn man zwei Faktoren im Zahler

durch n abschétzt,

n :n~(n—1)---(n—k+1)<n2 no\
k k! - k—2
Damit folgt

WA ( n?[h]
Bl < T 3 (0 < Tl 52 ()l
2 2= \k -2 EE Z

2|h . _ n%h
By 4 gy < 710

n

R

(R— o).
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Somit ergibt sich

fe+h) —f) < net| o bl S~ o n
h onan Swzn |Crl (R —6)".
n=0 n=0
Wie oben konvergiert die unendliche Summe auf der rechten Seite aufgrund des
Wurzelkriteriums. Der Ausdruck ist also durch eine Konstante mal |h| abgeschiitzt

und die Behauptung folgt indem wir h — 0 streben lassen. O

Korollar 2.10. Potenzreihen sind innerhalb ihres Konvergenzradiusses beliebig oft
differenzierbar.

Beweis. Induktion O

o0
Korollar 2.11. Hat f(z) = > Crz"™ positiven Konvergenzradius, so gilt Cy, =
n=0

% fiir alle n.

Beweis. Differenziere beide Seiten und vergleiche im Punkt z = 0. (]

o0
Theorem 2.12 (Eindeutigkeitssatz fiir Potenzreihen). Verschwinde Y. Cpz" fir
n=0

alle Punkte z # 0 einer Nullfolge. Dann verschwinden alle Koeffizienten C,,.

o0
Beweis. Da fiir alle Punkte zj der Folge ) C,z} = 0 gilt, hat diese Potenzreihe
n=0
einen positiven Konvergenzradius. Setze f(z) = Co + C1z + C222 +.... Da f im
Ursprung stetig ist, folgt
Co = f(0) = lim f(2) = limof(zk) =0.
Zp—

z—0

Aufgrund des Wurzelkriteriums hat

g(2) ::@zCl—l—ng—i—ng?—i—...

denselben Konvergenzradius wie f und ist insbesondere im Ursprung stetig. Somit
folgt nach Voraussetzung

o fE) L ()
Cl g(O) zli% z kgrolo Zk 0
Die Behauptung folgt nun per Induktion. O

(o]
" und Y bpz"™ und stimmen sie auf einer

n=0 n=0
Menge, die den Ursprung als Hdaufungspunkt besitzt, tiberein, so gilt a, = by, fir
alle n.

Korollar 2.13. Konvergieren Y. anz

3. ANALYTISCHE FUNKTIONEN

Analytische Funktionen werden auch als holomorph bezeichnet. Erinnerung: f ist
in z differenzierbar, falls
oSG — 1)

h—0 h

h#£0
existiert, wobei C © h — 0 beliebig ist und wir spiter (der Bequemlichkeit halber)
h # 0 weglassen werden.
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Proposition 3.1. Sei f = u + v im Punkte z differenzierbar, so existieren dort
die partiellen Ableitungen f, und f, und erfillen die Cauchy-Riemannschen Diffe-
rentialgleichungen

f y = Zf z
oder, dquivalent dazu,
Uy =y,
Uy = — VUg.

Beweis. Sei zunachst h € R. Wir lassen A — 0 und erhalten

f(2+h)—f(z):f(x+h7y)—f(x,y)_)

h h
Sei nun 7 reell. Wir betrachten n — 0 und A = in. Dann gilt

feth) = fz) _ flaytn) =y fy

h in i

Ja-

Da diese beiden Limites iibereinstimmen folgt
fy=ifa
und daher
Uy + vy =i(up + ivg).

In diesen Gleichungen miissen Real- und Imaginérteil jeweils schon einzeln iiber-
einstimmen. Hieraus folgt

Uy = Vy,
Uy = — Upg. [
Es gilt die folgende Form der Umkehrung
Proposition 3.2. Ezistieren f, und f, in einer Umgebung von z, sind in z stetig

und gilt in z, dass f, = ify ist, so ist f in z differenzierbar.

Beweis. Sei f =u+iv und h = £ + in. Es geniigt zu zeigen, dass

TEXWZTE) L 1 (2) = uale) + iva(2)

h
fiir b — 0 gilt.
Es gilt
a £+ in
_ua &yt —u@tEy)  ul@tEy) —u@y)
&E+n E+in

fiir 0 < ¥ < 1 aufgrund des reellen Mittelwertsatzes fiir Funktionen einer Varia-
blen. Ebenso folgt
v(z+h) —v(z) n

= )
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mit 0 <9I, <1, k=1,...,4. Wir erhalten

fleth) = fl) _ L[uqc(Z:s) + v (24)],

[ty (21) + ivy (22)] +

h C E4in §+in

wobei |z — zx| = 0 fiir h > 0und k =1,...,4 gilt.
Andererseites erhalten wir wegen f, =if, in 2

_ M §

fa(2) = T el

— ﬁ(uy +ivy) + ¢ —fin (ug + ivy).

Subtrahieren liefert
h) —
TELBZID o) = e [yl — w2 + iy 2) — 0 (2)
ﬁ [(ue(23) — ua(2)) + i(va(z4) — ve(2))]

Die Stetigkeit der partiellen Ableitungen in z impliziert, dass die Terme in den

eckigen Klammern fiir o — 0 gegen 0 konvergieren. Weiterhin gilt ‘ﬁ‘ < 1und

’ z fin < 1. Somit erhalten wir
. flz4+h)— f(2)
lim =272 T ) O
hm h fo(2)

Definition 3.3. f heifit in einem Punkt (einer Menge) analytisch, falls f in einer
Umgebung des Punktes (der Menge) (komplex) differenzierbar ist.

Bemerkung 3.4. Analytische Polynome sind geméf dieser Definition analytische
Funktionen.

oo
Eine Potenzreihe der Form Y a,2™ mit positivem Konvergenzradius ist ,,im Inne-

n=0
ren des Konvergenzradiusses® eine analytische Funktion.

Wie im Reellen ist die Verkettung differenzierbarer Funktionen wieder differenzier-
bar und damit analytisch.

In ganz C analytische Funktionen heiflen ganze Funktionen.

Definition 3.5. Seien S, T offenen Mengen, sei f : S — T bijektiv. g ist die Inverse
von f in T, falls f(g(z)) = z fiir alle z € T gilt. g heifit Inverse zu f in z, falls g
in einer Umgebung von 2y zu f invers ist.

Proposition 3.6. Sei g zu f in einem Punkt zg invers und sei g dort stetig. Ist
fin g(20) differenzierbar mit f'(g(20)) # 0, dann ist g in 2o differenzierbar und es
gilt
1
/
9'(20) = Z——-
f'(g(20))

Beweis. Fiir z # zg nahe z( gilt

9(2) — g(z0) _ 1

Z— zp T fe@)—f(g(z0))
9(2)—g(zo0)
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Die Stetigkeit von g in 2 liefert, dass g(z) — g(2¢) fiir 2 — 2 konvergiert. Aufgrund
der Differenzierbarkeit von f folgt daher

f 9 —g(z0) 1

z— 20 zZ— 20 f/(g(Z(])) .

3.1. Konsequenzen aus der Analytizitit.

Proposition 3.7. Sei f = u+iv in einem Gebiet D analytisch und sei u konstant.
(u und v seien wie stets bei einer solchen Darstellung reell.) Dann ist f konstant.

Beweis. Da u konstant ist, folgt u, = u, = 0. Aufgrund der Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen erhalten wir daher v, = v, = 0 und die Behauptung folgt.
O

Proposition 3.8. Sei f in einem Gebiet analytisch und |f| dort konstant. Dann
ist f konstant.

Beweis. Ist |f| = 0, so ist die Behauptung offensichtlich. Sonst erhalten wir fiir
f = u+iv, dass u2 4+ v2 = ¢ # 0 gilt und erhalten daraus mit Hilfe der Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen

0 =uuy + VU, = Uty — VU,
0 =uuy + vvy = vu, + uuy.

Wir multiplizieren nun die erste Gleichung mit u, die zweite mit v und erhalten nach
Addition (u?+v?)u, = 0. Somit ist u, = 0. Analog erhalten wir nach Multiplikation
der ersten Gleichung mit —v und der zweiten Gleichung mit u, dass u, = 0 ist. Die
Behauptung folgt. |

3.2. Die komplexe Exponentialfunktion. Wir suchen eine ganze analytische
Funktion f : C — C, so dass

f(z1+ 22) = f(z1) - f(z2) V21,20 € C,
f(z) =¢" Vr e R
gilt.

Es gilt f(2) = f(z +1y) = f(z) - f(iy) = € f(iy). Wir machen den Ansatz f(iy) =
A(y) 4+ iB(y) und erhalten

f(z) = €"Aly) +ie" B(y).
Aufgrund der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen schlieSen wir
ug =vy, = A(y) =B'(y),
uy=-v, = A(y)=-B(y)
und erhalten daraus A” = —A. Daher ist
A(y) =acosy + [siny,
B(y) = — A'(y) = —fcosy + asiny.

Wegen f(z) = e” schlieBen wir, dass A(0) = a = 1 und dass B(0) = —§ = 0 gelten.
Setze daher
f(z) = e®(cosy +isiny).
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Die oben geforderten Eigenschaften sind erfiillt (Ubung). Wir schreiben f(z) = e*.

Bemerkung 3.9. Es gilt

(i) fe*] = e,

(i) e* #0, e* =l =1.

(iii) Fiir Jedes a 7é 0 besitzt e* = a abzdhlbar viele Lésungen.
)

(iv) (€7)" = (e*)x = €.
3.3. Sinus und Kosinus. Sei y € R. Es gilt
e = cosy + isiny,
e~ = cosy — isiny,
1, .
iny = — (e — e~
siny = o (e e ) ,
1 .
— 2 (W o oY)
COs Y 5 (e +e )
Definiere daher

sin z :% (eiz — e_iz) ,

cos z :% (e” + e_iz) .
Bemerkung 3.10. Wie im Reellen gilt
sin2z =2sin z - cos z,
sin? z + cos? z =1,
(sin z)" = cos z.

Aber |sinz| <1 gilt fiir allgemeines z € C nicht mehr.

4. LINIENINTEGRALE UND GANZE FUNKTIONEN

Ziel: Eine ganze Funktion besitzt eine iiberall konvergente Darstellung als Potenz-
reihe.

Definition 4.1. Sei f : [a,b] C R+ C stetig, f(t) = u(t) + iv(t). Wir definieren

b b
/f(t /u dt—i—z/ (t) dt.
Definition 4.2.

(i) Sei z(t) = z(t) +iy(t), a <t < b. Die durch z(¢) beschriebene Kurve ist stiick-
weise differenzierbar, falls 2 und y auf [a, b] stetig und die Einschrinkungen auf
[a,z1], [T1, 22], - . ., [Xn, b] fiir geeignete x;’s differenzierbar sind. Schreibweise:
2(t) = 2/ (t) + 3y (t).

(ii) Eine Kurve heifit in ¢ regulér, falls 2(t) # 0 ist. Falls nicht anders erwéhnt,
nehmen wir ab jetzt stets an, dass alle Kurven in héchstens endlich vielen
Punkten nicht regulér sind.
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Definition 4.3. Sei C eine durch z(t), a < t < b, gegebene Kurve. Sei f auf C
stetig. Das Integral von f entlang C' ist durch

/j@wzzjf@wﬁaMt
C a

definiert.

Definition 4.4. Zwei Kurven
Cyp:2(t), a<t<b,
Cow(t), c¢<t<d,

heifilen #quivalent, falls es eine C'-Bijektion A(t) : [c,d] — [a,b] mit A\(c) = a,
A(d) = b, N (t) > 0 fir alle ¢t und w(t) = z(A(t)) gibt.

Es ist leicht nachzurechnen, dass dies eine Aquivalenzrelation definiert.
Proposition 4.5. Seien C; und Csy dquivalente Kurven, so gilt
=]
C1 CQ

Beweis. Seien f(z) = u(z) + iv(z), C1 und Cs wie oben, z(t) = z(t) + iy(t). Nach
Definition (in Real- und Imaginiirteil aufgespalten) gilt

b

/fzjmamwwﬁ—/MAWyMﬁ
Cq a

b b
+i/u(z(t))y’(t) dt+i/v(z(t))a:’(t) dt
und
d
[ 1= [0 + 0@ 1 00) + i G
Co c

Ausmultiplizieren liefert Ubereinstimmung, z. B.

d b
[0 0N = [utoa e
aufgrund der Transformationsformel fiir Integrale. (Il

Definition 4.6. Sei die Kurve C durch z(t), a < t < b, gegeben. Dann ist —C' durch
z(b+a—1t), a <t <b, definiert, d. h. die Kurve wird andersherum durchlaufen.

[t

Proposition 4.7. FEs gilt
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Beweis. Nach Kettenregel und (komponentenweise angewandter) Transformations-

formel folgt

b
/f
-C

—/f(z(b+a—t))é(b+a—t)dt

a

a

/f(Z(bJra*t))é(b‘Fa*t) dt

- [tewzwi=- [ 1 0
C

a

Beispiel 4.8. Sei

1 T .y
f(z)_z_a:2+y2 Tty

C:z(t) = Rcost+iRsint, 0<t<2m, R#O0.

Dann folgt
2m .
/f(z) dz = / (C(;t - 281;25) -(—Rsint + iR cost)dt
c 0
27
= /idt = 2mi.
0

Proposition 4.9. Sei C' eine Kurve, f und g seien auf C stetig. Sei o € C. Dann
gilt

Ju@ +g@idz= [ 1rd+ [ gz az,

c c c
/af(z)dz:a/f(z)dz.
c c

Beweis. Klar. O

Die folgende Notation ist nicht {iberall verbreitet.
Notation 4.10. Seien «a, § € C. Wir schreiben a < 3, falls |o| < |5] gilt.
Lemma 4.11. Sei [a,b] >t — G(t) € C stetig. Dann gilt

b b
/G(t) it < / IG(#)] dt.
Beweis. Seien R > 0, ¥ € R, so dass

b
/G@ﬁ:RW
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ist. Dann folgt nach Proposition 4.9
b
/e_wG(t) dt = R.
Da die rechte Seite reell ist, erhalten wir
b
R= / Re (e7"G(1)) dt.
a
Da aber Re(z) < |Re(z)| < |z| gilt, erhalten wir
b
R< / G| dt

und die Behauptung folgt. O

Lemma 4.12 (M-L Abschiitzung). Sei C eine Kurve der Linge L, sei f auf C
stetig mit f < M € R auf C. Dann gilt

/f(z)dz<< ML.
c

Beweis. Sei C' durch z(t) = z(t) + wy(t), a < ¢t < b, gegeben. Mit Lemma 4.11
erhalten wir

b b
/ﬂ@w:/ﬂmwmﬁ</ummMWﬁ
C a a

b

< . 7 .
< max|f(2)]- [ (0]
Fiir die Bogenlénge L von C erhalten wir

b b
L= [ Ve GOra - [ 1)

a

und somit
/ f(z)dz < ML. O
c

Proposition 4.13. Sei f, eine Folge stetiger Funktionen, die auf einer Kurve C
gleichmdfig gegen einen Funktion f konvergiert. Dann gilt

/f(z) dz = nh—{go fn(2) dz.
C

C
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Beweis. Aufgrund der gleichméfigen Konvergenz ist f stetig.

Es gilt
/ f(z)dz / ful) dz = / (F(2) = ful2)) dz
C C C

Fixiere £ > 0 und wihle n grof genug, so dass |f(z) — fn(2)| < € fiir alle z € C gilt.
Sei L die Lange von C. Dann gilt

/f(z)dZ—/fn(z)dz<<5'L.
C c

Wir lassen € — 0 und erhalten

/f(z) dz= lim [ f.(z)dz
C

n—oo

C

wie behauptet. O

Proposition 4.14. Sei f die Ableitung einer analytischen Funktion F auf C, d. h.
gelte f(z) = F'(2) auf C. Dann gilt

[ 161z = Flo) - Fe).
C

Beweis. Es geniigt, dies in einem Intervall zu beweisen, in dem C' durch z(t) darge-
stellt ist und zusétzlich z glatt ist und 2z # 0 gilt. Nehme ohne Einschrénkung ein,
dass dies fiir ¢ <t < b der Fall ist. Die allgemeine Behauptung folgt dann durch
Aufsummieren.

Definiere () := F(2(t)), a <t < b. Wir beweisen zunéchst das komplexe Analogon
zur Kettenregel:

F(z(t+h) = F(=(t))

() = Jim h
_ F(z(t+h) — F(2(t)) 2(t+h)—=2(1)
h—0  z(t+h) — z(t) h ’

da % # 0 impliziert, dass z(t + h) # z(t) gilt, falls h # 0 klein genug ist

— lim F( ( )) (Z( )) lim Z(t-l—h) — z(t)
=0 z(t+h)—2(1) h—0 h

=F'(2(t)) =x(t)
=f(2(t)) - 2(0).

Also folgt aufgrund des reellen Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung

/f dz—/f a/bv

b) —(a) = F(2(b)) - F(2(a))- O
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4.1. Satz iiber geschlossene Kurven fiir ganze Funktionen. Ab diesem Ka-
pitel werden wir einige Resultate fiir ganze Funktionen beweisen, die aber auch
entsprechend fiir Funktionen gelten, die in Kreisscheiben oder (noch zu definieren-
den) einfach zusammenhéngenden Gebieten definiert sind. Da wir spéiter nur auf die
entsprechenden Beweisschritte verweisen werden, ist es jetzt schon sinnvoll, sich zu
merken, dass die betrachteten Funktionen fiir die Giiltigkeit des jeweiligen Satzes
héufig nicht in ganz C definiert zu sein brauchen.

Definition 4.15. Eine Kurve C' heifit geschlossen, falls Anfangs- und Endpunkt
iibereinstimmen, d.h. falls C' durch z(t), a <t < b, mit z(a) = z(b) gegeben ist.

C heiflt einfach geschlossen, falls keine weiteren Punkte auf der Kurve iiberein-
stimmen, d.h. falls aus z(t1) = z(t2) mit t; < to folgt, dass t; = a und t5 = b
gelten.

Unter dem Rand eines (achsenparallelen) Rechtecks verstehen wir eine einfach ge-
schlossene Kurve entlang des mengentheoretischen Randes des Rechtecks, so dass
das Rechteck bei wachsendem Parameter ¢ auf der linken Seite der Kurve liegt. (Die
Kurve wird entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen.)

Theorem 4.16 (Rechteckstheorem). Sei f eine ganze Funktion und I' der Rand
eines Rechtecks R. Dann gilt

/ f(z)dz=0.

r

Lemma 4.17. Ist f zusdtzlich affin linear, so gilt das Rechteckstheorem.
Beweis. Sei f(z) = a+ Bz und sei T durch T': z(t), a < t < b, gegeben. f ist iiberall
die Ableitung der analytischen Funktion
F(z) = az + 132°
Nach Proposition 4.14 folgt

/f(z) dz = /F'(z) dz = F(2(b)) — F(z2(a)) = 0. O
r r

Beweis von Theorem 4.16. Setze I := [ f(z)dz. Wir behaupten, dass I = 0 gilt.
r

Nehme an, dies wére nicht der Fall. Dann unterteilen wir R in vier Rechtecke
mit jeweils den halben Seitenléngen von R: Ry,..., R4 mit Réndern I'y,... T'y4.
Da die im inneren von R liegenden Strecken jeweils in entgegengesetzter Richtung
durchlaufen werden, erhalten wir

4

[r=% ]

T i=1p
Wiihle eines der Rechtecke, R(") mit Rand T'), so dass

/ f(z)dz > i

ro
gilt. Wir iterieren dies mit R und I'™ statt R und T und erhalten Folgen

R>RWY > R® 5 .
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mit Réndern
r,rM r@
so dass
diam R+ = % diam R*®)

und

/ f(z)dz> 4%

(k)
(oo}
gelten. Sei zo € (| R™. Nutze nun die Analytizitit von f im Punkte zp. Da

k=1

f(2) = f(z0)

zZ— 20

— f'(20)
gilt, existiert €,, so dass

f(2) = f(z0) + f'(20) - (2 = 20) + €2 - (2 — 20)

mit €, — 0 fiir z — 2 ist. Nun gilt

[ s@ras= [ 1#Go)+ 7o) G- 20) e e mllde= [ e (20
T(n) T(n) )
da das Integral iiber den linearen Anteil verschwindet. Bezeichne die Lénge der
lingsten Seite von T' mit s. Wir erhalten fiir die Linge von I'™ die Abschitzung

[ |dz| < 22 und fiir z € '™ dass |z — 2| < \;6 gilt.
rin)

Sei ¢ > 0 fest. Wir wihlen N € N so grof}, dass aus |z — zg| < \g\, folgt, dass
€, K e gilt. Fiir n > N folgt damit nach der M-L-Abschéitzung

/f )dz < e - \[848

)
Nach Wahl von I'™ folgt
4
— << / f dZ K¢ \4/5
RO)
und damit I < e4v/2s2. Dae >0 beliebig war, erhalten wir I = 0. O

Die Orientierung der Rechtecke war nicht wesentlich, nur, dass sie einheitlich war.
Wir wollen in Zukunft jeweils so um konvexe Mengen herum integrieren, dass diese
auf der linken Seite liegen.

Theorem 4.18 (Integraltheorem). Sei f eine ganze Funktion. Dann ist f iiberall
die Ableitung einer analytischen Funktion, d. h. es gibt eine ganze Funktion F, so
dass F'(z) = f(z) fir alle z € C gilt.
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Beweis. Definiere F(z) durch

z

F(z) = / F(Q) dc,

0

z
wobei | das Integral auf geraden Strecken von 0 nach Rez und weiter von Rez
0

nach z bezeichnet.
z+h
Analog bezeichnet [ das Integral auf geraden Strecken von z nach z 4+ Reh und
weiter von z + Re h nach z + h.
Es gilt
z+h

F(z+h) = F(z) + / F(0) dc,

da sich die beiden Ausdriicke nur um das Integral um ein Rechteck herum unter-
scheiden. Nun ist fiir A # 0

z+h
1

z

Zusammengenommen ergibt sich nun

F(z+h)— F(2) 1
s e R ORI OLS

Sei nun € > 0 gegeben. Dann gilt fiir hinreichend kleines |h| im Integral stets
|f(¢) = f(2)] <e. Aufgrund der M-L-Formel ist also

F h)—F 1
Flz+h) - F(z) f(z) < —2|hle = 2¢
h |h|
und somit gilt F'(z) = f(z) fiir alle z € C. O

Theorem 4.19 (Satz iiber geschlossene Kurven). Sei f eine ganze Funktion und
C eine geschlossene Kurve, so gilt

C/ f(2)dz = 0.

Beweis. Sei F' eine ganze Funktion wie im Integraltheorem, Theorem 4.18, d. h. es
gelte F'(z) = f(z). Wir erhalten in der auch bisher schon verwendeten Notation
fiir Kurvenintegrale

/f(z) dz = /F'(z) dz = F(2(b)) — F(z2(a)) =0,
c C

da C eine geschlossene Kurve ist. ([
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5. EIGENSCHAFTEN GANZER FUNKTIONEN

5.1. Cauchysche Integralformel und Taylordarstellung. Sei f eine ganze
Funktion. Definiere g durch

f(z)—f(a)7 z#a,
S PP

fiir festes a € C. Da f eine ganze Funktion ist, ist g stetig. Erst einmal ist nicht
klar, ob g auch ganz ist.

Ziel: Das Integraltheorem, Theorem 4.18, und der Satz iiber geschlossene Kurven,
Theorem 4.19, gelten auch fiir g.

Theorem 5.1 (Rechteckstheorem II). Sei f ganz und g wie oben, dann gilt

/g(z) dz=0

r
fiir den Rand I eines Rechteckes R.

Beweis. Wir unterscheiden drei Fille:

(i) a € R: g ist in R analytisch und der bisherige Beweis funktioniert ungeéndert.

(ii) a € I': Unterteile R so in sechs kleine Rechtecke, dass (bis auf ein sehr kleines
Rechteck) alle Rechtecke einen positiven Abstand zu a besitzen. In offensicht-
licher Notation erhalten wir

[5)s

T i:lf‘k

Da g stetig ist, folgt ¢ < M € R in R fiir eine geeignete Konstante M. Habe
nun das Rechteck R; mit a auf dem Rand I'y einen Umfang kleiner als e.
Dann folgt aufgrund der M-L-Formel

/g<<M5

I

und da aufgrund des ersten Teiles [ g = 0 fiir k = 2,...,6 ist, erhalten wir,
T
dass [ g < Me gilt. Wir erhalten somit [ g = 0.
r r

(iii) a € R: Unterteile das Rechteck (dhnlich wie oben) in neun Rechtecke. Acht
Rechtecke davon liefern wiederum keinen Beitrag. Wie im letzten Fall ldsst sich
der Beitrag des Rechtecks mit a abschiitzen, wenn der Umfang klein gew&hlt
wird. O

Korollar 5.2. Sei g wie oben. Dann gelten das Integraltheorem 4.18 und der Satz
iiber geschlossene Kurven, Theorem 4.19, auch fir g.

Beweis. Verwende in den entsprechenden Beweisen das Rechteckstheorem II, Theo-
rem 5.1, statt des ersten Rechteckstheorems 4.16. Der Rest des jeweiligen Beweises
bleibt unverdndert. ([l
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Theorem 5.3 (Cauchysche Integralformel). Sei f eine ganze Funktion, a € C und
sei C' die Kurve

C:Re™”, 0<9<2mn, R > |al.
Dann gilt

dz.

- o ] 22
C

Beweis. Nach Korollar 5.2 folgt
JEEECr
z—a
c

Da der Integrand entland der Kurve nirgends singulér ist, diirfen wir das Integral

wie folgt aufsplitten
d
f(a)/ G- /(z) dz.

z—a z—a
c c
Das folgende Lemma liefert
/ dz ,
=27
z—a
C
und damit folgt die Behauptung. ([l

Lemma 5.4. Sei a im Kreis C, enthalten, d. h. C, hat Mittelpunkt o € C, Radius
p und es gilt |a — o] < p. Dann gilt

d
/ i = 2mi.
zZ—a

Cp

Beweis. Wir betrachten zunichst die zentrierte Situation
27

d N ]
/ : :/Zpe, i) = 2,
72—« pet?
0

Cp

wobei wir im Zédhler des mittleren Integrals die Ableitung des Weges im Nenner
haben. Weiterhin gilt fiir 1 < k € N wie oben

27
dz L[ ko
[ = = [ a0 =o
C, 0

Alternativ kann man benutzen, dass m die Stammfunktion ﬁ besitzt.
Im allgemeinen Fall, d.h. wenn a # « ist, gilt

1 1 B 1 R
z—a (z—a)—(a—a) (z - a) |:1_afa:| Cz—a 1-w’
wobei w = 2=2 ist. Auf C, gilt |w| = \a;;l < 1. Daher liefert die geometrische
Reihe dass

1 2
— =14 wtw +...
1—w
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und somit folgt

1 1 a—a (a—a)?
= 1+ 2+...
z—a z-—« z—a (z—a)
1 a—« (a—a)?

z—a+(z—a)2+(2—a)3

Da die Konvergenz auf C, gleichméfig ist, erhalten wir aufgrund der obigen Rech-

nungen
1
dz = d d =2 [l
/zfa ¥4 / z—i—Z/ z .

e, c,

Theorem 5.5 (Taylordarstellung ganzer Funktionen). Ist f eine ganze Funktion,
s0 besitzt f eine Potenzreihendarstellung, f*)(0) existiert fir k =1,2,3,... und es

gilt
o0
-3
k=0

fir alle z € C. (Die Potenzreihe hat also den Konvergenzradius cc.)

Beweis. Sei a # 0, R = |a] 4+ 1. Sei C der Kreis um den Ursprung mit Radius R.
Die Cauchysche Integralformel liefert

fiir alle z < a. Wie oben gilt, da aus z < a folgt, dass ’ﬁ < 1 ist,

1 _ 1 _1+z+z2+
w—z_w(l—i)_w w2 wd

Da die Konvergenz auf C gleichméBig ist, erhalten wir

1 1 z 22
= — —+—+—+...| d
2m/f(w)[w+w2+w3+ ] w
C

flw
dw
2m / + 27r

C’kzk
k=0

1 f(w) 2
— d
2m'/ wr M E T
C

mit C, = 27” f q{) Sfﬁ)l dw. Die Koeffizienten kénnten nun noch von a und R abhingen.

Die angegebene Formel gilt jedoch fiir alle z < a. Da die Potenzreihe fiir z < a mit
f iibereinstimmt hat sie einen positiven Konvergenzradius, mindestens |a|. Nach
Korollar 2.10 ist f daher fir |2| < |a| beliebig oft differenzierbar und nach Ko-

rollar 2.11 gilt Cj, (0) fiir alle k. Somit héngt C} nicht von a ab. Dasselbe
Argument liefert also d1e glelche Potenzreihe fiir alle a und mit |a| — oo folgt die
Behauptung. (|

Korollar 5.6. Eine ganze Funktion ist beliebig oft differenzierbar.
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Wir bemerken, dass man nicht von unendlich oft differenzierbaren Funktionen spre-
chen sollte, da keine oo-te Ableitung existiert.

Beweis. Eine ganze Funktion besitzt eine iiberall konvergente Potenzreihendarstel-
lung. Potenzreihen sind im Inneren ihres Konvergenzradiusses (eigentlich: im In-
neren eines Balles mit dem Konvergenzradius als Radius) beliebig oft differenzier-
bar. O

Korollar 5.7. Sei f eine ganze Funktion und a € C. Dann gilt

f"(a)

51 (z—a)?+...

f(z) = fa) + f'(a)(z = a) +

fiir alle z € C.

Beweis. Da ¢g(¢) := f({ + a) eine ganze Funktion ist, folgt

" 0
00 =g0) + /)¢ + L0 4
und daher
f(¢C+a) =f(a)+f'(a)C+%c2+... )
Wir setzen nun ( = z — a und erhalten die Behauptung. 0

Proposition 5.8. Sei g wie in der FEinleitung des Kapitels definiert. Dann ist g
eine ganze Funktion.

Beweis. Nach Korollar 5.7 gilt

"(a (3) a
(o) = iy + 10 o

fiir z # a und fir z = a. Diese Reihe konvergiert tiberall da die Koeffizienten
betragsmiifig kleiner als die entsprechenden Koeffizienten von f’ sind. Daher ist g
eine ganze Funktion. (I

(z—a)*+...

(z—a)+

Korollar 5.9. Sei f eine ganze Funktion mit paarweise verschiedenen Nullstellen
inai,as,...,ay. Wir definieren g durch

f(z
9(2) = “)
(z—a1)(z—az) ... (z—an)
fiir z # ay. Dann existieren die Grenzwerte lim g¢(z) fir k =1,2,..., N. Definie-
z—ag

ren wir g(ag) als diesen Grenzwert, so ist g eine ganze Funktion.

Beweis. Wir gehen per Induktion vor. Setzt fo(z) := f(z) und definiere
fil(z) = fe—1(2) — fr—1(ax) _ fe—1(2)
Z — Qg Z — ag
fiir 2z # ag. Ist fr_1 eine ganze Funktion, so folgt nach Proposition 5.8, dass fx(2)

fir = — ap einen Grenzwert besitzt, der f;_,(ax) ist und fj lésst sich als ganze
Funktion nach aj, fortsetzen. Mit Induktion folgt daher die Behauptung. ([
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5.2. S&dtze von Liouville und der Fundamentalsatz der Algebra.

Theorem 5.10 (Satz von Liouville).
Eine beschrdnkte ganze Funktion ist konstant.

Beweis. Sei f ganz. Seien a,b € C und C' ein Kreis mit Radius R > max(|a/, |b]) und
Mittelpunkt 0; er enthélt also @ und b. Aufgrund der Cauchyschen Integralformel
erhalten wir daher

(e, 1 (1)

IO =f@O =55 | 5% o | e=a®
c c
_ 1 f(Z)(b—a)
_Zﬁ/sz@@fmdz
< sup|f] - oL R
(R —la)(R—[b])
Wir lassen nun R — oo und erhalten f(a) = f(b). Somit ist f konstant. O

Theorem 5.11 (Erweiterter Satz von Liouville). Sei f eine ganze Funktion. Sei
k € N und seien A, B > 0. Gilt

f(z)] < A+ Blzf*
fiir alle z € C, so ist f ein Polynom, dessen Grad hdchstens k betrdgt.

Beweis. Fiir k = 0 ist dies gerade der Satz von Liouville.
Sei daher k£ > 0. Definiere

f(z)—f(O)’ z#0,
9(z) == {f/(()), 2= 0.

g ist eine ganze Funktion und erfiillt nach Voraussetzung an f die folgende Wachs-
tumsbedingung:

l9(2)] < C + Dl2|*
fiir alle z € C und fiir geeignete Konstanten C;, D > 0. Nach Induktionsannahme
ist daher g ein Polynom vom Grade < k — 1. Somit ist f ein Polynom vom Grade
<k. O

(Dies funktioniert auch fiir ein beliebiges k > 0 mit einem analogen Resultat.)

Lemma 5.12 (Wachstumslemma fiir Polynome). Sei0 < n € N, a; € C mit a,, # 0
und sei

f(2) =an2" +an_ 12" '+, . +arz+ap

ein Polynom. Dann gibt es R > 0, so dass
1 n n
glan| - [2" < |f(2)] < 2|an| - |2]

fir alle z € C mit |z| > R gilt.
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Beweis. Es gilt [2|* < |z|" fir k <nund |2] > 1
[F(2)] <lanl - 2™ + lan—1| - [2[* 7 + ... + ao]
<lan] - |2I" + (Jan—1| + ... + lao|) [2[" "

|6Ln_1| + ...+ |CLQ| |Z‘n

<lan|-|2" +
2|

<2[an| - [2|"

fiir |2] - |an| > |an—1] + ... + |aol.
Andererseits folgt dhnlich wie oben

1 1 _
)] 2 an] - 47 + (2|an| el = (e ot |ao>) ot

>0 fiir |2|>R
> Slanl - [2l"
Z5 )
falls R grofl genug ist. O

Theorem 5.13 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht-konstante Polynom
in C[X] besitzt eine Nullstelle.

Beweis. Sei P(z) ein beliebiges Polynom. Besitzt P(z) keine Nullstelle in C, d.h.
gilt P(z) # 0 fiir alle z € C, so ist f(z) := ﬁ eine ganze Funktion. f(z) ist
beschriankt (weil P(z) konstant ist oder |P(z)| — oo fiir |2] — oo gilt). Nach dem
Satz von Liouville ist daher f konstant. Somit ist auch P konstant. O

Korollar 5.14. In C[X] zerfillt jedes Polynom in Linearfaktoren.

Beweis. Induktion. O

6. EIGENSCHAFTEN ANALYTISCHER FUNKTIONEN

6.1. Potenzreihendarstellung fiir analytische Funktionen in Kreisschei-
ben.

Theorem 6.1. Sei f in B.(«) analytisch. Wenn das abgeschlossene Rechteck R
und der Punkt a beide in B.(«) enthalten sind und T’ der Rand von R ist, so gelten

/f(Z)dz:o und /wd,ﬁo.

(Ist a & B, («), so gilt das Theorem auch, wenn man statt f(a) eine beliebige Zahl
einsetzt.)

Beweis. Wie beim Rechteckstheorem, Theorem 4.16 und Theorem 5.1, da f in
R C B,(«) analytisch ist. O

Theorem 6.2. Sei f in B,(«) analytisch und a € B,(«). Dann gibt es in By («)
analytische Funktionen F und G, so dass

F/(Z) — f(Z), G’(z) _ f(Z) — f(a)

zZ—a

)
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f(z)—f(a)

wobei wir hier und spdter bei dieser Schreibweise mm Punkte z = a als

1'(2), also als den Grenzwert in diesem Punkt, definieren.

Beweis. Definiere ;
Fe) = [ 1O

und

G:) = | - 1a) “212 @) g,

wobei wir entlang horizontaler und vertikaler Strecken in B, () integrieren. (Auf-
grund des Rechteckstheorems, Theorem 4.16 und Theorem 5.1, ist dies wohldefi-
niert.) Wie beim Beweis des Integraltheorems, Theorem 4.18, mit Hilfe des Recht-
eckstheorems, Theorem 4.16, folgt

F'(z) = f(z) und G'(Z)ZM. O

z—a
Theorem 6.3. Sei f in By(«) analytisch, a € B,(a) und sei C eine in By(a)
enthaltene geschlossene Kurve. Dann gelten

z)az = un Mzz
C/f()d 0 d! .

Beweis. Nach Theorem 6.2 existiert eine in B, («) analytische Funktion G mit

z—a
Daher gilt mit den iiblichen Bezeichnungen fiir einen Weg

/W dz = /G’(z) dz = G(=(b)) — G(2(a)) = 0.
c c
Analog sieht man, dass [ f(z)dz = 0 gilt. O
c

Theorem 6.4 (Cauchyscher Integralformel). Sei f in B.(«) analytisch, 0 < p <,
la — a| < p. Dann gilt

1 [ f(z)
= — d
f(a) mi) 2—a
CP
wobei C) : « —|—pe“9, 0<9Y<2r.
Beweis. Benutze Theorem 6.3 und argumentiere wie in Lemma 5.4. (I

Wir untersuchen die Darstellbarkeit analytischer Funktionen in Kreisscheiben als
Potenzreihen.

Theorem 6.5. Sei f in B,(«) analytisch. Dann gibt es Konstanten Cy, so dass
o0
fz) =) Cilz—a)*
k=0

fiir alle z € By(«a) gilt.
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Beweis. Der Beweis funktioniert ganz analog zu dem in Theorem 5.5. Lasse jedoch
R  r statt R — oo. (Auflerhalb von B,(a) mu f nicht analytisch sein und
es ist auch iiberhaupt nicht klar, ob die Reihe dort konvergiert.) Wiederum gilt

*
Cp = L2 O
6.2. Analytische Funktionen in beliebigen Gebieten.

Theorem 6.6. Sei f in einer offenen Menge D C C analytisch. Dann gibt es zu
jedem o € D Konstanten C, so dass

f(z) = ZCk(z - a)k
k=0

fiir alle z in der grifsten Kugel B,.(«) mit B,.(«) C D konvergiert.
Beweis. Dies ist eine Umformulierung von Theorem 6.5. (I

(Konvergenz auf grofleren Mengen kann man im allgemeinen nicht erwarten, da
Potenzreihen stets auf Kreisscheiben (und unterschiedlichen Teilen des Randes)
konvergieren. Im Beweis entspricht dies bei einem Quadrat der Tatsache, dass es
keinen Kreis innerhalb des Quadrates gibt, der den Mittelpunkt des Quadrates und
einen Punkt sehr nahe an einer Ecke umschlieft.)

6.3. Eindeutigkeit, Mittelwertsatz und Maximumprinzip.

Proposition 6.7. Ist f in o analytisch, so auch

IR, 2y,
9(2) == N

(), z=a.
Beweis. Analog zur globalen Version in Proposition 5.8. O

Theorem 6.8. Ist f in z analytisch, so ist f in z beliebig oft differenzierbar.

Beweis. f ist lokal analytisch. Stelle f als Potenzreihe dar. Potenzreihen sind lokal
beliebig oft differenzierbar. O

Theorem 6.9 (Eindeutigkeitssatz). Sei f in einem Gebiet D analytisch und gelte
f(zn) =0 fiir eine Folge D > z,, — 2z € D, z, # z. Dann gilt f =0 in D.

Beweis. Nahe z besitzt f eine Darstellung als Potenzreihe. Der Eindeutigkeitssatz
fiir Potenzreihen liefert, dass f = 0 nahe z gilt. Definiere

A:={z € D: z ist ein Grenzwert von Punkten # z, in D,

fiir die f verschwindet},

B:={zeD:z¢A}.
Es gilt AN B = 0.
A ist offen: Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes fiir Potenzreihen folgt wie oben, dass
f = 0 nahe z ist, falls z € A gilt.
B ist offen: Sei z € B. Dann gibt es ein § > 0, so dass f(2) #0 fir 0 < |z — 2| < ¢
gilt. Somit ist Bjs/2(2) C B und die Offenheit von B folgt.
Da D zusammenhéngend ist, folgt, dass A = () oder B = ) gilt. Da aber z € A ist,
folgt B =0 und A = D. Aufgrund der Stetigkeit ist nun f =0 in D. g
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Korollar 6.10. Seien f und g in einem Gebiet D analytisch. Stimmen f und g
auf einer Menge mit einem Hdaufungspunkt in D diberein, so gilt f = g in D.

Beweis. Betrachte f — g. (I

(Wir bemerken, dass dies nicht zu gelten braucht, wenn der Haufungspunkt auf 9D
liegt, wie das Beispiel sin% und z, = n—lﬂ zeigt.)

Theorem 6.11. Sei f eine ganze Funktion. Gilt f(z) — oo fiir z — oo, so ist f
ein Polynom.

(Die Konvergenz ,— oo “ ist betragsmdfig zu verstehen.)

Beweis. Wihle M > 0, so dass |z| > M impliziert, dass |f(z)] > 1 gilt. f be-
sitzt hochstens endlich viele Nullstellen aq, ..., an, da sonst die Nullstellen einen
Héaufungspunkt hétten und f = 0 gelten wiirde. Wir dividieren die Nullstellen
heraus

f(z)

z—ai)(z—a3) - (z—an)

Bei Nullstellen mit hoherer Vielfachheit ist dies gegebenenfalls (entsprechend der
Vielfachheit) zu wiederholen. Die Vielfachheit ist aber stets endlich, da sonst die
Potenzreihenentwicklung um den entsprechenden Punkt die Nullfunktion ergeben
wiirde.

9(z) = (

Nach Proposition 5.8 ist g eine ganze Funktion ohne Nullstellen. Definiere

1 (z—a1)--(2—an)
9(2) f(2)
h ist eine analytische Funktion. Da f — oo fiir z — oo geht (|f| > 1 wiirde
auch geniigen), folgt |h(z)| < A + BJz|"V. Nach dem erweiterte Satz von Liouville,
Theorem 5.11, ist h daher ein Polynom. Nach Konstruktion ist g nullstellenfrei. h
hat auch keine Nullstellen. Aufgrund des Fundamentalsatzes der Algebra gilt daher
h(z) = k € C und wir erhalten

h(z) =

1
f:%(z—al)(z—ag)--(z—m\/). O
(Umgekehrt iiberzeugt man sich leicht, dass fiir nichtkonstante Polynome f(z) — oo
fiir z — oo gilt, da der Term mit dem gréfiten Exponenten fiir grofie z dominiert.)

Theorem 6.12 (Mittelwertsatz). Sei f in einem Gebiet D analytisch, o € D. Sei
B, («) C D. Dann gilt

Beweis. (Dies ist eine Umformulierung der Cauchyschen Integralformel.) Auf den
Mittelpunkt angewandt liefert die Cauchysche Integralformel

1
Y A (O
211 zZ—«
Chr

fla)
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Wir verwenden die Parametrisierung z = o + re'?, so dass zyg = ire’ und 2z — o =
re’V gelten. Wir erhalten

1 0 ire'
f(Oé)Z%/f(OfJ”“ez )~ @,
0
was direkt die Behauptung liefert. (]

Analog zur reellen Situation sagen wir, dass f ein relatives Maximum in z hat, falls
|f(2)| > |f(w)] fiir alle w in einer Umgebung von z gilt. Analog definieren wir ein
relatives Minimum.

Theorem 6.13 (Maximumprinzip). (Mazimum-Modulus Theorem) Eine nicht-
konstante analytische Funktion f in einem Gebiet D besitzt kein inneres Mazimum:
Fiir jedes z € D und § > 0, so dass Bs(z) C D gilt, gibt es w € Bs(z), so dass
[f(w)] > |f(2)] ist.

(Statt Bs(z) C D zu fordern kann man auch § fir den Beweis entsprechend ver-
kleinern.)

Beweis. Der Mittelwertsatz liefert

Daraus folgt

27
()] < %/‘f(z—&—&ewﬂ i < ma | (= + 6¢7).
0

Daher existiert ein w # z nahe z mit |f(2)| < |f(w)]|. Wir erhalten nur dann
keine strikte Ungleichung, wenn iiberall Gleichheit gilt (und dies fiir alle kleinen
Radien). Betrachten nur den Fall, in dem Gleichheit gilt. Dann ist |f| in B, (z) fiir
ein 0 < r < ¢ konstant und nach Proposition 3.8 ist f in B, (z) konstant. Aufgrund
des Eindeutigkeitssatzes ist daher f in D konstant. Widerspruch. O

Bemerkung 6.14. Sei D ein beschrinktes Gebiet. Wir nennen eine in D analyti-
sche und auf D stetig fortsetzbare (und ohne Einschriinkung fortgesetzte) Funktion
in D C-analytisch (C fiir “continuous”).

Aufgrund des Maximum-Modulus Theorems nimmt eine solche Funktion ihr be-
tragsméiBiges Maximum auf 0D an.

Theorem 6.15 (Minimum-Modulus-Theorem). Sei f eine in einem beschrinkten
Gebiet D nicht-konstante analytische Funktion. Dann ist kein Punkt z € D ein
relatives Minimum aufer es gilt f(z) = 0.

Beweis. Wenn f keine Nullstelle in z besitzt, so erfiillt w +— ﬁ fiir w nahe z die

Bedingungen fiir das Maximum-Modulus-Theorem. (I

Bemerkung 6.16. Alternativ kann man das Maximum-Modulus-Theorem bewei-
sen, indem man den ersten nicht-konstanten Term (kleinster Exponent) in der Tay-
lorentwicklung betrachtet, der in der Nidhe von z gegeniiber dem Rest dominiert.
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Definition 6.17. Sei 0 # a € C. Sei a = re’?, r > 0 und (iiblicherweise) 0 < ¢ <
27. Dann heifit ¢ das Argument von a.

Das folgende Resultat heifit auch “anti-calculus proposition”, weil im Maximum
f'(z) # 0 gilt. Es geht auf Erdés zuriick. Es gilt analog auch in Gebieten mit
innerer Kugelbedingung. Vergleiche dies mit dem Hopfschen Randpunktlemma aus
den partiellen Differentialgleichungen. Beachte, dass Analytizitit in B, eine stiirkere
Voraussetzung als C-Analytizitéit in B, ist.

Proposition 6.18. Sei f in B, analytisch. Nimmt die Funktion f ihr Mazimum
(iber By.) in einem Randpunkt o an, so gilt f'(a) # 0 oder f ist konstant.

Beweis. f ist in « analytisch. Daher gilt nahe «
f(2)=Co+Ci(z—a) +Ca(z —a)® +....
Angenommen es ist C; = f/'(«) = 0. Dann gilt
f(z) =Co+Ca(z—a)? +...
nahe a. Wir nehmen an, dass Cy # 0 gilt. Falls C der erste Koeffizient # 0 ist

(k > 1), verfahren wir analog. Gilt C, = 0 fiir alle & > 1, so ist f konstant.

Wir méchten z = a + §e?” betrachten, so dass Cp und Co6%e?™ dasselbe Argument
haben. Dies ist immer moglich, falls nicht die entsprechenden 1’s Tangentialrich-
tungen an die Kreisscheibe entsprechen. Im letzteren Fall modifiziert man 9 leicht,
so dass der Punkt im Inneren der Kreisscheibe liegt. Es gilt

|C’0 + Co(z — a)2] = |CO + 026262“9] > |Co| + % |C252|
und damit folgt
|f(2)] > |Col + § |C26%| > |Col = | f(a)],

da die restlichen Terme fiir kleine 6 > 0 von der Ordnung §° sind. Wir erhalten
einen Widerspruch zur Annahme, dass f in der Kreisscheibe in o maximal ist. [

7. WEITERE EIGENSCHAFTEN ANALYTISCHER FUNKTIONEN
7.1. Satz von der offenen Abbildung und Schwarzsches Lemma.

Theorem 7.1 (Satz von der offenen Abbildung). Das Bild einer offenen zusam-
menhdangenden Menge unter einer nichtkonstanten analytischen Abbildung ist eine
offene Menge.

Beweis. (nach Carathéodory) Wir wollen zeigen, dass das Bild einer (kleinen) Kreis-
scheibe um « eine Kreisscheibe um f(«) enthilt. Wir nehmen ohne Einschrinkung
an, dass f(«) = 0 gilt. Der Eindutigkeitssatz fiir Potenzreihen liefert, dass es einen
Kreis C' um «a mit f(z) # 0 fiir alle z € C gibt. (Sonst gibt es eine nichttriviale
Folge — a, fiir die f verschwindet. Daraus wiirde dann lokal f = 0 folgen.)

Sei 2e = min |f(2)].

Wir behaupten, dass B.(0) im Bild der Kreisscheibe mit Rand C unter f enthalten
ist: Sei w € B:(0). Betrachte f(z) — w. Fiir z € C gilt

|f(2) —w| Z[f(2)] = [w]| > ¢,
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[f(@) —w| =] - w| <e.

Daher nimmt |f(z) — w| ein lokales Minimum innerhalb von C' an. Aufgrund des
Minimum-Modulus-Theorems gibt es daher ein z innerhalb von C mit f(z) —w = 0.
Der Wert w wird also angenommen. O

Theorem 7.2 (Schwarzsches Lemma). Sei f in der Einheitskreisscheibe analytisch
und gelte dort f < 1. Sei f(0) =0. Dann gilt

(i) |f(2)] < |z| fiir alle z € B1(0) und

(i) [f'(0)] < 1.
Gleichheit gilt in (i) fir ein z # 0 oder in (i) genau dann, wenn

f(z) =€z fiir ein 9 € R ist.

Beweis. Betrachte die in B;(0) analytische Funktion

(2) = @, 0< |zl <1,
T o), 2=

Auf 0B,.(0) gilt g <« % Aufgrund des Maximum-Modulus-Theorems ist daher g <
1in B,.(0). Mit 7 /" 1 erhalten wir |g(z)| < 1 in B1(0). Nach Definition von g folgt
daher (i) und da f(0) = 0 ist, erhalten wir auch (ii).

Gelte Gleichheit in (i) oder (ii). Dann folgt |g(zo)| = 1 fiir ein |zo| < 1. Aufgrund
des Maximum-Modulus-Theorems ist dann g eine Konstante vom Betrag 1. Somit

gilt f(z) = ez O
Proposition 7.3. Sei f eine ganze Funktion mit
1
<
1) < iy

fiir alle z. Dann gilt f = 0.

Beweis. Fiir [Im z| > 1 erhalten wir f < 1, aber f konnte nahe der reellen Achse
noch unbeschriankt werden. Definiere die Hilfsfunktion

g(z) = (22 - RQ) f(2).
Fiir z mit |z| = R und Re z > 0 gilt

c-mpel< B el

[Imz| —
Dabei ist ein Bild fiir die zweite Ungleichung hilfreich. Analog erhalten wir fiir
2| = R und Rez < 0 die Ungleichung |(z + R)f(2)| < v2 < 2. Da |z| = R ist,
erhalten wir mit Hilfe dieser beiden Ungleichungen und der Dreiecksungleichung
l9(2)| = [z + B[ - |2 = R| - | f(2)] < 3R.

Das Maximum-Modulus-Theorem liefert nun fiir |z| < R

l9(2) = |2* = R?| - | ()] < 3R.
R > 0 war beliebig. Also folgt

3R ,
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Mit R — oo folgt f(z) = 0. Da dies fiir beliebige Punkte z € C gilt, folgt die
Behauptung. ([

7.2. Die Umkehrung von Cauchys Theorem; Moreras Theorem; Schwarz-
sches Spiegelungsprinzip.

Theorem 7.4 (Morera). Sei f in einer offenen Menge D C C stetig. Gilt

F/f(z)dzzO

fiir alle Rander abgeschlossener Rechtecke R C D, so ist f in D analytisch.

(Die Stetigkeit ist notig, da das Abdndern in einem Punkt das Integral nicht dndert.
Wir bendtigen die Voraussetzung im Beweis nur fiir achsenparallele Rechtecke.)

Beweis. Sei zg € D. In einer kleinen Umgebung von zy definieren wir eine Stamm-

funktion
- [0 ac,

wobei wir zun#chst horizontal und dann vertikal von zy nach z integrieren. Fiir
den Differenzenquotienten erhalten wir wie beim Integraltheorem, Theorem 4.18,
da [ f =0 fiir Kurven I' um die entsprechenden Rechtecke herum gilt,

r

z+h

z+h

Hex =1 / 1O dc — f(2)
fiir h — 0, da f stetig ist. Somit ist F' nahe zg analytisch. Auch F’ = f ist nahe zg
analytisch. Somit ist f in D analytisch. ([l

Definition 7.5. Seien f, und f in D definiert. f, konvergiert lokal gleichméBig
gegen f, falls f,, auf jeder kompakten Teilmenge K C D gleichméfig gegen f
konvergiert. Wir schreiben f,, = f in K.

(Beachte, dass im Reellen der gleichméfige Limes differenzierbarer Funktionen nicht
wieder differenzierbar zu sein braucht. Der gleichméflige Limes harmonischer Funk-
tionen ist wieder harmonisch und differenzierbar.)

Theorem 7.6. Sei f, eine in D definierte Folge analytischer Funktionen, die lokal
gleichmdfig gegen f konvergiert. Dann ist f in D analytisch.

Beweis. Sei K C D kompakt, f, = fin K. Dann ist f in K stetig. Fiir jedes Recht-
eck in K gilt aufgrund der gleichméfligen Konvergenz und da jedes f, analytisch

ist
F/fF/h}flf"hr?lF/f”O'

Der Satz von Morera liefert nun, dass f in D analytisch ist. O

Theorem 7.7. Sei f in einer offenen Menge D stetig und fiir eine Gerade L sei
fin D\ L analytisch. Dann ist f in D analytisch.
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Beweis. Betrachte ohne Einschrinkung L = R (sonst g(z) := f(Az + B)) und
D = B;(0) eine Kreisscheibe.
Wir behaupten, dass [ f = 0 fiir jedes achsenparallele Rechteck I" in D gilt.

r

(i) Ist TNR = 0, so folgt wie im Beweis des Rechteckstheorems, Theorem 4.16,
die Behauptung f f =0, da f analytisch ist.
r

(ii) Eine Seite von I" liegt auf L: Approximiere I' durch Rechtecke I';, die auf einer
Seite von L liegen. Es folgt nach (i)

[=1m [ =0
r T.
da f stetig ist.

(iii) Liegen auf beiden Seiten von L Teile des Rechteckes, so unterteilen wir I' in
zwei Rechtecke wie in (ii) und erhalten aufgrund der Resultate aus (ii)

[1-[r+ s

Nach dem Satz von Morera ist f daher in D analytisch. (]

Theorem 7.8 (Schwarzsches Spiegelungsprinzip). Sei f in einem Gebiet D C-
analytisch (d. h. zusditzlich bis zum Rand stetig). Sei D in der oberen (oder unteren)
Halbebene enthalten und enthalte ein Geradenstiick L auf der reellen Achse im Rand
(nur fiir dieses Randstiick ist die stetige Fortsetzbarkeit wichtig). Sei f fiir reelle z
reell. Sei D* :={z: z € D}. Dann ist die Fortsetzung g, definiert durch

o) = {f(z), zeDUL,

f(z), =ze D*
in DU LU D* analytisch.

Beweis. In D ist g = f analytisch. Fiir z,z + h € D* gilt
g +h) -9 _FEHN) - TG) f(z+h)—f<z>]ﬂc,(z)

h o h o h

fir h bzw. h — 0. Daher ist g in D* analytisch. Da f auf L reell ist, ist ¢ in
D U LU D* stetig. Nach Theorem 7.7 ist g daher in D U L U D* analytisch. O

Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes erhalten wir daraus

Korollar 7.9. Sei f in einem beziiglich der reellen Achse spiegelsymmetrischen
Gebiet analytisch und fiir reelle z reellwertig. Dann gilt f(z) = f(2).

8. ALLGEMEINER CAUCHYSCHER INTEGRALSATZ

8.1. Einfach zusammenhingende Gebiete.

Definition 8.1. Sei X ein topologischer Raum. (Hier geniigt es, offene Teilmengen
X C C zu betrachten.)

(i) Eine stetige Abbildung v : S' — X heiBt geschlossene Kurve.
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(ii) Zwei geschlossene Kurven 7p, 71 : S* — X, heiien homotop, falls es eine
stetige Abbildung H : S! x [0,1] — X mit H(-,0) = vo und H(-,1) = v gibt.

(iii) Eine geschlossene Kurve « heifit konstant, falls v(x) = v(y) fiir alle z, y € S
gilt.

(iv) Eine geschlossene Kurve heifit nullhomotop (oder zusammenziehbar oder kon-
trahierbar), falls sie homotop zu einer konstanten Kurve ist.

(v) Sei D C C offen. D heifit einfach zusammenhingend, falls alle geschlossenen
Kurven 7 : S! — D nullhomotop sind. (Bemerkung: Diese Definition gilt auch
fiir beliebige topologische Raume.)

(vi) Seien 7g, 71 : [0,1] — X stetige Kurven mit gleichen Anfangs- und Endpunk-
ten: v9(0) = 41(0) und 7o(1) = ~1(1). Dann heifilen vy und 77 homotop, falls
es eine stetige Abbildung (Homotopie) H : [0,1] X [0,1] — X mit H(-,0) =y
und H(-,1) = v gibt, so dass H(0,t) = v(0) und H(1,t) = (1) fiir alle
t €10, 1] gelten.

Beispiele 8.2.
(i) Eine konvexe Menge ist einfach zusammenhéngend.
(if) C\{0} ist zusammenhéngend aber nicht einfach zusammenhéngend. Dies folgt
aus Bemerkung 8.5 und Theorem 8.8.

8.2. Kurvenintegrale fiir C°-Kurven.
Definition 8.3 (Kurvenintegrale fiir C%-Wege). Sei D C C offen. Sei v : [0,1] — D
ein stetiger Weg. Sei f in D analytisch. Wir definieren

/f(z) dz:= lim [ f(2)dz,

Y

n—oo
Tn
wobei v, : [0,1] — D, n € N, eine Familie von stiickweise C'-Wegen mit ||y —
Yallcoo,1),c) — 0 fiir n — oo ist.

Lemma 8.4. Das Kurvenintegral fiir C°-Wege ist wohldefiniert.

Ist D = B.(a), a € C und r > 0, so verschwindet das Kurvenintegral iiber geschlos-
sene Wege.

Damit stimmt es insbesondere fiir stiickweise C'-Wege mit dem bisherigen Kurven-
integral {iberein.

Beweis. Betrachte zundchst den Fall D = B,.(a) fir a € C und r > 0: Sei F in D
eine Stammfunktion zu f, sieche Theorem 6.2. Es gilt

lim [ f(z)dz= lim F(y,(1)) = F(7a(0)) = F(7(0)) = F(v(1)).

n—oo
Y
In diesem Falle folgt die Behauptung. Hier kommt es also sogar nur darauf an, dass
die Endpunkte konnvergieren.
Sei nun D beliebig. Uberdecke im~ durch endlich viele Kugeln B; ¢ D. Dann
gibt est, mit 0 =t <ty < ... < ty—1 < ty, = 1 und im’y [tirtise] C B;. Dies
gilt auch fiir v, falls n grof genug ist. Da das Kurvenintegral auf jedem Intervall
wohldefiniert ist, ist es auch insgesamt wohldefiniert. Es héngt auch nicht von der
Auswahl der Kugeln B; C D ab. g
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8.3. Allgemeiner Cauchyscher Integralsatz.

Bemerkung 8.5. Motivation: Sei f in einer Kreisscheibe analytisch. Dann gilt
[ f =0 fiir jede geschlossene Kurve I' in D, aber [ 1dz=2mi#0.

r |z|=1

Ziel: Finde allgemeine Gebiete, fiir die das Integral iiber geschlossene Kurven von
analytischen Funktionen verschwindet.

Theorem 8.6. Sei D C C offen. Sei f in D analytisch. Seien g, v1 : [0,1] — D
stetige homotope Wege. Dann gilt

/f(z)dz:/f(z)dz.

Beweis. Sei H eine Homotopie die zeigt, dass die beiden Wege homotop sind.
Da im H kompakt ist, wird es von endlich vielen Billen B,, C D iiberdeckt.
Aufgrund der Kompaktheit und der gleichméfligen Stetigkeit finden wir n > 1,
so dass im H [22,4])x [z, 4] fir alle 1 < 4,5 < n in einem solchen Ball B,,

enthalten ist. Ngchn Len;mz; 8.4 verschwindet das Kurvenintegral iiber die Kurve
H(0([54 4] x [@ 21)). Aufsummieren liefert die Behauptung. O

n’'n n ’'n

Lemma 8.7. Sei D C C offen. Sei H : S' x [0,1] — D eine Homotopie geschlosse-
ner Kurven. Sei p € S' C C. Dann gibt es eine Homotopie H : [0,1] x [0,1] — D,
so dass fiir jedes t € [0,1] der Weg T +— H(7,t) bis auf Umparametrisierung gerade
aus den folgenden Wegen zusammengesetzt ist:

(i) Aus einem Weg [0,t] > 7 — H(p,T),
(ii) einem Weg [0,27] >0 — H (pe™,t)
(i) und einem Weg [0,t] > 7 +— H(p,t — 7).

Beweis. Definiere

H(p,47), 0<7<1t,

~ mi(r—1

H(r,t) = H<p~exp (21;;0) ,t), L<r<i-—1g
H(p,1—47), 1-lt<r<t

Theorem 8.8 (Allgemeiner Cauchyscher Integralsatz). Sei f in einem einfach zu-
sammenhdngenden Gebiet D analytisch und sei C eine geschlossene Kurve in D.

Dann gqilt
[1=0
c

Beweis. Sei H eine Homotopie, die zeigt, dass C' nullhomotop ist. Nach Lemma 8.7
gibt es eine zugehorige Homotopie mit festen Anfangs- und Endpunkten. Beim Be-
rechnen der entsprechenden Kurvenintegrale ist nur der mittlere Teil der Kurven in
diesem Lemma relevant, da die Anfangs- und Endstiicke jeweils einmal in entgegen-
gesetzten Richtungen durchlaufen werden. Theorem 8.6 liefert nun die Behauptung,
da die Homotopie eine Homotopie zu einem konstanten Weg mit Kurvenintegral
Null ist. (]
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Theorem 8.9. Sei D C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet. Sei f in D
analytisch. Dann gibt es eine analytische Stammfunktion F, d. h. es gilt F' = f in
D.

Beweis. Wihle zg € D und definiere F(z) := [ f(z)dz, wobel wir iiber eine belie-
20

bige Kurve von zy nach z integrieren. Nach Theorem 8.8 ist F' wohldefiniert. Wie
im Beweis des Integraltheorems, Theorem 4.18, folgt, dass F' = f in D gilt. O

Bemerkung 8.10.
(i) Es geniigt, wenn man D auf ein einfach zusammenhiingendes Gebiet verklei-
nern kann, das C enthilt: Fiir C : o +7e"?, 0 < 9 < 27 und |a — a| > 7

gilt
d
/  —o.
Z—a

c
(ii) Sei fin {1 <|z| < 4} analytisch. Dann ist

/ F(2)dz = / F(2) d.

|z|=2 |z|=3

Dies sieht man, indem man den Annulus zwischen den beiden Kreisen an der
x-Achse zerteilt und benutzt, dass das Integral iiber den Rand fiir jedes dieser
Teilgebiete verschwindet.

8.4. Der komplexe Logarithmus.

Definition 8.11. f heifit analytischer Zweig von log z in einem Gebiet D, falls
(i) f in D analytisch ist,
(ii) f in D zur Exponentialfunktion invers ist, d.h. falls exp(f(z)) = z fiir alle
z € D gilt.

Bemerkung 8.12.
(i) Fiir jedes k € Z ist mit f(z) auch g(z) := f(z) + 2mik ein analytischer Zweig
von log z.
(i) Wegen e¥ # 0 fiir w € C ist log0 nicht definiert. Ist 2 = Re®, R > 0,
f(2) =, log z“ = u(z) +iv(z), so folgt exp(f(z)) = e“*) . e™(*) = Re?. Daher
ist e**) = |2] = R und v(z) = arg(z) = ¥ + 27k, wobei wir mit arg das
Argument von z bezeichnen.
Also ist f(z) = log|z| + iarg(z) stets eine Losung zu (ii) in Definition 8.11. Die
Definition von arg unterscheidet sich teilweise um ganzzahlige Vielfache von 2.
Stetigkeit und Analytizitdt sind nicht klar.
Die Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion einer analytischen Funktion lie-
fert f/(z) = 1, falls f existiert. (Dies ist die Motivation fiir das nachfolgende Theo-
rem.)

Theorem 8.13. Sei D einfach zusammenhingend und 0 € D. Sei zg € D. Wihle
einen Wert von log zg (der (ii) in Definition 8.11 erfillt) und definiere

f(z) = / % + log 7.
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Dann ist f ein analytischer Zweig von logz in D.

Beweis. f ist wohldefiniert, da ¢ — % in D analytisch ist und somit nach Theorem

8.8 f % = 0 fiir eine geschlossene Kurve I' in D gilt.
r

Es gilt f'(2) = % Somit ist f in D analytisch.

Wir behaupten, dass exp(f(z)) = z gilt:

Betrachte g(2) := z-e~/(*). Wegen ¢'(2) = e~ /*) — 2 f'(2)e=7(*) = 0 ist g konstant.
Aus g(2) = g(20) = z0e~/*0) =1 folgt daher e/(*) = 2. O

9. ISOLIERTE SINGULARITATEN ANALYTISCHER FUNKTIONEN

9.1. Klassifikation isolierter Singularitidten, Riemanns Prinzip und das
Theorem von Casorati-Weierstraf3.

Notation 9.1. Eine punktierte Kreisscheibe von zg ist durch {z : 0 < |z — zo| < d}
definiert. Eine punktierte Umgebung von zg ist eine Menge der Form U \ {zp}, falls
U eine Umgebung von zj ist.

Definition 9.2. f besitzt in z( eine isolierte Singularitét, falls f in einer punktier-
ten Umgebung von zy analytisch ist, aber nicht in zy.

Bemerkung 9.3. Nach Theorem 7.7 ist f in zg unstetig: Es kann sein, dass f
in zg gar nicht definiert ist. Ist f in zy definiert und stetig, so ist es auflerhalb
einer Geraden analytisch und sonst stetig, damit aber nach Theorem 7.7 auch in
zo analytisch.

Beispiele 9.4.
(i)
sinz, 2z # 2,
|

0, z =2,
besitzt in z = 2 eine isolierte Singularitét.
(ii) g(2) = -15 besitzt eine isolierte Singularitét im Punkt z = 3.

(iii) exp (1) besitzt in z = 0 eine isolierte Singularitit.
Definition 9.5. Habe f in zj eine isolierte Singularitét.

(i) Gibt es eine Funktion g, so dass f(z) = g(z) fiir alle z in einer punktierten
Umgebung von zg gilt und ist g in 2y analytisch, so besitzt f eine hebbare
Singularitéit in zq.

(ii) Falls sich fiir z # zg (nahe z9) f in der Form f(z) = 28 darstellen lisst,
wobei A(z) und B(z) in z analytisch sind, A(z9) # 0, B(z9) = 0, so besitzt
f einen Pol in zy. Hat B in 2y eine Nullstelle der Ordnung k, so hat f in zg
einen Pol der Ordnung k.

(iii) Ist die Singularitéit von f in zp weder hebbar noch ein Pol, so besitzt f in zg
eine wesentliche Singularitat.

Theorem 9.6 (Riemanns Prinzip hebbarer Singularititen). Besitzt f in zo eine
isolierte Singularitit und gilt

lim (z — 29) f(2) =0,

z—20

so ist die Singularitit hebbar.
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Beweis. Betrachte
h,(Z) _ {(Z—Zo)f(Z), Z#Z7
0, Z = 2.

h ist in zy stetig und in einer punktierten Umgebung von z; analytisch. Nach
Theorem 7.7 ist h in zp analytisch. Da h(zp) = 0 ist, ist auch g(z) = M=z

zZ—2z0

analytisch mit g(z) = f(z) fir z # 2. O

Korollar 9.7. Ist f in einer punktierten Umgebung einer isolierten Singularitit
beschrinkt, so ist die Singularitdt hebbar.

Beweis. Klar. 0

Theorem 9.8. Ist f in einer punktierten Umgebung von zy analytisch und gibt es
ke N, k>0, so dass

lim (2 — 20)*f(2) #0

z—20

aber

lim (z — 20)" ™1 f(2) = 0,

Z—20

so besitzt f in zg einen Pol der Ordnung k.

Beweis. Setze
k+1
z— 2 f(z2), z# 20,
o(2) = {( V()
0, Z = 2.
g ist in zg stetig. Daher ist g in zg auch analytisch. Es ist g(zp) = 0. Daher ist
9(z) k
Az) = =(z—
()= 25— e 2)(2)
ebenfalls in zp analytisch. Nach Annahme ist A(zp) # 0. Also ist
A(z)
&)= T

und die Behauptung folgt. O

fiir z # 2

Bemerkung 9.9. Insbesondere besitzen Pole immer eine ganzzahlige Ordnung.
Zum Beispiel folgt aus |f(z)| < ——, dass f im Ursprung eine hebbare Singularitit

|2l

beistzt.

Theorem 9.10 (Casorati-Weierstra$). Besitzt f in 2o eine wesentliche Singularitit
und ist D eine punktierte Umgebung von zg, so ist das Bild {f(z) : z € D} in C
dicht.

Beweis. Falls nicht, so gibt es Bs(w) C C, so dass Bs(w) N {f(z) : z € D} = 0.
Daher gilt stets |f(z) — w| > 6 und folglich

1 < 1
f)—w| — ¢
Nach Riemanns Prinzip hat daher m in zg hochstens eine hebbare Singularitét.

Die (geeignet nach zj fortgesetzte) Funktion g(z) := m ist also in 2z analytisch

und wir erhalten, dass f(z) = w + ﬁ gilt. Dies bedeutet, dass f in zy einen Pol

in D.
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(falls g(z0) = 0 ist) besitzt oder (falls g(z9) # 0 ist) eine hebbare Singularitét.
Widerspruch. (Il

Es gilt sogar die folgende Verschiarfung des Theorems von Casorati-Weierstraf.

Bemerkung 9.11 (Picards Theorem). Nahe einer wesentlichen Singularitéit nimmt
eine analytische Funktion alle Werte aus C mit hochstens einer Ausnahme an.

9.2. Laurentreihen. Ziel: Fiir in Annuli definierte analytische Funktionen wollen
wir eine Laurentreihendarstellung herleiten.

o0 o0 o0
Definition 9.12. Wir schreiben > pui = L, falls > ui und Y p_j konvergie-
k=—o00 E=0 k=1

(oo} oo
Z Pk + Z b =1L
k=0 k=1

ren und falls

gilt.

o0
Theorem 9.13. Die Funktion f(z) = Y. axrz"* konvergiert im Kreisring

k=—o0
D={z:R; <|z| < Ra},

wobei
- 1
> limsup |ag| /%

k—oo
Ry = limsup |a_g|"/*
k—o0

ist, falls Ry < Rg ist. f ist in D analytisch.

Beweis. Aufgrund des Wurzelkriteriums konvergiert

fi(z) = Z apz®
k=0

fiir |z| < Ra. Analog folgt, dass

fa(z) := i a2’ = iak (i)k

k=—o0
o0
fir |1] < R% <= |z| > Ry konvergiert. Somit konvergiert Y. ayz* fir R; <
k=—o00
|z| < Ra. fi ist eine Potenzreihe und es ist fo(z) = ¢ (%), wobei g eine Potenzreihe
ist. Daher sind f; und fo im Konvergenzbereich analytisch. Also ist auch f dort
analytisch. 0

Theorem 9.14. Sei f in A= {z: Ry < |z| < R2} analytisch. Dann besitzt f im
o0

Annulus A eine Laurentreihenentwicklung, f(z) = Y. apz® in A.
k=—o0
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Beweis. Seien Ry < r; < r9 < Rs. Seien C; und Cy Kreise um 0 mit Radius r; und
r9. Seil 11 < |z] < ro. Dann ist

w—z

in A analytisch. Wie in Bemerkung 8.10 folgt aus dem Cauchyschen Integralsatz

g(w) dw = 0.
Cy—Cy

(Dies folgt, indem wir die beiden Kreise in Halbkreise zerschneiden un die Ver-
bindungsstiicke auf der reellen Achse hinzufiigen. Dann verschwinden die Integrale
iiber den oberen und iiber den unteren Teil individuell. Beim Zusammenfiigen he-
ben sich die Beitrége iiber die zusiitzlichen Strecken gerade wieder gegenseitig auf.)
Entlang C; sind die Integranden nichtsingulér, wir diirfen das Integral also ausein-
anderziehen

(9.1) / de: / de.
w—z w—z
Cngl C‘27641
Nach Lemma 5.4 erhalten wir, da Cy den Punkt z umschliefft | % = 2mi. Nach
Ca
Cauchy (Theorem 8.8) gilt, da C; im Inneren keine Singularitéit enthélt [ ji“z =0.
C1

Wir erhalten also

/ % dw = 2mif(2).

C2—Ch
Mit (9.1) folgt daher

_ 1 f(w) 1 [ f(w)
C1

Ca

Auf Cy gilt |w| > |z]. Wir erhalten somit

1 _ 1 _1+z+z2+
w—z_w(l—i)_w w2 wd

Auf C gilt |w| < |z| und daher erhalten wir

1 -1 1 w w?

w—z Z—w z z

In beiden geometrischen Reihen ist die Konvergenz lokal gleichméfig. Daher erhal-

ten wir
s k —1 E
Cs k=0 ot k=—o0

Aufgrund der lokal gleichméfigen Konvergenz diirfen wir die Integration und die
Summation vertauschen und erhalten

flz) = Z apz®,

k=—o0
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mit

f(w)

T omi ) wktl
C

ap =

wobei C irgendein Kreis in A ist, der im Ursprung zentriert ist. Zunéchst war

oo Cy fiir k>0,
oy fiir k<O0.

Da aber g(w) = jj 5:1)1 in A analytisch ist, ist das Integral aufgrund des Cauchyschen
Satzes fiir geschlossene Kurven unabhéngig vom speziellen Kreis. Da nun der Kreis
beliebig ist, folgt die Konvergenz nicht nur in B,,(0) \ B, (0), sondern in ganz
A. O

Bemerkung 9.15. Die Laurentreihe einer in einem Kreisring analytischen Funk-
tion ist eindeutig bestimmt.

Beweis. Wir behaupten, dass aus f(z) = Y. a,2z" folgt, dass auch

n=—oo

1
ar = o Zk+1
C

gilt. Daraus folgt dann die Eindeutigkeit.

o0
Konvergiert > a,2" in A, so ist die Konvergenz auf C gleichmifig. Daher er-

n=—oo
halten wir
o0
ick(ii = Z /anZ"*k*1 dz = ap2mi,
c n==%¢
denn fiir n # k verschwindet das Integral und wir erhalten die rechte Seite aus dem
Summanden n = k. Daraus folgt die Behauptung. O

Korollar 9.16. Sei f im Annulus Ry < |z — 20| < Ra analytisch. Dann besitzt f
in diesem Annulus eine eindeutige Laurentreihenentwicklung

oo

f(z) = Z ak(Z—ZO)k7

k=—o0

1 f(z)
akQﬂ'i/(z—zo)"H‘l dz

C
ist sowie C = 0B,(z0) und Ry <1 < Ra.

wobei

Beweis. g(z) = f(z+ 2z0) ist in Ry < |z| < Ry analytisch, also existiert dort eine
eindeutige Laurentreihenentwicklung. O

Fiir R; = 0 erhalten wir den folgenden Spezialfall.
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Korollar 9.17. Besitzt f in zo eine isolierte Singularitit, dann gibt es ein § > 0,

so dass
o0

f(z)= Z ar(z — 20)"  fiir 0 < |z —z| <6
k=—o0

gilt, wobei ay, wie in Korollar 9.16 definiert ist.
Beispiele 9.18.
2
(i) @:%—FQ—i—zﬁirz#O,
(i)
1

- =—(1 24
22(1—2) z2( tett)
1 1 ..
=5+ -+1l+z+... fir0<fz[ <1,
z z
(iif)
1 -1 —1
2(1—-2) 22(2—1) [1+(-1D>2(z-1)
-1
= 1+2—3(z—1)+4(z—1)2q:... fir0<|z—1] <1, da
o
1
=l—a+ad*—a®+...,
1+a
1 2
(1+a) =1—-2a+3a%—4a®+ ...,

(iv) exp(é) :1+%+§+ﬁ+...fﬁrz7€0.
Definition 9.19. Ist

o0
F) =Y anlz—z)"
k=—o0
die Laurentreihenentwicklung von f um eine isolierte Singularitit zy herum, so
heifit

-1

Z ag(z — zo)k

k=—o0

o
Z ag(z — zo)k
k=0

Hauptteil von f in zg;

heifit analytischer Teil.

Lemma 9.20 (Charakterisierung des Hauptteils). Besitze f in zo eine isolierte
Singularitdt.

(i) Ist die Singularitit hebbar, so verschwinden alle Koeffizienten a_x, k > 0, in
der Laurentreihendarstellung um zg.
(ii) Besitzt f in zo einen Pol der Ordnung k, k > 0, so gilt a_, #0 und a_ny =0
fir N > k.
(iii) Besitzt f in zo eine wesentliche Singularitit, so treten im Hauptteil unendlich
viele Koeffizienten / Summanden # 0 auf.

Beweis.
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(i) Fiir z # zo gilt f(z) = g(z) fiir eine auch in zy analytische Funktion. Die
Eindeutigkeit der Laurentreihe liefert, dass die Laurentreihe von f mit der
Taylorreihe von g iibereinstimmt. Beispiel:

sin z 22 24

=1l—-—=+=F....

z 3! + 5! *

(ii) Es gilt f(z) = 28 wobei A(zp) # 0 ist und B in zy eine Nullstelle k-ter
Ordnung besitzt. Daher gilt f(z) = (;“E(ZZO)) =, wobel @ in zg analytisch und von
Null verschieden ist. Somit gilt

Qz) = an(z —z0)", by #0,
n=0

und daher

F6) = b= = 3 byl = )’

n=0 j=—k

Somit ist a_g = by # 0.
(iii) Falls nicht, wiire (2 — z9)" f(2) fiir groBes N € N in zy analytisch. Dann hiitte
f einen Pol in zj. ([

Lemma 9.21 (Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen). Seien P und Q Po-
lynome mit deg P < deg Q,

Qz)=(z— zl)kl (z— zz)]€2 (2= zn)k”

mit k; € N\ {0} und z; # z; fir i # j. Dann lisst sich R(z) = ggi) als Summe von

~—|

Polynomen in i, k=1,2,...,n, darstellen.

Beweis. R besitzt in z; einen Pol der Ordnung < ki. Aus der Laurentreihendar-
stellung um z; folgt daher

R(z) =P <Z . )+ A (2).
— 21 ——
“——~~——" analytischer Teil
Hauptteil

Daher besitzt A1(z) = R(z) — P, ( L 1) in z; eine hebbare Singularitéit und den-

selben Hauptteil wie R(z) in za,. .., z,. Induktiv erhalten wir
1 1 1
A (2) =R(z) — | P + Py +...+ P, .
z—2 Z— 22 2= Zn
Nach geeigneter Fortsetzung in die hebbaren Singularititen zi,zs,...,z, ist A,

eine ganze Funktion. Aufgrund der Homogenitéiten und da keine konstanten Terme
auftreten, gilt

R(z) — 0 fiir z — oo,

1
Pi( >—>0 fiir z — oo.
z— Z;
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Nach dem Satz von Liouville, Theorem 5.10, ist A, daher konstant. Durch eine
analoge Betrachtung der Homogenitédten wie oben erhalten wir sogar A,, = 0. Somit

gilt
1 1 1
R(z)_P1< )+P2< )+...+Pn< ) O
z2—21 Z— 29 Z = Zn

10. DER RESIDUENSATZ

Ziel: Sei v ein geschlossener Weg in einem einfach zusammenhéngenden Gebiet

und sei f dort analytisch. Wir wollen den Cauchyschen Integralsatz [ f = 0 auf
¥
Funktionen mit isolierten Singularitéiten verallgemeinern.

Sei
fz)= Y Cilz—2)"

k=—o00

nahe einer isolierten Singularitdt in zg, v ein Kreis um zg. Dann wollen wir nach-

weisen, dass
/f = 2m'C_1
3

Definition 10.1. Gilt f(z) = Y. Ck(z — 20)* in einer punktierten Umgebung

gilt.

k=—o0
von zg, so heifit C'_; das Residuum von f in zg.

C_1 = Res(f; 20)-

Beispiele 10.2.
(i) Besitzt f einen einfachen Pol in zp, d.h. gilt f(z) = Al2) A(zp) # 0, wobei

B(z)’
A und B in zy analytisch sind und B in z eine einfache Nullstelle besitzt, so
gilt
. A(zo0)
Cor = Jim (2 = 20)f(2) = B'(z)
Beweis. Es gilt
C_

f(z) = +Co+Ci(z—20) +...,

2= 20

(z—20)f(2) =C_1 + Co(z — 20) + C1(2 — 20)* + ...
und daher folgt

lim (z — 29) f(2) =C_1.

z—20

Weiterhin gilt

Jim (2 = 20)/(2) = lim (z = 20) 55 = M 56560 = Bizg)-
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(ii) Besitzt f einen Pol der Ordnung k in zg, so gilt

dk—l
Cor = gy (=l

wobei die rechte Seite als Grenzwert zu lesen ist.

Beweis. Sei
f(2)=C_plz—2)"+...+C_1(z—20) " +Co+Ci(z — 20) + ...,
9(2) =(z—=20)"f(2) =C_p+ ...+ C_1(z — 20)* 1+ Co(z — 20)* + ...,

dkfl
Fg(z) =k -DIC_1 +KCo(z—20)+....
Die Behauptung folgt. O

(iii) a) Da in z =4 ein einfacher Pol vorliegt, erhalten wir

1. 1 1. 11
Res<z4_1,z) = Res <22_1 .z2+1’2> = Res <—222+1,Z)

Res 11 1 1 . 1 1
- —_ = — 1 = = = —,
22 \z—1 z+1i)’ 4i 4

Mit (i) folgt alternativ
1 1
fes (z4 - N) S
b) Res (%,0) =0,
) Res(sh1;{T,1> — 1, da

11 1 N 1
z—1 z2—-1 3Y(z2—1)3 5l(z—1

sin )5$....

Definition 10.3 (Windungszahl). Sei v eine geschlossene Kurve und a ¢ . Dann

heif3t
1 dz
n(v,a)

211 z—a
v

Windungszahl von vy um a.

Beispiel 10.4. Sei v ein im Gegenuhrzeigersinn einmal durchlaufener Kreis. Dann
gilt
_J 1, falls a in der Kreisscheibe liegt,
n(v,a) = 0, falls a auBerhalb der Kreisscheibe liegt.
Dies folgt aus Lemma 5.4 bzw. aus dem Satz iiber geschlossene Kurven, Theorem
6.3.
Wird der Punkt a nun k-mal umlaufen, also ist v(t) = a + re®, 0 < t < 27k, so

folgt
27k

1
n(y,a):%/idt:k.
0

Theorem 10.5. Sei vy eine geschlossene Kurve und a & . Dann ist n(v,a) € Z.
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Beweis. Sei v durch z(t) parametrisiert, 0 < ¢ < 1. Definiere
S

F(s) ::/Z(j)(t)adt, 0<s<1.

Dann liefert der Hauptsatz
F(s) =—

Daher verschwindet die Ableitung von (z(s)—a)-e~ () und somit ist diese Funktion
konstant. Wir schliefen weiter

(2(s) —a) e~ 7 =2(0) — q,

oF(s) — z(s) —a
2(0) —a’
ray 1) —a _2(0)—a _ 1
& - —
2(0)—a 2(0)—a
da z geschlossen ist,
F(1) =2nik, keZ,
und erhalten daher
1
n(y,a) =—F(1) =k € Z. O

21

Bemerkung 10.6. Solange a ¢ « ist, hingt n(y, a) nach Definition stetig von a
ab. Da n(v,a) € Z ist, ist n(v, a) also auf den Zusammenhangskomponenten von
C\ v konstant. Weiterhin gilt n(v,a) = 0 auf der unbeschréinkten Komponente, da
wir aus Integralabschétzungen n(y,a) — 0 fir a — co bekommen.

Statt Bildchen: In einer ,Acht“ ist in die Windungszahl in einem Gebiet 1 im
anderen —1. In einem Halbkreis ist die Windungszahl 1. Besteht dir Kurve aus zwei
im Gegenuhrzeigersinn durchlaufenen, sich in einem Punkt beriithrenden Kreisen,
so ist die Windungszahl ganz im Inneren 2 und im Zwischenbereich 1.

Zum Beweis deformiert man die Kurve entweder in einen Kreis oder benutzt die
Analytizitit von ﬁ winnerhalb®“ der Kurve.

Aufgrund des Jordanschen Kurvensatzes erhalten wir: Ist + einfach geschlossen
und geeignet orientiert. Dann besteht C \ v aus genau zwei Zusammenhangskom-
ponenten, die durch n = 0 (die unbeschrinkte Komponente, s.0.) und n = 1 (die
beschrénkte Komponente) charakterisiert sind.

Beweis: Vorlesung Nichtlineare Funktionalanalysis oder Topologie.

Definition 10.7. Eine einfach geschlossene Kurve v heifit regulére geschlossene
Kurve, falls n(y,a) € {0,1} fir a ¢ v gilt. Wir definieren dann {a € C\ ~ :
n(vy,a) = 1} als das Innere von v und {a € C\ v : n(v,a) = 0} als das Auflere von
7.

Das Innere von v liegt dann immer , links“ der Kurve.
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Theorem 10.8 (Residuensatz (Cauchy)). Sei D einfach zusammenhingend, [ in
D\ {z1,22,...,2m} analytisch (méglicherweise) mit Singularititen in z1,..., zm.
Gelte z; # zj fir i # j. Sei vy eine geschlossene Kurve in D\ {z1,...,zn}. Dann
gilt

/f = 27TiZn(’y,zk) -Res(f, zk)-
5 k=1

Beweis. Wir subtrahieren die Hauptteile Hy ( L ) s, Hpy (

zZ—2Zz1

bei, dass die Hauptteile nach Theorem 9.13 in C\ {z;} analytisch sind. Dann ist

9(2) = f(z) — H) (1) - H, (1) = Hy (1)

in D analytisch. Somit gilt [ g = 0 und wir schlieBen, dass
2!
/ f= i / o (—1 ) g
N — M\ = '
Y Y

1 C_ C_
Hk< ): LI 2ot
Z— 2k z—z  (2—2z)

Wir erhalten daher

/H;C < ! ) dz=C_4 / = _ 2min(7, zx) - Res(f, zx)
Z — Zk Z— Zk
v

Y

ﬁ) Beachte da-

Z—

Sei

wie behauptet. [

Mit Hilfe des Jordanschen Kurvensatzes erhalten wir daraus

Korollar 10.9. Seien f, D wie oben. Ist v zusdtzlich eine reguldre geschlossene

Kurve, so gilt
/f =27i Yy Res(f, 2),
k
3

wobei wir nur tber Singularitdten von f in vy summieren.

10.1. Brouwerscher Fixpunktsatz. Wir folgen [7].
Theorem 10.10. Seien v1,v2 auf [a,b] parametrisierte geschlossene Kurven. Gelte
171 (t) = v2(t)] < [7(t) — 20| V¢ € [a,b].

Dann ist n(v1, z0) = n(v2, 20)-

Beweis. Definiere y(t) := j{igg:ig Dann gilt
t) — t

1 (t) = 20
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Somit ist v([a, b]) C B1(1). Also liegt 0 in der unbeschriinkten Zusammenhangskom-
ponente von C \ im~. Daher gilt n(y,0) = 0. Wir benutzen nun die Definitionen
der Windungszahl und des Kurvenintegrals und erhalten

1 / /
211 Yo — 20 Y1 — %0
a

=n(y1,20) — n(71, 20)-

Da ~ C Bi(1) ist, ist der Logarithmus wohldefiniert. O

Bemerkung 10.11. Bisher haben wir nur die Windungszahl von Kurven betrach-
tet, die stiickweise von der Klasse C! sind. Da wir aber gesehen haben, dass die
Windungszahl unter kleinen Deformationen sich nicht dndert, kénnen wir die Win-
dungszahl eines C°-Weges als die Windungszahl eines C'-Weges definieren, der
C%-nahe am gegebenen C°-Weg ist.

Theorem 10.12 (Homotopieinvarianz). Sei H : [0,1] X [a,b] — C stetig, v =
H(t,-) erfille vi(a) = v(b). Liegt zo nicht im Bild von H, so ist n(yi,z0) un-
abhingig von t € [0,1].

Beweis. Approximiere durch C%nahe C!'-Wege und benutze, dass n (7, z9) nach
Theorem 10.10 in ¢ lokal konstant ist. (]

Bemerkung 10.13. Die Kurve y(t) = zg + €, 0 < t < 27, z9 € C, ldisst sich in
C\ {20} nicht stetig zu einem Punkt homotopieren (deformieren), da n(y,zp) =1
und n(pt., zg) = 0 ist, was nach Theorem 10.12 aber nicht sein kann.

Theorem 10.14 (Brouwerscher Fixpunktsatz in der Ebene). Sei f : By(0) —

B1(0) C C stetig. Dann besitzt f einen Fizpunkt, d. h. es existiert zy € B1(0) mit
f(z0) = 2.

Beweis. Angenommen, es gidbe eine solche Funktion f ohne Fixpunkte. Definiere
die Homotopie H : [0,1] x [0,27] — C durch

o e’ — otf (eis) , t
Hits) = {2(1 —t)e’s — f(2(1—t)es), ¢

Fir t = % stimmen diese beiden Definitionen iiberein. Daher ist H stetig. Falls
H(t,s) = 0ist, folgt ¢ < 3, da f keinen Fixpunkt besitzt. Somit gilt e** = 2¢f (e’*).
Es ist |e”| = 1 und |f| < 1. Daher folgt ¢ = £. Dies ist ein Widerspruch. Wir
hatten angenommen, dass H(t,s) = 0 gilt. Dies kann also nicht sein und somit ist
H # 0. Nun benutzen wir fiir v, := H(t, ) die Homotopieinvarianz der Umlaufzahl.
Wir erhalten

1= n(,)/OvO) = n(')/lao) = 07
dann fiir ¢ = 0 ist ¢ ein Kreis und fiir ¢t = 1 ist 3 = f(0), also ein Punkt. O
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Bemerkung 10.15. Die Nicht-Zusammenziehbarkeit der Kurve e, 0 < ¢t < 2, in
C\ {0} kann man auch aus dem Brouwerschen Fixpunktsatz ableiten. Diese beiden
Aussagen sind also dquivalent.

Beweis. Sei H eine solche Homotopie. Definiere

H(1— |z|,argz2)

1&) =~ TET e arg o))

Wir behaupten, dass f : B1(0) — B1(0) stetig und fixpunktfrei ist. Die Stetigkeit
ist klar, da H(1,-) eine konstante Abbildung ist. Sei also z ein Fixpunkt. Da stets

|f(2)| =1 gilt, folgt auch |z| = 1. Wir erhalten also z = f(z) = —%. Es gilt
aber H(0,t) = e, H(0,argz) = z und daher z = —z. Widerspruch. O

10.2. Anwendungen des Residuensatzes.

Definition 10.16. Eine Funktion f, die in einem Gebiet D bis auf isolierte Pol-
stellen analytisch ist, heiffit meromorph.

Theorem 10.17. Sei v eine regqulire geschlossene Kurve. Ist f in und auf v me-
romorph und besitzt f keine Nullstellen oder Pole auf 7y, so gilt

1 I
iﬁ/?—z‘“
/

wobei Z die Anzahl der Nullstellen von f in v und P die Anzahl der Polstellen von
fin vy sind, jeweils mit Vielfachheiten (der Ordnung) gezihlt.

Beweis. Auflerhalb der Nullstellen und Pole von f is fT/ analytisch. Habe f eine
Nullstelle der Ordnung k im Punkt z = a. Dann folgt f(z) = (2 — a)*g(2) mit

g(z) # 0 fiir z nahe a. Es folgt
f'(z) = (z = )" " - [kg(2) + (= — a)g'(2)]
re)_ kL ge)
flz) z—a g(2)

Daher besitzt £ in z = a ecinen einfachen Pol mit Residuum k. Habe f in a einen

Pol der Ordnung k. Dann erhalten wir

f(2) =(z—a)Fg(2), g(2) #0 nahe z = a,

Wir sehen daher, dass L in 2 = a einen einfachen Pol mit Residuum —k besitzt.
Daher liefert der Residuensatz

L rf_ N\
M/f_ZRes(f)—Z—P. O
)
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Korollar 10.18. Sei f in und auf einer requliren geschlossenen Kurve v analytisch
und f # 0 auf vy, so gilt

1 !/
Z(f) = # Nullstellen von f in~y = 9 f7
™
2

Theorem 10.19 (Rouché). Seien f und g in und auf einer regquliren geschlossenen
Kurve v analytisch. Gilt | f(z)] > |g(2)| fir alle z € v, so ist

Z(f+9) = Z(f).
Beweis. Ist f(z) = A(z) - B(z), so gilt
f/ A/ B/

T aA"B

[i-fa [

Daf+g=1f- (1 + %) ist und nach Voraussetzung 1 + % # 0 auf ~ gilt erhalten

o=k [ UL ([ ] S

~y

:Z(f)+21m/(11++?>.

und daher

Auf v gilt ‘%) <1.Seia:= (1 + %) (7(+)). Dann gilt ima C By(1). Die Windungs-

zahl von o« um 0 ist Null:

1 1
0 = n(a;0) = m/a_o. O

[e3%

Theorem 10.20 (Verallgemeinerte Cauchysche Integralformel). Sei f in einem
einfach zusammenhdngenden Gebiet D analytisch. Sei ~y eine reguldre geschlossene
Kurve in D. Dann gilt fir z in v und k=0, 1,2, ...

P96 = g [ e o

Beweis. In einer Umgebung von z gilt

fw)=fz)+f(z) (w—2)+...+

Daraus folgt

Res (Mz) _ 1Y)
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Die Funktion (w(ﬁ besitzt auler z keine weiteren Singularitdten in D. Somit

folgt die Behauptung aus dem Residuensatz. (I
Theorem 10.21. Sei f, eine Folge in D analytischer Funktionen, die auf kom-

pakten Teilmengen von D gleichmdf$ig gegen f konvergieren. Dann ist f analytisch,
fl — f"in D und die Konvergenz ist auf kompakten Teilmengen von D gleichmifig.

Beweis. Nach Theorem 7.6 ist f analytisch. Sei By(z0) C D, C' = 0Bax(20). Dann
folgt aus der Cauchyschen Integralformel

fo(z2) = f(2) = 2jm./f"((Z]))__Zj;gw)clw, z € By ja(20)-
c

Da f, — f in B%(zo) gleichmiiBig konvergiert, konvergiert somit auch f;, — f’
gleichmifig in B, /5(20). Mit einem Uberdeckungsargument erhalten wir Konver-
genz fiir eine beliebige kompakte Teilmenge von D. Die Behauptung folgt. ]

Theorem 10.22 (Hurwitz). Sei f,, eine Folge analytischer Funktionen, die in
einem Gebiet D nicht verschwinden (keine Nullstellen besitzen). Gelte f, — f
gleichmdfig auf kompakten Teilmengen von D. Dann gilt f =0 in D oder f(z) #0
fiir alle z € D.

Beweis. Sei f(z) = 0 fiir ein z € D. Gilt f #£ 0, so gibt es einen um z zentrierten
Kreis C in D, so das f(z) # 0 auf C gilt. Wir erhalten

o f

In

foo S
gleichméBig auf C. Daher gilt

|

=Z(f) =1,

\‘;Q

=Z(fn) =0

<7
</

Die letzte Gleichheit gilt hier nach Voraussetzung. Wir erhalten einen Widerspruch.

Somit gilt f = 0. O
Beispiel 10.23. Es gilt sin7m = 0. Daher existiert ein ng, so dass

23 2,5 Z2n+1

TR A G b

fiir |z — 7| < 1 und n > ng eine Nullstelle besitzt.

Korollar 10.24. Sei f,, eine Folge analytischer Funktionen, die in einem Gebiet
D nirgends f,(z) = a erfillen. Gilt f, — [ gleichmdfig auf Kompakta in D, so
gilt f =a oder f #a in D.

Beweis. Betrachte g,(z) = fu(2) —a, ... . O

Theorem 10.25. Konwvergiere eine Folge analytischer Funktionen f, lokal gleich-
mdafig in D gegen f. Sind die Funktionen f, fir alle n in D injektiv, so ist f in D
konstant oder ebenfalls injektiv.
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Beweis. Seien z1 # z5 € D mit f(z1) = f(22) = a. Seien D1 3 z; und Dy 3 2z
disjunkte Kreisscheiben um z; bzw. 29 in D.

Gilt f # a, so besitzt f,(z) = a fiir grofie n eine Losung in D;. (Sonst giibe es eine
Teilfolge, ohne Einschréinkung f,,, mit f,, # a in D; und daher hédtten wir nach
Korollar 10.24 f # a in Dy oder f = a. Widerspruch.) Ebenso besitzt f,(z) = a
fiir grofle n eine Losung in Ds. Dies ist aber ein Widerspruch zur vorausgesetzten
Injektivitdt von f,. O

11. ANWENDUNGEN DES RESIDUENSATZES

11.1. Integrale der Form f ggi) dx.

Herleitung 11.1. P und @ seien Polynome, der Nenner @ sei (fiir reelle z) null-
stellenfrei, deg @ — deg P > 2. Dann existiert aufgrund von Satzen aus der Analysis

2

[ P) [ P)

x x
——=dzr = lim / —=d
/ Q(x) R—oo | Q(x)
— 0o —R

Alternativ zu den folgenden Uberlegungen kann man auch eine Partialbruchzerle-
gung durchfiihren.

Sei Cr der Rand der oberen Halbkugel BE. Sei R so grof}, dass Cr alle Nullstellen
von (@ in der oberen Halbebene umlauft. Sei I'g der obere Halbkreis.

Nun liefert uns der Residuensatz
P(2) . (P )
dz = 2mi Res | —=;2x |,
C/ Q(z) 2,; Q"
R

wobei zj die Nullstellen (ohne Vielfachheiten) von @ in der oberen Halbebene sind.

Daher ist n

P(x) /P(z) . (P >
dx + z = Res| =21 | -
Q(x) Q(2) in Q"
-R Tr
Da deg @ — deg P > 2 ist, folgt aus der M-L-Abschétzung
/ P A
— K 7TR

'r

fiir eine Konstante A. Somit ist
P(z)
R—>o<> Q Z

und es folgt

_: ggg dr = zm'zk:Res (g; zk) .

Beispiel 11.2.

oo

/x4+1 27TZZR€5< k),

— 00




FUNKTIONENTHEORIE 51

i /4 und 2z = 632'71'/4

wobei die Nullstellen von z*+1 in der oberen Halbebene z; = e
sind.
Wir bestimmen die Residuen: Nahe z; gelte
1 1 1
T :...+a,2(2721)2 +a712721 +agtar-(z—2z1)+....

Es gilt (Da alle Nullstellen von z* + 1 Vielfachheit 1 haben existiert der folgende
Grenzert.)

T el N 1
4-1= Zl—>Hle Z4 + ]. - ZLHle ﬂ
zZ—21
1 . 4 ;
= GG (da z; eine Nullstelle von z* 4 1 ist)
z—21 221
_ 1 1
GRS
Daher gilt
1 ; 1 1 ;
Lam/4\ _ = [ _ im/4
Res<z4+1’6 >4e3”/44 (=)
1/1 i 2
== <+) - _£(1+i).
4\V2 V2 8
Ebenso erhalten wir
1 g 11 e
Res (24 4 1’6 T fe33im/4 T fein/d4 T 4

Insgesamt erhalten wir also

/ de w2
41 2

— 00

11.2. Integrale der Form [ R(z)coszdz oder [ R(z)sinzdx. Sei R(z) =

— 00 — 00

%, wobei P und @ Polynome sind, Q(z) # 0 fiir x € R. (R(z) darf an Nullstellen
von sin z oder cosz einen einfachen Pol haben.)

Aufgrund des Leibnizkriteriums konvergiert das Integral (mit sin 2 oder cos ), falls
deg @ > deg P ist. Sei Cyy bzw. Cr wie in Beispiel 11.2 definiert, I'r der obere
Halbkreis.

Betrachte [ R(z)e’* dz. Spéter werden wir uns nur fiir den Real- oder Imaginérteil
Cum
hiervon interessieren.

Wir behaupten, dass

/ R(2)e*dz — 0 fiir M — oo konvergiert.

T'm
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Sei A:={z€Ty :Imz>h}und B :={z €Ty : Imz < h} fiir h > 0. Zunéchst
bekommen wir wegen R(z) < % aus der M-L-Abschétzung

, —h
/R(z)e” dz < K%WM =Ce ™,
A

Rez

da [e*| = eRez, |ef2| = e~ 1m=,

Andererseits folgt mit |eiz| < 1,daImz > 0, und da B kiirzer als 4h ist aus der
M-L-Abschéitzung

X K h
R #d —4h = Cy—.
/ (2)e"” dz < i 2]
B
wir setzen nun h = v M und erhalten

. C,
Rze”dz<<Ce_m+——>0 fiir M — oo.
F/ (2) ! Vil
M

Somit erhalten wir fiir M — oo
/R(z)eiz dz — / R(x)e™ da.
Cwm —0o0

Der Residuensatz liefert fiir den Realteil

/ R(z) cosx dx = Re |27 Z Res (R(z)e'%; zk)]
ke %

und fiir den Imaginérteil

/ R(z)sinzdr = Im [2m' Z Res (R(2)e'; zk)] ,

o k

wobei zj, die endlich vielen Pole von R(z) in der oberen Halbebene sind.
(Das folgende Beispiel folgt nicht exakt dem obigen Schema.)

Beispiel 11.3. Betrachte

oo

sin x
dx.
T

—00

Da % im Punkt z = 0 singulér wird, betrachten wir stattdessen

oo

/ ST e =Im / ° -
x x

— 00

e —1

hat in der oberen Halbebene keine Singularititen (und auch sonst nicht). Der
Cauchysche Integralsatz liefert fiir C'; und I'p; wie oben

) M .
Zz_l 11;_1 ’Lz_l
0:/6 dz:/e d.’L’+/e dz.
z x z

Cwm -M Tm
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Daraus folgt

M . i
eZI _ 1 1 _ eZZ 1 e’LZ
dr = dz = —dz — —dz
xr z 4 z
-M T'm T'm T'm
] eiz
=i — —dz,
z
'y

wobei wir fiir das erste Integral nur ¢ erhalten, da wir lediglich iiber einen Halbkreis
integrieren und das zweite Integral konvergiert aufgrund der Rechnungen in Kapitel
11.2 fiir M — oo gegen Null. Wir erhalten also

o0 . o0
1T 3
e —1 . . sinx
dxr = 7 und somit dr = .
T T
—0 —o0

11.3. Integrale der Form |[ ggg dx. Fiir die Konvergenz der Integrale wollen
0

wir annehmen, dass deg@ — deg P > 2 sowie Q(z) # 0 fiir z > 0 gelten. Ist

der Integrand eine gerade Funktion, so gilt [ gg) de = 5 [ gg; dx. Definiere
0 —o0

R(z) = 58 Sei M > 1 und 0 < € < 1. Wir betrachten einen Integrationsweg
K. nr, eine Kreisscheibe mit einem dicken Schlitz, der aus den folgenden Teilen

besteht:

(i) Iy ist ein Geradenstiick von ic nach v M? — &2 + je.

(ii) Cyy ist ein Teil eines Kreises vom Radius M um den Ursprung, der im Punkt
VM? =22 + je startet und durch iM, —M und —iM nach VM2 — 2 — e
fiihrt.

(iii) I ist ein Geradenstiick von v M? — 2 — ie nach —ie.

(iv) C. ist ein Halbkreis mit Radius € um den Ursprung von —ie iiber —¢ nach ie,
der den Integrationsweg schliefit.

K. p umschliefit ein einfach zusammenhéngendes Gebiet ohne 0. Dort existiert
daher log z als analytische Funktion. Nehme an, dass 0 < argz < 27 gilt. Der
Residuensatz liefert nun, wobei der Grenzwert aufgrund der linken Seite aufgrund
unserer Annahmen existiert,

e—0
M— o0
e, M

lim R(2)log zdz :27riZRes(R(z) log z; z),
i

wobel zj, die Singularitédten von R(z)logz auflerhalb von {x : > 0} durchlduft.
Nach Voraussetzung sind dies gerade die Singularititen von R(z)log z auflerhalb
des Ursprunges oder die Pole von R(z).

Wir nehmen an, dass € > 0 klein und M grof} genug ist, so dass K. js alle Pole
von R umléduft. Wir stellen nun zwischen dem Pfadintegral und [ R(z)dz eine
0

Beziehung her:



54 OLIVER C. SCHNURER
(i) Wir benutzen die M-L-Abschétzung und erhalten

/R(z) log zdz < me max |R(z)log z| <« Ae(]loge| + 1)
C. ’

fiir eine Konstante A € R, da R im Ursprung stetig ist und da aufgrund der
Dreiecksungleichung |log z| < |log |z|| + 27 gilt. Somit folgt

liH(l) R(2)logzdz = 0.
C.

(ii) Aufgrund der M-L-Abschitzung und der Voraussetzung an die Grade der
Polynome in R erhalten wir fiir M grof§ genug

/ R(z)logzdz < 2w M - max |log z| - |R(%)
M
Cum
1
Auch hier erhalten wir also

lim R(z)logzdz = 0.

M —o0
Cm
(iii) Es gilt
lim [ R(z)logzdz = /R(x) log z dz,
= /

und

e—0
M — oo

lim [ R(z)logzdz = /R )(log x + 27i) dx.
I 0

Durch Aufaddieren erhalten wir

lim R(z)logzdz = —QWi/R(JJ) dx
frmes

e, M
Der Trick dabei ist, dass sich die beiden zusédtzlichen Logarithmusterme gerade

gegenseitig autheben. Also gilt

/R(:r) de = — Z Res(R(z)log z; 1),
s k

wobei sich die Summe iiber die Pole von R(z) erstreckt.

berechnen. Dabei werden wir cos § = %, eim/3 =

o0
Beispiel 11.4. Wir wollen [ 1_“1_“;3
0

% + i\/g und €™ = —1 benutzen. Es gilt

14+ 2% =(2 — 21)(2 — 22)(2 — 23)
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= (z - ei”/g) (z—(-1)) (z - 6iﬂ5/3> .
Fiir die Residuen erhalten wir

R log =z i 1 1
es| —=;21 | =—— , ,
14 23 1 3 eim/3 +1 eim/3 _ eim5/3

it 1 1 7r<\/§ ,1)
=== = _ = ,
3%+i\/§z\/§ 91\ 2 2

R logz . 1 1
SNT3 28772 T T —gin/3 1 _ gins/3

. 1 1 s T
= 9, 3 ,
f%—i\/%f%+z s gtz 3
R logz .5 1 1
SNT T 28778 T3 ind/3 _ gin/3 gind/3 1 |
5 1 2 5T

Zusammengenommen folgt hieraus

Also gilt

27
11.4. Ausdriicke der Form [ R(cosd,sind)dd. Hier ist R eine rationale Funk-
0

tion und mit z = 6“9, 0 <9< 2m, gilt
o
/ f(z)dz = /f (em) ie'” do.
Bt 0

Speziell gilt

2 z
und
9 —19
—e 1 1
S 2 2 (Z z>

Somit erhalten wir
27

_ B 1 1\ 1 1)) dz
Fromssmaso= [ n(3(-+2) 2(-2) %

0 |z|=1
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Beispiel 11.5. Es gilt

27
dy 1 1
g = —orinin %
2 + cos ¥ zz2+§(z+;)
0 |z|=1
1
! 2244241
|z|=1

. 1
- | G (2 V)G (2+va) "
1
=47 Res z2+4z—|—1;\/§_2>

21 2
= —— = 7\/5.
/33

12. KONFORME ABBILDUNGEN

12.1. Konforme Aquivalenz. Generalvoraussetzung: In diesem Kapitel seien alle
Kurven regulir, d.h. es gelte 2(t) # 0 fiir alle ¢.

Definition 12.1. Seien C; und C5 zwei Kurven, die sich in zg schneiden. Der
Winkel von Cy nach Cs in 2y, <<Cq, Cs ist als der im Gegenuhrzeigersinn durchlau-
fene Winkel vom Tangentialvektor an C; in zy zum Tangentialvektor an Cs in zg
definiert.

Definition 12.2. Sei f in einer Umgebung von zg definiert. f heifit in zg konform,
wenn es dort Winkel erhélt: Seien C; und Cs zwei Kurven, die sich in zg schneiden.
Sei I'y = f(Cq), T's = f(Cy). f ist konform, wenn fiir alle Kurven

<qCy,Cy = <I', Ty

in f(z0) gilt. f heifit in einem Gebiet D konform, falls f in allen Punkten z € D
konform ist.

Beispiel 12.3. Die Abbildung z + 2?2 ist in z = 0 nicht konform. Das Bild von
reeller und imagindrer Achse sind beide in R enthalten.

Wir werden spiéiter sehen, dass diese Abbildung fiir alle anderen Punkte der kom-
plexen Ebene konform ist.

Definition 12.4.
(i) f heifit lokal injektiv (1-1) in zo, falls es ein 6 > 0 gibt, so dass fiir z; # 23 €
Bs(20) folgt, dass f(z1) # f(z2) ist.
(ii) f heifit in einem Gebiet D lokal injektiv, falls f in jedem z € D lokal injektiv
ist.
(iii) f heiBt in D injektiv, falls fiir alle zq # 29 € D auch f(z1) # f(z2) gilt.

Beispiel 12.5. f(z) = 22 ist in z = 0 nicht lokal injektiv, da f(z) = f(—=z) ist,
aber fiir alle z # 0.

Theorem 12.6. Sei f in zg analytisch und gelte f'(z9) # 0. Dann ist [ in 2o
konform und lokal injektiv.
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Beweis. Zur Konformitiit: Sei C : z(t) = x(t) + iy(t) eine glatte Kurve mit z(to)
z9. Die Tangente in zp hat dieselbe Richtung (normiert) wie 2(to) = &(to) + ty(¢
Somit ist der Winkel mit der reellen Achse = arg 2(to).

Betrachte nun das Bild I' = f(C'), parametrisiert durch w(t) = f(2(¢)). In f(20)
ist der Winkel der Tangente an I' mit der reellen Achse = argw(to) = arg(f’(zo) -
Z(tg)) = arg f'(z0) +arg £(to), wobei wir im letzten Schritt die Funktionalgleichung
des Logarithmusses verwendet haben. Dies bedeutet, dass f alle Kurven so abbildet,
dass sich deren Winkel mit der Horizontalen um die Konstante arg f’(zp) dndert.
Somit bleiben Schnittwinkel erhalten. Daher ist f in zy konform.

o)

Eine andere Begriindung ist die folgende: Das Differential einer analytischen Funk-
tion ist die Multiplikation mit einer komplexen Zahl. Komplexe Zahlen operieren
(bei Multiplikation) als Drehstreckungen auf C.

Zur Injektivitit in einer Umgebung von zg: Setze f(zp) =: a. Wihle §’ > 0 so klein,
dass f(z) — a in Bs/(zo) auler zo keine weiteren Nullstellen besitzt. (Dies geht, da
sonst zo ein Haufungspunkt von Nullstellen wére. Nach Theorem 6.9 impliziert dies
f = a nahe zy im Widerspruch zu f'(zp) # 0.) Setze C = 0Bs(29), I' = f(C).
Da f(z) — « lokal nur eine Nullstelle besitzt, liefert das Argumentprinzip, Korollar

10.18,
1_L/ S'&) g L [ dw 1 dw
2mi ) f(e)—a  2mi) w—a 271 ) w-—pf
C r I

fiir alle 8 in einer hinreichend kleinen Kreisscheibe B.(«), da die Umlaufzahl lokal
konstant ist und da a@ € I, denn f — « besitzt auf I' keine Nullstelle. Da f stetig
ist, gibt es ein § < ¢, so dass Bs(z0) C f~1(B:()) gilt. Sei also 21 € Bs(z). Wir
wenden nun die obige Formel mit f(z1) statt 8 an und erhalten

_ L de 1 P,
1_27ri/w—f(21) 2m'6[f(2)—f(21)d'

T

Der Wert f(z1) wird innerhalb von C also nur einmal angenommen. Somit ist f in
zo lokal injektiv. O

Beispiel 12.7.

(i) Die Ableitung der Exponentialfunktion z — exp z ist stets ungleich Null, aber
die Funktion ist nicht global injektiv. Die Mengen {z : Re z = konst.} werden
unter der Exponentialabbildung auf Kreise um den Ursprung und die Mengen
{2z : Im z = konst.} werden auf Ursprungsgeraden abgebildet. Diese schneiden
sich jeweils im rechten Winkel.

(ii) Die Funktion f : z +— 22 ist fiir 2 # 0 konform. Es ist Re f(z) = 2% — 3? und
Im f(z) = 2zy. Die Urbilder der Mengen {z : Rez = konst.} und {z : Imz =
konst.} sind also gerade Hyperbeln.

Bemerkung 12.8. Eine injektive Abbildung wird auch als 1 — 1 bezeichnet.

Definition 12.9. Sei 0 # k& € N. Eine Abbildung von D, auf Dy heif3t k£ — 1, falls
die Gleichung f(z) = « fiir alle @« € D5 genau k Losungen (mit Vielfachheit gezihlt
- was bei analytischen Abbildungen mdoglich ist) in D; besitzt.

Das folgende Lemma beschreibt den Prototyp einer solchen Abbildung.
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Lemma 12.10. Sei f(z) = 2*, 0 < k € N. Dann vergrifert f Winkel im Ursprung
um den Faktor k (spdter dann modulo 27 betrachtet) und ist eine k — 1 Abbildung
von Bs(0) auf Bsx(0) fir § > 0.

Beweis. Wegen f (rem) = r*e’*¥ bildet f Halbgeraden aus dem Ursprung mit
Argument ¢ auf Halbgeraden aus dem Ursprung mit Argument k9 ab. (Somit wer-
den Winkel ver-k-facht. Bei allgemeinen Kurven verschwindet der Tangentialvektor
wegen f/(0) =0.)

Fiir o # 0 besitzt 2% = a gerade k verschiedene Losungen mit |z| = |a|'/*. (Das
Bild des entsprechenden Kreises wird k-mal durchlaufen. Mit z ist auch ze Tl eine
Nullstelle und diese sind fiir [ = 0,1, ...,k — 1 alle verschieden. Die erste Nullstelle
erhalten wir beispielsweise aus dem Fundamentalsatz der Algebra.) Fiir o = 0 liegt
eine k-fache Nullstelle in z = 0 vor. O

Das néchste Theorem ist eine Variante von Theorem 12.6 fiir den Fall f'(zy) = 0.

Theorem 12.11. Sei f in zg analytisch und gelte f'(z0) = 0. Sei f nahe zy nicht
konstant. Dann gibt es eine kleine Umgebung von 2y, so dass f dort eine k — 1
Abbildung ist und f vergroflert Winkel in z9 um den Faktor k. FEs ist

k=min{l € N: fU(z) #0}.

Beweis. Nehme ohne Einschrinkung an, dass f(zp) = 0 ist. Dann besitzt f nahe
zo die Potenzreihendarstellung

f(Z) :ak(Z — ZO)k +ak+1(2— zo)k-‘rl +ak+2(z _ Zo)k+2 +...

= (2 — 20)" [ak +api1(z — 20) + apro(z — 20)% + .. ] ,
wobel aj = %f(k)(zo) = 0 ist. Wir setzen

g(2) = ap + api1(z — 20) + appo(z — 20)% + ... .

Da g(zg) # 0 ist, existiert in einer kleinen Kreisscheibe Bs(zg) eine analytische k-te
Wurzel, die wir beispielsweise iiber den Logarithmus definieren, ¢*/*. Somit gilt

f(z) = [h(2)]"  in Bs(z),

wobei h(z) = (2 —20)g"/*(2) ist. Es gilt h(z0) = 0, 1 (20) = g"/*(20) # 0. Also ist in
einer hinreichend kleinen Umgebung D von zy die Funktion f die Verkniipfung einer
injektiven analytischen (1 — 1) Abbildung h verkniipft mit z + 2*. Da 2z +— z¥ im
Ursprung Winkel um einen Faktor k vergrofiert, vergroflert f Winkel in zg ebenfalls
um einen Faktor k (fiir geeignete Wege wie oben). z — 2" ist k£ — 1 in Kreisscheiben
um den Ursprung. Sei B.(0) C h(Bs(z)) und D := h='(B.(0)). Dann ist f auf D
eine k — 1 Abbildung. O

Als Kombination der obigen Resultate erhalten wir

Theorem 12.12. Sei f eine in einem Gebiet D analytische Funktion. Sei f 1—1.
Dann gqult

(i) =1 ewistiert und ist in f(D) analytisch,

(ii) f und f=1 sind in D bzw. f(D) konform.
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Beweis. Da f 1—1ist, folgt f’ # 0. Nach Proposition 3.6 ist f~! ebenfalls analytisch
und es gilt ( f_l)l = %, wenn wir an der richtigen Stelle auswerten. Somit gilt

(ffl)/ # 0. Somit sind f und f’ konform. 0

Dies motiviert die folgende Definition

Definition 12.13.
(i) Eine 1 — 1 analytische Abbildung heifit konforme Abbildung.
(ii) Zwei Gebiete Dy und Dy heiflen konform &quivalent, falls es eine konforme
Abbildung von D; nach D5 gibt.

Bemerkung 12.14. Es handelt sich in (ii) um eine Aquivalenzrelation, da insbe-
sondere die Verkettung konformer Abbildungen wieder konform ist.

Der Riemannsche Abbildungssatz (den wir in Kapitel 13 behandeln werden) besagt,
dass je zwei einfach zusammenhéngende Gebiete # C konform dquivalent sind.

12.2. Spezielle Abbildungen.

Bemerkung 12.15 (Elementare Abbildungen).

(i) w=az+b, a #0, ist eine Streckung um |a|, gefolgt von einer Drehumg um
arg a und einer Verschiebung um b. Dies ist eine 1 — 1 analytische Abbildung
von C in sich.

(i) w = 2% = e®198% o = reell, ist in einem einfach zusammenhingenden Gebiet,
das nicht den Ursprung enthilt, analytisch.

Waéhle einen Zweig des Logarithmus, der auf der positiven reellen Achse
reell ist. Dann folgt, dass z +— 2® die positive reelle Achse auf sich selbst
abbildet. z = re® s r®e’?. Damit bildet z — 2% den Kegel S = {z: ¥; <
argz < Ua} auf den Kegel T'= {w : ) < argw < adda} ab. Sei @ > 0. Falls
ads — ay < 27 oder, dquivalent dazu, falls ¥5 — 1 < %’T und 99 — % < 27
gelten, so ist die Abbildung eine konforme Abbildung von S auf T'.

Beispiele: z — 22 bildet die obere Halbebene auf die an der positiven
reellen Achse geschlitzte Ebene ab.

z — 2z'/2 bildet die rechte Halbebene auf einen Kegel mit Offungswinkel
90° ab, der symmetrisch um die positive reelle Achse ist.

(iii) w = e* = e%e® bildet y; <y < yo auf y; < argw < yz ab. Falls yo —y; < 27
gilt, ist die Abbildung 1 — 1.

Beispiel: Der Streifen mit Imaginérteil zwischen 0 und 7i wird durch die
Exponentialfunktion auf die obere Halbebene abgebildet. Die Logarithmus-
funktion ist natiirlich gerade die Umkehrfunktion hierzu.

Bemerkung 12.16 (Mébiustransformationen).

az+b

heifit Mobiustransformation oder bilineare Transformation. Es gilt

i ad—bc
f(z)—m;é().

mit ad — bc # 0

Somit ist f lokal 1 — 1 und konform.

f ist sogar tiberall injektiv, da aus
az1+b az+b
cz1+d  czo+d
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nach Durchmultiplizieren (ad — bc)(z1 — 2z2) = 0 und somit z; = 29 folgt. Die

Abbildung
d az+b a
C\{_c} °E cz+d GC\{E}

: : : __ az+b
ist surjektiv, da w = {Z5

man sich durch direktes Nachrechnen iiberzeugt.

fiir alle w # % die Losung 2z = _dgl;_ba besitzt, wovon

Wir bemerken, dass f zu einer 1 — 1 Abbildung der Riemannschen Zahlenkugel auf
sich selbst wird, wenn wir f(co) = 2 und f (—%) = oo setzen. Diese Fortsetzung
ist stetig.

Die obige Formel fiir die Inverse (die Determinantenbedingung bleibt erfiillt) und
Abgeschlossenheit unter Verkniipfungen (was man direkt nachrechnen kann) zeigen,
dass die M6biustransformationen eine Gruppe bilden. Vergleiche dies mit (‘j 2) und
Matrizenmultiplikation.

Bilineare Abbildungen bilden Geraden und Kreise auf Geraden und Kreise ab. Wir

rechnen dies zunéchst fiir f(z) = 1 nach:

Lemma 12.17. Sei S ein Kreis oder eine Gerade und f(z) = 1. Dann ist f(S)
ebenfalls ein Kreis oder eine Gerade.

Beweis. Sei zunéchst S = 0B, («a) ein Kreis. Es ist

f(S){wlzzeS}.

z

Die definierende Gleichung fiir S ist (2 — a)(zZ — @) = r? oder, #dquivalent dazu,
2z —az —az = r? — |a|?. Dies ist wiederum im Falle z # 0 dquivalent zu

(12,y == = =7r% —|al’

Wir betrachten zunéchst den Spezialfall, dass » = |a| gilt. Dann ist S eine Kreis
durch den Ursprung. Wir erhalten aus (12.1) 1 — aw — aw = 0 oder, dquivalent
dazu, Reaw = % Setze a = xg + 1yp und w = u + iv. Dann gilt uzg — vyy = %
Dies ist eine Geradengleichung in der Ebene. Somit ist f(S) eine Gerade.

Gilt r # |al, so ist (12.1) &quivalent zu

_ Q _ « -1
wp — [ —— | w— w = .
|a|? — r? |a|? — 72 |a|? — 72

Wir setzen 3 = WL_TQ und erhalten

—  a- A 2__ =
ww — fw — Pfw + |J] (|a|2—7’2)2

und daraus

Somit ist
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Sei nun S eine Gerade. Dann gibt es a, b, ¢ € R, (a,b) # (0,0), so dass z = z+iy € S
genau dann gilt, wenn ax + by = c ist. Wir setzen a = a — ¢b. Dann ist z genau
denn in S, wenn Re az = ¢ gilt. Dies formen wir dquivalent in az + @z = 2¢ und
weiter in 2cw@w = aw + @w um. Analog zu oben folgt nun, dass f(.9) ein Kreis oder

eine Gerade ist, je nachdem, ob ¢ = 0 oder ¢ # 0 gilt. O
Theorem 12.18. Die Abbildung
az+b .
f(z)= ot d mit ad — bc # 0

bildet Kreise und Geraden auf Kreise oder Geraden ab.

Beweis. Im Falle ¢ = 0 ist f affin linear und die Behauptung ist klar.

Sonst gilt
az+b 1 [acz+ad—ad+ be 1 ad — be
=- =—|a— .
cz+d ¢ cz+d c cz+d
Dies ist eine Darstellung von f als Verkniipfung von affin linearen Abbildungen und
Z - % Die Menge aller Kreise und Geraden ist hierunter jeweils invariant. (]

Beispiel 12.19. Finde eine konforme Abbildung, die die halbe Kreisscheibe
S={z:|2] <1,Imz > 0}

auf die obere Halbebene abbildet.

Die Abbildung g(z) = z_lH hat in z = —1 einen Pol. Daher werden das Intervall
[—1,1] und der obere Halbkreis auf Halbgeraden abgebildet. Diese haben den Punkt

g(1) = $ als gemeinsamen Startpunkt. Da g eine konforme Abbildung ist, schneiden

sich diese Halbgeraden dort orthogonal. Weiterhin gilt f (i) = 1%” =% und £(0) =

1. Dies bestimmt die Halbgeraden und somit bildet g die Menge S auf den um

2
nach rechts verschobenen rechten unteren Quadranten ab.

Wir erhalten also die gesuchte Abbildung als

Beispiel 12.20. Seien C; und Cs Kreise, von denen der eine den anderen umfaflt
und die sich in einem Punkt « beriihren. Betrachte eine Folge von kleinen Kreise im
sichelférmigen Zwischenraum von C; und Cs, die sich und beide Kreise C; jeweils
beriihren. Seien a, b, ¢, d, . .. die Beriihrpunkte zwischen jeweils zwei kleinen Kreisen.
Dann behaupten wir, dass die Punkte a, b, ¢, d, ... alle auf einem Kreis liegen.

Betrachte das Bild dieses Diagrammes unter der Abbildung f(z) = Zia. Da f eine
1 — 1 Abbildung ist und in « einen Pol besitzt, werden C; und Cs auf paralle-
le Geraden abgebildet. Die anderen (kleinen) Kreise werden wiederum auf Kreise
abgebildet. Die Bilder dieser kleinen Kreise liegen also zwischen den beiden par-
allelen Geraden und beriihren diese und ihre jeweiligen Nachbarn. Daher liegen
diese Beriihrpunkte f(a), f(b), f(c), f(d),... alle auf einer Geraden. Die Punkte
a,b,c,d, ... liegen auf dem Urbild dieser Geraden unter f. Da f bilinear ist, ist das

Urbild dieser Geraden ein Kreis und die Behauptung folgt.

Definition 12.21. Eine konforme Abbildung eines Gebietes auf sich selbst heifit
Automorphismus dieses Gebietes.

Lemma 12.22. Sei f: Dy — Dy eine konforme Abbildung. Dann gilt:
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1) Jede konforme ildung h : D1 — Dg ist von der Form g o f, wobei g ein

) Jede k Abbild h:D Dy ist der F bei j
Automorphismus von D ist.

1) Jeder Automorphismus h von D; ist von der Form f~ o go f, wobei g ein

(ii) Jeder Aut phi h Dy ist der F f~togo f, wobeig ei
Automorphismus von Ds ist.

Bewets.
(i) f und h sind konforme Abbildungen von D; auf Dy. Somit ist ho f~1 ein
Automorphismus von Dy und es gilt h = go f mit g = ho f~1.
(ii) Sie h eine Automorphismus von D;. Dann ist g : foho f~! ein Automorphis-
mus von Ds. Es folgt h = f~logo f. O

Wir wollen nun alle Automorphismen der Einheitskreisscheibe bestimmen.

Lemma 12.23. Die einzigen Automorphismen [ der Einheitskreisscheibe B1(0)
mit f(0) =0 sind von der Form f(z) = ez mit ¥ € R.

Beweis. f bilde B;(0) als 1 — 1 Abbildung auf sich ab und es gelte f(0) = 0. Das
Schwarzsche Lemma, Theorem 7.2, impliziert, dass |f(z)| < |z| fir |z] < 1 gilt.
f~! bildet ebenfalls By(0) als 1 — 1 Abbildung auf sich ab und es gilt f~1(0) = 0.
Wie oben folgt daher |f~!(z)| < |z| fiir |2| < 1. Zusammengenommen erhalten wir
|f(2)| = |#] fiir alle |z| < 1. Aufgrund des Schwarzschen Lemmas erhalten wir daher

f(z) =e"z. O

Bemerkung 12.24. Wir suchen nun Automorphismen der Einheitskreisscheibe
mit f(a) = 0, wobei @ mit 0 < |a| < 1 fest vorgegeben ist. Nehme an, dass f
bilinear ist. f ist global 1 — 1. f bildet die Einheitskreisscheibe auf sich selbst ab.

Wir behaupten, dass f (1) = oo gilt. Definiere g(z) = i(zil — %) = zﬁ g

bildet By (0) konform auf die obere Halbebene ab. Wie man direkt nachrechnet ist

die Inverse zu g durch h(z) = ;;izl gegeben. Da f den Rand 0B1(0) auf 0B;(0)

abbildet, bildet go foh auch R auf R ab. Nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip
gilt daher

(12.2) gofoh(z)=go foh(z).
Betrachte nun z, so dass h(z) = « gilt. Es folgt Z = g(«) und z = g(«). Somit ist

go foh(z)=go f(a) = g(0) = %. Nach (12.2) erhalten wir —% = go f o h(g(c)).

Wir wenden h an und erhalten co = h (—%) = foh(g(a)) = f (1), wobei man die
letzte Gleichheit anhand der Definitionen von g und h direkt nachrechnet. Somit
ist f (%) = oc. Dies hatten wir behauptet.

Daher hat f die Form

f(2) :c-g.

zZ— =
(e

Da f aber auch den Rand dB;(0) auf sich selbst abbildet erhalten wir 1 = |f(1)| =
|car|. (Die letzte Gleichheit sieht man leicht, wenn man f(1)- f(1) ausrechnet.) Daher
lésst sich f in der Form

f(z) = e S

1—az
darstellen.

Dies legt das folgende Resultat nahe.
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Theorem 12.25. Die Automorphismen der Einheitskreisscheibe sind von der Form

o) = (S22

fir ein a mit |a| < 1.

Beweis. Setze g(z) = {—==. Zeige zunichst, dass dies ein Automorphismus ist: Fiir
|z| =1 gilt

z—a zZ—a  |zP—za—az+|a?

lg(2)|* = =1

Cl-az 1—az 1—az—az+|a?z?
Es gilt g(a) = 0. Also ist g # konstant. Daher ist g(B;1(0)) eine offene Menge,
deren Rand gerade — denn g ist als bilineare Abbildung bijektiv und ¢(9B1(0)) C
0B1(0) — 0B1(0) ist. Wir schlieflen, dass g(B1(0)) = B1(0) gilt und somit ist ¢ ein
Automorphismus der Einheitskreisscheibe.

Sei nun f ein Automorphismus der Einheitskreisscheibe mit f(«) = 0. Dann ist
h = fog~! ein Automorphismus mit h(0) = 0. Nach Lemma 12.23 folgt daher
h(z) = €% fiir ein ¥ € R. Somit ist
—h — W 2T
fe) =hogle) = Z22
O

Bemerkung 12.26. Wir suchen nun eine konforme Abbildung h der oberen Halb-
ebene auf die Einheitskreisscheibe. Nehme wieder an, dass h bilinear ist und dass
h(a) = 0 fiir ein o mit Ima > 0 gilt. Mit g wie in Bemerkung 12.24 folgt: g o h
bildet die obere Halbebene auf sich ab, insbesondere R U {oo} auf RU {oco}. Somit
liefert das Schwarzsche Spiegelungsprinzip

goh(z) =goh(z).
Mit z = « folgt 2 = g(0) = g o h(@). Somit ist g~! (—%) = co = h(@). Damit ist A

von der Form
Z—

h(z) = .
(2) Cz -«

Theorem 12.27. Die konformen Abbildungen der oberen Halbebene auf die Ein-
heitskreisscheibe sind von der Form

h(z) = emg mit Ima > 0.
a

Beweis. Setze f(z) = 2=2. Fiir z € R gilt |z —a| = |z —a|. Somit bildet f die reelle

Achse nach 9B1(0) ab. Wegen f(a) =0, Ima > 0, ist f auch surjektiv.

Sei nun h eine beliebige konforme Abbildung der oberen Halbebene auf die Einheits-
kreisscheibe mit h(a) = 0. Nach Lemma 12.22 gibt es daher einen Automorphismus
g der Einheitskreisscheibe, so dass h = go f gilt. Wir erhalten 0 = h(a) = go f(a) =
g(0). Nach Lemma 12.23 schlieBen wir, dass g(z) = €'’z fiir ein ¥ € R gilt. Daher
folgt

h(z) =22

-«
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Theorem 12.28. Die Automorphismen der oberen Halbebene sind von der Form

f(z) =

mit a,b,c,d € R und ad — bec > 0.

az+b
cz+d

Beweis. f bildet RU{oo} surjektiv auf RU{oco} ab. (Benutze dazu z. B. die Aussage,
dass Geraden unter bilinearen Abbildungen auf Geraden oder Kreise abgebildet
werden.) Es gilt

ad — bc
I ) = 5—— > 0.
m f(7) c? +d?
Somit ist f ein Automorphismus der oberen Halbebene. Definiere h(z) := zjrz Da-
mit ist A nach Theorem 12.27 eine konforme Abbildung der oberen Halbebene auf
die Einheitskreisscheibe mit h~!(z) = —i%%;. Die Automorphismen verschiedener

Gebiete sind zueinander konjugiert und die Automorphismen der Einheitskreis-
scheibe sind bekannt: Sie sind von der Form

s = (£22).

fiir |@| < 1 und ¥ € R. Daher ist jeder Automorphismus der oberen Halbebene von
der Form

h™logoh mit g wie oben
— h—l i h h—l r-uo h
( o(zHe)o)o( O(ZHIM .
z(1+ cos¥) + sin ¢ 2(1—Rea)+Ima
PN ol z+—
z(—sind) + (1 4 cos ) zIma+ (1 +Rea)

( zcosg+sin129> ( z(l—Rea)+Ima>
z——=2— 2oz .

—zsin 2 + cos 2 zIma+ (1+Rea)

Jede dieser Abbildungen erfiillt die Anforderungen des Theorems.

Wenn wir die bilineare Abbildung z — ZZZIS der Matrix <a b) zuordnen, so wird
c d

— wie man direkt nachrechnet — die Verkniipfung zweier solcher Abbildungen auch
der Komposition der entsprechenden Matrizen zugeordnet. Daher bleibt auch die
angegebene Positivitdtsbedingung unter der Verkniipfung erhalten und das Theo-
rem folgt. ([l

Wir wollen nun zeigen, dass es eine eindeutig bestimmte bilineare Abbildung gibt,
die beliebige paarweise verschiedene Punkte 21, 2o, z3 auf drei ebenfalls paarweise
verschiedene Punkte w1y, wo, w3 abbildet.

Definition 12.29. 2z heifft Fixpunkt einer Funktion f, falls f(zg) = 2o gilt.

Im Folgenden wollen wir die bilinearen Transformationen stets auf die Riemannsche
Zahlenkugel fortsetzen.

Proposition 12.30. Fine bilineare Transformation, die nicht die Identitdt ist,
besitzt hochstens zwei Fixpunkte.
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. . b
Beweis. Sei f(z) = Zjid'

Sei zuniichst ¢ # 0. Dann ist f(z) = z dquivalent zu az + b = cz? + dz. Es gibt
hochstens zwei Losungen dieser quadratischen Gleichung, also auch héchstens zwei
Fixpunkte. Beachte dabei auch, dass f(o0) = & # oo gilt.

Sei nun ¢ = 0. Dann ist f linear.
(i) Ist § =1 und b= 0, so gilt f(z) = 2.
(ii) Ist § = 1 und b # 0, so besitzt f in C keinen Fixpunkt. Hier ist jedoch

f(o0) = o0
(iii) Ist § # 1, so besitzt f einen Fixpunkt. Wegen f(oco) = oo erhalten wir noch
einen zweiten Fixpunkt. (I

Lemma 12.31. Die einzige bilineare Abbildung, die z1, 22, 23 auf 00,0,1 abbildet,
15t

(z— 29)(23 — 21)

(2 —21)(23 — 22)

z—T(z):=

Beweis. Die Eigenschaften von T rechnet man direkt nach.

Zur Eindeutigkeit: Seien S und T wie gefordert. Dann besitzt S o T~! wenigstens
drei Fixpunkte. Also gilt S =T. (]

Bemerkung 12.32. Das Lemma gilt auch mit dem entsprechenden Grenziiber-
gang, falls eines der z; gleich oo ist.

Definition 12.33. Das Doppelverhéltnis von vier komplexen Zahlen zq, 29, 23, 24,
(21, 22, 23, 24), ist das Bild von z4 unter der bilinearen Abbildung, die z1, 29, 23 auf
00, 0,1 abbildet.

Bemerkung 12.34. Es gilt
Z4 — T2 23 — 21
(21,22, 23,24) = ——— - ———.
R4 —R1 23— 22

Proposition 12.35. Das Doppelverhdltnis von vier Punkten ist invariant unter
bilinearen Abbildungen S, d. h. es gilt

(SZ17 SZQa SZ37 SZ4) = (Zla 22, 23, 24)'
Beweis nach Ahlfors. Sei T die bilineare Abbildung, die z1, 23, 23 auf 0o, 0, 1 abbil-

det. Dann bildet T o S~! die Punkte Sz, Sz3, Sz3 auf c0,0,1 ab. Somit gilt nach
Definition

(Sz1,S829,523,824) =T o 571(524) =Tz = (21, 22, 23, 24)-
O

Theorem 12.36. Die eindeutig bestimmte bilineare Abbildung z — w = f(z), die
z1, 29, 23 auf wy,ws, w3 abbildet, ist durch

(w—wy)(wz —wi) _ (2 —22)(23 — 21)

(w—w1)(wz —w2) (2 —21)(23 — 22)

bestimmidt.
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Beweis. Wir zeigen das Theorem nur in dem Fall, in dem alle auftretenden Punkte
2 00 sind.

Nach Lemma 12.31 existiert die entsprechende Abbildung.
Zur Eindeutigkeit: Nach Proposition 12.35 folgt

(wla w2, w37w) = (Zl7 224,23, Z)

Somit ist w fiir festes z eindeutig bestimmt. (Il

13. DER RIEMANNSCHE ABBILDUNGSSATZ

Theorem 13.1. Seien Ry, Ry zwei einfach zusammenhingende Gebiete = C. Dann
sind Ry und Ro konform dquivalent.

Dies folgt aus dem folgenden Theorem.

Theorem 13.2. Sei R # C ein einfach zusammenhingendes Gebiet und zp € R.
Dann gibt es eine eindeutig bestimmte konforme Abbildung ¢ von R auf U = B1(0),
so dass ¢(z0) = 0 und ¢'(z9) > 0 gelten.

Beweis — Findeutigkeit. Seien ¢ und @9 zwei solche Abbildungen. Dann ist ¢ :=
@109, ! ein Automorphismus der Einheitskreisscheibe mit ®(0) = 0 und ®’(0) > 0.
Nach Theorem 12.25 gilt daher ®(z) = €z fiir ein ¥ € R. Da aber 0 < &'(0) = &’
ist, folgt ®(z) = z und daher auch ¢1 = ¢o. O

Fiir den Existenzbeweis werden wir bis zum Ende des Kapitels brauchen.

Lemma 13.3. Seia € U und f : U — U analytisch. Dann wird max{|f'(«)|} unter
allen Funktionen f wie beschrieben fiir eine Funktion f mit f(«) = 0 angenommen.

Beweis. Sei zunichst fiir eine feste analytische Funktion f : U — U die Bedingung
f(a) # 0 erfiillt. Definiere
f(z) = fla
Jo) - L= I

11— fla)f(2)
w — f(a)

Die Abbildung

1- flao)w
mit |f(a)| < 1 ist ein Automorphismus von U. Somit ist |g(z)| < 1 fiir z € U. Eine
direkte Rechnung liefert

712 (1= F@)f(2) + (f(2) = F@) F@) f'(2)
(1~ F@if)’

/

g'(z) =

Somit gilt

!
/ f'(a)
g'(e) =
1—[f(e)?
und wir schliefen, dass |¢'(a)| > |f'(«)| ist. Damit kann das Maximum hochstens
fiir eine Funktion f mit f(«) = 0 angenommen werden.

Definiere
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und die Inverse

Bl =
sowie
h:U—U,
h(z) = f o BS'(2)
Es gilt

R0) = g1 (B2") (0) = () (1= o).
Nach dem Schwarzschen Lemma, Theorem 7.2, folgt
(13.1) |n'(0)] <1
und daher |f'(a)] < 1—\%|2 Nun gilt

By = —

=TT’

das Maximum wird also fiir die Funktion B, angenommen. O

Bemerkung 13.4. Gilt in (13.1) Gleichheit, so ist aufgrund des Schwarzschen
Lemmas h(z) = €'’z und daher folgt

f(z) =

Damit wird das Maximum genau an den konformen Selbstabbildungen von U mit
f(a) = 0 angenommen.

ot Z—
1—az

Dies legt die folgende Beweisstrategie nahe:
Sei R # C einfach zusammenhéngend und 2y € R. Sei F die Menge aller analy-
tischen 1 — 1 (injektiven) Funktionen f : R — U mit f'(z9) > 0. Wihle ¢, so
dass
¢'(20) = sup f'(20).
feF
Dann folgt der Riemannsche Abbildungssatz, falls wir noch folgendes zeigen:

(i) F ist nichtleer.
(ii) sup f'(20) = M < oo und es gibt eine Funktion ¢ € F, so dass ¢'(z9) = M.
fer

(iii) Eine Funktion ¢ wie in (ii) ist eine konforme surjektive Abbildung von R auf
U mit ¢(z9) = 0 und ¢’(29) > 0. (¢(20) = 0 und die Surjektivitit stecken
noch nicht in (ii) drin.)

Bewets von Theorem 13.2 — Ende.
(i) F ist nichtleer:
Falls Bs(po) C CR ist, ist f(z) = ¥’ pro € F. Moglicherweise enthilt CR
aber gar keine Kreisscheibe.

Sei pg € R. Da R einfach zusammenhéngend ist, ist ﬁ nullstellenfrei.
Somit existiert eine analytische Funktion g mit g(z) = /2= und g(z0) = 1.

Wir behaupten, dass g von —1 weg beschréankt ist, dass also eine positive
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untere Schranke fiir |g(z) — (—1)|, z € R, existiert. Sonst gibt es &, € R, so

dass
\/ 20 — Po

konvergiert. Hieraus folgt durch Quadrieren % — 1 und daher &, — zg.
Dies widerspricht aber der Stetigkeit von g im Punkt zy. Daher gibt es ein
n > 0, so dass

l9(2) = (=D = lg(2) +1[ >n firzeR

gilt. Definiere daher

n
z) = ———.
Es gilt |f(2)] < 1. Man sieht direkt, dass f die Verkniipfung von 1 — 1 Funk-
tionen und daher selber 1 — 1 ist. Es gilt

1 1
/
g ZO = —
(=0) 220 —po

Daher gibt es ein ¥ € R, so dass
fizme?f(2)

f’(zo) > 0 erfiillt. Somit ist f € F und wir schlieen, dass F # .
Es gilt sup f'(z0) < oo:
feF

R ist offen. Daher gibt es ein § > 0, so dass Bas(29) C R ist. Sei f € F beliebig.
Es folgt mit der M-L-Abschitzung, denn fir f : R — U folgt |f(2)] < 1

If(z0)| = L / 7( 1) dz| < %

2mi z— z9)?
OB5s(z0)
Wir behaupten, dass das Supremum auch angenommen wird:

Sei M = sup f'(z0). Wéhle f, € F, so dass |f](z0)] — M fir n — oo
feF
konvergiert. Wir wollen nun eine Teilfolge der f,,’s finden, die auf kompakten

Teilmengen von R gleichméBig konvergiert.

Aus Integralabschiitzungen wie oben schlieflen wir, dass f; auf kompakten
Teilmengen von R gleichméBig beschrankt ist. Nach Arzela-Ascoli gibt es da-
her eine nicht umbenannte Teilfolge der f,, so dass f,, — ¢ gleichméflig auf
kompakten Teilmengen von R konvergiert. (Dies bendtigt ein Diagonalfolgen-
argument.) Nach Theorem 7.6 ist ¢ als gleichméBiger Grenzwert analytischer
Funktionen wieder analytisch. Nach Theorem 10.21 gilt f/ — ¢’ gleichméBig
auf Kompakta, denn die C°-Konvergenz und die Integralformel liefern auch
C'-Konvergenz. Somit erhalten wir nach Definition von F

¢(20) = lim_f}(20) = M > 0.

Daher ist ¢ keine Konstante. Deshalb ist aber ¢ nach Theorem 10.25 als lokal
gleichméfiger Limes von 1 — 1 Funktionen wieder 1 — 1.

(Wir bemerken, dass in Wirklichkeit sogar die gesamte Folge konvergiert, da
jede Teilfolge wiederum eine konvergente Teilfolge besitzt und da der Grenz-
wert eindeutig ist, falls auch (iii) gezeigt ist.)
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(iii) Wir behaupten, dass ¢(zo) = 0 gilt:
Falls nicht, so ist ¢(z9) = o mit 0 < || < 1. Die letzte strikte Ungleichung
folgt dabei aus der Offenheit der Abbildung. Dann ist

_ p(z)—a
=150
ebenfalls eine 1 — 1 Abbildung von R nach U. Es gilt dann

Fan) = 220

1—|af? > ¢/(z)

im Widerspruch zur Maximalitét.
Zur Surjektivitat:
Ist ¢ nicht surjektiv, so gibt es 0 # w € B;1(0), so dass ¢(z) # w. Wir
schreiben w = —t2e™ fiir ein 0 <t < 1 und ¥ € R.
Wir wollen nun ¢ in mehreren Schritten so modifizieren, dass wir in diesem
Fall zu einem Widerspruch zur Maximalitéit der Ableitung kommen.
Definiere g(z) := e""’¢(z). g bildet dann R nach U ab, es gilt g(z) = 0
und |¢’(20)| = ¢’(20). Weiterhin ist g(z) # —t? fiir alle z € R.
Als niichstes verkniipfen wir g mit der Abbildung z — ==,
Selbstabbildung von U. Daher bildet auch f; mit

_ 9+
hiz) = 1+ 2g(2)
von Rnach U ab. Es ist f1(z0) = 2. Da g(z) # —t? ist, erhalten wir f1(z) # 0
Daher gibt es genau eine analytische Wurzel fo(2) =/ f1(2), so dass fa(z0) =
t gilt.
Definiere nun noch

a = —t?, einer

f2(2) —
2) = .
J3(2) =4 —tfa(2)
Esist fs : R — U und f3(z9) = 0. Die Abbildung f3 ist als Verkettung von
1 — 1 Abbildungen selbst wieder 1 — 1. Es gilt
fi(z0) =g (20) —t%1%¢'(20) da g(z0) = ¢(20) =0
g (1 - t4) ’

b fl(z) _ fi(20) _
fz(Zo)*2 f1€20)7 Qto da \/fi(z0) = t,

{QEZEQ) da fa(z0) =t.

f3(z0) =

Aufgrund der Kettenregel folgt nun

"(z0) (14 t2
fi(ea) = LELOEE),

Fiir 0 < t < 1 gilt aber 1+ t? > 2t. Damit folgt | f}(z0)] > ¢'(20). f3 ist 1 —1
und analytisch. Multiplizieren wir also fs mit eml, ¥ € R geeignet, so ist
e f3 € F und wegen e f4(z9) > M erhalten wir einen Widerspruch. Somit
war ¢ schon surjektiv.

Der Riemannsche Abbildungssatz folgt. O
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14. MINIMALFLACHEN

Wir benutzen teilweise [5]. Davon gibt es mittlerweile eine Neuauflage.

Definition 14.1 (Minimalfiéiche). Sei @ C R" offen und beschréinkt, u € C* (Q).
Die Oberflache von graph u ist als

o= [ VIFIDP

definiert. (Sie stimmt mit dem n-dimensionalen Hausdorffmaf} von graph u tiberein.)

Graph u heiffit Minimalfldche, falls u ein kritischer Punkt des Oberflichenfunktionals
ist, d. h. wenn fiir alle ¢ € C1(Q2)

=0

d
%A[U + t(p] —

gilt. (Diese Definition gilt auch fiir unbeschriinkte Gebiete und u € C1(£2), solange
man nur in der Definition von A iiber ein beschrénktes Gebiet integriert, das supp u
enthélt. Genauer handelt es sich in dieser Definition um Hyperflichen, die fiir das
Oberflachenfunktional kritisch sind. Man kann aber recht leicht zeigen, dass sie
tatséichlich auch minimal sind.)

Lemma 14.2. Sei Q) C R™ offen, u € C?(Q). Ist graphu eine Minimalfiiche, so
gilt

div [P ) —o
VIt [Dup

Beweis. Sei ¢ € C°(§). Dann gilt

d

t=0

d
= a\/1+|D(u+t<p)|2
J t=0

(Du, D) di Du
R T
,/1 TR i+ Dup ) ”

Es gilt div <\/1+D“Tu|2> € C°(Q). Angenommen, dieser Ausdruck wire in einem
Punkt (und damit auch in einer Umgebung) positiv. (Im negativen Fall funktioniert
es analog.) Dann erhalten wir aus der obigen Rechnung einen Widerspruch, wenn
wir eine Testfunktion ¢ wéhlen, die in einer hinreichend kleinen Umgebung dieses
Punktes positiv ist und sonst verschwindet. Die Behauptung folgt. O

Definition 14.3.

(i) gi; (Definitionsbereich, Indices, ... erkldren) heifit induzierte Metrik einer Hy-
perfliche und ist fiir den Graphen einer Funktion u : R™ — R (oder auch fiir
eine auf einer offenen Teilmenge definierten Funktion) durch

gij = 0ij + uiu;

gegeben. (u; bezeichnet hier partielle Ableitungen.)
(Wir bemerken, dass [ /det g;; = Alu] gilt.)
Q
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(ii) hsj heiBt zweite Fundamentalform einer Hyperflache und ist fiir Graphen durch

_ Ui

1+ |Dul?
gegeben.

(iii) Sei X : R™ — R"*! der Einbettungsvektor einer Hyperfliche. Dann ist
9ij = (X, Xj).

(Diese Definition gilt auch lokal und in hsherer Kodimension.)
(iv) Der Laplace-Beltrami Operator beziiglich einer Metrik g;; ist durch

0
V/det g;;g" Mf)

Ayf =

1 9 <
\/det gij 0"
definiert.

Bemerkung 14.4.

(i) Fiir Graphen der Kodimension 1 stimmen die beiden Definitionen der Metrik
aus Definition 14.3 {iberein.
(ii) Metrik und zweite Fundamentalform lassen sich auch unabhingig von einer
speziellen graphischen Darstellung der Hyperfliche invariant definieren.
(iii) Eine als Graph dargestellte minimale Hyperfliche erfiillt

H= gijhij =0.

Die erste Gleichheit ist dabei eine Definition und ¢ ist die Inverse zu 9ij-
(iv) Sei X : R® — R"*! der Einbettungsvektor einer Minimalfiiiche. Dann ist

AgX =0,
wobei g;; die induzierte Metrik ist.
Dies gilt auch lokal. Allgemein ist AgX = —Hv.

Aus den Rechnungen folgt, dass alle diese Charakterisierungen von Hyperflichen
dquivalent sind, wenn man Hyperflichen lokal als Graphen darstellt.

Beweis.
(i) Ein Einbettungsvektor fiir graphu ist durch X = (z,u(z)) gegeben. Dann ist
X; = (e;,u;) und wir erhalten
gij = <X“XJ> = (Sij + uiuj.

(ii) Die Definition g;; = (X;, X;) ist invariant.
Die zweite Fundamentalform ist invariant als h;; = —(X;;,v) definiert,
wobei v ein Normalenvektor ist.
Fiir Graphen wollen wir stets

(Du,—1)

V17 |Duf?

verwenden.
Beachte, dass v stets die Liange eins hat und senkrecht auf den Tangential-
vektoren X; steht,

(v, X;) =0, (v,v) = 1.
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Fiir Graphen gilt X;; = (0,u;;) und daraus erhalten wir
U
1+ [Dul?

. Daraus folgt

hij = =(Xij,v) =

1 wiudu, ; Du
H = h _— Au—”)zdiv —— | =0
4 T+ D ( 1+ | Duf? ( T Du|2>

(iv) Wir zeigen: Ist X wie oben und gilt div (\/%) =0, so gilt AgX =0.

Es gilt g;; = di; + u;u; und daraus folgt detg;; = 1 + |Dul? sowie g%
89 — % Wir betrachten nun die ersten Komponenten und erhalten

A o)

__1 9 (
B \/det Gij ok
¥ Dupsti - —
\/det ij 3£Bk 1+ |Dul?
B 1 T LU B Auut + ukuz wFutu" uy
V/1+|Dul?

2 2 T 3
VI+[DuP 1+ [Du?> /14 |Duf?
_ —ut A — uFug,u”

1+ |Dul? 1+ |Dul?
—ut . Du
=———div| —— | =
1+ |Dul? 1+ |Du|?

Fiir die letzte Komponente erhalten wir

Agu = \/maxk <\/detgug 9l )

0 (ﬁw |2( e utuly ))
«/1+|Du\2 oxF 1+ |Dul?

1 0 uk
1+ [Duf? 0z* <‘/1+|Du2> O

Bemerkung 14.5. Die Gleichung (A, X, v) = 0 ldsst sich auch wie folgt herleiten:

Sei X der Einbettungsvektor einer C?-Hyperfliche, die kritischer Punkt fiir das
Oberflachenfunktional ist. Betrachte X + tov, ¢ € C2°. Fiir hinreichend kleines ¢
ist dies ebenfalls eine Einbettung. Daraus folgt

d
= — [ \/det g
dt egjtzo

_ /1 detgij gijdg
2 det gi; dt? o

- [ (o)

d
E—A(X
th( + tov)

t=0
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0 G 0
- [ (o (Vi 5) )

da der Term in der groflen Klammer tangential ist

19 0
‘/<maxi(Vdet%g]axjx)’*”>vdet%
ij

— / <Ag)(7 QOI/> \/ det 9ij

Die Behauptung folgt.

Definition 14.6 (Hauptkriimmungen). Die Eigenwerte von h;; beziiglich g;; heifilen
Hauptkriimmungen. Die Eigenwertgleichung lautet

Agii & = his€’.
Definition 14.7. Sei Q C R? offen. Dann heifit X : 2 — R? eine konforme oder
isotherme Parametrisierung eines Flidchenstiickes, falls
g11 =ge2 und g12=0
in  gelten.

Bemerkung 14.8. In zwei Dimensionen existieren solche Parametrisierungen stets
lokal. Wir werden dies hier aber nicht behandeln.

Lemma 14.9. Fiir ein konform parametrisiertes Flichenstiick mit g;; = A\?8;; und
A>0 gilt
hi1 + hao
H - T.
Beuweis. Es gilt g7 = {569 O

Lemma 14.10. Fir ein konform parametrisiertes Flichenstiick ist der Einbet-
tungsvektor X harmonisch, d. h. es gilt AX = 0.

Beweis. Sei wieder g;; = A\?8;;, wobei X eine positive Funktion ist. Es gilt

1 9 (25’”8

1
A x=—2 (2 % x) = Zax
0 g A2 Qxk A2 Ozt > A2

Ab jetzt wollen wir nur noch Flichen im R? betrachten.

Bemerkung 14.11 (Komplexe Hilfsfunktion). Sei 2 C R? offen und der Einbet-
tungsvektor X :  — R3 parametrisiere ein C?-Flichenstiick.

Betrachte € als Teilmenge von C, z = x + iy, und definiere F : Q — C3 durch
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(was kein hermitesches Skalarprodukt ist) und

0X 0X 0X 0X
|F|2< >+< >911+922~

Es gilt
pop o OXLOXT OXVOXY L OXIOX! |
- Ox Oz dy Oy oxr Oy
0X 0X 0X 0X /00X 0X
(14.1) = <axax> - <ayay>2<axay>

=g11 — g22 — 2ig12.

Daher ist die Parametrisierung genau dann isotherm bzw. konform, wenn F'- F =0
gilt.

Lemma 14.12. Sei X : Q — R3 eine Minimalfliche in isothermen Parametern.
Dann ist die Abbildung F' analytisch, d. h. es gilt

OF 1 /0F OF
— == —4+1— ) =0.
0z 2\ Ox Jy

Dies bedeutet, dass jede Komponente analytisch ist und ist eine andere Art und

Weise, die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen aufzuschreiben. Weiter-

hin gilt F - F = 0.

Ist umgekehrt Q C R? einfach zusammenhingend und F : Q — C3, so dass

OF

— =0,
0z
F-F=0
und
|F|? >0

in Q gelten, so ist durch
z

X(z):= Re/F(C)dC

Z0

eine Minimalfliche definiert.

Beweis.

,=—“: Aus Bemerkung 14.11 wissen wir, dass F'-F' = 0 gilt, da die Parametrisierung
konform ist. Es ist

8F_(8 .8)(8)( .8X>_82X 0?X

5z = o Tiay T Tgp SN0

2 ox Z@y

»<=": Wegen %—g = (0 ist F analytisch. Da () einfach zusammenhéngend ist, ist das
Integral unabhiingig vom gewéhlten Verbindungsweg und daher wohldefiniert. Es
gilt

0X 1 /0X 0X

o

dz 2\ 0x y
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=53 / Qe+ /

Beim Vertauschen von % und  entsteht %, wie man an der Schreibweise mit a@

und a@ sieht.
y

1
da die Stammfunktion analytisch ist. Somit erhalten wir
0 0 0
AX =4——X=2—-F=
0% 0z 0z 0

und X ist somit harmonisch.

Es gilt 0 < |F|? = g11 + goo, also ist DX # 0. Daher ist X der Einbettungsvektor
eines Flachenstiickes, das wegen AX = 0 minimal ist. ]

Bemerkung 14.13. Ist X harmonisch, so ist F'- F analytisch: Wir erhalten ndmlich
(unter Verwendung des bilinearen, nicht des sesquilinearen Skalarproduktes)

0 0 /0X 90X 0X 00X
82 (F F) 8z <61‘ — Zaiy, % - Zay> (IlaCh (141))

_ 0 /ox ox
0z \ 0z 0Oz
2
(X XN
0z " 020%
Bemerkung 14.14. Unser Ziel ist wie folgt: Wir wollen (fiir eine offene Menge
Q) C C) eine holomorphe Abbildung
F:Q—C?
mit F'- F' = 0 betrachten und daraus iiber

@:miﬂo@

Dabei gibt es das folgende Problem: Im allgemeinen gilt nicht |F'|? # 0. Dies liefert
Verzweigungspunkte (branch points). Falls F' # 0 ist, besitzt F' auf einem zusam-
menhéngenden Gebiet aber nur isolierte Nullstellen.

eine Minimalflache erhalten.

Definition 14.15. Sei Q C C ein zusammenhéngendes Gebiet. Ist eine nichtkon-
stante Abbildung X € C? (Q,R?®) harmonisch und konform, d.h. gilt

e AX =0,
° <8X 9X\ _ /90X 989X 09X 909X =0
Ox’ dx/ ~— \Oy’» oy /> \Ox’dy )

so parametrisiert X eine (moglicherweise verzweigte) Minimalfléche.
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Theorem 14.16. Sei Q2 C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet. Sei F : Q) —
C3 analytisch und erfiille

F-F=0.

(Dies sichert die Konformitit und wir kénnen daraus eine (méglicherweise ver-
zweigte) Minimalfiiche erhalten.) Ist F1 = iF? und damit F? = 0, so ist die durch

X(2) = Re / P(C)dC

definierte Minimalfiiche Teil einer Ebene. (Dies folgt bereits aus F> = 0.)

Sonst gibt es eine analytische Funktion h und eine meromorphe Funktion g auf
Q, so dass in den Punkten, in denen g einen Pol der Ordnung m besitzt, h eine
Nullstelle der Ordnung > 2m hat und

1

1 _ - 2
(142) F2 :%h(l _1_92)7
F3 =hg

gilt.
Seien umgekehrt h und g wie oben. Definiere F' durch (14.2). Dann ist F' analytisch
und es gilt F- F =0.

Beweis. .
,==": Definiere h := F! — iF?, g:= . h ist analytisch, g ist meromorph. Es
gilt

(P i) (P i8%) = (F) 4 (1) = — (1)

—hg? = — (F' - iF?) (Fl(}j?)i);)? _ (F2fj2§2)2
_(F+ i2)_(f;2_ i) _ F' +iF?
F3 =gh, klar nach Definition von ¢ und h,
%h(l - g% = %h — %th = % (F' —iF?) + % (F' +iF?) = F*,
%h(l +¢%) = %h + %th - % (F' —iF?) - % (F' +iF?)

:% (iF' + F? —iF' + F?) = F*.

Die Bedingung an die Nullstellen und Polstellen ist nétig um sicherzustellen, dass
F' analytisch ist.

»<=": Sei F' wie oben definiert. Zeige, dass F' - F' = 0 ist. Es gilt

FoF = (F)+ (F) 4 (%)
:ih2(1 792)2 _ ihQ(l +92)2 +h2g2
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1
:ZhQ (_292+g4 _292 _g4+492) — 0.
(]

Theorem 14.17. Jeder Punkt einer Minimalfidche besitzt eine Umgebung, in der
konforme Parameter existieren.

Beweis. Dies ist ein lingerer Beweis (4 Seiten), siche [5, Kapitel 4.5, Satz 4.6]. O

Zu Theorem 14.16 erhalten wir

Korollar 14.18. Jede in isothermen Parametern dargestellte einfach zusammen-
hingende Minimalfiiche im R® (also nach Theorem 14.17 lokal jede Minimalfiiche
im R3) ldsst sich als

z

X1(z) = Re [ JHE1 - g*(€) de + en

X2(2) = Re [ JHEL+g%(€) de +

X3(2) = Re / h(E)g(E) de + cs

Z0

darstellen, falls sie nicht F® = konstant beziehungsweise X3 = konstant erfiillt. (Im
ausgeschlossenen Fall liefert g = 0, h = 2 gegebenenfalls eine andere Parametrisie-
rung.) Hierbei sind h und g wie in Theorem 14.16, ¢; sind Konstanten und zq ist
im Parameterbereich beliebig.

X ist genau dann regulir (= nicht verzweigt, = die Ableitung verschwindet nir-
gends; definiert also tberall ein Flichenstiick), wenn h nur in den Polstellen von
g verschwindet und in einer Polstelle von g der Ordnung m die Funktion h eine
Nullstelle mit Ordnung genau gleich 2m hat.

Beweis. Sei X : Q — R3 eine Minimalfliche in konformen Parametern. Definiere

0X .0X
Es gilt

F=2—
0z’

z

. [.0X
X = Re/F(C)d( = Re/QE =2Re{X(2) — X(20)}
zZ0 20
=2(X(2) — X(20)).
Die Darstellungsformel folgt nun aus Lemma 14.12 und Theorem 14.16. Die ¢;’s
errechnen sich aus X (z9). Den Faktor 2 baut man als 3 in h ein. Beachte dazu,
dass eine skalierte Minimalfliche wegen AX = 0 wieder eine Minimalfléche ist.
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Nach Bemerkung 14.11 ist die Fliche genau dort nicht regulir, wo |F(2)|? = 0 gilt.
z
Wegen X = Re [ F folgt

20

OX 0X\  OX'0X! 0X20X% 09X ox?
2 _ _— —
4| 4<az’az> Yo ez T er s T e

=F'.F14+F?.F2 4+ F®.F3

= IhP (1= g? =g+ gl 41+ 67+ 1ol + 4lgP)
= IA[? 2+ algP? + 21gl*)

= SR (1 +19P)".

Dies verschwindet genau dann, wenn h eine Nullstelle goerer Ordnung als die
doppelte Ordnung des Poles (= 0, falls kein Pol vorliegt) von g im entsprechenden
Punkte hat. ]

Bemerkung 14.19. Hier werden wir sehen, wie man darauf kommen kann, solch
eine Funktion g zu betrachten.

Es gilt
X o
e Re%/F(QdC:ReF(z),
%—)y( = Re%/F(C) d¢ =Re(F(2) 1) = —ImF(z).

Bestimme einen Normalenvektor an die Fléche:

Re F! —ImF! —Re F2Im F? + Re F3Im F?
ReF? | x | —-ImF?| = | —Re F?Im F! + Re F! Im F?
Re F3 —Im F? —ReF'Im F? + Re F?Im F!

— Im (FQﬁ, F3F,F1ﬁ) ,
2773 i 2 2 1 2 — 2
tu (F277) = 1 (11901 +.%)) = 510 Rel(1-+ )
1y, i 1 i
= 1Ih* @ +9lgP* + 9 +9lg*) = 7h*(9+9) (1 +9I)
1
=5lhl*Reg (1+]g%),
tm (F¥FT) = Im ShPg (1=5%) ) = L Ihl? (o~ glol? — 3 + glaP)
2 4i
1
= SIHP (14 [gf?) g,
172 i 2 2 =2 1 2 2 =2 4
tm (F1F?) = Tm = [h*(1 = ¢%) (1+3%) ) = = |n* Re (1 g* + 3* — [gl")

1 1
= — P17 (L=1gl") = =3Il (1= 1gI*) (1 +g*)
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Damit ist der Normalenvektor, auf Lange 1 normiert, durch

2Reg 2Img |g]*—1
<1 +lglP 1+ 1gl? 1+ Igl2>
gegeben. Dies lédsst sich auch in Punkten hinschreiben, in denen die Parametrisie-
rung nicht regulédr ist. An dieser Formel sehen wir, dass g und v iiber die stereo-
graphische Projektion (mit Sphirenmittelpunkt im Ursprung) zusammenhéngen.

Beispiel 14.20 (Ennepersche Minimalfliche). Sei h(z) = 2, g(z) = z. Dann erhal-
ten wir

F'=1-22 F?=i(1+2%), F?=2z
Es folgt

XlzRe/(l—CQ) dCzRe(z—;z?’) :x—%(acs—?)xyz):x—%m3+xy2,

1 1
g(f’)yﬂs2 -y =y+yr® — -y,

X2 =R
¢ 3

i(1+(2) dCzIm(z—i—;)zB) =y+

X3 = Re

O\N O\N =)

1
2¢d¢ = R<32§,z2 =22 — 2

ANHANG A. ALLGEMEINER CAUCHYSCHER INTEGRALSATZ —
RECHTECKVERSION

In diesem Kapitel werden wir eine alternative Herangehensweise an den Cauchy-
schen Integralsatz kennenlernen.

Definition A.1. Ein Gebiet D heifit einfach zusammenhéngend, falls ,,das e-Kom-
plement in e-Abstand mit oo verbunden ist“, d.h., falls fiir alle zy € CD und fiir
alle € > 0 eine stetige Kurve y(¢), 0 < ¢t < oo, existiert, so dass

(i) d(y(t),CD) < e fiir alle t > 0,
(i) 7(0) = 20,
(iii) tlim ~(t) = 0.
Eine Kurve wie in (ii) und (iii) verbindet zg mit oo.
Definition A.2. Sei I' ein polygonaler Weg (= ein Weg, der aus einer endlichen
Folge von horizontalen und vertikalen Strecken besteht). Die Anzahl der Ebenen ist

als die Anzahl der verschiedenen Werte 1 definiert, fiir die die Gerade Im z = zj
eine horizontale Strecke von I' enthélt.

Im folgenden Lemma passiert die nichttriviale Arbeit des Kapitels.

Lemma A.3. Sei I' ein einfach geschlossener polygonaler Weg in einem einfach
zusammenhdngenden Gebiet D. Bestehe die oberste Ebene von I' aus den Punkten
{(z,y) :y =y1, ¢ € X1} und ist die nichste Ebene durch {(x,y) 1y =y, x € Xo}
gegeben. Dann ist die Menge

R={z=zx+iy:y2<y<uy,ze Xy}
in D enthalten.
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Beweis. R ist disjunkte Vereinigung abgeschlossener Rechtecke R;.

Behauptung: Fiir jedes zy € R und jede Kurve -, die 2y mit oo verbindet, gilt
yNT #0.

Falls dies gezeigt ist, folgt das Lemma wie folgt: 0D ist abgeschlossen, I ist kompakt.
Da T' in D enthalten ist, folgt dist(I',CD) = 6 > 0. Daher hat eine Kurve -,
die zg mit Unendlich verbindet, nicht immer einen Abstand kleiner als % zu CD.
Dies wenden wir nun insbesondere auf Kurven aus der Definition einer einfach
zusammenhédngenden Menge an. Es folgt zg € D.

Zur Behauptung vy N T # ():
Wir fithren den Beweis per Induktion nach der Anzahl der Ebenen:

2 Ebenen: I' ist der Rand eines einzelnen Rechtecks. In diesem Falle ist die Be-
hauptung klar. (Betrachte den ersten Punkt auf der Kurve ~, fiir den der Realteil
mit dem Realteil einer der vertikalen Strecken oder der Imaginérteil mit dem Ima-
ginérteil einer der horizontalen Strecken iibereinstimmt. So ein Punkt existiert, da
sonst die Kurve v nicht nach unendlich fithren kénnte. Er liegt auf I".)

Sonst: Betrachte L := {z+iy : y = y2, © € X1\ X2}. Da 2j in einem der Rechtecke,
ohne KEinschrankung R;, von R enthalten ist, muss v den Rand von R; treffen.
Falls v nicht RN T trifft, trifft v zumindest L. Nehme dies an. Definiere ty :=
sup {t : v(t) € R}. Wir erhalten y(to) € OR und daher y(ty) € L. Fiir kleine h > 0
liegt v(top + h) zwischen den beiden obersten Ebenen einer einfach geschlossenen
Kurve I, die eine Zusammenhangskomponente von (F N ER) U L ist. Die Kurve I"
hat mindestens eine Ebene weniger als I'. Nach Induktionsannahme folgt v(t) € T”
fiir ein t >t + h. Da y(t) € R fiir t > o ist und da L C R ist, gilt v(¢t) e . O

Theorem A.4. Sei f in einem einfach zusammenhdingenden Gebiet D analytisch
und T ein einfach geschlossener polygonaler Weg in D. Dann gilt [ f = 0.
r

Beweis. Wir fithren den Beweis per Induktion iiber die Anzahl der Ebenen von I'.

Seien L, R, T" wie im Beweis von Lemma A.3. Dann gilt (wobei wir iiber alle
Zusammenhangskomponenten IV summieren)

/f /f+z/f,

da L in entgegengesetzte Richtungen durchlaufen wird. OR besteht aus den Réndern

von Rechtecken. f ist in diesen Rechtecken analytisch, da diese nach Lemma A.3

in D enthalten sind. Aufgrund des Rechteckstheorems, Theorem 4.16, gilt daher

J f =0.T" hat nun aber (mindestens) eine Ebene weniger als I. Nach Indukti-

OR

onsvoraussetzung folgt also [ f =0 und damit [ f = 0. O
I’ r

Bemerkung A.5. Da sich jeder polygonale Weg in endlich viele einfach geschlosse-
ne polygonale Wege und zweimal in entgegengesetzte Richtung durchlaufene Stre-

cken zerlegen lésst, gilt Theorem A.4 auch fiir geschlossene polygonale Wege in
D.

Theorem A.6. Sei f in einem einfach zusammenhdngenden Gebiet D analytisch.
Dann existiert eine in D analytische Funktion F (,,Stammfunktion®), so dass F' =

f gilt.
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Beweis. Wiahle zg € D und definiere

Z)Z/zf(C)dC

Dabei ist der Integrationsweg ein beliebiger polygonaler Weg in D. Das Integral
ist wohldefiniert, denn seien I'y und I's zwei solche polygonale Wege. Dann ist

I' :=T; — Ty (yerst I'1, dann T'y in umgekehrter Richtung®) ein geschlossener
polygonaler Weg. Nach Theorem A.4 gilt f f=0und daher [ f= [ f. Vergleiche
I o

dazu auch das Integraltheorem, Theorem 4.18, und Theorem 6.2.

F’ = f: Betrachte
z+h

(z—i—hf)L /f ¢ydc,

wobei wir (fiir kleine |h|) zwischen z und z + h ohne Einschrinkung einen Integra-
tionsweg beim Beweis des Integraltheorems verwenden diirfen. Wie dort folgt auch
hier F'(z) = f(2). O

Theorem A.7 (Allgemeiner Cauchyscher Integralsatz). Sei f in einem einfach
zusammenhdngenden Gebiet D analytisch und sei C eine geschlossene Kurve in D.

Dann gilt
/ f=o0.
c

Beweis. Wir benutzen iibliche Notation und Theorem A.6 und erhalten

/ f= / (2)dz = F(=(0)) ~ F(2(a)) =0,
da die Kurve geschlossen ist. O
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