GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN MIT
GEOMETRISCHEN ANWENDUNGEN

OLIVER C. SCHNURER

ZUSAMMENFASSUNG. Bei diesem Manuskript handelt es sich um Notizen zu ei-
ner Vorlesung Geometrische Differentialgleichungen mit geometrischen Anwen-
dungen an der Universitit Konstanz im Wintersemester 2012/13 und 2016/17.

In dieser Vorlesung betrachten wir ausgewahlte geometrische Fragestellun-
gen, die analytisch durch gewohnliche Differentialgleichungen behandelt wer-
den koénnen.
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1. GEOMETRISCHE GRUNDBEGRIFFE
1.1. Hyperflachen.

Definition 1.1.1. Sei Q C R" offen. Dann heift X € C1(Q,R™)

(i) Immersion, falls dX (z): R™ — R™ fiir alle z € Q injektiv ist.
(ii) Einbettung, falls X eine Immersion und X : Q@ — X () ein Homéomorphismus
ist, wobei wir auf X () die Unterraumtopologie betrachen.

Definition 1.1.2 (Parametrisierte Hyperflache).
Sei 2 C R offen und X € C* (Q, R""‘l) eine Immersion, besitze also die Ableitung
dX(x) in jedem Punkt x € Q den Rang n. Dann heift X eine parametrisierte oder
immersierte Hyperflache.

Ist X: Q — X(Q) C R*"! ein Homdomorphismus, wobei X (2) die Unterraum-
topologie trégt, so heiftt X eingebettete Hyperflache.

Wir nennen auch das Bild X (£2) eine immersierte Hyperfliche in R"**.
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2 1. GEOMETRISCHE GRUNDBEGRIFFE

Ist n = 2, so heiflen Hyperflachen auch Fléchen.

Wir werden nun sehen, dass Untermannigfaltigkeiten und Niveauflichen Beispie-
le fiir Hyperflachen sind.

Definition 1.1.3 (Untermannigfaltigkeit). Eine Teilmenge M C R"™*! heifit n-
dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit von R™*!, falls es fiir jedes zo € M eine
Umgebung U von z und einen C*-Diffeomorphismus (bzw. Homdomorphismus im
Falle k = 0) ¢: U — (U) C R*™ mit (M NU) =(U) N (R™ x {0}) gibt.

Lemma 1.1.4. Sei M C R"*! eine C*-Untermannigfaltigkeit. Sei k > 1. Dann
gibt es zu jedem xg € M eine Umgebung U, so dass M N U eine eingebettete
Hyperfidche ist.

Beweis. Benutze X (x) := 1~ !(z,0) fiir den Diffeomorphismus 1 aus der Definition
einer Untermannigfaltigkeit. (]

Definition 1.1.5 (Niveaufliichen). Sei f € C' (R"*! R) mit df (z) # 0 fiir alle
z € f~1({0}). Dann heift f~*({0}) Niveaufliiche (von f zum Niveau 0).

Lemma 1.1.6. Eine Niveaufliche f=({0}) ist eine Untermannigfaltigkeit.

Im Beweis werden wir sehen, dass sich eine Niveaufldche lokal als Graph darstel-
len 1afst.

Beweis. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es zu jedem z € f~1({0})
nach Umbenennen der Koordinaten, so dass %(xo) # 0 gilt, eine offene Um-
gebung U von zg und eine Funktion u: Q — R fiir eine offene Umgebung €2 von

&g = (xf,...,27), so dass f(z) = 0 genau dann gilt, wenn es ein § € Q mit z =
(9,u(9)) gibt. Dann ist ¢: UN(QxR) — R™ ™ mit ¢ (2,2 ) = (2, 2" — u(2))
der gesuchte Diffeomorphismus. (|

Beispiel 1.1.7. Sei 2 C R" offen und u € C*(Q2). Dann ist
graphu = {(z,u(x)): z € Q},
der Graph von u, eine Hyperfliche in R"*! denn X: Q — R"*! mit X(x) =
(x,u(x)) ist die zugehorige Immersion. Da X : Q — X (Q) injektiv, stetig und offen
ist, ist X sogar eine Einbettung.
Alternativ kann man graphu = f~'({0}) mit f: @ x R — R, f (22" :=
"t — u(2), schreiben.

1.2. Normale, Metrik, zweite Fundamentalform und mittlere Kriimmung.

Definition 1.2.1 (Normale). Sei Q C R” offen. Sei X : Q — R""! eine immersierte
Hyperfliche. Dann heift eine stetige Funktion v: Q — R?*! mit

(i) |v(x)] =1 fir alle € Q und

(i) v(x) L X;(x) fiir alle x € Q und 1 < i < n, wobei X; = % ist,
ein Einheitsnormalenfeld an X. v(z) heift (Einheits-)Normale an X im Punkt x
bzw. X (z).

Definition 1.2.2. Eine kompakte Untermannigfaltigkeit heifit geschlossene Unter-
mannigfaltigkeit.

Bemerkung 1.2.3 (Vorzeichenkonvention). Bei geschlossenen Hyperflichen wol-
len wir stets die duftere Normale und bei graphischen Hyperflachen stets die untere
Normale wéhlen.
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Bemerkung 1.2.4. Sei  C R” offen und sei T > 0. Sei u: 2 x (0,7) — R
differenzierbar. Dann schreiben wir

Ju ou
Du=|—,...,—
“ <(‘3x1 T 83:”)
und Vu = Du”’, den transponierten Vektor zu Du. Weder Du noch Vu beinhalten
eine Zeitableitung .

Spéter schreiben wir auch laxerweise Du statt Vu, wenn keine Missverstdndnisse
zu befiirchten sind.

Beispiel 1.2.5. Ist X (z) = (z,u(x)) ein Graph, wobei Q C R offen und u € C*(Q)

sind, so gilt fiir die ,,untere” Normale, v(x) = %.
u x

Beweis. Es gilt X; = (e;,u;) € R™ X R mit u; = %. Wir erhalten

(e, Vu)rn —u;

V14| Vul?

Weiterhin gilt |v| = 1. O

<Xi; V> =

Bemerkung 1.2.6 (Einsteinsche Summenkonvention). Tauchen in einem Aus-
druck lateinische Indices doppelt und zwar als obere und untere Indices auf, so
wird {iber sie von 1 bis n summiert, iiber paarweise ebenfalls oben und unten auf-
tretende griechische Indices wird von 1 bis n + 1 summiert. Es gilt also

n n+l
X6 =Y Xnag”,
i=1 a=1
wobei wir auf der rechten Seite die Einsteinsche Summenkonvention nicht anwen-
den.
Ab sofort gilt die Einsteinsche Summenkonvention tiberall.

Definition 1.2.7 (Metrik). Sei Q@ C R" offen und sei X eine immersierte Hyper-
fldche. Definiere die Metrik ¢ = (g:j)1<i,j<n mit g;; = g45(z) von X durch

9ij(@) == (Xi, X;) = XP0ap X .

Mit (9ij)1gi,jgn bezeichnen wir die Inverse von (g;;). Es gilt also g/ g, = 0%

Bemerkung 1.2.8.
(i) (gsj(x)) ist positiv definit und symmetrisch, ebenso (g (z)).
(ii) Sei a: [a,b] — Q eine C'-Kurve. Dann ist die Linge von X o a durch

L(X o) = / X)) di = / o @) @) @)@

gegeben. Dies bestimmt ein symmetrisches g bereits eindeutig.
Beispiel 1.2.9. Ist X (x) = (z,u(z)), so gilt X; = (e;, u;). Wir erhalten also
gij = (X4, Xj) = ((e5,w), (e, uy)) = (€, €j)rn + uiuy = di5 + uiu;.

Weiterhin gilt

.. .. uiuj
ij o §i

g 1+ [Du?’

wobei wir u’ 1= §**uy, gesetzt haben.
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Definition 1.2.10 (Zweite Fundamentalform). Sei 2 C R™ offen und sei X eine
immersierte C2-Hyperfliiche mit Normale v. Dann definieren wir die zweite Funda-
mentalform (h;;(x))1<i j<n von X durch

hij = —(X.ij,v)

mit X ;; 1= % (hij) ist symmetrisch.
Beispiel 1.2.11. Ist X (z) = (z,u(x)), so gilt X ;; = (0, u,;), wobei wir mit u,; die
partiellen zweiten Ableitungen von u bezeichnen, und wir erhalten nach Definition

der Normalen
Y

hij = —
v/ 1+ [Dul?
Definition 1.2.12. Seien (ai;)1<i j<n und (b;;)1<; j<n zwei symmetrische quadra-

tische Formen. Dann heift ¢ = (¢*) Eigenvektor von (a;;) beziiglich (b;;) zum
Eigenwert A, falls £ # 0 ist und

ai;& = Mbi;€
fir alle 1 <7 < n gilt.

Definition 1.2.13 (Hauptkriimmungen). Die Eigenwerte von h;; (genauer (h;;))
beziiglich g;; heifen Hauptkriimmungen und werden mit Ay, ..., A, bezeichnet.

Bemerkung 1.2.14. Sind A, B € R™*"™ symmetrisch sowie B positiv definit, d. h.
gilt €TB¢ > 0 fiir € # 0, so besitzt A beziiglich B mit Vielfachheit geziihlt n
Eigenwerte. Mit B ist namlich auch v/B invertierbar und A¢ = AB¢ ist dquivalent

U (VBB ) (VBE) < AE BVE VB~ A (VE).

Die Matrix auf der linken Seite ist symmetrisch. Sei ndmlich B durch eine ortho-
gonale Matrix O diagonalisiert, B = OT DO, so ist VB durch vB = OTv/DO
definiert. Die symmetrische Matrix auf der linken Seite besitzt n Eigenwerte.

Definition 1.2.15. Elementarsymmetrische Funktionen der Hauptkrimmungen
sind wohldefiniert. Wir nennen S7(A) = A; +...+ A, =: H die mittlere Kriimmung
und S, (A) = A1 - ... - A, =: K die Gaukkriimmung.

Beispiel 1.2.16. Im graphischen Fall gelten

3 S, i D
H = g"hy; | e div (u >

CVIEDuP  TrDuE \VI1+[DuP

sowie
_dethy; det D%u

detgi; (14 |Duf?)

Die folgende Bemerkung werden wir noch sehr hiufig verwenden.

n+2 °
2

Bemerkung 1.2.17. Sei u: R™\ {0} — R durch

u(z) = |z| = /0527
gegeben. Dann gelten

T; 0;:d 1 LT
ui(r) = — = -2 und  w;(z) = Tl (5”' - |;2J) .

Die Matrix (u;;)1<i,j<n hat beziiglich (J;;)1<i, j<n den Eigenwert 0 zum Eigenvektor

x und den n — 1-fachen Eigenwert ﬁ mit Eigenvektoren senkrecht zu z.
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Beweis. Ubungsaufgabe unter Verwendung der Definition

n 1/2
|| = <Z (m1)2> _ (.Ti(sijxj)l/2. 0

i=1

Beispiele 1.2.18. Sei R > 0.

(i) Die Hauptkriimmungen einer Hyperebene in R"*! sind alle gleich 0.
(ii) Die Hauptkrimmungen einer Sphére vom Radius R, S%(z¢) = IBr(x¢) =
OBE ™ (20), mo € R"*1, sind alle gleich +.
(iii) Die Hauptkriimmungen eines runden Zylinders BB;%H (o) xR"F 25 € RFHL,
sind 0 mit Vielfachheit n — k und % mit Vielfachheit k.

Beweis.
(i) Klar.
(ii) Ohne Einschrankung betrachten wir 2o = 0 und die Funktion
u(z) = =V R? —[z]? = ¢(|z])
und erhalten
1 Li
U; = 77>
]

Tty 1 5. — Lity
i = |x|2“”|x|(” w)’

V1+[Du? =/1+¢7,
s 12 Lilj
gij —613 + "2 |{E|2 )

hij=——d =
! V1+[Dul2 1+ ¢?
Man liest direkt ab, dass g;jz7 = (1 + <p’2) §ij2) und g;;67 = §;;€7 fiir alle
ie hoigd — 1 1"s. ol gd — L ¢ 5 ¢ fii
¢ L x sowie hyz \/mga 027 und hy;€ \/mmé”{ fur alle
¢ 1 z im Falle x # 0 gilt. Somit ist  ein Eigenvektor von h;; beziiglich g;;

zum Eigenwert \; = W und jedes £ 1 z mit £ # 0 ein Eigenvektor von
h;; beziiglich g;; zum Eigenwert Ao = ... =\, = W#T' Wir erhalten mit
r=lz|fir0<r<R
¢ (r) = —m—.
2 2
1+<'0/2:1+R2T_7nz R2R_7nz’
1 r2 1 r?
'(r) = RE—r2  (R2—2)3? RZ 2 (1 TR 7’2>
1 R?
VR R
oL om )
VRZ —r2 R?2—1r2 R3 R’
Az_ﬂl. 1 - " 1 RQ_T2:l
lz| 1+¢? VRZ—12 1 R R
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Da u von der Klasse C? ist, gilt dies auch fiir = 0. Eine analoge Rechnung
funktioniert auch fiir die obere Hemisphére mit der oberen Normalen. Die Be-
hauptung gilt schliefslich aus Stetigkeitsgriinden auch auf dem noch fehlenden
Aquator.

(iii) Ubung, analog zur Sphire. O

1.3. Der graphische mittlere Kriimmungsfluss.

Definition 1.3.1 (Mittlerer Kriimmungsfluss). Eine Familie (X (,)):ep0,1), T > 0,
von immersierten Hyperflichen X(-,¢): @ — R"*! erfiillt den mittleren Kriim-
mungsfluss, falls

d
Yx__g
di v

fiir alle (x,t) € 2 x (0,T) gilt und X auf Q x [0,T) stetig ist.

Der mittlere Kriimmungsfluss wird hiufig mit MCF (mean curvature flow) ab-
gekiirzt.

Theorem 1.3.2. Sei (X (-,1)):ejo,1) eine Lisung des mittleren Krimmungsflusses,
so dass im X (-, t) = graphu(-,t) fiir alle t € [0,T) fiir eine C%'-Funktion u gilt.
(Dabei bezeichnet C%1 den Raum der im Ort zweimal stetig und in der Zeit einmal
stetig differenzierbaren Funktionen.) Dann erfillt u die Differentialgleichung

Du
w=+/1+|Dul?2-div| —m—/m——— | .
[Dul ( V14 |Dul? )
Beweis. Sei X auf Q x [0,T") definiert. Wir bezeichnen die Koordinaten in € mit &.
Wir bezeichnen die orthogonale Projektion von X (£,t) auf die Hyperebene R™ =
R™ x {0} mit z(&,t). Dann gilt
X(& 1) = (@(&, 1), u(z(§,1),1)).
Aus der Evolutionsgleichung folgt

d , (—ut, ..., —u™ 1)
—X = (&,u;"' +4) =—Hv=H R
dt ( ) 1+ |Dul?
Dabei bezeichnet @ = %7; und u; = gﬁ . Durch Komponentenvergleich erhalten wir

—Hu'
V14 [Du?’

) H L H H|Du|?
U= ———— ;2" = + =+/14+|Dul? - H.
V14 |Duf? V1+[Du2  \/1+|Duf? [P
Bis hier gelten die Rechnungen auch fiir andere Normalengeschwindigkeiten als H.
Die Formel fiir H im graphischen Fall haben wir bereits oben hergeleitet. Somit
folgt die Behauptung. O

-4

1.4. Der mittlere Kriimmungsfluss als geometrische Evolutionsgleichung.
Aus der obigen Herleitung kann man bereits erkennen, dass die Evolutionsglei-
chung in einem gedrehten Koordinatensystem wieder dieselbe Form hat, weil wir
die auftretenden Gréfen in “invarianter Weise”, d. h. koordinatensystemunabhéngig
eingefiihrt haben. Die explizite Rechnung dazu ist wie folgt:

Lemma 1.4.1. Sei X: Q x [0,T) — R"*! cine Lisung des mittleren Kriim-
mungsflusses %X = —Hv oder eine Lisung, deren Normalengeschwindigkeit ge-
rade die mittlere Krimmung ist: <%X,u> = —H. Sei R € O(n+ 1) eine ortho-
gonale Abbildung und ¥: Q x [0,T) = Q glatt, so dass ¥(-,1): QO —Q fir alle
t € [0,T) ein Diffeomorphismus ist. Dann ist die Normalengeschwindigkeit von
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X(x,t) := RX(¢(x,t),t), in Koordinaten X°(z,t) = RngB(z/J(x,t),t), gerade die
mittlere Krimmung:
d 4 N
CX0)=—1.
<dt >

Weiterhin gilt H(x,t) = H(y(x,t),t).

Den Diffeomorphismus v kann man verwenden, um die Hyperflichen anders
zu parametrisieren. Daher kann man nicht mehr erwarten, dass die Tangentialge-
schwindigkeit verschwindet, wenn wir 1) verwenden. Die Bilder von X und X o ¢
stimmen aber {iberein. Daher passiert in beiden Fillen geometrisch das Gleiche.

Beweis. Grofen zu X bezeichnen wir mit o, H, g;;, .. ..

Es gilt

d 4 0 .

7on:Ro<7X,8 RaX,@ k

dt igt T RSNV

co _ pavyvB,k
X =Rz X vy,
o B,k B ikl
X5 =R X + Rngklz/)i (s
Wahlen wir 0% = gyﬁ, also 7 = Rv, so ist dies eine Normale an die Fléiche X , da

(Rv, Rv) = (v,v) = 1 und <Ru7 (RgX,fd;f) > = (v, Xp)F =0fiiralle 1 <i<n

gelten. Wir erhalten

d 0 N
<th, y> = aX”‘Rﬁ(?BWRgV‘; + ' XO R8s, RIV
= — Hv“0,51° + ¢in5a5V5

= —H+0.

Andererseits gilt
Gij = X00ap X = VFX] R00sRIX{Y, = YEX] 0,5 X0k = YF gt

hig = = (K5 0) = 0l X RYOar RIV® — 0F0! X5 RG60y BV
= — Ul X[ + 0F (~X 8" ) 0 = 0+ WEhyyl.
1) ist ein Diffeomorphismus. Also ist (w;) 1<ij<n eine invertierbare Matrix und die

Eigenwerte von h;; beziiglich g;; und von ilij beziiglich §;; stimmen iiberein: Sei
namlich £ ein Eigenvektor zum Eigenwert A, d.h. gelte

Agii& = hy€&
und € # 0. Dann folgt fiir £ := Wik mit W(-,t) := ((-, 1))
AGI€l = MLgi 0l UL €™ = Mgy €™ = Pihi € = Yihy] UL e™ = hyél.

Andersherum argumentiert man analog. Somit folgt H(z,t) = H(y(x,t),t) und
damit die Behauptung. O

1.5. Kontrahierende Sphéiren. Wir haben gerade in Lemma 1.4.1 gesehen, dass
die mittlere Kriimmung sich unter Rotationen nicht #indert. Da S* C R"*! unter
Rotationen invariant ist, d.h. es gilt RS" = S™ fiir alle R € O(n + 1), ist die
mittlere Kriimmung der Sphére iiberall gleich. Daher erhalten wir eine Losung des
mittleren Krimmungsflusses, die aus zentrierten Sphéren besteht. Der Nachweis,
dass es keine weitere Losung gibt ist nicht ganz so trivial, wie man am Beispiel der
partiellen Differentialgleichung @ = Awu mit u(-,0) = 0 im R™ sieht (aber nicht in
dieser Vorlesung).
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Der folgende Satz beschreibt die Evolution runder Sphéren unter dem mittleren
Kriimmungsfluss.

Theorem 1.5.1. Sei Y: R" — S* C R"*! eine Einbettung einer offenen Menge
einer Sphdre. Sei X : R" x [0, T) — R durch X (x,t) = r(t)Y (z) mit r(0) = ro >
2

. . . . . . . T
0 eine Losung des mittleren Kriimmungsflusses. Dann gilt fiir 0 <t < min ¢ 52, T

2
r(t) = y/1r¢ — 2nt.

Natiirlich handelt es sich auch fiir beliebige ¢ < 0 noch um eine Losung; die
angegebene Losung ist eine sogenannte “ancient solution”. Eine “eternal solution”
wire eine Losung, die fiir alle —oo < t < oo existiert. Solch eine Losung kann aber
nicht mehr kompakt sein, da keine solche Lésung aufgrund des Vergleichsprinzips
(nicht Inhalt dieser Vorlesung) fiir beliebige positive Zeiten existieren kann.

Als Vorbereitung iiberlegen wir uns, wie sich geometrische Gréfen unter Skalie-
rungen dndern.

Lemma 1.5.2. Sei X: R® — R"*! eine Immersion. Sei i > 0. Dann gilt fiir X =
uX, wenn wir simtliche geometrische Gréfien der Einbettung X mit Schlangen

markieren L
9ij = Wgij;, v=v, hy=phy; und H= ;H

Beweis. Es gilt

gij = <Xi,Xj> = 1? (X, X;j) = 1 gij.
Die Normale v steht nicht nur auf den Tangentialvektoren X;, sondern auch auf
X; = pX; senkrecht. Deshalb gilt 7 = v. Fiir die zweite Fundamentalform erhalten
wir

hij = — <X,ijﬂ7> = —(uXij,v) = phij.
Somit ergibt sich schliefilich fiir die mittlere Kriimmung

o~ 1 .. 1
H = g”hij = Tgljuhij = —H. O
I Iz

Beweis von Theorem 1.5.1. Wir benutzen Lemma 1.5.2 um eine Evolutionsglei-
chung fiir 7(¢) zu erhalten. Es gilt

d d .
d 1 1
=X =-Hv= —@HYV = —mH(l)Y,

wobei HY die mittlere Kriimmung der Einbettung Y bezeichnet. Wegen HY = n,
siehe Beispiele 1.2.18 erfiillt r(¢) die gewdhnliche Differentialgleichung
d n
Zr(t) = ——.
A7y
Also folgt nach Multiplikation mit ()
1d
5T (r?(t)) = r(t)r(t) = —n
und daher die oben angegebene Losung. O

Aufgabe 1.5.3. Benutze die lokale Graphendarstellung u(x,t) = —\/r2(t) — |z|?
in B, (0) und die Gleichung des graphischen mittleren Kriimmungsflusses um
Theorem 1.5.1 nochmals zu beweisen.

Aufgabe 1.5.4. Bestimme das Verhalten von Sphéren, die sich mit Normalenge-

schwindigkeit |A|?, K, —7, —% oder H*, k > 0, bewegen.
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2. UNTER DEM MITTLEREN KRUMMUNGSFLUSS TRANSLATIERENDE GANZE
GRAPHEN
Wir folgen teilweise [5].

Ein ganzer Graph ist der Graph einer Funktion, die auf ganz R™ definiert ist.

2.1. Reduktion auf eine gewohnliche Differentialgleichung. Wir betrachten
stets in vertikaler Richtung translatierende Losungen.

Lemma 2.1.1. Seiu: R" x (—00,00) — R eine translatierende Losung des graphi-
schen mittleren Krimmungsflusses, d. h. gelte

Du
A=u=+/14|Du)? -div| ——
[Dul (w/l + |Du|2>
fiir ein X € R. Es folgt u(z,t) = U(z) + At. Sei U € C}_,(R"™) und gelte U(x) =
®(|z|). Dann folgt

o ,n—1
AT T
wobei wir r = |z| benutzt haben.
Beweis. Es gilt
U,;Utu?
AN=AU - Y —__
1+ |DUP’
wobei wir U* = §%U; abkiirzen. Wir erhalten
U =9/ L
x|’
1 TiT;j T;T;
Ui’ =<I>/— ((51 o J> —‘,-(I)H 1 J7
ol \™7 2] ||
-1
AU ="~ 4 ¢,
||
UyU'U? = 0" (@')?,
1+ |DU? =1+ (®')?,
U, U n—1 @ (9')2 n—1 o
AU — 1 — " — — ¢ .
U= oop Y T ey T i@y

O

Bemerkung 2.1.2.

(i) Haben wir die gewdhnliche Differentialgleichung fiir eine rotationssymmetri-
sche translatierende Losung gelost und damit eine translatierende Losung ge-
funden, so erhalten wir weitere rotationssymmetrische translatierende Losun-
gen durch Addition einer Konstanten.

(ii) Wir werden spéter translatierende Losungen mit Geschwindigkeit eins be-
trachten. Dann erfiillt ¢ := ®’ die Differentialgleichung

(2.1) ¢ = (1+¢%) (1—”‘%).

r

(iii) Im Fall von Kurven, also n = 1, kénnen wir die Differentialgleichung explizit
l6sen. Ist (12)(7”) - —logcos(r), —5 < r < T, so gilt o(r) = ®'(r) = 5,
@ (r) = o= thsinnr — 1 und somit 16st ¢ die Differentialgleichung. Nur in

diesem Falle ist die Losung lediglich auf einer beschrénkten Menge definiert.
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Lemma 2.1.3 (Reduktion auf Geschwindigkeit eins). Sei u: R™ x (—o0,00) = R
eine translatierende Lisung des graphischen mittleren Kriimmungsflusses, d. h. gelte

Du
A=1d=+/1+|Dul?2 -div [ —m———
Dyl <\/1+|Du|2>

fiir ein A € R.
(i) Die Funktion (x,t) := —u(z,t) ist eine mit Geschwindigkeit —\ translatie-
rende Losung.
(i1) Ist X >0, so ist (x,t) := M (%, %) eine mit (vertikaler) Geschwindigkeit 1
translatierende Lésung.

Bewets.
(i) Klar.
(ii) Es gilt @ = %u, U = u;, Uy = %uw Die Differentialgleichung konnen wir
durch Ausrechnen der Divergenz auch als
. ul-juiuj
U=Au— ———
1+ |Dul?
schreiben. Diese wird auch von 4 erfiillt. Somit folgt die Behauptung. O

Bemerkung 2.1.4. Aus dem obigen Beweis liest man ab, dass man durch Spie-
gelungen oder parabolische Skalierungen in Raum und Zeit die Eigenschaft, eine
Losung des (graphischen) mittleren Kriimmungsflusses zu sein, erhélt.

Es geniigt also, translatierende Losungen mit Geschwindigkeit 0 oder 1 zu be-
trachten.

Bemerkung 2.1.5 (Geschwindigkeit Null). Sei ¢: (0,00) — R ein Lésung von
n—1
¢ == (1+¢") p—r,
wobei ¢ zu einer C2?-Losung u gehort. Diese Differentialgleichung wird von einer
translatierenden Losung mit Geschwindigkeit Null erfiillt. Dann gilt ¢ = 0.

Beweis. Fir r — 0 gilt ¢ — 0, da der zugehorige Graph im Ursprung von der
Klasse C? sein soll. Ist ¢ > 0, so folgt ¢’ < 0 und umgekehrt. Dies ist nur fiir ¢ = 0
moglich. O

2.2. Existenz nahe r = 0.

Lemma 2.2.1 (Regularitit im Ursprung). Die Funktion U: R™ — R, n > 2,
mit U(z) = ®(|z]) mit & € C?_((0,00)) ist genau dann in einer Umgebung des
Ursprungs von der Klasse C?, wenn

(i) li\I"l’(l) w in R existiert und

(ii) ®'(r) — 0 sowie

(iii) —2 4 8"(r) = 0

tr r N\ 0 gelten oder
firr 09

(i) lim @ existiert in R und

N0

(ii) o(r) = 0 sowie

(iii) — 2+ ' (r) = 0

ur r N\, 0 gelten.
firr\0g
Beweis. Die folgt direkt aus den Ausdriicken fiir U; und U;; in Lemma 2.1.1. Be-
nutze den Beweis des Satzes von Taylor. O
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Lemma 2.2.2. Die Differentialgleichung (2.1) fir r € (0,00) ist Ggquivalent zu
22) W= (140 (- 16— )

mit Y(r) :=p (e ") und r € R.
Die Regularititsbedingungen aus Lemma 2.2.1 werden zu
(i) lim % existiert in R,
700
(i) ¥(r) — 0 sowie
(iii) e ((r) +¢'(r)) = 0

fiir r — oo.
Beweis. Aus (2.1) erhalten wir an der Stelle e~" nach Durchmultiplizieren mit e~"
e () = (14 () (e = (n=1) e (eT).
Wir setzen ¢(r) := ¢ (e~") und erhalten
W) =4 (¢77) (1) e
— 1+ () (-1 () )

= (14+92(0) - (=) - v — ).
(i) Es gilt lim 22 = Jim £7) — jyy 20
N0 r—00 r—00

(ii) Ist klar.

(i) Bs gilt 0 - e (0(r) + /(1)) = " (9 () — e () = 2T — o (e
fir » — oo oder e — 0. [l

Theorem 2.2.3. Sein > 2. Es gibt genau ein a € (0,1), so dass (2.2), also

V()= (1+9%(r) - (n—=1)-o(r) =€),
mit 1¥(0) = a eine Losung ¢ fir alle r € [0,00) besitzt. Diese Losung ¢ erfillt die
Regularititsbedingungen aus Lemma 2.2.2.

Beweis.
(i) Wegen

(1+0%) (n =D > ¢’ > (1+47) (n =D~ 1)

fiir » > 0 gibt es zu jeder Losung mit ¢(rg) € [0,1], 7o > 0, ein € = ¢(n) > 0

so dass die maximale Losung mindestens bis rg + € existiert.
(i) Ist ¢ eine Losung mit (n—1)1(rg) —e™" > 0 fiir ein 7o > 0, so existiert diese

Losung nicht auf ganz [0, 00): Setze w(r) := (n — 1)3(r) — e~ ". Dann gilt

d
Zpw(r) = =1)¢(r) +e7" > (n = 1)¢'(r)
= (n— 1) (1+92() w(r).

Somit gibt es ein § > 0, so dass w(r) > ¢ fiir alle r > ro + 1 gilt. Wir erhalten
firr>rg+1

a
dr

w“)zm_1NL+WUﬁ5>(n—UMWﬂZ(n—U5<Mﬂ>

n—1
=suw?(r).

Diese Differentialungleichung besitzt keine Losung w(r) > ¢ fiir alle 7o + 1 <

r < oo: w(r) = 3 (Rl_r) lost die Differentialgleichung und es gilt (w — )" >

dw? — 0w? = §(w 4 )(w — ). Ist also R > 1 so grok gewihlt, dass anfangs,
d. h. fiir r = ro+1, die Ungleichung w—w > 0 gilt, so gilt sie fiir alle grofferen
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(iii)

(iv)

2. MCF TRANSLATIERER

r ebenfalls. Wegen 1i/n}1% w = oo kann auch w, und damit 1, nicht fiir alle

r € [rg,00) existieren.

Damit gilt fiir eine Losung, die bis r = co existiert, stets w < 0 und daher
auch 1’ < 0.

Dies gilt insbesondere auch fiir » = 0. Fiir die gesuchte globale Losung muss
also a < —5 gelten.
Eine auf [0 oo) definierte Losung erfiillt ¢(r) > 0 fiir alle r: Sonst erhalten wir
' (ro) < 0 fiir ein 79 und somit ¢ (r1) < —4 fiir ein 1 > 0 und ein 6 > 0. Diese
Ungleichung gilt auch fir alle r > r1: Sei 79 > r1 minimal mit ¥ (r3) = 0 oder
setze rq 1= oo falls kein solches 74 existiert. Dann gilt ¢ (r) < 0 fiir r € [ry, 73]
und aufgrund der Differentialgleichung ¢'(r) < 0 ebenfalls fir r € [ry,73].
Integrieren liefert dort ¥(r) < ¢(ry) < —4.

Folglich ist 75 = 0o und es gilt

Y'(r) = (1+¢2(r) ((n = 1(r) — ™) < =60°%(r).

Ebenso wie oben sehen wir, dass solch eine Lésung nicht fiir alle » > 0 exis-
tieren kann.

Sei 1), die Losung von (2.2) mit Anfangswert 1,(0) = a, a € [0,1]. Dann
existiert 1), mindestens auf [0,¢]. Es gilt aufgrund der obigen Uberlegungen
P1(e) > 1 und ¢p(e) < 0. Die Losungen hingen stetig vom Anfangswert
a € [0,1] ab und fiir a # b gilt aufgrund der eindeutigen Losbarkeit ¢, (r) #
Pp(r) fiir alle r € [0,¢]. Somit gibt es ein maximales abgeschlossenes Intervall
I C [0,1] mit 94(e) € [0,1] fiir alle a € I.

Hieraus folgt, dass 1, fiir alle @ € I; mindestens auf dem Intervall [0, 2¢]
existiert. Sei I das maximale abgeschlossene Intervall in I; mit ¢,(2¢) € [0, 1]
fir alle a € I. Iterativ erhalten wir fiir £ € N Intervalle I, so dass 1,
mindestens auf [0, ke| existiert und dort ¢, € [0,1] erfiillt, falls a € I gilt,
denn Losungen, die bereits vorher eine der beiden Grenzen erreichen, kénnen
nicht mehr in das Intervall [0, 1] zuriickkehren.

Setze I := [\ Ij.Da I # () ist, haben wir eine Losung von (2.2) gefunden.
keNy

Zur Eindeutigkeit: Bestehe I aus mehr als einem Punkt. Seien ¢ und y zwei
zugehorige unterschiedliche Losungen von (2.2). Setze w := ¢ — x. Sei ohne
Einschréankung w > 0. Wir erhalten

w =y —x'=1+¢*) (n-1p—e") = (1+x*) (n—Dx—e")
1

%{(1+(tw+(1—t)x)2) (n=Dtp+(1—t)x)—e ")} dt

=2/<w (=) ((n— 1)t + (1)) — ") dt - (i — x)
0

+/ (14 @t + (1 —t)x)?) (n—1)dt- (¥ — x).
0

Aus e ™ > (n— 1)1 > 0 und einer entsprechenden Ungleichung fiir x erhalten
wir

w' > (n—3/2)w
fir r > ro. Wir diirfen ohne Einschrankung w(rg) > 0 annehmen, da sonst
w = 0 gilt. Somit wichst w exponentiell, was |w| < 2e~" widerspricht.
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Die Regularitdtsbedingung ¢ (r) — 0 fiir r — oo ist aufgrund der obigen
Uberlegungen erfiillt.
Definiere w(r) := e"(r) fir die Losung 1. Wir wissen bereits, dass 0 < ¢ <
ﬁe"” und somit 0 < w < ﬁ gilt. Wir erhalten als Differentialgleichung
fiir w
w/ — erw + erwl

=e"Yp+e” (1 + ¢2) ((n -1y — e*T)

=e")+ (n— 1"y — 1+ (n — 1)e"pp? — ¢

= (n+n—-1y*)w—1-¢>
Wir wollen nun zeigen, dass

. 1
lim w= —
T—00

gilt. Zu e > 0 gibt es 7o > 1 mit (n — 1)y? < ¢ fiir 7 > 7. Somit erhalten wir
die Differentialungleichungen

3

nw—1—e<w <(n+e)w—1 firr>rg.
Um (2.3) zu zeigen, beweisen wir: Es gilt
1 < 1+e

<
n-—+e _w(r)_ n

fiir alle r > rg. Da € > 0 beliebig war, folgt daraus die Behauptung.

Obere Schranke: Unsere Strategie ist es, eine untere Barriere w; zu kon-
struieren, konkreter eine Funktion, die w] = nw; — 1 — ¢ erfiillt zu finden
(wobei ,,<* auch reichen wiirde). Ist dann die obere Schranke verletzt, gilt
w(ry) > wi(ry) fiir ein 71 > 7o und aufgrund der Barriereneigenschaft folgt
dann w(r) > wy(r) fur alle r > 1, was zu einem Widerspruch fiithren wird:

Sei also wy eine Losung von w’ = nw — 1 — e. Definiere u := wy — 1—:25 Wir
erhalten die Differentialgleichung v’ = w] = nw; — 1 — ¢ = nu, also u = Ae™"
und w; = Ae™ + % Die Funktion wq ist eine untere Barriere fiir w. Falls die
rechte Ungleichung in (2.4) verletzt ist, finden wir r1 > 7o mit w(ry) > 1=,
Dann gibt es ein kleines A > 0 mit wy(r1) = Ae" + = < w(ry). Aufgrund
der Differentialungleichung folgt w; (r) < w(r) fiir alle r > r;. Dies liefert aber
einen Widerspruch, da w; exponentiell wiachst und w < n%l gilt.

Untere Schranke: Wir argumentieren dhnlich wie fiir die obere Schranke.
Sei wsy eine Losung von w’ = (n + &)w — 1. Wir erhalten mit u := wy — n}rg
die Differentialgleichung v = wy = (n 4+ e)wa — 1 = (n + €)u und daher
u(r) = Ae( 7 sowie wy = Ae(+e) 4 n%kg Falls die linke Ungleichung in
(2.4) verletzt wire, gibe es ein 71 > ro mit w(ry) < nie. Fiir ein betragsméfig
kleines A < 0 erhalten wir w(r;) < wa(r1). Da we eine obere Barriere fiir w
ist, folgt

1
0< < —A (n+e)r
< w(r) < we(r) e + e
fiir alle r > 1. Wegen A < 0 erhalten wir fiir » — oo einen Widerspruch.

(2.3) folgt.
Multiplizieren wir die Differentialgleichung mit e”, so konvergiert die rechte
Seite aufgrund der obigen Uberlegungen,

ey = (1+¢*) (n—1)e"p—1) = 1- (n;l_l) :—%.

Wir erhalten e”(¢(r) + ¢/(r)) — 0 fiir r — oo. O
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Wir haben somit in B;(0) die Existenz einer rotationssymmetrischen translatie-
renden Losung des graphischen mittleren Kriimmungsflusses mit Geschwindigkeit
eins gezeigt. Bis auf additive Konstanten ist diese Losung eindeutig bestimmt.

Alternativ kénnen wir den Existenzbeweis aus Theorem 2.2.3 wie folgt fiihren:

Theorem 2.2.4. Es gibt eine Lisung 1 € C1([0,00)) der Differentialgleichung
U'(r)= 1+ %) (n =1y —e™")

mit Y(r) — 0 fir r — co.

Bewets.

(i) Wir betrachten die Differentialgleichung auf dem Intervall [0, k] mit Anfangs-
wert (k) = 0, k € N, und wollen zeigen, dass die zugehorigen Losungen
auf ganz [0, k| existieren und a priori Abschéatzungen erfiillen, die es erlauben,
zu zeigen, dass zumindest eine Teilfolge der vy, fiir £ — oo gegen eine Losung
mit ¢(r) — 0 fiir » — oo konvergiert.

(ii) Da wir den Anfangswert lieber an der linken als an der rechten Intervallgrenze
vorgeben, definieren wir x(r) = ¢ (—r) und schreiben das Anfangswertproblem

P(r) = (1+¢°(r) (n =1 —e"), rel0k]
Y(+k)=0

dquivalent um:

X' (r)==y'(=r) = (L+x3(r) (" = (n = x(r)), 7€ [-k,0],
x(—k) = 0.
Dieses Anfangswertproblem besitzt eine Losung xi auf einem maximalen
Existenzintervall Ij, C [—k, 0] mit —k € Ij.
Wir leiten nun Abschétzungen fiir x; her. Dabei schreiben wir y statt yy.

(iii) Es gilt x > 0 auf I;\{—k}: Aufgrund der Differentialgleichung gilt x'(—k) =
e” > 0. Somit gilt die Behauptung fiir » nahe —k. Angenommen, es gibt ein
minimales o € I, mit 7o > —k und x(r9) = 0. Wegen x(rg) < x(r) fiir alle
r mit —k < r < rg erhalten wir x’(rg) < 0. Andererseits gilt aufgrund der
Differentialgleichung x’(rq) > 0. Widerspruch. Somit existiert kein solches rg
und die Behauptung folgt.

(iv) Esgilt x(r) < ne_rl fiir r € Ij: Zunéchst gilt x(—k) =0 < Z:kl Angenommen,
es gibt 79 € I mit x(rg) = =2 -

ﬁ, so erhalten wir €™ — (n — 1)x(ro) = 0 und
somit x'(ro) = 0. Weiterhin gilt fiir r = rg

(€ —(n—1)x(r) =e —(n-1)x'(r) =¢" >0.
Wie oben sehen wir, dass dies nicht méglich ist und erhalten e” —(n—1)x(r) >

0 fiir r € I, oder x(r) < -

n—1°

(v) Aufgrund der Abschétzung 0 < xi(r) < ne—il in I}, kénnten wir die Lésung im
Falle I}, C [—k, 0] iiber I} hinaus fortsetzen und erhielten einen Widerspruch.
Somit gilt I, = [k, 0] fir alle & € N. Wegen r < 0 gilt " < 1 und wir
erhalten aus der Differentialgleichung gleichméfige Abschétzungen fiir x}.(r),
unabhéngig von k und r. Wir setzen nun yj vermoge xx(r) := 0 fir r < —k
auf (—oo,0] fort, wenden den Satz von Arzela-Ascoli an und erhalten eine
Teilfolge xx, mit x5 — x in Cp.((—00,0]). Wegen xj > x; fiir k& > [ kon-
vergiert sogar die gesamte Folge. In der zur Differentialgeichung &dquivalenten
Integralformulierung

T

xe(r) = xu(ro) + / (14 2(0)) (¢ — (n— Dxa(p)) dp

To
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kénnen wir zum Grenzwert k — oo iibergehen und erhalten, dass x die Inte-
gralgleichung und somit auch die Differentialgleichung 16st. Schliefslich folgt

aus der Abschétzung

e
0 < xx(r) < —
auch
0< <
<x(r) < ——
und somit x(r) — 0 fir r - —oo bzw. ¢(r) — 0 fiir r — oco. O

2.3. Asymptotisches Verhalten fiir » — co.

Lemma 2.3.1. Sei n > 2. Fine Lisung der gewdhnlichen Differentialgleichung
(2.1),

n—1
o' =(1+¢) (1 Tso) ,
mit gegebenem Anfangswert ¢(ro), ro > 0 existiert fir alle r € [rg, 00).

Beweis. Es geniigt der Nachweis, dass die Losung auf kompakten Teilintervallen
beschrénkt ist. Fiir ¢(r) > 7 ist ¢’ < 0 und fiir ¢ < —r ist ¢’ > 0. Dies liefert die
erforderlichen Schranken. (|

Bemerkung 2.3.2. Computeralgebrarechnungen legen nahe, dass sich jede Lésung
¢ von (2.1) fiir n > 2 auf [rg, c0) mit r¢ > 0 fiir r — oo wie folgt verhélt:

r

7%+(n71)(n74)i7(1’),—1)2(712712”4’31) L

= -
3 o

T n—1
1
+ (n—1)% (n® — 24n® + 164n — 330) =
1

— (n—1)* (n* — 40n® + 510n” — 2554n + 4315) <5+ o(r—1).
Lemma 2.3.3. Sei ¢ eine Lisung von (2.1) mit Anfangswert o(ro), ro > 0, und
n > 2. Dann gilt

r 1 n—1)(n—-4

o= — -2, @Y

n—1 r r3

fir r — oo.

Den Nachweis der Korrektheit der folgenden Terme in der asymptotischen Ent-
wicklung lassen wir als Ubungsaufgabe.

Beweis.
(i) Zue >0 und 1 > rg gibt es ein ro > 71 mit

p(r2) > 2= (1-¢).

Sonst giilte ¢ < 1—2=L(r) und somit ¢'(r) > (1 + ¢?) € fiir alle r > r;. Dies
ist jedoch unméglich, da ¢ auf ganz [rg, 00) existiert.
(ii) Definiere ¢ := —==(1 —¢) fiir ein 0 < € < 1. Dann folgt

n—1
, n—1
¢ <(1+¢Y) (1— - c)

flir hinreichend grofses r, also r > r3. Sei ohne Einschréankung ry > r3. Dann
ist ¢ > ( fiir r = ry. Dies gilt dann auch fiir alle r > rs.
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(iii) Es gilt ¢ < r4 > 1, denn sonst gilt aufgrund der Differential-
gleichung ¢’ S 0 bis dle Ungleichung erfiillt ist. Also erhalten wir

e <) < —

fiir beliebiges € > 0, falls r > 1 grofs genug ist. Somit gilt

p(r) = ——= +olr).

(iv) Schreibe nun ¢(r) = —5 + ¢ (r) mit einem sublinear wachsenden ¢, d.h. es
gilt fiir jedes ¢ > 0 die Ungleichung |¢(r)| < cr, falls wir nur r grof genug
withlen. Fiir groke Werte von r gilt aufgrund unserer bisherigen Uberlegungen
¥ (r) < 0. Fiir ¢ erhalten wir die Differentialgleichung

’(//:SD/_ ]‘
_ 9 _n—l _ 1
_(1—“'0)(1 r <p> n—1

(e ) ) (5 ) o
_”;1¢<1+<ni1+w)2>—ni1~

(v) Wir wollen nun zeigen, dass ¢ — 0 fiir r — oo gilt. Sei dazu € > 0 beliebig.
Wir betrachten Punkte r > 1 mit ¢( ) < —e. Da 9 sublinear wichst, diirfen
wir annehmen, dass dort auch m < 1(r) gilt. Dann erhalten wir dort

n— 7’2
w/(r)zg( ; 1) (1+4(n—1)2>_ni1 ZC>O

fiir r grofs genug. Somit bleibt ¢y < —e nicht lange erhalten. Es folgt daher
Y(r) > —e falls r gro genug ist.

(vi) Definiere nun A(r) := rip(r). Wir mochten nachweisen, dass A — —1 gilt. Da
¥ = A/r gilt sowie ¢ — 0, erhalten wir fir beliebiges u > 0 die Abschétzung
[A(r)| < pr, falls r grof genug ist. Fiir A erhalten wir die Differentialgleichung

=+ 7y’

A
2
:)\_n—l)\<1+( T +A)>_ r
r -1 r n—1

1+X+2 nl))\2> (an)éf(nfl)—.

n—1

(vii) Nehme an, dass A(r) > —1 4 ¢ gilt. Dann folgt in solch einem Punkt

N<—— 1+ N +un—2)+ pn—1) < —
n—1w— —
>e

fiir ein beliebiges ¢ > 0 falls r grof genug ist. Daher erhalten wir A(r) < —1+¢
falls r grof genug ist. A > —1 + € kann also nicht lange erfiillt bleiben.

(viii) Wir erinnern fiir die folgende Abschétzung an ¢ < 0, was A < 0 impliziert.
Nehmen wir nun A(r) < —1—¢ an, so erhalten wir aus der Differentialgleichung
fiir A

/\’>—%1( e+2(n—1)p%) >c¢
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fiir ein beliebiges ¢ > 0, wobei wir hier zunéchst g = u(e) > 0 klein und dann
r grof gewéhlt haben. Somit erhalten wir A(r) > —1 — ¢ fiir grofe Werte von
r.

Zusammen mit dem letzten Schritt erhalten wir A — —1 fiir  — oo.

(ix) Wir schreiben nun A(r) = —1+ 7’( ) und behaupten dass n — (n—4)(n —1)

Ui

flir r — oo gilt. Da wir bereits Wlssen, dass n/r? — 0 gilt, erhalten wir fiir
beliebiges > 0 und r grof genug die Ungleichung |n(r)| < pr?. Wir leiten
nun die Differentialgleichung fiir n her. Es gilt

*7"2()\ +1),

=N 4 2r(A 4 1)

n7f)1<n+2( 1):2( 1+n)2>(n2)r(1+;72>

n—1

Ui Ui
(e 72) T2

=—0 (n*1)+(n*2)(n*1)*77)+%(477*(n*2)77+(n*1)+277)

+%< 2%~ 3(n— 1) + 30— ) — (n - 1)
= L[ 4)n— 1)~ ] + (8~ )+ (n— )]
2 3
— 0 +3m - 1) +3(m - 1% — (- 1)L

Nehme nun an, dass fiir grofe r die Ungleichung n(r) > (n—4)(n—1) + ¢ gilt.
Dann erhalten wir

r
n’ém[ ]+|8—n|w«+—+0+0() —c

fiir ein ¢ > 0, wobei wir zundchst g > 0 klein gew&hlt haben und dann
angenommen haben, dass r grof ist. Somit erhalten wir n(r) < (n —4)(n —
1) + ¢, falls r grof genug ist.

Sei Schlielich n(r) < (n —4)(n — 1) — ¢ fiir grofe r. Dann erhalten wir dort
analog zu oben

il [e—pl8—n|(n—1)=2(n—1)p*] +O(1) > ¢

n >

und damit n(r) > (n —4)(n — 1) — ¢ falls r gro genug ist. Wir erhalten, dass
es fiir jedes € > 0 ein 75 gibt, so dass fiir alle r > r5

(n=4)(n-1)—e<n(r)<(n—4)n-1)+¢

gilt.

Wir benutzen nun die Definitionen von A(r) und t(r), um daraus die Be-
hauptung zu erhalten. Aufgrund der Linge der Formeln benutzen wir dabei
N := (n —4)(n — 1). Nacheinander erhalten wir

N ¢ n(r) N ¢
G e sty =AM st GG
1 N & _Xn) 1 N ¢
_ i _ < — < _Z 4=
r o3 3= 7 ¥(r) < r + r3 3
sowie
r 1 N € T 1 N €
! ro) =< Lot Ny S

n—1 r 3 r3_n—1 n—1 r 3 93

und damit die Behauptung. O
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Alternativ kann man eine solche Asymptotik auch direkt in einem Schritt zeigen.
Dazu macht man einen Ansatz wie beispielsweise
r 1 ()

(p(r):n—li;Jr T

und versucht zu beweisen, dass ¥(r) — 0 fiir » — oo gilt. Wir illustrieren dieses
Vorgehen hier nur fiir eine Ordnung weniger in der Asymptotik und n > 3. Fiir
n = 2 gilt die Aussage ebenfalls, erfordert jedoch eine genauere Untersuchung.

Theorem 2.3.4. Sein > 3. Sei ¢ : [1,00) = R eine Losung der Differentialglei-
chung

o = (1+¢?) (1—”_1¢).

r

Dann gilt

olr) = L ()
mit Y(r) — 0 fir r — co.

Beweis. Wir leiten eine Differentialgleichung fiir ¢ her:
r

b0 = () - ——,

1
I
Y= —

1

n—1 1

(1—“'02)(1_ T ('0)_711
r 2 n—1 r 1
<1+(n—1+w>>(1_ r <n—1+w)>_n—l
r2 ri n—1 1
<1+(n—1)2+2n—1+w2).(1_1_ T w)_n—l
n—

= — 11/}_

T n—1

1

ooy - My
T

n—1

r

v’ —

Solange 1 positiv ist, erhalten wir ¢/ < —ﬁ. Folglich kann v nur auf einem
endlichen Intervall positiv sein.

Da die Situation fiir negative ¢ etwas komplizierter ist, definieren wir y := —
und diirfen daher fiir den Rest des Beweises x > 0 annehmen. Es gilt:
n—1 r n—1 1
X'=—¢'= v+ ¥+ 297 + v+
r n—1 r n—1
n—1 r n—1 1
= - X = ——=x+2x* — X+
r n—1 r n—1
Wir kénnen zwar
2 < oy By
n—1 r
abschitzen, die Differentialungleichung
, n—1 1
X < - X+
r n—1

erlaubt es jedoch nicht, x(r) — 0 fiir r — co zu zeigen.
Ohne Abschétzung erhalten wir

2
, n—1 r n—1 1
X =— X—X - X| + .
T n—1 r n—1
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Wir definieren
Il on 1.1 1 1
2(n—12 2n—1 2(n—1)2
und unterscheiden die Falle ar < y und 0 < x < ar. Je nach Wert von r kann fir
eine Losung der eine oder der andere Fall auftreten.
Sei zunéchst y > ar. Dann erhalten wir
1 1 n 1

I« _ 1 __ =
XS —(-Dat o =—go 7+ —

1 3+1 11
“n-—1 2 T o2n-1’

da n > 3. Somit féllt x in diesem Fall hinreichend schnell.
Sei nun 0 < y < ar. Dann gilt

ni1WXZﬁ(V7%am)_ = <1;n7—11)

re T n—2\2 n 1
X=X em-n) Tt
Also gilt ¥’ < —1 fiir x > & > 0 und r hinreichend grof.

Hieraus folgt die behauptete Konvergenz x(r) — 0 und damit ¢ (r) — 0 fiir
r — 0. (]

o =

Wir erhalten damit

Das folgende Lemma stammt aus [4]. Die Differentialgleichung hat mit rotations-
symmetrischen Solitonen des K#hler-Ricci-Flusses zu tun und dient hier als Ubung
fiir das Arbeiten mit asymptotischen Entwicklungen.

Lemma 2.3.5. Sei o : R — R, ¢ = ¢(s), eine Losung der gewdhnlichen Differen-
tialgleichung
n—1 Ieap — N8

P

mit ¢ — 0 fiir s — —oo. Dann hat ¢ fir s — oo die folgende asymptotische
Entwicklung

o =ns —log (n"s" 1) + (n — 1)% +(n— 1)%
+ %(nf 1)% —(n—=1)(n— 2)%
;mngnmn%2+;nnb§8Z§Ag
- %(n —1)(3n— S)W
+(n-1) (n26n+7)bg((2i;§:_l)

1 1 1
—(n—1) (11n® — 46n + 4 —
+6(n ) (11n 6n + 47) (n5)3+0(53>’

Beweis. Aufwindigere Ubung. O
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3. FLUGELARTIGE TRANSLATIERENDE LOSUNGEN

Neben den translatierenden rotationssymmetrischen graphischen Losungen, die
auf ganz R" definiert sind, gibt es noch weitere rotationssymmetrische Lésungen
des mittleren Krimmungsflusses. Diese bestehen aus zwei Graphen, die beide auf
R™\ B,(0) definiert sind und am Rand 9B, (0) zusammengesetzt sind (Skizze).

3.1. Lokale Existenz im gekipptem Koordinatensystem.

Theorem 3.1.1. Sein > 2 und R > 0. Dann gibt es rotationssymmetrische Funk-
tionendsungen Wi und Wy : (R™\ Bg(0)) x [0,00) — R, die im Inneren ihres De-
finitionsgebietes Lisungen des graphischen mittleren Krimmungsflusses sind, mit
Wi =1=Wg mit DWZE| — oo fiir |z| \ R.

Nach Lemma 2.3.3 gilt

+ _ o+ |z (n—1)(n—4) 9
WR(LE,t)—C +t+m710g|x|—2—72+0(r )

fiir |z| = r — 0o und geeignet gewdhlte Konstanten c¢*. Bei geeigneter Wahl von
c* ist graph WE U graph Wy eine glatte Untermannigfaltigkeit des R,

Beweis. Nach Lemma 2.3.3 geniigt es, eine Losung nahe |z| = R zu finden, so dass
fir die noch zu definierende Funktion A aufler in einem Punkt mit A = R stets
h' # 0 gilt. Solange DWE # 0 gilt, lasst sich graph Wg U graph W, lokal fiir ein
Intervall I auch in der Form

(3.1) U h(z™tht) - St x {2t
zntlel
fiir eine Funktion h schreiben. Da sich die Hyperflichen mit Geschwindigkeit 1 in
Richtung 2"t bewegen, gilt h(x" 1 t) = h(2" Tt —¢,0). Zur Zeit t gehort demnach
eine zentrierte Sphire mit Radius h(z"*! — ¢,0) in der Ebene mit vorgegebener
Koordinate z™t! zur translatierenden Losung. Fiir Punkte (:UZ)1 cic auf der
<i<n+1
Hyperfliche gilt demnach
R2 (2™ —¢,0) = Z (xz)2 .
i=1
Die in (3.1) beschriebenen Punkte sind durch diese Gleichheit sogar charakterisiert.
Wir betrachten einen solchen Punkt mit 2™ > 0. Dann ist die Hyperfliche lokal
wegen

n—1
2" = | B2t —1,0) = Y (a)?
i=1
durch die Funktion

n—1
U (ml, - ,x”_l,x"+17t) =, | h2(amtl —¢,0) — Z (gci)2 = +h2 - p?
i=1
gegeben. Da der mittlere Kriimmungsfluss eine geometrische Differentialgleichung
ist, erfiillt auch u die partielle Differentialgleichung in Theorem 1.3.2. Wir bezeich-
nen Ableitungen von h nach der ersten Komponente mit A’ und h” und erhalten

. —hh'
u = y
u
Du = 1 _Zn—1 Lh/
u y*r u ) u )
hl2 + hh// h2h/2 h/2(h2 _ p2> + hh”u2 _ thIQ
Un+1n+1 = - =

U u3 u3
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B u2hh/l _ p2h/2

us ’
1 Tix; hh'z;
D2y — (== (éij—‘_?]))léi,jén—l ( u? )1<i<n—1
u= (hhfmi> Wb h2h
W) ci<n—1 u u
_ 1 (b — wimy), (hh'z;),
u3 (hhlafz)l u2hh// _p2h12 ’
n—1
1 I e ey o o e e ol B9
2 _ i = =
1 +|Dul —H;E(x) +t—T = 2 T2

1
:E (_u2(n_ 1)—p2—|—u2hh”—p2h/2),

Auy
1
D2U<DU,DU> _ (7u2p2 o p4 o 2p2h2h/2 + h2h12 (Uth// o p2h/2)) ,

wb
0= o <u CAus D?u(Du, Du))

1+ |Dulf?
— Uzhh/ o (7U2(n _ 1) _ p2 +U2hh// _ /J2h/2)
=udAu
1
+ hz (1 - h/2) (_u2p2 _ p4 _ 2p2h2h/2 + u2h3h/2h// _ p2h2h/4)

=u®-D2?u(Du,Du)
und nach Durchmultiplizieren mit A2 (1 + h’z)
0= —u?h’h (1+1?) +u?h® (1+Kh?) (n— 1) + p°h* + p*h*h'?
_u2h3h// _u2h3h12h// +p2h2h/2 +p2h2hl4 _ h2p2 +p4 _p4
_ 2p2h2h/2 + U2h3hl2h// o p2h2h/4
= —u’h*h (14 h?) +u®h* (14 1) (n— 1) — w*h*R”
=u?h® {(1+1?) ((n—1) — hh') — hA"} .

n—1 1 2

( - h> (14 17).

Als Anfangswertproblem mit ~(0) = R, h’'(0) = 0 hat diese gewShnliche Differenti-
algleichung eine Losung fiir ¢t € (—¢,¢) fiir ein € > 0. Wegen h”(t) > 0 fiir ¢ nahe
0 kénnen wir die fiir festes ¢ als rotierter Graph dargestellte Menge in (3.1) fiir
I =10,e) und I = (—¢,0] und ein § > 0 als rotationssymmetrischen Graph iiber
Bprys \ Br darstellen. Die Existenz auf ganz R” \ Br(0) bekommt man nun mit
Hilfe von Lemma 2.3.3. Schliefslich betrachten wir Differentialgleichung fiir ¢ fiir
die beiden Graphen. Fiir den oberen Graphen bezeichnen wir die Lésung mit o,
fiir den unteren mit ¢~. Ist r etwas grofer als R, so gilt ¢+ (r) > ¢~ (r). Da diese
Ungleichung aufgrund der eindeutigen Losbarkeit der Differentialgleichung auch fiir
alle grofseren r gilt, ist der vertikale Abstand der beiden Graphen in r wachsend
und wir erhalten eine glatte Untermannigfaltigkeit. (|

Somit gilt
hll

Bemerkung 3.1.2. Alternativ kann man die gewohnliche Differentialgleichung wie
folgt herleiten: Wir schreiben y statt 2"+ und rotieren die Kurve y — (h(y),y),
die in der ' — 2" 1-Ebene liege.

Dabei ist es nicht wichtig, dass sie als Graph einer Funktion h dargestellt ist,
analoge Uberlegungen kann man auch auf Kurven der Form y + (a(y), 8(y)) an-
wenden.
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In R? liefert die rotierte Kurve die Fliche (p,y) — (cos ¢-h(y), sin@-h(y),y). Su-
chen wir nun eine mit Geschwindigkeit eins in Richtung es translatierende Losung,
so ist h so zu wahlen, dass fiir

X (p,y,t) = (cos@ - h(y),sinp - h(y),y +1t)

die Normalengeschwindigkeit gleich der mittleren Kriimmung ist.
Analog suchen wir in R™*! also eine Funktion h, so dass fiir

X:R"! xR xR — R,
(0, y,t) = (h(y) - x(p),y +t) €R" xR

die Normalengeschwindigkeit gleich der mittleren Kriimmung ist, wobei y auch auf
einer Teilmenge von R definiert sein kann und = : R®~! — R" eine Einbettung
einer offenen Teilmenge von S™~! ist.

Wir bestimmen Tangentialvektoren

XZ:(hIEZ,O), lglg’n*l,
X, = (W z,1),

sowie einen Normalenvektor

_ (1’, _h/)
VI R?

Ist 0i; := (w;, ;) die Metrik von S"~1, so ist

hzdi' .. 0
(9ij)1<ij<n = ((Xi, Xj))1<ij<n = (( heijena (0) )

die induzierte Metrik. Fiir geeignete tangentiale Vektoren an die Sphére 7;;,1 <
i,j <n—1, die also (7;;,z) = 0 erfiillen, folgt
Snfl Snfl
Tyij = _hij 1% + Tij = —04T + Tij,

da sémtliche Hauptkriimmungen der Sphére eins sind. (Die tangentialen Vektoren
liefen sich vermeiden, indem wir auf R"~! kovariante Ableitungen beziiglich der
von z induzierten Metrik betrachteten, was jedoch iiber den Inhalt dieser Vorlesung
hinausgeht.) Es gilt

Xﬂ'j:(ha?,ij,O):(—hO‘ij.’E—f—hTij,O), 1<4,5<n—-1,

X,in:(h/'riao)a 1§Z§n_1a

Xon = (0'2,0).
Fiir die zweite Fundamentalform erhalten wir somit

(Rij)r<ijan = (H(Xoij s ¥))1<i j<n

1 ((h %ij)i<ijen—  (0) ) :

V1+h? (0) —h”
Somit sind die Hauptkriimmungen h\/ﬁ mit Vielfachheit n — 1 und W
mit Vielfachheit 1. Es folgt
n—1 h

H= - .
WIHR? (14 h2)7?

Hétten wir —v statt v als Normale gewdhlt, so hétten wir (—h,;) statt (h;;) als
zweite Fundamentalform erhalten. —Hwv hétte sich also nicht gedndert.
Die Normalenkomponente von X = ((0),1) ist —H, also

<X,y> — _H,
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falls

- n—1 B
VI—B? \WI+R2 (14 h2)7

gilt. Dies ist dquivalent zu

-1
h// _ n _ h/ 1 h/2
(" -n) aen?)
wie behauptet.

Bemerkung 3.1.3. Als Ubung empfehlen wir, sich den Fall von Flichen in R3
mit expliziter Parametisierung von S' nochmals separat anzusehen. Eine weitere
Ubung ist, den Fall nicht graphischer Kurven, y — (a(y), 8(y)), zu betrachten.

4. HOMOTHETISCH EXPANDIERENDE LOSUNGEN

4.1. Homothetisch expandierende L6sungen des mittleren Kriimmungs-
flusses. Wir betrachten ganze Graphen, die homothetisch expandieren, d.h. die
Mengen graphu(-, t1) und graphw(-,t2) stimmen fiir alle relevanten ¢;, hier ¢; > 0,
i = 1,2, bis auf eine Homothetie (hier: zentrische Streckung mit einem Streckfaktor
i # 0) liberein:

{(z,u(z, 1)) © € R"} = p(tr, t2) - {(y, u(y, t2)): y € R"}.

Ist p > 1 fiir t; > to, so heifft graphu eine expandierende Losung. Ist p < 1 fiir
t; > tg, so heifst graphu eine kontrahierende Losung. Ist p = 1, so heifst graphu
eine stationdre Losung. (Die Ebene ist sowohl eine expandierende als auch kontra-
hierende oder stationére aber nicht besonders interessante Losung.)

Bei homothetisch expandierenden Losungen erwartet man fiir ¢ N\, 0 Hausdorff-
konvergenz von graphu(-,t) gegen Kegel, d. h. gegen Mengen, die mit z auch A -z
fiir alle A > 0 enthalten.

Bemerkung 4.1.1 (Herleitung der gewohnlichen Differentialgleichung).
(i) Seiwu: R™x(0,00) = R eine homothetisch expandierende Lésung. Wir fordern
pt) - {(y,u(y, 1/2)): y € R"} = {(z, u(z, 1)) € R"}
fiir u(t) # 0 und schreiben U(y) := wu(y,1/2). Es folgen u(t)y = = sowie
w(U(y) = u(z, t). Somit gilt u(z,t) = u(t)U (ﬁ
(ii) Erfillt u die Differentialgleichung des graphischen mittleren Kriimmungsflus-

U 5

wgjutul
1+|Du|??

{g> ()

ses 4 = Au —
U.

so erhalten wir daraus eine Differentialgleichung fiir

T
t

1 - T

oo ()-u

’LL“’LLUJ
— Ay — g
T T [ Dul?

ui(z, t) =U; | —=
b)) =

| 8
~—
N———
Els
N
—
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o IAU<$>_ 1 UUUZUJ($>
p(t) u(t) ) u(t) 1+ DU \u(t) )
Wir weisen darauf hin, dass U; (ﬁ) fiir %U(m)b_ . und nicht etwa fiir
T u(t)

% (U (ﬁ)) steht. Benutze nun y = ﬁ Wir erhalten

~ U,U Qg )
1+ DU
Wir erhalten daraus eine zeitunabhéngige Differentialgleichung fiir U, falls

[(t) - u(t) = c fiir eine reelle Konstante ¢ ist. Im expandierenden Fall ist ¢ > 0.
Im Falle ¢ # 0 lautet die allgemeine Losung

p(t) = i\/Qc (t —to + 216>

flir Zeiten t, so dass der Ausdruck unter der Wurzel positiv ist. Ohne Ein-
schrankung darf man im Falle ¢ > 0 annehmen, dass fi(t) - p(t) = 1 gilt. An-
sonsten bekommt man eine Losung U, deren Graph homothetisch gestreckt
ist. Lost ndmlich U die Differentialgleichung

U;;UtU?

1+ |DU|2’

fi(t) - u(t) {Uy) = Us(y)y'} = AU (y)

U—Uz'=AU —

so folgt fiir V() := pU (%) mit u >0

o) () (3)

= | av(z) - 1+ DU (2)
- (ven - )

Dabher liefert eine andere positive Konstante nur eine Skalierung von U. Wei-
terhin wéhlen wir den Ursprung der Zeit so, dass u(1/2) = 1 gilt. Dann
erhalten wir z(t) = v/2t. Somit erhalten wir als partielle Differentialgleichung
fir U

; Ui (2)U(2)U ()

Ulx) - U; " =AU J

Diese Gleichung sichert, dass u(t) - graph U eine homothetisch expandieren-
de Losung des mittleren Kriimmungsflusses ist. Wir haben wieder = statt y
geschrieben.

(iii) Nehmen wir zusétzlich an, dass U rotationssymmetrisch ist, so erhalten wir

U(x) =V (|z]) =V (r),
Us(z) :V'(r)%,

e Li Lj " i Ty
Ua(a) =V + VO (00 - T )
V(r)=V'(r)yr=U(z) — U(x)x’
Usj(2)U* (x)U (x)
1+ |DU(z)|?

=AU(x) —




4.2. PERSPEKTIVEN

s n—1 ! o VN(VI)2

=V'(r)+ " Vi(r) T V)2
v n—1_,

=TT + . Vi(r).

Somit erhalten wir

V"= (14 (V")?)- (V - V'r— ”Zlv’> .

Hier sind nun &hnliche Untersuchungen wir fiir translatierende graphische Lo-

sungen moglich, insbesondere in der Ndhe des Ursprungs und fiir r — oo.
(iv) Wir werden uns im néchsten Kapitel insbesondere mit dem eindimensionalen

Fall beschéftigen. Nach Umbenennung der Funktion und Variablen werden

wir also die Differentialgleichung
v = (1+u?) (u—u'z)

studieren.

Bemerkung 4.1.2. Wir leiten die gewohnliche Differentialgleichung noch auf eine
andere Art und Weise her: Sei X (x,t) = u(t)(z,u(|z|)) eine Familie von Hyper-
flichen, deren Normalengeschwindigkeit gleich der mittleren Kriimmung sein soll.

Dann erhalten wir

X =iz, u),

X’i =p <ei7u/xi) )
||

T4 u TiT
X .. = 0’ 1] i 5_ ¥} ,
“( Tl T % T Tap

XiXj
o =i (554032 ).

(v 1)

v= )
V14 u?

H 1 Lilj

hi': - X’L“a =
J (X5, v) At a2 (“ |22

1 u/ u//

He—— ((n-1% + 2
pv1+u'? <( )\x| 1+ u?

in Ubereinstimmung mit dem obigen Resultat.

+ Uf/ (51‘]‘ — xlm]))
|z ||

)

4.2. Perspektiven. Andere mogliche und verwendete Parametrisierungen fiir sol-
che Flichen benutzen den Winkel von der e, i-Achse bzw. die Stiitzfunktion im
nicht symmetrischen Fall, beschreiben die Flidche als radialen Graphen {iber einer
Teilmenge von S™ oder in welchem Abstand vom Ursprung eine Gerade durch den

Ursprung und (Z, 1) die Fliche schneidet.

Mit homothetisch expandierenden Flachen kann man Kegel in natiirlicher Weise

blattern.
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Benutzt man andere Normalengeschwindigkeiten als die mittlere Kriimmung,
erhdlt man damit ebenso Bléatterungen von Kegeln. Durch die Auswahl der Norma-
lengeschwindigkeit kann man nun versuchen, geeignete Eigenschaften dieser Blat-
terungen zu bekommen.

5. HOMOTHETISCH EXPANDIERENDE NETZWERKE

Wir betrachten selbstdhnlich expandierende Netzwerke von Kurven unter dem
mittleren Kriimmungsfluss (MCF) oder in einer Dimension “curve shortening flow”
(CSF) und folgen dabei [13].

5.1. Problemstellung. Homothetisch expandierende Kurven des “curve shorte-
ning” Flusses

"

, u
(CSF) = ie
erfiillen

(%) ' = (1+u?) (u—au).

Die folgende Definition ist etwas einschrankend aber fiir die Zwecke dieses Ka-
pitels ausreichend.

Definition 5.1.1. Ein Netzwerk aus drei Kurven mit 120°-Bedingung im Tripel-
punkt besteht aus drei Kurven a;: [0,00) — R?, die reguliir (o(t) # 0 fiir alle t)
und unendlich lang ( fooo |of| = o0) sind, alle in einem Punkt, dem Tripelpunkt,
starten, also a;(0) = a2(0) = a3(0) erfiillen, und sich dort im 120°-Winkel treffen,

d.h.

ai(0) | a5(0) | a5(0)

lay(0)]  Jeg(0)]  [a5(0)]
erfiillen. Zwei Netzwerke bestehend aus Kurven («;); bzw. (53;); heifen gleich, falls
nach Umindizierung bei den Kurvennummern «; und g; fiir alle ¢ durch Umpara-
metrisierungen auseinander hervorgehen.

=0

Mit solchen Netzwerken beschreibt man die Grenzen zwischen unterschiedlichen
Kristallen oder Ausrichtungen von Kristallen in Materialien. Die Grenzkurven be-
wegen sich dabei unter dem curve shortening Fluss, da dieser der L2-Gradientenfluss
des Langenfunktionals ist. Zwischen den Kurven stellt sich dabei im Tripelpunkt
die 120°-Bedingung ein.

Hauptresultat von [13] ist

Theorem 5.1.2. Zu drei verschiedenen Ursprungshalbgeraden in R? gibt es genau
ein Netzwerk aus drei Kurven mit 120°-Bedingung im Tripelpunkt, so dass jede der
Kurven ein Teil einer unter dem mittleren Kimmungsfluss (CSF) homothetisch
expandierenden Kurve zur Zeit t = 1/2 ist, also als Graph dargestellt (x) lost und
zu je einer der Halbgeraden asymptotisch ist.

Wir sagen, dass solch ein Netzwerk das homothetisch expandierende Netzwerk
ist, das bei drei Halbgeraden startet. Bis auf den Tripelpunkt ist das Netzwerk ein-
gebettet, wie man an den Monotonieen im Beweis sieht, wenn man den Tripelpunkt
auf die y-Achse rotiert.

Bemerkung 5.1.3 (Beweisstrategie).
(i) Wir zeigen zunéchst, dass Losungen der gewohnlichen Differentialgleichung fiir
homothetisch expandierende Loésungen mit beliebigen Anfangswerten global
existieren.
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(ii) Zu jedem Punkt im R? und jeder Halbgeraden gibt es eine solche homothe-
tisch expandierende Losung, die durch diesen Punkt geht und deren eine Seite
asymptotisch zur vorgegebenen Halbgeraden ist. Dies konnen wir auch fiir drei
Halbgeraden machen. Damit erhalten wir die Existenzaussage fiir die Kurven
a; bis auf die 120°-Bedingung,.

(iii) Wir variieren nun diesen Punkt P im R? und zeigen, dass

/ / /

< 04/1(0) + 04/2(0) + a?(O) ,P> <0
a1 (0)]  [e5(0)]  |e(0)]

gilt, falls |P| grof ist. Der Brouwersche Fixpunktsatz (jede stetige Abbildung

B1(0) — B1(0) besitzt einen Fixpunkt) impliziert dann, dass auch ein Start-
punkt P existiert, in dem die 120°-Bedingung erfiillt ist.
(iv) Die Eindeutigkeit benutzt den Satz von Gauf-Bonnet und die Monotonie von

Schnittwinkeln. Wir werden sie hier nicht beweisen.

5.2. Existenz einer Kurve. Wir zeigen hier, dass es zu jedem Punkt P € R? und
zu jeder Halbgeraden eine homothetisch expandierende Losung von (CSF) bzw. (%),
wenn wir uns die Losung zur Zeit ¢ = 1/2 anschauen, gibt, die durch P verlauft
und zur gegebenen Halbgeraden asymptotisch ist.

In uninteressanten Féllen kénnen wir eine Ursprungsgerade wéhlen. Sonst folgt
dies nach einer Drehung aus der folgenden analytischen Umformulierung

Theorem 5.2.1. Sei h > 0 und a € R. Dann gibt es ein b € R, so dass die Losung
u von (x) mit Anfangswerten u(0) = h und «'(0) = b fir alle x > 0 existiert und
u(z) — ax — 0 fiir x — oo erfillt.

Ziel dieses Abschnittes ist der Beweis dieses Theorems.

Lemma 5.2.2. Euzistiert eine Losung u von (x) mit uw(0) > 0 auf einem Intervall
0 <z < Tyaz, S0 ist u strikt konver.

Beweis. Aufgrund der Differentialgleichung gilt «”(0) > 0. Angenommen, es gibt
ein o mit 0 < g < Tmae mit v’ (xo) = 0. Dann folgt u(xg) — xou'(z9) = 0.
Dort stimmen also die Steigung von u und die Steigung der Ursprungsgeraden
durch (zg,u(zp)) iberein. Jede Ursprungsgerade ist eine Losung von (%) . Aufgrund
der eindeutigen Losbarkeit gewohnlicher Differentialgleichungen mit gegebenen An-
fangswerten stimmen v und  — z-u’(x¢) auf [0, X4, ) tiberein. Also folgt u(0) = 0.
Widerspruch. O

Lemma 5.2.3. Die Gleichung (x) mit Anfangswerten u(0) und u'(0) besitzt eine
Lésung fiir alle x > 0.

Beweis. Wir diirfen ohne Einschrankung «(0) > 0 annehmen. Sei [0, Zynq.) das
maximale Existenzintervall einer Losung. Wir nehmen x,,4, < 0o an.

Aufgrund der Konvexitét ist v’ wachsend. Ist u/(0) < 0, so gibt es ein maximales
Intervall [0,Z) C [0, Zmaz), so dass dort u' < 0 gilt. Dort fillt |u/| und bleibt
daher beschréankt. Somit sind x und w dort ebenfalls beschrankt. Daher existiert
die Losung noch {iber & hinaus (wir hatten & < @4, < 00 vorausgesetzt) und es
gilt v/ (x) > 0 auf (Z, Tymaz)-

Somit gibt es aufgrund der Konvexitét ein € mit 0 < € < e, mit /() > 0.
Aufgrund der Konvexitit folgt v/(z) > 0 fir £ > ¢ > 0. Nochmals aufgrund der
Konvexitit erhalten wir unter Benutzung von (x) u — zu’ > 0. Somit folgt

u>zu'(z) > eu/(z) firz>e>0.

Somit kann v aufgrund des Vergleichsprinzips fiir gewthnliche Differentialgleichun-
gen fiir x > ¢ hochstens exponentiell wachsen. Wegen u > eu’ und «' > 0 ist auch
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u' durch eine exponentiell wachsende Funktion beschriankt. Daher existiert u fiir
alle x > 0. O

Bemerkung 5.2.4.

(i) Wir haben gesehen, dass Losungen zu (*) mindestens auf [0, c0) fortgesetzt
werden kénnen. Daher wollen wir auch ab jetzt annehmen, dass sie dort exis-
tieren.

(ii) Ist w : [0,00) — R eine Losung zu (%), so ist u(—z) eine Losung zu (%) auf
(=00, 0]. Deshalb geniigt es Eigenschaften von « fiir > 0 zu untersuchen.

(iii) Ist u: [0,00) — R eine Losung zu (%), so ist auch —u: [0, 00) — R eine Losung
zu (%). Daher werden wir haufiger nur den Fall «(0) > 0 untersuchen.

Wir wollen zeigen, dass u fiir x — oo gegen eine Ursprungsgerade konvergiert.
Dazu ist es niitzlich, u—zu’ zu untersuchen. Diese Grofe verschwindet fiir Losungen
von (x) genau dann (in einem Punkt), wenn graphw in einer Ursprungsgeraden
enthalten ist.

Lemma 5.2.5. Sei u eine Lisung von (x) mit u(0) > 0. Dann konvergiert x
u—xu’ fiir z — oo exponentiell gegen Null.

Beweis. Da u strikt konvex ist, folgt aus (x) u—zu’ > 0. Mit Hilfe von () bekommen
wir nun eine Evolutionsungleichung fiir v — zu’ auf {x > ¢ > 0}

(u—au) = —zu" = —z(u—2u) (1 + (v')?) < —e(u — zu).
Somit konvergiert u — zu’ exponentiell gegen Null. O

In der Nihe von & = 0, schneidet graphu Ursprungsgeraden {(x, ax) : © € R}
falls a > 1 ist. Da u konvex ist, ist v’ nach unten beschrankt. Somit schneidet u
(genauer: graphu) keine Ursprungsgerade der Form {(z, az) : z € R} falls a <
—1 ist. Wir mochten herausfinden, zu welcher Ursprungsgeraden u fiir z — oo
asymptotisch ist. Dazu zeigen wir zunéchst, dass u jede Ursprungsgerade héchstens
einmal schneidet. Dann zeigen wir, dass u gegen eine Ursprungsgerade mit einer
Steigung konvergiert, die mit dem Infimum der Steigungen von Ursprungsgeraden
iibereinstimmt, die u schneidet.

Lemma 5.2.6. Sei u eine Losung von (x) mit uw(0) > 0. Dann ist © — @ fiir
x > 0 strikt monoton fallend.

Beweis. Die Behauptung folgt aus

(M) s .

x
Daraus folgt

Korollar 5.2.7. Seia € R und u eine Losung von (x) mit u(0) > 0. Gilt u(xy) =
axg fir ein xg > 0, dann gelten u(x) > azx fir 0 < z < zo und u(z) < ax fir
x > xg. Somit schneiden sich die Graphen von u und x — ax fiir x > 0 héchstens
einmal.

Wir erhalten nun, dass u fiir £ — oo gegen eine Halbgerade konvergiert.

Lemma 5.2.8. Sei u eine Losung von (x) mit u(0) > 0. Dann gibt es ein a € R,

das von u(0) und u'(0) abhingt, so dass u(x) — ax — 0 exponentiell in C> fir

xr — 00 konvergiert.

Beweis. Definiere a := lim @ Da u konvex ist, fallt u hochstens linear ab, @
—

xT o
ist also nach unten beschrankt. Somit ist ¢ € R nach Lemma 5.2.6 wohldefiniert.
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Nach Lemma 5.2.5, konvergiert u(z) — zu'(x) — 0 exponentiell fiir £ — co. Daher
gilt

lim v/ () = lim —* =a.
Aus der Gleichung (%) erhalten wir daher, dass auch u”(z) — 0 exponentiell fiir
x — oo konvergiert. Wir integrieren und erhalten fiir y — oo

Yy [ee}
a—u(z) +u(y) —u(x) = /u"(T) dr — /u”(T) dr.
xT x
Das Integral auf der rechten Seite fillt wie der Integrand exponentiell ab. Somit kon-
vergiert u'(x) — a exponentiell fiir x — oo. Daher konvergiert auch v'(x)z—axz — 0
exponentiell (mit einer etwas schlechteren Rate) fiir z — oco. Wir benutzen nun
Lemma 5.2.5 nochmals und erhalten, dass auch u(x) — ax — 0 fiir z — oo ex-
ponentiell in C° konvergiert. Wir differenzieren nun (x) . Dadurch erhalten wir
Evolutionsgleichungen der Form u**+%)(z) = ... fiir k > 2, wobei auf der rechten
Seite Summen von Produkten der Terme (1 + (v )2), u’ und mindestens einem der
Terme u(z) — zu'(z), u”(x), ..., u™(x), zu"(z), ..., zu® (z) stehen. Die expo-
nentielle Konvergenz von u(x) — ax, v’ — a und «” haben wir bereits bewiesen. Per
Induktion folgt aus den Differentialgleichungen fiir u(*), k > 3, nun die exponentielle
Konvergenz fiir beliebige Ableitungen. O

Im Beweis von Lemma 5.2.8 haben wir auch folgendes gesehen.

Korollar 5.2.9. Seiu eine Losung von (x) mit w(0) > 0. Dann existiert der Grenz-
wert lim u'(z) € R.
r—r00

Lemma 5.2.10. Sei u eine Losung von (x) (mit u(0) > 0). Dann gilt

a= lim ¥/ (z) = lim ulw)
T—00 r—oo I
mit a wie in Lemma 5.2.8. Beide Konvergenzen sind exponentiell mit lokal gleich-
mafigen Konstanten, d. h. fir (u(0),u'(0)) in einer kompakten Menge gibt es C > 0
und X > 0 mit |a — v/ (z)| < Ce™* fiir alle v und alle Anfangsdaten aus dieser

kompakten Menge.

Beweis. Wir haben in Lemma 5.2.5 und Lemma 5.2.8 gesehen, dass u — v/ (2)z
und v — ax fiir x — oo exponentiell gegen Null konvergieren. Daraus folgt, dass

lim v/ (x) = a gilt und dass die Konvergenz exponentiell ist.
Tr—r00

Dividieren wir u — ax durch z, so konvergiert dies weiterhin exponentiell gegen
Null und liefert die noch fehlende Gleichheit.

u — v’z konvergiert ab x = ¢ gleichmifig gegen Null wenn der Wert dieses Aus-
drucks fiir dieses = gleichméRig beschrinkt ist. (Diese gleichméRige Schranke erhélt
man bereits mit der folgenden recht groben Methode: Sei ¢ > 2(1 + |u(0)| + |u/(0)])
fiir alle Anfangsdaten im fixierten Kompaktum. Solange |z|, |ul,|u/| < ¢ ist, gilt
aufgrund der Differentialgleichung |u”| < 4¢*. Damit kann sich in einem kontrol-
lierten Zeitintervall |v'| nur so dndern, dass |u’| < ¢ fiir alle Anfangsdaten in diesem
Kompaktum gilt. Da |u/| < ¢ gilt, kann sich aber auch |u| nur so stark &ndern,
dass in einem gegebenenfalls kleineren Zeitintervall auch |u| < ¢ fiir alle Startwer-
te im Kompaktum gilt. Somit folgt die behauptete Abschiatzung fiir hinreichend
kleines € > 0.) Daher gilt dies auch nach Division durch z. Wie im Beweis von
Lemma 5.2.8 erhalten wir aus der Gleichung die lokal gleichméfige exponentielle
Konvergenz u” — 0. Dies {ibertrigt sich wie in diesem Beweis auf die angegebenen
Grenzwerte. O
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Zu weiteren Eigenschaften von Losungen von (*):

Lemma 5.2.11. Seien u und v zwei Lisungen zu (x) mit w(0) > v(0) > 0 und
u’'(0) > v'(0). Dann gilt iberall w — v > 0. Fir x > 0 wachst diese Differenz sogar
strikt als Funktion von x.

Beweis. Ist uv/'(0) > v'(0), so ist u — v aus Stetigkeitsgriinden fiir kleine z > 0 in
x strikt monoton wachsend. Sonst gilt «/(0) = v’(0) und die Differentialgleichung
impliziert u”(0) > v”(0). Somit ist die Differenz u — v aus Stetigkeitsgriinden fiir
kleine « > 0 in x ebenfalls strikt monoton wachsend.

Wir betrachten nun ein maximales Intervall (0, zg), 0 < 29 < oo, auf dem
u’ —v' > 0 gilt. Wir mochten zeigen, dass xg = oo gilt. Falls z¢ < oo ist, so erhalten
wir v/ (x0) —v'(z9) = 0 sowie v (zg) —v"(z9) < 0. Da u—v auf dem Intervall (0, z¢)
strikt wachst folgt u(xg) > v(zo). Wir erhalten

0 >u"(x0) —v" ()

= (1 + (u'(20))?) (w(zo) — ot (z0)) — (1 + (v/(20))?) (v(z0) — zov'(20))

= (1+ («/(0))?) (u(zo) — v(x0)) > 0.
Widerspruch. Somit ist g = oo und u — v ist in x strikt wachsend. O
Lemma 5.2.12. Seien u und v zwei Losungen zu (%) mit u(0) > v(0) > 0 und

' (0) > v'(0). Dann gilt w—v > 0 fiir x > 0. Diese Differenz wdchst sogar strikt in
x fiirx > 0.

Beweis. Nach Annahme wéchst v — v fiir kleine = > 0 strikt. Angenommen, es gibt
ein kleinstes x¢ > 0 mit v’ (z0) —v'(z0) = 0. Im Punkt z¢ erhalten wir u(zg) > v(xo)
sowie u” (xg) < v"(xp). Dort folgt damit

, U” ,U/I

= <
14+ (w)? = 1+ (v)?
Somit ist u(xg) < v(xg). Widerspruch. O

" =v—av.

Auch die Grenzwerte der Steigungen sind strikt monoton.

Lemma 5.2.13. Seien u und v Losungen von (x) mit u(0) > v(0) > 0 und u'(0) >
v'(0) aber (u(0),u'(0)) # (v(0),v'(0)). Dann gilt

lim M > lim M

r—oo I T—0 I
Insbesondere ist also

. / . !

zhﬁrr;ou () > xlirrgov (z).
Beweis. Aus den Lemmata 5.2.11 und 5.2.12 erhalten wir dass u(x) — v(z) fiir
x > 0 positiv und wachsend ist. Da die exponentielle Konvergenz in Lemma 5.2.10
fiir Anfangswerte (1(0),%'(0)) in einer kompakten Menge gleichméfig ist (was bei
nur endlich vielen Losungen jedoch ohnehin der Fall ist), unterscheiden sich die

Grenzwerte @ und @: Sonst hétten wir
L(x) — e < lim L(y) = lim —U(y) < —U@C) + e
T y—oo Y y—oo Y x

fiir geeignete ¢, A > 0 und alle > 0 und somit
2cxe™ ™ > u(z) — v(z).

Dies ist unmoglich, da die rechte Seite positiv und wachsend ist.
Die zweite Behauptung folgt nun aus Lemma 5.2.10. O
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Wir werden nun die Steigungen «’ nahe Unendlich fiir Lésungen u von (%) mit
u’(0) = 0 genauer untersuchen. Fiir u(0) = 0, ist u(x) = 0 eine Lisung. Zunéchst
zeigen wir, dass die Steigungen ' nahe Unendlich fiir groe Werte von u(0) ebenfalls
groft werden.

Lemma 5.2.14. Sei o > 0. Dann gibt es ein h > 1, so dass jede Lisung u von
(%) mit v (0) =0 und u(0) > h nahe Unendlich eine Steigung grofier als « hat,

lim u'(z) > a.
Tr—r 00

Nach Lemma 5.2.10 und Lemma 5.2.6 erhalten wir auch dass @ > lim @ >

T—>00
a und u(x) > ax fiir x > 0 gelten.
Beweis. Sei u eine solche Losung. Wir sind fertig, falls u’ (%) > h firein h > 1
(mit h > «a) gilt. Aufgrund der Konvexitét und da der Grenzwert nach Korollar

5.2.9 existiert ist dann ndmlich lim u'(z) > o’ (%) > h.
xr—r00

Sonst erhalten wir aus der Konvexitiat von u dass 0 < «/(z) < h und h < u(x)
fiir alle 0 <z < % gelten. In diesem Intervall gilt die Abschétzung

u' = (14 @W)) - (w—a) = 1+ (h = 3h) = h.
Daher folgt

1/2
u' (3) =u/(0) + / u'(z)de > L. 1h=1n,
=0 0

Wie oben erhalten wir lim u'(z) > o’ (%) > ih und damit die Behauptung. g
Tr—r00

Fiir spatere Anwendungen zeigen wir eine Variante von Lemma 5.2.14.

Lemma 5.2.15. Seien a > 0 und p > 0. Dann gibt es ein h > 1 so dass jede
Lisung w zu (x) mit w(0) > h und lim v/ (x) < a auch w'(0) < —p erfillen muss.
xr—r0o0

Beweis. Nach Lemma 5.2.13 ist die asymptotische Steigung in der Anfangshdéhe
u(0) und der Anfangssteigung w’(0) monoton. Daher geniigt der Nachweis, dass
eine Losung v zu (%) mit w(0) = h und v/ (0) = —p fiir geeignetes h > 1 auch
Ih_)ngo u'(z) > a erfiillt. (Wenn die Behauptung des Lemmas némlich falsch wére, so

gilte insbesondere bei diesen Anfangswerten aufgrund der Monotonien lim u'(z) <
T—r00

a.)

Nach Lemma 5.2.13 folgt das Lemma fiir kleine p, wenn wir es fiir grofie p zeigen
konnen. Daher diirfen wir annehmen, dass p grof ist: p > a.

Solange u > % auf dem Intervall 0 < x < 1 erfiillt ist, erhalten wir dort

() = (14 (0 (2))?) (ula) — o0’ (2)) > ue) — 2 () > & — |l (2)].

Gibt es ein x > 0, so dass u/(z) > p gilt, so folgt das Lemma direkt aus der

Konvexitat. Sonst diirfen wir annehmen, dass % > u gilt. Wegen der Konvexitat
erhalten wir |u/| < g und daher fiir 0 <z <1
h h
") > = —pu>—.
u'(z) 2 5 —p= 7

Die Differentialgleichung v”(z) = 2 mit Anfangswerten v(0) = h, v/(0) = —p be-
sitzt die Losung v(z) = h—px + %xz. Wir integrieren zweimal und beriicksichtigen,
dass die Anfangswerte von u und v iibereinstimmen. Es gilt also u(z) > v(z) fir

dp

0 <z <1, falls dort u(z) > % ist. Die Funktion v nimmt ihr Minimum fir z = +

an. Es ist v (47“) =h-— % Im Falle A > 2u ist dies grofer als % Wir nehmen
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h > 2u ab jetzt ohne Einschréankung an. Damit rechtfertigen wir die oben verwen-
dete Annahme, dass u > % fiir grofse Werte von h auf dem Intervall 0 < z < 1 gilt.
Somit ist u(x) > v(x) fiir 0 < 2 < 1. Insbesondere ist daher u(1) > v(1) > 2h — p.
Wir nehmen nun weiterhin an, dass A > 16 gilt. Dann folgt «(1) —«(0) > p. Somit
gibt es ein = € [0, 1] mit /(x) > p. Das Lemma folgt nun aus der Konvexitét von

Uu. t

Wir zeigen, dass es fiir jede Ursprungshalbgerade eine Anfangshéhe h gibt, so
dass die Losung u von (x) mit «/(0) = 0 fiir z — oo gegen diese Halbgerade
konvergiert,.

Lemma 5.2.16. Sei a > 0. Dann gibt es eine Anfangshohe u(0) = h, so dass die
Léosung u zu (%) mit u/'(0) =0

TILH;O u(z) —ax =0

erfillt. Die Abbildung h — a vermdge u ist stetig.

Beweis. Nach Lemma 5.2.8 existiert zu jedem h ein Wert a, so dass die Behauptung
mit a gilt. Nach Lemma 5.2.8 und Lemma 5.2.10 geniigt also der Nachweis, dass

lim «'(x) = a fiir ein geeignetes h > 0 ist.
Tr—00

Sei A(h) die Funktion, die einer Anfangshohe h die zugehorige asymptotische
Steigung zuordnet. Nach Lemma 5.2.14 gilt

—oco= lim A(h) < A(0) =0< lim A(h) = cc.
h——o0 h—00

Daher geniigt es zu zeigen, dass A stetig ist. Seien hg und ¢ > 0 vorgegeben.
Nach Lemma 5.2.10 ist die Konvergenz von u' mit lokal gleichméfigen Konstanten
exponentiell in den Anfangsdaten. Fiir Starthohen in [hg — 1, ko 4+ 1] und «/(0) =
0 ist sie daher gleichméfig. Sei daher r > 0, so dass fiir alle Anfangshéhen in
[ho — 1, hg + 1]

up, (r) — Jim u;l(x)’ <z

gilt, wobei wir mit w; fiir den Moment die Losung von (x) mit «(0) = h und
u'(0) = 0 bezeichnet haben. h — wuj}, (r) ist stetig. Daher gibt es ein § mit 0 < § < 1,
so dass |h—ho| < ¢ auch |uj, (1) —uj, (r)| < § impliziert. Daher folgt aus |h—ho| < §

. / . /
v o)~ Jim o, 0

Tim i (2) = ()| + i () = i, ()] + [ah, () = Timm i, ()

<
€ € g _
§§+§+§—E.

Somit ist A stetig und die Existenz folgt aus dem Zwischenwertsatz. Aufgrund
der Monotonie in den Anfangswerten, siehe Lemma 5.2.13, ist A auch eindeutig
bestimmt. (]

Die vermoge einer Losung einander zugeordneten Werte a und & sind durch einen
Homd&omorphismus miteinander verkniipft.

Lemma 5.2.17. Seien a und h vermdge einer Losung u zu (x) wie in Lemma 5.2.16
einander zugeordnet. Indem wir graphu reflektieren, setzen wir diese Abbildung zu
einer Abbildung R 3 h — a € R fort. Dann ist dies ein Homdomorphismus mit
a(h) — £oo fiir h — +oo.

Beweis. Lemma 5.2.14 sichert die Behauptung iiber das asymptotische Verhalten.
Die Surjektivitat und die Stetigkeit folgen aus Lemma 5.2.16. Lemma 5.2.13 liefert
die Injektivitat.
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Aus der Topologie, siehe z. B. [16, Satz 8.12 and Satz 8.24|, ist bekannt, dass
eine bijektive stetige und eigentliche Abbildung R™ — R" ein Homdomorphismus
ist. Somit ist h — a(h) ein Homéomorphismus. O

Wir méchten nun zeigen, dass es zu jedem Punkt P und jeder Ursprungshalbge-
raden eine homothetisch expandierende Kurve zur Zeit t = 1/2 gibt, die durch P
verlduft und zu dieser Halbgeraden asymptotisch ist. Dies ist klar, falls P bereits
auf der zu einer Geraden verldngerten Halbgeraden liegt. Nach einer Rotation und
gegebenenfalls einer Spiegelung diirfen wir annehmen, dass P auf der y-Achse liegt
und die Halbgerade als {(z,ax): > 0} fiir ein a € R gegeben ist.

Lemma 5.2.18. Sei P € R? und | eine Ursprungshalbgerade. Dann gibt es eine
Liosung u von (x) mit u(0) = h sowie u'(0) = 0, deren Graph nach einer Rotation
P enthdlt und auf einer Seite zu | asymptotisch ist. Der Tangentialvektor in P in
Richtung aufl zu an die Kurve hdngt stetig von P ab.

Beweis. Sei | ohne Einschriankung die positive z-Achse.

(i) Wir definieren zunichst eine Abbildung ®: R?> — R2. Fiir den Beweis des
Lemmas wird insbesondere wichtig sein, dass ® ein Hom&omorphismus ist.

(i) Sei (z,h) € R?. Sei u die Losung von (x) mit u(0) = h und v’(0) = 0. Sei Ry,
die Drehung, die graph u|,>o so dreht, dass die Kurve zur positiven z-Achse
asymptotisch wird. Dann ist die durch ®: (z,h) — Rp(z,u(z)) definierte
Abbildung & stetig.

(iii) Die Injektivitdt von ® folgt aus einer Monotonie wie in Lemma 5.2.13: Es gibt
nicht zwei verschiedene Kurven, die durch denselben Punkt verlaufen und zur
selben Halbgeraden asymptotisch sind.

(iv) Die Kurven x +— ®(z,h) héngen stetig von h ab. Sie sind jeweils zu zwei
Halbgeraden asymptotisch. Davon ist die eine stets die positive x-Achse. Nach
Lemma 5.2.14 (asymptotisches Verhalten) und Lemma 5.2.13 (Monotonie)
rotiert die andere um 360° wenn h variiert. Somit liegt jeder Punkt im R? auf
einer solchen Kurve (fiir z > 1 umliduft die Kurve h — ®(x,h) den Punkt
P nicht wahrend sie ihn fiir # < —1 umléduft — wobei wir die Kurven jeweils
fiir |h| &~ oo leicht ab&ndern — und diese Kurven wéren ohne Surjektivitét in
R? \ {P} homotop). Daher ist ® surjektiv.

(v) Fiir |h| — oo folgt ;2% |®(x, h)| = oo aufgrund der Konvexitdt aus Lemma

5.2.14. Wegen |(z, u(x))| > |z| ist }ifé{{@(d:,h)\ — oo fiir |z| — oo klar. Somit
ist ® eigentlich.

(vi) Wir benutzen nochmals [16, Satz 8.12 and Satz 8.24] und erhalten, dass ® ein
Homo6omorphismus ist.

Damit folgt das Lemma. O

5.3. Existenz von drei Kurven. Wir zeigen nun die Existenzaussage aus Theo-
rem 5.1.2. Dazu benutzen wir die Kurven aus Lemma 5.2.18, zeigen dass diese
fir einen Punkt in R? auch die 120°-Bedingung erfiillen und dass sie sich nicht
aukerhalb des Startpunktes schneiden.

Die Kurven sind eingebettet:

Lemma 5.3.1. Verschiedene homothetisch expandierende Kurven mit einem ge-
meinsamen Startpunkt schneiden sich in keinem weiteren Punkt.

Beweis. Zunichst rotieren wir das Koordinatensystem so dass der Startpunkt auf
der Halbgeraden {(0, y): y > 0} liegt. Dann sind diese Kurven Graphen iiber
{(z,0): « > 0}, {(2,0): < 0} oder Teil der Achse {0} x R. Daher geniigt es,
zwei Kurven zu betrachten, die als Graphen iiber der Halbgeraden {(z,0): z > 0}
dargestellt sind. Diese Kurven beginnen auf derselben Hohe und haben verschiedene
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Anfangssteigungen, da sie nicht iibereinstimmen. Daher folgt nach Lemma 5.2.12,
dass sich diese Kurven nur fiir x = 0 schneiden. O

Beweis von Theorem 5.1.2. Es fehlt noch der Nachweis, dass es mindestens ein
P € R? gibt, in dem sich die Kurven mit einer vorgegebenen asymptotischen Halb-
geraden im Winkel von 120° treffen. Definiere ein stetiges Vektorfeld V: R? — R?

3

durch V' = " T;, wobei T; die zu den asymptotischen Halbgeraden hinweisenden
i=1

(normierten) Tangentialvektoren sind.

Wir behaupten zunéchst, dass fiir Punkte P, die weit vom Ursprung entfernt
sind, stets (P, V(P)) < 0 gilt: Sei |P| grok. Liegt zwischen der Ursprungshalbge-
raden durch P und der Ursprungshalbgeraden zu der die Kurve asymptotisch sein
soll ein nach unten abgeschétzter positiver Winkel, so beginnt die selbstahnliche Lo-
sung nach Lemma 5.2.15 beinahe in Richtung —%. Dies ist bei drei verschiedenen
fixierten Ursprungshalbgeraden fiir jeden Punkt P fiir mindestens zwei der Kurven

3
richtig. Somit folgt (P, V(P)) = > (P, T;) < 0 auf 0Bg(0) fiir hinreichend grofie
i=1
R > 1. Wir kdnnen sogar annehmen, dass P + V(P) € Bg(0) fiir alle P € Bg(0)
gilt. Die Abbildung P — P 4+ V(P) : Br(0) — Bg(0) ist stetig. Somit besitzt sie
nach dem Brouwerschen Fixpunktsatz einen Fixpunkt Py. (Den Brouwerschen Fix-
punktsatz zeigen wir in Theorem A.2.1.) Dies ist dquivalent zu V(FPy) = 0. Somit

3
finden wir ein Py € R? mit > 7T; = 0. Dies bedeutet, dass in Py die 120°-Bedingung
i=1
erfiillt ist. Die Existenzaussage des Theorems folgt. O
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Diese wurden 1841 von C. Delaunay gefunden [6] und heifen auch Delaunayfla-
chen. Wir folgen teilweise [8]. Siehe auch [7]

Bemerkung 6.1.1. Einige dieser Fliachen lassen sich dhnlich wie in Kapitel 3.1
beschreiben. Wir geben hier ein paar Zwischenschritte an und lassen die Details als
Ubung. AnschlieRend geben wir noch einen alternativen Zugang an.

Schreibe die Rotationsfliche lokal als Graph von u. Dann erhalten wir

w(@,a") = — (@) — |2
In einem Punkt mit & = 0 folgt

Du:(ov"'707_<)0/)7

(gij) =
® li(so’)"‘]1 0
(hlj) - —"
1+(p)?

. . 1) . . 1 N
Solch eine Hyperflache hat (n — 1)-mal die Hauptkriimmung Py e und einmal

die Hauptkrimmung W. Somit hat solch eine Fldche konstante mittlere
Kriimmung 1, falls
n — 1 QOH _ 1

eI+ (@2 (14 (¢)2)*?

gilt.
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Bemerkung 6.1.2 (Herleitung der gewohnlichen Differentialgleichung). Etwas all-
gemeinere Hyperflichen kénnen wir durch eine Einbettung X: S* ! xR — R” xR
mit

X(p.t) = (a(t) -p, B1)"
beschreiben. Dabei nehmen wir an, dass ¢ — («(t), 5(t)) eine nach der Bogenldnge
parametrisierte Kurve in R? mit a(t) > 0 fiir alle ¢ ist. Damit gilt

a3 (t) + B2(t) = 1.

Wir beschrinken uns nun auf den Fall von Flichen in R®. Aus Platzgriinden schrei-
ben wir Vektoren als Zeilen. Es gilt

X: RxR—R?,
X(p,t) = (cos - a(t), sing - aft), 5(1)),
X, =(—sing-«at),cosp - aft),0)

X = (cosw at),sing - a(t), B(t)) ,

Xpp =(—cosp-aft),—sing - «a(t),0),
)

gu = (X1, Xy) = &2(t) + B2(t) = 1,

(gsosa gsot) _ (a2(t) O)
9ot Gt 0o 1)
v = (cosp- B(t),sing - A1), —a(t))
hop = — (X pp, V) = O‘Bv

het =0,
hie = a3 — ap,

<hw hw):(oﬁ 0 >
hot o het 0 aB—aB)’

{Aitizi2 = {i,dé - 504} )

B

o .

H=aB—-aB +

Bemerkung 6.1.3 (Losen der gewohnlichen Differentialgleichung). Wegen &2 +
B2 =1 folgt 0 = &t + BB. Wir multiplizieren die Differentialgleichung mit a¢v und
erhalten unter Benutzung dieser beiden Gleichungen

adH = ad2ﬁ - ade + o'zB
=af — af?B — afad + af
=af —af (ﬁB—f—dd) +af
:a5+d5: % (aB) .
Ebenso erhalten wir nach Multiplikation mit aB
aBH = adBB — aB2d + 62
= ao’zﬂﬁ — ad + ad’d + 52
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— ad ([3ﬁ+dd) —ad+1—a?
d
=1—- —(aq).
dt( )

Wir setzen u := ac sowie v := ozB und erhalten das System

i (o) =(n ) () o)

Sei nun speziell H = 1. Ist H > 0 eine andere Konstante, so erhalten wir die
entsprechende Fliache aus der fiir H = 1 durch Skalierung. Eine Losung ist fiir

p € R durch
u(t)\ [ pcost
v(t))  \psint+1
gegeben. Daraus erhalten wir mit &2 + 52 =1
alt) =vVu? +1v2 = \/p2 cos2t+ 1+ 2psint + p2sin®t
=14 p? + 2psint,

t t

- B v(T) _ 1+ psinT -
5(t) ﬁ<o>—0/a(7)d | T e

Hieran sieht man, dass wir periodische Flachen erhalten. Die Periode ist durch
B(2m) — B(0) gegeben. _
Wir iiberpriifen, dass die Differentialgleichung 1 = &8 — &3 + g gilt:

. pcost
t = m—
(t) =2
G(t) = —psint _ p20052t,
a(t) a’(t)
: 1+ psint
t)=—""2"
By =15
. pcost 14 psint)pcost
B(t) = - ( 3 : ’
o(t) a’(t)
L ; cost cost 1+ psint)pcost
aﬂ_aﬁJrﬁ:p P _ (1t psint)p
a  aft) a(t) a3(t)
—psint  p?cos?t\ 1+ psint 1+ psint
a(t) ad(t) a(t) a?(t)
1
:az(t) (p* cos®t + psint + p®sin® ¢t + 1 + psint)
1+ p? + 2psint
= =1
a?(t)
Zud?+B2=1:
) . 2cos’t 1+ 2psint + p?sint
0[2+ﬂ2 :p X 4 5 4
a?(t) a?(t)
1+ p? + 2psint
=— =1
a?(t)

Bemerkung 6.1.4. Das Vorzeichen von p spielt keine Rolle, die Flachen unter-
scheiden sich lediglich um eine Verschiebung entlang der Rotationsachse. Sei daher
ohne Einschrankung p > 0.
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Die Voraussetzung «(t) > 0 ist fiir p # 1 stets erfiillt, denn dann gilt «(t) >

Vit =2p=/(1-p)2=|1—-p|>0.

(i)
(i)

(iii)

Fiir p = 0 erhalten wir einen Zylinder.

Fiir 0 < p < 1 erhalten wir sogenannte Undoloide. Sie sind eingebettet, da
iiberall 5(t) > 0 gilt.

Fiir p = 1 erhalten wir wie an einer Perlenkette angeordnete Sphéren. Dazu
geniigt es (nach einer Umparametrisierung) zu zeigen, dass fir

a(t) =v2 + 2cost,

t

1+cosT
t V14 cosTd
plt) = \/2+2cos7' / T

und —7m < t < 7 stets ?(t) + 82(t) = 4 gilt. Aus Symmetrie- und Stetig-
keitsgriinden geniigt der Nachweis fiir 0 < ¢ < 7. Es gilt (o, 8)(0) = (2,0).
Wir erraten nun einen Kandidaten fiir eine Stammfunktion von /1 + cost.
Benutze dazu die angestrebte Gleichung und rate

\/4—a2 =+4—2—2cost = V21 — cost.

Dies ist in der Tat fir 0 < ¢ < 7 eine Stammfunktion, denn es gilt dort fiir
die erratene Funktion 3(t)

ﬁ(t)—\/il sint _L sint-v/14 cost
T2 T—cost V2+1—cost-/1+cost
1 sint- \/1—|—cos 1 sint- \/1+cos 1
\[ V1-—  VI-cos2t \[ Vsin? \/§
Da auch 8(0) = 0 gilt und B(¢) in 0 < t < 7 stetig ist, ist 8 die gesuchte
Stammfunktion. Die Behauptung, dass es sich um einen Kreis handelt, folgt
nun aus

1+ cost.

a®(t) + B%(t) = 2(1 + cost) + 2(1 — cost) = 4.
Fiir p > 1 erhalten wir sogenannte Nodoide. Sie sind nicht eingebettet, da

ﬂ(t) < 0 im Minimum von «(t) also fiir ¢t € { ”} + 27T Z und ,B(t) > (0 im

Maximum von «(t), also fiir t € {5 } +2Z gelten und f —psint__ - 5

\/ 1+p +2psinT

ist. Diese letzte Behauptung folgt aus

[ 1+psint 1— psint
O</ + psin n psin L.
V14 p2+2psint /14 p% —2psint

Da der Integrand fiir ¢ = 0 positiv ist, geniigt der Nachweis von
141t 1—t
0<— 4
VI+tp2+2t \J1+p2 -2t

fiir 0 <t < p. Fiir 0 < ¢ < 1 ist dies trivial. Also méchten wir nach Quadrieren
fir1<t<p

(t=12(1+p* +2t) < (1+1)*(1+p* — 21)

zeigen. Durch Ausmultiplizieren sieht man nach kurzer Rechnung, dass dies
Aquivalent zu 0 < 4t(p? — t?) ist und daher gilt.

Undoloide erhélt man als Spuren eines Brennpunktes beim Abrollen einer
Ellipse auf einer Geraden, siehe [17].



38 A. BROUWERSCHER FIXPUNKTSATZ

ANHANG A. BROUWERSCHER FIXPUNKTSATZ

Wir wollen in diesem Kapitel zeigen, dass jede stetige Abbildung f von der
abgeschlossenen Einheitskugel D™ in sich einen Fixpunkt besitzt, d. h. es gibt « €
D™ mit f(z) = x. Wir folgen dabei [2].

Wir fiihren den Beweis hier nur fiir n = 2. Fir n = 1 folgt der Brouwersche
Fixpunktsatz aus dem Zwischenwertsatz und fiir n > 3 ldsst sich das Spernersche
Lemma, geeignet verallgemeinert, per Induktion beweisen.

A.1. Spernersches Lemma. Das Spernersche Lemma gilt auch fiir andere Trian-
gulierungen, fiir uns geniigt aber hier die folgende Version.

Theorem A.1.1 (Spernersches Lemma). Sei V ein gleichseitiges Dreieck in R?,
das in 4%, k > 1, kleinere kongruente gleichseitige Dreiecke aufgeteilt ist. Dann
bilden die Kanten und Ecken der kleineren Dreiecke einen Graphen G. Seien die
Ecken so gefirbt (wir verwenden die Farben 1, 2 und 3), dass die Ecken des grofSen
Dreiecks drei verschiedene Farben haben und auf jeder Kante des grofien Dreiecks
nur genau zwei verschiedene Farben vorkommen. Dann gibt es ein kleines Dreieck,
dessen Ecken drei verschiedene Farben haben.

Beweis. Wir betrachten einen neuen Graphen G’, den dualen Graphen zum gege-
benen Graphen. Er besteht aus jeweils einer Ecke in jedem der kleinen Dreiecke
und einer Ecke aufierhalb des grofsen Dreiecks. Zwei Ecken sind nun genau dann
durch eine Kante verbunden, wenn es einen Weg zwischen den Ecken gibt, der nur
eine Kante von G genau einmal kreuzt und wenn diese Kante in G eine Ecke der
Farbe 1 und eine Ecke der Farbe 2 hat.

Da entlang der &ufieren Ecken in G eine ungerade Anzahl von Farbwechseln
zwischen 1 und 2 stattfindet, gibt es in G’ eine ungerade Anzahl von Kanten,
20 4+ 1, die an der Ecke aufterhalb des groffen Dreiecks starten oder enden. Aus den
Moglichkeiten, ein kleines Dreieck zu farben, folgt, dass in den Ecken von G’ im
Inneren des grofen Dreiecks maximal zwei Kanten beginnen oder enden kdnnen.
Wenn in solch einem Punkt (Ecke) genau eine Kante beginnt oder endet, so haben
wir ein dreifarbiges Dreieck, wie wir es gesucht haben. Es gibt also in G’ Punkte
innerhalb des grofien Dreiecks mit 0, 1 oder 2 Kanten. Ihre Anzahl wollen wir mit
Ey, E1 und E5 bezeichnen. Sei k die Anzahl der Kanten in G’. Dann gilt

% =0-Eo+1-Ey+2 - Ey+ (20 +1).

Es folgt, dass ' ungerade ist. Wir finden also eine ungerade Anzahl von dreifarbi-
gen kleinen Dreiecken. [l

A.2. Brouwerscher Fixpunktsatz.

Theorem A.2.1 (Brouwerscher Fixpunktsatz). Sei f : D™ — D™ stetig. Dann
gibt es einen Fizpunkt x € D™, d. h. es gibt einen Punkt x € D™ mit f(z) = x.

Beweis. Auch hier wollen wir wieder nur den zweidimensionalen Fall betrachten.
Die n-dimensionale Variante folgt analog.

Da D? hom6omorph zu einem Dreieck A ist, geniigt es, die Existenz eines Fix-
punktes fiir stetige Abbildungen f : A — A zu beweisen. Sei A C R? das Dreieck
mit Ecken e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0) und es = (0,0, 1). Es gilt x € A genau dann,
wenn xq, + 2 + 3 = 1 ist und alle x; > 0 sind.

Wir unterteilen nun das Dreieck A wie im Spernerschen Lemma, in 4% Dreiecke.
Diese wollen wir einfdrben. Wir wollen annehmen, dass es eine Abbildung f: A —
A gibt, die keinen Fixpunkt besitzt. Dann ist f(z) — x # 0 fir alle x € A. Wir
wollen nun einer Ecke z € A die Farbe ¢ geben, wenn dies die kleinste natiirliche
Zahl ist, fur die (f(z) — x,e;) negativ ist. Dies ist eine wohldefinierte Farbung.
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Denn wenn wir ¢ = (z1,22,23) und f(z) = (fi(x), f2(x), f3(x)) schreiben, gilt
21+ 22+ 23 =1 und fi(x) + fo(x) + f3(x) = 1. Da nicht 1 = f1(x), 22 = f2(2)
und x3 = f3(z) fiir z € A gilt, gibt es fiir jedes © € A mindestens ein i, so dass
filx) —x; = (f(z) — x, e;) negativ ist und ein i, so dass f;(x) — x; positiv ist. Damit
ist die Farbung wohldefiniert.

Wir wollen nun zeigen, dass dies eine Farbung wie im Spernerschen Lemma ist.
Fiir die Ecke e; kann nur f;(e;) — e; negativ sein, also hat sie die Farbe 4. Liegt
x auf der Ecke gegeniiber von e;, so gilt dort z; = 0. Also kann f;(z) — x; nicht
negativ sein und somit kann x nicht die Farbe ¢ bekommen. Somit erhalten wir eine
Féarbung der gewiinschten Art.

Wir finden also nach dem Spernerschen Lemma ein kleines Dreieck mit Eck-
punkten v¥, v& und v, so dass diese die Farben 1, 2 und 3 bekommen. Daher gilt
(f(vF) — ¥ e1) <0, (f(vE) —vh es) < 0 und (f(vh) — vk, e3) < 0. Diese Punkte
haben jeweils einen Abstand von genau v/2 - 27% (oder Null).

Wir betrachten nun eine Folge von Punkten (v¥)zen. Da A eine kompakte Menge
ist, konvergiert eine (nicht umbenannte) Teilfolge, vf — = € A fiir & — co. Man
iiberzeugt sich mit Hilfe der Dreiecksungleichung direkt, dass auch die Folgen v}
und v§ gegen denselben Grenzwert konvergieren. Da die Funktion f stetig ist, folgt
damit fi(x) —x1 <0, fa(z) — 22 <0 und f3(x) — 23 < 0. Hieraus erhalten wir

1= fl(x) +f2(l’) +f3(:17) <zi1+a9t+ta3=1

mit Gleichheit genau dann, wenn in den obigen drei Ungleichungen Gleichheit gilt.
Daher hat f eine Fixpunkt. Widerspruch. U

Bemerkung A.2.2. Man iiberlege sich fiir einige topologische Rdume X, ob jede
stetige Selbstabbildung f: X — X bzw. jeder Homéomorphismus f: X — X einen
Fixpunkt besitzt. Beispiele konnten X = (—1,1), St, S2, S”, ein Annulus, B;(0)
oder ein Gebiet mit zwei Lochern sein.

Korollar A.2.3. Es gibt keine stetige Retraktion von D™ nach S*™1, d. h. es gibt
keine stetige Abbildung f : D™ — S"~1, so dass f(x) = x fiir x € S*~1 gilt.

Beweis. Falls doch, so ist g : D™ — D™ mit g(z) := —f(z) eine Abbildung, die
keinen Fixpunkt besitzt. Sei ndmlich € D" mit g(z) = z. Da f(D") = S"~! ist,
folgt x € S"~ 1. Es gilt also g(z) = —f(z) = —x. Widerspruch zum Brouwerschen
Fixpunktsatz. O

Korollar A.2.4. Sei V : D™ — R"™ ein stetiges Vektorfeld mit (V(z),z) < 0 fir
x € S"7L. Dann gibt es x € D™ mit V(z) = 0, das Vektorfeld besitzt also eine
Nullstelle.

Beweisskizze. Wir wollen annehmen, dass V (z) # 0 fiir € S?~! gilt.

Betrachte die Abbildung f : D™ — D™ mit  — x4+ £V (z) fiir ein kleines ¢ > 0.
Die Abbildung ist genau dann eine fixpunktfreie Selbstabbildung von D", wenn
V(x) keine Nullstelle besitzt.

Um sicherzustellen, dass es sich bei f um eine Selbstabbildung von D™ handelt,
geniigt es nicht, f wie oben definiert zu betrachten. Durch Hinzufligen eines Annulus
und nullstellenfreies Fortsetzen des Vektorfeldes kann man ohne Einschrankung
annehmen, dass sogar V(x) = —z fiir x € S*~1 gilt. Wihlt man nun € > 0 klein
genug, so ist die oben definierte Abbildung f eine Selbstabbildung von D™. O

ANHANG B. RECHNUNGEN ZU TRANSLATIERENDEN LOSUNGEN

Die folgenden Beispiele sind mit dem frei verfiigharen Programm SAGE, siehe
http://www.sagemath.org/, geschrieben.
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B.1. In der Nihe des Ursprungs. Das folgende SAGE-Programm erlaubt es,

die Suche nach einem geeigneten Anfangswert a in Theorem 2.2.3 nachzuvollziehen.

Damit erhdlt man Existenz nahe r = 0. Fiir n = 2 ist a = 0.532 ein geeigneter

Anfangswert.

u,t=var(’u t?’)

n=2

a=0.532

P=desolve_rk4((1+u~2)*((n-1)*u-e~(-t)),u,ics=[0.0,a] ,ivar=t,
output=’slope_field’,end_points=[0.0,12.0],thickness=3,step=0.05)

plot(P).show(ymin=-0.2,ymax=0.6)

B.2. Asymptotische Entwicklung. Man schreibt jeweils einen neuen Term in die
zweite Zeile. Den Parameter a bestimmt man so, dass die Gleichung, multipliziert
mit einer immer héheren Potenz von r fiir r — oo Null ergibt.

r,n,a=var(’r n a’)

phi=r/(n-1)+a/r

gleichung=diff (phi,r)-(1+phi~2)*(1-(n-1)/r*phi)
gleichung=expand(gleichung*r~0)

print gleichung

print limit(gleichung,r=infinity)

B.3. Bild des ganzen Graphen. Fiir geeignete Anfangswerte nahe r = 0 geniigt

es zu sehen, dass p(r) = ~ die beste lineare Approximation nahe 7 = 0 ist.

u,v,r=var(’u v r’)

n=2

eps=0.0001

translat=desolve_system_rk4([v, (1+v~2)*(1-(n-1)/r*v)], [u,v],
ics=[eps,1/(2*n)*eps~2,eps/n],ivar=r,
end_points=[eps,5],step=0.1)

xyvalues=[ [i,j] for i,j,k in translat]

gespiegelt=[[-i,j] for i,j,k in translat]

bild1l=1list_plot (xyvalues,plotjoined=True,thickness=3,
aspect_ratio=1)

bild2=list_plot(gespiegelt,plotjoined=True,thickness=3,
aspect_ratio=1)

(bild1+bild2) .show ()

B.4. Fliigelartige Losungen. Mit einem beliebigen inneren Lochdurchmesser er-

halten wir fliigelartige Losungen indem wir je nach Punkt eine der gewdhnlichen

Differentialgleichungen fiir translatierende Losungen 16sen.

u,v,r=var(’u v r?)

n=2

r0=3

hint=0.7

epsilon=0.01

xend=6

gedreht=desolve_system_rk4 ([v, ((n-1)/u-v)*(1+v~2)], [u,v],
ics=[0,r0,0],ivar=r,end_points=[-hint,hint])

xyvaluesl=[ [j,i] for i,j,k in gedreht]

bild1i=1list_plot (xyvaluesl,plotjoined=True,thickness=3,
aspect_ratio=1,rgbcolor=(1,0,0))

xanf1=xyvalues1[0] [0]
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yanf1=xyvalues1[0] [1]
aanfl=gedreht [0] [2]
xanf2=xyvaluesl[len(xyvalues1)-1] [0]
yanf2=xyvaluesl[len(xyvalues1)-1] [1]
aanf2=gedreht [len(gedreht)-1] [2]

translatl=desolve_system_rk4([v, (1+v~2)*(1-(n-1)/r*v)], [u,v],
ics=[xanfl,yanfl,1/aanf1],ivar=r,end_points=[rO+epsilon,xend])

translat2=desolve_system_rk4 ([v, (1+v~2)*(1-(n-1)/r*v)], [u,v],
ics=[xanf2,yanf2,1/aanf2],ivar=r,end_points=[rO+epsilon,xend])

xyvalues2=[ [i,j] for i,j,k in translatl]

xyvalues3=[ [i,j] for i,j,k in translat2]

bild2=1ist_plot(xyvalues2,plotjoined=True,thickness=1,
aspect_ratio=1)

bild3=1list_plot (xyvalues3,plotjoined=True,thickness=1,
aspect_ratio=1)

(bild1+bild2+bild3) .show ()

ANHANG C. HOMOTHETISCH EXPANDIERENDE KURVEN

C.1. Blidtterung der Ebene. Wir erzeugen homothetisch expandierende Kurven
und versuchen mit méfkigem Erfolg, diese so zu kippen, dass jeweils eine Asymptote
iibereinstimmt.
u,v,r=var(’u v r’)
xend=6.0
hend=1.5
h=0
gesamt=line([(-xend,0), (xend,0)])
rotiert=line([(-xend,0), (xend,0)])
while (h<hend):
h=h+0.15

kurve=desolve_system_rk4 ([v, (u-r*v)*(1+v~-2)], [u,v],
ics=[0,h,0],ivar=r,end_points=[-xend,xend])

xyvalues=[ [i,j] for i,j,k in kurve]
bild=list_plot(xyvalues,plotjoined=True,aspect_ratio=1)
gesamt=gesamt+bild

phi=arctan(xyvalues[len(xyvalues)-1][1]/
xyvalues [len(xyvalues)-1] [0])

xyvalues=[ [i,-j] for i,j,k in kurvel
bild=list_plot(xyvalues,plotjoined=True,aspect_ratio=1)
gesamt=gesamt+bild

xyvalues=[ [i*cos(phi)+j*sin(phi),-i*sin(phi)+j*cos(phi)]

for i,j,k in kurve]
bild=list_plot(xyvalues,plotjoined=True,aspect_ratio=1)
rotiert=rotiert+bild

xyvalues=[ [i*cos(phi)+j*sin(phi),i*sin(phi)-j*cos(phi)]
for i,j,k in kurve]
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bild=list_plot(xyvalues,plotjoined=True,aspect_ratio=1)
rotiert=rotiert+bild

gesamt . show (ymin=-xend, ymax=xend)
rotiert.show(xmin=-xend,xmax=xend, ymin=-xend, ymax=xend)

C.2. Expandierende Netzwerke. Fiigt man drei solcher Kurven im 120°-Winkel
zusammen, so erhélt man ein homothetisch expandierendes Netzwerk. ¢ bitte nur
vorsichtig im Bereich 30° < ¢ < 90° anpassen.

u,v,r=var(’u v r’)

phi=60.0/180*pi
xend=6.0
h=1.0

kurve=desolve_system_rk4 ([v, (u-r*v)*(1+v~2)], [u,v],
ics=[0,h,tan(phi) .n()],ivar=r,end_points=[0,xend])

xyvalues=[ [i,j] for i,j,k in kurve]

gesamt=list_plot(xyvalues,plotjoined=True,aspect_ratio=1)

phi=phi-120/180%*pi

kurve=desolve_system_rk4 ([v, (u-r*v)*(1+v~2)], [u,v],
ics=[0,h,tan(phi) .n()],ivar=r,end_points=[0,xend])

xyvalues=[ [i,j] for i,j,k in kurve]

gesamt=gesamt+list_plot(xyvalues,plotjoined=True,aspect_ratio=1)

phi=phi-120/180%*pi

kurve=desolve_system_rk4 ([v, (u-r*v)*(1+v~2)], [u,v],
ics=[0,h,tan(phi) .n()],ivar=r,end_points=[-xend,0])

xyvalues=[ [i,j] for i,j,k in kurve]

gesamt=gesamt+list_plot(xyvalues,plotjoined=True,aspect_ratio=1)

gesamt . show (xmin=-xend, xmax=xend,ymin=-xend, ymax=xend)

ANHANG D. DELAUNAYFLACHEN

Dieses Programm fiihrt die letzte Integration aus und zeichnet das Ergebnis.
t,x=var(’t x’)
rho=0.7
liste=[]
r=0
h=0
step=0.1
while (r<6x*pi):
r=r+step
hinzu=numerical_integral (lambda x:
(1+rho*cos(x) )/ (sqrt (1+rho~2+2*rho*cos(x))),
r-step,r) [0]
h=h+hinzu
a=sqrt (1+rho~2+2*rho*cos(r))
liste.append([h,al)

bild=1list_plot(liste,plotjoined=True,thickness=3,aspect_ratio=1,
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ymin=-0.1,ymax=1+rho+.1)

bild.show()

ANHANG E. WEITERE THEMEN

In der folgenden Liste sind einige wenige Beispiele aufgefiihrt, bei denen eben-

so geometrische Phdnomene mit gew6hnlichen Differentialgleichungen beschrieben
werden.

(i) Raumartige Hyperflachen im Minkowskiraum (Troglésungen) [10, 15]

(ii) Abresch-Langer Kurven [1], ggf. [12]
(iii) Rotationssymmetrische homothetische Lésungen des mittleren Kriimmungs-

flusses [3]

(iv) Translatierende Losungen des Curve Diffusion Flusses, [9]
(v) Deformationslemma und Morsetheorie [11, 14, 18]

o

10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.
18.
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