
GRAPHISCHER MITTLERER KRÜMMUNGSFLUSS

OLIVER C. SCHNÜRER

Zusammenfassung. Bei diesem Manuskript handelt es sich um Notizen zu einer Vor-
lesung Graphischer Mittlerer Krümmungsfluss.
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Literatur 68

In der Vorlesung folgen wir insbesondere [8, 15, 19].

1. Dirichletrandwerte

1.1. Kurzzeitexistenz. Wir benutzen hier eine Methode, die einen Existenzsatz für
lineare parabolische Gleichungen und den Satz über inverse Funktionen benutzt. Wir
verweisen auf [11], siehe auch [9, 18].

Bei unserem Ansatz werden wir Kompatibilitätsbedingungen voraussetzen müssen und
folgen für die lineare Theorie [16]. Will man dies nicht, so erhält man Lösungen, die in
∂Ω× {0} weniger regulär sind, siehe [9].

Wir folgen nun [16].

Definition 1.1.

(i) Eine offene Menge Ω ⊂ Rn besitzt eine lokal gleichmäßige Lipschitzdarstellung, falls
es r > 0 und K < ∞ gibt, so dass zu jedem Punkt x ∈ ∂Ω die Menge Br(x) ∩ ∂Ω
als Graph einer Funktion ω mit ∥ω∥C0,1 ≤ K geschrieben werden kann.

(ii) Sei Ω ⊂ Rn offen, erlaube eine lokal gleichmäßige Lipschitzdarstellung, sei aber nicht
notwendigerweise beschränkt. Sei 0 < T ≤ ∞. Dann betrachten wir die Menge
QT := Ω× [0, T ).

(iii) Erinnerung: Seien k ∈ N und α ∈ (0, 1) fixiert. Sei u : Ω → R beliebig. Definiere

[u]C0,α(Ω) := sup
x,y∈Ω
x ̸=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

.

Definiere damit den üblichen Banachraum Ck,α
(
Ω
)

aller Ck(Ω)-Funktionen u, die
sich samt ihren Ableitungen bis zur Ordnung k stetig bis zum Rand fortsetzen lassen,
und ∥u∥Ck,α(Ω) <∞ erfüllen, wobei diese Norm durch

∥u∥Ck,α(Ω) :=
∑
|β|≤k

∥∥Dβu
∥∥
C0(Ω)

+
∑
|β|=k

[
Dβu

]
C0,α(Ω)

definiert ist. Wir schreiben auch Ck+α statt Ck,α.
(iv) Definiere Ck+α; k+α

2

(
QT

)
als den Banachraum aller Funktionen, die sich samt ihren

Ableitungen der Form
(
d
dt

)r
Dβu ≡ Dr

tD
s
xu mit r, s ∈ N, β ∈ Nn und 2r + s ≡

2r + |β| ≤ k stetig auf QT fortsetzen lassen und deren nachfolgend definierte
∥u∥

Ck+α; k+α
2 (QT )

-Norm endlich ist. (Ist k gerade, so schreiben wir auch Ck,α; k
2
,α
2 (QT )

für Ck+α; k+α
2 (QT ).)

∥u∥
Ck+α; k+α

2 (QT )
:= [u]

Ck+α; k+α
2 (QT )

+
∑

2r+|β|≤k

∥∥Dr
tD

β
xu
∥∥
C0(QT )

,

wobei

[u]
Ck+α; k+α

2 (QT )
=

∑
2r+s=k

sup
t∈[0,T ]

[Dr
tD

s
xu(·, t)]C0,α(Ω)

+
∑

0<k+α−2r−s≡γ<2

sup
x∈Ω

[Dr
tD

s
xu(x, ·)]C0,γ/2((0,T ))

ist und Ds
xu für eine beliebige räumliche Ableitung der Ordnung s steht.
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(v) Ol
(
Ω
)
, l ∈ N>0, bezeichnet den Raum aller stetigen Funktionen u : Ω → R deren

Ableitungen mit Ordnung < l sich stetig auf Ω fortsetzen lassen und deren Ablei-
tungen der Ordnung l in Ω beschränkt sind.

(vi) O2,1
(
QT

)
bezeichnet den Raum aller Funktionen u : QT → R, bei denen sich u, ui,

1 ≤ i ≤ n, stetig auf QT fortsetzen lässt und u̇, uij, 1 ≤ i, j ≤ n in QT beschränkt
sind.

(vii) Vektorwertige Funktionenräume sind analog definiert.
(viii) Die Normen von auf ∂Ω × [0, T ] definierten Funktionen definieren wir bei min-

destens gleicher Regularität des Randes als das Infimum über die entsprechenden
Fortsetzungen nach Ω× [0, T ]. (Ist k+α > 1, so besitzt ein Rand ∂Ω, der eine Ck+α-
Untermannigfaltigkeit ist, eine lokale Graphendarstellung und die obige Definition
ist zu einer Definition über eine lokale Darstellung des Randes äquivalent.)

Als Corollar zum Satz von Arzelà-Ascoli erhalten wir

Lemma 1.2. Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt und sei T > 0. Seien 0 ≤ β < α ≤ 1 und
k, l ∈ N mit k ≥ l sowie k + α > l + β. Dann sind die folgenden Einbettungen kompakt:

Cα
(
Ω
)
↪→Cβ

(
Ω
)
,

Ck,α
(
Ω
)
↪→C l,β

(
Ω
)
,

Ck+α; k+α
2

(
Ω× [0, T ]

)
↪→C l+β; l+β

2

(
Ω× [0, T ]

)
.

Beweis. Der Fall k > l ist einfach. Obwohl die Behauptung in allen Fällen aus der Be-
hauptung für die dritte Einbettung folgt, behandeln wir aus didaktischen Gründen nur
die erste Einbettung und lassen den Rest als Übungsaufgabe.

Sei (uk)k ⊂ Cα
(
Ω
)

beschränkt. Dann konvergiert nach dem Satz von Arzelà-Ascoli
eine Teilfolge davon in C0. Wir nehmen ohne Einschränkung an, dass die gesamte Folge
konvergiert: uk → u in C0. Es gilt

|(uk − u)(x)− (uk − u)(y)|
|x− y|β

=

(
|(uk − u)(x)− (uk − u)(y)|

|x− y|α
· |(uk − u)(x)− (uk − u)(y)|

α−β
β

) β
α

.

Der erste Faktor auf der rechten Seite ist aufgrund der Beschränktheit der Folge in Cα

beschränkt und der zweite Faktor konvergiert wegen der C0-Konvergenz gegen Null. Wir
erhalten somit uk → u in Cβ. □

Definition 1.3. Der lineare Differentialoperator
Lu = u̇− aijuij + biui + du

heißt gleichmäßig parabolisch, falls es ν, µ > 0 mit
ν|ξ|2 ≤ aij(x, t)ξiξj ≤ µ|ξ|2

für alle ξ ∈ Rn und alle (x, t) ∈ QT gibt.

Bemerkung 1.4 (Kompatibilitätsbedingungen). Wir wollen das Anfangs- und Rand-
wertproblem 

Lu = f in QT ,

u(·, 0) = φ in Ω,

u = Φ in ∂Ω× [0, T ]

in Ck+α; k+α
2

(
QT

)
lösen.
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(i) Ist u ∈ C0
(
QT

)
, so folgt φ = Φ(·, 0) auf ∂Ω, da diese Funktionen auf Ω× {0} bzw.

∂Ω × [0, T ] mit u übereinstimmen. Die Bedingung φ = Φ(·, 0) heißt 0-te Kompati-
bilitätsbedingung.

(ii) Ist u ∈ C2;1
(
QT

)
, so folgt φ ∈ C2 sowie Φ(x, ·) ∈ C1. Sind die Koeffizienten von

L in C0
(
QT

)
, so lassen sich alle Summanden von Lu stetig auf QT fortsetzen. In

∂Ω× {0} können wir Lu aber auch mit φ und Φ berechnen: Es gilt daher

Φ̇ = u̇ = aijuij − biui − du+ f = aijφij − biφi − dφ+ f.

Die erste Gleichheit gilt in ∂Ω × [0, T ], die zweite aufgrund der Stetigkeit in ganz
QT und die dritte für t = 0. Die Übereinstimmung der äußeren beiden Ausdrücke
auf ∂Ω× {0} heißt Kompatibilitätsbedingung der Ordnung eins.

(iii) Gelten u ∈ C4;2
(
QT

)
, aij, bi, d, f ∈ C2;1, so erhalten wir die Kompatibilitätsbedin-

gung der Ordnung zwei wie folgt:

Φ̈ = ü =
d

dt

(
aijuij − biui − du+ f

)
= ȧijuij + aiju̇ij − ḃiui − biu̇i − ḋu− du̇+ ḟ

= ȧijuij + akl
(
aijuij − biui − du+ f

)
kl

− ḃiui − bk
(
aijuij − biui − du+ f

)
k

− ḋu− d
(
aijuij − biui − du+ f

)
+ ḟ

= ȧijφij + akl
(
aijφij − biφi − dφ+ f

)
kl

− ḃiφi − bk
(
aijφij − biφi − dφ+ f

)
k

− ḋφ− d
(
aijφij − biφi − dφ+ f

)
+ ḟ .

(iv) Man erhält Kompatibilitätsbedingungen der Ordnung k, indem man in(
d

dt

)k
Φ =

(
d

dt

)k
u

die Zeitableitungen von u sukzessive mit Hilfe der Differentialgleichung Lu = f
durch räumliche Ableitungen ersetzt, dann diese durch die entsprechenden Ablei-
tungen von φ ersetzt und damit schließlich eine Bedingung in ∂Ω × {0} bekommt.
Diese Bedingung heißt k-te Kompatibilitätsbedingung.

(v) Wir werden im Existenzsatz genauso viele Kompatibilitätsbedingungen fordern, wie
bei der behaupteten Regularität ohnehin gelten müssen.

(vi) Für positive Zeiten gelten den Kompatibilitätsbedingungen entsprechende Bedin-
gungen wegen der Glattheit bzw. Regularität der Lösung automatisch bis zu der der
Glattheit entsprechenden Ordnung.

Theorem 1.5 ([16, Theorem IV.5.2, S. 320]). Sei Ω ⊂ Rn offen und T > 0. Definiere
QT := Ω × (0, T ). Seien k ∈ N, α ∈ (0, 1). Seien die Koeffizienten des gleichmäßig
parabolischen Operators

L : u 7→ u̇− aijuij + biui + du

in Ck+α; k+α
2

(
QT

)
. Sei ∂Ω ∈ Ck+2,α (im unbeschränkten Fall mit einer lokal gleich-

mäßigen Ck+2,a-Darstellung des Randes). Dann gibt es für beliebige Funktionen f ∈
Ck+α; k+α

2

(
QT

)
, beliebige φ ∈ Ck+2+α

(
Ω
)

und beliebige Φ ∈ Ck+2+α; k+2+α
2

(
QT

)
, die die

Kompatibilitätsbedingungen bis zur Ordnung
[
k+α
2

]
+ 1 =

[
k
2

]
+ 1 erfüllen, eine Lösung
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u ∈ Ck+2+α; k+2+α
2

(
QT

)
des Randwertproblems

(1.1)


Lu = f in QT ,

u(·, 0) = φ auf Ω,
u = Φ auf ∂Ω× [0, T ].

Ist Ω beschränkt, so ist u unter allen C2;1(QT ) ∩ C0
(
QT

)
-Lösungen eindeutig bestimmt.

Es gilt die Abschätzung

∥u∥
Ck+2+α; k+2+α

2 (QT )
≤(1.2)

≤ c ·
(
∥f∥

Ck+α; k+α
2 (QT )

+ ∥φ∥Ck+2+α(Ω) + ∥Φ∥
Ck+2+α; k+2+α

2 (QT )

)
mit c = c(Ω, k, α, L).

Beweisidee. Ein mögliches Vorgehen ist: Man zeigt zunächst die a priori Abschätzung für
u, benutzt dann, dass das entsprechende Resultat für die Wärmeleitungsgleichung richtig
ist und zeigt danach die Existenz mit Hilfe der Stetigkeitsmethode.

Die Eindeutigkeitsaussage ist klar. □

Wir interpretieren dieses Theorem nun funktionalanalytisch.

Bemerkung 1.6. Ab der Injektivität von L weiter unten benötigen wir die Beschränkt-
heit von Ω. Wir wollen diese daher annehmen.

(i) Die Menge aller

(f, φ,Φ) ∈ Ck+α; k+α
2

(
QT

)
× Ck+2+α

(
Ω
)
× Ck+2+α; k+2+α

2 (∂Ω× [0, T ]) ,

so dass sich sämtliche Terme mit f in den Kompatibilitätsbedingungen gegenseitig
aufheben und die die daher linearen Kompatibilitätsbedingungen bis zur Ordnung
[k/2]+1 erfüllen sind als endlicher Schnitt von Urbildern der Nullfunktion unter ste-
tigen linearen Funktionen abgeschlossen und daher ein Banachraum. Wir bezeichnen
ihn kurzfristig mit CBR (= Banachraum mit Kompatibilitätsbedingungen) ohne
dass die Abhängigkeit von k in der Notation auftaucht.

(ii) Der Operator

L : Ck+2+α; k+2+α
2

(
QT

)
→CBR,

u 7→ (Lu, u|Ω×{0}, u|∂Ω×[0,T ])

ist linear, stetig, injektiv, wenn wir als Zielraum den Raum Ck+α; k+α
2 × Ck+2+α ×

Ck+2+α; k+2+α
2 wählen. Ab jetzt wählen wir als Zielraum CBR. Die Definitionsmenge

brauchen wir nicht zu modifizieren, da (f, φ,Φ) = Lu aufgrund der Regularität von
u automatisch die Kompatibilitätsbedingungen erfüllt: imL ⊂ CBR. Nach Theorem
1.5 ist L surjektiv und besitzt eine stetige Inverse. Somit ist L ein Banachraumiso-
morphismus.

(iii) Sei k = 0. Es gilt (f, 0, 0) ∈ CBR (mit Kompatibilitätsbedingungen bis zur Ordnung
1), genau dann wenn f |∂Ω×{0} = 0 gilt. Wir wollen L auf das Urbild von

W × {0} × {0} ≡
{
f ∈ Cα;α

2

(
QT

)
: f |∂Ω×{0} = 0

}
× {0} × {0}

einschränken. Dieses ist durch{
u ∈ C2+α; 2+α

2

(
QT

)
: u|Ω×{0} = 0, u|∂Ω×[0,T ] = 0 und Lu|∂Ω×{0} = 0

}
=: V

5



gegeben. Somit erhalten wir, dass auch der Operator

L : V →W,

u 7→Lu

ein Banachraumisomorphismus ist.
(iv) Auch für den Satz von Arzelà-Ascoli und daraus abgeleitete Normkonvergenz benö-

tigen wir die Beschränktheit von Ω.

Theorem 1.7. (Kurzzeitexistenz für den graphischen mittleren Krümmungsfluss). Sei
α ∈ (0, 1). Seien Ω ⊂ Rn offen und beschränkt mit ∂Ω ∈ C2,α, u0 ∈ C2+α

(
Ω
)

und
φ ∈ C2+α (∂Ω× [0, 1]). Erfüllen u0, φ die Kompatibilitätsbedingungen (die man im nicht-
linearen Fall analog zum linearen Fall erhält) für die folgende Gleichung, dann gibt es zu
jedem β ∈ (0, α) ein T ∈ (0, 1) und ein eindeutig bestimmtes

u ∈ C2+β; 2+β
2

(
Ω× [0, T ]

)
,

das das Rand- und Anfangswertproblem
u̇ =

√
1 + |Du|2 · div

(
Du√

1 + |Du|2

)
in Ω× (0, T ),

u(·, 0) = u0 auf Ω,

u = φ auf ∂Ω× [0, T ]

löst und die C2+β; 2+β
2

(
Ω× [0, T ]

)
-Norm ist durch β und die Daten kontrolliert.

Wir behaupten hier nicht, T nach unten durch eine positive Konstante kontrollieren zu
können.

Beweis. Beim Beweis der Existenzaussage folgen wir [10], siehe auch [11, Theorem 2.5.7].
(i) Wir definieren

F
(
D2u,Du

)
:=
√

1 + |Du|2 · div

(
Du√

1 + |Du|2

)

=∆u− uiujuij
1 + |Du|2

,

also

F (r, p) :=

(
δij − pipj

1 + |p|2

)
rij.

(ii) Die Eindeutigkeit folgt aus dem Maximumprinzip und gilt bereits für C2;1(Ω ×
(0, T )) ∩ C0

(
Ω× [0, T )

)
-Funktionen: Seien u1, u2 zwei Lösungen, so gilt für w :=

u1 − u2 die Rand- und Anfangsbedingung w = 0 und die Differentialgleichung

ẇ = u̇1 − u̇2

=F
(
D2u1, Du1

)
− F

(
D2u2, Du2

)
=

1ˆ

0

d

dτ
F
(
τD2u1 + (1− τ)D2u2, τDu1 + (1− τ)Du2

)
dτ
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=

1ˆ

0

F ij(. . .) dτ · (u1 − u2)ij +

1ˆ

0

Fpi(. . .) dτ · (u1 − u2)i

≡ aijwij + biwi.

Es gilt aij ≻ 0. Somit liefert das Maximumprinzip die Behauptung.
(iii) Wir kommen nun zum Existenzbeweis: Betrachte das lineare parabolische Problem

˙̃u−∆ũ = F (D2u0, Du0)−∆u0 in Ω× (0, T ),

ũ(·, 0) = u0 auf Ω,
ũ = φ auf ∂Ω× [0, T ].

Da u0 und φ die Kompatibilitätsbedingungen nullter und erster Ordnung für den
mittleren Krümmungsfluss erfüllen, also u0 = φ und F (D2u0, Du0) = φ̇ auf ∂Ω ×
{0}, sind sie auch hier erfüllt. Somit besitzt dieses lineare Anfangswertproblem eine
Lösung ũ ∈ C2+α; 2+α

2

(
Q1

)
. Definiere

f̃ := ˙̃u− F
(
D2ũ, Dũ

)
.

Diese Definition ist so gemacht, dass ũ eine Lösung der Differentialgleichung mit
entsprechend definierter rechter Seite f̃ , also ˙̃u − F (D2ũ, Dũ) = f̃ , ist. An dieser
Stelle kann man das betrachtete Zeitintervall einschränken, so dass ũ dort nahe
bei u0 bleibt (was bei einem allgemeineren F nötig ist) oder man nimmt größere
Gradienten in Kauf (was wir machen). Es gelten f̃ ∈ Cα;α

2

(
Q1

)
und f̃(·, 0) = 0 auf

Ω.
(iv) Sei nun β ∈ (0, α) beliebig. Wir betrachten hier einen etwas kleineren Hölderexpo-

nenten um später die Kompaktheit Cα ⋐ Cβ ausnutzen zu können.
Definiere

V :=
{
η ∈ C2+β; 2+β

2

(
Q1

)
: η|Ω×{0} = 0 und η|∂Ω×[0,1] = 0

}
mit der C2+β; 2+β

2 -Norm. Da die Randbedingungen abgeschlossene Teilmengen defi-
nieren, ist V ein Banachraum. Definiere weiterhin den Operator Φ durch

Φ: V →
{
f ∈ Cβ;β

2

(
Q1

)
: f |∂Ω×{0} = 0

}
=: W,

η 7→ d

dt
(ũ+ η)− F

(
D2(ũ+ η), D(ũ+ η)

)
.

Nach Definition von V gilt Φ(η) ∈ W für alle η ∈ V , d. h. insbesondere ist die
Bedingung Φ(η)|∂Ω×{0} = 0 erfüllt. (Bei allgemeineren Funktionen F müsste man
hier u auf eine Umgebung von 0 einschränken, so dass F wie oben wohldefiniert
ist.) Wir wollen den Satz von der inversen Funktion anwenden. Nach Lemma 1.8 ist
Φ ∈ C1 und es gilt

DΦ(0)⟨η⟩ = d

dt
η −

(
δij − ũiũj

1 + |Dũ|2

)
︸ ︷︷ ︸

=Frij (D
2ũ,Dũ)

ηij − Fpi
(
D2ũ, Dũ

)
ηi.

Beachte, dass Lemma 1.8 auch für die Einschränkungen auf V bzw. W gilt. Nach
Bemerkung 1.6 istDΦ(0) : V → W ein Banachraumisomorphismus. Somit ist Φ lokal
um 0 ein Diffeomorphismus. Insbesondere gibt es also zu f ∈ W mit hinreichend
kleinem

∥∥f − f̃
∥∥
W

≡ ∥f − Φ(0)∥W ein η ∈ V mit Φ(η) = f .
7



Sei ρ : R → R glatt mit 0 ≤ ρ ≤ 1, ρ(t) ≡ 0 für t ≤ 1 und ρ(t) = 1 für t ≥ 2.
Setze ρε(t) := ρ(t/ε) und fε(x, t) := f̃(x, t) · ρε(t). Dann gilt

∥∥∥f̃ − fε

∥∥∥
W

→ 0 für

ε ↘ 0: Nach Lemma 1.9 sind die Cα;α
2 -Normen gleichmäßig beschränkt, es gilt

f̃ − fε = f̃(1 − ρε) → 0 in C0, da f̃(·, 0) = 0 ist, und somit folgt die Behauptung,
da die Einbettungen Cα;α

2 ↪→ Cβ;β
2 ↪→ C0 nach Arzelà-Ascoli kompakt sind, aus der

Abschätzung∥∥∥f̃ − fε

∥∥∥
Cβ;

β
2
≤ δ ·

∥∥∥f̃ − fε

∥∥∥
Cα;α2︸ ︷︷ ︸

≤c

+c(δ) ·
∥∥∥f̃ − fε

∥∥∥
C0︸ ︷︷ ︸

→0

.

Fixiere ε > 0 klein genug, so dass ein η ∈ V mit Φ(η) = fε existiert. Definiere
u := (ũ+ η)|Ω×[0,ε]. Dann gilt u ∈ C2+β; 2+β

2

(
Ω× [0, ε]

)
und u löst

u̇− F (D2u,Du) = 0 in Ω× (0, ε),

u(·, 0) = u0 auf Ω,
u(x, t) = φ(x) für (x, t) ∈ ∂Ω× [0, ε].

Dies beweist Theorem 1.7 mit T = ε. □

Lemma 1.8. Seien α, β ∈ (0, 1). Sei F ∈ C2;β (Rn×n × Rn) (mehr Argumente sind mit
einem nahezu identischen Beweis ebenfalls möglich; weiterhin sind β = 1 sowie F ∈ C3

ebenfalls zugelassen). Definiere

Φ: C2+α; 2+α
2

(
Q1

)
→Cαβ;αβ

2

(
Q1

)
,

u 7→ − u̇+ F
(
D2u,Du

)
.

Dann ist Φ ∈ C1 und es gilt

DΦ(u)⟨η⟩ = −η̇ + Frij
(
D2u,Du

)
ηij + Fpi

(
D2u,Du

)
ηi.

Beweis. Es gilt für festes (x, t)

d

dε
Φ(u+ εη)

∣∣∣∣
ε=0

=
d

dε

(
− d

dt
(u+ εη) + F

(
D2(u+ εη), D(u+ εη)

))∣∣∣∣
ε=0

= − d

dt
η + Frij

(
D2u,Du

)
ηij + Fpi

(
D2u,Du

)
ηi.

Mit dieser Rechnung erhalten wir, falls diese existiert, die Richtungsableitung von Φ.
Daher kommt nur der angegebenen Ausdruck als Ableitung von Φ in Frage. Aufgrund
der Linearität ist die Aussage über die Zeitableitung klar. Da bis zu zweimaliges Ableiten
als Abbildung C2+α; 2+α

2 → Cα;α
2 linear und stetig ist, dürfen wir annehmen, dass Φ die

Form

Φ: Cα;α
2

(
Q1

)
→ Cα;α

2

(
Q1

)
,

u 7→ Φ(u) = ((x, t) 7→ F (u(x, t)))

hat, wobei u vektorwertig ist, was wir aber in der Notation unterdrücken; das neue u
entspricht also (D2u,Du). Formal bekommen wir dies, indem wir Φ als Verknüpfung mit
dem Operator

D : C2+α; 2+α
2 → Cα;α

2 ,
8



u 7→ (u,Du,D2u, u̇)

schreiben: Φ(u)(x, t) = F (π3(D(u))(x, t), π2(D(u))(x, t)).
Wir wollen zunächst zeigen, dass

Φ(u) = Φ(v) +DF (v)⟨u− v⟩+ o(∥u− v∥
Cα;α2

)

in Cαβ;αβ
2 gilt. Wir setzen

L(x, t) := F (u(x, t))− F (v(x, t))−DF (v(x, t))⟨u(x, t)− v(x, t)⟩
und wollen also

sup
x,y,t

|L(x, t)− L(y, t)|
|x− y|αβ

= o(∥u− v∥
Cα;α2

),(1.3)

sup
x,t1,t2

|L(x, t1)− L(x, t2)|
|t1 − t2|

αβ
2

= o(∥u− v∥
Cα;α2

)(1.4)

und

sup
x,t

|L(x, t)| = o(∥u− v∥
Cα;α2

)(1.5)

zeigen. Dabei dürfen und werden wir stets ∥u∥
Cαβ;

αβ
2
+ ∥v∥

Cαβ;
αβ
2

≤ C annehmen.
Zunächst zu (1.3): Da F zweimal stetig differenzierbar ist, liefert die Taylorapproxi-

mation mit Restglied in ausgewählter Form

F (u(x, t)) = F (v(x, t)) +DF (v(x, t))⟨u(x, t)− v(x, t)⟩

+

1ˆ

0

(1− ζ)D2F (v(x, t) + ζ(u(x, t)− v(x, t))) dζ

· ⟨u(x, t)− v(x, t), u(x, t)− v(x, t)⟩.
Der Vollständigkeit halber hier ein paar Zeilen Beweis dazu; am Ende ersetze man x
durch u(x, t) und y durch v(x, t):

1ˆ

0

(1− ζ)D2F (y + ζ(x− y)) dζ⟨x− y, x− y⟩

=

1ˆ

0

(1− ζ)
d

dζ
DF (y + ζ(x− y)) dζ⟨x− y⟩

= −
1ˆ

0

d

dζ
(1− ζ)DF (y + ζ(x− y)) dζ⟨x− y⟩

+ (1− ζ)DF (y + ζ(x− y)) dζ⟨x− y⟩
∣∣1
0

=

1ˆ

0

DF (y + ζ(x− y)) dζ⟨x− y⟩ − 1 ·DF (y)⟨x− y⟩

=

1ˆ

0

d

dζ
F (y + ζ(x− y)) dζ −DF (y)⟨x− y⟩

9



= F (x)− F (y)−DF (y)⟨x− y⟩.

Weiterhin folgt wegen F ∈ C2,β∣∣D2F (a)−D2F (b)
∣∣ ≤ C · |a− b|β.

Wir definieren die symmetrische Bilinearform

B(x, t) := D2F (v(x, t) + ζ(u(x, t)− v(x, t)))⟨·, ·⟩
und erhalten für ζ ∈ [0, 1] in Abhängigkeit von den Höldernormen von u und v

|B(x, t)−B(y, t)| ≤ C · |ζ(u(x, t)− u(y, t)) + (1− ζ)(v(x, t)− v(y, t))|β

≤ C · |u(x, t)− u(y, t)|β + C · |v(x, t)− v(y, t)|β

≤ C · |x− y|αβ.
Es gilt

|L(x, t)− L(y, t)|

=

∣∣∣∣∣∣
1ˆ

0

(1− ζ)D2F (v + ζ(u− v)) dζ ⟨u− v, u− v⟩
∣∣
(x,t)

−
1ˆ

0

(1− ζ)D2F (v + ζ(u− v)) dζ ⟨u− v, u− v⟩
∣∣
(y,t)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
1ˆ

0

(1− ζ)B(x, t) ⟨u− v, u− v⟩|(x,t) − (1− ζ)B(y, t) ⟨u− v, u− v⟩|(y,t) dζ

∣∣∣∣∣∣
≤ sup

ζ∈[0,1]
|B(x, t) ⟨u− v, u− v⟩|(x,t) −B(y, t) ⟨u− v, u− v⟩|(y,t) |

≤ sup
ζ∈[0,1]

|B(x, t) ⟨u− v, u− v⟩|(x,t) −B(x, t) ⟨u− v, u− v⟩|(y,t) |

+ sup
ζ∈[0,1]

|B(x, t) ⟨u− v, u− v⟩|(y,t) −B(y, t) ⟨u− v, u− v⟩|(y,t) |

≤ sup
ζ∈[0,1]

∣∣B(x, t)⟨u− v, u− v⟩|(x,t) −B(x, t)⟨u− v, u− v⟩|(y,t)
∣∣

+ c · |x− y|αβ · |u(y, t)− v(y, t)|2

≡ I1 + I2.

Wir erhalten

I2 ≤ c · |x− y|α · ∥u− v∥2C0 ≤ c · |x− y|αβ · ∥u− v∥2
Cα;α2

und damit für diesen Teil eine Abschätzung wie wir sie für (1.3) benötigen. Weiterhin gilt
aufgrund der Symmetrie von B wegen der dritten binomischen Formel

I1 = |B(x, t)⟨(u− v)(x, t) + (u− v)(y, t), (u− v)(x, t)− (u− v)(y, t)⟩|
≤ c · (|(u− v)(x, t)|+ |(u− v)(y, t)|) · |(u− v)(x, t)− (u− v)(y, t)|
≤ c · ∥u− v∥C0 · ∥u− v∥

Cα;α2
· |x− y|α

≤ c · ∥u− v∥C0 · ∥u− v∥
Cα;α2

· |x− y|αβ,

da β ≤ 1 und |x − y| ≤ 2 gelten. Somit erhalten wir die gewünschte Abschätzung für
(1.3).

10



Zur Abschätzung für (1.4): Als Vorbereitung erhalten wir analog zu oben, wieder
unter Benutzung der Hölderstetigkeit von u und v, für die Differenz B(x, t1)−B(x, t2)

|B(x, t1)−B(x, t2)| ≤ C · |ζ(u(x, t1)− u(x, t2)) + (1− ζ)(v(x, t1)− v(x, t2))|β

≤ C · |u(x, t1)− u(x, t2)|β + C · |v(x, t1)− v(x, t2)|β

≤ C · |t1 − t2|
αβ
2 .

Damit ergibt sich ähnlich wie oben

|L(x, t1)− L(x, t2)|

=

∣∣∣∣∣∣
1ˆ

0

(1− ζ)B(x, t1) ⟨u− v, u− v⟩|(x,t1) −
1ˆ

0

(1− ζ)B(x, t2) ⟨u− v, u− v⟩|(x,t2)

∣∣∣∣∣∣
≤ sup

ζ∈[0,1]

∣∣∣B(x, t1) ⟨u− v, u− v⟩|(x,t1) −B(x, t1) ⟨u− v, u− v⟩|(x,t2)
∣∣∣

+ sup
ζ∈[0,1]

∣∣∣B(x, t1) ⟨u− v, u− v⟩|(x,t2) −B(x, t2) ⟨u− v, u− v⟩|(x,t2)
∣∣∣

≤ C ·
∣∣(u− v)2(x, t1)− (u− v)2(x, t2)

∣∣+ C · |t1 − t2|
αβ
2 · |u− v|2(x, t2)

≤ C · |(u− v)(x, t1)− (u− v)(x, t2)| · |(u− v)(x, t1) + (u− v)(x, t2)|

+ C · |t1 − t2|
αβ
2 · ∥u− v∥2

Cα;α2

≤ C · |t1 − t2|
α
2 · ∥u− v∥

Cα;α2
· ∥u− v∥C0 + C · |t1 − t2|

αβ
2 · ∥u− v∥2

Cα;α2

≤ C · |t1 − t2|
αβ
2 · ∥u− v∥2

Cα;α2

wie behauptet.
Zur Abschätzung für (1.5): Hier gilt

|L(x, t)| =

∣∣∣∣∣∣
1ˆ

0

(1− ζ)D2F (v(x, t) + ζ(u(x, t)− v(x, t))) dζ ⟨u− v, u− v⟩|(x,t)

∣∣∣∣∣∣
≤ C · ∥u− v∥2C0

und die Behauptung folgt.
Damit hat die Ableitung von Φ die angegebene Form. Wir haben also die Fréchet-

Differenzierbarkeit von Φ gezeigt.
Stetigkeit der Ableitung: Es fehlt noch der Nachweis, dass die Ableitung DΦ(x)⟨·⟩

stetig von u abhängt. Da dies für den Term mit der Zeitableitung offensichtlich ist, be-
trachten wir wieder Φ wie oben. Wir wollen also

∥DΦ(u)−DΦ(v)∥
L

(
Cα;α2 ;Cαβ;

αβ
2

) → 0 für (u− v) → 0 in Cα;α
2

zeigen. Wir wählen dazu η ∈ Cα;α
2 und beweisen dafür

∥DΦ(u)⟨η⟩ −DΦ(v)⟨η⟩∥
Cαβ;

αβ
2

≤ C · ∥u− v∥
Cα;α2

· ∥η∥
Cα;α2

,

wobei
(DΦ(u)⟨η⟩)(x, t) = DF (u(x, t))⟨η(x, t)⟩

ist. Wiederum sind die drei Bestandteile der Norm auf der linken Seite abzuschätzen.
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Räumliche Hölderhalbnorm: Für diese Rechnungen unterdrücken wir das ohnehin
nur konstante Argument t und nutzen die Notation wie für rein räumliche Hölderräume.
Damit ergibt sich

[DΦ(u)⟨η⟩ −DΦ(v)⟨η⟩]Cαβ

= [(DF (u)−DF (v))⟨η⟩]Cαβ

≤ [DF (u)−DF (v)]Cαβ · ∥η∥C0 + ∥DF (u)−DF (v)∥C0 · [η]Cαβ .

Bei der ersten Hölderhalbnorm auf der rechten Seite erhalten wir

|(DF (u)−DF (v))(x)− (DF (u)−DF (v))(y)|

=

∣∣∣∣∣∣
1ˆ

0

d

dζ
DF (ζu(x) + (1− ζ)v(x)) dζ −

1ˆ

0

d

dζ
DF (ζu(y) + (1− ζ)v(y)) dζ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
1ˆ

0

D2F (ζu(x) + (1− ζ)v(x)) dζ⟨u(x)− v(x), ·⟩

−
1ˆ

0

D2F (ζu(y) + (1− ζ)v(y)) dζ⟨u(y)− v(y), ·⟩

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
1ˆ

0

B(x) dζ⟨u(x)− v(x), ·⟩ −
1ˆ

0

B(y) dζ⟨u(y)− v(y), ·⟩

∣∣∣∣∣∣
≤ sup

ζ∈[0,1]
|B(x)⟨u(x)− v(x), ·⟩ −B(x)⟨u(y)− v(y), ·⟩|

+ sup
ζ∈[0,1]

|B(x)⟨u(y)− v(y), ·⟩ −B(y)⟨u(y)− v(y), ·⟩|

≤ C · |(u− v)(x)− (u− v)(y)|+ C · |x− y|αβ · |(u− v)(y)|
≤ C · ∥u− v∥Cα · |x− y|α + C · |x− y|αβ · ∥u− v∥C0

≤ C · ∥u− v∥Cα · |x− y|αβ,

da β ≤ 1 und |x− y| ≤ 2 gelten. Nun behandeln wir die Supremumsnorm auf der rechten
Seite. Es gilt

|DF (u)(x)−DF (v)(x)|

=

∣∣∣∣∣∣
1ˆ

0

d

dζ
DF (ζu(x) + (1− ζ)v(x)) dζ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
1ˆ

0

D2F (ζu(x) + (1− ζ)v(x)) dζ⟨u(x)− v(x), ·⟩

∣∣∣∣∣∣
≤ C · ∥u− v∥C0

≤ C · ∥u− v∥Cα .
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Zeitliche Hölderhalbnorm: Hier unterdrücken wir das konstante Argument x und
nutzen die Notation für Hölderräume in einer Variablen. Analog zur räumlichen Hölder-
halbnorm erhalten wir zunächst

[DΦ(u)⟨η⟩ −DΦ(v)⟨η⟩]
C

αβ
2

= [(DF (u)−DF (v))⟨η⟩]
C

αβ
2

≤ [DF (u)−DF (v)]
C

αβ
2
· ∥η∥C0 + ∥DF (u)−DF (v)∥C0 · [η]

C
αβ
2
.

Die Rechnungen für den ersten zeitlichen Hölderquotienten sind anfangs fast identisch zu
denen für den ersten räumlichen Hölderquotienten oben. Daher kürzen wir die Rechnung
etwas ab und erhalten

|(DF (u)−DF (v))(t1)− (DF (u)−DF (v))(t2)|

≤ . . . ≤ C · |(u− v)(t1)− (u− v)(t2)|+ C · |t1 − t2|
αβ
2 · |(u− v)(t2)|

≤ C · ∥u− v∥
C

α
2
· |t1 − t2|

α
2 + C · |t1 − t2|

αβ
2 · ∥u− v∥C0 .

Noch weniger unterscheiden sich die Abschätzungen für ∥DF (u) − DF (v)∥C0 , nämlich
nur beim letzten „≤“. Daher verzichten wir hier vollständig auf Details.

Supremumsnorm: Diesen Normbestandteil können wir nun auch noch leicht be-
schränken. Es gilt

|DΦ(u)⟨η⟩ −DΦ(v)⟨η⟩|
≤ sup

(x,t)∈Q1

|DΦ(u)−DΦ(v)| · ∥η∥C0

≤ sup
(x,t)

∣∣∣∣∣∣
1ˆ

0

d

dt
F (τu(x, t) + (1− τ)v(x, t)) dτ

∣∣∣∣∣∣ · ∥η∥C0

≤ sup
(x,t)

sup
ζ

∣∣D2F
∣∣ · sup

(x,t)

|u(x, t)− v(x, t)| · ∥η∥C0

≤ C · ∥u− v∥C0 · ∥η∥C0

≤ C · ∥u− v∥
Cα;α2

· ∥η∥
Cα;α2

.

Somit folgt die behauptete Stetigkeit und damit insgesamt Φ ∈ C1. □

Lemma 1.9. Seien Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, T > 0 und QT := Ω × (0, T ). Sei
f ∈ Cα;α

2

(
QT

)
mit f(·, 0) ≡ 0. Sei ρ : R → R glatt mit 0 ≤ ρ ≤ 1, ρ(t) ≡ 0 für t ≤ 1 und

ρ(t) = 1 für t ≥ 2. Setze ρε(t) := ρ(t/ε) und fε(x, t) := f(x, t) · ρε(t) für 0 < ε ≤ 1. Dann
ist fε ∈ Cα;α

2

(
QT

)
mit gleichmäßigen Normabschätzungen.

Beweis. Wir folgen [11, Lemma 2.5.8]. Es genügt, die Hölderhalbnorm bezüglich t zu
beschränken. Sei γ = α

2
. Wir wollen also

|fε(t1)− fε(t2)| ≤ c · |t1 − t2|γ

mit einer gleichmäßigen Konstanten c zeigen, wobei wir die x-Abhängigkeit unterdrückt
haben. Gelte ohne Einschränkung 0 ≤ t1 < t2 ≤ T . Wir schreiben die Differenz als

fε(t1)− fε(t2) = (f(t1)− f(t2))ρε(t2) + f(t1)(ρε(t1)− ρε(t2)).

Aufgrund der Hölderstetigkeit von f ist der erste Term unproblematisch. Für den zwei-
ten Term nehmen wir ohne Einschränkung an, dass t1 ≤ 2ε gilt, da dieser Term sonst
verschwindet. Wir betrachten nun zwei Fälle:
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(i) t2 ≤ 3ε: Wir benutzen f(0) = 0, die Hölderstetigkeit von f , die Lipschitzstetigkeit
von ρ bzw. ρε und erhalten

|f(t1)(ρε(t1)− ρε(t2))| = |f(t1)− f(0)| · |ρε(t1)− ρε(t2)|
≤ c · tγ1 · ε−1 · |t1 − t2|
≤ c · tγ2 · ε−1 · |t1 − t2|1−γ · |t1 − t2|γ

≤ c · tγ2 · ε−1 · t1−γ2 · |t1 − t2|γ

≤ c · |t1 − t2|γ.

(ii) t2 ≥ 3ε: Es folgt t2−t1 ≥ ε. Nun gelten t1 ≤ 2ε, ε ≤ t2−t1 sowie |ρε(t1)−ρε(t2)| ≤ 1
und wir erhalten

|f(t1)(ρε(t1)− ρε(t2))| ≤ |f(t1)− f(0)| · 1 ≤ c · tγ1 ≤ c · |t1 − t2|γ. □

Theorem 1.10 (Höhere Regularität). Es gelten die Voraussetzungen von Theorem 1.7
und sei auch T wie dort. Sind

u0 ∈ Ck+2+α
(
Ω
)
, φ ∈ Ck+2+α; k+2+α

2 (∂Ω× [0, T ]) ,

∂Ω ∈ Ck+2+α und erfüllen u0, φ die Kompatibilitätsbedingungen bis zur Ordnung
[
k
2

]
+1,

so gilt für die Lösung u aus Theorem 1.7

u ∈ Ck+2+β; k+2+β
2

(
Ω× [0, T ]

)
mit β ∈ (0, α) für k = 0 und β ∈ (0, α] für k ≥ 1. Die Ck+2+β; k+2+β

2

(
Ω× [0, T ]

)
-Norm

von u ist (in nichtlinearer Weise) durch β und die angegebenen Daten abgeschätzt.

Der folgende Beweis funktioniert spezifisch für den mittleren Krümmungsfluss und ist
dadurch besonders kurz. Eine gute Referenz für höhere Regularität allgemeiner nichtli-
nearer Gleichungen in der „Ecke“ ∂Ω × {0} habe ich derzeit nicht. Im allgemeinen Fall
braucht man k ≥ 2 für die letzte Aussage. In diesem Fall empfehle ich folgendes Vorgehen
(ohne die Details geprüft zu haben):

• Biege den Rand gerade und führe das Problem durch Subtraktion der Randwerte
auf „Nullrandwerte“ zurück.

• Spiegle und benutze Kompatibilitätsbedingungen für den Nachweis der Regulari-
tät der Spiegelung.

• Lokalisiere mit Hilfe einer Abschneidefunktion und betrachte Differenzenquotien-
ten wie im inneren Fall [11, Theorem 2.5.9].

Beweis.

(i) Den Fall k = 0 haben wir bereits in Theorem 1.7 behandelt.
(ii) Wir betrachten den graphischen mittleren Krümmungsfluss als Gleichung der Form

u̇ = aijuij in Ω× (0, T )

mit aij = δij − uiuj

1+|Du|2 .

(iii) Ist u ∈ C2+β; 2+β
2

(
Ω× [0, T ]

)
, so folgt direkt aus der Definition der Normen Du ∈

C1+β; 1+β
2

(
Ω× [0, T ]

)
. Dies ist auch bei Multiplikation, Summe und Inversenbildung

wie in aij von solchen Funktionen erhalten. Somit ist

aij ∈ C1+β; 1+β
2

(
Ω× [0, T ]

)
.
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Da u̇ = aijuij eine lineare Differentialgleichung ist, können wir die lineare Regula-
ritätstheorie für Anfangs- und Dirichlet Randwertprobleme mit Kompatibilitätsbe-
dingungen, die erhalten bleiben, auch wenn wir aij schreiben, aus Theorem 1.5 an-
wenden und erhalten eine C3+β; 3+β

2

(
Ω× [0, T ]

)
-Lösung, die aufgrund der Eindeutig-

keit mit u übereinstimmt. Da C3+β; 3+β
2

(
Ω× [0, T ]

)
stetig nach C2+α; 2+α

2

(
Ω× [0, T ]

)
einbettet, ist ab jetzt auch β = α erlaubt.

(iv) Der letzte Schritt nochmals mit α = β angewandt liefert nun

u ∈ C3+α; 3+α
2

(
Ω× [0, T ]

)
.

(v) Nun erhalten wir aij ∈ C2+α; 2+α
2 (oder mit β) und mit Theorem 1.5 u ∈ C4+α; 4+α

2 .
(vi) Analog folgen aij ∈ C3+α; 3+α

2 und u ∈ C5+α; 5+α
2 . Dies können wir solange fortsetzen,

wie es aufgrund der angenommenen Regularität von u0, φ und Ω und aufgrund der
angenommenen Kompatibilitätsbedingungen möglich ist.

(vii) Dieses Vorgehen wird auch als “bootstrapping argument” bezeichnet, auf Deutsch
aber nicht als Schuhbinde- oder Münchhausenargument. □

Korollar 1.11. Seien Ω ⊂ Rn offen und beschränkt ∂Ω ∈ C∞, u0 ∈ C∞ (Ω), φ ∈
C∞(∂Ω × [0, 1]). Erfüllen u0 und φ Kompatibilitätsbedingungen beliebiger Ordnung, so
gibt es ein T ∈ (0, 1], so dass das Anfangs- und Randwertproblem

u̇ =
√
1 + |Du|2 · div

(
Du√

1 + |Du|2

)
in Ω× (0, T ),

u(·, 0) = u0 auf Ω,
u(x, t) = φ(x, t) für (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ]

eine eindeutig bestimmte Lösung u ∈ C∞ (Ω× [0, T ]
)

besitzt. Dabei sind die Ck-Normen
von u durch die Daten kontrolliert.

Hier bezeichnet C∞ (Ω) keinen Banachraum, sondern
⋂
k∈N

Ck
(
Ω
)
.

Beweis. Benutze Theorem 1.10. Beachte dabei, dass sich das Zeitintervall für Lösungen
mit höherer Regularität nicht verringert. □

1.2. Supremums- und Gradientenschranken. Wir leiten nun a priori Schranken her,
mit deren Hilfe wir Langzeitexistenz zeigen. Dabei beschänken wir uns auf den Fall von
zeitunabhängigen Randwerten φ.

Lemma 1.12 (C0-Abschätzungen). Sei u ∈ C2+α; 2+α
2

(
Ω× [0, T ]

)
eine Lösung von

u̇ =
√

1 + |Du|2 · div

(
Du√

1 + |Du|2

)
in Ω× (0, T ),

u(·, 0) = u0 auf Ω,
u(x, t) = φ(x) für (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ].

Dann gilt
∥u∥L∞(Ω×(0,T )) ≤ ∥u0∥L∞(Ω).

Beweis. Wir vergleichen u mit konstanten Lösungen ±∥u0∥L∞(Ω). Das Maximumprinzip
liefert dann die Behauptung. □

15



Theorem 1.13 (C1-Abschätzungen am Rand). Sei ∂Ω ∈ C2+α und sei weiterhin u ∈
C2+α; 2+α

2

(
Ω× [0, T ]

)
eine Lösung von

u̇ =
√

1 + |Du|2 · div

(
Du√

1 + |Du|2

)
in Ω× (0, T ),

u(·, 0) = u0 auf Ω,
u(x, t) = φ(x) für (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ].

Sei die mittlere Krümmung des Randes nichtnegativ. Dann gilt

|Du| ≤ c auf ∂Ω× [0, T ]

mit einer nur von den Daten abhängigen Konstanten c.

Beweis. Wir konstruieren mit Hilfe der Distanzfunktion Barrieren.
(i) Sei d : Ω → R die in Ω positive Distanzfunktion zu ∂Ω. Wir haben in der Dif-

ferentialgeometrie Vorlesung, siehe auch [22, Korollar 3.27], gesehen, dass es bei
nichtnegativer mittlerer Krümmung des Randes ein ε > 0 gibt, so dass in

Ωε := {x ∈ Ω: d(x) < ε}
d ∈ C2 ist und dort −∆d ≥ 0 gilt.

Weiterhin sei daran erinnert, dass aus |Dd| = 1 auch dijdj = 0 folgt.
(ii) Für alle die [22] nicht kennen, geben wir hier einen davon unabhängigen Beweis im

Falle Ω = BR(0), dem in dieser Vorlesung wichtigsten Fall. Hier gilt

d =R− |x|,

di = − xi
|x|
,

dij = − 1

|x|

(
δij −

xixj
|x|2

)
,

∆d = − n− 1

|x|
.

(iii) Betrachte eine C2,α
(
Ω
)
-Fortsetzung von φ ∈ C2,α(∂Ω) mit kontrollierter Norm, die

wir wieder mit φ bezeichnen.
Wir wollen nun zeigen, dass es ein ε > 0 und eine Barriere der Form

w±(x) = φ(x)± ψ(d(x))

in Ωε gibt, so dass ψ(0) = 0, ψ′ ≥ ∥Du0∥L∞+∥Dφ∥L∞ in [0, ε], ψ(ε) ≥ 2(∥u0∥L∞(Ω)+
∥φ∥L∞(Ω)) und für w ≡ w+

ẇ −
√

1 + |Dw|2 · div

(
Dw√

1 + |Dw|2

)
≥ 0 in Ωε

sowie die umgekehrte Ungleichung für w− gelten. Dies sind statische Barrieren und
dieselbe Konstruktion wie für Minimalflächen in der Variationsrechnung. Dann wir-
ken w± zusammen mit den Barrieren aus den C0-Abschätzungen als Barrieren und
wir erhalten

w−(x) ≤ u(x, t) ≤ w+(x) für (x, t) ∈ Ωε × [0, T ]

mit Gleichheit für x ∈ ∂Ω. Somit folgt

∥Du∥L∞(∂Ω) ≤ ∥Dφ∥L∞(∂Ω) + ψ′(0).
16



Daher genügt es, die Existenz von solchen Barrieren zu zeigen.
(iv) Wir machen den Ansatz

ψ(d) = δ log(1 + σd)

mit noch zu wählenden Konstanten σ ≫ 1 sowie 1 ≥ δ > 0. Es gelten

w =φ+ ψ(d),

wi =φi + ψ′di,

wij =φij + ψ′dij + ψ′′didj,

0
!

≤ −
(
δij − wiwj

1 + |Dw|2

)
wij

= −∆φ−ψ′∆d︸ ︷︷ ︸
≥0

−ψ′′ +
wiwj

1 + |Dw|2
φij + ψ′ wiwj

1 + |Dw|2
dij + ψ′′ ⟨Dw,Dd⟩2

1 + |Dw|2

und wegen dijdi = 0

≥ − c
(
D2φ

)
− ψ′′ + ψ′ φiφj

1 + |Dw|2
dij︸ ︷︷ ︸

→0 für |Dw|→∞

+ψ′′ (⟨Dφ,Dd⟩+ ψ′)2

1 + |Dw|2
.

Wir betrachten die relevanten Terme mit ψ′′ separat und benutzen ψ′ > 0 sowie
ψ′′ < 0

− ψ′′
(
1− (⟨Dφ,Dd⟩+ ψ′)2

1 + |Dw|2

)
=

−ψ′′

1 + |Dw|2
(
1 + |Dφ|2 + 2ψ′⟨Dφ,Dd⟩+ (ψ′)2 · 1

−⟨Dφ,Dd⟩2 − 2ψ′⟨Dφ,Dd⟩ − ψ′2)
=

−ψ′′

1 + |Dw|2
(
1 + |Dφ|2 − ⟨Dφ,Dd⟩2

)
≥ −ψ′′

1 + |Dw|2
.

Nun gilt in Ωε mit ε = 1√
σ

ψ(d) = δ log(1 + σd),

ψ′(d) = δ
σ

1 + σd
≥ δ

σ

1 +
√
σ
,

ψ′′(d) = − δ
σ2

(1 + σd)2
= −1

δ
(ψ′(d))2.

Weiterhin gilt für η > 0 und σ ≥ σ0(δ,Dφ, η)

1 + |Dw|2 =1 + ⟨Dφ+ ψ′Dd,Dφ+ ψ′Dd⟩
=1 + |Dφ|2 + 2ψ′⟨Dφ,Dd⟩+ ψ′2

≤ c(η,Dφ) + (1 + η)ψ′2

17



≤ (1 + 2η)ψ′2.

Somit erhalten wir für η = 1
2

−ψ′′

1 + |Dw|2
≥ 1

δ
ψ′2 1

2ψ′2 =
1

2δ
.

Fixieren wir also δ > 0 hinreichend klein und dann σ hinreichend groß, so erhalten
wir die Differentialungleichung und die behaupteten Ungleichungen für ψ. Genauer
funktioniert dies wie folgt:

• ψ(0) = 0 ist klar.
• ψ′ ≫ 1: Wir nutzen insbesondere φ′(d) ≥ δ σ

1+
√
σ
.

• ψ(ε): Wir integrieren die Abschätzung für ψ′. Gegebenenfalls muss man δ und
σ vorher geeignet anpassen.

• Differentialungleichung: Da φ′ ≫ 1 und somit |Dw| ≫ 1 gilt, müssen wir
lediglich −ψ′′

1+|Dw|2 ≥ c erreichen. Es gilt wegen ψ′ ≫ 1

−ψ′′

1 + |Dw|2
≥

1
δ
(ψ′)2

2(ψ′)2
=

1

2δ
.

Somit bekommen wir Barrieren und die Behauptung folgt. □

Bemerkung 1.14. Man überlege sich, dass man auch im Falle |φ̇| ≤ c Abschätzungen
in C0 und C1 bekommt.

Nach der Definition von v erhalten wir aus der zugehörigen Evolutionsgleichung einen
einfacheren und nicht so technischen Beweis des folgenden Satzes.

Theorem 1.15 (C1-Abschätzungen im Inneren). Sei T > 0 und sei die Funktion u ∈
C3+α; 3+α

2

(
Ω× [0, T ]

)
eine Lösung von

u̇ =
√

1 + |Du|2 · div

(
Du√

1 + |Du|2

)
in Ω× (0, T ),

u(·, 0) = u0 auf Ω,
u(x, t) = φ(x) für (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ].

Dann gilt
sup

Ω×[0,T ]

|Du| ≤ sup
Ω

|Du0|+ max
∂Ω×[0,T ]

|Du|.

Beweis. Wir differenzieren die Evolutionsgleichung und erhalten aus

u̇ =

(
δij − uiuj

1 + |Du|2

)
uij

zunächst

u̇k =

(
δij − uiuj

1 + |Du|2

)
uijk − 2

uiku
juij

1 + |Du|2
+

uiuj

(1 + |Du|2)2
uij2u

lulk

sowie

d

dt

(
1

2
|Du|2

)
−
(
δij − uiuj

1 + |Du|2

)(
1

2
|Du|2

)
ij

=uku̇k −
(
δij − uiuj

1 + |Du|2

)(
ukukij + uki ukj

)
18



=

(
δij − uiuj

1 + |Du|2

)
ukuijk − 2

ukuiku
juij

1 + |Du|2
+ 2

uiujuij

(1 + |Du|2)2
ulukulk

−
(
δij − uiuj

1 + |Du|2

)
ukukij −

(
δij − uiuj

1 + |Du|2

)
uki ukj

= − ukuiku
juij

1 + |Du|2
+ 2

(
uiujuij

1 + |Du|2

)2

− uki u
i
k ≤ 0.

Die letzte Ungleichung sieht man wie folgt ein: Wir setzen ξk := uk√
1+|Du|2

und dürfen

ohne Einschränkung nach einer Rotation des Koordinatensystems ξ = he1 mit |h| < 1
annehmen. Somit ist für die behauptete Ungleichung zu zeigen, dass

2h4u211 ≤ h2ui1ui1 + uki u
i
k

gilt. Dies ist offensichtlicherweise richtig. Somit folgt die Behauptung direkt aus der Evo-
lutionsgleichung von |Du|2 und dem Maximumprinzip. □

Das folgende Theorem (de Giorgi-Nash-Moser Abschätzung) geben wir nur in einem
Spezialfall an, den wir benötigen, um die Hölderstetigkeit von aij in der Gleichung

u̇ =
√

1 + |Du|2 · div

(
Du√

1 + |Du|2

)
=

(
δij − uiuj

1 + |Du|2

)
uij ≡ aijuij

zu erhalten.

Theorem 1.16 ([16, Theorem IV.3.2.3, S. 533]). Seien T > 0, Ω ⊂ Rn offen und be-
schränkt und ∂Ω ∈ C2. Sei u ∈ C2;1

(
QT

)
mit QT = Ω× (0, T ) eine Lösung vonu̇ =

√
1 + |Du|2 · div

(
Du√

1 + |Du|2

)
in QT ,

u = φ auf P(Ω× (0, T )).

Dann gilt
∥Du∥Cα;α/2(QT ) ≤ c,

wobei α ∈ (0, 1) und c <∞ nur von ∥Du∥L∞(QT ), der C2-Norm von Ω und der C2;1-Norm
von φ auf P(Ω× (0, T )) abhängen.

1.3. Langzeitexistenz.

Theorem 1.17 (Langzeitexistenz). Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt mit ∂Ω ∈ C∞

und ∂Ω habe nichtnegative mittlere Krümmung. Seien u0 ∈ C∞ (Ω) und φ ∈ C∞(∂Ω).
Erfüllen u0 und φ Kompatibilitätsbedingungen beliebiger Ordnung, so gibt es eine eindeutig
bestimmte Lösung u ∈ C∞ (Ω× [0,∞)

)
des Anfangs- und Randwertproblemes

u̇ =
√

1 + |Du|2 · div

(
Du√

1 + |Du|2

)
in Ω× (0,∞),

u(·, 0) = u0 auf Ω,
u(x, t) = φ(x) für (x, t) ∈ ∂Ω× [0,∞).

Bemerkung 1.18.

(i) Da die Resultate aus [16] nicht von T abhängen, erhalten wir gleichmäßige Ck-
Abschätzungen für alle k.

(ii) Langzeitexistenz gilt auch im Falle |φ̇| ≤ c.
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Beweis von Theorem 1.17. Nach Korollar 1.11 gibt es diese Lösung u auf einem Zeitin-
tervall [0, T ] mit T > 0. Sei T > 0 mit dieser Eigenschaft maximal, wobei wir ggf. ein
Intervall der Form [0, T ) betrachten. Angenommen es gilt T < ∞. Aufgrund der obigen
C1-Abschätzungen inklusive der Hölderabschätzungen für den Gradienten ist dann

u̇ = aijuij

mit aij = δij − uiuj

1+|Du|2 eine gleichmäßig parabolische Gleichung mit gleichmäßig hölders-
tetigem aij. Aufgrund der linearen Theorie aus Theorem 1.5 ist dann

u ∈ C2+α; 2+α
2

(
Ω× [0, τ ]

)
für alle 0 < τ < T mit von τ unabhängigen Schranken. Wie beim Beweis der höhe-
ren Regularität in Theorem 1.10 erhalten wir sukzessive eine glatte Lösung mit a priori
Schranken.

Wir können also die Grenzfunktion u(·, T ) := lim
t↗T

u(·, t) definieren, denn nach Arzelà-

Ascoli existiert eine konvergente Teilfolge u(·, ti) mit ti ↗ T und dieser Grenzwert ist
aufgrund der u̇-Schranken eindeutig, für festes x ist nämlich u(x, t) in t eine Cauchyfolge,
denn es gilt

|u(x, t)− u(x, τ)| =

∣∣∣∣∣∣
tˆ

τ

u̇(x, s) ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ |t− τ | · sup |u̇|.

Für 0 < t < T erfüllen glatte Lösungen automatisch Bedingungen, die den Kompatibili-
tätsbedingungen bis auf die Tatsache, dass wir nicht mehr t = 0 betrachten, entsprechen.
Aus Stetigkeitsgründen gelten diese auch im Grenzwert, also für den glatten Grenzwert
u(·, T ).

Nach Korollar 1.11 gibt es also eine glatte Lösung ũ auf einem Zeitintervall [T, T+ε] mit
ε > 0. Da u(·, T ) = ũ(·, T ) gilt, stimmen aufgrund der Differentialgleichung auf Ω× {T}
sämtliche (räumlichen und zeitlichen) Ableitungen (bzw. deren einseitige Grenzwerte)
überein und somit ist

U(x, t) :=

{
u(x, t) für 0 ≤ t ≤ T,

ũ(x, t) für T ≤ t ≤ T + ε

auf [0, T + ε] eine glatte Lösung. Dies widerspricht der Maximalität von T . Somit ist
T = ∞ und wir erhalten glatte Langzeitexistenz.

Die Eindeutigkeit folgt aus dem Maximumprinzip. □

1.4. Konvergenz.

Theorem 1.19. Unter den Voraussetzungen von Theorem 1.17 konvergiert u(·, t) für
t→ ∞ gegen eine glatte Funktion U : Ω → R mit Randwerten φ und

H[U ] := div

(
DU√

1 + |DU |2

)
= 0.

Eine Funktion U mit H[U ] = 0 heißt Minimalfläche oder minimale Hyperfläche.

Beweis. Mit partieller Integration erhalten wir wegen H[u] = 0 auf ∂Ω× [0,∞)

d

dt

ˆ

Ω

√
1 + |Du|2 =

ˆ

Ω

uku̇k√
1 + |Du|2
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=

ˆ

Ω

uk√
1 + |Du|2

∂

∂xk

(√
1 + |Du|2 ·H[u]

)

= −
ˆ

Ω

∂

∂xk

(
uk√

1 + |Du|2

)
·
√
1 + |Du|2 ·H[u]

= −
ˆ

Ω

√
1 + |Du|2 ·H2[u].

Wir multiplizieren mit −1 und integrieren. Es folgt
T̂

0

ˆ

Ω

√
1 + |Du|2 ·H2[u] =

ˆ

Ω

√
1 + |Du|2

∣∣∣∣∣∣
t=0

−
ˆ

Ω

√
1 + |Du|2

∣∣∣∣∣∣
t=T︸ ︷︷ ︸

≤0

und somit erhalten wir
∞̂

0

ˆ

Ω

H2[u] ≤
ˆ

Ω

√
1 + |Du|2

∣∣∣∣∣∣
t=0

<∞.

Aufgrund der in x und t gleichmäßigen Gradientenschranken fürH[u] folgt darausH[u] →
0 und u̇→ 0 für t→ ∞.

Aufgrund der Abschätzungen erhalten wir zu jeder Folge ti → ∞ eine (nicht um-
benannte) Teilfolge, so dass u(·, ti) gegen eine Funktion U mit H[U ] = 0 konvergiert.
Nun liefert das Maximumprinzip, dass dieser Grenzwert U mit H[U ] = 0 stets dieselbe
Funktion sein muss. Somit konvergiert die gesamte Folge. □

Aufgabe 1.20. Seien wiederum die Voraussetzungen von Theorem 1.17 gegeben. Sei
weiterhin eine glatte Lösung U : Ω → R des RandwertproblemsH[u] = div

(
∇U√

1 + |∇U |2

)
in Ω,

u = φ auf ∂Ω

gegeben. Zeige Theorem 1.19 erneut, diesmal jedoch mit Hilfe des (strikten) parabolischen
Maximumprinzips.

2. Differentialgeometrie von Untermannigfaltigkeiten

2.1. Hyperflächen. Wir wiederholen nur die Differentialgeometrie von Hyperflächen im
Euklidischen und sind teilweise etwas allgemeiner als für die Vorlesung nötig.

Bezeichne X = X(x, t) = (Xα)1≤α≤n+1 den zeitabhängigen Einbettungsvektor einer
Mannigfaltigkeit Mn nach Rn+1 und d

dt
X = Ẋ die totale Zeitableitung. Definiere Mt :=

X(M, t) ⊂ Rn+1. Wir identifizieren häufig eine Mannigfaltigkeit mit ihrem Bild. Sei
X glatt (genug). Sei Mn glatt, orientierbar und vollständig oder mit Rand ∂Mn. Sei
ν = ν(x) = (να)1≤α≤n+1 der nach unten weisende (oder äußere) Normalenvektor an Mt

im Punkt x ∈ Mt. Die Einbettung X(·, t) induziert in jedem Punkt aus Mt eine Metrik
(gij)1≤i, j≤n und eine zweite Fundamentalform (hij)1≤i, j≤n. Mit (gij) bezeichnen wir die
Inverse von (gij). Diese Tensoren sind symmetrisch. Wir definieren die Hauptkrümmungen
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(λi)1≤i≤n als Eigenwerte der zweiten Fundamentalform bezüglich dieser Metrik. Dies heißt,
dass es in p ∈M zu jeder Hauptkrümmung λi ein 0 ̸= ξ ∈ TpM ∼= Rn mit

λi

n∑
l=1

gklξ
l =

n∑
l=1

hklξ
l oder, äquivalent dazu, λiξl =

n∑
k,r=1

glkhkrξ
r

gibt. Wir führen Eigenwerte entsprechend ihrer Häufigkeit gegebenenfalls mehrfach auf.
Sind sämtliche Hauptkrümmungen strikt positiv, so heißt eine Hyperfläche strikt konvex.
Dies ist für eine Sphäre oder den Graphen einer strikt konvexen Funktion der Fall. Mit(
h̃ij
)
1≤i, j≤n bezeichnen wir die Inverse der zweiten Fundamentalform.

Lateinische Indices laufen von 1 bis n und beziehen sich auf Größen auf der Hyper-
fläche. Griechische Indices bezeichnen Komponenten im umgebenden Raum Rn+1 und
laufen von 1 bis n + 1. (Beim mittleren Krümmungsfluss ohne Singularitäten werden
wir um eins erhöhte Dimensionen verwenden.) Wir verwenden die Einsteinsche Summen-
konvention. In Rn+1 betrachten wir stets Euklidische Koordinatensysteme mit höchstens
parallel verschobener n + 1-Achse. Wir heben oder senken lateinische Indices mit Hilfe
der Metrik oder ihrer Inversen (gij), für griechische Indices benutzen wir die flache Metrik
(gαβ)1≤α,β≤n+1 = (δαβ)1≤α,β≤n+1 des Rn+1. Somit bekommt die definierende Gleichung für
die Hauptkrümmungen die Gestalt λigklξl = hklξ

l.
Bezeichnet ⟨·, ·⟩ das Euklidische Skalarprodukt des Rn+1, so gilt

gij = ⟨X, i, X, j⟩ = Xα
, iδαβX

β
, j,

wobei wir mit den , i-Indices partielle Ableitungen bezeichnen. Für kovariante Ableitungen
bezüglich der induzierten Metrik benutzen wir Strichpunkte, also z. B. hij; k oder v;k. Sind
keine Missverständnisse zu befürchten, lassen wir Kommata und Strichpunkte auch wieder
weg. Definiere Xα

;i ≡ Xα
,i und

(2.1) Xα
; ij = Xα

, ij − ΓkijX
α
, k,

wobei
Γkij =

1
2
gkl(gil, j + gjl, i − gij, l)

die Christoffelsymbole der Metrik (gij) bezeichnen. Damit wird Xα
;ij ein Tensor.

Die Gaußformel lautet

(2.2) Xα
; ij = −hijνα.

Die Weingartengleichung ist

(2.3) να; i = hkiX
α
; k.

Mit der Gaußformel (2.2) oder der Weingartengleichung (2.3) können wir die zweite
Fundamentalform bestimmen.

Symmetrische Funktionen der Hauptkrümmungen sind wohldefiniert. Wir nennen H =
λ1+. . .+λn die mittlere Krümmung, |A|2 = λ21+. . .+λ

2
n das Quadrat der Norm der zweiten

Fundamentalform,K = λ1 ·. . .·λn die Gaußkrümmung und schreiben trAk = λk1+. . .+λ
k
n.

Es ist häufig praktisch, Koordinatensysteme zu wählen, so dass in einem festen Punkt
gij = δij gilt und (hij) diagonal ist, also (hij) = diag(λ1, . . . , λn). Dann ist∑

λkh
2
ij;k =

n∑
i, j, k=1

λkh
2
ij;k = hklhij; kh

j
i; l = hrshij; khab; lg

iagjbgrkgsl.

Wir benutzen diese Notation nur wenn wir (zumindest implizit) angenommen haben, dass
wir in solch einem Koordinatensystem sind.
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Wir betrachten Normalengeschwindigkeiten F die als Funktion von (λ1, . . . , λn) oder
(hij, gij) aufgefasst werden können. Ist F (λi) symmetrisch und glatt, so ist F (hij, gij)
ebenfalls glatt, siehe [11, Theorem 2.1.20]. Definiere F ij = ∂F

∂hij
, F ij, kl = ∂2F

∂hij∂hkl
. In einem

Koordinatensystem mit diagonaler zweiter Fundamentalform hij und gij = δij ist F ij

diagonal. Für F = H gilt F ij = gij, für F = |A|2 gilt F ij = 2hij = 2λig
ij und für

F = Kα, α ̸= 0, gilt F ij = αKαh̃ij = αKαλ−1
i gij.

Mit der Gaußgleichung kann man den Riemannschen Krümmungstensor aus der zweiten
Fundamentalform bestimmen.

(2.4) Rijkl = hikhjl − hilhjk.

In Euklidischen Koordinatensystemen in Rn+1 ist hij; k aufgrund der Codazzigleichun-
gen in allen drei Indices symmetrisch.

Mit der Ricciidentität können wir zweite Ableitungen vertauschen. Für die zweite Fun-
damentalform gilt

(2.5) hik; lj = hik; jl + hakRailj + haiRaklj.

Sind A und B Tensoren, so schreiben wir Aij ≽ Bij falls (Aij −Bij) positiv semidefinit
ist.

Mit c bezeichnen wir universelle und abgeschätzte Konstanten.

Bemerkung 2.1. (F ij)ij ist ein Tensor.

Beweis. Eine Krümmungsfunktion hänge nur von den Hauptkrümmungen ab, unabhängig
vom Koordinatensystem. Somit folgt in suggestiver Notation in Koordinaten x bzw. y
wegen

hyij =
∂xk

∂yi
hxkl

∂xl

∂yj

auch

F = F
((
hxij
)
,
(
gxij
))

= F

((
∂xk

∂yi
hxkl

∂xl

∂yj

)
,

(
∂xk

∂yi
gxkl
∂xl

∂yj

))
,

und mit Kettenregel

F kl
x =

∂F

∂hxkl
= F ij

y

∂hyij
∂hxkl

= F ij
y

∂ ∂x
r

∂yi
hxrs

∂xs

∂yj

∂hxkl
= F ij

y

∂xr

∂yi
δkr δ

l
s

∂xs

∂yj
= F ij

y

∂xk

∂yi
∂xl

∂yj
.

Diese Transformationsregel zeigt, dass F ij ein Tensor ist. □

2.2. Graphische Untermannigfaltigkeiten.

Lemma 2.2. Sei u : Rn → R glatt. Dann ist graphu eine Untermannigfaltigkeit des
Rn+1. Metrik gij, die nach unten weisende Normale ν, die zweite Fundamentalform hij,
die mittlere Krümmung H und die Gaußkrümmung K sind durch die folgenden Ausdrücke
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gegeben

gij = δij + uiuj,

gij = δij − uiuj

1 + |Du|2
,

ν =
((ui),−1)√
1 + |Du|2

≡ (Du,−1)

v
,

hij =
uij√

1 + |Du|2
≡ uij

v
,

H = div

(
Du√

1 + |Du|2

)
,

sowie

K =
detD2u

(1 + |Du|2)
n+2
2

,

wobei wir ui ≡ ∂u
∂xi

und uij = ∂2u
∂xi∂xj

benutzen.

Beachte, dass wir im Euklidischen nicht zwischen Du und ∇u zu unterscheiden brau-
chen.

Beweis.

(i) Sei X(x) := (x, u(x)), X : Rn → Rn+1 der Einbettungsvektor. Dann ist die Eukli-
dische Metrik die zurückgezogene euklidische Metrik des Rn+1, also g := X∗gRn+1

Eucl.
.

Es gilt X,i = (ei, ui). Somit folgt

gij = Xα
,i δαβX

β
,j = ⟨X,i, X,j⟩ = ⟨(ei, ui), (ej, uj)⟩ = δij + uiuj.

(ii) Man rechnet direkt nach, dass gij wie angegeben die Inverse von gij ist. Wir erinnern
an ui := δijuj. Die Rechnung vereinfacht sich, wenn wir ein Koordinatensystem mit
ui = 0 für i < n wählen.

(iii) Die Vektoren X,i = (ei, ui) sind tangential an graphu. Der Vektor ((−ui), 1) ≡
(−Du, 1) ist dazu orthogonal und daher bis auf Normierung ein Einheitsnormalen-
vektor.

(iv) Kombiniere (2.1) und (2.2). Wir bilden das Skalarprodukt mit ν und erhalten

hij = − ⟨X;ij, ν⟩ = −
〈
X,ij − ΓkijX,k, ν

〉
= −⟨X,ij, ν⟩

= −
〈
(0, uij),

((ui),−1)

v

〉
=
uij
v
.

(v) Es gilt

H =
n∑
i=1

λi = gijhij =

(
δij − uiuj

1 + |Du|2

)
uij√

1 + |Du|2

=
δijuij√
1 + |Du|2

− uiujuij

(1 + |Du|2)3/2

=
∆u√

1 + |Du|2
− uiujuij

(1 + |Du|2)3/2
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und andererseits ist

div

(
Du√

1 + |Du|2

)
=

n∑
i=1

∂

∂xi
ui√

1 + |Du|2

=
n∑
i=1

uii√
1 + |Du|2

−
n∑

i,j=1

uiujuji

(1 + |Du|2)3/2

=H.

(vi) Wir benutzen die definierende Gleichung der Hauptkrümmungen und erhalten

K =
n∏
i=1

λi = det
(
gijhjk

)
= det gij · dethij =

dethij
det gij

=
v−n detuij

v2
=

detD2u

(1 + |Du|2)
n+2
2

.

□

2.3. Zeitabhängige Hyperflächen. Wir betrachten hier nur nach Rn+1 eingebettete
n-dimensionale Mannigfaltigkeiten, also die Evolution von Hyperflächen im Euklidischen
(und später n+ 1-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des Rn+2). Höhere Kodimensio-
nen oder Flussgleichungen in Riemannschen Mannigfaltigkeiten oder in Lorentzmannig-
faltigkeiten betrachten wir hier nicht.

Definition 2.3. Sei Mn eine orientierbare n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Sei X(·, t) :
Mn → Rn+1, 0 ≤ t ≤ T ≤ ∞, eine glatte Familie von Einbettungen. Sei weiterhin ν eine
stetige Wahl des Einheitsnormalenvektors entlang X(·, t), die auch in t stetig ist. Dann
sagen wir, dass sich Mt := X(Mn, t) mit Normalengeschwindigkeit F bewegt, falls

d

dt
X = −Fν in Mn × [0, T )

gilt.

2.4. Evolution von Graphen. Es gelten auch lokale Varianten der folgenden beiden
Resultate.

Lemma 2.4. Sei u : Rn × [0,∞) → R eine glatte Funktion, so dass sich graphu(·, t)
gemäß d

dt
X = −Fν bewegt. Dann gilt

u̇ =
√
1 + |Du|2 · F.

Es ist im Allgemeinen nicht richtig, dass die (n+1)-ste Komponente in der Evolutions-
gleichung d

dt
X = −Fν gerade u̇ liefert, da die Normalengeschwindigkeit im Allgemeinen

neben der vertikalen noch eine horizontale Komponente besitzt.

Beweis. Sei p ein Punkt auf der abstrakten vermöge X nach Rn+1 eingebetteten Mannig-
faltigkeit. Da wir graphische Einbettungen betrachten, folgt

X(p, t) = (x(p, t), u(x(p, t), t)).

Wir betrachten nun das Skalarprodukt beider Seiten der Evolutionsgleichung mit ν und
erhalten

F = ⟨Fν, ν⟩ =
〈
− d

dt
X, ν

〉
= −

〈((
ẋk
)
, uiẋ

i + u̇
)
,

((ui),−1)√
1 + |Du|2

〉
=

u̇√
1 + |Du|2

.

□
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Korollar 2.5. Sei u : Rn × [0,∞) → R eine glatte Funktion, so dass graphu(·, t) den
mittleren Krümmungsfluss d

dt
X = −Hν löst. Dann gilt

u̇ =
√

1 + |Du|2 · div

(
Du√

1 + |Du|2

)
.

3. Evolutionsgleichungen

3.1. Allgemeine Evolutionsgleichungen. In diesem Kapitel leiten wir Evolutionsglei-
chungen geometrischer Größen her. Vergleiche beispielsweise [13, 14, 20]. Wir leiten ein
paar einfache Evolutionsgleichungen mehr als für den Rest der Vorlesung nötig her.

Sei die Familie (Mt)t von Hyperflächen eine (lokale) Lösung der Evolutionsgleichung

(3.1)
d

dt
X = −Fν,

wobei F = F (λi) eine glatte symmetrische Funktion ist. Dann gelten die folgenden Evo-
lutionsgleichungen.

Lemma 3.1. Für die Metrik gij gilt

(3.2)
d

dt
gij = −2Fhij.

Beweis. Nach Definition ist gij = ⟨X,i, X,j⟩ = Xα
,i δαβX

β
,j. Wir differenzieren diese Identi-

tät nach der Zeit. Ableitungen von δαβ verschwinden. Im Term Xα
,i sind alle Ableitungen

partielle Ableitungen. Somit erhalten wir
d

dt
gij =

(
Ẋα
)
,i
δαβX

β
,j +Xα

,i δαβ

(
Ẋβ
)
,j

(nach Vertauschen von räumlichen und zeitlichen partiellen Ableitungen)

= (−Fνα),i δαβX
β
,j +Xα

,i δαβ
(
−Fνβ

)
,j

(aufgrund der Evolutionsgleichung d
dt
X = −Fν)

= − Fνα;iδαβX
β
,j −Xα

,i δαβFν;j

(Terme mit Ableitungen F verschwinden, da ν und Xα
,i orthogonal aufeinander stehen; da

die Hintergrundmetrik gαβ = δαβ flach ist, stimmen kovariante und partielle Ableitungen
von ν überein)

= − FhkiX
α
,kδαβX

β
,j − FXα

,i δαβh
k
jX

β
,k

(aufgrund der Weingartengleichung (2.3))

= − Fhki gkj − Fgikh
k
j

(nach Definition der Metrik)

= − 2Fhij

(nach Definition von hij := hjkg
ki).

Somit folgt das Lemma. □
26



Korollar 3.2. Die Evolutionsgleichung des Volumenelementes dµ :=
√

det gij dx lautet

(3.3)
d

dt
dµ = −FH dµ.

Beweis. Übung. Dies benutzt die Formeln für die Ableitung der Determinante einer Ma-
trix. □

Lemma 3.3. Die (Einheits-)normale ν erfüllt

(3.4)
d

dt
να = gijF; iX

α
; j.

Beweis. Nach Definition hat die Einheitsnormale ν die Länge Eins, ⟨ν, ν⟩ = 1 = ναδαβν
β.

Wir differenzieren dies und erhalten

0 = ν̇αδαβν
β.

Daher genügt der Nachweis, dass die behauptete Gleichung gilt, wenn wir auf beiden Sei-
ten das Skalarprodukt mit einem beliebigen aber demselben Tangentialvektor bilden. Die
Vektoren X,i (die wir ab jetzt mit Xi bezeichnen wollen, da keine Verwechslungsgefahr
besteht; dies machen wir auch für andere Größen, falls partielle und kovariante Ableitun-
gen übereinstimmen) bilden eine Basis des Tangentialraumes T·M in einem festen Punkt.
Wir differenzieren die Gleichung

0 = ⟨ν,Xi⟩ = ναδαβX
β
i

und erhalten

0 =
d

dt
ναδαβX

β
i + ναδαβ

d

dt
Xβ
i

=
d

dt
ναδαβX

β
i + ναδαβ

(
d

dt
Xβ

)
i

=
d

dt
ναδαβX

β
i − ναδαβ

(
Fνβ

)
i
.

Somit gilt
d

dt
ναδαβX

β
i = ναδαβν

βFi + Fναδαβν
β
i

=Fi + F 1
2
⟨ν, ν⟩i = Fi

und das Lemma folgt, denn wenn wir nun auf beiden Seiten das Skalarprodukt der behaup-
teten Evolutionsgleichung mit Xk bilden, d. h. diese mit δαβXβ

k multiplizieren, erhalten
wir

d

dt
ναδαβX

β
k = gijFiX

α
j δαβX

β
k = gijFigjk = δikFi = Fk. □

Lemma 3.4. Für die zweite Fundamentalform hij gilt

(3.5)
d

dt
hij = F; ij − Fhki hkj.

Beweis. Aufgrund der Gaußschen Formel (2.2) gilt hij = −Xα
;ijνα. Wir differenzieren dies

und erhalten
d

dt
hij = − d

dt
⟨X;ij, ν⟩

= −
〈
d

dt
X;ij, ν

〉
−
〈
−hijν,

d

dt
ν

〉
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= −
〈
d

dt
X;ij, ν

〉
+ hij

〈
ν,
d

dt
ν

〉
= −

〈
d

dt
X;ij, ν

〉
= − d

dt

(
Xα
,ij − ΓkijX

α
k

)
να

= −
(
d

dt
Xα

)
,ij

να + Γkij

(
d

dt
Xα

)
,k

να

(wobei wegen Xα
i να = 0 keine Zeitableitungen von Γkij auftauchen)

=(Fνα),ijνα − Γkij(Fν
α),kνα

(aufgrund der Evolutionsgleichung)

=F,ijν
ανα + F,iν

α
,jνα + F,jν

α
,iνα + Fνα,ijνα − ΓkijF,kν

ανα − ΓkijFν
α
,kνα

=F;ij + Fνα,ijνα,

da F;ij = F,ij − ΓkijF,k und να,jνα = 1
2
(νανα)j = 0 gelten. Wir müssen also noch zeigen,

dass να,ijνα = −hki hkj gilt. Es gilt

να,ijνα = να;i,jνα

(da ναi = να;i )

= νa;ijνα

(να;ij = (να;i ),j − Γkijν
α
k und 0 = ναk να)

=
(
hkiX

α
k

)
;j
να

(aufgrund der Weingartengleichung (2.3))

=hki (−hkjνα)να

(aufgrund der Gaußgleichung (2.2) und der Orthogonalität Xα
k να = 0)

= − hki hkj

wie behauptet. Das Lemma folgt. □

Lemma 3.5. Die Normalengeschwindigkeit F erfüllt

(3.6)
d

dt
F − F ijF;ij = FF ijhki hkj.

Beweis. Es gilt, vergleiche beispielsweise [21, Lemma 5.4], den Beweis von [11, Theorem
2.1.20], oder leite dies explizit für die betrachtete Normalengeschwindigkeit her,

∂F

∂gkl
= −F ilhki .

Somit erhalten wir unter Verwendung von (3.2) und (3.5)
d

dt
F − F ijF;ij =− F ilhki

d

dt
gkl + F ij d

dt
hij − F ijF; ij

=− F ilhki (−2Fhij) + F ij
(
F;ij − Fhki hkj

)
− F ijF;ij
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=FF ijhki hkj. □

Wir benötigen noch explizitere Evolutionsgleichungen für geometrische Größen ⊞, in
denen d

dt
⊞−F ij⊞;ij vorkommt.

Lemma 3.6. Für die zweite Fundamentalform hij gilt

d

dt
hij − F klhij; kl =F klhakhal · hij − F klhkl · hai haj

− Fhki hkj + F kl, rshkl; ihrs; j.
(3.7)

Beweis. Direkte Rechnungen liefern

d

dt
hij − F klhij; kl =F;ij − Fhki hkj − F klhij;kl wegen (3.5)

=F klhkl; ij + F kl, rshkl; ihrs; j

− Fhki hkj − F klhij; kl

=F klhik; lj + F kl, rshkl; ihrs; j

− Fhki hkj − F klhik; jl nach Codazzi

=F kl (hakRailj + haiRaklj)− Fhki hkj

+ F kl, rshkl; ihrs; j wegen (2.5)

=F klhakhalhij − F klhakhajhil

+ F klhai halhkj − F klhai hajhkl

− Fhki hkj + F kl, rshkl; ihrs; j wegen (2.4)

=F klhakhalhij − F klhai hajhkl

− Fhki hkj + F kl, rshkl; ihrs; j.

Um zu sehen, dass sich die beiden unterstrichenen Terme gegenseitig aufheben, können
wir nutzen, dass F ij in einem Koordinatensystem, in dem hij diagonal ist und gij = δij
gilt, auch F ij diagonal ist, siehe Abschnitt 2.1. Alternativ nutzt man die Symmetrie
hij =

1
2
hij +

1
2
hji und addiert die entsprechenden Evolutionsgleichungen. Somit fallen die

potentiell nicht symmetrischen Anteile ebenfalls weg. □

Bemerkung 3.7. Im Beweis der Evolutionsgleichung der zweiten Fundamentalform (hij)
haben wir Indices vertauscht. Spezialisiert man hier auf den Fall F ij = gij, was für den
mittleren Krümmungsfluss gilt, so erhalten wir

H;ij −∆hij = |A|2hij −Hhki hkj.

Dieses Identität heißt auf Englisch “Simons’ identity” nach James Simon.

Bemerkung 3.8. Als direkte Folgerung aus (3.1) und (2.2) erhalten wir

d

dt
Xα − F ijXα

; ij =
(
F ijhij − F

)
να.(3.8)

Somit gilt

d

dt
|X|2 − F ij

(
|X|2

)
;ij

=2
(
F ijhij − F

)
⟨X, ν⟩ − 2F ijgij,
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Beweis. Es gilt

d

dt
|X|2 − F ij

(
|X|2

)
;ij

=2

〈
X,

d

dt
X

〉
− 2F ij⟨Xi, Xj⟩ − 2F ij⟨X,X;ij⟩

=2⟨X,−Fν⟩ − 2F ijgij − 2F ij⟨X,−hijν⟩. □

Lemma 3.9. Die Evolutionsgleichung für die Normale ν lautet

(3.9)
d

dt
να − F ijνα;ij = F ijhki hkj · να.

Beweis. Es gilt

d

dt
να − F ijνα;ij = gijF; iX

α
; j − F ij

(
hkiX

α
; k

)
; j

wegen (3.4) und (2.3)

= gijF klhkl; iX
α
; j − F ijhki; jX

α
; k − F ijhkiX

α
; kj

=F ijhki hkjν
α wegen (2.2). □

Lemma 3.10. Die Evolutionsgleichung des Skalarproduktes ⟨X, ν⟩ lautet

(3.10)
d

dt
⟨X, ν⟩ − F ij⟨X, ν⟩;ij = −F ijhij − F + F ijhki hkj⟨X, ν⟩.

Beweis. Es gilt

d

dt
⟨X, ν⟩ − F ij⟨X, ν⟩;ij =Xαδαβ

(
d

dt
νβ − F ijνβ;ij

)
+

(
d

dt
Xα − F ijXα

; ij

)
δαβν

β

− 2F ijXα
; iδαβν

β
; j

=F ijhki hkj⟨X, ν⟩+
(
F ijhij − F

)
⟨ν, ν⟩

− 2F ijXα
; iδαβh

k
jX

β
; k

unter Benutzung von (2.3), (3.8), und (3.9)

=F ijhki hkj⟨X, ν⟩ − F ijhij − F. □

Lemma 3.11. Sei (ηα) = −en+1 = (0, . . . , 0,−1). Dann erfüllt ṽ := ⟨η, ν⟩ ≡ ηαν
α

d

dt
ṽ − F ij ṽ;ij =F ijhki hkj ṽ(3.11)

und v := ṽ−1 erfüllt

d

dt
v − F ijv;ij = − vF ijhki hkj − 2

1

v
F ijvivj.(3.12)

Beweis. Die Evolutionsgleichung von ṽ folgt direkt aus (3.9). Für die Herleitung der
Evolutionsgleichung von v benutzen wir

v̇ = − ṽ−2 ˙̃v = −v2 ˙̃v,
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vi = − ṽ−2ṽi = −v2ṽi

und

v;ij = − ṽ−2ṽ;ij + 2ṽ−3ṽiṽj = −v2ṽ;ij + 2v−1vivj.

Damit folgt

d

dt
v − F ijv;ij = −v2

(
d

dt
ṽ − F ij ṽij

)
− 2

1

v
F ijvivj

= −v2
(
F ijhki hkj ṽ

)
− 2

1

v
F ijvivj.

Somit ergibt sich auch die Evolutionsgleichung für v. □

3.2. Evolutionsgleichungen für den mittleren Krümmungsfluss. Im Zusammen-
hang mit einer Familie von Hyperflächen (Mt)t bezeichnet ∆ den Laplace-Beltrami Ope-
rator bezüglich der induzierten Metrik. Es gilt ∆w = gijw;ij.

Theorem 3.12. Für Lösungen des mittleren Krümmungsflusses gelten die Evolutions-
gleichungen

d

dt
X = −Hν,

d

dt
X −∆X =0,

d

dt
|X|2 −∆|X|2 = − 2n,

d

dt
gij = − 2Hhij,

d

dt
dµ = −H2 dµ,

d

dt
H −∆H =H|A|2,

d

dt
hij −∆hij = |A|2hij − 2Hhki hkj,

d

dt
ν −∆ν = |A|2ν,

d

dt
⟨X, ν⟩ −∆⟨X, ν⟩ = − 2H + |A|2⟨X, ν⟩,

d

dt
ṽ −∆ṽ = |A|2ṽ,

d

dt
v −∆v = − v|A|2 − 2

v
|∇v|2,

d

dt
|A|2 −∆|A|2 = − 2|∇A|2 + 2|A|4,

d

dt
|∇mA|2 −∆ |∇mA|2 ≤ − 2

∣∣∇m+1A
∣∣2

+ C(m,n)
∑

i+j+k=m

|∇mA| ·
∣∣∇iA

∣∣ · ∣∣∇jA
∣∣ · ∣∣∇kA

∣∣ ,
wobei ∇mA die m-fache Ableitung von A bezeichnet.
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Beweis. Bis auf die Evolutionsgleichungen für |A|2 und |∇mA|2 folgt dies direkt aus den
allgemeinen Evolutionsgleichungen des letzten Kapitels.

(i) Mit Hilfe der Evolutionsgleichungen von gij und hij erhalten wir
d

dt
|A|2 −∆|A|2 = d

dt

(
hijg

jkhklg
li
)
−∆

(
hijg

jkhklg
li
)

=2

(
d

dt
hij −∆hij

)
gjkhklg

li

− 2hijg
jagbkhklg

li d

dt
gab − 2grshij;rg

jkhkl;sg
li

=2|A|4 − 4Hhki h
j
kh

i
j + 4Hhki h

j
kh

i
j − 2|∇A|2,

wobei wir im letzten Schritt die Codazzigleichung benutzt haben.
(ii) Wir gehen wie bei [12, 13] vor. Da dies nicht direkt aus den obigen Überlegungen

folgt, verlagern wir den Beweis in Lemmata im Rest des Abschnittes. □

Wir schreiben S ∗ T für Linearkombinationen von Kontraktionen von S und T , der
Metrik g und ihrer Inversen.

Lemma 3.13. Unter dem mittleren Krümmungsfluss gilt für die Christoffelsymbole
d

dt
Γkij = A ∗ ∇A.

Beweis. Die Differenz zweier Christoffelsymbole ist ein Tensor [17, Kapitel 3.5 (4.15) S.
75]. Somit gilt dies auch für die Zeitableitung als Grenzwert von Differenzenquotienten.
Nach Definition ist

Γkij =
1

2
gkl
(
∂

∂xi
glj +

∂

∂xj
gil −

∂

∂xl
gij

)
.

Wir differenzieren dies nach der Zeit und dürfen dabei die Zeitableitung mit den partiellen
räumlichen Ableitungen vertauschen.

d

dt
Γkij = − 1

2
gka
(
d

dt
gab

)
gbl
(
∂

∂xi
glj +

∂

∂xj
gil −

∂

∂xl
gij

)
+

1

2
gkl
(
∂

∂xi
d

dt
glj +

∂

∂xj
d

dt
gil −

∂

∂xl
d

dt
gij

)
= − gkaġabΓ

b
ij +

1

2
gkl
(
∂

∂xi
(−2Hhlj) +

∂

∂xj
(−2Hhil)−

∂

∂xl
(−2Hhij)

)
Γ=0
= − gkl (∇i(Hhlj) +∇j(Hhil)−∇l(Hhij)) .

Die linke Seite ist ein Tensor. In der letzten Gleichheit haben wir daher ein spezielles
Koordinatensystem mit Γkij = 0 für alle i, j, k wählen dürfen. Das Ergebnis rechts ist nun
auch ein Tensor und die angegebene Gleichheit gilt wieder in allgemeinen Koordinaten-
systemen. Die Behauptung können wir nun direkt aus der Formel ablesen. □

Lemma 3.14. Sei B ein Tensor auf Mt, d. h. mit „lateinischen Indices“, der unter dem
mittleren Krümmungsfluss

d

dt
B −∆B = C

erfüllt. Dann gilt
d

dt
∇B −∆∇B = ∇C + A ∗ ∇A ∗B + A ∗ A ∗ ∇B.
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Beweis. Es gilt, wobei beim ersten ∗ keine zusätzlichen g oder g−1-Terme auftreten, die
man noch ableiten müsste,

d

dt
∇iB =

d

dt
(B,i + Γ·

i· ∗B)

=

(
d

dt
B

)
,i

+ Γ·
i· ∗

d

dt
B +

d

dt
Γ·
i· ∗B

=∇i
d

dt
B + A ∗ ∇A ∗B,

wobei wir im letzten Schritt die beiden ersten Terme wieder zu einer kovarianten Ablei-
tung kombinieren durften, da sie aus einer solchen entstanden sind.

Aufgrund der Vertauschungsregeln für kovariante Ableitungen aus der Differentialgeo-
metrie gilt allgemein

∆∇kB = gij∇i∇j∇kB

= gij∇i(∇k∇jB +B ∗ Rm)

= gij∇k∇i∇jB +∇B ∗ Rm+B ∗ ∇Rm

=∇k∆B +∇B ∗ Rm+B ∗ ∇Rm .

Für Hyperflächen im Rn+1 gilt Rm = A ∗ A. Somit erhalten wir

∆∇B = ∇∆B +∇B ∗ A ∗ A+B ∗ ∇A ∗ A.

Somit folgt

d

dt
∇B −∆∇B =∇

(
d

dt
B −∆B

)
+ A ∗ ∇A ∗B + A ∗ A ∗ ∇B

=∇C + A ∗ ∇A ∗B + A ∗ A ∗ ∇B

wie behauptet. □

Korollar 3.15. Für den mittleren Krümmungsfluss gilt

d

dt
∇mA−∆∇mA =

∑
i+j+k=m

∇iA ∗ ∇jA ∗ ∇kA.

Beweis. Benutze die Evolutionsgleichung d
dt
A−∆A = A ∗A ∗A, Induktion und Lemma

3.14. □

Lemma 3.16. Für den mittleren Krümmungsfluss gilt

d

dt
|∇mA|2 −∆ |∇mA|2 = −2

∣∣∇m+1A
∣∣2 + ∑

i+j+k=m

∇iA ∗ ∇jA ∗ ∇kA ∗ ∇mA.

Beweis. Benutze die Produktregel und Korollar 3.15. □

4. Ganze Graphen

4.1. Überblick und Gradientenschranken. Für ganze Graphen haben K. Ecker und
G. Huisken den folgenden Existenzsatz bewiesen [8, Theorem 5.1]
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Theorem 4.1. Sei u0 : Rn → R lokal Lipschitz stetig. Dann gibt es eine Funktion
u ∈ C∞

loc (Rn × (0,∞)) ∩ C0
loc (Rn × [0,∞)), dieu̇ =

√
1 + |Du|2 · div

(
Du√

1 + |Du|2

)
in Rn × (0,∞),

u(·, t) → u0 für t↘ 0 in C0
loc (Rn)

löst.

Beweisstrategie.

(i) Approximiere u0 durch glatte Funktionen. Daher werden wir nachfolgend annehmen,
dass u0 glatt ist.

(ii) Sei R > 0. Wir betrachten eine Folge von Dirichletproblemen
u̇ =

√
1 + |Du|2 · div

(
Du√

1 + |Du|2

)
in B3R(0)× (0,∞),

u(·, 0) = uR in B3R(0),

u(·, t) = 0 auf ∂B3R(0) für alle t ≥ 0,

wobei uR glatt ist, uR = u0 in BR(0) und uR = 0 in B3R(0) \ B2R(0) erfüllt. Nach
Theorem 1.17 besitzt dieses Dirichletproblem eine glatte Lösung uR für alle t ≥ 0.
Am Ende wollen wir den Grenzwert R → ∞ betrachten um eine Lösung zu erhalten.

(iii) Um im Grenzwert R → ∞ eine Teilfolge zu erhalten, die gegen eine Lösung konver-
giert, benötigen wir lokale a priori Abschätzungen.

(iv) Sphären liefern lokale C0-Schranken.
(v) Die Gradientenabschätzung dafür zeigen wir in Theorem 4.2.
(vi) Weiterhin gelten für Ableitungen der zweiten Fundamentalform A innere Abschätz-

ungen der Form

sup
B 1

2 r
(x0)

|∇mA|2(·, t) ≤ c

(
m,n, sup

Br(x0)×[0,t]

|Du|

)
·
(

1

r2
+

1

t

)m+1

,

falls sich eine Lösung des mittleren Krümmungsflusses über Br(x0) als Graph schrei-
ben lässt, siehe [8, Corollary 3.5]. Auch die später behandelte Form, die sich einfacher
zeigen lässt, ist ausreichend.

(vii) Nach Arzelà-Ascoli gibt es nun eine Teilfolge von
(
uR
)
R
, die für R → ∞ wie ge-

wünscht gegen eine Lösung u ∈ C∞
loc(Rn × (0,∞)) konvergiert. Wir erhalten die ge-

wünschte Differentialgleichung. Die a priori-Schranken bleiben auch für den Grenz-
wert gültig. Nachfolgend kümmern wir uns um die Anfangswerte.

(viii) Wegen |H| ≤
√
n|A| ≤ c√

t
nahe t = 0 werden die Anfangswerte für t = 0 angenom-

men. Im Detail: Es gilt

|u(x, t1)− u(x, t2)| ≤ c ·
∣∣√t2 −√

t1
∣∣ .

Somit erhalten wir für festes x ∈ Rn eine Cauchyfolge für t↘ 0. Daher können wir
u0(x) := lim

t↘0
u(x, t) definieren und erhalten |u0(x) − u(x, t2)| ≤ c ·

√
t2. Wir wollen

nun noch u0 = u0 zeigen. Es gilt∣∣u0(x)− u0(x)
∣∣

≤
∣∣u0(x)− u(x, t)

∣∣+ ∣∣u(x, t)− uR(x, t)
∣∣+ ∣∣uR(x, t)− u0(x)

∣∣
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≤ c ·
√
t+
∣∣u(x, t)− uR(x, t)

∣∣+ c ·
√
t.

Sei ε > 0. Wir fixieren t > 0 hinreichend klein und erhalten, dass der erste und analog
der dritte Term auf der rechten Seite kleiner als ε sind. Aufgrund der aus Arzelà-
Ascoli gefolgerten Konvergenz erhalten wir nun, dass der mittlere Term für ein großes
R durch ε beschränkt ist. Somit folgt u0 = u0. Wir erhalten die Abschätzung

|u0(x)− u(x, t)| ≤ c ·
√
t

für glatte Anfangsdaten u0. Diese gilt bei lokal gleichmäßigen Lipschitzschranken
mit einer von u unabhängigen Konstanten c.

(ix) Wir haben zunächst angenommen, dass u0 glatt ist. Ist dies nicht der Fall, so star-
ten wir mit Anfangswerten uε0(x) → u0(x) für ε ↘ 0. Konstruieren wir uε0 durch
Faltung, so sind die Funktionen gleichmäßig in 0 < ε ≤ 1 lokal Lipschitz. Diese
glatten Anfangsdaten werden aufgrund der obigen Überlegung angenommen und es
gilt |uε(x, t)− uε0(x)| ≤ c ·

√
t, mit für (x, t) aus einer kompakten Menge unabhän-

gig von ε > 0 gleichmäßig beschränktem c. Weiterhin wird der Grenzwert u mit
Arzelà-Ascoli definiert, es gilt also ohne Einschränkung uε(x, t) → u(x, t) für ε↘ 0.
Wir sehen, dass u ebenfalls die Differentialgleichung erfüllt. Die a priori-Schranken
bleiben auch hier beim Grenzübergang ε↘ 0 erhalten. Wir erhalten weiterhin

|u0(x)− u(x, t)|
≤ |u0(x)− uε0(x)|+ |uε0(x)− uε(x, t)|+ |uε(x, t)− u(x, t)| .

Der mittlere Term ist aufgrund der obigen Überlegungen für glatte Anfangsdaten
durch c ·

√
t abgeschätzt, die beiden äußeren Terme werden für ε ↘ 0 wie oben

beschrieben klein. Daher folgt

|u0(x, t)− u(x, t)| ≤ c ·
√
t

und die Anfangswerte werden auch für Lipschitzstartwerte angenommen. □

Für die folgenden a priori Schranken nehmen wir stets an, dass (Mt)t eine glatte Fami-
lie von Hyperflächen ist, die den graphischen mittleren Krümmungsfluss (zumindest in)
BR+1(x̂0)× [0,∞) mit x0 =

(
x̂0, x

n+1
0

)
löst.

Wir erhalten die folgenden Gradientenschranken.

Theorem 4.2 ([8, Theorem 2.1]). Seien R > 0 und x0 ∈ Rn+1 beliebig. Definiere

φ(x, t) := R2 − |x− x0|2 − 2nt.

Bezeichne φ+ := max{φ, 0} den positiven Teil von φ. Dann gilt für Lösungen u ∈
C∞(BR(x̂0) × (0, T )) ∩ C1(BR(x̂0) × [0, T ]) des graphischen mittleren Krümmungsflus-
ses

vφ+ ≤ sup
M0

vφ+.

Wir geben einen technisch etwas einfacheren Beweis als in der Originalarbeit.

Beweis. Definiere w := vφ+, genauer:

w(p, t) = v(p, t) · φ+(X(p, t), t).

Wir betrachten stets nur die Menge

{(p, t) : φ(X(p, t), t) > 0}.
Am räumlichen Rand dieser Menge gilt w = 0. (Genaugenommen müssen wir zunächst
mit etwas verkleinerten Radien R > 0 arbeiten um sicherzustellen, dass dies auch für
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t = 0 richtig ist und dann wieder den ursprünglichen Radius approximieren.) Sei ohne
Einschränkung x0 = 0.

Zunächst leiten wir die Evolutionsgleichung von φ her. Es gilt
d

dt
φ−∆φ =−2

〈
X, Ẋ

〉
− 2n− gij

(
−2⟨X,Xij⟩ − 2⟨Xi, Xj⟩

)
= − 2n+ 2n = 0.

In einem positiven räumlichen Maximum von w gilt

0 = ∇w = ∇v · φ+ v∇φ, also ∇φ = −φ1
v
∇v.

Somit erhalten wir dort
d

dt
w −∆w =

(
d

dt
v −∆v

)
φ+ v

(
d

dt
φ−∆φ

)
− 2⟨∇v,∇φ⟩

=φ

(
−v|A|2 − 2

v
|∇v|2

)
+ v · 0 + 2

φ

v
|∇v|2 ≤ 0.

Daher folgt die Behauptung aus dem Maximumprinzip. □

Im folgenden Theorem erhalten wir eine Gradientenabschätzung, die auch für große
Zeiten gilt.

Theorem 4.3 ([8, Theorem 2.3]). Sei u ∈ C∞(BR(z0) × (0, T )) ∩ C1(BR(z0) × [0, T ])
eine Lösung des graphischen mittleren Krümmungsflusses auf BR(z0)× (0, T ). Dann gibt
es Konstanten C1 = C1(n) und C2 = C2(n), so dass für alle 0 ≤ t ≤ T

v(z0, t) ≤ C1 · sup
BR(z0)

v(·, 0) · exp

C2
1

R2
sup
t∈[0,T ]

((
sup

BR(z0)×[0,T ]

u

)
− u(z0, t)

)2


gilt.

Wir bemerken, dass die rechte Seite der Abschätzung unendlich und damit die Aussage
trivial wird, wenn der Anfangswert nicht lipschitzstetig ist oder u am Rand unbeschränkt
wird.

Beweis von Theorem 4.3. Wir folgen der Originalarbeit und bauen die untersuchte Funk-
tion allmählich auf. Nach horizontaler Verschiebung dürfen wir ohne Einschränkung
z0 = 0 annehmen. Weiterhin betrachten wir lediglich den Fall R = 1. Der allgemeine Fall
folgt dann durch Skalieren: Ist u : BR(0)× [0, T ] → R eine Lösung des graphischen mitt-
leren Krümmungsflusses, so auch ũ : B1(0) × [0, T/R2] → R mit ũ(x, t) = 1

R
u (Rx,R2t).

Wegen ∇ũ(x, t) = ∇u (Rx,R2t) ändert sich v dabei nicht und die 1/R2-Skalierung in
der Exponentialfunktion ergibt sich gerade, wenn wir die Abschätzung mit R = 1 auf
ũ anwenden und dann mit u umschreiben. Da T nicht explizit in der Abschätzung auf-
tritt, schreiben wir nun wieder T statt T/R2. Nach vertikaler Verschiebung dürfen wir
schließlich ohne Einschränkung u ≤ −1 in BR(0)× [0, T ] und sogar

sup
BR(0)×[0,T ]

u = −1

annehmen.
Wir rechnen ab jetzt auf der Mannigfaltigkeit. Dies bedeutet insbesondere, dass wir

u = ⟨X, ζ⟩ = Xn+1
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mit ζ = en+1 verwenden und somit (
d

dt
−∆

)
u = 0

gilt. Sei η = η(x, t) ≥ 0 eine glatte Funktion mit η(·, t) ∈ C∞
c (B1(0)) für alle t ∈ [0, T ].

Nehme an, dass
sup

B1(0)×[0,T ]

(vη) = (vη)(x0, t0)

für eine t0 ∈ (0, T ] und ein x0 ∈ B1(0) gilt. (Im Fall t0 = 0 ist die Behauptung quasi
trivial und wir können dem Beweis ab (4.2) weiter folgen.) Dann folgen in (x0, t0)

∇(vη) = 0

und (
d

dt
−∆

)
(vη) ≥ 0.

Als Vorbereitung berechnen wir unter Benutzung der Maximalbedingung und der Evolu-
tionsgleichung von v

0 = ∇(vη) = η∇v + v∇η,

∇η = −η
v
∇v,

−2⟨∇v,∇η⟩ = 2
η

v
|∇v|2,

0 ≤
(
d

dt
−∆

)
(vη)

= η

(
d

dt
−∆

)
v + v

(
d

dt
−∆

)
η − 2⟨∇v,∇η⟩

= η

(
−v|A|2 − 2

v
|∇v|2

)
+ v

(
d

dt
−∆

)
η + 2

η

v
|∇v|2

= v

(
d

dt
−∆

)
η − vη|A|2.

Wegen v ≥ 1 und η ≥ 0 folgt daraus

(4.1) 0 ≤
(
d

dt
−∆

)
η.

Sei nun speziell η von der Form

η = −1 + exp(λφ)

mit λ > 0 und mit β > 0

φ =

{(
1
2β
u+ 1− (|X|2 − u2)

)
+

für X ∈ B1(0)× R,

0 sonst.

Am Rand ∂B1(0) × R ist |X|2 − u2 = 1. Da auch u < 0 für X ∈ B1(0) × R gilt, ist φ
eine Lipschitzfunktion, die nur für X ∈ B1(0)×R von Null verschieden sein kann. In der
Menge, in der φ positiv ist, ist φ glatt und wir können dort wie gewohnt rechnen. Es gilt
dort

∇φ =
1

2β
∇u−∇

(
|X|2 − u2

)
,
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|∇φ|2 = 1

4β2
|∇u|2 +

∣∣∇ (|X|2 − u2
)∣∣2 − 1

β

〈
∇u,∇

(
|X|2 − u2

)〉
,(

d

dt
−∆

)
φ =

1

2β

(
d

dt
−∆

)
u−

(
d

dt
−∆

)(
|X|2 − u2

)
= 0− (−2n) + 2u

(
d

dt
−∆

)
u− 2|∇u|2

= 2n+ 0− 2|∇u|2

≤ 2n,

wobei wir am Ende die Evolutionsgleichungen für den mittleren Krümmungsfluss genutzt
haben. Aus der Evolutionsgleichung für η, siehe (4.1), und der direkt darauf folgenden
Definition von η mittels φ erhalten wir

η̇ = λeλφφ̇,

∇η = λeλφ∇φ,
∆η = λeλφ∆φ+ λ2eλφ|∇φ|2,

0 ≤
(
d

dt
−∆

)
η

= λeλφ
[
φ̇−∆φ− λ|∇φ|2

]
,(

d

dt
−∆

)
φ ≥ λ|∇φ|2,

2n ≥ λ

(
1

4β2
|∇u|2 − 1

β

〈
∇u,∇

(
|X|2 − u2

)〉)
.

Die beiden Terme auf der rechten Seite rechnen wir nun genauer aus.

u = ⟨X, ζ⟩,
∇u = ⟨∇X, ζ⟩,

∇
(
|X|2 − u2

)
= 2⟨X,∇X⟩ − 2u⟨∇X, ζ⟩,〈

∇u,∇
(
|X|2 − u2

)〉
= ζαX

α
i g

ij
(
2Xβ

j δβγX
γ − 2uζβX

β
j

)
= 2ζαX

α
i g

ijXβ
j δβγX

γ − 2uζαX
α
i g

ijXβ
j ζβ

= 2ζα
(
δαβ − νανβ

)
δβγX

γ − 2uζα
(
δαβ − νανβ

)
ζβ

= 2⟨ζ,X⟩ − 2⟨ζ, ν⟩⟨ν,X⟩ − 2u⟨ζ, ζ⟩+ 2u⟨ζ, ν⟩2

= 2u+ 2
1

v
⟨ν,X⟩ − 2u · 1 + 2u

1

v2

= 2
1

v
⟨ν,X⟩+ 2u

1

v2
.

Die hier verwendete Beziehung

Xα
i g

ijXβ
j = δαβ − νανβ

besagt, dass die linke Seite auf den Tangentialraum projiziert. Man überprüft sie direkt,
indem man sie mit ν und den TangentialvektorenXi, 1 ≤ i ≤ n, testet. Das Skalarprodukt
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⟨ν,X⟩ behandeln wir in graphischer Notation und erhalten

⟨ν,X⟩ =

〈
(∇u,−1)√
1 + |∇u|2

, (x, u)

〉

=
⟨∇u, x⟩√
1 + |∇u|2

− u

v

≤ |∇u| · |x|√
1 + |∇u|2

− u

v

≤ 1− u

v
,

da x ∈ B1(0). Somit erhalten wir, nun wieder als Rechnung auf den Hyperflächen Mt,〈
∇u,∇

(
|X|2 − u2

)〉
≤ 2

1

v
− 2

u

v2
− 2u

1

v2

=
2

v
,

|∇u|2 = |∇⟨ζ,X⟩|2

= ζαX
α
i g

ijXβ
j ζβ

= ζα
(
δαβ − νανβ

)
ζβ

= ζαδ
αβζβ − (ζαν

α)2

= |ζ|2 − ⟨ζ, ν⟩2

= 1− 1

v2
.

Setzen wir dies oben ein, so erhalten wir

2n ≥ λ

(
1

4β2

(
1− 1

v2

)
− 1

β

2

v

)
.

Nun fixieren wir λ = 64nβ2. Dann ergibt sich im Maximum von vη

2n ≥ 64nβ2

(
1

4β2

(
1− 1

v2

)
− 1

β

2

v

)
,

1 ≥ 32

(
1

4
− 1

4

1

v2
− 2β

v

)
= 8− 8

1

v2
− 64β

1

v
,

0 ≥ 7v2 − 64βv − 8

= 7

((
v − 32

7
β

)2

−
(
32

7

)2

β2 − 8

7

)
,

v − 32

7
β ≤

√(
32

7

)2

β2 +
8

7
≤ 32

7
β + 2,

v ≤ 2 + 10β.

Daraus erhalten wir wegen φ ≤ 1

vη ≤ max
Mt0

(vη) ≤ (2 + 10β) sup
Mt0

η
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≤ (2 + 10β)eλ = (2 + 10β)e64nβ
2

.

Auf {0}×R gilt |X|2 = u2. Dort schreiben wir laxerweise wieder u(0, t0) sowie v(0, ·) und
erhalten nochmals wegen φ ≤ 1 für t ∈ [0, T ], auch im Falle, dass t0 = 0 war,[

e
64nβ2( 1

2β
u(0,t)+1)

+ − 1
]
v(0, t)(4.2)

≤ sup
M0∩(B1(0)×R)

(ηv) + (2 + 10β)e64nβ
2

≤ eλ sup
M0∩(B1(0)×R)

v + (2 + 10β)e64nβ
2

= e64nβ
2

(
sup
B1(0)

v(·, 0) + (2 + 10β)

)
,

wobei wir v zuletzt wieder graphisch betrachtet haben. Wir setzen nun

β := sup
t∈[0,T ]

−u(0, t) = sup
t∈[0,T ]

|u(0, t)| ≥ 1,

wobei β ≥ 1 nach Annahme u ≤ −1 gilt. Die Klammer auf der linken Seite unserer
Abschätzung mit v(0, t) wollen wir weiter nach unten abschätzen. Dafür reicht u < 0
nicht, wir benutzen auch u ≤ −1. Es gilt(

1

2β
u(0, t) + 1

)
+

≥

(
1

2β

(
− sup

t∈[0,T ]
|u(0, t)|

)
+ 1

)
+

=

(
1

2β
(−β) + 1

)
+

= −1

2
+ 1 =

1

2
,[

e
64nβ2( 1

2β
u(0,t)+1)

+ − 1
]

≥ e64nβ
2 1
2 − 1

≥ e32 − 1 ≥ 1,

wobei wir hier eine strikt positive untere Schranke für β benutzt haben. Wir erhalten
damit

v(0, t) ≤ e64nβ
2

(
sup
B1(0)

v(·, 0) + (2 + 10β)

)

= e64nβ
2

(
sup
B1(0)

v(·, 0) + (2 + 10β) sup
B1(0)

v(·, 0)

)
= e64nβ

2

(3 + 10β) sup
B1(0)

v(·, 0)

≤ e64nβ
2
(
e10β

2

+ e10β
2
)
sup
B1(0)

v(·, 0)

≤ e64nβ
2+10β2 · 2 · sup

B1(0)

v(·, 0)

≤ e64nβ
2+10β2+β2 · sup

B1(0)

v(·, 0)
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≡ exp

C(n)( sup
t∈[0,T ]

−u(0, t)

)2
 · sup

B1(0)

v(·, 0).

Wir erinnern uns, dass

sup
B1(0)×[0,T ]

−u = −1

gilt. Damit können wir den Faktor in der Exponentialfunktion in die gewünschte Gestalt
bringen. Wir erhalten (

sup
t∈[0,T ]

−u(0, t)

)2

= sup
t∈[0,T ]

(−u(0, t))2

= sup
t∈[0,T ]

(1− 1− u(0, t))2

= sup
t∈[0,T ]

(
1 +

(
sup

B1(0)×[0,T ]

u

)
− u(0, t)

)2

≡ sup
t∈[0,T ]

(1 +M − u(0, t))2

= sup
t∈[0,T ]

(
1 + 2 · 1(M − u(0, t)) + (M − u(0, t))2

)
≤ sup

t∈[0,T ]

(
2 + 2(M − u(0, t))2

)
= 2 + 2 sup

t∈[0,T ]
(M − u(0, t))2.

Nach Anwenden der Exponentialfunktion erhalten wir gerade

v(0, t) ≤ C1(n) sup
B1(0)

v(·, 0) · exp

C2(n) sup
t∈[0,T ]

((
sup

B1(0)×[0,T ]

u

)
− u(0, t)

)2


wie behauptet. □

Den exponentiellen Anteil kann man mit Hilfe der Oszillation oder der Supremumsnorm
prägnanter aufschreiben. Indem wir das Theorem auf alle Mengen der Form BR/2(y) ×
[0, T ] für y ∈ BR/2(x0) gleichzeitig anwenden, erhalten wir zudem noch eine lokale Ab-
schätzung.

Korollar 4.4. Sei u ∈ C∞(BR(z0) × (0, T )) ∩ C1(BR(x0) × [0, T ]) eine Lösung des
graphischen mittleren Krümmungsflusses. Dann gibt es Konstanten C1 = C1(n) und
C2 = C2(n), so dass

sup
BR/2(z0)×[0,T ]

v ≤ C1 · sup
BR(z0)

v(·, 0) · exp
(
C2 ·

1

R2
· ∥u∥L∞(BR(z0)×[0,T ])

)
gilt.
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4.2. Krümmungsschranken. Zunächst leiten wir eine auch später nützliche Evoluti-
onsgleichung her. Hilfreich ist hier insbesondere der Term −2kg2.

Lemma 4.5. Unter dem graphischen mittleren Krümmungsfluss erfüllt

g = |A|2 v2

1− kv2
≡ |A|2 · φ(v2)

die Evolutionsgleichung(
d

dt
−∆

)
g ≤ −2kg2 − 2k

(1− kv2)2
|∇v|2g − 2φv−3⟨∇v,∇g⟩,

falls k > 0 so klein gewählt ist, dass 1− kv2 > 0 gilt.

Beweis. Wir rechnen zunächst mit einer allgemeinen Funktion φ > 0. Es gilt

ġ =

(
d

dt
|A|2

)
φ+ |A|2φ′2vv̇,

gi = |A|2;iφ+ |A|2φ′2vvi,

gij = |A|2;ijφ+ |A|2φ′2vvij

+ |A|2;iφ′2vvj + |A|2;jφ′2vvi

+ |A|2φ′′4v2vivj + |A|2φ′2vivj,(
d

dt
−∆

)
g =

((
d

dt
−∆

)
|A|2

)
φ+ 2|A|2φ′v

(
d

dt
−∆

)
v

− 2φ′v
〈
∇|A|2,∇v

〉
− 2φ′v

〈
∇|A|2,∇v

〉
− |A|2

(
2φ′′v2 + φ′) |∇v|2

≤
(
2|A|4 − 2|∇A|2

)
φ+ 2|A|2φ′v

(
−v|A|2 − 2

v
|∇v|2

)
− 2φ′v

〈
∇
(
|A|2φ 1

φ

)
,∇v

〉
+ 4φ′v|A| · |∇A| · |∇v|

− |A|2
(
2φ′′v2 + φ′) |∇v|2

≤ 2|A|4
(
φ− φ′v2

)
− 2|∇A|2φ

− 2
φ′

φ
v⟨∇g,∇v⟩+ 2

φ′2

φ2
v|A|2φ2v|∇v|2

+ 2|∇A|2φ+ 2
φ′2

φ
v2|A|2|∇v|2

− 2|A|2
(
2φ′′v2 + φ′ + 2φ′) |∇v|2

= 2|A|4 (φ− φ′v)− 2
φ′

φ
v⟨∇g,∇v⟩

− 2|A|2
(
2φ′′v2 + 3φ′ − 3

φ′2

φ
v2
)
|∇v|2.

Kombinationen von Ausdrücken mit φ betrachten wir separat und erhalten für unsere
spezielle Funktion φ mit x = v2

φ(x) =
x

1− kx
,
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φ′(x) =
1

1− kx
+

kx

(1− kx)2
=

1

(1− kx)2
,

φ′′(x) = 2
k

(1− kx)3
,

φ− φ′x =
x

1− kx
− x

(1− kx)2
= − kx2

(1− kx)2
= −kφ2,

φ′

φ
=

1

x

1

1− kx
=

1

x2
φ =

1

v4
φ,

2φ′′x+ 3φ′ − 3
φ′2

φ
x = 4

kx

(1− kx)3
+ 3

1

(1− kx)2
− 3

1

(1− kx)3

=
4kx+ 3− 3kx− 3

(1− kx)3
=

kx

(1− kx)3
=

k

(1− kv2)2
φ.

Somit ergibt sich(
d

dt
−∆

)
g ≤ −2k|A|4φ2 − 2φ

1

v3
⟨∇g,∇v⟩ − 2

k

(1− kv2)2
φ|A|2|∇v|2

= −2kg2 − 2k

(1− kv2)2
|∇v|2g − 2φ

1

v3
⟨∇g,∇v⟩

wie behauptet. □

Für unsere Abschneidefunktion erhalten wir

Lemma 4.6. Unter dem (graphischen) mittleren Krümmungsfluss erfüllt

η =
(
R2 − r

)2
mit

(i) r = |X|2 + 2nt und
(ii) r = |X|2 − u2

in der Menge mit r ≤ R2 und t ≥ 0 die Abschätzung(
d

dt
−∆

)
η ≤ 2c(n)R2 − 2|∇r|2.

Beweis. Im Beweis wollen wir nicht die genaue Gestalt von r = r(X, t) ≥ 0 benutzen,
sondern nur, dass die folgenden beiden Abschätzungen gelten:∣∣∣∣( d

dt
−∆

)
r

∣∣∣∣ ≤ C(n) und |∇r|2 ≤ C(n)r.

Dazu rechnen wir diese Abschätzung für die beiden betrachteten Funktionen zunächst
separat nach.

(i) Sei zunächst r = |X|2 + 2nt. Wie bei den Gradientenabschätzungen nutzen wir
Xα
i g

ijXβ
j = δαβ − νανβ und erhalten∣∣∣∣( d

dt
−∆

)
r

∣∣∣∣ = ∣∣∣2〈X, Ẋ〉+ 2n− 2⟨X,∆X⟩ − 2|∇X|2
∣∣∣

≤ 2n+ 2|∇X|2

= 2n+ 2Xα
i g

ijXβ
j δαβ

= 2n+ 2
(
δαβ − νανβ

)
δαβ
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= 2n+ 2(n+ 1)− 2|ν|2 = 4n.

Wir nutzen diese Identität nochmals und erhalten

|∇r|2 = 4⟨X,Xi⟩gij⟨Xj, X⟩
= 4XαδαβX

β
i g

ijXγ
j δγεX

ε

= 4Xαδαβ
(
δβγ − νβνγ

)
δγεX

ε

= 4|X|2 − 4⟨X, ν⟩2

≤ 4r

wie behauptet.
(ii) Sei nun r = |X|2 − u2 ≡ |X|2 − ⟨X, ζ⟩2 mit ζ = en+1. Dann erhalten wir(

d

dt
−∆

)
r = 2

〈
X, Ẋ −∆X

〉
− 2|∇X|2 − 2u

〈
ζ, Ẋ −∆X

〉
+ 2|∇u|2

= 0− 2Xα
i g

ijXβ
j δαβ − 0 + 2ζαX

α
i g

ijXβ
j ζβ

= −2(n+ 1− 1) + 2
(
1− ⟨ζ, ν⟩2

)
und somit die erste Ungleichung, auch mit Beträgen. Weiterhin gilt

|∇r|2 = (2XαX
α
i − 2uζαX

α
i ) g

ij
(
2XβX

β
j − 2uζβX

β
j

)
= 4(Xα − uζα)

(
δαβ − νανβ

)
(Xβ − uζβ)

= 4|X|2 − 8u⟨X, ζ⟩+ 4u2 − 4⟨X, ν⟩2 + 8u⟨X, ν⟩⟨ν, ζ⟩ − 4u2⟨ζ, ν⟩2

= 4
(
|X|2 − u2

)
− 4 (⟨X, ν⟩ − u⟨ν, ζ⟩)2

≤ 4r

wie behauptet.
(iii) Nun erhalten wir in einer direkten Rechnung

η =
(
R2 − r

)2
,

η̇ = −2
(
R2 − r

)
ṙ,

ηi = −2
(
R2 − r

)
ri,

ηij = −2
(
R2 − r

)
rij + 2rirj,(

d

dt
−∆

)
η = −2

(
R2 − r

)
(ṙ −∆r)− 2|∇r|2

≤ 2C(n)R2 − 2|∇r|2

wie behauptet. □

Lemma 4.7. Unter dem graphischen mittleren Krümmungsfluss erfüllt gη in Punkten
mit η > 0 die Ungleichung(
d

dt
−∆

)
(gη) ≤ −2kg2η−2

〈
φv−3∇v + η−1∇η,∇(gη)

〉
+C(n)

((
1 +

1

kv2

)
r +R2

)
g.

Beweis. Unter Berücksichtigung der bereits hergeleiteten Abschätzungen für g und η
erhalten wir(

d

dt
−∆

)
(gη) = η

(
d

dt
−∆

)
g + g

(
d

dt
−∆

)
η − 2⟨∇g,∇η⟩

44



≤ −2kg2η − 2k

(1− kv2)2
|∇v|2gη − 2φv−3⟨∇v,∇g⟩η

+ g
(
2c(n)R2 − 2|∇r|2

)
− 2⟨∇g,∇η⟩.

Die Terme mit ∇g betrachten wir genauer. Es gelten

−2φv−3⟨∇v,∇g⟩η = −2φv−3

〈
∇v,∇

(
gη

1

η

)〉
η

= −2φv−3⟨∇v,∇(gη)⟩+ 2φv−3⟨∇v,∇η⟩gη 1

η2
η

= −2φv−3⟨∇v,∇(gη)⟩ − 4φv−3(R2 − r)⟨∇v,∇r⟩g

≤ −2φv−3⟨∇g,∇(gη)⟩+ 2k

(1− kv2)2
|∇v|2gη

+ 2φ2v−6 (1− kv2)2

k
g|∇r|2

= −2φv−3⟨∇v,∇(gη)⟩+ 2k

(1− kv2)2
|∇v|2gη + 2

kv2
g|∇r|2

und

−2⟨∇g,∇η⟩ = −2

〈
∇
(
gη

1

η

)
,∇η

〉
= −2

1

η
⟨∇(gη),∇η⟩+ 2gη

1

η2
|∇η|2

= −2
1

η
⟨∇(gη),∇η⟩+ 2g

1

η
4
(
R2 − r

)2 |∇r|2
= −2

1

η
⟨∇(gη),∇η⟩+ 8g|∇r|2.

Nun berücksichtigen wir, dass |∇r|2 ≤ C(n)·r gilt. Setzen wir nun unsere beiden Abschät-
zungen für die Terme mit ∇g in die Evolutionsgleichung von gη ein, so sehen wir, dass
sich die Terme mit |∇v|2 gerade gegenseitig aufheben und die behauptete Ungleichung
folgt. □

Wir bekommen hieraus a priori |A|2-Schranken für den Fall, dass |A|2 anfangs be-
schränkt oder nicht notwendigerweise beschränkt ist.

Theorem 4.8. Sei u ∈ C∞(BR(z0) × (0, T )) ∩ C2(BR(z0) × [0, T ]) eine Lösung des
graphischen mittleren Krümmungsflusses. Sei 0 ≤ ϑ < 1. Dann gilt für beliebige (p, t) mit
t ∈ [0, T ] und r(X(p, t), t) ≤ ϑR2 die Abschätzung

|A|2(p, t) ≤ C(n)
1

(1− ϑ)2

 sup
r(X,0)≤R2

(
|A|2v2

)
+

1

R2
sup

r(X,s)≤R2

s∈[0,t]

v4

 .
Beweis. Sei ohne Einschränkung z0 = 0. Wir fixieren

k :=
1

2
inf

r(X,s)≤R2

s∈[0,t]

v−2

und erhalten damit

k =
1

2
inf

r(X,s)≤R2

s∈[0,t]

v−2 ≤ 1

2
v−2 ≤ 1

2
,
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1

k
= 2 sup

r(X,s)≤R2

s∈[0,t]

v2,

kv2 ≤ 1

2
,

1

2
≤ 1− kv2 ≤ 1,

v2 ≤ v2

1− kv2
≤ 2v2,

was wir später nutzen werden.
Nehme die Funktion gη mit η(X, t) = (R2 − r)

2 mit r wie oben ihr Maximum erstmalig
in einem Punkt (x0, t0) mit t0 > 0 an. (Wir dürfen ohne Einschränkung annehmen, dass
gη = 0 am Rand der Menge {η > 0} stetig angenommen wird; sonst approximieren wir
mit Radien Ri < R.) Dann gilt dort aufgrund der Evolutionsgleichung von gη

0 ≤ −2kg2η + C(n)

((
1 +

1

kv2

)
r +R2

)
g.

Wir bringen den Term 2kg2η nach links und dividieren durch g = |A|2 v2

1−kv2 (denn wir
dürfen ohne Einschränkung g > 0 annehmen) sowie 2k und erhalten

gη ≤ 1

2k
C(n)

((
1 +

1

kv2

)
r +R2

)
≤ 1

2k
C(n)

(
1 +

1

kv2

)
R2

≤ C(n)
1

k2
R2

= C(n)R2 · sup
r(X,s)≤R2

s∈[0,t]

v4.

Somit gilt in einem beliebigen Punkt, wobei wir bei sup
t=0

stillschweigend auch annehmen

wollen, dass wir uns auf BR(z0) bzw. die Menge, auf der η(·, 0) > 0 gilt, beschränken, und
den Term (gη)(x0, t0) wohlwollend lesen, weil er nur wohldefiniert ist, wenn das Maximum
für t0 > 0 angenommen wird,

gη ≤ sup
t=0

(gη) + (gη)(x0, t0)

≤ 2R4 sup
t=0

(
|A|2v2

)
+ C(n)R2 · sup

r(X,s)≤R2

s∈[0,t]

v4.

Andererseits schätzen wir nun die linke Seite auf der Menge {X : r(X, t) ≤ ϑR2} nach
unten ab. Es gilt dort

gη ≥ |A|2 · 1 ·
(
R2 − ϑR2

)2
= |A|2(1− ϑ)2R4.

Durch Umordnen erhalten wir die behauptete Ungleichung. □

Theorem 4.9. Sei u ∈ C∞(BR(z0) × (0, T )) ∩ C1(BR(z0) × [0, T ]) eine Lösung des
graphischen mittleren Krümmungsflusses. Sei 0 ≤ ϑ < 1. Dann gilt für beliebige t ∈ [0, T ]
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und (p, t) mit r(X(p, t), t) ≤ ϑR2 die Abschätzung

|A|2(p, t) ≤ C(n)
1

(1− ϑ)2

(
1

t
+

1

R2

)
sup

r(X,s)≤R2

s∈[0,t]

v4.

Beweis. Sei wieder ohne Einschränkung z0 = 0. Weiterhin nehmen wir ohne Einschrän-
kung an, dass die Zeit t, für die wir eine Abschätzung zeigen wollen, t = T erfüllt.

Wir betrachten die Größe tgη. Indem wir erst bei t = ε starten und etwas kleinere
R betrachten und approximieren, dürfen wir ohne Einschränkung annehmen, dass die
Lösung des graphischen mittleren Krümmungsflusses so regulär ist, dass tgη mit t und η
stetig gegen Null geht.

Es gilt die Ungleichung(
d

dt
−∆

)
(tgη) ≤ −2kg2ηt− 2

〈
φv−3∇v + η−1∇η,∇(tgη)

〉
+ C(n)R2 · sup

r(X,s)≤R2

s∈[0,t]

v2 · tg + gη.

In einem (positiven) Maximum (x0, t0) von tgη folgt

2kg2ηt ≤ C(n)R2tg · sup
r(X,s)≤R2

s∈[0,t]

v2 + gη,

(gηt)(x0, t0) ≤

C(n)R2t0 sup
r(X,s)≤R2

s∈[0,t]

v2 +R4

 1

k

≤ C(n)
(
R2T +R4

)
sup

r(X,s)≤R2

s∈[0,t]

v4,

(gηt)(x0, t0) ≥ (gηt)(·, T ) ≥ |A|2v2(1− ϑ)2R4T

≥ |A|2 · 1 · (1− ϑ)2R4T

mit einer ähnlichen Argumentation wie im Beweis von Theorem 4.8. Umordnen liefert
nun auch hier die Behauptung. □

Durch die Wahl spezieller Funktionen r erhalten wir

Korollar 4.10. Für (hinreichend reguläre) Lösungen des graphischen mittleren Krüm-
mungsflusses auf BR(ẑ0)× (0, T ) gelten

(i) für (p, t) mit |X(p, t)|2 + 2nt ≤ ϑR2

|A|2(p, t) ≤ C(n)
1

(1− ϑ)2

 sup
|X(p,0)|2≤R2

t=0

(
|A|2v2

)
+

1

R2
sup

|X(p,s)|2+2ns≤R2

s∈[0,t]

v4(p, s)

 ,
(ii) für (p, t) mit |X(p, t)|2 − u2 ≤ ϑR2

|A|2(p, t) ≤ C(n)
1

(1− ϑ)2

 sup
BR(z0)

t=0

(
|A|2v2

)
+

1

R2
sup

BR×[0,t]

v4

 ,
(iii) für (p, t) mit |X(p, t)|2 + 2nt ≤ ϑR2

|A|2(p, t) ≤ C(n)(1− ϑ)−2 · 1
t

sup
|X(p,s)|2+2ns≤R2

s∈[0,t]

v4(p, s)
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(iv) und für (p, t) mit |X(p, t)|2 ≤ ϑR2

|A|2(p, t) ≤ C(n)(1− ϑ)−2

(
1

t
+

1

R2

)
sup

BR×[0,t]

v4.

Beweis.

(i) Wir nutzen Theorem 4.8 sowie r = |X|2 + 2nt.
(ii) Hier nutzen wir neben Theorem 4.8 die Funktion r = |X|2 − u2.
(iii) Wir nutzen erneut Theorem 4.9 sowie r = |X|2 + 2nt und dürfen wegen t ≤ R2

2n
den

Term 1
R2 auf der rechten Seite der Abschätzung weglassen.

(iv) Hier nutzen wir neben Theorem 4.9 wieder die Funktion r = |X|2 − u2. □

Bemerkung 4.11.

(i) Ist v global beschränkt, so erhalten wir aus Korollar 4.10 (iv) mit R → ∞ für ganze
Graphen, die die graphischen mittleren Krümmungsfluss lösen

|A|2 ≤ C(n)

t
· sup
Rn×[0,∞)

v4.

(ii) Aus Höhenschranken und Gradientenschranken zur Zeit t = 0 kann man zunächst
Gradientenschranken für positive Zeiten und danach |A|2-Schranken folgern.

(iii) Die Abschätzungen gelten auch für Minimalflächen, also H ≡ 0.

Für C3-Anfangsdaten erhalten wir C3-Schranken auch für positive Zeiten. Wiederum
leiten wir zunächst eine Evolutionsgleichung für eine Größe mit |∇A| her, lokalisieren dies
dann mit η im Raum und gegebenenfalls in der Zeit und wählen dann spezielle Funktionen
η.

Bemerkung 4.12.

(i) Die nachfolgenden Überlegungen benutzen nun nicht mehr, dass der mittlere Krüm-
mungsfluss graphisch ist und gelten daher auch allgemeiner.

(ii) Wir erinnern an die Evolutionsgleichungen(
d

dt
−∆

)
|A|2 = 2|A|4 − 2|∇A|2

und (
d

dt
−∆

)
|∇mA|2 ≤ −2

∣∣∇m+1A
∣∣2 + Cm ·

(
1 + |∇mA|2

)
,

mit Cm = Cm (|A|2, . . . , |∇m−1A|2), wobei die Konstanten genaugenommen nur von
oberen Schranken von |A|2, . . . abhängen.

Lemma 4.13. Unter dem mittleren Krümmungsfluss erfüllt

f = |∇A|2
(
Λ0 + |A|2

)
die Ungleichung (

d

dt
−∆

)
f ≤ −δf 2 +K,

wobei Λ0 und K hinreichend groß gewählte und δ eine hinreichend klein gewählte positi-
ve Konstante ist. Dabei hängen diese drei Konstanten lediglich von n und einer oberen
Schranke an |A|2 ab.
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Beweis. Direkte Rechnungen liefern

f = |∇A|2
(
Λ0 + |A|2

)
,

ḟ =
d

dt
|∇A|2 ·

(
Λ0 + |A|2

)
+ |∇A|2 d

dt
|A|2,

fi =
(
|∇A|2

)
i

(
Λ0 + |A|2

)
+ |A|2

(
|A|2

)
i
,

fij =
(
|∇A|2

)
ij

(
Λ0 + |A|2

)
+ |∇A|2

(
|A|2

)
ij

+
(
|∇A|2

)
i

(
|A|2

)
j
+
(
|∇A|2

)
j

(
|A|2

)
i
,(

d

dt
−∆

)
f =

(
d

dt
−∆

)
|∇A|2 ·

(
Λ0 + |A|2

)
+ |∇A|2

(
d

dt
−∆

)
|A|2

− 2
〈
∇|∇A|2,∇|A|2

〉
≤ −2

∣∣∇2A
∣∣2 (Λ0 + |A|2

)
+ C1

(
1 + |∇A|2

) (
Λ0 + |A|2

)
+ 2|A|4 · |∇A|2 − 2|∇A|4 + 8|A| · |∇A|2 ·

∣∣∇2A
∣∣ .

Für den letzten Term nutzen wir die Abschätzung

8|A| · |∇A|2 ·
∣∣∇2A

∣∣ ≤ 2
∣∣∇2A

∣∣2 (Λ0 + |A|2
)
+

8|A|2

Λ0 + |A|2
|∇A|4.

Wegen |A|2 ≤ c0 und der Monotonie der Funktion x 7→ x
Λ0+x

erhalten wir damit(
d

dt
−∆

)
f ≤ 8c0

Λ0 + c0
|∇A|4 + C1

(
1 + |∇A|2

)
(Λ0 + c0) + 2c20|∇A|2 − 2|∇A|4.

Nun fixieren wir Λ0 = Λ0(c0) ≥ 1 groß, so dass wir den ersten Term mittels |∇A|4
absorbieren können. Auch die |∇A|2-Terme können wir mit einer Konstanten und diesem
Term absorbieren. Daher folgt(

d

dt
−∆

)
f ≤ −|∇A|4 +K(c0, C1,Λ0)

= − f 2

(Λ0 + |A|2)2
+K

≤ − f 2

(Λ0 + c0)2
+K

≡ −δ · f 2 +K

wie behauptet. □

Lemma 4.14. Unter dem mittleren Krümmungsfluss erfüllt fη in Punkten mit η > 0
die Ungleichung(

d

dt
−∆

)
(fη) ≤ −δηf 2 + ηK − 2

1

η
⟨∇(fη),∇η⟩+ C(n)fR2,

wobei δ und K Konstanten sind, die nur von n und einer oberen Schranke an |A|2 ab-
hängen.

Beweis. Die übliche Rechnung liefert(
d

dt
−∆

)
(fη) = η

(
d

dt
−∆

)
f + f

(
d

dt
−∆

)
η − 2⟨∇f,∇η⟩
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≤ −δηf 2 + ηK − 2⟨∇f,∇η⟩+ f
(
2c(n)R2 − 2|∇r|2

)
.

Für den Gradiententerm erhalten wir

−2⟨∇f,∇η⟩ = −2

〈
∇
(
fη

1

η

)
,∇η

〉
= −2

1

η
⟨∇(fη),∇η⟩+ 2

1

η
f |∇η|2

= −2
1

η
⟨∇(fη),∇η⟩+ 8f |∇r|2

≤ −2
1

η
⟨∇(fη),∇η⟩+ C(n)fr

≤ −2
1

η
⟨∇(fη),∇η⟩+ C(n)fR2.

Hieraus folgt die Behauptung. □

Theorem 4.15. Sei u ∈ C∞(BR(z0) × (0, T )) ∩ C3(BR(z0) × [0, T ]) eine Lösung des
graphischen mittleren Krümmungsflusses. Sei 0 ≤ ϑ < 1. Dann gilt für beliebige t ∈ [0, T ]
und (p, t) mit r(X(p, t), t) ≤ ϑR2 die Abschätzung

|∇A|2 ≤ C(n)

(1− ϑ)2

 sup
r(X,0)≤R2

t=0

|∇A|2 + 1 +
1

R2

 ,

wobei C nur von n und einer oberen Schranke an |A| abhängt.

Beweis. Wir betrachten die bereits oben definierte Testfunktion fη. Ist ihr Maximum
Null, so sind wir fertig. Sonst unterscheiden wir zwei Fälle: Das Maximum wird in einem
Punkt (x0, t0) mit t0 > 0 angenommen. Dann gilt dort aufgrund der Evolutionsgleichung
von fη

δη2f 2 ≤ η2K + C(n)ηfR2

≤ η2K +
δ

2
η2f 2 +

1

δ
C(n)R4,

δη2f 2 ≤ C(n,K, δ)
(
R4 +R8

)
.

Wohlwollend gelesen, da (x0, t0) im Falle, dass das Maximum für t = 0 angenommen
wird, gar nicht definiert ist, erhalten wir somit

fη ≤ sup
t=0

(fη) + (fη)(x0, t0)

≤ C ·R4 · sup
t=0

|∇A|2 + C
(
R2 +R4

)
.

Diese obere Schranke an fη gilt überall. Insbesondere erhalten wir also in Punkten mit
r ≤ ϑR2 wegen Λ0 ≥ 1

fη = |∇A|2
(
Λ0 + |A|2

) (
R2 − r

)2
≥ |∇A|2 · 1 · (1− ϑ)2R4.

Zusammengenommen ergibt sich die Behauptung. □

Theorem 4.16. Sei u ∈ C∞(BR(z0) × (0, T )) ∩ C2(BR(z0) × [0, T ]) eine Lösung des
graphischen mittleren Krümmungsflusses. Sei 0 ≤ ϑ < 1. Dann gilt für beliebige t ∈ [0, T ]
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und (p, t) mit r(X(p, t), t) ≤ ϑR2 die Abschätzung

|∇A|2 ≤ C · 1

(1− ϑ)2

(
1 +

1

t
+

1

R2

)
,

wobei C nur von n und einer oberen Schranke an |A| abhängt.

Beweis. Aus der Evolutionsgleichung für fη erhalten wir auch die Evolutionsgleichung
für tfη mit einem Zusatzterm am Ende. Es gilt(

d

dt
−∆

)
(tfη) ≤ −δηf 2t+ ηKt− 2

1

η
⟨∇(tfη),∇η⟩+ C(n)ftR2 + fη.

Mit den üblichen Tricks dürfen wir wieder ohne Einschränkung annehmen, dass tfη ein
Maximum in einem Punkt (x0, t0) mit t0 > 0 und η > 0 annimmt. Dann gilt dort

δηf 2t ≤ ηKt+ CftR2 + fη

und nach Multiplikation mit tη

δ(ηft)2 ≤ Kη2t2 + C(ηft)tR2 + (ftη)η

≤ CR8t2 +
2δ

3
(ηft)2 + Ct2R4 + CR8,

δ(ηft)2 ≤ C
(
R8 + t2R4 + t2R8

)
,

ηft ≤ C
(
R4 + tR2 + tR4

)
.

Diese letzte Abschätzung gilt zunächst einmal in einem Maximum der Funktion ηft wie
oben beschrieben und damit dann überall. Als untere Abschätzung ergibt sich analog zu
bisher

ηft ≥ (1− ϑ)2R4|∇A|2
(
Λ0 + |A|2

)
t

≥ (1− ϑ)2R4t|∇A|2.
Umordnen liefert auch hier die Behauptung. □

Bemerkung 4.17. Analog zu Korollar 4.10 erhalten wir auch im Falle von Abschätzun-
gen für |∇A|2 durch die Wahl spezieller Funktionen r konkretere |∇A|2-Abschätzungen.
Wir lassen dies als Übung.

Bemerkung 4.18.

(i) Will man höhere Ableitungen beschränken, so untersucht man dafür Testfunktionen
mit

fm = |∇mA|2 ·
(
Λm +

∣∣∇m−1A
∣∣2) .

Diese lassen sich für m ≥ 1 exakt nach demselben Muster behandeln wie für m = 0.
Hieraus ergeben sich analoge Folgerungen wie im Fall m = 0. Details: Übung.

(ii) Will man für lokal Lipschitz stetige Anfangswerte |∇2A|2 (x0, t0) beschränken, so
beschränkt man zunächst

• |A|2 für (x, t) mit t ≥ 1
3
t0 und |x|2 ≤ R2,

• dann |∇A|2 für (x, t) mit t ≥ 2
3
t0 und |x|2 ≤ 1

2
R2, wobei man hier nur Zeiten

t ≥ 1
3
t0 betrachtet,

• und schließlich |∇2A|2 für (x, t) mit t ≥ 3
3
t0 und |x|2 ≤ 1

4
R2, wobei man hier

nur Zeiten t ≥ 2
3
t0 betrachtet.

Die Verallgemeinerung auf |∇mA|2 für beliebige t > 0 ist offensichtlich.
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(iii) Die Techniken von [8] liefern bessere Abschätzungen für höhere Ableitungen, nut-
zen dafür jedoch auch deutlich kompliziertere t-Abhängigkeiten in den betrachteten
Testfunktionen.

(iv) Man überzeuge sich, dass Abschätzungen für u, v, |A|, |∇A|, . . . , |∇mA| Abschätzun-
gen für die räumlichen partiellen Ableitungen von u bis zur Ordnung m+ 2 liefern.
Mit Hilfe der Differentialgleichung beschränkt man dann gemischte räumliche und
zeitliche Ableitungen. Wie üblich für parabolische Gleichungen zweiter Ordnung
zählen Zeitableitungen dabei doppelt. Details: Übung.

(v) Abschätzungen bis |∇A| liefern also C3-Abschätzungen und somit insbesondere
C2,α-Abschätzungen. Wir könnten alternativ also ab diesen Abschätzungen auch
parabolische Schaudertheorie nutzen.

4.3. Etwas Literaturüberblick. Theorem 4.1 wurde von J. Clutterbuck [4] und T.
Colding und W. Minicozzi [7] auf stetige Anfangsdaten verallgemeinert.

Ist u in einem geeigneten Sinne anfangs nahe an einem Kegel, so konvergiert der gra-
phische mittlere Krümmungsfluss für t → ∞ nach geeignetem Reskalieren gegen eine
selbstähnlich aus einem Kegel kommende Lösung. Wir verweisen auf die Arbeiten von K.
Ecker und G. Huisken [8] sowie von N. Stavrou [23].

Ohne Reskalieren gibt es z. B. in [5] Stabilitätsresultate für den graphischen mittleren
Krümmungsfluss.

5. Mittlerer Krümmungsfluss ohne Singularitäten

Wir folgen im Wesentlichen unserer Arbeit [19]. Für die C1-Abschätzungen behandeln
wir ein alternatives Vorgehen. Da ich die Notation für die a priori-Abschätzungen für |A|2
und |∇A|2 mit unterstrichenen Termen nicht mehr optimal finde, wiederhole ich auch hier
diesen Beweis in anderer Notation.

5.1. C1-Abschätzungen.

Theorem 5.1 (C1-Abschätzungen). Erfülle u die Generalvoraussetzung. Dann gilt

vu2 ≤ max
t=0

{u<0}

vu2

in Punkten mit u < 0.

Beweis. Unter Benutzung der Evolutionsgleichungen für v und u erhalten wir für w :=
v(−u) in der Menge mit u < 0

ẇ = v̇(−u)− vu̇,

wi = vi(−u)− vui,

wij = viju− vuij − viuj − vjui,(
d
dt
−∆

)
w =(−u)

(
d
dt
−∆

)
v + 0 + 2⟨∇v,∇u⟩

=(−u)
(
−v|A|2 − 2

v
|∇v|2

)
+ 2

〈
∇v,−1

v
∇w − u

v
∇v
〉

= − (−u)v|A|2 − 2

v
⟨∇v,∇w⟩

≤ − 2

v
⟨∇v,∇w⟩.

Die Behauptung erhalten wir nun, indem wir das Maximumprinzip auf w in der Menge
mit u < 0 anwenden. □
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Bemerkung 5.2. Für u und v benötigen wir später die Abschätzungen

|∇u|2 = ηαX
α
i g

ijXβ
j ηβ = ηα

(
δαβ − νανβ

)
ηβ = 1− v−2 ≤ 1

und

|∇v|2 =
(
(−ηανα)−1)

i
gij
((

−ηβνβ
)−1
)
j
= v4ηαX

α
k h

k
i g

ijhljX
β
l ηβ ≤ v4|A|2

≤ v2φ|A|2 = v2G,

wobei wir (2.3) benutzt haben, und

|⟨∇u,∇v⟩| ≤ |∇u| · |∇v| ≤ v2|A| ≤ v
√
G.

5.2. C2-Abschätzungen.

Theorem 5.3 (C2-Abschätzungen). Erfülle u die Generalvoraussetzungen.
(i) Dann gibt es Konstanten λ > 0, c > 0 und k > 0 (die Konstante in φ und implizit

in G), die nur von den C1-Schranken abhängen, so dass

tu4G + λu2v2 ≤ sup
t=0

{u<0}

λu2v2 + ct

in Punkten mit u < 0 und 0 < t ≤ 1 gilt.
(ii) Ist darüber hinaus u(·, 0) ∈ C2, so gelten auch C2-Schranken bis t = 0: Es gibt eine

Konstante c > 0, die nur von den C1-Abschätzungen abhängt, so dass

u4G ≤ sup
t=0

{u<0}

u4G + ct

in Punkten mit u < 0 gilt.

Beweis. Wir wollen beide Teile gleichzeitig behandeln und verwenden dazu eine weitere
Konstante δ. Im Falle δ = 1 erhalten wir (i) und für δ = 0 und λ = 0 den Fall (ii). Wir
definieren w durch

w := (δt+ (1− δ))u4G + λu2v2

und erhalten
ẇ = δu4G + 4(δt+ (1− δ))u3Gu̇+ (δt+ (1− δ))u4Ġ

+ 2λv2uu̇+ 2λu2vv̇,

wi = 4(δt+ (1− δ))u3Gui + (δt+ (1− δ))u4Gi
+ 2λv2uui + 2λu2vvi,

wij = 4(δt+ (1− δ))u3Guij + (δt+ (1− δ))u4Gij
+ 2λv2uuij + 2λu2vvij

+ 12(δt+ (1− δ))u2Guiuj + 4(δt+ (1− δ))u3(Giuj + Gjui)
+ 2λv2uiuj + 2λu2vivj + 4λvu(uivj + ujvi),

(δt+ (1− δ))u3∇G =
1

u
∇w − 4(δt+ (1− δ))u2G∇u− 2λv2∇u− 2λuv∇v,(

d
dt
−∆

)
w ≤ δu4G + (δt+ (1− δ))u4

(
−2kG2 − 2φv−3⟨∇v,∇G⟩

)
+ 2λu2v

(
−v|A|2 − 2

v
|∇v|2

)
− 12(δt+ (1− δ))u2G|∇u|2 − 8(δt+ (1− δ))u3⟨∇G,∇u⟩
− 2λv2|∇u|2 − 2λu2|∇v|2 − 8λuv⟨∇u,∇v⟩.
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Nachfolgend werden wir ⟨∇w, b⟩ für generische Gradiententerme mit ∇w schreiben. Diese
Terme dürfen von Zeile zu Zeile ihre Werte ändern. Die ebenfalls generischen Konstan-
ten c dürfon von sup{|u| : u < 0} (was seinen anfänglichen Wert nicht übersteigt) und
C1-Abschätzungen abhängen. Auch bei den C1-Abschätzungen dürfen wir eine Gleichmä-
ßigkeit annehmen, indem wir in Theorem 5.1 die Abschneidefunktion v · (u−1) benutzen.
Im Fall (i), darf c auch von einen oberen Schranke von t abhängen, wir nehmen jedoch
0 < t ≤ 1 an. Wir unterdrücken in der Notation also die Abhängigkeit von bereits abge-
schätzten Größen.

Die Terme mit ∇G betrachten wir separat. Sei ε > 0 eine Konstante mit noch zu
fixierendem Wert. Unter Benutzung von Bemerkung 5.2 erhalten wir

− 2φ(δt+ (1− δ))u4v−3⟨∇v,∇G⟩

= −2
φu

v3

〈
∇v, 1

u
∇w − 4(δt+ (1− δ))u2G∇u− 2λv2∇u− 2λuv∇v

〉
≤ ⟨∇w, b⟩+ 8(δt+ (1− δ))

φ|u|3

v
G|A|+ 4λφv|u||A|+ 4

λφu2

v2
|∇v|2

≤ ⟨∇w, b⟩+ ε(δt+ (1− δ))u4G2 + c(ε) · (δt+ (1− δ))φ
u2

v2
G

+ ελu2v2|A|2 + λu2|∇v|2 · 4 φ
v2

+ c(ε, λ)

≤ ⟨∇w, b⟩+ 2ε(δt+ (1− δ))u4G2

+ ελu2v2|A|2 + λu2|∇v|2 · 4 φ
v2

+ c(ε, λ)

sowie

− 8(δt+ (1− δ))u3⟨∇G,∇u⟩

= −8

〈
∇u, 1

u
∇w − 4(δt+ (1− δ))u2G∇u− 2λv2∇u− 2λuv∇v

〉
≤ ⟨∇w, b⟩+ 32(δt+ (1− δ))u2G + 16λv2 + 16λ|u|v3|A|
≤ ⟨∇w, b⟩+ ε(δt+ (1− δ))u4G2 + ελu2v2|A|2 + c(ε, λ).

Somit ergibt sich(
d
dt
−∆

)
w ≤ δu4G + (δt+ (1− δ))u4G2(−2k + 3ε) + ⟨∇w, b⟩

+ λu2v2|A|2(−2 + 3ε) + λu2|∇v|2
(
4
φ

v2
− 6
)
+ c(ε, λ).

Nehmen wir nun an, dass k > 0 so klein fixiert ist, dass kv2 ≤ 1
3

in der Menge {u < 0}
gilt. Daraus folgt φ ≤ 2v2. Weiterhin dürfen wir annehmen, dass λ ≥ 2u2 in der Menge
{u < 0} gilt und erhalten u4G ≤ 1

2
λu2φ|A|2 ≤ λu2v2|A|2. Es folgt weiterhin

4
φ

v2
− 6 =

4

1− kv2
− 6 ≤ 0.

Wenn wir schließlich ε > 0 klein genug fixieren erhalten wir(
d
dt
−∆

)
w ≤ ⟨∇w, b⟩+ c.

Nun folgen beide Behauptungen aus dem Maximumprinzip. □
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5.3. Abschätzungen höherer Ordnung.

Theorem 5.4 (Cm+2-estimates). Erfülle u die Generalvoraussetzungen
(i) Dann gibt es eine Konstante λ > 0, die nur von den Cm+1-Abschätzungen abhängt,

so dass

tu2 |∇mA|2 + λ
∣∣∇m−1A

∣∣2 ≤ c · λ · t+ sup
t=0

{u<0}

λ
∣∣∇m−1A

∣∣2
in Punkten mit u < 0 und 0 < t ≤ 1 gilt.

(ii) Analog zu Theorem 5.3 ist auch hier anfängliche Regularität erhalten.

Beweis. Wie im Beweis von Theorem 5.3 verwenden wir δ ∈ {0, 1} und definieren

w := (δt+ (1− δ))u2 |∇mA|2 + λ
∣∣∇m−1A

∣∣2
für eine noch zu fixierende Konstante λ > 0, die wir jedoch hier in beiden Fällen verwen-
den. Wir nehmen an, dass

∣∣∇kA
∣∣2 für beliebige k mit 0 ≤ k ≤ m− 1 bereits kontrolliert

ist. Sei weiterhin 0 ≤ t ≤ 1. Die Konstante c darf wiederum von bereits kontrollierten
Größen abhängen. Somit erhalten wir aus der Evolutionsgleichung von |∇mA|2 für m ≥ 1(

d
dt
−∆

)
|∇mA|2 ≤ − 2

∣∣∇m+1A
∣∣2 + c |∇mA|2 + c,(

d
dt
−∆

) ∣∣∇m−1A
∣∣2 ≤ − 2 |∇mA|2 + c.

Es folgt

ẇ = δu2 |∇mA|2 + 2(δt+ (1− δ))uu̇ |∇mA|2 + (δt+ (1− δ))u2
d

dt
|∇mA|2

+ λ
d

dt

∣∣∇m−1A
∣∣2 ,

wi = 2(δt+ (1− δ))uui |∇mA|2 + (δt+ (1− δ))u2
(
|∇mA|2

)
i

+ λ
(∣∣∇m−1A

∣∣2)
i
,

wij = 2(δt+ (1− δ))uuij |∇mA|2 + (δt+ (1− δ))u2
(
|∇mA|2

)
ij

+ λ
(∣∣∇m−1A

∣∣2)
ij
+ 2(δt+ (1− δ))uiuj |∇mA|2

+ 2(δt+ (1− δ))u
(
ui
(
|∇mA|2

)
j
+ uj

(
|∇mA|2

)
i

)
,(

d
dt
−∆

)
w ≤ δu2 |∇mA|2 + (δt+ (1− δ))u2

(
−2
∣∣∇m+1A

∣∣2 + c |∇mA|2 + c
)

+ λ
(
−2 |∇mA|2 + c

)
− 2(δt+ (1− δ))|∇u|2 |∇mA|2

− 4(δt+ (1− δ))u
〈
∇u,∇ |∇mA|2

〉
.

Nun ist

−4(δt+ (1− δ))u
〈
∇u,∇ |∇mA|2

〉
≤ (δt+ (1− δ)) · |u| · c ·

∣∣∇m+1A
∣∣ · |∇mA|

≤ (δt+ (1− δ))u2
∣∣∇m+1A

∣∣2 + c |∇mA|2 .

Somit folgt (
d
dt
−∆

)
w ≤ (c− 2λ) |∇mA|2 + c(λ).

Wiederum folgt das Resultat aus dem Maximumprinzip. □
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6. Eindeutigkeit und Expandierer

6.1. Eindeutigkeit. Wir zeigen Eindeutigkeit für ganze Graphen, die gleichmäßig Lip-
schitz stetig sind. Der allgemeine Fall, z. B. für glatte ganze Graphen, ist eine offene
Fragestellung und Gegenstand aktueller Forschung.

Theorem 6.1. Sei u0 : Rn → R gleichmäßig Lipschitz stetig, d. h. es gibt ein L ≥ 0 mit

|u0(x)− u0(y)| ≤ L · |x− y|
für alle x, y ∈ Rn. Sei u ∈ C∞(Rn × (0,∞)) ∩ C0

loc(Rn × [0,∞)) eine Lösung vonu̇ =
√

1 + |Du|2 · div

(
∇u√

1 + |Du|2

)
in Rn × (0,∞),

u(·, 0) = u0 in Rn.

Dann ist u eindeutig bestimmt.

Bemerkung 6.2. Die Existenz einer solchen Lösung folgt aus [8]. Zusätzlich gilt∥∥Dku(·, t)
∥∥
C0(Rn)

≤ Ck

für t ∈ [t0, T ] mit 0 < t0 < T < ∞. Aus der Differentialgleichung folgen entsprechende
Abschätzungen für Zeitableitungen und gemischte Ableitungen.

Als Vorbereitung zeigen wir zunächst, dass Sphären disjunkt zur Lösung bleiben.

Lemma 6.3. Sei u wie in Theorem 6.1. Sei x0 ∈ Rn+1 und gelte für ein R > 0

BR(x0) ∩ graphu(·, 0) = ∅.

Dann gilt für r(t) =
√
R2 − 2nt mit 0 ≤ t < R2

2n

Br(t)(x0) ∩ graphu(·, t) = ∅.

Man kann schrumpfende Sphären als Graphen darstellen und benutzen, dass die Gra-
phen graphu(·, t) für t > 0 die Sphären aufgrund der Gradientenschranke nicht am Äqua-
tor berühren können. Das Resultat folgt dann aus dem Maximumprinzip in Graphendar-
stellung.

Wir führen einen alternativen Beweis.

Beweis. Sei ohne Einschränkung x0 = 0. Sei δ > 0 beliebig und sei ζ > 0 sehr klein. Wir
definieren

w(p, t) = |X(p, t)|2 + 2nt(1 + δ)− (R + ζ)2.

Dabei nutzen wir die parametrische Beschreibung X des mittleren Krümmungsflusses.
Wenn wir solch ein X finden wollen, so taucht dabei eine Differentialgleichung der Form

ψ̇i(x, t) = − Hui√
1 + |Du(ψ(x, t), t)|2

auf. Wegen |H| ≤ c√
t

können wir diese bis t = 0 lösen und so die Diffeomorphismen
ψ bekommen, die es erlauben, den mittleren Krümmungsfluss auch parametrisch zu be-
schreiben.

Kleine Zeiten: Dann gilt zum Zeitpunkt t = 0 und hinreichend kleine ζ > 0 die
Ungleichung w(p, t) > 0 für beliebige p ∈ Rn und t = 0. Aufgrund der Stetigkeit gibt
es somit ein ε > 0, so dass w(p, t) > 0 für alle p ∈ Rn und alle 0 ≤ t ≤ ε gilt. Beachte
dazu, dass wir diese Ungleichung nur in der kompakten Menge {p ∈ Rn : |p| ≤ R + ζ}
überprüfen müssen.
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Ziel: Wir wollen nun zeigen, dass w > 0 für beliebige δ > 0 gilt. Dann folgt

|X(p, t)| ≥
√

(R + ζ)2 − 2nt >
√
R2 − 2nt

für alle p ∈ Rn wie gewünscht.
Große Zeiten: Für t mit ε ≤ t ≤ R2

2n
sind alle Ableitungen von u gleichmäßig be-

schränkt und wir erhalten mit Hilfe von gewöhnlichen Differentialgleichungen für die
Korrektur der tangentialen Geschwindigkeitsanteile eine glatte Lösung X : Rn×

[
ε, R

2

2n

]
→

Rn+1 des mittleren Krümmungsflusses d
dt
X = −Hν mit X(Rn, t) = graphu(·, t) für alle

t ∈
[
ε, R

2

2n

]
mit lim

|p|→∞
|X(p, t)| = ∞, gleichmäßig in t (Miniübung).

Es folgt (mit kovarianten Ableitungen)

ẇ = 2
〈
X, Ẋ

〉
+ 2n(1 + δ),

wi = 2⟨X,Xi⟩,
wij = 2⟨X,Xij⟩+ 2⟨Xi, Xj⟩.

Daher ist

ẇ −∆w = ẇ − gijwij

= 2
〈
X, Ẋ − gijXij

〉
+ 2n(1 + δ)− 2gij⟨Xi, Xj⟩

= 2
〈
X, Ẋ +Hν

〉
+ 2n(1 + δ)− 2n

= 2nδ > 0.

Wegen |X(p, t)| → ∞ für |p| → ∞ folgt daher w > 0 aus dem Maximumprinzip und
somit die Behauptung. □

Das folgende Lemma überträgt sich auch auf Situationen, wenn die Funktion räumlich
nicht auf Rn definiert ist.

Es zeigt, dass es nicht nur Punkte nahe am räumlichen Infimum und Punkte mit
Zeitableitung nahe − c

T
gibt, sondern dass es sogar einen Punkt gibt, in dem beides erfüllt

ist. Wäre I(t) = inf
Rn
u(·, t) differenzierbar und würde das Infimum stets angenommen, so

folgte die Behauptung direkt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

Lemma 6.4. Sei T > 0. Seien A,B ∈ R. Sei u : Rn × [0, T ] → R glatt mit gleichmäßig
beschränktem u̇ und seien

u(·, 0) ≥ A sowie inf
Rn
u(·, T ) = B.

Dann gibt es für alle ε > 0 einen Punkt (x0, t0) ∈ Rn × [0, T ] mit

u(x0, t0) ≤ inf
Rn
u(·, t0) + ε und u̇(x0, t0) ≤ −(A−B)− ε

T
.

In der Vorlesung wurde der folgende Widerspruchsbeweis gefunden. Nachfolgend geben
wir auch noch unseren ursprünglichen Beweis an.

Beweis. Gelte |u̇| ≤ C1. Hieraus folgt∣∣∣inf
Rn
u(·, t1)− inf

Rn
u(·, t2)

∣∣∣ ≤ 2C1 · |t1 − t2|
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für alle t1, t2 ∈ [0, T ]. Angenommen, die Aussage wäre falsch. Sei ε > 0, so dass die
Aussage nicht gilt. Dann gibt es x0 ∈ Rn mit u(x0, t) ≤ inf

Rn
u(·, T ) + ε

2
. Wir wählen

t1 ∈ [0, T ] minimal, so dass

u(x0, t) ≤ inf
Rn
u(·, t) + ε

für alle t ∈ [t1, T ] gilt. Wegen

u(x0, t)− inf
Rn
u(·, t)

≤ u(x0, t)− u(x0, T ) + u(x0, T )− inf
Rn
u(·, T ) + inf

Rn
u(·, T )− inf

Rn
u(·, t)

≤ C1 · |T − t|+ ε

2
+ 2C1 · |T − t|

≤ ε

für alle t ∈ [0, T ] mit T − t ≤ ε
6C1

sehen wir, dass T −T1 ≥ ε
6C1

> 0 nach unten durch eine
positive Konstante beschränkt ist. (Man könnte auch t1 = T − ε

6C1
wählen.) Nun wählen

wir x1 ∈ Rn mit u(x1, t1) ≤ inf
Rn
u(·, t1) + ε

2
. Dies setzen wir fort und wählen iterativ so

lange Punkte (xi, ti), bis nach endlich vielen Schritten tk = 0 gilt. Damit erhalten wir
mit der Annahme, dass die Behauptung über die Zeitableitung für keinen solchen Punkt
richtig ist,

B +
ε

2
≥ u(x0, T )

= u(x0, t1) +

T̂

t1

u̇(x0, τ) dτ

≥ u(x0, t1) +
T − t1
T

(B − A+ ε)

≥ u(x1, t1) +
T − t1
T

(B − A+ ε)

≥ . . .

≥ u(xk−1, tk) +

(
T − t1
T

+
t1 − t2
T

+ . . .+
tk−1 − tk

T

)
· (B − A+ ε)

= u(xk−1, 0) +
T − 0

T
· (B − A+ ε)

≥ A+B − A+ ε = B + ε.

Wir erhalten eine Widerspruch. Somit gilt die Behauptung. □

Beweis.

(i) Sei C1 > 0, so dass

sup
Rn×[0,T ]

|u̇| ≤ C1

gilt. Zunächst wollen wir R > 0 so fixieren, dass

inf
Rn
u(·, t) ≤ inf

BR

u(·, t) ≤ inf
Rn
u(·, t) + ε

2
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für alle t ∈ [0, T ] gilt. Sei dazu δ > 0 mit δ ·C1 <
ε
8
. Seien endlich viele ti ∈ [0, T ] so

fixiert, dass [0, T ] ⊂
⋃
i

Bδ(ti) gilt. Dann gibt es R > 0, so dass für alle i

inf
BR

u(·, ti) ≤ inf
Rn
u(·, ti) +

ε

8

gilt. Sei nun t ∈ [0, T ] beliebig und gelte |t − ti0| < δ für ein fixiertes i0. Fixiere
weiterhin x0 ∈ Rn mit

u(x0, t) ≤ inf
Rn
u(·, t) + ε

8
.

Es folgt

inf
Rn
u(·, t) ≥ u(x0, t)−

ε

8

≥ u(x0, ti0)−
ε

8
− C1 · δ

≥ inf
Rn
u(·, ti0)− 2

ε

8

≥ inf
BR

u(·, ti0)− 3
ε

8

≥ inf
BR

u(·, t)− 4
ε

8
.

Dies zeigt die Existenz eines solchen R > 0.
(ii) Definiere w durch

w : BR × [0, T ] → R,

w(x, t) := u(x, t)− A+
(A−B)− ε

T
t.

Dann gelten w(·, 0) ≥ 0 und

−ε = inf
Rn
w(·, T ) ≤ inf

BR

w(·, T ) ≤ −ε
2
.

Sei (x0, t0) ∈ BR × [0, T ] mit

w(x0, t0) = inf
BR×[0,T ]

w.

Dann gilt t0 > 0.
(iii) Wir unterscheiden nun zwei Fälle:

• Es gilt 0 < t0 < T . Dann gilt

0 = ẇ(x0, t0) = u̇(x0, t0) +
A−B − ε

T
.

• Ist t0 = T , so folgt

0 ≥ ẇ(x0, T ) = u̇(x0, t0) +
A−B − ε

T
.

In beiden Fällen folgt aus w(x0, t0) = inf
BR

w(·, t0) und nach Wahl von R

u(x0, t0) = inf
BR

u(·, t0) ≤ inf
Rn
u(·, t0) + ε

wie behauptet. □

Ein entsprechendes Lemma benötigen wir auch für die räumlichen Ableitungen. Da die
Zeitabhängigkeit hier keine Rolle spielt, lassen wir sie im Lemma weg.

59



Lemma 6.5. Sei u : Rn → R eine C3-Funktion mit∥∥Diu
∥∥
C0(Rn)

≤ Ci

für 0 ≤ i ≤ 3. Sei ζ > 0. Dann gibt es ε > 0, so dass für alle x0 ∈ Rn mit

u(x0) ≤ inf
Rn
u+ ε,

|Du(x0)| ≤ ζ und uij ≥ −ζδij
gelten.

Unter direkter Benutzung der Taylorschen Formeln könnte man den nachfolgenden
Beweis abkürzen.

Beweis.

(i) Sei x0 ∈ Rn mit u(x0) ≤ inf
Rn
u + ε gegeben. Nach einer Rotation des Koordinaten-

systems dürfen wir ∇u(x0) = −|∇u|(x0)e1 ≡ −Me1 annehmen. Für t > 0 folgt

inf
Rn
u ≤ u(x0 + te1) = u(x0) + u(x0 + te1)− u(x0)

= u(x0) +

tˆ

0

d

dτ
u(x0 + τe1) dτ = u(x0) +

tˆ

0

u1(x0 + τe1) dτ

= u(x0) + tu1(x0) +

tˆ

0

u1(x0 + τe1)− u1(x0) dτ

= u(x0)− tM +

tˆ

0

τˆ

0

d

dσ
u1(x0 + σe1) dσ dτ

= u(x0)− tM +

tˆ

0

τˆ

0

u11(x0 + σe1) dσ dτ

≤ inf
Rn
u+ ε− tM + t2C2.

Somit folgt
0 ≤ ε− tM + t2C2.

Wir nehmen ohne Einschränkung C2 > 0 an, d. h. u ist nicht affin linear, und
erhalten im Minimum bei t = M

2C2
(einfache Kurvendiskussion)

0 ≤ ε− M2

2C2

+
M2

4C2

= ε− M2

4C2

.

Aus M2 ≤ 4C2ε folgt somit die erste Behauptung.
(ii) Wir gehen analog zur Gradientenabschätzung vor. Sei x0 ∈ Rn mit u(x0) ≤ inf

Rn
u+ε

beliebig. Angenommen, es gibt ξ ∈ Sn−1, so dass uij(x0)ξiξj negativ ist. Dann dürfen
wir nach einer Rotation des Koordinatensystems annehmen, dass

u11(x0) = −M
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mit M > 0 gilt. Weiterhin dürfen wir, möglicherweise nach einer Spiegelung mit
e1 7→ −e1, annehmen, dass u1(x0) ≤ 0 gilt. Oben haben wir bereits

inf
Rn
u ≤ u(x0) + tu1(x0) +

tˆ

0

τˆ

0

u11(x0 + σe1) dσ dτ

hergeleitet. Wegen
t́

0

τ́

0

1 dσ dτ =
t́

0

τ dτ = 1
2
t2 erhalten wir daraus für t > 0

inf
Rn
u ≤ u(x0) + tu1(x0) +

1

2
t2u11(x0) +

tˆ

0

τˆ

0

u11(x0 + σe1)− u11(x0) dσ dτ

= u(x0) + tu1(x0) +
1

2
t2u11(x0) +

tˆ

0

τˆ

0

σˆ

0

d

dρ
u11(x0 + ρe1) dρ dσ dτ

≤ inf
Rn
u+ ε+ t · 0− 1

2
t2M +

tˆ

0

τˆ

0

σˆ

0

u111(x0 + ρe1) dρ dσ dτ

≤ inf
Rn
u+ ε− 1

2
t2M +

tˆ

0

τˆ

0

σC3 dσ dτ

≤ inf
Rn
u+ ε− 1

2
t2M +

tˆ

0

1

2
τ 2C3 dτ

≤ inf
Rn
u+ ε− 1

2
t2M +

1

6
t3C3.

Somit folgt

0 ≤ ε− 1

2
t2M +

1

6
t3C3.

Sei wieder ohne Einschränkung C3 > 0. Dann erhalten wir in einem Minimum mit
t = 2M

C3

0 ≤ ε− 1

2
4
M3

C2
3

+
1

6
8
M3

C2
3

= ε− 2

3

M3

C2
3

und somit M3 ≤ 3
2
C2

3ε. Die Behauptung folgt. □

Beweis von Theorem 6.1.

(i) Ist u eine Lösung, so auch u + c, c ∈ R. Die Eindeutigkeit folgt, wenn wir zeigen
können, dass Lösungen, die bei u bzw. u+ c, c ̸= 0, starten, für alle Zeiten disjunkt
bleiben. (Genaugenommen gilt die Disjunktheit für die zugehörigen Graphen.) Dies
verallgemeinern wir noch leicht auf zwei verschiedene Funktionen.

(ii) Seien u und w zwei Lösungen des mittleren Krümmungsflusses mit Regularität wie
in der Behauptung und gleichmäßiger Lipschitzstetigkeit für t = 0. Wir wollen
nachweisen, dass aus u − w ≥ c > 0 für ein c > 0 zur Zeit t = 0 bereits u − w ≥ 0
für alle Zeiten t ≥ 0 folgt. Hieraus folgt dann die Behauptung.

(iii) Wir betrachten zunächst kleine Zeiten und zeigen in diesem Fall die Behauptung
u − w ≥ 0 mit Hilfe der gleichmäßigen Lipschitzstetigkeit und mit Sphären als
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Barrieren. (Alternativ kann man auch Gradienten- und Geschwindigkeitsschranken
benutzen. Details: Übung.) Sei x ∈ Rn beliebig. Dann folgt für y mit |x− y| ≤ c

2L

u(y, 0) ≥u(x, 0)− L · |x− y|
≥w(x, 0) + L · |x− y|
≥w(y, 0),

wobei wir die Lipschitzkonstanten beider Funktionen mit L bezeichnet haben und
ohne Einschränkung L > 0 annehmen. Zwischen den Funktionen y 7→ u(x, 0) − L ·
|x− y| und y 7→ w(x, 0) +L · |x− y| befindet sich somit ein rotationssymmetrischer
Doppelkegel. Die Grundfläche ist ein Ball mit Radius ≥ c

2L
und jeder Einzelke-

gel hat eine Höhe ≥ c
2
. Wir nehmen nun ohne Einschränkung L ≥ 1 an, erhalten

somit für die Höhe die Abschätzung „≥ c
2L

“, und sehen, dass dieser Doppelkegel
einen zentrierten Ball vom Radius R = c

2
√
2L

enthält. graphu(·, 0) liegt oberhalb
dieses Balles und graphw(·, 0) liegt unterhalb dieses Balles. Aufgrund unseres Ver-
gleichsresultates zwischen Bällen bzw. Sphären und ganzen Graphen, die sich beide
unter dem mittleren Krümmungsfluss bewegen, Lemma 6.3, liegt graphu(·, t) für
0 ≤ t < R2

2n
= c2

16nL2 oberhalb des Balles

B√
R2−2nt

((
x,
u(x, 0) + w(x, 0)

2

))
und graphw(·, t) darunter. Dies zeigt die Behauptung u− w ≥ 0 für kleine Zeiten.

(iv) Sei nun t0 > 0 und die Behauptung bis t = t0 gezeigt. Da c > 0 bliebig ist und
translatierte Lösungen ebenfalls Lösungen sind, dürfen wir ohne Einschränkung auch
zum Zeitpunkt t = t0 noch u− w ≥ c > 0 annehmen. Mit Hilfe des “point-picking”
Maximumprinzips und der gleichmäßigen Abschätzungen für t ≥ t0 zeigen wir nun
die Behauptung auch für t ≥ t0. Sei dazu T > t0 > 0 beliebig. Es genügt, u−w ≥ 0
für t ∈ [t0, T ] zu zeigen.

(v) Zur Zeit t = 0 können wir beliebig große Sphären ober- bzw. unterhalb der Doppel-
kegel zu den Funktionen y 7→ u(x, 0) ± L · |x − y| für beliebige x ∈ Rn platzieren.
Diese wirken als Barrieren und liefern, dass

sup
t∈[0,T ]

sup
x∈Rn

|u(x, t)− u(x, 0)| ≤ C(T, L, n)

gilt. Eine entsprechende Abschätzung gilt auch für w. Daher ist

t 7→ inf
Rn

(
u(·, t)− w(·, t)

)
≡ m(t)

auf beschränkten Zeitintervallen nach unten beschränkt. Aufgrund der gleichmäßi-
gen Abschätzungen für t0 ≤ t ≤ T ist m|[t0,T ] auch stetig. (Beweis: Übung.) (Mit
Bällen in Kegeln als Barrieren wie oben oder mit |H| ≤ c√

t
erhält man die Stetigkeit

für alle t ≥ 0. Details: Übung.)
Wir behaupten sogar, dass m(t) > 0 für alle t ∈ [t0,∞) gilt. Dazu führen wir

einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dass T > t0 mit m(T ) = 0 minimal ist.
(vi) Wir leiten nun eine Differentialungleichung für Φ := u− w her: Es gilt

Φ̇ =

(
δij − uiuj

1 + |Du|2

)
uij −

(
δij − wiwj

1 + |Dw|2

)
wij

=

(
δij − uiuj

1 + |Du|2

)
(uij − wij) +

(
wiwj

1 + |Dw|2
− uiuj

1 + |Du|2

)
wij
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=

(
δij − uiuj

1 + |Du|2

)
Φij

+

1ˆ

0

(τwi + (1− τ)ui) (τwj + (1− τ)uj)

1 + |D(τw + (1− τ)u)|2
dτ · wij

= . . . = aijΦij + biΦi.

Auf allgemeinere Gleichungen leichter zu übertragen wäre folgendes Vorgehen für
die Herleitung der partiellen Differentialgleichung:

Φ̇ =

(
δij − uiuj

1 + |Du|2

)
uij −

(
δij − wiwj

1 + |Dw|2

)
wij

≡ F
(
D2u,Du

)
− F

(
D2w,Dw

)
=

1ˆ

0

d

dτ
F
(
τD2u+ (1− τ)D2w, τDu+ (1− τ)Dw

)
dτ

=

1ˆ

0

Frij(. . .) dτ · Φij +

1ˆ

0

Fpi(. . .) dτ · Φi

= aijΦij + biΦi.

Dabei überzeugt man sich, dass aij und bi gleichmäßig beschränkt und dass aij
gleichmäßig elliptisch ist, wobei die Schranken jeweils nur von Schranken an Du,
Dw, D2u und D2w abhängen. (Es reicht hier auch aij ≽ 0.)

(vii) Nach Lemma 6.4 und Lemma 6.5 finden wir einen Punkt (x1, t1) ∈ Rn × [t0, T ] mit
Φ̇(x1, t1) ≤ − c

2(T−t0) , |DΦ| ≤ ζ und Φij ≥ −ζδij sowie Φ(x1, t1) ≤ inf
Rn

Φ(·, t1) + ε für
beliebig kleine ζ, ε > 0. Die Bedingung mit ε > 0 benötigen wir nicht und erhalten
aus den anderen Bedingungen

− c

2(T − t0)
≥ Φ̇(x1, t1) =

(
aijΦij + biΦi

)
(x1, t1) ≥ −c · ζ.

Ist ζ > 0 hinreichend klein, so erhalten wir einen Widerspruch. Damit folgt die
Behauptung. □

Der Beweis von Theorem 6.1 liefert auch

Korollar 6.6. Seien u1,0, u2,0 : Rn → R gleichmäßig Lipschitz stetig, d. h. es gibt ein
L ≥ 0 mit

|ui,0(x)− ui,0(y)| ≤ L · |x− y|
für alle x, y ∈ Rn und alle i ∈ {1, 2}. Seien ui ∈ C∞(Rn × (0,∞)) ∩ C0

loc(Rn × [0,∞))
Lösungen von u̇i =

√
1 + |Dui|2 · div

(
∇ui√

1 + |Dui|2

)
in Rn × (0,∞),

ui(·, 0) = ui,0 in Rn.

Dann gelten
inf
Rn

(u1(·, t)− u2(·, t)) ≥ inf
Rn

(u1,0 − u2,0)
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und
sup
Rn

(u1(·, t)− u2(·, t)) ≤ sup
Rn

(u1,0 − u2,0).

6.2. Expandierer.

Theorem 6.7. Sei u0 : Rn → R gleichmäßig Lipschitz stetig und positiv homogen vom
Grad eins, d. h. es gelte u0(λx) = λu0(x) für alle λ > 0, graphu0 sei also ein Kegel. Dann
gibt es genau eine Lösung u ∈ C∞(Rn × (0,∞)) ∩ C0

loc(Rn × [0,∞)) vonu̇ =
√

1 + |Du|2 · div

(
∇u√

1 + |Du|2

)
in Rn × (0,∞),

u(·, 0) = u0 in Rn

und graphu oder, laxerweise, u ist homothetisch expandierend, d. h. es gilt

graphu(·, t2) = µ(t1, t2) · graphu(·, t1)

für alle 0 < t1 < t2 mit µ(t1, t2) > 1. Genauer ist µ(t1, t2) =
√

t2
t1

und es gilt

u(x, t) =
√
2t · u

(
x√
2t
,
1

2

)
für alle x ∈ Rn und alle t > 0.

Beweis.

(i) Die Existenz folgt aus den Resultaten von K. Ecker und G. Huisken, siehe Theorem
4.1. Nach Theorem 6.1 ist u eindeutig bestimmt.

(ii) Ist u eine Lösung des graphischen mittleren Krümmungsflusses mit Anfangswert u0,
so ist für beliebige λ > 0

ũ(x, t) := λu

(
x

λ
,
t

λ2

)
ebenfalls eine Lösung des graphischen mittleren Krümmungsflusses (Details: Übung.)
und zwar mit Anfangswert ũ0(x) = λu0

(
x
λ

)
. Ist u0 positiv homogen vom Grade eins,

so ist ũ0(x) = u0(x). Somit stimmen die Lösungen u und ũ überein und es gilt

λu

(
x

λ
,
t

λ2

)
= u(x, t)

für alle (x, t) ∈ Rn× (0,∞) und alle λ > 0. Setzen wir nun insbesondere λ = λ(t) =√
2t, so folgt die behauptete Relation für u.

(iii) Der Ausdruck für µ(t1, t2) folgt aus den Überlegungen zu homothetisch expandie-
renden Lösungen aus der Vorlesung Gewöhnliche Differentialgleichungen mit geo-
metrischen Anwendungen oder aus der obigen Relation für u.

(iv) Wir geben hier das Argument zur Bestimmung des Skalierungsfaktors nochmals an:
Da die Bestimmung des Skalierungsfaktors aus der graphischen Darstellung etwas
knifflig ist, gehen wir parametrisch vor: Sei X(p, t) = λ(t)X

(
p, 1

2

)
≡ λ(t)X0(p) eine

homothetisch expandierende Lösung des mittleren Krümmungsflusses, gelte also〈
Ẋ, ν

〉
= −H.

Dann folgt

λ̇(t)⟨X0, ν0⟩ = − 1

λ(t)
H0.
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Da wir bei λ
(
1
2

)
= 1 starten, gilt zunächst λ(t) ̸= 0 und verursacht im Nenner keine

Probleme. Dies folgt dann aufgrund der Differentialgleichung auch für andere Zeiten.
Ist H0 ̸≡ 0, so betrachten wir einen Punkt mit H0 ̸= 0. Dort gilt dann aufgrund der
Gleichung auch ⟨X0, ν0⟩ ≠ 0 und wir können die Gleichung zu

λ̇(t)λ(t) = − H0

⟨X0, ν0⟩
=: c0 ̸= 0

umstellen. Da die rechte Seite zeitunabhängig ist, erhalten wir

λ(t) =

√
2c0

(
t− 1

2
+

1

2c0

)
.

Es muss c0 = 1 gelten, damit die Lösung für alle t > 0 definiert ist (=⇒ c0 ≤
1) und für t ↘ 0 gegen einen nicht linearen Kegel konvergieren kann. Somit gilt
λ(t) =

√
2t und µ ist wie angegeben. Ist H0 ≡ 0, so ist X stationär, aber wegen

u ∈ C∞(Rn × (0,∞)) auch bei x = 0 (unabhängig von t) glatt. Dies gilt bis t = 0.
Für einen Kegel ist dies aber nur im affin linearen Fall möglich. Hier ist µ zwar nicht
eindeutig festgelegt, die angegebene Funktion ist aber eine mögliche Wahl. □

Bemerkung 6.8. Ist (der Graph von) u0 in einem Punkt asymptotisch zu einem Kegel,
so sieht man nach geeignetem parabolischen Reskalieren in Raum und Zeit um diesen
Punkt die homothetisch aus dem zugehörigen Kegel expandierende Lösung.

Beweisidee. Mit Sphären als Barrieren zeigt man zunächst, dass die Lösung an einer ge-
eigneten Stelle nahe am Kegel bleibt. Im Bereich zwischen den sphärischen Barrieren
verwendet man nun die leicht nach oben und unten verschobene homothetisch expandie-
rende Lösung als Barriere. □

7. Weitere Themen

7.1. Mittlerer Krümmungsfluss ohne Singularitäten. Wir folgen unserer Arbeit
[19] und zeigen zusätzlich, dass die Distanz zweier Lösungen wächst, falls eine davon
kompakt ist.

7.2. Stabilität. Wir behandeln die Stabilität der Ebene nach G. Huisken aus dem An-
hang von [6] und die rotationssymmetrischer translatierender Lösungen [5].

7.3. Stetige Anfangsdaten. Wir benutzen [2] und den Übersichtsartikel [3].

7.4. Neumannrandbedingungen. Wir folgen [15] und [1].

Anhang A. Normabschätzung für Tensoren

Lemma A.1. Sei S ein (r, s)- und T ein (s, r)-Tensor. Dann gilt die Abschätzung

Si1...irj1...js
T j1...jsi1...ir

≤ ∥S∥ · ∥T∥
mit

∥S∥2 = Si1...irj1...js
· Sk1...krl1...ls

· gi1k1 · . . . · girkr · gj1ll · . . . · gjsls .

Beweis. Da das Vorgehen bereits im Falle von (1, 2)- bzw. (2, 1)-Tensoren klar werden
sollte, beschränken wir uns beim Beweis auf diesen Fall. Wir möchten also zeigen, dass

SaijT
ij
a ≤

(
SaijS

b
klg

ikgjlgab
)1/2 · (T ija T klb gikgjlgab)1/2

gilt, wobei wir auf der rechten Seite jeweils nur über die Indices innerhalb einer der beiden
Klammern summieren.
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Dazu definieren wir die Abbildung ⟨·, ·⟩ vom Raum der Paare von (1, 2)-Tensoren in
die reellen Zahlen durch

⟨S,R⟩ := SaijR
b
klgabg

ikgjl.

Wir behaupten, dass dies ein Skalarprodukt auf den (1, 2)-Tensoren definiert. Symmetrie
und Bilinearität sind klar. Die positive Definitheit erhalten wir, indem wir in einem Punkt
mit gij = δij diese aus

⟨S, S⟩ =
∑
a,i,j

(
Saij
)2

direkt ablesen, oder, indem wir gab =
√
g
ak
δkl

√
g
lb

und eine entsprechende Zerlegung für
gik und gjl verwenden und dann aus

0 < ⟨S, S⟩ = Saij
√
gab

√
gik

√
gjl · δbcδkrδlt · Sdsu

√
gdc

√
gsr

√
gut(

Saij
√
gab

√
gik

√
gjl
)
b,k,l

̸= 0

und weiter aufgrund der Invertierbarkeit der Wurzel der Metrik und ihrer Inversen(
Saij
)
a,i,j

̸= 0

erhalten.
Nun definieren wir R durch

Rb
kl := T ija g

abgikgjl.

Wir nutzen jetzt die Inversenbeziehung für die Metrik, wenden die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung an und erhalten

SaijT
ij
a = SaijT

kl
b g

bcgkrgls · gacgirgjs

= SaijR
c
rs · gacgirgjs

= ⟨S,R⟩

≤
√

⟨S, S⟩ ·
√

⟨R,R⟩

=
√

∥S∥2 ·
√

∥R∥2

= ∥S∥ · ∥R∥.
Man sieht direkt, dass der Ausdruck für S die gewünschte Gestalt besitzt. Für R erhalten
wir

⟨R,R⟩ = Ra
ijR

b
kl · gabgikgjl

= T cde g
eagcigdj · T rst gtbgrkgsl · gabgikgjl

= T cde T
rs
t g

etgcrgds,

also ebenfalls den gewünschten Ausdruck. Die Behauptung folgt. □

Beispiele A.2. Wie oben benutzen wir wieder die Normen für die auftretenden Tensoren
bezüglich der induzierten Metrik und erhalten

ξihijζ
j ≤

∥∥∥(ξiζj)
i,j

∥∥∥ · ∥A∥
= ∥ξ∥ · ∥ζ∥ · ∥A∥,

ξihijm
jkXα

k λα = ξimjkλα · hijXα
k

≤
∥∥∥(ξimjkλα

)
i,j,k,α

∥∥∥ · ∥∥∥(hijXα
k )i,j,k,α

∥∥∥
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= ∥ξ∥ · ∥m∥ · ∥λ∥ · ∥A∥ · ∥DX∥.

Als konkrete Anwendung erhalten wir weiterhin

H = gijhij ≤
∥∥∥(gij)

i,j

∥∥∥ · ∥∥∥(hij)i,j∥∥∥
=
√
gijgklgikgjl · |A| =

√
n · |A|,

also H2 ≤ n · |A|2. Alternativ könnten wir hier auch

H = hii = hjiδ
i
j ≤ |A| ·

∥∥∥(δij)i,j∥∥∥ =
√
n · |A|

rechnen.
Als weiteres Beispiel für einen Ausdruck mit mehreren gleichen Indices am selben

Tensor betrachten wir noch

T iimξ
m = T ijm · δji ξm

≤ ∥T∥ ·
∥∥∥(δji ξm)i,j,m∥∥∥

= ∥T∥ ·
√
n · ∥ξ∥.

Mit dem Lemma kann man auch Ausdrücke abschätzen, die tensoriell und nicht ska-
lar sind, bei denen auf der linken Seite also noch ein „freier“ Index steht. Als Beispiel
betrachten wir dazu ∥∥(Aki vk)i∥∥2 = vkA

k
i g

ijAljvl

= vkg
ijAlj · Aki vl

≤ ∥v∥2 · ∥A∥2.

Wie weisen dabei darauf hin, dass die Normen der Tensoren mit den Komponenten Alj
und gijAlj übereinstimmen.

Schließlich möchten wir noch andeuten, wie man mit dieser Technik auch größere Ten-
sorausdrücke in ihre Faktoren zerlegen und mit der Norm abschätzen kann. Dazu fügt
man zunächst so viele Kronecker-Deltas ein, dass man die Faktoren danach in zwei Grup-
pen aufteilen kann, in denen kein Index (bei dem dies am Ende nicht gewünscht ist) mehr
doppelt vorkommt. Dies ergibt wie oben von der Dimension abhängige Zusatzfaktoren,
insbesondere in Fällen wie hii oder Rij

i
k. Dann kann man unsere Technik auf die Auftei-

lung in diese beiden Gruppen anwenden. Je nach Struktur der Ausdrücke muss man das
Vorgehen anpassen und gegebenenfalls mehrfach durchführen. Als Beispiel betrachten wir(

Ka
bL

b
cM

c
a

)2 ≤ ∥∥∥(Ka
bL

b
c

)
a,c

∥∥∥2 · ∥M∥2

= Ka
b gaiL

j
l · L

b
cg
clKi

j · ∥M∥2

≤ ∥K∥2 · ∥L∥2 · ∥M∥2.

Ein Beispiel für ein „maximal verbundenes“ Produkt aus vier Tensoren mit zugehöriger
Abschätzung ist(

Ka
bcL

b
deM

cd
f N

fe
a

)2 ≤ ∥∥∥(Ka
bcL

b
de

)
a,c,d,e

∥∥∥2 · ∥∥∥(M cd
f N

fe
a

)
a,c,d,e

∥∥∥2
=
(
Ka
bcL

b
deK

r
stL

s
uvgarg

ctgdugev
)
· (. . .)
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≤ ∥K∥2 · ∥L∥2 · ∥M∥2 · ∥N∥2,

wobei wir für die letzte Abschätzung die markierten Terme zusammen behandelt haben.
Alternativ hätte man hier auch zunächst nur N , dann M und schließlich L abspalten
können. Bei beiden Vorgehensweisen entsteht an den Stellen, an denen die Summation
auseinandergerissen wird jeweils die gewünschte der Norm entsprechende Summation.

Wie angekündigt nun noch ein Beispiel mit dem Riemannschen Krümmungstensor.
Wieder nutzen wir Unterstreichungen um anzudeuten, welche Terme wir zusammenfassen.
Analog zu oben stimmen die Normen der unterstrichenen und der nicht unterstrichenen
Tensoren überein.

∥Ric ∥2 = ∥(Rjl)j,l∥2 =
∥∥∥(Rij

i
l

)
j,l

∥∥∥2 = ∥∥∥(Rijklg
ki
)
j,l

∥∥∥2
= Rijklg

ki ·Rabcdg
ca · gjbgld

≤
∥∥∥(Rijklg

ca)i,j,k,l,c,a

∥∥∥2 = n · ∥Rm ∥2.

Die Verallgemeinerung auf mehr Faktoren überlassen wir nun dem Leser.

Korollar A.3. Es gilt die Katosche Ungleichung

|∇|A||2 ≤ |∇A|2

in Punkten mit A ̸= 0.
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