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Literatur 68

In der Vorlesung folgen wir insbesondere 8,15, 19].

1. DIRICHLETRANDWERTE

1.1. Kurzzeitexistenz. Wir benutzen hier eine Methode, die einen Existenzsatz fiir
lineare parabolische Gleichungen und den Satz iiber inverse Funktionen benutzt. Wir
verweisen auf [11], siehe auch |9, 18].

Bei unserem Ansatz werden wir Kompatibilitdtsbedingungen voraussetzen miissen und
folgen fiir die lineare Theorie [16]. Will man dies nicht, so erhélt man Losungen, die in
082 x {0} weniger regulédr sind, siehe [9].

Wir folgen nun [16].

Definition 1.1.

(i) Eine offene Menge 2 C R™ besitzt eine lokal gleichméfige Lipschitzdarstellung, falls
es 7 > 0 und K < oo gibt, so dass zu jedem Punkt z € 92 die Menge B, (x) N 0N
als Graph einer Funktion w mit ||w||co: < K geschrieben werden kann.

(i) Sei Q2 C R™ offen, erlaube eine lokal gleichméfige Lipschitzdarstellung, sei aber nicht
notwendigerweise beschrankt. Sei 0 < T < oo. Dann betrachten wir die Menge

Qr == Q x [0, 7).
(iii) Erinnerung: Seien k € N und « € (0,1) fixiert. Sei u: 2 — R beliebig. Definiere
u(x) —uly
[u] co.a(q) == sup M
owEn |z — y|«

Definiere damit den iiblichen Banachraum C** (Q) aller C*(2)-Funktionen u, die
sich samt ihren Ableitungen bis zur Ordnung k stetig bis zum Rand fortsetzen lassen,
und [|uf|ckag) < oo erfiillen, wobei diese Norm durch

[[ullcro 0y = Z “Dﬂu“CO(Q) + Z [Dﬁu}cw(ﬂ)
1BI<k |Bl=k

definiert ist. Wir schreiben auch C*** statt C*«,

(iv) Definiere Ch+osthe (@T) als den Banachraum aller Funktionen, die sich samt ihren
Ableitungen der Form (d%)TDﬁu = Di/Dju mit r,s € N, § € N*" und 2r + s =
2r + || < k stetig auf @ fortsetzen lassen und deren nachfolgend definierte

||U||Ck+a;k+Ta(Q )—Norm endlich ist. (Ist k gerade, so schreiben wir auch C*3:5 (Qr)
T

fiir CF+" 5% (Qr).)

e B
HuHC’IH'O‘;HTa(QT) T [u}clﬁ—a;lﬁTa(QT) + Z HD:DIU’HCO(QT) )
2r+|8|<k

wobei

[u] oo kta = sup [D; Diu(-,t)]coaq
crEen grgszzkte[oyTl t .

+ Z sup[Dy Dyu(, -)]coarz(o.1))
0<k+a—2r—s=y<2 veQ

ist und D3u fiir eine beliebige rdumliche Ableitung der Ordnung s steht.
2



(v) O (ﬁ), [ € Ny, bezeichnet den Raum aller stetigen Funktionen u: 2 — R deren
Ableitungen mit Ordnung < [ sich stetig auf Q fortsetzen lassen und deren Ablei-
tungen der Ordnung [/ in 2 beschrankt sind.

(vi) O*! (@T) bezeichnet den Raum aller Funktionen u: Q7 — R, bei denen sich u, u;,
1 < i < n, stetig auf @, fortsetzen liasst und U, u, 1 < 4,7 < nin Qp beschrankt
sind.

(vii) Vektorwertige Funktionenrdume sind analog definiert.

(viii) Die Normen von auf 09 x [0,7] definierten Funktionen definieren wir bei min-
destens gleicher Regularitiat des Randes als das Infimum iiber die entsprechenden
Fortsetzungen nach Q x [0, T]. (Ist k+a > 1, so besitzt ein Rand 92, der eine C*+e-
Untermannigfaltigkeit ist, eine lokale Graphendarstellung und die obige Definition
ist zu einer Definition iiber eine lokale Darstellung des Randes dquivalent.)

Als Corollar zum Satz von Arzela-Ascoli erhalten wir

Lemma 1.2. Sei 2 C R” offen und beschrinkt und ser T > 0. Seien 0 < f < a <1 und
k,l € N mit k> 1 sowe k+ a > 1+ . Dann sind die folgenden Einbettungen kompakt:
™ (Q) < C° ().
ke (@) OV ()

CF+es5* (U x [0,T)) = C*35% (@ x [0,T]) .

Beweis. Der Fall k > [ ist einfach. Obwohl die Behauptung in allen Féllen aus der Be-
hauptung fiir die dritte Einbettung folgt, behandeln wir aus didaktischen Griinden nur
die erste Einbettung und lassen den Rest als Ubungsaufgabe.

Sei (ug)r, C C* (Q) beschrinkt. Dann konvergiert nach dem Satz von Arzela-Ascoli
eine Teilfolge davon in C°. Wir nehmen ohne Einschrinkung an, dass die gesamte Folge
konvergiert: 1, — u in C°. Es gilt

|(ur, — u) () — (up — u)(y)]
|z —yl?

_ (|(Uk—U)($)—(Uk—U)(y)| aﬂ)

PR (= w) (@) = (= u)(w)] 7

Der erste Faktor auf der rechten Seite ist aufgrund der Beschrianktheit der Folge in C'“
beschrinkt und der zweite Faktor konvergiert wegen der C°-Konvergenz gegen Null. Wir
erhalten somit u; — u in C¥. Il

B
«

Definition 1.3. Der lineare Differentialoperator
Lu=1— aijUij + blu; + du
heifst gleichméfig parabolisch, falls es v, p > 0 mit
Vg < a¥(e. )68 < plel?
fur alle £ € R™ und alle (x,t) € Qr gibt.

Bemerkung 1.4 (Kompatibilitdtsbedingungen). Wir wollen das Anfangs- und Rand-
wertproblem

Lu=f in Qr,
U(70) =@ in Q7
u=>a in 092 x (0,7

in CH5* (@) 16sen.



(i) Ist u € C°(Q7), so folgt v = ®(-,0) auf 0L, da diese Funktionen auf Q x {0} bzw.
082 x [0,T] mit u iibereinstimmen. Die Bedingung ¢ = ®(-,0) heifst 0-te Kompati-
bilitdtsbedingung.

(i) Ist w € C*' (Qr), so folgt ¢ € C? sowie ®(z,-) € C*. Sind die Koeffizienten von
L in C° (@T) so lassen sich alle Summanden von Lu stetig auf Q fortsetzen. In
00 x {0} konnen wir Lu aber auch mit ¢ und ® berechnen: Es gilt daher

b =1 =a" u”—bu, du+ f = a” gp,]—bgpl—dgo—i—f

Die erste Gleichheit gilt in 00 x [0,T], die zweite aufgrund der Stetigkeit in ganz
Q und die dritte fiir ¢ = 0. Die Ubereinstimmung der duferen beiden Ausdriicke
auf 0 x {0} heikt Kompatibilitdtsbedingung der Ordnung eins.

(iii) Gelten u € C*? (Qr), a”,b',d, f € C*', so erhalten wir die Kompatibilitétsbedin-
gung der Ordnung zwei wie folgt:

d

i

= CL uij + CLZJiLij — blui — bZUZ — du — du + f

b =i = aju” bui—du+f)

=a"uy; + d" (aVuy; — Vu; — du+ 5
— b’ui —v* (aijuij — blu; — du + f)k
—du—d(aijuij — by, —du+f) —l—f
= dij%j + a¥ (Gij%‘j — Vo —dp + f) Kl
— bl — b (aij%j — b — dp + f)k
—dso—d(aij%j—bi%—dsDﬁLf) +f.
(iv) Man erhdlt Kompatibilitdtsbedingungen der Ordnung k, indem man in

(i) o= ()

die Zeitableitungen von u sukzessive mit Hilfe der Differentialgleichung Lu = f
durch rdumliche Ableitungen ersetzt, dann diese durch die entsprechenden Ablei-
tungen von ¢ ersetzt und damit schlieflich eine Bedingung in 092 x {0} bekommt.
Diese Bedingung heifst k-te Kompatibilitdatsbedingung.

(v) Wir werden im Existenzsatz genauso viele Kompatibilitatsbedingungen fordern, wie
bei der behaupteten Regularitit ohnehin gelten miissen.

(vi) Fiir positive Zeiten gelten den Kompatibilitdtsbedingungen entsprechende Bedin-
gungen wegen der Glattheit bzw. Regularitiat der Losung automatisch bis zu der der
Glattheit entsprechenden Ordnung.

Theorem 1.5 (|16, Theorem IV.5.2, S. 320]). Sei @ C R™ offen und T > 0. Definiere
Qr = Q x (0,T). Seien k € N, a € (0,1). Seien die Koeffizienten des gleichmdifig
parabolischen Operators

L: u»—>u—aijuij+biui+du
k+a

in CHr5" (Qr). Sei 0Q € C*2 (im unbeschrinkten Fall mit einer lokal gleich-

méfigen C**2%_Darstellung des Randes). Dann gibt es fiir beliebige Funktionen f €

Chtaitse (Qr), beliebige o € C* 2t (Q) und beliebige ® € Cht2tastigte (Qr), die die

Kompatibilititsbedingungen bis zur Ordnung [Ha} +1= [g} + 1 erfiillen, eine Losung
4



k+2+a

u € Cht2ai™s (@T) des Randwertproblems

(1.1)

Lu = f in QT7
u(0) = aufQ,
u=>a auf 02 x [0,T].

Ist Q beschrinkt, so ist u unter allen C*'(Qr) N C° (Qr)-Lisungen eindeutig bestimmi.
Es gqilt die Abschdtzung

(1.2)

i

okt2ta; kt2to (@T) <

<c- (||f||ck+a;’“+2°‘(QT) + ||¢‘|Ck+2+a(§) + ||(I)Hck+2+a;k+§+a (QT))

mit ¢ = c(Q, k,a, L).

Beweisidee. Ein mogliches Vorgehen ist: Man zeigt zunéchst die a priori Abschatzung fiir
u, benutzt dann, dass das entsprechende Resultat fiir die Warmeleitungsgleichung richtig
ist und zeigt danach die Existenz mit Hilfe der Stetigkeitsmethode.

Die Eindeutigkeitsaussage ist klar. O

Wir interpretieren dieses Theorem nun funktionalanalytisch.

Bemerkung 1.6. Ab der Injektivitdt von £ weiter unten benotigen wir die Beschrankt-
heit von 2. Wir wollen diese daher annehmen.

(i)

(i)

Die Menge aller

(f,0,®) € CH52 (@) x CH¥2F2 (@) x M5 (90 x [0,T))

so dass sich sdmtliche Terme mit f in den Kompatibilitdtsbedingungen gegenseitig
aufheben und die die daher linearen Kompatibilitdtsbedingungen bis zur Ordnung
[k/2]+1 erfiillen sind als endlicher Schnitt von Urbildern der Nullfunktion unter ste-
tigen linearen Funktionen abgeschlossen und daher ein Banachraum. Wir bezeichnen
ihn kurzfristig mit CBR (= Banachraum mit Kompatibilitdtsbedingungen) ohne
dass die Abhéangigkeit von k£ in der Notation auftaucht.

Der Operator

L: CF2ea™5 (@) - OBR,
u = (Lu, u|ax oy, Uloaxo.])

ist linear, stetig, injektiv, wenn wir als Zielraum den Raum CF+es'$® x Ok+2+a
Ck+2+0 55 wihlen. Ab jetzt wiihlen wir als Zielraum CBR. Die Definitionsmenge
brauchen wir nicht zu modifizieren, da (f, ¢, ®) = Lu aufgrund der Regularitat von
u automatisch die Kompatibilitadtsbedingungen erfiillt: im £ C C'BR. Nach Theorem
1.5 ist £ surjektiv und besitzt eine stetige Inverse. Somit ist £ ein Banachraumiso-
morphismus.

Sei k = 0. Es gilt (f,0,0) € C BR (mit Kompatibilitdtsbedingungen bis zur Ordnung
1), genau dann wenn f|anx oy = 0 gilt. Wir wollen £ auf das Urbild von

W x {0} x {0} = {f € C%% (Qr) : floax(oy =0} x {0} x {0}

einschranken. Dieses ist durch

2ta -
{U € %5 (Qr) : ulaxqoy = 0, uloaxpor) = 0 und Lulsaxqoy = O} =V
5



gegeben. Somit erhalten wir, dass auch der Operator

L:V =W,
u— Lu

ein Banachraumisomorphismus ist.
(iv) Auch fiir den Satz von Arzela-Ascoli und daraus abgeleitete Normkonvergenz beno-
tigen wir die Beschranktheit von (2.

Theorem 1.7. (Kurzzeitexistenz fiir den graphischen mittleren Kriimmungsfluss). Sei

€ (0,1). Seien Q C R™ offen und beschrinkt mit 0Q € C**, uy € C**(Q) und
p € C?T(0Q x [0,1]). Erfillen ugy, ¢ die Kompatibilititsbedingungen (die man im nicht-
linearen Fall analog zum linearen Fall erhdlt) fir die folgende Gleichung, dann gibt es zu
jedem B € (0,a) ein T € (0,1) und ein eindeutig bestimmtes

ue CPST (@ x [0,T)),

das das Rand- und Anfangswertproblem

Du
=1+ |Dul?-div| ————| inQx(0,7),
V14 |Dul?
u(,O) = Ug auf Qv
u=¢p auf 02 x [0, T

l6st und die C2+5%5" (Q x [0,T))-Norm ist durch 8 und die Daten kontrolliert.

Wir behaupten hier nicht, 7" nach unten durch eine positive Konstante kontrollieren zu
konnen.

Beweis. Beim Beweis der Existenzaussage folgen wir [10], siehe auch [11, Theorem 2.5.7].
(i) Wir definieren

Du
F (D*u, Du) :=+/14 |Dul? - d1V< T |Dn |2>
u'uug;
Ay WG
I DU

also

E(r,p) = (CW - vy )sz

1+ [p|?

(ii) Die Eindeutigkeit folgt aus dem Maximumprinzip und gilt bereits fiir C*HQ x
(0,7)) N C° (Q x [0,T))-Funktionen: Seien uy,uy zwei Losungen, so gilt fiir w :=
u; — ug die Rand- und Anfangsbedingung w = 0 und die Differentialgleichung
W =1U; — U
=F (D2u1, Dul) —F <D2U2, DUQ)
1

- / dd F (rD*uy + (1 — 7)D*us, 7Duy + (1 — 7)Duy) dr
T

6



(iii)

1 1

= [P dr =+ [ B ),

= a”wij + b’wi.

Es gilt a¥ = 0. Somit liefert das Maximumprinzip die Behauptung.
Wir kommen nun zum Existenzbeweis: Betrachte das lineare parabolische Problem

i — A = F (D*ug, Dug) — Aug  in Q x (0,7),
a(+,0) = ug auf €,
U= auf 0 x [0, 7.

Da ug und ¢ die Kompatibilitdtsbedingungen nullter und erster Ordnung fiir den
mittleren Kriimmungsfluss erfiillen, also ug = ¢ und F (D*ug, Dug) = ¢ auf 9 x
{0}, sind sie auch hier erfiillt. Somit besitzt dieses lineare Anfangswertproblem eine

Losung @ € C2T55" (Q,). Definiere
f=1u—-F(D%,Du).

Diese Definition ist so gemacht, dass @ eine Losung der Differentialgleichung mit
entsprechend definierter rechter Seite f, also @ — F (D*a, Du) = f, ist. An dieser
Stelle kann man das betrachtete Zeitintervall einschranken, so dass u dort nahe
bei ug bleibt (was bei einem allgemeineren F' nétig ist) oder man nimmt grofere
Gradienten in Kauf (was wir machen). Es gelten f € 0% (@) und f(-,0) = 0 auf
Q.

Sei nun § € (0, «) beliebig. Wir betrachten hier einen etwas kleineren Holderexpo-
nenten um spiter die Kompaktheit C* € C* ausnutzen zu konnen.

Definiere

Vo= {77 € C*P5 (Q)) + nlaxioy = 0 und loaxo] = 0}

mit der C2%*" Norm. Da die Randbedingungen abgeschlossene Teilmengen defi-
nieren, ist V' ein Banachraum. Definiere weiterhin den Operator ® durch

©:V = {F € (@)t flonwiy = 0} = W,
d N .

py —(t+n)— F(D*(a+n),D(a+n)).

Nach Definition von V gilt ®(n) € W fiir alle n € V, d.h. insbesondere ist die
Bedingung ®(n)|saxfoy = 0 erfiillt. (Bei allgemeineren Funktionen F' miisste man
hier v auf eine Umgebung von 0 einschrianken, so dass F' wie oben wohldefiniert

ist.) Wir wollen den Satz von der inversen Funktion anwenden. Nach Lemma 1.8 ist
® € C' und es gilt

d g o
D)) = 1~ (= 28 Yy = B (0%, D) .

n— —

dt 1+ |Dal?

TV
=F,;(D%4,Di)

Beachte, dass Lemma 1.8 auch fiir die Einschrankungen auf V' bzw. W gilt. Nach
Bemerkung 1.6 ist D®(0): V' — W ein Banachraumisomorphismus. Somit ist ¢ lokal
um 0 ein Diffeomorphismus. Insbesondere gibt es also zu f € W mit hinreichend

kleinem || f — fHW =||f —2(0)||w ein n € V mit ®(n) = f.
7



Sei p: R — Rglatt mit 0 < p < 1, p(t) =0 fir t <1 und p(t) =1 fir t > 2.

Setze p(t) := p(t/e) und f(x,t) = f(z,t) - p-(t). Dann gilt Hf— fell  — 0O fiir
W

e ¢ 0: Nach Lemma 1.9 sind die~C’a?%—N0rmen gleichméfig beschrankt, es gilt

f—f-=f(1—=p:) — 0in C° da f(-,0) = 0 ist, und somit folgt die Behauptung,

da die Einbettungen C%2% — %5 <5 C° nach Arzela-Ascoli kompakt sind, aus der

Abschétzung

|7 - s

<o-|F-r.

Cﬁ;g

Fixiere ¢ > 0 klein genug, so dass ein n € V mit ®(n) = f. existiert. Definiere
u = (@ + n)[gyx(,- Dann gilt u € C2HA:E50 (2 x [0,¢]) und u lést

w— F(D*u, Du) =0 inQ x (0,¢),

u(+,0) = uy auf €,
u(z,t) = p(z) fur (x,t) € 09 x [0,¢].
Dies beweist Theorem 1.7 mit 7' = €. g

Lemma 1.8. Seien o, 3 € (0,1). Sei ' € C*° (R™™ x R") (mehr Argumente sind mit
einem nahezu identischen Beweis ebenfalls maoglich; weiterhin sind B = 1 sowie F € C3
ebenfalls zugelassen). Definiere

b: 2T (Q)) - 0T (Q)),
ur —u+ F (D*u, Du) .
Dann ist ® € C' und es gilt
D®(u)(n) = —1i) + F,,, (D*u, Du) n;; + F,, (D*u, Du) 1;.

Beweis. Es gilt fiir festes (z,t)

d
—®(u +en)

N _ 4 (—i(u—l—sn)+F(D2(U+577)7D(u+577>)>

de dt

e=0 =0

d
= =" + Fy (Dzu, Du) nij + Fp, (D2u, Du) ;.
Mit dieser Rechnung erhalten wir, falls diese existiert, die Richtungsableitung von ®.
Daher kommt nur der angegebenen Ausdruck als Ableitung von ® in Frage. Aufgrund
der Linearitéat ist die Aussage iiber die Zeitableitung klar. Da bis zu zweimaliges Ableiten
als Abbildung C2+es 5ty 0%% Jinear und stetig ist, diirfen wir annehmen, dass ® die

Form

o: 0% (@1) — C%% (@1) )
U —> (I)(u) = ((x,t) — F(u(x,t)))

hat, wobei u vektorwertig ist, was wir aber in der Notation unterdriicken; das neue
entspricht also (D?*u, Du). Formal bekommen wir dies, indem wir @ als Verkniipfung mit
dem Operator

24«

D - 02+oc;T Croc;%7
8



u > (u, Du, D*u, 1)

schreiben: ®(u)(z,t) = F(m3(D(w))(z,t), mo(D(u))(x, t)).
Wir wollen zunéchst zeigen, dass

®(u) = @(v) + DF(v)(u = v) + o[ = v]| aig )
in Co5% gilt. Wir setzen
L(z,t) = F(u(z,t)) — F(v(z,t)) — DF(v(x,t)){u(x,t) —v(x,t))

und wollen also

(1.3) SUD = o([lu —vllgeig),
(14) sup BB Z LR o0y g
z,t1,ba [t1 — to| 2

und
(1.5) sup | L(z, )| = of|u — vl g )

zeigen. Dabei diirfen und werden wir stets HuHCaﬁ;% + HUHCaﬂ;% < C annehmen.
Zunichst zu (1.3): Da F' zweimal stetig differenzierbar ist, liefert die Taylorapproxi-
mation mit Restglied in ausgewahlter Form
1
+ [(1= OD2F(u(at) + Clule.t) — ola,t)) dC
0
’ <U,(J}, t) - ’U({L‘, t)a u(m, t) - U({L'7 t))

Der Vollstédndigkeit halber hier ein paar Zeilen Beweis dazu; am Ende ersetze man x
durch u(z,t) und y durch v(x,t):

/ (1— OD*F(y + (x — ) dC(x — g, 7 — )

— /(1 - c)d%DF(w ((z —y))d{{z —y)

1

_ / d%(l ~Q)DF(y +((x —y)) d(z —y)

0

+ (1= O)DF(y + ((z —y)) d{z — )|,

— [ PP+ ¢ -)dete=y) ~1-DF@)(a - )

1

_ / %F@ +((x —y))d¢ — DF(y){z —y)
9



= F(z) = F(y) = DF(y)(z — ).
Weiterhin folgt wegen F € C%7
|D*F(a) — D*F(b)| < C - |a—10|°.
Wir definieren die symmetrische Bilinearform
B(z,t) := D*F(v(z,t) + ((u(z,t) — v(z,1))){-, )
und erhalten fiir ¢ € [0, 1] in Abhéngigkeit von den Hoéldernormen von u und v
[B(x,t) = Bly,t)] < C - |¢(u(x,t) — uly, 1)) + (1 = ) (v(w,t) — v(y. 1)|”
< C-lu(z,t) = u(y,t)|7 + C - o, 1) — v(y, 1)’
< C-lz—y*.
Es gilt
| Lz, t) — L(y,1)]
1

- / (1—=¢)D*F(v+ ¢(u—v))d¢ (u—v,u— U>|(az,t)

- [ 1= 0D P+ (- o) dc v =),

_ /(1 —)B(z,t) (u—v,u—v)|, ) — (L= )B(y, 1) (u—v,u—v)|, d¢

0

< sup [B(z,1) (u—v,u—v)|,— By, 1) (u—v,u—v)|, |
¢elo,1]

< sup [B(z,t) (u—v,u=0)|,,)— B@1) (u—v,u—0v)|,,|
¢e[o,1]
+ sup |B<I,t) <U —v,u— U>|(y,t) - B<y7 t) <U —vu - U>|(y,t) |

¢elo,1]

< sup |B(a,t)(u—v,u = 0)|@y — Bz, )(u —v,u = 0)|g]
¢elo,1]
ez =yl July ) — vy, 1)

= ]1 + ]2.

Wir erhalten
L<c-le—y|* lu=vlto <c- |z =yl [lu—v]2.q

und damit fiir diesen Teil eine Abschitzung wie wir sie fiir (1.3) bendtigen. Weiterhin gilt
aufgrund der Symmetrie von B wegen der dritten binomischen Formel

I = [B(z, t){(u = v)(z,1) + (u = 0)(y, 1), (u = v)(z,1) = (u=0)(y, 1))]
<c-([(u=v)(z, )] +[(u=v)(y,1)]) - [(u = v)(z,1) = (u=2v)(y,?)]
<c-flu—=vlleo - flu=vllgag - o=yl
<cfu—vleo - flu—vlgug o=yl

da f < 1 und |z — y| < 2 gelten. Somit erhalten wir die gewiinschte Abschéitzung fiir
(1.3).
10



Zur Abschitzung fiir (1.4): Als Vorbereitung erhalten wir analog zu oben, wieder
unter Benutzung der Holderstetigkeit von u und v, fiir die Differenz B(z,t;) — B(x,t2)

|B(a,t1) = Bz, t2)| < C - [((ulw, 1) — u(z, t2)) + (1 = ) (v(z, t1) — v(x, t2))|°
< C - u(w, ty) —u(z, t)|]? +C - Jo(x, ty) — v(x, t)|°
<Oty — 1|7
Damit ergibt sich dhnlich wie oben

|L(I’,t1) — L($,t2)|
= /(1 —O)B(z, 1) (u—v,u=v)|,,) = /(1 = O)B(x,ta) (u—=v,u = 0)| (4,

< sup [Bla,t) (u—v,u— )|y, — Bla,t) (u—v,u—v),

¢el0,1]

J:,tl) - le,t2)

— B(z,t2) (u —v,u —v)|

z,t2) @,t2)

+ sup ‘B(x,tl) (u—v,u—v)|
¢efo,1]

ap
<C- ’(u — )} (2, 1) — (u— v)z(x,tg)} +C |ty —to] = - |u—v|]*(z,t2)
< C-(u—v)(z,t1) = (w—v)(z, )] - [(u—v)(z, 1) + (u—v)(z,12)]
28 2
+C -l =] 7 - flu = [ Loy
o ap
<Oty —ta|? - Ju =0l pag - lu—vllgo + C - [ty —ta] = - lu — v[2q
28 2
<Ot =t ¥ Ju— vl
wie behauptet.
Zur Abschitzung fiir (1.5): Hier gilt
1
L) = | [(1= D F (ol ) + Clult) — v(a ) dC fu = v}l
0
< O lu = vz

und die Behauptung folgt.

Damit hat die Ableitung von ® die angegebene Form. Wir haben also die Fréchet-
Differenzierbarkeit von ® gezeigt.

Stetigkeit der Ableitung: Es fehlt noch der Nachweis, dass die Ableitung D®(z)(-)
stetig von u abhéangt. Da dies fiir den Term mit der Zeitableitung offensichtlich ist, be-
trachten wir wieder ® wie oben. Wir wollen also

|D®(u) — DP(v) ¥) — 0 fiir (u—v) — 0 in C*?2

”L(Ca;% ;Caﬁ;

zeigen. Wir wihlen dazu n € C*2 und beweisen dafiir

[D®(u)(n) = DPW)(0)| pep < C - [lu— ]

Hcaﬂ;T

cois Ml s
wobei
(D@ (u)(m)(z,t) = DF(u(z,t)){n(z,t))

ist. Wiederum sind die drei Bestandteile der Norm auf der linken Seite abzuschéatzen.
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Raumliche Holderhalbnorm: Fiir diese Rechnungen unterdriicken wir das ohnehin
nur konstante Argument ¢t und nutzen die Notation wie fiir rein rdumliche Holderrdume.
Damit ergibt sich

—

D®(u)(n) — DB(v)(1)]ces
(DF(u) — DF(0))(n)]ces
[DF(u) = DF()]cas - [nlleo + IDF () = DF(v)]|co - [)as.

IA I

Bei der ersten Holderhalbnorm auf der rechten Seite erhalten wir

((DF(u) = DF(v))(x) = (DF(u) = DF(v))(y)]

1

_ / e DF(ula) + (1 = Qula)) d¢ — [ 4 DF(Culy) + (1= ot dg

_ / D*F(Cu(x) + (1 Qo(x)) d¢{u(z) — v(), )

/ D>F(Cu(y) + (1= O)o(y)) d¢(u(y) — v(y), )

/()dc /13 ) dC{u v>>l

0

<£%p1]13( z)(u(z) —v(x), ) — B(z)(u(y) — v(y), )]

+ ;1[1011] |B(z){uly) —v(y), ) — Bly)(u(y) — v(y)., )|

< C(u—v)(@) = (uw=0)»|+C o —y|* - |(u—v)(y)l
<Crllu=vlco |z —yl*+ C o —y[* - u—vllco
<C-llu—vlce - |z —y|*,

da f <1 und |z —y| < 2 gelten. Nun behandeln wir die Supremumsnorm auf der rechten
Seite. Es gilt

|DE(u)(z) = DF(v)()]

1

d
_ / g¢ DF(Cule) + (1= Oe(e) ¢

_ /DQF(Cu(x) + (1 = Qu(z)) d¢{u(z) — v(z),-)

< C-lu—wvlleo
<O lu—vfce.
12



Zeitliche Holderhalbnorm: Hier unterdriicken wir das konstante Argument x und
nutzen die Notation fiir Holderrdume in einer Variablen. Analog zur rdumlichen Holder-
halbnorm erhalten wir zunachst

[D®(u)(n) = DO(v)(m)] ,ap
[(DF(u) = DE))(n)] ,ap
< [DF(u) = DFE()] ap - [Inlloo + [[DF(u) = DF(v)]lco - [0] g -

Die Rechnungen fiir den ersten zeitlichen Hélderquotienten sind anfangs fast identisch zu
denen fiir den ersten rdumlichen Holderquotienten oben. Daher kiirzen wir die Rechnung
etwas ab und erhalten

[(DF(u) = DF(v))(t1) — (DF(u) — DF(v))(t2)|
<O = v)(t) = (= v)(B)| + C |l — ] % - [(u = v) ()]
< Cflu—vlog - It = tal T+ C [ty =1l % - u = v]co.
Noch weniger unterscheiden sich die Abschéitzungen fiir || DF(u) — DF(v)|co, ndmlich
nur beim letzten ,,<“. Daher verzichten wir hier vollstdndig auf Details.

Supremumsnorm: Diesen Normbestandteil konnen wir nun auch noch leicht be-
schrianken. Es gilt

[D®(u) () = D®(v)(n)]

< sup |D®(u) — D®(v)| - ||n]|co
(z,t)EQ
1

/%F(Tu(x,t) + (L =7)v(z, 1) dr| - |[nllco

IN
wn

u
x7

—
Ntel

< supsup |D2F‘ sup |u(z, t) — v(z, t)] - [|nllco
(z,t) ¢ (z,t)

< C-lu=vfleo - [Inllco
<O flu=vllgag - [l ess -

Somit folgt die behauptete Stetigkeit und damit insgesamt ® € C*. O

Lemma 1.9. Seien Q C R" offen und beschrinkt, T > 0 und Qr = Q x (0,T). Sei
feCs (Qp) mit f(-,0)=0. Seip: R = R glatt mit 0 < p <1, p(t) =0 fiirt <1 und
p(t) =1 firt > 2. Setze p-(t) := p(t/e) und f.(z,t) == f(x,t)-p(t) fiir 0 <e < 1. Dann
ist f. € C% (@T) mit gleichmdf$igen Normabschdtzungen.

Beweis. Wir folgen [11, Lemma 2.5.8|. Es geniigt, die Holderhalbnorm beziiglich ¢ zu
beschranken. Sei v = 5. Wir wollen also

|fa(t1) - fs(t2>| <c- |t1 - 152|’y

mit einer gleichméfkigen Konstanten ¢ zeigen, wobei wir die z-Abhédngigkeit unterdriickt
haben. Gelte ohne Einschriankung 0 < t; < t5 < T. Wir schreiben die Differenz als

fe(tr) = fe(t2) = (f(t1) — f(t2))p=(t2) + f(t1)(p=(t1) — pe(t2))-

Aufgrund der Holderstetigkeit von f ist der erste Term unproblematisch. Fiir den zwei-
ten Term nehmen wir ohne Einschrankung an, dass t; < 2¢ gilt, da dieser Term sonst

verschwindet. Wir betrachten nun zwei Falle:
13



(i) to < 3e: Wir benutzen f(0) = 0, die Holderstetigkeit von f, die Lipschitzstetigkeit
von p bzw. p. und erhalten
[f () (pe(tr) = pe(t2))| = [f(t1) = FO)] - [pe(ta) — pe(t2)]

<c-t] et |t —t
<coty-e Tttt |t — t
<c-ty-elty |ty —to|”
§ C- ‘tl — t2|’y.

(ii) to > 3e: Es folgt to—t; > €. Nun gelten t; < 2e, & < ty—t; sowie |p:(t1) —pe(t2)| < 1

und wir erhalten

|f(t1)(p=(t1) — pe(t2))] < [f(t1) = FO)[ -1 <c-t] <[ty — 1] 0

Theorem 1.10 (Hohere Regularitit). Es gelten die Voraussetzungen von Theorem 1.7
und sei auch T wie dort. Sind

k+24a

up € CMH(Q) o e CHEEE (90 x [0, 7)),

00 € CF2+ ynd erfiillen vy, ¢ die Kompatibilititsbedingungen bis zur Ordnung [g] +1,
so qilt fiir die Losung u aus Theorem 1.7

k+2+p8

u € CFEETET (Q % [0,T7)

mit 3 € (0,a) fir k =0 und 8 € (0,a] firk > 1. Die Ck2+5; Q x [0,T])-Norm
von u ist (in nichtlinearer Weise) durch 5 und die angegebenen Daten abgeschitzt.

k+2+48
=

Der folgende Beweis funktioniert spezifisch fiir den mittleren Kriimmungsfluss und ist
dadurch besonders kurz. Eine gute Referenz fiir hohere Regularitét allgemeiner nichtli-
nearer Gleichungen in der ,Ecke* 002 x {0} habe ich derzeit nicht. Im allgemeinen Fall
braucht man k& > 2 fiir die letzte Aussage. In diesem Fall empfehle ich folgendes Vorgehen
(ohne die Details gepriift zu haben):

e Biege den Rand gerade und fithre das Problem durch Subtraktion der Randwerte
auf , Nullrandwerte zuriick.

e Spiegle und benutze Kompatibilitatsbedingungen fiir den Nachweis der Regulari-
tét der Spiegelung.

e Lokalisiere mit Hilfe einer Abschneidefunktion und betrachte Differenzenquotien-
ten wie im inneren Fall [11, Theorem 2.5.9].

Beweis.

(i) Den Fall k£ = 0 haben wir bereits in Theorem 1.7 behandelt.
(ii) Wir betrachten den graphischen mittleren Kriimmungsfluss als Gleichung der Form

i =a%u;; inQx(0,T)

mit a¥ = 69 — —lﬁigaz.
(iii) Ist u € C2HB:250 (2 x [0,77), so folgt direkt aus der Definition der Normen Du €
CHAE (ﬁ x [0, T]) Dies ist auch bei Multiplikation, Summe und Inversenbildung
wie in a” von solchen Funktionen erhalten. Somit ist
' € CVE (0 [0,T]) .
14



Da @ = a"u;; eine lineare Differentialgleichung ist, konnen wir die lineare Regula-
ritdtstheorie fiir Anfangs- und Dirichlet Randwertprobleme mit Kompatibilitdtsbe-
dingungen, die erhalten bleiben, auch wenn wir a* schreiben, aus Theorem 1.5 an-
wenden und erhalten eine C3+5:°5” (Q x [0,T7])-Losung, die aufgrund der Eindeutig-
keit mit u iibereinstimmt. Da C3+5% (Q x [0, 7)) stetig nach C*T*™ 5 (Q % [0,77)
einbettet, ist ab jetzt auch § = a erlaubt.

(iv) Der letzte Schritt nochmals mit o = 5 angewandt liefert nun

u e CHetE (% [0,7]) .

44

(v) Nun erhalten wir a® € C2F%*3* (oder mit ﬁ) und mit Theorem 1.5 u € 473

(vi) Analog folgen a/ € C3+%™5* und u € C5+*"5% . Dies kinnen wir solange fortsetzen

wie es aufgrund der angenommenen Regularitat von ug, ¢ und €2 und aufgrund der
angenommenen Kompatibilitdtsbedingungen moglich ist.

(vii) Dieses Vorgehen wird auch als “bootstrapping argument” bezeichnet, auf Deutsch

aber nicht als Schuhbinde- oder Miinchhausenargument. U

Korollar 1.11. Seien © C R™ offen und beschrinkt 02 € C*, uqg € C*™ (ﬁ), Y €
C>® (0 x [0,1]). Erfillen ug und ¢ Kompatibilititsbedingungen beliebiger Ordnung, so
gibt es ein T € (0,1], so dass das Anfangs- und Randwertproblem

= 4/ 1 + |DU|2 le (\/%) in ) X (O,T),
u(+,0) = ug auf €,
u(z,t) = p(z,t) fir (xz,t) € 9Q x [0,T]

eine eindeutig bestimmte Losung u € C™ (ﬁ x [0, T]) besitzt. Dabei sind die C*-Normen
von u durch die Daten kontrolliert.

Hier bezeichnet C* () keinen Banachraum, sondern () C* (€2).
keN

Beweis. Benutze Theorem 1.10. Beachte dabei, dass sich das Zeitintervall fiir Losungen

mit hoherer Regularitat nicht verringert. U

1.2. Supremums- und Gradientenschranken. Wir leiten nun a priori Schranken her,
mit deren Hilfe wir Langzeitexistenz zeigen. Dabei beschinken wir uns auf den Fall von
zeitunabhéngigen Randwerten .

Lemma 1.12 (C°-Abschiitzungen). Sei u € C2Ho:*5* (Q % [0,T)) eine Lisung von

D
= T+ [Duf?-div [ ——2—— | nQx(0,T),
V14 |Dul?

u(-,0) = ug auf €2,

u(z,t) = p(z) fiir (z,t) € 09 x [0,T7.
Dann gilt

[l @x(0.my) < o]l =)

Beweis. Wir vergleichen u mit konstanten Lésungen = ||ug ||z (). Das Maximumprinzip
liefert dann die Behauptung. O

15



Theorem 1.13 (C'-Abschitzungen am Rand). Sei 9Q € C?** und sei weiterhin u €

24«

C?res™2" (Q x [0,T]) eine Losung von

Du
uw=+/1+|Dul? div| — in Q x (0,7,
Dl < 1+|Du|2> ( )

u(-,0) = ug auf €,
u(z,t) = p(z) fiir (z,t) € 0Q x [0,T7.

Sei die mittlere Kriimmung des Randes nichtnegativ. Dann gilt

|Du| < ¢ auf 002 x [0,T]

mit einer nur von den Daten abhdngigen Konstanten c.

Beweis. Wir konstruieren mit Hilfe der Distanzfunktion Barrieren.

(i)

(iii)

Sei d: @ — R die in 2 positive Distanzfunktion zu 0€). Wir haben in der Dif-
ferentialgeometrie Vorlesung, sieche auch [22, Korollar 3.27], gesehen, dass es bei
nichtnegativer mittlerer Kriimmung des Randes ein £ > 0 gibt, so dass in

Qe :={re:dx) <e}

d € C? ist und dort —Ad > 0 gilt.

Weiterhin sei daran erinnert, dass aus |Dd| = 1 auch d;;d = 0 folgt.
Fiir alle die [22] nicht kennen, geben wir hier einen davon unabhéngigen Beweis im
Falle 2 = Bg(0), dem in dieser Vorlesung wichtigsten Fall. Hier gilt

d=R—|z|,
T ’ ‘7
1 T2 5
d;; = __<5i‘_#>’
’ [z \Y Jaf?
Ad— "1
2]

Betrachte eine C** (Q)-Fortsetzung von ¢ € C**(9Q) mit kontrollierter Norm, die
wir wieder mit ¢ bezeichnen.
Wir wollen nun zeigen, dass es ein € > 0 und eine Barriere der Form

wt(x) = p(x) £ (d(@))
in Q. gibt, so dass ¢(0) = 0, ¢’ > || Dug|| e+ || D|| e in [0, €], ¥(e) > 2(||uo|| o)+
|| Lo (o)) und fiir w = w*

Dw
w—/1+[Dw|? -div| —————=] >0 in Q.
[Dul <\/1+|Dw|2>

sowie die umgekehrte Ungleichung fiir w™ gelten. Dies sind statische Barrieren und
dieselbe Konstruktion wie fiir Minimalflichen in der Variationsrechnung. Dann wir-
ken w* zusammen mit den Barrieren aus den C°-Abschitzungen als Barrieren und
wir erhalten

w™(r) <u(z,t) <w'(z) fiir (x,t) € Q. x [0,7T]
mit Gleichheit fiir z € 0€2. Somit folgt

| Dul| o0y < D]l a0) + ¥'(0).
16



Daher geniigt es, die Existenz von solchen Barrieren zu zeigen.
(iv) Wir machen den Ansatz

¥(d) = dlog(l + od)
mit noch zu wihlenden Konstanten o > 1 sowie 1 > 9§ > 0. Es gelten
w = +1p(d),
w; =p; +Y'd;,
wij =iy + P'dyy +P"did;,

! .. wiwj
0< — (69— 2 )y,
- ( 1+ IDwIQ) o

gny w'w? (Dw, Dd)*
oA e (Dw, Dd)?
wyffd 4 +1+¢DwP¢]+w14waP J+¢’1+LDwP
>0
und wegen d;;d" = 0
i (D, Dd) +¢")?
> _ D2 _ " / SD SD dl " Y
> —c(D%) w%ﬂbLHDij+w 1+ [Dw|?

-~

—0  fir |Dw|—o0

Wir betrachten die relevanten Terme mit )" separat und benutzen ¢’ > 0 sowie

,¢//<0

(1 UeDO W)

1+ |Dwl|?
—
15 Dup (14 [Del? + 2¢'(Dg, Dd) + (¢')* - 1
_<D907 Dd>2 - 2¢/<D<Pa Dd> - 1/}/2)
—"
= T+ [Dup (14 |Del?> = (Dg, Dd)?)
o
> v
~ 14 |Dw|?

Nun gilt in . mit € = \/LE

P(d) =dlog(1 + ad),
¢%D:51+adzér+¢5
" _ 02 _ _1 / 2

Weiterhin gilt fir n > 0 und o > 0¢(d, Dy, n)

1+ |Dw|* =1+ (Dy + ' Dd, Do + ' Dd)
=1+ |Dy|* + 2¢/(D¢p, Dd) + ¢

<c(n, Do) + (1 + n)y”
17



< (14 2"
Somit erhalten wir fiir n = %

@ZJN 1 2 1 1
1+ |DwP2 =6 2472 25

Fixieren wir also 6 > 0 hinreichend klein und dann ¢ hinreichend grof, so erhalten
wir die Differentialungleichung und die behaupteten Ungleichungen fiir ¢). Genauer
funktioniert dies wie folgt:

e (0) = 0 ist klar.

e ¢’ > 1: Wir nutzen insbesondere ¢'(d) > 33> 75

e (¢): Wir integrieren die Abschétzung fiir 1/'. Gegebenenfalls muss man ¢ und

o vorher geeignet anpassen.
o Differentialungleichung: Da ¢’ > 1 und somit |Dw| > 1 gilt, miissen wir

lediglich + | D TTDwE > c erreichen. Es gilt wegen ¢/ > 1
A (CORNNS
1+ |Dwl?2 = 2(4")2  26°
Somit bekommen wir Barrieren und die Behauptung folgt. O

Bemerkung 1.14. Man iiberlege sich, dass man auch im Falle || < ¢ Abschiatzungen
in C° und C! bekommt.

Nach der Definition von v erhalten wir aus der zugehdrigen Evolutionsgleichung einen
einfacheren und nicht so technischen Beweis des folgenden Satzes.

Theorem 1.15 (C'-Abschitzungen im Inneren). Sei T > 0 und sei die Funktion u €

3ta ,—=

C3re™3" (Q x [0,T]) eine Lisung von
= /1 +|Dul?-div <L> in 0 x (0,7),
1+ |Du|?
u(+-,0) = ug auf €2,
u(z,t) = ¢(x) fiir (z,t) € 0Q x [0,T].
Dann gilt

sup |Du]<sup]Du0]~|— rnax |Du\
Qx[0,T]

Beweis. Wir differenzieren die Evolutionsgleichung und erhalten aus

y ulud
S I S
! ( 1+|Du|2)“’

y R wbud g, utu?
= (67— M Yy, o w20l
k ( 1+|Du|2) T DUl T (11 |Dupp) o

d . TRTY 1
D 2 _ ig 21D 2
dt< | “') (= v (g1 )

L U Wy, WE kig Uk

zunachst

sowie
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y utud uFut udug; wrudug;
8 _ UkU" o k (¥ (¥ luku
( 1+ |Du|2> R T Ty A T I

. wiu? . wtu?

— (0 — —— VP — [0 — ———— ) wFuy;
( 1t |Du|2> o ( 1t |Du|2>
uFul uiug; ulud g ? b

. 7 7 _ A 1 < 0

1+ [Dul? (1 n |Duy2) Uitle =

Die letzte Ungleichung sieht man wie folgt ein: Wir setzen &, := ——2%— und diirfen
\/1+|Dul?

ohne Einschrankung nach einer Rotation des Koordinatensystems £ = he; mit |h| < 1
annehmen. Somit ist fiir die behauptete Ungleichung zu zeigen, dass

2h* 2, < h*ubug + uful
gilt. Dies ist offensichtlicherweise richtig. Somit folgt die Behauptung direkt aus der Evo-
lutionsgleichung von |Du|? und dem Maximumprinzip. O

Das folgende Theorem (de Giorgi-Nash-Moser Abschétzung) geben wir nur in einem
Spezialfall an, den wir bendtigen, um die Holderstetigkeit von ¥ in der Gleichung

Du iy R g
w=+/1+|Dul? -div|[ —m— :((5”——>ui-za”ui<
D ( 1+ |Du\2> L+ [Duf? ) ’

zu erhalten.

Theorem 1.16 ([16, Theorem IV.3.2.3, S. 533]). Seien T > 0, Q C R" offen und be-
schrimkt und 0Q € C2. Sei u € C* (Q) mit Qr = Q x (0,T) eine Lisung von

Du
i=+/1+[DuP-div| —— | in Qr,
Du ( 1+|Du|2> o

u=¢p auf P(Q2 x (0,7)).
Dann gilt
||DU||ca;a/2(@T) <c
wobei o € (0,1) und ¢ < 0o nur von || Du|| (), der C*-Norm von Q und der C*'-Norm
von ¢ auf P(2 x (0,T)) abhdngen.
1.3. Langzeitexistenz.

Theorem 1.17 (Langzeitexistenz). Sei Q@ C R"™ offen und beschrinkt mit 02 € C™
und 0 habe nichtnegative mittlere Kriimmung. Seien ug € C (ﬁ) und ¢ € C*(00N).
Erfiillen ug und ¢ Kompatibilititsbedingungen beliebiger Ordnung, so gibt es eine eindeutiqg
bestimmte Losung u € C'* (ﬁ x [0, oo)) des Anfangs- und Randwertproblemes

= +/1+|Dul? - div <\/%> in € x (0, 00),
u(+,0) = uy auf €,
u(z,t) = p(z) fir (x,t) € 092 x [0, 00).

Bemerkung 1.18.

(i) Da die Resultate aus [16] nicht von T abhingen, erhalten wir gleichméRige C*-
Abschéatzungen fiir alle k.

(ii) Langzeitexistenz gilt auch im Falle |¢| < c.
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Beweis von Theorem 1.17. Nach Korollar 1.11 gibt es diese Losung u auf einem Zeitin-
tervall [0,7] mit 7" > 0. Sei T" > 0 mit dieser Eigenschaft maximal, wobei wir ggf. ein
Intervall der Form [0, T') betrachten. Angenommen es gilt 7' < co. Aufgrund der obigen
C'-Abschitzungen inklusive der Holderabschiitzungen fiir den Gradienten ist dann

U= aijuij
mit a¥ = (5” - % eine gleichmifig parabolische Gleichung mit gleichméfig holders-
tetigem a”. Aufgrund der linearen Theorie aus Theorem 1.5 ist dann

ue Crrets® (2% [0,7])

fiir alle 0 < 7 < T mit von 7 unabhéngigen Schranken. Wie beim Beweis der hohe-
ren Regularitét in Theorem 1.10 erhalten wir sukzessive eine glatte Losung mit a priori
Schranken.

Wir kénnen also die Grenzfunktion u(-,T) := }1/HT1 u(-,t) definieren, denn nach Arzela-

Ascoli existiert eine konvergente Teilfolge u(-,¢;) mit ¢; T und dieser Grenzwert ist
aufgrund der 4-Schranken eindeutig, fiir festes = ist ndmlich u(x,t) in ¢ eine Cauchyfolge,

denn es gilt
t

|Mmﬂ—u@Jﬂ:!/ML@dsSH—TprM.
Fiir 0 < t < T erfiillen glatte Losungen automatisch Bedingungen, die den Kompatibili-
tatsbedingungen bis auf die Tatsache, dass wir nicht mehr ¢ = 0 betrachten, entsprechen.
Aus Stetigkeitsgriinden gelten diese auch im Grenzwert, also fiir den glatten Grenzwert
u(-,T).

Nach Korollar 1.11 gibt es also eine glatte Losung @ auf einem Zeitintervall [T, T'+¢| mit
e>0.Dau(-,T)=a(-,T) gilt, stimmen aufgrund der Differentialgleichung auf Q x {T'}
samtliche (rdumlichen und zeitlichen) Ableitungen (bzw. deren einseitige Grenzwerte)
iberein und somit ist

U, t) = u(z,t) fir0<t<T,
T \alet) fie T<t<T+e

auf [0,7 + €| eine glatte Losung. Dies widerspricht der Maximalitdt von 7. Somit ist
T = oo und wir erhalten glatte Langzeitexistenz.
Die Eindeutigkeit folgt aus dem Maximumprinzip. U

1.4. Konvergenz.

Theorem 1.19. Unter den Voraussetzungen von Theorem 1.17 konvergiert u(-,t) fir
t — oo gegen eine glatte Funktion U: Q) — R mit Randwerten ¢ und

DU
HU]:=div| ———= | =0
1+ |DU|?
Eine Funktion U mit H[U] = 0 heift Minimalflache oder minimale Hyperflache.

Beweis. Mit partieller Integration erhalten wir wegen H[u] = 0 auf 092 x [0, c0)

d uFy,

_.\A+Dw:/¥____

dtQ [Du ) /14 |Dul?
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= o 0 ( 1—|—|Du|2-H[u]>

\/1+|Du|2055k
/@ﬁ( 1+|D |2) V14 |Dul?-

:‘/V1+|Du|2-H2[u]

Wir multiplizieren mit —1 und integrieren. Es folgt

/T/W-H?M:/W - [ViETDe

und somit erhalten wir

//H2 /\/1+\Du|2 < .
0 Q t=0

Aufgrund der in x und ¢ gleichméfigen Gradientenschranken fiir H[u| folgt daraus H [u] —
0 und u — 0 fiir t — oo.

Aufgrund der Abschétzungen erhalten wir zu jeder Folge t; — oo eine (nicht um-
benannte) Teilfolge, so dass u(-,t;) gegen eine Funktion U mit H[U] = 0 konvergiert.
Nun liefert das Maximumprinzip, dass dieser Grenzwert U mit H[U] = 0 stets dieselbe
Funktion sein muss. Somit konvergiert die gesamte Folge. U

Aufgabe 1.20. Seien wiederum die Voraussetzungen von Theorem 1.17 gegeben. Sei
weiterhin eine glatte Losung U: 2 — R des Randwertproblems

Hu] = div Vv in
V1+|VU|?

U= auf 0f)

gegeben. Zeige Theorem 1.19 erneut, diesmal jedoch mit Hilfe des (strikten) parabolischen
Maximumprinzips.

2. DIFFERENTIALGEOMETRIE VON UNTERMANNIGFALTIGKEITEN

2.1. Hyperflichen. Wir wiederholen nur die Differentialgeometrie von Hyperflachen im
Euklidischen und sind teilweise etwas allgemeiner als fiir die Vorlesung nétig.
Bezeichne X = X(z, t) = (X%), <a<ns1 den zeitabhingigen Einbettungsvektor einer

Mannigfaltigkeit M™ nach R und X X die totale Zeitableitung. Definiere M, :=
X (M, t) c R Wir identifizieren hauﬁg eine Mannigfaltigkeit mit ihrem Bild. Sei
X glatt (genug). Sei M™ glatt, orientierbar und vollstandig oder mit Rand 9M™. Sei
v =1v(x) = (V");<4<psq der nach unten weisende (oder dukere) Normalenvektor an M,
im Punkt € M,;. Die Einbettung X (-, t) induziert in jedem Punkt aus M; eine Metrik
(9ij)1<i. j<n und eine zweite Fundamentalform (h;)i<; j<n. Mit (¢¥) bezeichnen wir die

Inverse von (g;;). Diese Tensoren sind symmetrisch. Wir definieren die Hauptkriimmungen
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(Ai)1<i<n als Eigenwerte der zweiten Fundamentalform beziiglich dieser Metrik. Dies heifst,
dass es in p € M zu jeder Hauptkrimmung A; ein 0 # £ € T,M = R" mit

Ai nglf = thﬁ oder, #quivalent dazu, \;&' = Z G hy &

=1 =1 k,r=1

gibt. Wir fithren Eigenwerte entsprechend ihrer Héufigkeit gegebenenfalls mehrfach auf.
Sind samtliche Hauptkriimmungen strikt positiv, so heifst eine Hyperflache strikt konvex.
Dies ist fiir eine Sphére oder den Graphen einer strikt konvexen Funktion der Fall. Mit
(ﬁij)l <i,j<n bezeichnen wir die Inverse der zweiten Fundamentalform.

Latemlsche Indices laufen von 1 bis n und beziehen sich auf Groéfsen auf der Hyper-
fliche. Griechische Indices bezeichnen Komponenten im umgebenden Raum R™*! und
laufen von 1 bis n + 1. (Beim mittleren Kriimmungsfluss ohne Singularititen werden
wir um eins erhéhte Dimensionen verwenden.) Wir verwenden die Einsteinsche Summen-
konvention. In R™™! betrachten wir stets Euklidische Koordinatensysteme mit hochstens
parallel verschobener n + 1-Achse. Wir heben oder senken lateinische Indices mit Hilfe
der Metrik oder ihrer Inversen (¢g*), fiir griechische Indices benutzen wir die flache Metrik
(Jap)i<as<ntt = (0ap)i<a,p<ni1 des R"*! Somit bekommt die definierende Gleichung fiir
die Hauptkriimmungen die Gestalt \;gu&' = hyué'

Bezeichnet (-, -) das Euklidische Skalarprodukt des R"™!, so gilt

= (X, X,;) = X%0.X",
wobei wir mit den , i-Indices partielle Ableitungen bezeichnen. Fiir kovariante Ableitungen

beziiglich der induzierten Metrik benutzen wir Strichpunkte, also z. B. h;;,, oder v.;. Sind

keine Missverstandnisse zu befiirchten, lassen wir Kommata und Strichpunkte auch wieder
weg. Definiere X7 = X¢ und

a o k
(2.1) Xy = X5 =Ty
wobei
Fk = (gzz i+ 9 — 9i,1)

die Christoffelsymbole der Metrik (gij) bezeichnen. Damit wird X, ein Tensor.
Die Gaufsformel lautet
(22) X;O;'j = —hijl/a.

Die Weingartengleichung ist
(2.3) Ve = hi X5

Mit der Gaukformel (2.2) oder der Weingartengleichung (2.3) kénnen wir die zweite
Fundamentalform bestimmen.

Symmetrische Funktionen der Hauptkriimmungen sind wohldefiniert. Wir nennen H =
A1+. ..+, die mittlere Kriimmung, |A|* = A2+.. .4 )2 das Quadrat der Norm der zweiten
Fundamentalform, K = \;-.. .-\, die GauRkriimmung und schreiben tr A = A+, . 4\
Es ist haufig praktisch, Koordinatensysteme zu wéhlen, so dass in einem festen Punkt
gi; = 0;; gilt und (h;;) diagonal ist, also (h;;) = diag(Aq, ..., A,). Dann ist

Z Akhz] kT Z Akhzy kT hklhé’;khg;l = h?“shij;khab lgwg]bgrkg
i, 7, k=1
Wir benutzen diese Notation nur wenn wir (zumindest implizit) angenommen haben, dass

wir in solch einem Koordinatensystem sind.
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Wir betrachten Normalengeschwindigkeiten F' die als Funktion von (Ay,...,A,) oder
(hij, gij) aufgefasst werden konnen. Ist F'();) symmetrisch und glatt, so ist F'(h;j, gi;)

ebenfalls glatt, siehe [11, Theorem 2.1.20]. Definiere F¥ = %, Fik = 8h?j§zkl‘ In einem

Koordinatensystem mit diagonaler zweiter Fundamentalform h;; und g;; = 0;; ist F i
diagonal. Fiir FF = H gilt F'9 = ¢ fir F = |A]? gilt F9 = 2h% = 2)\;¢" und fiir
F =K a+#0,gilt FI = aK*h" = aK*\ 1 g".

Mit der Gaufsgleichung kann man den Riemannschen Kriimmungstensor aus der zweiten
Fundamentalform bestimmen.

(2.4) Rijri = hihji — hyhjy.

In Euklidischen Koordinatensystemen in R"™ ist h;;.x aufgrund der Codazzigleichun-
gen in allen drei Indices symmetrisch.

Mit der Ricciidentitéit konnen wir zweite Ableitungen vertauschen. Fiir die zweite Fun-
damentalform gilt

(2.5) Rik;1; = hig; 1 + i Rairj + by Rap;-

Sind A und B Tensoren, so schreiben wir A;; = B;; falls (A;; — B;;) positiv semidefinit
ist.

Mit ¢ bezeichnen wir universelle und abgeschéitzte Konstanten.

Bemerkung 2.1. (F"),; ist ein Tensor.

Beweis. Eine Krimmungsfunktion hédnge nur von den Hauptkriimmungen ab, unabhéngig
vom Koordinatensystem. Somit folgt in suggestiver Notation in Koordinaten x bzw. y
wegen

ozF O
o= 2 pe S
ij ayZ kl ayj

auch

F=F (). (55)
oxk  Ox! oxk O
= «W%) ’ (W@)) |

und mit Kettenregel

Ox" px Oz® r s
v Ohg, Y Ohy, v Ohg, Yoyt " P oyl Y oyt 0yl
Diese Transformationsregel zeigt, dass F'/ ein Tensor ist. O

2.2. Graphische Untermannigfaltigkeiten.

Lemma 2.2. Sei u : R" — R glatt. Dann ist graphu eine Untermannigfaltigkeit des
R™. Metrik g;;, die nach unten weisende Normale v, die zweite Fundamentalform h;,

die mittlere Kriimmung H und die Gaufkrimmung K sind durch die folgenden Ausdriicke
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gegeben

sowre

det D?u
K= nt2 )
(1+[Dul?) >
wobei wir u; = 2% und u; = 22 benutzen
T Oxt ) T OxtOxI :

Beachte, dass wir im Euklidischen nicht zwischen Du und Vu zu unterscheiden brau-
chen.

Bewezs.
(i) Sei X(z) := (z,u(r)), X : R* — R"*! der Einbettungsvektor. Dann ist die Eukli-
dische Metrik die zuriickgezogene euklidische Metrik des R"*!, also g := X* IRyt -
Es gilt X ; = (e;,u;). Somit folgt -

9ij = X005 X7 = (X3, X j) = ((e5,w), (€j,u5)) = i + uuy.

(ii) Man rechnet direkt nach, dass g wie angegeben die Inverse von g;; ist. Wir erinnern
an u' := §“u;. Die Rechnung vereinfacht sich, wenn wir ein Koordinatensystem mit
u; = 0 fir « < n wahlen.

(iii) Die Vektoren X; = (e;,u;) sind tangential an graphwu. Der Vektor ((—u;),1) =
(—Du, 1) ist dazu orthogonal und daher bis auf Normierung ein Einheitsnormalen-
vektor.

(iv) Kombiniere (2.1) und (2.2). Wir bilden das Skalarprodukt mit v und erhalten

hij = — (Xj,v) = — (X5 —TEX o, v) = —(X 35, v)
- <(0,u¢j), M> _ Yy

v v
(v) Es gilt

H=S"\=gihy= (67— i
2 N =g ( T+ \DuP) VIt Duf?

. 5ijuij uiujuij
V14 [Dul2 1+ |Dul?)*?
Au uud ugy

VIFIDUP  (1+[Dupp)?
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und andererseits ist
D u .
m__i;_zzﬁ_JL_
/14 |Dul? — 0" \/1+ |Duf?
L UZ'U]‘U]‘Z‘
z%ﬁ?ﬂﬂ? E:u+mmﬁﬂ

ij=1
=H.
(vi) Wir benutzen die definierende Gleichung der Hauptkriimmungen und erhalten
K = 11 A = det (g7 hy) = det g - det hy; — j’i Z;
v "detu;  det D%u
Y )T

g

2.3. Zeitabhingige Hyperflichen. Wir betrachten hier nur nach R"*! eingebettete
n-dimensionale Mannigfaltigkeiten, also die Evolution von Hyperflichen im Euklidischen
(und spéter n + 1-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des R"*2). Hohere Kodimensio-
nen oder Flussgleichungen in Riemannschen Mannigfaltigkeiten oder in Lorentzmannig-
faltigkeiten betrachten wir hier nicht.

Definition 2.3. Sei M" eine orientierbare n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Sei X (-, ) :
M™ — R0 <t <T < oo, eine glatte Familie von Einbettungen. Sei weiterhin v eine
stetige Wahl des Einheitsnormalenvektors entlang X (-, ¢), die auch in ¢ stetig ist. Dann
sagen wir, dass sich M; := X (M",t) mit Normalengeschwindigkeit F' bewegt, falls

%X:—FV in M" x [0,T)

gilt.

2.4. Evolution von Graphen. Es gelten auch lokale Varianten der folgenden beiden
Resultate.

Lemma 2.4. Sei u : R" x [0,00) — R eine glatte Funktion, so dass sich graphu(-,t)
gemdpf %X = —Fv bewegt. Dann gilt

1+ |Dul? - F.
Es ist im Allgemeinen nicht richtig, dass die (n+ 1)-ste Komponente in der Evolutions-
gleichung %X = —Fv gerade « liefert, da die Normalengeschwindigkeit im Allgemeinen

neben der vertikalen noch eine horizontale Komponente besitzt.

Beweis. Sei p ein Punkt auf der abstrakten vermoge X nach R™™! eingebetteten Mannig-
faltigkeit. Da wir graphische Einbettungen betrachten, folgt

X(p,t) = (z(p, 1), u(z(p, 1), 1)).
Wir betrachten nun das Skalarprodukt beider Seiten der Evolutionsgleichung mit v und
erhalten

B . G S 1V SN S (C/) M) B S
F = (i) = (=X <«),z+-y¢iﬂﬁp> i
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Korollar 2.5. Sei u : R" x [0,00) — R eine glatte Funktion, so dass graphu(-,t) den
mattleren Krimmungsfluss %X = —Hv lost. Dann gilt

Du
Uw=+/1+|Dul?-div| —mm—— | .
Dl (\/1+|Du|2>

3. EVOLUTIONSGLEICHUNGEN

3.1. Allgemeine Evolutionsgleichungen. In diesem Kapitel leiten wir Evolutionsglei-
chungen geometrischer Grofen her. Vergleiche beispielsweise [13,14,20]. Wir leiten ein
paar einfache Evolutionsgleichungen mehr als fiir den Rest der Vorlesung nétig her.

Sei die Familie (M;); von Hyperflichen eine (lokale) Losung der Evolutionsgleichung

d
3.1 —X=-F
( ) dt V’

wobei F' = F()\;) eine glatte symmetrische Funktion ist. Dann gelten die folgenden Evo-
lutionsgleichungen.

Lemma 3.1. Fir die Metrik g;; gilt
d

Beweis. Nach Definition ist ¢;; = (X;, X ;) = X%(SOCBX? Wir differenzieren diese Identi-
tét nach der Zeit. Ableitungen von s verschwinden. Im Term X sind alle Ableitungen
partielle Ableitungen. Somit erhalten wir

d o o .

J
(nach Vertauschen von réaumlichen und zeitlichen partiellen Ableitungen)
= (= FV"); 8as X} + X§0ag (—FV7) |
(aufgrund der Evolutionsgleichung %X = —Fv)
= — FU36.5X" — X%005F v,

(Terme mit Ableitungen F' verschwinden, da v und X orthogonal aufeinander stehen; da
die Hintergrundmetrik g,5 = d4p flach ist, stimmen kovariante und partielle Ableitungen
von v iiberein)

= — PhiX 505X ] — FX%005h5 X",
(aufgrund der Weingartengleichung (2.3))

= — Fhlge; — Fgah’
(nach Definition der Metrik)

= — 2Fh,;

(nach Definition von h’ := hjrg*).

Somit folgt das Lemma. O
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Korollar 3.2. Die Evolutionsgleichung des Volumenelementes dyu := \/det g;; do lautet

d
3.3 —dp = —FH dpu.
(3.3) s "
Beweis. Ubung. Dies benutzt die Formeln fiir die Ableitung der Determinante einer Ma-
trix. U
Lemma 3.3. Die (Einheits-)normale v erfillt

d for i «a
(3.4) prit g7 F X

Beweis. Nach Definition hat die Einheitsnormale v die Linge Eins, (v, v) = 1 = 1%§,50°.
Wir differenzieren dies und erhalten

0= *Sapt”.

Daher gentigt der Nachweis, dass die behauptete Gleichung gilt, wenn wir auf beiden Sei-
ten das Skalarprodukt mit einem beliebigen aber demselben Tangentialvektor bilden. Die
Vektoren X ; (die wir ab jetzt mit X; bezeichnen wollen, da keine Verwechslungsgefahr
besteht; dies machen wir auch fiir andere Grofsen, falls partielle und kovariante Ableitun-
gen tibereinstimmen) bilden eine Basis des Tangentialraumes 7'M in einem festen Punkt.
Wir differenzieren die Gleichung

0= (v, X;) = 1%0op X}
und erhalten

d d
0= —1%us X" + 10,5 X"

dt dat
d d
= — 1 0ap X 4 100 | X
i’ Oete Y B(dt )
:ivaé 5 X7 — %0 (FvP)..
e “ i
Somit gilt
d
EI/O‘(SQBX? = Va5a5y5Fl- + Fuaéagyf

:E+F%<V,V>i =k

und das Lemma folgt, denn wenn wir nun auf beiden Seiten das Skalarprodukt der behaup-
teten Evolutionsgleichung mit X} bilden, d.h. diese mit d,5X 5 multiplizieren, erhalten
wir

d | . )
%yaaaﬂx,f = gV F, X005 X}, = ¢" Figy, = 0, F; = Fy. 0

Lemma 3.4. Fir die zweite Fundamentalform h;; gilt

d
dt
Beweis. Aufgrund der Gaufschen Formel (2.2) gilt h;; = —X Vo Wir differenzieren dies
und erhalten

d d

Shy = — (X,
d g K V)

d d
= — <£XJJ7V> — <—hijl/, £V>
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d
(o) o ()
-~ (g5
d «
- (X5 —TEX7) va

d d
= X)) va+T5 | =XY) va
(dt )’ijy Ty (dt ),ky

(wobei wegen X v, = 0 keine Zeitableitungen von I'}; auftauchen)

= (FvY)ijVe — FZ(FVQ>7;€VQ

(aufgrund der Evolutionsgleichung)
=Fijv Vo + FivGva + Fjvive + FU§ Ve — Fijkl/o‘l/a Fk Fviv,
=Fi; + FV Vo

da F,;; = F; — Fz‘jEk und Vile = %(Vaua)j = 0 gelten. Wir miissen also noch zeigen,
dass Vv, = —h¥hy; gilt. Es gilt
o L«
VijVa = ViijVa
[0 (0%
(da vf = vf)
a

= Vijla

(v = (v9); — Divp und 0 = 1w,
= (th ,S‘);j Ve
(aufgrund der Weingartengleichung (2.3))
= hF(—hjv™)va
(aufgrund der Gaufsgleichung (2.2) und der Orthogonalitdt X v, = 0)
= — hih,
wie behauptet. Das Lemma folgt. O

Lemma 3.5. Die Normalengeschwindigkeit F' erfullt

d .
(3.6) prid FUF,; = FF9hrhy,;.
Beweis. Es gilt, vergleiche beispielsweise [21, Lemma 5.4], den Beweis von [11, Theorem

2.1.20], oder leite dies explizit fiir die betrachtete Normalengeschwindigkeit her,

OF _ _ pig,
g '
Somit erhalten wir unter Verwendung von (3.2) und (3.5)

d

ik d i d
TP = FFy =~ FUnf—gu + F7—h;; — FIF,;

"dt dt
= — F'h¥(—2Fhy;) + F (Fy; — FhEhyy) — F9Fy;
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=FF7hfhy;. O
Wir bendtigen noch explizitere Evolutionsgleichungen fiir geometrische Grofen H, in
denen 4 B —FH,; vorkommt.
Lemma 3.6. Fir die zweite Fundamentalform h;; gilt

d
—hij — F¥hijon = FFhhay - hij — F¥hyy - h8hg;

(3.7) dt
— Fh¥hg 4+ F* by, ihe, ;.

Beweis. Direkte Rechnungen liefern
d
ahij — Fklhij;kl = EZ] — Fhfhk] — Fklhij;kl wegen (35)
= Fklhkl;ij + Fkl’mhkl;ihrs;j
— Fhfhy; — F*hij
= Fklhik;lj + Fkl’rshkl;ihrs;j

— Fhihyy — FMhi g nach Codazzi
= F™ (1§ Roitj + h¢ Rapts) — FhEhy,
+ P i wegen (2.5)

= F*"hihaihi; — F*hihajha
+ FMh¢hohyy — FFREhgjhy
— Fhfhkj + Fkl”shkl;ihrs;j wegen (2.4)
= F*hihghi; — FFhihgjhy
— Fh¥hy; 4+ FF " hyg by, ;.
Um zu sehen, dass sich die beiden unterstrichenen Terme gegenseitig auftheben, kénnen
wir nutzen, dass F*/ in einem Koordinatensystem, in dem h;; diagonal ist und g;; = 0ij
gilt, auch F" diagonal ist, siche Abschnitt 2.1. Alternativ nutzt man die Symmetrie

hij = %hij + %hﬂ und addiert die entsprechenden Evolutionsgleichungen. Somit fallen die
potentiell nicht symmetrischen Anteile ebenfalls weg. O

Bemerkung 3.7. Im Beweis der Evolutionsgleichung der zweiten Fundamentalform (h;;)
haben wir Indices vertauscht. Spezialisiert man hier auf den Fall F¥ = ¢¥, was fiir den
mittleren Kriimmungsfluss gilt, so erhalten wir

H.j — Ahij = |A*hij — HhEhy.
Dieses Identitdt heiftt auf Englisch “Simons’ identity” nach James Simon.

Bemerkung 3.8. Als direkte Folgerung aus (3.1) und (2.2) erhalten wir

d [ 1] YV ¥ [
(38) EX —FJX;ij:<thij—F)V .

Somit gilt

d - - -
- | X|> = F¥ (]X|2)ﬂ.j =2 (Fhy; — F) (X, v) — 2F" gy,
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Beweis. Es gilt

d y d g g
—|XP=FI9(IX]?) . =2(X,—X ) —2F9(X;, X;) —2F9 (X, X ;;
IR = P (XP), =2 (X §X0) — 2P0 X) - 2P (X X,
=2(X,—Fv) —2FYg;; — 2F" (X, —hyv). O
Lemma 3.9. Die Fvolutionsgleichung fiir die Normale v lautet
d « iJ ., ©J «
(3.9) V= v = FhFhy - v,
Beweis. Es gilt
d le' iJ ., ,Q i « 7] «
V" T vy =g R X — B (hiX5).,

wegen (3.4) und (2.3)

:giijlhkl;iX;aj o Fijhf;jX;ak - Fijth?o;“j

= F9hrhy0” wegen (2.2). O
Lemma 3.10. Die Fvolutionsgleichung des Skalarproduktes (X, v) lautet
d -~ ) -~
(3.10) E(X, V) — F9X, V) = —F9hy — F 4+ FIR (X, v).
Beweis. Es gilt
i(x vy — FU(X, V), = X% L s _ g,
at' P o\ dt i
+ Lo _piixe ) 5 sf
dt e
— 2F X500,
— 2F X 505hE X,
unter Benutzung von (2.3), (3.8), und (3.9)
= Fipih (X, v) — F9hy — F. O
Lemma 3.11. Sei (n,) = —ept1 = (0,...,0,—1). Dann erfillt v := (n,v) = nav"
d . .
(3.11) 0= F0y = FnShyo
und v := 0~ erfillt
d ij ij p k 1 i
(312) EU - F Uiy = — vF ]’Lz hkj — QZF V;Vj.

Beweis. Die Evolutionsgleichung von ¢ folgt direkt aus (3.9). Fiir die Herleitung der
Evolutionsgleichung von v benutzen wir

-2 2L

V= —0 ‘0= —v0,
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und

2045 + 2073005 = —v*0y5 + 20 ;.

Damit folgt

d . d . 1 .
—U — F”U;ij = —1)2 (Eﬁ — F”f)zj) — QZFU’UZ'U]‘

. 1 ..
= —U2 (F”hfhk]@) — 2;F2JU1‘U]'.
Somit ergibt sich auch die Evolutionsgleichung fiir v. U

3.2. Evolutionsgleichungen fiir den mittleren Kriimmungsfluss. Im Zusammen-
hang mit einer Familie von Hyperflichen (M;); bezeichnet A den Laplace-Beltrami Ope-
rator beziiglich der induzierten Metrik. Es gilt Aw = gYw,;.

Theorem 3.12. Fir Losungen des mittleren Krimmungsflusses gelten die Evolutions-
gleichungen

%X = — Hy,
d
—X —AX =0
dt ’
d 2 2
7 XI" — AKX = —2n,
d
7%= 2Hhyj,
d
%du = — H?dp,
%H—Aﬂzﬂmﬁ
d
E#%~—AhM:4Aij—2Hhﬁ%p
%V—AI/=|A|2V,
CUX) — AX, ) = — 2H + [AP(X,0),
d
;E@—Aﬁ:LM%,
d 2
prihe Av = —o]A]? — Z|Vo]?,
v

CIAP — AJAP = — 2|V AP + 214

% VAP — AIVTAP < — 2|V A?

+C(m,n) Y |V"A[-|VIA| - [VA] - [VFA|
i+j+k=m

wobet V™A die m-fache Ableitung von A bezeichnet.
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Beweis. Bis auf die Evolutionsgleichungen fiir |A[?> und [V™A|* folgt dies direkt aus den
allgemeinen Evolutionsgleichungen des letzten Kapitels.

(i) Mit Hilfe der Evolutionsgleichungen von g;; und h;; erhalten wir
d d . , . _
£|A|2 - A\AP = % (hijg]khklgh) -A (hijgjkhklgh)

d , :
=2 (%hij - Ahij) 9" hiag"

) d ) )
_ 2hijgjagbkhklghagab . zgmhij;rg]khkl;sgh
=2|A|* — AHRE R B, + AHRER B — 2|V A%,
wobei wir im letzten Schritt die Codazzigleichung benutzt haben.

(ii) Wir gehen wie bei [12,13] vor. Da dies nicht direkt aus den obigen Uberlegungen
folgt, verlagern wir den Beweis in Lemmata im Rest des Abschnittes. U

Wir schreiben S % T' fiir Linearkombinationen von Kontraktionen von S und T, der
Metrik ¢ und ihrer Inversen.

Lemma 3.13. Unter dem muttleren Krimmungsfluss gilt fir die Christoffelsymbole

d
Beweis. Die Differenz zweier Christoffelsymbole ist ein Tensor |17, Kapitel 3.5 (4.15) S.
75]. Somit gilt dies auch fiir die Zeitableitung als Grenzwert von Differenzenquotienten.

Nach Definition ist

1 0 0 0
R (A
ij 29 (61:2.9[] + anjgl 8$lgj)

Wir differenzieren dies nach der Zeit und diirfen dabei die Zeitableitung mit den partiellen
rdumlichen Ableitungen vertauschen.

d 1 d 0 0 0

L I I I A
dt " 27 (dtg b) T\ 0z * 021 T T 91V

1

w(o0d 0d 0d
oz dt? T oni a9 T out

+§g

. 1 0 0 0
= — ¢"gull; + = g" < (—=2Hhyj) + =—(—2Hh;) — %(_QH}WO

i 92 ot oI
=" — g (Vi(Hhy) + VY (Hha) = Vi(Hhyy))

Die linke Seite ist ein Tensor. In der letzten Gleichheit haben wir daher ein spezielles
Koordinatensystem mit Ffj = 0 fiir alle 4, j, k wahlen diirfen. Das Ergebnis rechts ist nun
auch ein Tensor und die angegebene Gleichheit gilt wieder in allgemeinen Koordinaten-
systemen. Die Behauptung kénnen wir nun direkt aus der Formel ablesen. U

Lemma 3.14. Sei B ein Tensor auf My, d. h. mit lateinischen Indices”, der unter dem
mittleren Krimmungsfluss

iB—AB:C
dt

erfillt. Dann gilt
d

%VB—AVB:VC'+A*VA*B+A*A*VB.
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Beweis. Es gilt, wobei beim ersten * keine zusitzlichen g oder g~!-Terme auftreten, die
man noch ableiten miisste,

d d
dtvz dt( i+ LixB)
d d_ d
—(%B) v+ 2B+ r «B
(dt >+ T T

:Vi%B+A*VA*B,

wobei wir im letzten Schritt die beiden ersten Terme wieder zu einer kovarianten Ablei-
tung kombinieren durften, da sie aus einer solchen entstanden sind.

Aufgrund der Vertauschungsregeln fiir kovariante Ableitungen aus der Differentialgeo-
metrie gilt allgemein

AVB =g¢"V,V,;ViB
=g¢“V(ViV,;B + B * Rm)
=g¢"VV.V;B + VB xRm+B * VRm
=V, AB+VB+«Rm+Bx*VRm.
Fiir Hyperflichen im R"*! gilt Rm = A * A. Somit erhalten wir
AVB =VAB+VB*xAx A+ BxVAxA.

Somit folgt

%VB—AVBzV(%B—AB)+A*VA*B+A*A*VB

=VC+AxVAxB+AxAxVB
wie behauptet. O

Korollar 3.15. Fir den mittleren Krimmungsfluss gilt

d m m 7 ] k
EV A— AV A:iﬂ%;_mvmvm*v A.

Beweis. Benutze die Evolutionsgleichung %A — AA = Ax Ax A, Induktion und Lemma
3.14. O

Lemma 3.16. Fir den mittleren Kriimmungsfluss gilt

d : .
- VAP = AVTAR = 2|V AP+ 3T VAR VIARVEAR VA,
i+j+k=m
Beweis. Benutze die Produktregel und Korollar 3.15. U

4. GANZE GRAPHEN

4.1. Uberblick und Gradientenschranken. Fiir ganze Graphen haben K. Ecker und

G. Huisken den folgenden Existenzsatz bewiesen |8, Theorem 5.1]
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Theorem 4.1. Sei uy : R® — R lokal Lipschitz stetig. Dann gibt es eine Funktion

u e C (R™ x (0,00)) NCP_(R™ x [0,00)), die
. , Du _
U=+/1+|Dul?-div| ————=| n R" x (0,00),
1+ |Dul?
u(-,t) = ug fiir t \, 0 in C _(R™)
lost.
Beweisstrategie.

(i) Approximiere uy durch glatte Funktionen. Daher werden wir nachfolgend annehmen,
dass ug glatt ist.
(ii) Sei R > 0. Wir betrachten eine Folge von Dirichletproblemen

D
i =/T+|Duf?-div | ———t—— | in Byx(0) x (0, 00),
1+ |Dul?
’LL(', O) = UR in BgR(O),
u(-,t) =0 auf 0B3r(0) fiir alle ¢ > 0,

wobel ug glatt ist, ug = up in Br(0) und ug = 0 in B3g(0) \ Bag(0) erfiillt. Nach
Theorem 1.17 besitzt dieses Dirichletproblem eine glatte Losung ! fiir alle ¢ > 0.
Am Ende wollen wir den Grenzwert R — oo betrachten um eine Losung zu erhalten.

(iii) Um im Grenzwert R — oo eine Teilfolge zu erhalten, die gegen eine Losung konver-
giert, benotigen wir lokale a priori Abschéatzungen.

(iv) Sphéren liefern lokale C°-Schranken.

(v) Die Gradientenabschitzung dafiir zeigen wir in Theorem 4.2.

(vi) Weiterhin gelten fiir Ableitungen der zweiten Fundamentalform A innere Abschétz-
ungen der Form

m 2 1 1 m+1
sup |[VTAI*(-,t) <c|m,n, sup |Du|| - —+ - 7
B:( [0,t] T t

Blr(xo) o)X
2

falls sich eine Losung des mittleren Kriitmmungsflusses iiber B,.(x() als Graph schrei-
ben lasst, siche |8, Corollary 3.5|. Auch die spéter behandelte Form, die sich einfacher
zeigen lasst, ist ausreichend.

(vii) Nach Arzela-Ascoli gibt es nun eine Teilfolge von (u') R die fir B — oo wie ge-
wiinscht gegen eine Losung u € C22 (R™ x (0,00)) konvergiert. Wir erhalten die ge-
wiinschte Differentialgleichung. Die a priori-Schranken bleiben auch fiir den Grenz-
wert giiltig. Nachfolgend kiimmern wir uns um die Anfangswerte.

(vili) Wegen |H| < /n|A| < 7 nahe ¢ = 0 werden die Anfangswerte fiir £ = 0 angenom-
men. Im Detail: Es gilt

u(z, t1) — u(z, )] < c- [Vis — Vit .

Somit erhalten wir fiir festes x € R" eine Cauchyfolge fiir ¢ ™, 0. Daher koénnen wir
ul(x) == 11{% u(z,t) definieren und erhalten |u®(z) — u(x,ts)| < ¢ - /ty. Wir wollen

nun noch u® = g zeigen. Es gilt
|u” () — ()]

< () — ulz, )| + |u(z,t) — u(z,t)| + [u" (2, 1) — uo()]
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<c-Vt+ u(z,t) — u'(z,t)] +c- V.

Seie > 0. Wir fixieren ¢t > 0 hinreichend klein und erhalten, dass der erste und analog
der dritte Term auf der rechten Seite kleiner als ¢ sind. Aufgrund der aus Arzela-
Ascoli gefolgerten Konvergenz erhalten wir nun, dass der mittlere Term fiir ein grofses
R durch e beschriinkt ist. Somit folgt u° = uy. Wir erhalten die Abschitzung

lug(z) — u(z,t)| < -Vt

fiir glatte Anfangsdaten ugy. Diese gilt bei lokal gleichméfigen Lipschitzschranken
mit einer von u unabhéngigen Konstanten c.

(ix) Wir haben zunéchst angenommen, dass g glatt ist. Ist dies nicht der Fall, so star-
ten wir mit Anfangswerten u§(x) — ug(z) fiir € N\, 0. Konstruieren wir u§ durch
Faltung, so sind die Funktionen gleichméfig in 0 < ¢ < 1 lokal Lipschitz. Diese
glatten Anfangsdaten werden aufgrund der obigen Uberlegung angenommen und es
gilt |uf(x,t) — u(x)| < c-+/t, mit fiir (z,t) aus einer kompakten Menge unabhén-
gig von ¢ > 0 gleichméfig beschranktem c. Weiterhin wird der Grenzwert v mit
Arzela-Ascoli definiert, es gilt also ohne Einschrankung u®(z,t) — u(x,t) fir € \ 0.
Wir sehen, dass u ebenfalls die Differentialgleichung erfiillt. Die a priori-Schranken
bleiben auch hier beim Grenziibergang € N\, 0 erhalten. Wir erhalten weiterhin

|uo(x) — u(z,1)]
< Juo(z) — ug(@)| + Jug(z) — u(x, )| + |u®(z, t) — u(z, t)].
Der mittlere Term ist aufgrund der obigen Uberlegungen fiir glatte Anfangsdaten
durch ¢ - v/t abgeschitzt, die beiden #duferen Terme werden fiir € N\, 0 wie oben
beschrieben klein. Daher folgt
’u0<l’,t) - U(l‘, t)| <c- \/E
und die Anfangswerte werden auch fiir Lipschitzstartwerte angenommen. O
Fiir die folgenden a priori Schranken nehmen wir stets an, dass (M;); eine glatte Fami-
lie von Hyperflachen ist, die den graphischen mittleren Kriimmungsfluss (zumindest in)
Br11(%o) x [0,00) mit zp = (3?0,336‘“) 16st.
Wir erhalten die folgenden Gradientenschranken.

Theorem 4.2 (|8, Theorem 2.1]). Seien R > 0 und o € R™"! beliebig. Definiere
o(x,t) := R* — | — z0|* — 2nt.

Bezeichne ¢, = max{p,0} den positiven Teil von @. Dann gilt fir Losungen u €
C>(Br(%) x (0,T)) N CY(Bg(o) x [0,T]) des graphischen mittleren Krimmungsflus-
ses

vpy < sup v,

Mo

Wir geben einen technisch etwas einfacheren Beweis als in der Originalarbeit.

Beweis. Definiere w := vy, genauer:

lU(p, t) = U(p7 t) ’ §0+(X<pa t)? t)
Wir betrachten stets nur die Menge

{(p,1): o(X(p.1),t) > 0}.
Am rdumlichen Rand dieser Menge gilt w = 0. (Genaugenommen miissen wir zunéchst

mit etwas verkleinerten Radien R > 0 arbeiten um sicherzustellen, dass dies auch fiir
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t = 0 richtig ist und dann wieder den urspriinglichen Radius approximieren.) Sei ohne
Einschrankung zy = 0.
Zunéchst leiten wir die Evolutionsgleichung von ¢ her. Es gilt

;igo Ap ==2(X, X) - 2n - g7 (=X, Xyy) - 2(X;, X;) )

= —2n+2n =0.

In einem positiven raumlichen Maximum von w gilt
1
0=Vw=Vv-p+1vVp, also Vy= —<p5Vv.

Somit erhalten wir dort
d d d
— Aw=(—v—A Ap | —2(Vv,V
W Aw = (dtv ’U) ©+v (dt(p 90) (Vv, V)

2
=p <—U|A]2 - ;\VU|2> +v-0+ 2%|Vv|2 <0.

Daher folgt die Behauptung aus dem Maximumprinzip. O

Im folgenden Theorem erhalten wir eine Gradientenabschitzung, die auch fiir grofe
Zeiten gilt.

Theorem 4.3 (|8, Theorem 2.3|). Sei u € C*°(Bg(z9) x (0,7))
eine Losung des graphischen mittleren Krimmungsflusses auf Br(z
es Konstanten Cy; = C1(n) und Cy = Cy(n), so dass fir alle 0 <t

N C (BR(Z()) X [O,T])
0) X (0,T). Dann gibt
T

<

2
1
v(20,t) < Cyp+ sup v(:,0)-exp | Ca—; sup (( sup u) —u(zo,t)>
B

Br(z0) R? ycpo,1 (20)%[0,T]
gilt.

Wir bemerken, dass die rechte Seite der Abschiatzung unendlich und damit die Aussage
trivial wird, wenn der Anfangswert nicht lipschitzstetig ist oder u am Rand unbeschrénkt
wird.

Beweis von Theorem 4.3. Wir folgen der Originalarbeit und bauen die untersuchte Funk-
tion allméhlich auf. Nach horizontaler Verschiebung diirfen wir ohne Einschrénkung
2o = 0 annehmen. Weiterhin betrachten wir lediglich den Fall R = 1. Der allgemeine Fall
folgt dann durch Skalieren: Ist u: Br(0) x [0,7] — R eine Losung des graphischen mitt-
leren Kriimmungsflusses, so auch @: By(0) x [0,T/R?] — R mit @(x,t) = fu (Rx, R*).
Wegen Vi(z,t) = Vu(Rz, R*) dndert sich v dabei nicht und die 1/R?-Skalierung in
der Exponentialfunktion ergibt sich gerade, wenn wir die Abschidtzung mit R = 1 auf
# anwenden und dann mit u umschreiben. Da T nicht explizit in der Abschétzung auf-
tritt, schreiben wir nun wieder T statt T)/R?. Nach vertikaler Verschiebung diirfen wir
schlieflich ohne Einschrinkung v < —1 in Bg(0) x [0, 7] und sogar

sup u=—1
Br(0)x[0,T]

annehmen.
Wir rechnen ab jetzt auf der Mannigfaltigkeit. Dies bedeutet insbesondere, dass wir

u=(X,¢)=XxX""
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mit ( = e, 1 verwenden und somit

d
——A =0
gilt. Sei n = n(x,t) > 0 eine glatte Funktion mit n(-,¢) € C°(B;(0)) fiir alle ¢ € [0,77].

Nehme an, dass

sup  (vn) = (vn)(wo, o)
Br(0)x[0,T]

fiir eine to € (0,7] und ein xzy € B1(0) gilt. (Im Fall t; = 0 ist die Behauptung quasi
trivial und wir konnen dem Beweis ab (4.2) weiter folgen.) Dann folgen in (xg, )

V(vn) =0

(% - A) (vn) = 0.

Als Vorbereitung berechnen wir unter Benutzung der Maximalbedingung und der Evolu-
tionsgleichung von v

und

0= V(vn) =nVuv+ovVn,

d d
—p(L_A LN Py
2 d
=1 (—U|A|2 — ;|Vv|2) + v <— - A> n+ 2%|Vv|2

dt
d
=v|——A|n—unlA?
o - a)n-vala

Wegen v > 1 und n > 0 folgt daraus

(4.1) 0 < (% - A) 1.

Sei nun speziell 7 von der Form

n=—1+exp(Ap)
mit A > 0 und mit g > 0

oo [(Gur=xp—w) i X € Bi0) < R,
0 sonst.

Am Rand 9B;(0) x R ist |X]* —u? = 1. Da auch u < 0 fir X € B;(0) x R gilt, ist ¢
eine Lipschitzfunktion, die nur fiir X € B;(0) x R von Null verschieden sein kann. In der
Menge, in der ¢ positiv ist, ist ¢ glatt und wir konnen dort wie gewohnt rechnen. Es gilt
dort
1
Vo = %VU—V(|X|2—U2),
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1 1
IVl? = 4—62|Vu|2 + V(X2 —a?)|* - 5 (Vu,V (|X]? = u?)),

d 1 (d d .

(F-2) o=z (@-2) - (F-2) (-
=0—(—2n)+2u (% - A) u — 2|Vul?
=2n+0 —2|Vul?

< 2n,

wobei wir am Ende die Evolutionsgleichungen fiir den mittleren Kriimmungsfluss genutzt
haben. Aus der Evolutionsgleichung fiir 7, siche (4.1), und der direkt darauf folgenden
Definition von 7 mittels ¢ erhalten wir
0=,
Vn = )\e)‘@Vgo,
An = XM Ap + \2e|V|?,

d
0<|{—=-A
<(5-2)
= 3 [ - Ap - AV,

d
——A)p> 2
(ﬁ )w_MVM,

2n > A ( ! [Vul® — % (Vu,V (| X]* - u2)>) :

432
Die beiden Terme auf der rechten Seite rechnen wir nun genauer aus.
u=(X,Q),
Vu = (VX,(),

V (IX]? —v?) =2(X,VX) — 2u(VX,(),
(Vu, V (|X = 0)) = G X097 (2X]85, X7 = 2005 X))
= 2o X[ X 63, X7 — 2uC X {97 X[ (5
= 2(, (50‘ﬁ — VO‘VB) 05, X7 = 2u(, (50‘ﬂ — 1/0‘1/’5) ¢
= 2(C, X) = 2(C, ) (v, X) — 2u{(, §) + 2u((, )
= 2u + 2%<V,X> —2u-1 —|—2u%
1 1
= 2;(1/,)(} + 2uﬁ.
Die hier verwendete Beziehung
Xf‘ginf =0 — P
besagt, dass die linke Seite auf den Tangentialraum projiziert. Man {iberpriift sie direkt,

indem man sie mit ¥ und den Tangentialvektoren X;, 1 < i < n, testet. Das Skalarprodukt
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(v, X) behandeln wir in graphischer Notation und erhalten

[/ (Vu,-1) o
<V7X>_<\/m’<v )>

(Vu,z)  u
V14 |Vu? v
o IVullalw
V1+|Vul2 v
S 1- Ea
v
da z € B;(0). Somit erhalten wir, nun wieder als Rechnung auf den Hyperflachen M;,
1 U 1
2 2
2
=
[Vul? = [V(¢, X))
= G X797 X] (s

= Ca (67 = v17) (g
= (ad™¢s — (Ca)?

= |C‘2 - <C7 V>2
1

v2’

Setzen wir dies oben ein, so erhalten wir

2n > A ! 1 1 12
w2 (7 (1) - 50

Nun fixieren wir A = 64n/3%. Dann ergibt sich im Maximum von vn

1 1 12
(1112

1 1
o 64ﬁ_a
v v

0> Tv? — 646v — 8

(0T -6 3)

32 32\ 2 8 32
_ 75 < - 24 < = 2
v 7B—¢(7)5'+7—75+’

v <24 108.
Daraus erhalten wir wegen ¢ <1

vn < max(vn) < (24 108) supn
My, My,
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< (24 108)e* = (2 + 108)e*”,
Auf {0} x R gilt | X|* = u®. Dort schreiben wir laxerweise wieder u(0, ty) sowie v(0, -) und
erhalten nochmals wegen ¢ < 1 fiir ¢ € [0, 7], auch im Falle, dass t, = 0 war,

(4.2) [664”52(%“@’““% 1] v(0,1)

< sup () + (2 + 108)e8*

Mon(B1(0)xR)
<e sup v+ (24 1OB)664”62
MoN(B1(0)xR)
— B4np? sup v(-,0) + (2 +100) |,
B1(0)

wobei wir v zuletzt wieder graphisch betrachtet haben. Wir setzen nun

B = sup —u(0,t) = sup |u(0,¢)] =1,
t€[0,7) te[0,7)

wobei 8 > 1 nach Annahme v < —1 gilt. Die Klammer auf der linken Seite unserer
Abschétzung mit v(0,¢) wollen wir weiter nach unten abschétzen. Dafiir reicht v < 0
nicht, wir benutzen auch v < —1. Es gilt

(%u(O, £+ 1>+

> L — sup |u(0,t)| | +1
—\28 te[o,pT} ’ N

1 1 1

[664n62(ﬁu(0,t)+1>+ B 1]

21
66471,3 2 — 1

AVARAY,

e? —1>1,

wobei wir hier eine strikt positive untere Schranke fiir § benutzt haben. Wir erhalten
damit

B1(0)

v(0,1) < e84 (sup v(-,0)+ (2 + 10B)>

B1(0) B1(0)

= 04 (sup v(+,0) 4+ (24 108) sup v(-, 0))

= 5477 (3 + 108) sup v(-,0)

B;(0)
< (Hins? (610/52 n 61062> sup v(-, 0)
B1(0)
< S5 9 L gup w(-,0)
B1(0)
< £04nB2+108° 452 sup v(-,0)
B1(0)
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=exp | C(n) ( sup —u((),t)) - sup v(+,0).

te[0,7) B1(0)

Wir erinnern uns, dass

sup —u=—1
B1(0)x[0,T]

gilt. Damit kénnen wir den Faktor in der Exponentialfunktion in die gewiinschte Gestalt

bringen. Wir erhalten
2
(sup —u(O,t))
t€[0,T]

= sup (—u(0,1))*
t€[0,T]

= sup (1—1—u(0,1))
te[0,7

2
= sup |1+ sup u | —u(0,?)
te0,T] B1(0)x[0,T]

sup (14 M —u(0,1))?

tel0,7

= sup (142 1(M —u(0,t)) + (M —u(0,1))?)
te[0,7

< sup (2+2(M —u(0,1))?)
t€[0,T]

=2+2 sup (M —u(0,t))%
t€[0,T]

Nach Anwenden der Exponentialfunktion erhalten wir gerade

B1(0) te[0,T] B1(0)x[0,T

v(0,t) < Cy(n) sup v(-,0) - exp | Ca(n) sup <( sup }u) — u(O,t))

wie behauptet. O

Den exponentiellen Anteil kann man mit Hilfe der Oszillation oder der Supremumsnorm
pragnanter aufschreiben. Indem wir das Theorem auf alle Mengen der Form Bg/s(y) x
[0,T] fiiry € B r/2(%0) gleichzeitig anwenden, erhalten wir zudem noch eine lokale Ab-
schétzung.

Korollar 4.4. Sei u € C*®(Bgr(z9) x (0,T)) N CY(Bg(zo) x [0,T]) eine Lisung des
graphischen mittleren Krimmungsflusses. Dann gibt es Konstanten C; = Cy(n) und
Cy = Cy(n), so dass

1
sup v<C;- sup v(+,0)-exp (C’g 7 ||U||LOO(BR(ZO)X[07T]))
Br/2(20)x[0,T] Br(20)

gilt.
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4.2. Kriimmungsschranken. Zunéchst leiten wir eine auch spéter niitzliche Evoluti-
onsgleichung her. Hilfreich ist hier insbesondere der Term —2kg?.

Lemma 4.5. Unter dem graphischen mittleren Kriimmungsfluss erfillt

2

— |AP—— = 4] - (v
9= AP = AR ()
die Fvolutionsgleichung
d 2k
— —A)g< —2k¢*— —F——— 29 — 20073
(dt )g_ kg (1_kv2)2|W|9 v~ (Vu, Vg),

falls k > 0 so klein gewdhlt ist, dass 1 — kv? > 0 gilt.
Beweis. Wir rechnen zundchst mit einer allgemeinen Funktion ¢ > 0. Es gilt
d
g = (%lAP) © + |Al*¢" 200,
9i = |A‘2190 + AP 20u;,
9ij = ’A‘;Ziﬂ) + ‘APSO/QUWJ’
+ | A% 2v0; + Al ¢ 200;
+ AP 40?05 + | AP 2v0;,
d d d
——A)g= — —A)|AP 24P [ — — A
(i8)o= (G -2) ) e woarer (G - o).
—2¢'v (VI|A]?, Vv) — 2¢'v (V|A[?, Vv)
. |A|2 (290//1)2 +90,) |VU|2

2
< (M = 29 AP) ¢ + 24P (~olaP - 290l

1
=20 (9 (1492 ) T ) + 46014l [94]- 90
—|A]? (290”1)2 + gol) |Vol?
<2141 (¢ — ¢'v*) = 2[VA|Pp

/ 12

- 2£U(Vg, Vo) + 2%@|A|2¢2U|Vv|2
¥ ¥

12
+2|VAPp + 2202 ARV
¥
_ 2“4’2 (2()0//,02 +90/ +290/) ’VU|2

/

=2|A* (¢ — p'v) — 2%v<Vg, V)

90/2
—2|AJ? <2<p”v2 + 3¢ — 3—1}2) |Vl
¥

Kombinationen von Ausdriicken mit ¢ betrachten wir separat und erhalten fiir unsere
spezielle Funktion ¢ mit x = v?
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1 kx 1

L Al ey el w2

k
' (z) = 2—(1 —
, x x ka?
P T T T ko2 (1—ka)? = k¢,
o 1 1 1 1
o zl—kzr 220 A"
2 kx 1 1
2g0"x+3g0/—3%x:4(1 o R e e
_ dkx+3—-3kr—3 kx B k
T -k (—ke)p Q- k22”
Somit ergibt sich
(5 —8) 9. ~2H1A1'? - 202590, V0) = 25— sl AP oP
dt - v3 (1 — kv?)?

1
= —2kg* — 51 Vul'g — 20—(Vg, Vo)

k
(1 — kv?)
wie behauptet. O
Fur unsere Abschneidefunktion erhalten wir
Lemma 4.6. Unter dem (graphischen) mittleren Krimmungsfluss erfillt
n=(R=r)"

mit

(i) r = | X|* + 2nt und

(it) r = | X|* — u?
in der Menge mit r < R?> und t > 0 die Abschitzung

(% - A) n < 2c(n)R* — 2|Vr|*.

Beweis. Im Beweis wollen wir nicht die genaue Gestalt von r = r(X,¢) > 0 benutzen,
sondern nur, dass die folgenden beiden Abschatzungen gelten:

(o)

Dazu rechnen wir diese Abschétzung fiir die beiden betrachteten Funktionen zunéchst
separat nach.

<C(n) und |Vr> < C(n)r

(i) Sei zuniichst r = |X|? + 2nt. Wie bei den Gradientenabschitzungen nutzen wir
Xf‘ginjﬁ = 6% — v*# und erhalten

(im2)r

_ (2 <X, X> 420 — 20X, AX) — 2|V X|?

< 2n+2|VX|?
=21+ 2X2 g7 X 60g

=2n+2 ((50‘6 — 12107 Sup
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=2n+2(n+1)—2v]*=4n.
Wir nutzen diese Identitat nochmals und erhalten
Vrl? = 4(X, X;)g" (X;, X)
= 4X6,5X] g7 X]6,.X*
= 4X a5 (677 = P17 6,. X°
= 4| X|* —4(X,v)?
<Adr
wie behauptet.
(ii) Sei nun r = |X|? — u? = | X|? — (X, ()? mit ( = e,,;. Dann erhalten wir
(% - A) r=2 <X,X - AX> VX - 2u <§,X - AX> +2|Vul?
=0—2X2g"X 6.5 — 0420 XPg" X s
=2n+1-1)+2(1-(¢v)?
und somit die erste Ungleichung, auch mit Betrigen. Weiterhin gilt
IVr|? = (2X0 X — 2uCa X2) g <2X5Xf - zucﬂxf)
= 4(Xo — uly) (6°7 = v*VP) (X5 — ulp)
= 4| X > = 8u(X, ) + 4u® — 4(X, V) + 8u(X, v) (v, ¢) — 4u*((, v)?
=4 (|XP —u®) —4((X,v) —u(r,())*
< 4r

wie behauptet.
(iii) Nun erhalten wir in einer direkten Rechnung

wie behauptet. U

Lemma 4.7. Unter dem graphischen mittleren Krimmungsfluss erfillt gn in Punkten
mit n > 0 die Ungleichung

(% - A) (gn) < —2kg*n—2 (v *Vo+n""Vn, V(gn)) +C(n) ((1 + #) r+ R2> 9-

Beweis. Unter Beriicksichtigung der bereits hergeleiteten Abschidtzungen fiir ¢ und 7
erhalten wir

(45)m=s (-0 s(4-5)o-am



< —2kg’n — IVol*gn — 20v™*(Vv, Va)n

2k
(1 — kv?)?
+ g (2¢(n)R* = 2|Vr|?) — 2(Vg, Vn).
Die Terme mit Vg betrachten wir genauer. Es gelten

1
—2pv 3V, Vg)n = —2pv° <VU7 \Y% (9775) > Ui

= —2pv Vo,V

(
= —2pv Vv, V(gn
(o 2k

< _ 2
< —2pv~*(Vg, V(gn)) + a kvg)z|w| 91
o 2
T
= —20v 73V, V(gn)) + —2k Vo2 gn + |Vr|?
=% (= k22 I gy o
und
1
—2(Vg,Vn) = -2 <V <9775) 7V77>
1 1 2
= —QE(V(gn), V) + 2977§\V77|

1 1
= =2,V (gn), V) + 2924 (R* = r)" [

1
= —25<V(977)7V77> + 8g|Vr|*.

Nun berticksichtigen wir, dass |Vr|? < C(n)-r gilt. Setzen wir nun unsere beiden Abschét-
zungen fiir die Terme mit Vg in die Evolutionsgleichung von gn ein, so sehen wir, dass
sich die Terme mit |Vv|? gerade gegenseitig aufheben und die behauptete Ungleichung
folgt. U

Wir bekommen hieraus a priori |A|?>-Schranken fiir den Fall, dass |A]* anfangs be-
schrankt oder nicht notwendigerweise beschrankt ist.

Theorem 4.8. Sei u € C®(Bg(z) x (0,T)) N C*(Br(z) x [0,T]) eine Lisung des
graphischen mittleren Krimmungsflusses. Sei 0 < ¢ < 1. Dann gilt fiir beliebige (p,t) mit
t €[0,T] und r(X(p,t),t) < IR?* die Abschitzung

1 1
—_— su Al%0?) + — sup o?
(1= 02 |,(xozm (AF) + 22 r<Xﬁ>Is)]R ’
s€[0,t

|AP*(p,t) < C(n)

Beweis. Sei ohne Einschrankung zo = 0. Wir fixieren

und erhalten damit



ko? <

N —

v
v? <

was wir spater nutzen werden.

Nehme die Funktion gn mit 7(X,t) = (B2 — r)° mit r wie oben ihr Maximum erstmalig
in einem Punkt (x¢,%y) mit ¢y > 0 an. (Wir diirfen ohne Einschrankung annehmen, dass
gn = 0 am Rand der Menge {n > 0} stetig angenommen wird; sonst approximieren wir
mit Radien R; < R.) Dann gilt dort aufgrund der Evolutionsgleichung von gn

1
0 < —2kg*n+ C(n) ((1 + W) T+ R2> g.

Wir bringen den Term 2kg*n nach links und dividieren durch g = |A|21j’;v2 (denn wir
diirfen ohne Einschrankung ¢g > 0 annehmen) sowie 2k und erhalten

%C(n) ((1 + #) "+ R2>
ikC(m (1 + i) R

1 2
(”)ER
(n)R?

IN

gn

IN
DO

IN
Q Q

sup vt
r(X,s)<R2
s€[0,t]

n)

Somit gilt in einem beliebigen Punkt, wobei wir bei sup stillschweigend auch annehmen
t=0

wollen, dass wir uns auf Bg(zp) bzw. die Menge, auf der n(-,0) > 0 gilt, beschrdnken, und
den Term (gn)(zo, to) wohlwollend lesen, weil er nur wohldefiniert ist, wenn das Maximum
fiir to > 0 angenommen wird,
gn < sup(gn) + (gm) (o, to)
< 2R'sup (JA[*0*) + C(n)R*- sup .
=0 r(X,5) <R

s€[0,t]

Andererseits schiitzen wir nun die linke Seite auf der Menge {X: r(X,t) < JR?} nach
unten ab. Es gilt dort

g = AP -1 (R = 0R?)"
= |AP(1—9)*R".
Durch Umordnen erhalten wir die behauptete Ungleichung. U

Theorem 4.9. Sei v € C®(Bg(z) x (0,T)) N C*(Bgr(z) x [0,T]) eine Lisung des
graphischen mittleren Krimmungsflusses. Sei 0 <9 < 1. Dann gilt fiir beliebige t € [0,T]
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und (p,t) mit r(X(p,t),t) < IR? die Abschitzung

1 1 1
AP(p,t) <Cn)——= | = + = sup v’
AP0) < Cl = (345 ) s
s€[0,t]
Beweis. Sei wieder ohne Einschréinkung zo = 0. Weiterhin nehmen wir ohne Einschrén-
kung an, dass die Zeit t, fiir die wir eine Abschétzung zeigen wollen, ¢t = T erfiillt.

Wir betrachten die Groke tgn. Indem wir erst bei ¢ = ¢ starten und etwas kleinere
R betrachten und approximieren, diirfen wir ohne Einschriankung annehmen, dass die
Losung des graphischen mittleren Kriimmungsflusses so regulér ist, dass tgn mit ¢ und n
stetig gegen Null geht.

Es gilt die Ungleichung

d
(% - A) (tgn) < —2kg*nt — 2 (pv™°Vo +17'Vn, V(tgn))
+C(n)R*- sup v*-tg+ gn.
r(X,s)<R2
s€[0,t]

In einem (positiven) Maximum (xg, ty) von tgn folgt

2kg*nt < C(n)R*tg- sup v° + gn,
r(X,s)<R2
s€[0,t]

(gnt)(wo, to) < | C(n)R*tq sup v* 4+ R*

r(X,s)<R2
s€[0,t]
< C(n) (R*T+R') sup o'
r(X,s)<R2
s€[0,t]
(g1t) (0, to) = (gnt)( T) > |APv*(1 = 9)*R'T

> AP 1- (1= 9)*R'T
mit einer dhnlichen Argumentation wie im Beweis von Theorem 4.8. Umordnen liefert
nun auch hier die Behauptung. U

Durch die Wahl spezieller Funktionen r erhalten wir

Korollar 4.10. Fir (hinreichend requlire) Losungen des graphischen mittleren Krim-
mungsflusses auf Br(Zy) x (0,T) gelten
(i) fiir (p,t) mit | X (p,t)|* + 2nt < IR?

1 1

AP(p,t) < Cn)——— | sup  (JA]%?) + sup v(p.s) |

’ ‘ ( ) ( )(1 _19) ‘X(p’oﬂoQSRQ (’ ‘ ) R |X(ps}\2[+2?s<R2 ( )
pudl s€(0,t

(ii) fir (p,t) mit | X (p,t)]* — u? < IR?

1 9 9 1
s | swp (JAP?) + o5 sup ot
(1 - 19)2 th?égo) ( ) R? Brx|[0,t]

(iii) fiir (p,t) mit | X (p,t)|? + 2nt < YR
IAR(p,t) < C(n)(1 —v)72-
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4
sup v (p,s)
|X (p,s)|2+2ns<R?
s€[0,t]



(iv) und fiir (p,t) mit | X (p,t)|* < IR?

1 1
AR (p, 1) < Cln)(1 = 9) (; i E) sup o
BRX[O,t}

Bewezs.

(i) Wir nutzen Theorem 4.8 sowie r = | X |? + 2nt.
(ii) Hier nutzen wir neben Theorem 4.8 die Funktion r = | X|? — u?.
(iii) Wir nutzen erneut Theorem 4.9 sowie r = | X|? + 2nt und diirfen wegen ¢ < f}% den
% auf der rechten Seite der Abschétzung weglassen.
(iv) Hier nutzen wir neben Theorem 4.9 wieder die Funktion r = | X |* — u?. O

Term

Bemerkung 4.11.

(i) Ist v global beschrinkt, so erhalten wir aus Korollar 4.10 (iv) mit R — oo fiir ganze
Graphen, die die graphischen mittleren Kriimmungsfluss 16sen
C
|A]2 < cln), sup vt
U Rex[0,00)
(ii) Aus Hohenschranken und Gradientenschranken zur Zeit ¢ = 0 kann man zunéchst
Gradientenschranken fiir positive Zeiten und danach | A|?-Schranken folgern.
(iii) Die Abschétzungen gelten auch fiir Minimalflachen, also H = 0.

Fiir C3-Anfangsdaten erhalten wir C®-Schranken auch fiir positive Zeiten. Wiederum
leiten wir zunéchst eine Evolutionsgleichung fiir eine Grofse mit |V A| her, lokalisieren dies
dann mit 7 im Raum und gegebenenfalls in der Zeit und wahlen dann spezielle Funktionen
7.

Bemerkung 4.12.

(i) Die nachfolgenden Uberlegungen benutzen nun nicht mehr, dass der mittlere Kriim-
mungsfluss graphisch ist und gelten daher auch allgemeiner.
(ii) Wir erinnern an die Evolutionsgleichungen

(i - A) |A]2 = 2|A[* — 2|V A)?

dt
und
d
(% — A) VAR < =2 |V AP 4 G- (14 VAP,
mit C,,, = Cp,, (A%, ..., V™ 1A]?), wobei die Konstanten genaugenommen nur von
oberen Schranken von |AJ?, ... abhingen.

Lemma 4.13. Unter dem mittleren Krimmungsfluss erfillt
f=|VAP? (Ao + \A[z)
die Ungleichung
d
— —A)f<=6f+K
(4 8)rsopon

wobei Ny und K hinreichend grofS gewdhlte und § eine hinreichend klein gewdhlte positi-
ve Konstante ist. Dabei hingen diese drei Konstanten lediglich von n und einer oberen

Schranke an |A|? ab.
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Beweis. Direkte Rechnungen liefern
= \VA|2 (Ao +[AP),
f = SIVAR - (Ao + |AP) + VAP AP,
(IVAI ), (Ao + [AP?) + AP (JA]),
— (VAP),, (Ao + |AP) + [VAP (jA]),,
+ (IVAF), (14F), + (IVAP), (14P), -

(% - A) f= (% — A) VAP - (Ao + |AP?) + VAP (% — A) |AJ?
—2(V|VAP, V|A]?)
< —2|V2A[" (Ao + |AP) + C1 (1+]VA]P) (Ao + |AP)
+2|A[* - [VAP — 2|[VA[* + 8|A] - [VA]* - |V 4]
Fiir den letzten Term nutzen wir die Abschéatzung
8AJ?

2 2 2 112 2
8|A|- VA - |[V?A] < 2|V?4] (A0+|A|)+AO+—|A|2

VA

Wegen |A|? <

X
A0+:1:

d 8
(dt )f < \VA\4+01 (14 |VAP) (Ao + co) + 25| VA]* — 2| VA"

Nun fixieren wir Ag = Ao(co) > 1 groB, so dass wir den ersten Term mittels |[VA[*
absorbieren konnen. Auch die |V A|?-Terme konnen wir mit einer Konstanten und diesem
Term absorbieren. Daher folgt

d
(G -8) 7 = -IVAI + K(an, €1,
2
— _f—2+K
(Ao +[A[?)

2
S A
~ (Ao +c)?
=9 -f°+K

+ K

wie behauptet. O

Lemma 4.14. Unter dem mittleren Krimmungsfluss erfillt fn in Punkten mit n > 0
die Ungleichung

(% . A) (1) < ~00f* + 0K =20 (T(f). Vo) + Cln) 7

wobei § und K Konstanten sind, die nur von n und einer oberen Schranke an |A|* ab-
hangen.

Beweis. Die iibliche Rechnung liefert

(%—A) (fn)—n(jt )J“rf(——A) — 2V, V)
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< —=onf? +nK —2(Vf,Vn) + f (2¢(n)R* = 2|Vr|?).

Fiir den Gradiententerm erhalten wir
1
1 1 )
= —25<V(f77), V) + 2Ef|V?7|

- —2%<V<fn>, Vi) + 8|V

< —2%<v<fn>, Vi) + C(n) fr

< 22 (V(1). V) + C) 2

Hieraus folgt die Behauptung. O

Theorem 4.15. Sei u € C®(Br(2) x (0,T)) N C*(Br(20) x [0,T]) eine Lisung des
graphischen mittleren Krimmungsflusses. Sei 0 <9 < 1. Dann gilt fiir beliebige t € [0,T]
und (p,t) mit r(X(p,t),t) < IR? die Abschitzung

C(n) 2 1
su VAF+1+ —= |,
= op |2, VAP 1 32

t=0

VAP <

wobei C' nur von n und einer oberen Schranke an |A| abhdngt.

Beweis. Wir betrachten die bereits oben definierte Testfunktion fn. Ist ihr Maximum
Null, so sind wir fertig. Sonst unterscheiden wir zwei Félle: Das Maximum wird in einem
Punkt (zg,tg) mit ¢y > 0 angenommen. Dann gilt dort aufgrund der Evolutionsgleichung

von fn
o°f* <’ K + C(n)nfR?
1
<K + gnzf2 +<Cn) R,
on*f? < C(n,K,8) (R*+ R%).

Wohlwollend gelesen, da (xg,%p) im Falle, dass das Maximum fiir ¢ = 0 angenommen
wird, gar nicht definiert ist, erhalten wir somit

fn< Stl_l]g(fﬁ) + (fn)(@o, to)
< C-R'-sup|VAP’+C (R*+R").
=0

Diese obere Schranke an fn gilt iiberall. Insbesondere erhalten wir also in Punkten mit
r < 9R? wegen Ay > 1

fn=|VAP? (Ao + |AP) (R? = 1)°

> |VAP?-1-(1—9)*R%

Zusammengenommen ergibt sich die Behauptung. U

Theorem 4.16. Sei u € C®(Br(2) x (0,T)) N C*(Br(2) x [0,T]) eine Lisung des
graphischen mittleren Krimmungsflusses. Sei 0 <9 < 1. Dann gilt fiir beliebige t € [0,T]
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und (p,t) mit r(X(p,t),t) < IR? die Abschitzung

1 1 1
AP<C — (14> + —
IVA|2 < (1_19)2< +t+R2),
wobei C' nur von n und einer oberen Schranke an |A| abhdngt.

Beweis. Aus der Evolutionsgleichung fiir fn erhalten wir auch die Evolutionsgleichung
fiir ¢tfn mit einem Zusatzterm am Ende. Es gilt

(45 =) 0Fn) < —ng? + it~ 22 (T(e ), V) + CO U + i

Mit den tblichen Tricks diirfen wir wieder ohne Einschriankung annehmen, dass ¢ fn ein
Maximum in einem Punkt (zg,%y) mit ¢ > 0 und 7 > 0 annimmt. Dann gilt dort

onfit < nKt+ CftR* + fn
und nach Multiplikation mit tn
S(nft)* < Kn*t* + C(nft)tR* + (ftn)n
< CR* + 235(77 ft)> + C*R* + CR®,
5(nft)? < C(R*+t*R'+1*R®),
nft < C(R'+tR*+tR").
Diese letzte Abschitzung gilt zunéchst einmal in einem Maximum der Funktion 7 ft wie
oben beschrieben und damit dann {iberall. Als untere Abschétzung ergibt sich analog zu
bisher
nft > (1—9)*RYVA]* (Ao + |A]%) ¢
> (1 —19)*R*%|VA]*
Umordnen liefert auch hier die Behauptung. O
Bemerkung 4.17. Analog zu Korollar 4.10 erhalten wir auch im Falle von Abschéatzun-

gen fiir [VA|?> durch die Wahl spezieller Funktionen r konkretere |V A|?-Abschétzungen.
Wir lassen dies als Ubung.

Bemerkung 4.18.

(i) Will man hohere Ableitungen beschréanken, so untersucht man dafiir Testfunktionen
mit

Fn = | V™A <Am + }vm—lA}2> .
Diese lassen sich fiir m > 1 exakt nach demselben Muster behandeln wie fir m = 0.
Hieraus ergeben sich analoge Folgerungen wie im Fall m = 0. Details: Ubung.
(ii) Will man fiir lokal Lipschitz stetige Anfangswerte |V2A[* (1o, to) beschriinken, so
beschrankt man zunéchst
o |AJ]? fiir (z,t) mit ¢ > 3t und |z|* < R?,
o dann [VA|? fiir (z,¢) mit ¢ > 2t und |z[? <
t > 3to betrachtet,
e und schlieflich |V2A[* fiir (z,¢) mit ¢ > 2to und [z]? <
nur Zeiten t > %to betrachtet.

Die Verallgemeinerung auf [V A|” fiir beliebige ¢ > 0 ist offensichtlich.
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(iii) Die Techniken von [8] liefern bessere Abschétzungen fiir hohere Ableitungen, nut-
zen dafiir jedoch auch deutlich kompliziertere t-Abhéngigkeiten in den betrachteten
Testfunktionen.

(iv) Man iiberzeuge sich, dass Abschatzungen fiir u, v, |A|, [V A, ..., |V™A| Abschétzun-
gen fiir die rdumlichen partiellen Ableitungen von u bis zur Ordnung m + 2 liefern.
Mit Hilfe der Differentialgleichung beschrankt man dann gemischte raumliche und
zeitliche Ableitungen. Wie iiblich fiir parabolische Gleichungen zweiter Ordnung
zihlen Zeitableitungen dabei doppelt. Details: Ubung.

(v) Abschitzungen bis |VA| liefern also C3-Abschitzungen und somit insbesondere
C?“-Abschitzungen. Wir konnten alternativ also ab diesen Abschitzungen auch
parabolische Schaudertheorie nutzen.

4.3. Etwas Literaturiiberblick. Theorem 4.1 wurde von J. Clutterbuck [4] und T.
Colding und W. Minicozzi |7] auf stetige Anfangsdaten verallgemeinert.

Ist u in einem geeigneten Sinne anfangs nahe an einem Kegel, so konvergiert der gra-
phische mittlere Kriimmungsfluss fiir ¢ — oo nach geeignetem Reskalieren gegen eine
selbstéhnlich aus einem Kegel kommende Losung. Wir verweisen auf die Arbeiten von K.
Ecker und G. Huisken [8] sowie von N. Stavrou |23].

Ohne Reskalieren gibt es z. B. in [5] Stabilitdtsresultate fiir den graphischen mittleren
Kriimmungsfluss.

5. MITTLERER KRUMMUNGSFLUSS OHNE SINGULARITATEN

Wir folgen im Wesentlichen unserer Arbeit [19]. Fiir die C''-Abschétzungen behandeln
wir ein alternatives Vorgehen. Da ich die Notation fiir die a priori-Abschétzungen fiir | A|?
und |V A|? mit unterstrichenen Termen nicht mehr optimal finde, wiederhole ich auch hier
diesen Beweis in anderer Notation.

5.1. C'-Abschitzungen.

Theorem 5.1 (C'-Abschitzungen). Erfiille u die Generalvoraussetzung. Dann gilt
vu? < max vu?
{u<0}
in Punkten mit u < 0.
Beweis. Unter Benutzung der Evolutionsgleichungen fiir v und w erhalten wir fiir w =
v(—u) in der Menge mit u < 0
w =0(—u) — vu,
w; =v;(—u) — vy,
Wij = Vi — VU5 — Villj — VU,

(& —A)w=(-u) (£ —A)v+0+2(Vv,Vu)

1
=(—u) (—U|A|2 _ %|VU|2) +2 <Vv, —;Vw — %Vv>

— (~u)el AP ~ 2 (V0, Vo)

2
S — ;<V’U, V'LU)

Die Behauptung erhalten wir nun, indem wir das Maximumprinzip auf w in der Menge

mit v < 0 anwenden. O
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Bemerkung 5.2. Fiir v und v benotigen wir spater die Abschétzungen

|Vl :naXf‘ginfnﬁ = 7 (50‘5 = Vo‘yﬂ) n=1-v2<1
und

Vol = ((=nar™) ), g7 ((_WBVB)_1>], = v e X[ R g TR, X ng < v*| A

<v*p|A]* =0°G,
wobei wir (2.3) benutzt haben, und
(Vu, Vv)| < |Vu| - V| < 0?|A] < 0VG.

5.2. C?-Abschitzungen.

Theorem 5.3 (C?-Abschiitzungen). Erfiille u die Generalvoraussetzungen.

(i) Dann gibt es Konstanten A >0, ¢ > 0 und k > 0 (die Konstante in ¢ und implizit
in G), die nur von den C*-Schranken abhdingen, so dass
tu*G + \uo? < sup Muv? + et

t=0
{u<0}

in Punkten mit u < 0 und 0 <t <1 gilt.
(ii) Ist dariiber hinaus u(-,0) € C?, so gelten auch C*-Schranken bis t = 0: Es gibt eine
Konstante ¢ > 0, die nur von den C'-Abschitzungen abhingt, so dass

utG < sup u'G + ct
(a0}

in Punkten mit u < 0 gilt.

Beweis. Wir wollen beide Teile gleichzeitig behandeln und verwenden dazu eine weitere
Konstante 6. Im Falle § = 1 erhalten wir (i) und fiir § = 0 und A = 0 den Fall (ii). Wir
definieren w durch

w = (6t + (1 — 6))u'G + Mu*v?
und erhalten
W = 0utG + 4(0t + (1 — 6))uPGu + (6t + (1 — 0))u'G
+ 2\0%ut + 2 u*v,
w; = 4(6t + (1 — 8))u*Gu; + (0t + (1 — 8))u'G;
+ 2 \vPuu; + 2 uvv;,
wi; = 4(5t + (1 — 8))u’Guy; + (5t + (1 — 0))u’Gy;
+ 2)\1)2uu,-j + 2/\u2vvz~j
+ 12(5t + (1 — 8))u*Gusu; + 4(6t + (1 — 6))u*(Giuy + Giu;)
+ 2 0w + 20 v0; + Ao (u; + w;),
(6t + (1 = 0))u*VG = %Vw —4(6t + (1 = 6)u*GVu — 220*Vu — 2 uv Vo,
(4 — A)w < ou'G + (6t + (1 — 8))u* (—2kG* — 200~ (Vv, VG))
+ 2xu*v (—v|A]? — 2|Vu]?)
—12(6t + (1 — 9)u*G|Vul* — 8(5t + (1 — 6))u*(VG, Vu)

— 2202 |Vul? — 2\u? |Vl — 8 \uv(Vu, V).
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Nachfolgend werden wir (Vw, b) fiir generische Gradiententerme mit Vw schreiben. Diese
Terme diirfen von Zeile zu Zeile ihre Werte dndern. Die ebenfalls generischen Konstan-
ten ¢ diirfon von sup{|u|: u < 0} (was seinen anfénglichen Wert nicht tibersteigt) und
C'-Abschitzungen abhingen. Auch bei den C'-Abschiitzungen diirfen wir eine Gleichmi-
fsigkeit annehmen, indem wir in Theorem 5.1 die Abschneidefunktion v-(u— 1) benutzen.
Im Fall (i), darf ¢ auch von einen oberen Schranke von ¢ abhéngen, wir nehmen jedoch
0 <t <1 an. Wir unterdriicken in der Notation also die Abhéngigkeit von bereits abge-
schatzten Grofsen.

Die Terme mit VG betrachten wir separat. Sei € > 0 eine Konstante mit noch zu
fixierendem Wert. Unter Benutzung von Bemerkung 5.2 erhalten wir

— 2(5t + (1 — &) yutv=*(Vv, VG)

1
= —290—3 <VU, ~Vw — 4(6t + (1 — 0))u’GVu — 2 *Vu — 2/\qu1)>
v u

3 )\ 2
< <Vw,b>+8(5t+(1—5))90’§‘ G| A| + 4hpvlul| A + 4 ff
2

< (T, b) + (0t + (1= 6)u'G + () - (8t + (1 )G

[Vof?

M AP 4 X2V - 45 4 (e, M)
< (Vw,b) + 2¢(6t + (1 — 6))u'G?
+ e V| A2 + Au?|Vol? - 4% + c(e, \)
sowie
—8(0t + (1 — 0))u*(VG, Vu)
=-8 <Vu, %Vw —4(6t + (1 — 6))u*GVu — 2 v*Vu — 2)\qu7}>
< (Vw, b) + 32(5t + (1 — 6))u>G + 16 0? + 16X |u|v®| A
< (Vw, by + (0t + (1 — 0))u*G? + edu®v?|A]? + c(e, \).
Somit ergibt sich
(4 — A)w < 6u'G + (0t + (1 = 8))u*G*(—2k + 3¢) + (Vw, b)
+ Mt A (=2 + 3) + M Vof? (45 = 6) + (e, ).

Nehmen wir nun an, dass k > 0 so klein fixiert ist, dass kv? < % in der Menge {u < 0}
gilt. Daraus folgt ¢ < 2v2. Weiterhin diirfen wir annehmen, dass A > 2u? in der Menge
{u < 0} gilt und erhalten u*G < $Aup|A]* < Au?v?|AJ*. Es folgt weiterhin

© 4

42 6= —6<0.
v? 0 1 — kv? 6<0

Wenn wir schlieflich £ > 0 klein genug fixieren erhalten wir
(4 - A)w < (Vw,b) +c.

Nun folgen beide Behauptungen aus dem Maximumprinzip. O
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5.3. Abschatzungen hoherer Ordnung.

Theorem 5.4 (C™*2-estimates). Erfille u die Generalvoraussetzungen

(i) Dann gibt es eine Konstante X > 0, die nur von den C™V1-Abschitzungen abhingt,
so dass

tu? [V AP + X[ VAP < e d-t 4 sup AVTTRA|
t=0
{u<0}

in Punkten mit u < 0 und 0 <t <1 gilt.
(i1) Analog zu Theorem 5.3 ist auch hier anfingliche Regularitit erhalten.

Beweis. Wie im Beweis von Theorem 5.3 verwenden wir § € {0,1} und definieren
w = (6t + (1 — 8))u? [V A + A |V 1 A|°

fiir eine noch zu fixierende Konstante A > 0, die wir jedoch hier in beiden Féllen verwen-
den. Wir nehmen an, dass }V’“A}z fiir beliebige £ mit 0 < k < m — 1 bereits kontrolliert
ist. Sei weiterhin 0 < ¢t < 1. Die Konstante ¢ darf wiederum von bereits kontrollierten
Grofsen abhidngen. Somit erhalten wir aus der Evolutionsgleichung von |VmA|2 firm > 1
(& —A)[V"AP < —2|V™HAP 4 e[V AP + o,
(L —A) |V A < = 2|V AP + e

Es folgt
i = 5u2 [V AP 4 2(6t + (1 — 8))uit [V AP + (8t + (1 — 5))#% VA2
d m—1 4|2
+ A VAL
w; = 2(5t + (1 = 8))uw; V™A + (6t + (1 — 8))u® (|V"AP),
A (\vm—lAF),,

wi; = 2(6t + (1 — 6))uuy; [V™A]? + (5t + (1 = 8))u® (|[V™A]?)

]
A (\vmlAF)U 26t + (1 — 0))uguy [V AP
200t + (1= 0))u (i ([V"AP), +u; (IV"4P),)
(4 - A)w < ou? VA2 + (0t + (1 — 6))u? (—2 ‘VmHA‘Q +c|[VmAP + c>
FA(=2|VAP 4 ¢) =200t + (1 — ) |Vul]? [V Af
— 45t + (1= 8))u{Vu, V|V™A*).
Nun ist
—4(8t + (1 = 0)u{Vu, V |[V"AP) < (0t + (1= 8)) - |u] - ¢+ |[V™FA| - [ V™A
(6t + (1 = 6)u? |V AP + |V AP

IA

Somit folgt
(£ —A)w < (c—2X) [VTAP + c(N).

Wiederum folgt das Resultat aus dem Maximumprinzip. O
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6. EINDEUTIGKEIT UND EXPANDIERER

6.1. Eindeutigkeit. Wir zeigen Eindeutigkeit fiir ganze Graphen, die gleichméfig Lip-
schitz stetig sind. Der allgemeine Fall, z. B. fiir glatte ganze Graphen, ist eine offene
Fragestellung und Gegenstand aktueller Forschung.

Theorem 6.1. Sei ug: R™ — R gleichmdf$ig Lipschitz stetig, d. h. es gibt ein L > 0 mit

|uo(x) — uo(y)| < L - |x =yl
fiir alle x,y € R™. Sei u € C*(R" x (0,00)) N CY_(R"™ x [0,00)) eine Lisung von

Vu
U=+/14|Dul? div| —— in R™ x (0,00),
Dl < 1+|Du|2> ( )

u(+,0) = uy in R™.
Dann ist u eindeutig bestimmd.

Bemerkung 6.2. Die Existenz einer solchen Losung folgt aus [8|. Zuséatzlich gilt
HDk“("t)“cO(Rn) < Gy

fir t € [ty,T] mit 0 < tg < T < oo. Aus der Differentialgleichung folgen entsprechende
Abschétzungen fiir Zeitableitungen und gemischte Ableitungen.

Als Vorbereitung zeigen wir zunéchst, dass Sphéren disjunkt zur Losung bleiben.

Lemma 6.3. Sei u wie in Theorem 6.1. Sei xy € R*™ und gelte fiir ein R > 0

Br(x) N graphu(-,0) = 0.
Dann gilt fir r(t) = vVR?> —2nt mit 0 <t < 1212
B, (o) Ngraphu(-, t) = 0.

Man kann schrumpfende Sphéren als Graphen darstellen und benutzen, dass die Gra-
phen graphu(-, t) fiir ¢ > 0 die Sphéren aufgrund der Gradientenschranke nicht am Aqua-
tor beriihren kdnnen. Das Resultat folgt dann aus dem Maximumprinzip in Graphendar-
stellung.

Wir fithren einen alternativen Beweis.

Beweis. Sei ohne Einschrankung xq = 0. Sei > 0 beliebig und sei { > 0 sehr klein. Wir
definieren

w(p,t) = |X(p,t)|*> +2nt(1 +6) — (R+ ()%
Dabei nutzen wir die parametrische Beschreibung X des mittleren Kriimmungsflusses.
Wenn wir solch ein X finden wollen, so taucht dabei eine Differentialgleichung der Form

TR Hu'
V() \/1+|Du(¢($,t)at)|2

auf. Wegen |H| < \/% konnen wir diese bis ¢ = 0 16sen und so die Diffeomorphismen
1 bekommen, die es erlauben, den mittleren Kriimmungsfluss auch parametrisch zu be-
schreiben.

Kleine Zeiten: Dann gilt zum Zeitpunkt ¢ = 0 und hinreichend kleine ¢ > 0 die
Ungleichung w(p,t) > 0 fiir beliebige p € R™ und ¢ = 0. Aufgrund der Stetigkeit gibt
es somit ein £ > 0, so dass w(p,t) > 0 fir alle p € R” und alle 0 < ¢t < ¢ gilt. Beachte
dazu, dass wir diese Ungleichung nur in der kompakten Menge {p € R": [p| < R+ (}

iiberpriifen miissen.
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Ziel: Wir wollen nun zeigen, dass w > 0 fiir beliebige § > 0 gilt. Dann folgt

X (p,t)] > /(R + ()2 —2nt > VR? — 2nt

fiir alle p € R™ wie gewiinscht.
Grofse Zeiten: Fiir t mit ¢ < t < %j sind alle Ableitungen von u gleichméfig be-
schrankt und wir erhalten mit Hilfe von gewo6hnlichen Differentialgleichungen fiir die
2]
’ 2n

R"*! des mittleren Kriimmungsflusses £X = —Hv mit X (R",¢) = graphu(-, t) fiir alle

Korrektur der tangentialen Geschwindigkeitsanteile eine glatte Losung X : R™ x [6

te [5, %ﬂ mit |pl‘iinoo | X (p,t)| = oo, gleichméfig in ¢ (Miniiibung).
Es folgt (mit kovarianten Ableitungen)

W = 2<X,X> +on(l+0),
w; = 2(X, X;),
wi; = 2(X, Xij) + 2(X;, X;).
Daher ist
i — Aw = i — g7 wy;
—9 <X, X - ginij> +2n(1 4 6) — 267 (X, X))
:2<X,X+Hz/> +2n(1+6) — 2n
= 2nd > 0.

Wegen | X (p,t)] — oo fiir |p| — oo folgt daher w > 0 aus dem Maximumprinzip und
somit die Behauptung. O

Das folgende Lemma tibertrégt sich auch auf Situationen, wenn die Funktion raumlich
nicht auf R" definiert ist.

Es zeigt, dass es nicht nur Punkte nahe am raumlichen Infimum und Punkte mit
Zeitableitung nahe —7 gibt, sondern dass es sogar einen Punkt gibt, in dem beides erfiillt
ist. Ware I(t) = iﬂgﬂf u(-,t) differenzierbar und wiirde das Infimum stets angenommen, so

folgte die Behauptung direkt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

Lemma 6.4. Sei T > 0. Seien A, B € R. Sei u: R" x [0,T] — R glatt mit gleichmajig
beschrinktem u und seien

u(-,0) > A sowie iélnfu(~,T) = B.

Dann gibt es fiir alle € > 0 einen Punkt (xq,ty) € R™ x [0,T] mit
(A-B)—c¢
-

In der Vorlesung wurde der folgende Widerspruchsbeweis gefunden. Nachfolgend geben
wir auch noch unseren urspriinglichen Beweis an.

u(zo, tg) < i]élnfu(-,to) +e und ua(xe,ty) < —

Beweis. Gelte |u| < C. Hieraus folgt

1ﬂgﬂfu(,t1) - 1é1nfu(,t2) S 201 : |t1 - tz’
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fir alle t1,t2 € [0,7]. Angenommen, die Aussage wire falsch. Sei ¢ > 0, so dass die
Aussage nicht gilt. Dann gibt es zp € R" mit u(xg,t) < iﬂglnfu(~,T) + 5. Wir wihlen

t1 € [0,7] minimal, so dass

u(zo,t) < iﬂglfu(-,t) +e
fur alle ¢ € [t;, T] gilt. Wegen

u(zo, t) — %nfu(-, t)

(2o, t) — u(xo, T') + u(xo,T) — iélnfu(-,T) + iﬂgnfu(-,T) — iﬂgnfu(-,t)

IN
I~

IN

9
Cl-yT—t\+§+201-yT—t\

IA
™

fir allet € [0, 7] mit T —¢ < e, sehen wir, dass T'—T1 > & > 0 nach unten durch eine
positive Konstante beschrankt ist. (Man kénnte auch t; =T — o wéhlen.) Nun wéhlen
wir 1 € R™ mit u(x,t;) < iﬂgnfu(-,tl) + 5. Dies setzen wir fort und wéhlen iterativ so

lange Punkte (x;,t;), bis nach endlich vielen Schritten ¢, = 0 gilt. Damit erhalten wir
mit der Annahme, dass die Behauptung iiber die Zeitableitung fiir keinen solchen Punkt
richtig ist,

B+% > u(xo, T)

T

= u(xo, t1> + /ﬂ(%o,T) dr
t1

T —t

> u(xo,t1) + (B—A+¢)

T —t

> u(l‘l,t1)+ T

(B—A+¢)

\Y]

T—t ti—t tp—1 — t
> 1.t e —— - (B-A
> u(xp_1, k)+( T + T +..F T ) ( +¢)

T7—-0
:u(xk,1,0)+T~(B—A+5)

>A+B-A+e=B+e.

Wir erhalten eine Widerspruch. Somit gilt die Behauptung. O

Beweis.

(i) Sei Cy > 0, so dass

sup il < €4
R"x[0,T]

gilt. Zunéchst wollen wir R > 0 so fixieren, dass
infu(-,t) <infu(-,t) <infu(-,t)+ =
Br 2

R™ R"
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fiir alle ¢ € [0, T} gilt. Sei dazu 0 > 0 mit ¢ - C} < g. Seien endlich viele ¢; € [0,T] so
fixiert, dass [0,7] C |J Bs(t;) gilt. Dann gibt es R > 0, so dass fiir alle 4

£
' ) < ) 4 =
%1Rfu( ) < l[élnfu( )+ 3

gilt. Sei nun t € [0,7] beliebig und gelte |t — t;,| < 0 fiir ein fixiertes . Fixiere
weiterhin zy € R™ mit

5
< infu(- y
u(xg, t) < %nfu( 1) + 3

Es folgt
€
' 1) > _ =
1H£1nfu( 1) > u(zo,t) 3
> u(xo, tiy) — % —-Cy-9
€
> i ) — 9=
> %nfu( ytiy) 28
€
> ) — 32
— pr'Ifu( 7t10) 38
€
> infu(-,t) —4-=.
> iphul- 1) =43
Dies zeigt die Existenz eines solchen R > 0.
(ii) Definiere w durch
w: Br x [0,T] = R,
A—B) -
w(z,t) = u(x,t) — A+ (%t.
Dann gelten w(-,0) > 0 und
€

—e=infw(-.T) < infw(-,T) < —=.
£ lIélnfw(,T)_%lIfw(7T)— 92

Sei (l’o,to) c B_R X [O,T] mit

to) = inf w.
w(zg, to) BRIS[O,T] w
Dann gilt ¢y > 0.
(iii) Wir unterscheiden nun zwei Félle:
e Es gilt 0 <ty < T. Dann gilt

A—B-—¢
0 = U)(ZE(),to) = I'L(ZE(),t()) + T
o Ist ty =T, so folgt
A—B—
O Z w(l'o,T) = ’L'L(l‘o,to) + Tg

In beiden Féllen folgt aus w(xg,tg) = iélf w(-, tp) und nach Wahl von R
R
u(zo, to) = infu(-,tg) < infu(-,tg) +¢
Br R™

wie behauptet. U

Ein entsprechendes Lemma bendtigen wir auch fiir die rdumlichen Ableitungen. Da die

Zeitabhangigkeit hier keine Rolle spielt, lassen wir sie im Lemma weg.
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Lemma 6.5. Sei u: R® — R eine C3-Funktion mit

||DiuHCO(]R”) <G

fir 0 <i<3.Set(>0. Dann gibt es € > 0, so dass fir alle xo € R™ mit

u(zg) < iélnfu +¢,

gelten.

Unter direkter Benutzung der Taylorschen Formeln kénnte man den nachfolgenden
Beweis abkiirzen.

Bewezs.

(i) Sei zp € R™ mit u(xg) < iﬂgﬂf u + ¢ gegeben. Nach einer Rotation des Koordinaten-

systems diirfen wir Vu(z) = —|Vul|(xg)e; = —Me; annehmen. Fiir ¢ > 0 folgt

iﬂgnfu < u(zg+tey) = u(xg) + u(zo + tey) — u(wo)

¢
d

¢
= u(xg) + / Eu(xo + 7ey) dr = u(xg) + /ul(xo + Tey)dr
0 0

t

= u(xg) + tuy (zo) + /ul(xo + Te1) — ug(xo) dr

t T
d
:u(xo)—tM—l—//d—ul(xg—l—ael)dadT
o
0 0

t T
:u(xo)—tM+//u11(x0+ael) do drt

00
giﬂgnfujus—tMth?CQ.

Somit folgt
0<e—tM+tCy.

Wir nehmen ohne Einschrankung C5 > 0 an, d.h. u ist nicht affin linear, und

erhalten im Minimum bei ¢ = % (einfache Kurvendiskussion)
M M? M?
0<e——+—=c——.
S Te A Te A T

Aus M? < 4C,¢ folgt somit die erste Behauptung.
(ii) Wir gehen analog zur Gradientenabschétzung vor. Sei xy € R™ mit u(zg) < iélfu—l—e

beliebig. Angenommen, es gibt £ € S"!, so dass u;;(0)£'¢? negativ ist. Dann diirfen
wir nach einer Rotation des Koordinatensystems annehmen, dass

Ull(ﬂfo) = —M
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mit M > 0 gilt. Weiterhin diirfen wir, moglicherweise nach einer Spiegelung mit
e; — —eq, annehmen, dass u1(xo) < 0 gilt. Oben haben wir bereits

inf u < u(xg) + tug(zo) //uu xo + oep) dodr

R

hergeleitet. Wegen f f ldodr = f 7dr = 1t? erhalten wir daraus fiir t > 0

1]1£1fu < u(xg) + tuy(zo) + t w11 (o) //un xo + oey) — uyi(xo) do dr

1 d
= u(xg) + tuy(zo) + §t2u11(a:0) + ///d—pun(xo + peq) dpdo dr
00 0

1
Si[élnfu+€+t-0—§t2M+///U111(330+p€1)dpd0dT
0 0 O

t T
1
Si[élnfu—i—g—itQM—i-//UC’gdadT

t

. 1 1
< 1H£1nfu +e— §t2M + / 57'203 dr
0

1
< 1H£1Rfu+ € — §t2M + t303

Somit folgt
1 1
0<e— §t2M + —t3Cs.

6
Sei wieder ohne Einschrankung C3 > 0. Dann erhalten wir in einem Minimum mit
t=22
3
0< 14M3+18M3 2 M3
e——Ad—+-8—FF=c—-—
2 C2 6 (% 3C?
und somit M? < 2C3e. Die Behauptung folgt. O

Beweis von Theorem 6.1.

(i) Ist uw eine Losung, so auch u + ¢, ¢ € R. Die Eindeutigkeit folgt, wenn wir zeigen
konnen, dass Losungen, die bei u bzw. v+ ¢, ¢ # 0, starten, fiir alle Zeiten disjunkt
bleiben. (Genaugenommen gilt die Disjunktheit fiir die zugehorigen Graphen.) Dies
verallgemeinern wir noch leicht auf zwei verschiedene Funktionen.

(ii) Seien u und w zwei Losungen des mittleren Kriimmungsflusses mit Regularitit wie
in der Behauptung und gleichméfiger Lipschitzstetigkeit fiir ¢ = 0. Wir wollen
nachweisen, dass aus u — w > ¢ > 0 fiir ein ¢ > 0 zur Zeit t = 0 bereits u — w > 0
fiir alle Zeiten ¢ > 0 folgt. Hieraus folgt dann die Behauptung.

(iii) Wir betrachten zunédchst kleine Zeiten und zeigen in diesem Fall die Behauptung

u —w > 0 mit Hilfe der gleichméfsigen Lipschitzstetigkeit und mit Sphéren als
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(vi)

Barrieren. (Alternativ kann man auch Gradienten- und Geschwindigkeitsschranken
benutzen. Details: Ubung.) Sei 2 € R" beliebig. Dann folgt fiir y mit |z — y| < 57

>w(z,0) + L |z -y
>w(y,0),

wobei wir die Lipschitzkonstanten beider Funktionen mit L bezeichnet haben und
ohne Einschrinkung L > 0 annehmen. Zwischen den Funktionen y +— u(z,0) — L -
|z —y| und y — w(x,0) + L - |x — y| befindet sich somit ein rotationssymmetrischer

Doppelkegel. Die Grundfliche ist ein Ball mit Radius > 5+ und jeder Einzelke-

gel hat eine Hohe > 7. Wir nehmen nun ohne Einschrénkung L > 1 an, erhalten
somit fiir die Hohe die Abschitzung ,> 57, und sehen, dass dieser Doppelkegel

einen zentrierten Ball vom Radius R = 2\/C§L enthalt. graphu(-,0) liegt oberhalb

dieses Balles und graphw(+,0) liegt unterhalb dieses Balles. Aufgrund unseres Ver-
gleichsresultates zwischen Béllen bzw. Sphéaren und ganzen Graphen, die sich beide
unter dem mittleren Krimmungsfluss bewegen, Lemma 6.3, liegt graphu(-,¢) fiir

0<t< %j = 16‘;% oberhalb des Balles

A ( (x u(z,0) —iQ—w(x, 0)>)

und graph w(-, t) darunter. Dies zeigt die Behauptung u — w > 0 fiir kleine Zeiten.
Sei nun t; > 0 und die Behauptung bis t = t; gezeigt. Da ¢ > 0 bliebig ist und
translatierte Losungen ebenfalls Losungen sind, diirfen wir ohne Einschriankung auch
zum Zeitpunkt ¢t = ty noch u — w > ¢ > 0 annehmen. Mit Hilfe des “point-picking”
Maximumprinzips und der gleichméfigen Abschétzungen fiir ¢ > t, zeigen wir nun
die Behauptung auch fiir ¢t > ¢4. Sei dazu T' > ¢y > 0 beliebig. Es geniigt, u —w > 0
fir t € [to, T'] zu zeigen.

Zur Zeit t = 0 konnen wir beliebig grofe Sphéren ober- bzw. unterhalb der Doppel-
kegel zu den Funktionen y — w(z,0) &+ L - |z — y| fiir beliebige x € R™ platzieren.
Diese wirken als Barrieren und liefern, dass

sup sup |u(x,t) —u(x,0)] < C(T, L,n)
te[0,T] zeR™

gilt. Eine entsprechende Abschétzung gilt auch fiir w. Daher ist
t— 1ﬂ£1nf (u(-,t) —w(-,t)) = m(t)

auf beschrénkten Zeitintervallen nach unten beschrénkt. Aufgrund der gleichméfi-
gen Abschéitzungen fiir ¢ty <t < T ist m|y, 1) auch stetig. (Beweis: Ubung.) (Mit
Billen in Kegeln als Barrieren wie oben oder mit |H| < 7 erhilt man die Stetigkeit

fiir alle t > 0. Details: ["Jbung.)

Wir behaupten sogar, dass m(t) > 0 fiir alle t € [tg, 00) gilt. Dazu fithren wir
einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dass 7' > ¢, mit m(7") = 0 minimal ist.
Wir leiten nun eine Differentialungleichung fiir ® := u — w her: Es gilt

. . ulud . wiw?
= - —— ii— o - — i
( 1+|DU|2>UJ ( 1+|Dw|2)wj

= (6% wu (uij — wi;) + w! uw w
B 1+ |Du2) " ¥ 1+ |Dwl2 14 |Du2) "
62




y ulud
— (s " Vg,
( 1JF|DU|2) ’

[ (- (1 — 7)) (rwd + (1 — 7))
+/ 1+ [D(rw + (1= D)

dT . wz-j

= ...= aijfbij + blq)l

Auf allgemeinere Gleichungen leichter zu iibertragen wére folgendes Vorgehen fiir
die Herleitung der partiellen Differentialgleichung:

. g ulu? iy w'w?
d=(00 - —— Ny — (0¥ - —— 9
( 1+|DUI2>UJ < 1+|Dw|2>w]

= F (D*u, Du) — F (D*w, Dw)
1
= /iF (tD*u+ (1 = 7)D*w,7Du+ (1 — 7)Dw) dr

dr
0

1 1

:/ij(...)df-@ij+/Fpi(...)d7-<1>i

0 0
= aijCI)ij + bZ(I)Z

Dabei iiberzeugt man sich, dass ¢ und b gleichmiRig beschrinkt und dass a%
gleichméfig elliptisch ist, wobei die Schranken jeweils nur von Schranken an Du,
Dw, D?u und D?*w abhingen. (Es reicht hier auch a” 3= 0.)

(vii) Nach Lemma 6.4 und Lemma 6.5 finden wir einen Punkt (21,t1) € R" x [to, T] mit
q)($1,t1) S _2(T—it())’ |D(I)‘ S C und q)ij Z _Célj sowie (I)(Il,tl) S I]R{lnfq)(,tl) +e flir
beliebig kleine (,e > 0. Die Bedingung mit € > 0 benotigen wir nicht und erhalten
aus den anderen Bedingungen

Is . . .

—— > P(x1,t;) = (aVDy; + V', ,t1) > —c- (.

T —1g) = (x1,t1) = (a¥ @y +0'®;) (21, 11) > —c (¢
Ist ¢ > 0 hinreichend klein, so erhalten wir einen Widerspruch. Damit folgt die
Behauptung. O

Der Beweis von Theorem 6.1 liefert auch
Korollar 6.6. Seien ujg,uz9: R® — R gleichmdfiig Lipschitz stetig, d.h. es gibt ein
L >0 mit
|uio(®) — uio(y)| < L - [z -y

fiir alle x,y € R™ und alle i € {1,2}. Seien u; € C°(R™ x (0,00)) N CY (R™ x [0, 00))
Losungen von

Vu;
i; = /1 4+ D2 - div [ ——— | in R" x (0, 0),

’U/i(', O) = U0 n R"™.
Dann gelten
lﬂélnf (u1(~, t) — UQ(', t)) Z lﬂélnf (ul,O — Ug}o)
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und

sup (u1 () — uz(+, 1)) < sup (w10 — uzp)-
RTL Rn

6.2. Expandierer.

Theorem 6.7. Sei ug: R” — R gleichmdjf$ig Lipschitz stetig und positiv homogen vom
Grad eins, d. h. es gelte ug(Ax) = Aug(x) fir alle X > 0, graphug sei also ein Kegel. Dann
gibt es genau eine Lisung u € C*°(R™ x (0,00)) N CY _(R™ x [0,00)) von

loc

i= JITDuE - div [ —2% | in R® x (0, 00),
1+ |Dul?
u(-,0) = ug in R™
und graphu oder, laxerweise, u ist homothetisch expandierend, d. h. es gilt

graphu(-,to) = u(ty,ts) - graphu(-, t1)
fir alle 0 < t; <ty mit p(ty, ta) > 1. Genauver ist pu(ty,te) = \/% und es gilt

u@J%:%E%(

fiir alle x € R™ und alle t > 0.

xl)
V2t 2

Beweis.

(i) Die Existenz folgt aus den Resultaten von K. Ecker und G. Huisken, siche Theorem
4.1. Nach Theorem 6.1 ist u eindeutig bestimmt.
(i) Ist u eine Losung des graphischen mittleren Kriitmmungsflusses mit Anfangswert uy,

so ist fiir beliebige A > 0
- . T t
a(z,t) == Au <)\, )\2>

ebenfalls eine Losung des graphischen mittleren Kriimmungsflusses (Details: Ubung.)
und zwar mit Anfangswert g (z) = Aug (f) Ist ug positiv homogen vom Grade eins,
so ist Ug(x) = up(x). Somit stimmen die Losungen v und @ tiberein und es gilt

xz t
Au (X’ ﬁ) = u(x,t)
fir alle (x,t) € R" x (0,00) und alle A > 0. Setzen wir nun insbesondere A = A(t) =
V/2t, so folgt die behauptete Relation fiir u.

(iii) Der Ausdruck fiir u(t,t) folgt aus den Uberlegungen zu homothetisch expandie-
renden Losungen aus der Vorlesung Gewohnliche Differentialgleichungen mit geo-
metrischen Anwendungen oder aus der obigen Relation fiir w.

(iv) Wir geben hier das Argument zur Bestimmung des Skalierungsfaktors nochmals an:
Da die Bestimmung des Skalierungsfaktors aus der graphischen Darstellung etwas
knifflig ist, gehen wir parametrisch vor: Sei X (p,t) = A(t)X (p, 1) = A(¢)Xo(p) eine
homothetisch expandierende Losung des mittleren Krimmungsflusses, gelte also

<XW>:—H.

Dann folgt
1

)\(f)(Xo, I/0> = —EHU
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Da wir bei A (%) = 1 starten, gilt zunéchst A(t) # 0 und verursacht im Nenner keine
Probleme. Dies folgt dann aufgrund der Differentialgleichung auch fiir andere Zeiten.
Ist Hy # 0, so betrachten wir einen Punkt mit Hy # 0. Dort gilt dann aufgrund der
Gleichung auch (X, 1) # 0 und wir kénnen die Gleichung zu

Hy
=: 0
(Xo, V0> 0 7&

umstellen. Da die rechte Seite zeitunabhéngig ist, erhalten wir

At = \/200 (t—%+2i00>.

Es muss ¢y = 1 gelten, damit die Losung fiir alle ¢ > 0 definiert ist (= ¢o <
1) und fiir ¢ N\, 0 gegen einen nicht linearen Kegel konvergieren kann. Somit gilt
A(t) = V2t und g ist wie angegeben. Ist Hy = 0, so ist X stationir, aber wegen
u € C*(R™ x (0,00)) auch bei x = 0 (unabhéngig von t) glatt. Dies gilt bis ¢t = 0.
Fiir einen Kegel ist dies aber nur im affin linearen Fall moglich. Hier ist 1 zwar nicht
eindeutig festgelegt, die angegebene Funktion ist aber eine mogliche Wahl. U

ADA() = —

Bemerkung 6.8. Ist (der Graph von) ug in einem Punkt asymptotisch zu einem Kegel,
so sieht man nach geeignetem parabolischen Reskalieren in Raum und Zeit um diesen
Punkt die homothetisch aus dem zugehorigen Kegel expandierende Losung.

Beweisidee. Mit Sphéren als Barrieren zeigt man zunéchst, dass die Losung an einer ge-
eigneten Stelle nahe am Kegel bleibt. Im Bereich zwischen den sphérischen Barrieren
verwendet man nun die leicht nach oben und unten verschobene homothetisch expandie-
rende Losung als Barriere. O

7. WEITERE THEMEN

7.1. Mittlerer Kriimmungsfluss ohne Singularitdten. Wir folgen unserer Arbeit
[19] und zeigen zusitzlich, dass die Distanz zweier Losungen wichst, falls eine davon
kompakt ist.

7.2. Stabilitdt. Wir behandeln die Stabilitdt der Ebene nach G. Huisken aus dem An-
hang von [6] und die rotationssymmetrischer translatierender Losungen [5].

7.3. Stetige Anfangsdaten. Wir benutzen [2] und den Ubersichtsartikel [3].
7.4. Neumannrandbedingungen. Wir folgen [15] und [1].

ANHANG A. NORMABSCHATZUNG FUR TENSOREN

Lemma A.1. Sei S ein (r,s)- und T ein (s,r)-Tensor. Dann gilt die Abschdtzung

J1eeds ™ 010
mit

2 11...0 k1...k . . Jil; Jsls
||SH = S]l]: . l1...l5T : gllkl Tt gzrkr . g L g e

Beweis. Da das Vorgehen bereits im Falle von (1,2)- bzw. (2, 1)-Tensoren klar werden
sollte, beschranken wir uns beim Beweis auf diesen Fall. Wir mochten also zeigen, dass
a g a % j 1/2 i ab)1/2
SijTaj < (Sz‘jSZlg kgﬂgab) . (TaJTbklgikgjlg b) /
gilt, wobei wir auf der rechten Seite jeweils nur {iber die Indices innerhalb einer der beiden

Klammern summieren.
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Dazu definieren wir die Abbildung (-,-) vom Raum der Paare von (1,2)-Tensoren in
die reellen Zahlen durch

(S, R) == S, Ryy9abg™g"".

Wir behaupten, dass dies ein Skalarprodukt auf den (1, 2)-Tensoren definiert. Symmetrie
und Bilinearitét sind klar. Die positive Definitheit erhalten wir, indem wir in einem Punkt

mit g;; = J;; diese aus
(5.8)=>(s5)’
a,i,]

direkt ablesen, oder, indem wir g, = /g

a.

0"\/g,, und eine entsprechende Zerlegung fiir
¢"* und ¢’ verwenden und dann aus

< (S, 5) VIaNT T - 8061t - SEn/Ga/TT V"
ik 51
( WIuTVT), 0

und weiter aufgrund der Invertierbarkeit der Wurzel der Metrik und ihrer Inversen

(55) 0 # 0

erhalten.
Nun definieren wir R durch

RZ; = T;jgabgikgjl-
Wir nutzen jetzt die Inversenbeziehung fiir die Metrik, wenden die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung an und erhalten

SETY = SETE 9" Gr s+ Gacd" 97°
= SERY - gacy” 97
= (S, R)
< V(5. 8) - V(R,R)
= VIISI?- VIR

= [IS1/- 1zl

Man sieht direkt, dass der Ausdruck fiir S die gewiinschte Gestalt besitzt. Fiir R erhalten
wir

(R,R) = R%R}, - gung™ g
=T gigai - T, ° 9" grrgst - Gang™ g
— ngTthgetgcrgdm

also ebenfalls den gewiinschten Ausdruck. Die Behauptung folgt. 0

Beispiele A.2. Wie oben benutzen wir wieder die Normen fiir die auftretenden Tensoren
beziiglich der induzierten Metrik und erhalten

ghyc < ||(€¢),,| -1l
= [I&I - WS- ALl
EhyymI* XN, = EmIF N, - hij X}
< H (€M™ Aa), e -H(hin,?)i,ma
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= [IEll - [lml[ - [l - [[A]] - [[DX].
Als konkrete Anwendung erhalten wir weiterhin

H = gijhij < H(gij)m‘ ) H(hij)i,j

=1/ g9 9" gikgii - |Al = V/n - |4,

also H?> < n - |A|%. Alternativ kénnten wir hier auch

H=hi=hisi <|A|. H (5;')2'4” = /n - |A|

rechnen.
Als weiteres Beispiel fiir einen Ausdruck mit mehreren gleichen Indices am selben
Tensor betrachten wir noch

T;,&" =T, - 66"
<IT)-||(5e™), ;|
= 7] - v/ - IIE]l-

Mit dem Lemma kann man auch Ausdriicke abschéitzen, die tensoriell und nicht ska-
lar sind, bei denen auf der linken Seite also noch ein ,freier Index steht. Als Beispiel
betrachten wir dazu

I(AFv),||* = vedlg? Al
= vkgijAé. . Afvl

< [loll*- 1Al

Wie weisen dabei darauf hin, dass die Normen der Tensoren mit den Komponenten Aé»
und g% Aé- iibereinstimmen.

Schliefslich méchten wir noch andeuten, wie man mit dieser Technik auch grofere Ten-
sorausdriicke in ihre Faktoren zerlegen und mit der Norm abschétzen kann. Dazu fiigt
man zunéchst so viele Kronecker-Deltas ein, dass man die Faktoren danach in zwei Grup-
pen aufteilen kann, in denen kein Index (bei dem dies am Ende nicht gewiinscht ist) mehr
doppelt vorkommt. Dies ergibt wie oben von der Dimension abhéngige Zusatzfaktoren,
insbesondere in Fallen wie ! oder R;;';. Dann kann man unsere Technik auf die Auftei-
lung in diese beiden Gruppen anwenden. Je nach Struktur der Ausdriicke muss man das
Vorgehen anpassen und gegebenenfalls mehrfach durchfiihren. Als Beispiel betrachten wir

2
(priareyt < gy, | o

= Kigul] - Leg" K - | M|

< K- 127 - (1],
Ein Beispiel fiir ein ,ymaximal verbundenes“ Produkt aus vier Tensoren mit zugehoriger
Abschétzung ist
2

(KL MENI)” < || (K7Lh) (Mj'Nf°)

a,c,d,e a,c,d,e

(K_&LgeK_ﬁtLivgarg“gduge”> (o)
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< KAL) - 2 - IV,

wobei wir fiir die letzte Abschitzung die markierten Terme zusammen behandelt haben.
Alternativ hitte man hier auch zunéchst nur N, dann M und schliefslich L abspalten
konnen. Bei beiden Vorgehensweisen entsteht an den Stellen, an denen die Summation
auseinandergerissen wird jeweils die gewiinschte der Norm entsprechende Summation.

Wie angekiindigt nun noch ein Beispiel mit dem Riemannschen Kriimmungstensor.

Wieder nutzen wir Unterstreichungen um anzudeuten, welche Terme wir zusammenfassen.
Analog zu oben stimmen die Normen der unterstrichenen und der nicht unterstrichenen
Tensoren iiberein.

. 2 % 2 7 2
I Ric 2 = (Ra)iall* = [|(Ris) | = || (Reswag™),.
= Rijklgki ' Rabcdgca i gjbgld

< H (Rijad™ )i j ppea

Die Verallgemeinerung auf mehr Faktoren iiberlassen wir nun dem Leser.

al

2
=n- HRmH2

Korollar A.3. Es gilt die Katosche Ungleichung

m

10.
11.

12.

13.

14.

15.

VIAI* < [VAP?
Punkten mit A # 0.
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