LINEARE ALGEBRA I

OLIVER C. SCHNURER

ZUSAMMENFASSUNG. Bei diesem Manuskript handelt es sich um Notizen zu
einer Vorlesung Lineare Algebra I (B1) an der Universitit Konstanz.

INHALTSVERZEICHNIS
0. Vorbemerkungen 1
1. Grundlagen: Logik und Mengenlehre 2
2. Korper und Vektorrdume 18
3. Lineare Gleichungssysteme 26
4. Struktur von Vektorrdumen 33
5. Lineare Abbildungen 47
6. Determinanten 60
7. Vektorrdume mit Skalarprodukt 75
Literatur 93

0. VORBEMERKUNGEN

0.1. Lineare Algebra in der Mathematik. Lineare Algebra I ist eine Grund-
vorlesung, deren sédmtliche Inhalte spéter in allen mathematischen Gebieten stdndig
auftauchen werden und daher ein guter Einstieg in die Mathematik.

Die lineare Algebra beschéftigt sich mit Objekten, die linear, d. h. gerade ausse-
hen, also wie eine Gerade oder eine Ebene. Die Realitét ist aber in der Regel nicht
linear. Jedoch sehen Dinge aus der Nihe haufig linear aus.

0.2. Was kann man mit Mathematik anfangen?
Nach http://www.maths.monash.edu.au/

e Understanding our world (Bewegung der Sterne, Sonnenprotuberanzen,
schwarze Locher, Wasserwellen, Windhose, Buschbrénde)

e Modelling and improving systems (Verkehrsleitsysteme, Logistik fiir Con-
tainerschiffe, Borse, Produktion, Medizin)

e Studying the beauty of perfection (Seifenblasen, Symmetrien in Sonnenblu-
men oder geometrischen Mustern, Fraktale, Wassertropfen)

0.3. Literatur. Die meisten Biicher iiber lineare Algebra sind geeignet, z. B. die
Biicher von U. Stammbach [6] (héufig die Grundlage dieses Skriptes), G. Fischer
[1] (auch héufiger benutzt), S. Lang [3| oder F. Lorenz [4], andere Lineare Algebra-
Biicher und (mit Vorsicht; auch im Skript verwandt) fiir Definitionen Wikipedia
(http://www.wikipedia.org/).
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Vielen Dank an Dieter Hoffmann, Matthias Makowski, Reinhard Racke, Olaf Schniirer und an
die Hérer der Vorlesung fiir Korrekturen. In den Wintersemestern 2010/11 und 2018/19 benutzt.
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1. GRUNDLAGEN: LOGIK UND MENGENLEHRE

Uber Logik bzw. Mengenlehre gibt es ganze Vorlesungen. Wir vermitteln hier
nur einige Grundlagen und folgen einem naiven Zugang.

1.1. Logische Grundlagen. Eine Definition fiihrt eine Bezeichnung ein.

Definition 1.1.1 (Naive Definition einer Aussage).

(i) Eine Aussage ist etwas, dem entweder der Wahrheitswert ,wahr* oder der
Wahrheitswert ,falsch* zugeordnet ist. Wir miissen den Wahrheitswert einer
Aussage nicht kennen.

(ii) Eine Aussageform ist eine Aussage, die eine noch nicht bestimmte oder freie
Variable enthélt. Thr Wahrheitswert ist moglicherweise nicht zu bestimmen,
solange die Variable unbekannt ist.

Fiir die folgenden Beispiele greifen wir auf Schulwissen zuriick.

Beispiele 1.1.2.
(a) Beispiele fiir Aussagen sind:
(i) 6 ist durch 3 teilbar.
(ii) Es regnet.
(iii) Es gibt unendlich viele Primzahlzwillinge.
(Ich kenne den Wahrheitswert dieser Aussage momentan nicht.)
(b) Beispiele fiir Aussageformen sind:
(i) @« ist durch 3 teilbar. (unbekannter Wahrheitswert)
(ii) Es gilt stets x = y oder x # y. (ist stets wahr)

Definition 1.1.3 (Negation, Verneinung). Sei p eine Aussage, so bezeichnen wir
mit —p die Negation dieser Aussage, als Wahrheitstabelle:

[ -p]
w || f
fll w

Dabei steht ,,w* fiir ,wahr und ,, f* steht fiir ,falsch*.

Wir sagen fiir —p: ,Es stimmt nicht, dass p gilt.“oder ,,p ist falsch.“

Bemerkung 1.1.4.
(i) Sei p die Aussage ,91 ist eine Primzahl, so ist —p die Aussage ,Es stimmt
nicht, dass 91 eine Primzahl ist* oder kurz: ,91 ist keine Primzahl“.
(ii) Anhand der Wahrheitstabelle iiberlegt man sich leicht, dass p und =—p Aus-
sagen mit den gleichen Wahrheitswerten sind.
Warnung: Die doppelte Negation wird im Alltag aber gelegentlich anders
aufgefasst. Beispiel: ,Magst du nicht den Miill runter bringen? — “Nein.*
Ist der Antwortende ein Mathematiker oder Logiker, so bringt er den Miill
gerne nach unten.

Wir verwenden die folgenden Verkniipfungen von zwei Aussagen zu einer neuen
Aussage.

Definition 1.1.5. Seien p, ¢ zwei Aussagen. Dann schreiben wir

p A q fir die Konjunktion, in Worten ,,p und ¢,

pV ¢ fir die Disjunktion, in Worten ,,p oder ¢,

pVq (kaum verwendetes Symbol) fiir die Kontravalenz oder aussschliefende
Disjunktion, in Worten ,,entweder p oder ¢“,

e p = ¢ fiir die Implikation, in Worten ,wenn p, dann ¢* (oder ,,p impliziert
q*), und
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e p < ¢ fiir die Aquivalenz, in Worten ,,p und ¢ sind &quivalent* oder
,Genau dann, wenn p gilt, gilt auch ¢,

und definieren die Wahrheitswerte durch die folgende Tabelle:
(plallpralpVva]pVe]lp=q|p=q]

w | w w w f w w
wl| fl f w | w f f
flw f w w w f
fLAL f f w w

Bemerkung 1.1.6.

(i) Die beiden Aussagen in einer Implikation miissen nicht kausal zusammenhén-
gen.

(ii) In der Aussage p = ¢ heifst p Voraussetzung oder Pramisse und ¢ Behaup-
tung oder Konklusion.

(iii) Gilt p = ¢, so heifst p eine hinreichende Bedingung fiir ¢ und ¢ eine notwen-
dige Bedingung fiir p.

(iv) Wir verwenden p = ¢ und g <= p gleichbedeutend.

(v) Wir sagen, dass die Aussagen p1, pa,...,p, (oder sogar einer ganzen Fami-
lie von Aussagen, was spéter erklart wird) dquivalent sind, wenn fiir je zwei
Aussagen p und ¢ davon p < ¢ gilt.

(vi) ,Wenn 6 eine Primzahl ist, dann gilt 0 = 1“ und ,Wenn 6 eine Primzahl ist,
dann ist 2 eine Primzahl* sind zwei wahre Aussagen.

Die logischen Elementarverkniipfungen —, V, A, = und <= erfiillen

Proposition 1.1.7. Seien p, q, r Aussagen. Sei t (true) eine stets wahre Aussage.
Dann gelten

(i) pAt <= p, (Wahres mit und)
(W) pVit<=t, (Wahres mit oder)
(iii) ——p <> p, (Doppelte Verneinung)
(10) DV 2D, o (tertium non datur)
(v) pAqg<=> qADp, (Symmetrie)
(vi) pV q <= qVp, (Symmetrie)
(vii) (p <= q) < (¢ <= p), (Symmetrie)
(VITE) PAD =2 D, e (Idempotenz)
(ix) pVp <= p, (Idempotenz)
(z) pA\q=>p, (Weglassen)
(xi) p=pVq, (Hinzufigen)
(zii) (p<=4q) = ((pVr)<= (qVr), .ccceveri... (beidseitiges Hinzufiigen)
(ziti) (p<=q) = ((pAr) <= (qAT)), (beidseitiges Hinzufigen)
(ziv) (p<=q) = (p=r) <= (¢=r1)), (beidseitiges Hinzufigen)
(zv) (PAG) AT <= pA(¢NT), (Assoziativitdt)
(xvi) PV (GVT) <= (DV QO VT oo (Assoziativitdt)
(zvii) pV (gAr) <= (pV ¢ A (p V), (Distributivitit)
(zviii) pA(qVr) <= (pAgQV(pAT), (Distributivitdt)
(ziz) =(p A\ q) <= —pV g, (De Morgan)
(22) 2(PV Q) €= TP A TG, o (De Morgan)
(zzi) (p<—=q) <= ((p = ¢ N(¢ = D)), (beide Richtungen zeigen)
(zzii) (p<= ) N(g=71)) = (p<=r), (Zwischenschritt)
(zziii) (p = QAN(g = 1) = (p = 1), (Zwischenschritt)
(zziv) (p = q) <= ("PVQ), e (Implikation auflésen)
(zav) (p = q) <= (¢ = —p), (Kontraposition)

(xzvi) p<= ((pAT)V (pA-T)). (Fallunterscheidung)
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Genauer sollte man (p A p) <= p bzw. ((-p) V q) schreiben, d.h. Klammern
verwenden um die Reihenfolge anzudeuten.

Aus der Assoziativitit folgt, dass wir hier Klammern weglassen diirfen, also
pAgAr statt (p A g) A r schreiben diirfen. Fiir mehr als drei Aussage ist noch
nachzuweisen, dass wir die Klammern weglassen diirfen.

Wir schreiben p <= g <= r fiir (p <= ¢) A (g <= 7).

Beweis. Die ersten Behauptungen erhélt man mit Hilfe von Wahrheitstafeln, man
zeigt also beispielsweise, dass in der Wahrheitstafel fiir p = (p V p) unter dieser
Aussage stets ein ,wahr steht. Spéter kann man die Behauptungen auch durch
Kombinationen erhalten. Wir zeigen nur, wie dies im Fall (xxv) funktioniert und
lassen den Rest als Ubung:

Es gilt
(p = @)= pVgqg (xxiv)
&= —pV g (iii), (vi) und (xii)
= -—qV-p (Vi)
= g = —p (xxiv).

Somit ist (p = ¢q) < (~¢ = -p) aufgrund mehrfacher Anwendung von
(xxid). O

Bemerkung 1.1.8. x Es gibt noch zahlreiche weitere interessante Verkniifungen
von logischen Aussagen. Einige Beispiele sind:

(i) (p=q Ap)=q, (modus ponens)
(i) (p<=q) = (p = 9q), (Abschwichung)
(iii) (p=r)A(g=1)AN(pVq) =, (beidseitige Abschwichung)
(V) (BVOA(D) = ¢, ooeeeeiiiii (ausgeschlossene Variante)
(v) ((p== q) A ~q) = —p, (modus tollens)
(vi) (=(pAq) Ap) = —g, (ausgeschlossene Variante)
(vii) (p = )N\ (r = s) A(—qV —s)) = (—pV —r), (falsche Schlussfolgerungen)
(vill) (p=q) <= p= DNQ): v ... (Wiederholen der Pramisse)
Die Benennung der Aussagen hier und in Proposition 1.1.7 ist teilweise keine Stan-
dardbenennung.

Hinweis: Beim Beweis kann es sinnvoll sein, eine stets falsche Aussage f einzufiih-
ren, beispielsweise —t.

Beweis. Ubung. (I
1.2. Naive Mengenlehre. Wir benutzen hier auch [2].

Definition 1.2.1 (Naive Definition einer Menge). Eine Menge ist eine Zusam-
menfassung von Objekten, den sogenannten Elementen dieser Menge. Ist A eine
Menge und z ein Objekt, so schreiben wir die Aussage x € A, falls x ein Element
dieser Menge ist und x € A fiir ~(xz € A).

Ist A eine Menge, die aus den Elementen a,b, ¢ besteht, so schreiben wir A =
{a,b,c}. Dabei ist die Reihenfolge der aufgefithrten Elemente, oder ob wir Ele-
mente mehrfach auffiihren, unerheblich. Eine analoge Schreibweise verwenden wir
auch fiir Mengen mit einer anderen Anzahl (noch nicht definiert) von Elementen.
Wir schreiben A = {z1,2,...,290} oder A = {x1,29,...}, falls klar ist, welche
Elemente gemeint sind.

Die obige Definition erklért nicht wirklich, was Mengen sind. Wir wollen Mengen
spater von einer Menge, der leeren Menge, ausgehend, beschreiben.

Definition 1.2.2 (Teilmenge, Gleichheit). Seien A, B zwei Mengen.
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(i) Dann ist A eine Teilmenge von B, notiert als A C B oder A C B, falls fiir
alle x € A auch = € B gilt.

(ii) Dann heifien A und B gleich, abgekiirzt mit A = B, wenn A C Bund B C A
gelten. (Extensionalitéitsaxiom)
Gilt fiir zwei Mengen nicht A = B so schreiben wir A # B.

(iii) Gelten A C B und A # B so kiirzen wir das mit A C B ab.

Bemerkung 1.2.3.

(i) Wir folgen einer weit verbreiteten Konvention, dass wir in Definitionen wie
bei der Teilmenge nur ,falls* schreiben, obwohl wir hier eine Aquivalenz im
Sinn haben.

(ii) Die Teilmengendefinition ist umgangssprachlich. Wir werden spéter stets die
Variante aus Bemerkung 1.3.3 mit Quantoren benutzen.

Lemma 1.2.4. Seien A, B, C Mengen. Dann gelten

(i) AC A, (Reflexivitit)
(ii) v € A und A C B impliziert x € B.
(iti) A C B C C impliziert A C C, (Transitivitat)
Beweis.

(i) Zu zeigen ist, dass fiir alle x € A auch z € A gilt. Das ist klar.
(ii) Gilt nach Definition von A C B.
(iii) Sei z € A. Dann folgt € B nach (ii). Nochmals nach (ii) folgt auch = € C.
Also gilt A C C. O

Axiom 1.2.5 (Aussonderungsaxiom). Sei A eine Menge und a(z) eine Aussage-
form. Dann gibt es eine Menge B, deren Elemente genau die Elemente = aus A
sind, die a(x) erfiillen (Aussonderungsaxiom). Wir schreiben

B={zrec A:a(z)}.

Bemerkung 1.2.6.
(i) Mit ,,genau® in dieser Definition beschreiben wir, dass B alle Elemente z € A
enthalt, die a(x) erfiillen, aber keine, fir die —a(x) gilt.
(ii) Da wir die Menge B hier definieren, schreiben wir auch B := {z € A: a(z)}
und sagen, dass die Menge B als die Menge auf der rechten Seite definiert ist.
(iii) Es ist klar, dass B C A gilt.

Bemerkung 1.2.7. Zu jeder Menge A gibt es eine Menge B und eine Aussageform
p(x), so dass
A={z € B:p(x)}
gilt: Man nehme B = A und fiir p(z) die Aussageform = € B.
Diese Bemerkung erlaubt es, mit Aussage(forme)n statt mit Mengen zu arbeiten.

Bemerkung 1.2.8 (Russelsche Antinomie). x Naiverweise konnte man sich im
Aussonderungsaxiom die Angabe sparen, aus welcher Menge man die Elemente
aussondert, die eine gegebene Aussage erfiillen, wiirde also die Existenz einer ,,All-
menge” annehmen. Dann hétte man zu jeder Aussage eine Menge, in der alle Ob-
jekte sind, die diese Aussage erfiillen. Dies fiihrt jedoch zu einem Widerspruch:

Angenommen, es gibe eine Allmenge A, also eine Menge, die alle Elemente
enthélt. Dann definieren wir

B:={zecA:z¢ux}
Nach Definition ist nun y € B <= (y € A Ay ¢ y). Da wir angenommen haben,
dass A eine Allmenge ist, ist y € A stets erfiillt und wir erhalten y € B <=y € y.

Wenn wir nun iiberpriifen wollen, ob B € B gilt, kdnnen wir diese Bedingung mit
y = B anwenden und erhalten B € B <= B ¢ B. Dies ist ein Widerspruch.



6 1. GRUNDLAGEN: LOGIK UND MENGENLEHRE

Daher werden wir zukiinftig Allmengen vermeiden.

Es ist iiblich, in einem Widerspruchsbeweis die Annahme, die zu einem Wider-
spruch gefiihrt werden soll, im Irrealis zu schreiben, bei den weiteren Folgerungen
daraus aber wieder den Realis zu verwenden.

Aus der Existenz irgendeiner Menge, was wir annehmen wollen, folgt auch die
Existenz der leeren Menge.

Lemma 1.2.9 (Existenz der leeren Menge). Es gibt eine Menge 0, die leere Menge,
die kein Element enthdlt. Sie erfillt

(i) O C A fir alle Mengen A und

(ii) O ist eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei B eine beliebige Menge. Definiere
(:={x e B:xz#uz}.
Aufgrund des Aussonderungsaxioms ist () ein Menge.

(i) Sei A eine beliebige Menge. Wir miissen nachweisen, dass ) C A gilt, dass also
r € = x € A gilt. Dazu zeigen wir, dass die Aussage = € ) stets falsch
ist. Sei z € 0 ein beliebiges Element, x ist also so gewéahlt, dass die Aussage
xz € () gilt. Aus der Aussage x € ) folgt x # z. Dies ist stets falsch. Somit
muss auch die Voraussetzung x € (), unabhéngig von z, falsch gewesen sein.
Dies wollten wir zeigen.

(i) Seien (; und (5 zwei leere Mengen. Dann folgen nach (i) (1 C (2 und 03 C 0;.
Somit gilt nach Definition 0; = (5. O

1.3. Quantoren.

Definition 1.3.1 (Quantoren). Quantoren verwenden wir bei freien Variablen in
Aussageformen. Sie beziehen sich stets auf Elemente einer Menge:
Sei A eine Menge und a(x) eine Aussageform mit der freien Variablen x.

(i) Existenzquantor: Wir schreiben

Jz e A:a(r) oder $éIAa(ﬂc)

fiir die folgende Aussage: ,,Es gibt ein z in der Menge A, so dass fiir dieses =
die Aussage a(zx) gilt.”
Wir schreiben
Nz e A: a(z),
falls es ein = in der Menge A gibt, so dass fiir dieses x und kein anderes
Element aus A die Aussage a(z) gilt. Man sagt: Es gibt genau ein x aus A
mit a(z).
(ii) Allquantor: Wir schreiben

VaoeA:a(x) oder nga(x)

oder auch a(z) Vo € A fiir die Aussage: ,,Fiir alle z in der Menge A gilt die
Aussage a(x).”
* Es gibt auch die Bezeichnungen

(i) V fiir den Existenzquantor und
(ii) A fiir den Allquantor.

Beispiele 1.3.2. Wir verwenden fiir diese Beispiele nochmals Schulwissen.
(i) Fiir alle reellen Zahlen z gilt 2% > 0.
(ii) Es gibt eine reelle Zahl z mit 2% = 2.

(iii) Falsch ist aber: 3z € R: 2% = 2.
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Bemerkung 1.3.3.
(i) Mit Quantoren kénnen wir die Teilmengendefinition formaler angeben:

ACB <« VxeA:xeB.

* Dabei schreiben wir :<—=- um anzudeuten, dass der Ausdruck auf der linken
Seite eine Abkiirzung fiir die Aussage auf der rechten Seite ist.

(ii) In einem Beweis zeigen wir die Aussage Vz € A: a(x) wie folgt:
Sei & € A beliebig. ... Damit folgt a(z).

(iii) Die Aussage 3z € A: a(x) zeigt man beispielsweise, indem man ein x konkret
hinschreibt und nachweist, dass a(x) gilt.

Alternativ zeigt man {x € A: a(z)} # 0.

(iv) Die Aussage 3o € A: a(x) zeigt man, indem man Iz € A: a(z) zeigt und
dass fiir alle z,y € {z € A: a(z)}, wobei wir z,y € {...} fir z € {...} und
y € {...} schreiben, die Aussage z = y folgt.

Wir wollen die folgenden Quantorenregeln verwenden.

Axiom 1.3.4. Seien A, B Mengen und p(z) bzw. p(z,y) Aussageformen. Dann
gelten

1.1 \v

(1.1) mgwgBM%y) = y&hEAMww%
1.2 4 3 4 3

(1.2) IeAyeBpCuy) = yEBmeApCuy%
1. 3 3

(1.3) xeAyng@ay) == yggzeAp@ay%
(14 () = 3,0
(15) (Fp@) = ¥, e,

Bemerkung 1.3.5.
(i) Die beiden letzten Aquivalenzen heifen De Morgansche Regeln.
(ii) In (1.3) in Axiom 1.3.4 handelt es sich nicht um eine Aquivalenz: Ist A = R (die
hier noch nicht definierten reellen Zahlen) und p(x,y) die Aussage z +y = 0,
so ist die rechte Seite wahr, die linke aber nicht.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einem Lemma. Dabei geben wir nur einen
knappen Beweis fiir einen Teil der Aussage.

Ergénzen Sie die fehlenden Details!

Welche Aussagen mit Quantoren werden hier eigentlich gezeigt?

Warum folgt daraus die Behauptung?

Beweisen Sie den noch fehlenden Rest!

Die Einfiihrung in das mathematische Arbeiten (EmA) eignet sich vorziig-
lich, um zu erlernen, wie man selbst solche Beweise eigenstandig findet und
formal korrekt aufschreibt.

Lemma 1.3.6. Seien A, B Mengen. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) AC B,
(ii) AUB = B und
(iii)) ANB = A

Beweis. Wir zeigen nur (ii) < (iii).
o . (ii)==(iii)*: Es gilt stets AN B C A. Daher zeigen wir nur A C AN B: Sei

x € A beliebig. Es folgt z € AU B, also nach (ii) auch = € B. Daher ist
r € AN B wie behauptet.
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o (ili)=(ii)*: Wiederum gilt B C AU B stets. Es geniigt also, AUB C B
zu zeigen: Sei x € AU B beliebig. Ist € B, so sind wir fertig. Sonst gilt
x € A. Nach (iii) folgt daraus x € AN B. Somit gilt € B. Die Behauptung
folgt. O

1.4. Weitere Mengenlehre.

Axiom 1.4.1 (Axiom der Existenz einer Obermenge). Sei M eine Menge von
Mengen. Dann gibt es eine Menge M mit der Eigenschaft

AeM = ACM.
Sie heifit Obermenge.

* Die Obermenge ist nicht eindeutig bestimmt. Nehmen wir ein weiteres Element
hinzu, so erhalten wir eine weitere Obermenge.

Definition 1.4.2 (Vereinigung und Durchschnitt). Seien A, B Mengen und X eine
beliebige Obermenge von A und B. Wir definieren

(i) die Vereinigung von A und B, mit A U B bezeichnet, durch
AUB:={zeX:xz€ AVz e B}.
(ii) den Durchschnitt (oder Schnitt) von A und B, in Zeichen A N B, durch
ANB:={reX:z€ ANz € B}.
Sei nun M eine Menge von Mengen und sei X eine gemeinsame Obermenge, gelte
also A C X fiir alle A € M. Dann definieren wir
(i) die Vereinigung der Mengen aus M durch

U A={zeX:(FAecM:zec A}
AeM
(ii) den Schnitt (Durchschnitt oder Schnittmenge) der Mengen aus M durch

[l A={zeX:(VAe M:z € A)}.
Aem
Bemerkung 1.4.3.

(i) Enthélt M genau zwei Mengen, so stimmen die beiden Definitionen iiberein.

(ii) Enthélt M keine Menge, so gilt nach Definition der Quantoren |J A = 0
AeM
sowie [| A= X, falls klar ist, was die Obermenge X ist.
AeM
(ili) Wir werden schen, dass es bei der Vereinigung oder beim Schnitt von mehr

als zwei Mengen nicht auf die Reihenfolge ankommt. Daher ist die Definition
der Vereinigung und des Schnittes eine sinnvolle Verallgemeinerung des Falles
von zwei Mengen.

Definition 1.4.4 (Disjunkte Mengen). Seien A, B zwei Mengen.
(i) Dann heifen A und B disjunkt, falls AN B = () gilt. In diesem Fall schreiben
wir auch AUB statt AU B.
(ii) Sei M eine Menge von Mengen. Dann heifit diese disjunkt, falls fiir alle A, B €
M mit A # B stets AN B = ( gilt. In diesem Falle schreiben wir auch U A

AeM
statt |J A.
AeM

Definition 1.4.5 (Komplement). Seien A und B Mengen mit fester Obermenge
X. Dann definieren wir

(i) das Komplement von A in B durch
B\A:={zeB:x¢ A}



1.4. WEITERE MENGENLEHRE 9

(ii) das Komplement von A durch
CA:={zecX:2¢ A}

Proposition 1.4.6. Seien A, B und C drei Mengen und sei X eine feste Ober-
menge. Dann gelten

(i) AUB=BUA (Kommutativitat)
(i) ANB=BNA (Kommutativitdt)
(iti)) (AUB)UC =AU (BUCQC) (Assoziativitit)
(iv) (ANB)NC=AN(BNC) (Assoziativitit)
(v) (ANB)UC =(AUuC)N(BUCQC) (Distributivitit)
(vi) (AUB)NC =(ANC)uU(BNC) (Distributivitdit)
(vii) C(AuB) =CANCB (De Morgansche Regel)
(viii) C(ANnB) =CAUCB (De Morgansche Regel)
(iz) CCA = A
(x) AUCA=X

(zi) A\ B=ANnCB

Beweis. Wir betrachten nur zwei der Aussagen und lassen den Rest als Ubung.
Erster Teil der Distributivitit (v):

»C% Sei x € (AN B) U C beliebig. Wir erhalten
re(AnNB)vz el
= (r€e ANz eB)Vz el
= (r€e AVzeC)AN(xeBVzel) (Proposition 1.1.7 (xvii))
= (€ AUC)A(x € BUC)
=z e (AUC)N(BUCO).
, D Folgt analog.
Erste De Morgansche Regel (vii):
»,C“ Sei x € C(AU B). Es folgt
x ¢ (AUB)
=(z € (AU B))
—(re AvVz e B)
—(x € A)A—(x € B) (Proposition 1.1.7 (xx))
rg ANz ¢ B
relANzelB
z€CANCB.

, O Folgt wieder analog. O

FEELel

Axiom 1.4.7 (Potenzmenge). Sei A eine beliebige Menge. Dann gibt es die Menge
P(A) (oder 24), die Potenzmenge von A. Thre Elemente sind genau die Teilmen-
gen von A.

Beispiel 1.4.8.
(i) Sei A = {a,b,c}, so ist
P(A) = {0,{a}, {b},{c},{a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}}.
(ii) Ist A = 0, so ist P(A) = {0}. Beachte, dass (insbesondere in diesem Fall)
P(A) # A ist.
(iii) Die Aussagen M C A und M € P(A) sind nach Definition der Potenzmenge
dquivalent.



10 1. GRUNDLAGEN: LOGIK UND MENGENLEHRE

Axiom 1.4.9 (Kartesisches Produkt). Seien A und B zwei Mengen. Dann gibt
es eine Menge, das kartesische Produkt von A und B, A x B, das aus allen
geordneten Paaren (a,b) mit @ € A und b € B besteht. a heift die erste und b die
zweite Komponente dieses Paares. Es gilt

Ax B={(a,b): a € ANb € B}.

Bemerkung 1.4.10. x Mengentheoretisch kann man solche Paare als gewisse
zweielementige Mengen darstellen. Dabei wird (a,b) € A x B durch {a,{a,b}} C
AUP(AUB) oder {a,{a,b}} € P(AUP(AU B)) dargestellt.

Damit kénnen wir definieren, was eine Funktion oder Abbildung ist:

Definition 1.4.11 (Funktion, Abbildung). Seien A, B zwei Mengen.

(i) Eine Funktion oder Abbildung f von A nach B, f: A — B, ist eine Teil-
menge von A X B mit der Eigenschaft, dass es zu jedem a € A genauein b € B
mit (a,b) € f gibt:

Vae A3lbe B: (a,b) € f.
Wir schreiben dafiir auch b = f(a) oder a — b.
Die Beschreibung einer Funktion als Teilmenge des kartesischen Produktes

wird spéter kaum noch verwendet. Dafiir definiert man dann den Graphen
von f durch

graph f := {(z, f(z)) € Ax B: x € A}.

Der Graph einer Funktion f ist gerade die oben betrachtete Teilmenge f C
A x B.
(ii) A heifst Definitionsbereich der Funktion f, bezeichnet mit D(f), und

fA) ={f(x):zeA}={yeB: 3z A: f(x)=y)}

heifit Bild oder Wertebereich von f. Wir schreiben im f oder R(f) fiir f(A)
(fiir image bzw. range).

(iii) Allgemeiner definieren wir fiir beliebige M C A eine Menge f(M), das Bild
von M unter f, durch

fM):={yeB: (FweM:y=f(x)}={f(z): v € M}.
Somit induziert f eine Abbildung P(A) — P(B), die wir wieder mit f be-
zeichnen.
(iv) Zu einer beliebigen Abbildung f: A — B definieren wir die Urbildabbildung
=t P(B) = P(A)
durch
FUM) = {0 € At f(x) € M}
fiir beliebige M C B. Die Menge f~*(M) C A heift das Urbild von M unter
der Abbildung f.

Bemerkung 1.4.12. Zwei Funktionen f: A — B und g: C — D sind gleich, wenn
f und g als Teilmengen von A x B bzw. C x D gleich sind. Insbesondere kann f = g
nur gelten, falls auch A = C und B = D gelten.

Wir definieren einige fundamentale Eigenschaften von Funktionen.

Definition 1.4.13. Sei f: A — B eine Funktion.
(i) Dann heifit f injektiv, falls aus f(z) = f(y) bereits z = y folgt.
Im Englischen sagt man, dass eine Abbildung “one to one” sei und in &lteren
Texten heifsen solche Abbildungen eineindeutig.
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(ii) f heift surjektiv, falls f(A) = B gilt.
Wir sagen, dass f die Menge A auf die Menge B abbildet. Ist f nicht
notwendigerweise surjektiv, so heift f im Gegensatz dazu eine Abbildung von
A nach B oder von der Menge A in die Menge B.
(iii) f heifit bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist. Eine bijektive Abbildung
heifst Bijektion.
(iv) Ist f injektiv, so definieren wir die Inverse oder Umkehrabbildung von f
durch
f~liim f — A,
f(z) =z,
d.h. wir definieren f~!(f(x)) := z.

Bemerkung 1.4.14.
(i) Wir verwenden f~! fiir die Inverse und fiir die Urbildabbildung. Die sollte

nicht zu Verwirrungen fiihren, es gilt ndmlich, falls beide definiert sind, fiir
die Inverse I, die Urbildabbildung U und alle x € A

{I(f(2))} = U({f(2)}).
(ii) Ist f: A — B eine Abbildung, die g: P(A) — P(B) induziert, so gilt

{f(2)} = g({z})
fiir alle z € A.
Definition 1.4.15 (Komposition von Abbildungen). Seien f: A — B und g: B —

C zwei Abbildungen. Dann definieren wir eine Abbildung g o f: A — C durch
x+— g(f(x)). go f heibt Komposition der Abbildungen f und g.

Beispiele 1.4.16.
(i) Sei A eine Menge. Dann heift
A(A) ={(z,z) e Ax A: z € A}
die Diagonale von A x A.
(ii) Die Abbildung A(A) C A x A heikt Identitét auf A, id4 oder id. Es gilt
ida(z) = z fir alle z € A.
(iii) Ist f: A — B bijektiv, so gelten f~'o f =id4 und fo f~! =idp.
(iv) Sei A eine Menge und gelte C' C A. Dann heiflt die Abbildung i: C' — A mit
z — = Inklusionsabbildung. ¢ ist injektiv. Wir schreiben dafiir manchmal
i: C— A.
(v) Sei f: A — B eine Abbildung. Sei C' C A eine Menge. Dann definieren wir
die Einschrinkung oder Restriktion von f auf C durch
f|C C = B,
x> f(x).
Ist i: C — A die Inklusionsabbildung, so gilt f|c = f 0.

Bemerkung 1.4.17. Seien f: A—- B, g: B — C und h: C' — D drei Abbildun-
gen. Dann gelten

ho(go f)=(hog)o f
und
(gof) t=f"tog™,

wobei die zweite Gleichheit sowohl fiir die Urbildabbildungen als auch (falls defi-
niert) fiir die Inversen gilt.
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1.5. Natiirliche Zahlen und vollstindige Induktion. Wir benutzen die reel-
len Zahlen samt Dezimalschreibweise wie sie aus der Schule und insbesondere der
Vorlesung Analysis I bekannt sind.

Definition 1.5.1 (Natiirliche Zahlen). Die natiirlichen Zahlen N sind die kleins-
te Teilmenge A C R mit

(N1) 0 € A und

(N2) a+1 € Afir alle a € A.

N ist dabei die kleinste solche Menge in dem Sinn, dass jede weitere Menge N/ C R,
die (N1) und (N2) erfiillt, auch N C A erfiillt.

Lemma 1.5.2. Es gibt die natiirlichen Zahlen. Sie sind eindeutig bestimmd.

Bewets.
(i) Existenz: Sei M die Menge aller Teilmengen A von R, so dass 0 € A und
a+1¢€ A fiir alle a € A gelten. Dann ist M # (), da R € M ist. Definiere

N:= m A.
AeM
Da 0 € A fiir alle A € M gilt, folgt auch 0 € N. Sei a € N. Dann folgt a € A
fiir alle A € M. Somit ist auch a + 1 € A fiir alle diese Mengen A und wir
erhalten a +1 € N.

N ist die kleinste Teilmenge von R, die (N1) und (N2) erfiillt, da wir N
als Schnitt aller Teilmengen von R mit diesen beiden Eigenschaften definiert
haben: Sei B C R beliebig mit (N1) und (N2). Dann gilt nach Definition von
N als Schnitt solcher Mengen bereits N C B.

(ii) Eindeutigkeit: Augfrund der Minimalitét folgt fiir zwei solche Mengen N; C
Ny und Ny C Nj. [l

Theorem 1.5.3 (Vollstdndige Induktion). Erfille M C N die Bedingungen
(i) 0 € M (Induktionsanfang) und
(i) folgt aus n € M auch n+1 € M (Induktionsschritt),
so gilt M = N.
Beweis. Die Menge M erfiillt (N1) und (N2) und ist daher eine der Mengen, die
im Schnitt in Lemma 1.5.2 auftaucht. Somit gilt N C M und damit M = N. O

Theorem 1.5.4. x Sei p eine Aussageform auf N. Gelten
(1) p(0) und
(i1) p(n) = p(n+ 1) fir allen € N,

so gilt p(n) fir alle n € N.

Beweis. Definiere M := {n € N: p(n) ist wahr}. Dann folgt die Behauptung aus
Theorem 1.5.3. g

Bemerkung 1.5.5. %
(i) Wir koénnen vollstdndige Induktion auch benutzen, wenn p(0) gilt und wenn
fiir alle n € N aus p(0) A p(1) A ... Ap(n) die Aussage p(n + 1) folgt: Wir
benutzen dann die Aussageform

a(n) = (p(0) AP A Ap() = Y plk).

Wiederum folgt p(n) fiir alle n € N.
(if) Gilt p(ng) fiir ng € N und folgt aus p(n) die Aussage p(n+ 1) fiir alle n > ny,
so gilt p(n) fir alle n € N mit n > ng.

Bemerkung 1.5.6. x Genauso wie wir Aussagen induktiv beweisen kénnen, kann
man auch entsprechend definieren, siehe [5] fiir Details.
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Beispiel 1.5.7 (Summenschreibweise). Seien k < [ mit k,I € N. Seien a,, mit
k <n <lund n €N (letzteres wird hiufig nicht hingeschrieben, wenn dies selbst-
verstiandlich sein sollte) reelle Zahlen (oder andere Elemente, die wir aufsummieren
konnen). Dann definieren wir

n=~k
induktiv durch
k m+1 m
Z an = ap und Z ap 1= Z an + Gmt1
n==k n==k n==k

fir k<m<l.
Beachte, dass wir die Ausdriicke auch auf diese Art und Weise definieren kénnen,
obwohl k nicht beliebig grofs werden darf, da k <[ stets erfiillt bleiben muss.
FEine entsprechende Notation werden wir spéter auch verwenden, wenn der Sum-
mationsbereich zwischen zwei ganzen Zahlen, die wir noch definieren werden, liegt.
Wir behaupten, dass
l = ———

gilt.
Beweis. Wir beweisen dies per Induktion:

0
(i) Induktionsanfang: Fiir n = 0 miissen wir nachweisen, dass »_ i = 0 gilt.
i=0
Dies ist offensichtlich richtig.
(ii) Induktionsschritt: Wir nehmen nun an, dass die Aussage fiir ein festesn € N
bereits gezeigt sei (Induktionsannahme) und wollen nachweisen, dass sie auch

fir n + 1 gilt. Es gilt

n+1
. (n+1) nn+1) 2(n+1)
= 1) 1) =
Z i= Z i+ (n+ 5 +(n+1) 5 t— 5
B (n+2)(n+1) ~(n+D)((n+1)+1)
= 5 = 5 .
Damit ist der Induktionsschritt gezeigt.

Aufgrund des Prinzips der vollstdndigen Induktion haben wir damit die
Aussage fiir alle n € N gezeigt. d

Beispiele 1.5.8 (Rekursive Definition).
(i) Fakultét: Wir setzen 0! := 1 und fiir n € N definieren wir (n+1)! := n!-(n+1).
Somit folgt 0! = 1, 1! =1, 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24, 5| = 120, 6! = 720,
8!' = 5760, ....
(ii) Fibonaccizahlen: Wir definieren eine Funktion f: N — N durch f(0) := 0,
f():=1und f(n+2):= f(n+1)+ f(n) fir n € N.
Wir erhalten
n [[0]1]2(3[4|5|6|7|8]9]10
f) [0 1123581321 34]55

Dieses Beispiel benutzt die Variante der rekursiven Definition, bei der auf
mehrere Vorgingerwerte zuriickgegriffen wird.

Mit Hilfe von Eigenwerten kann man eine geschlossene Formel fiir die Fi-
bonaccizahlen herleiten.
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1.6. Relationen.

Definition 1.6.1 (Relationen). Seien A, B Mengen.

(i) Eine Teilmenge R C A x B heifit Relation. Statt (x,y) € R sagen wir auch,
dass R(zx,y) gilt.
(ii) Eine Relation R C A x A heift
(a) reflexiv, falls R(z, ) fir alle z € A gilt,
(b) symmetrisch, falls fiir alle z,y € A aus R(z,y) auch R(y,z) folgt,
(c) antisymmetrisch, falls fiir alle z,y € A aus R(z,y) und R(y,x) bereits
x =y folgt,
(d) transitiv, falls fiir alle z,y,z € A aus R(x,y) und R(y, z) auch R(z,z)
folgt.
(iii) Sei R C A x A eine Relation. Dann heifft R
(a) Aquivalenzrelation, falls R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.
Hiufig schreiben wir z ~ y statt R(x,y) fiir Aquivalenzrelationen.
(b) Ordnung oder Totalordnung, falls R reflexiv, transitiv, antisymme-
trisch und total/linear ist.
(c) Halbordnung, falls R reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist.

Beispiele 1.6.2. (teils )
(i) Auf den reellen Zahlen gibt es folgende wichtige Relationen:
(a) ,<* (a < b ist genau dann wahr, falls a strikt kleiner als b ist),
(b) ,=“ (a = b ist genau dann wahr, falls ¢ und b gleich sind),
(¢) ,>* (a > bist genau dann wahr, falls a strikt grofer als b ist),
(d) ,,<* (a < bist genau dann wahr, falls a < oder a = b wahr ist),
(e) ,>* (a > b ist genau dann wahr, falls @ > b oder a = b wahr ist) und
(f) ,#* (a # b ist genau dann wahr, falls a und b verschiedene reelle Zahlen
sind).
(Genauer werden diese Relationen auf den reellen Zahlen in der Analysis im
Zusammenhang mit geordneten Koérpern besprochen.)
= ist eine Aquivalenzrelation, < und > sind Ordnungen.
(ii) Sei 0 < ¢ € Z. Auf Z definieren wir eine Aquivalenzrelation ~ durch n ~ m
fir n,m € Z, wenn n — m durch g teilbar ist, d. h. wenn es ein r € Z gibt, so
dass n — m = gr ist. Wir schreiben auch

n=m (mod q).

(Rechnen modulo 24 verwenden wir bei der Uhr: 2 Stunden nach 23 Uhr ist
es 1 Uhr.)
(iii) Sei A eine Menge. Dann ist ,,C* eine Halbordnung auf P(A).

Definition 1.6.3. Sei R C A x A eine Aquivalenzrelation. Sei € A. Dann heifit
[2] == {y € A: R(z,y)}

die Aquivalenzklasse oder Restklasse von x. Statt y € [2] schreiben wir auch
y=x mod R.

Mit A/R := {[z]: € A} bezeichnen wir die Menge aller Aquivalenzklassen
dieser Relation.

Beispiel 1.6.4. Die folgenden Beispiele verwenden Schulwissen.

(i) Die Relation ,wohnt in der gleichen Stadt” ist eine Aquivalenzrelation. Die
Aquivalenzklassen bestehen jeweils aus allen Biirgern von Konstanz, Kreuz-
lingen, ....

(i) Auf der Menge A := Z x (Z\ {0}) definieren wir eine Aquivalenzrelation ~
durch die Festlegung, dass (a,b) ~ (¢,d) genau dann gilt, falls ad = be richtig
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ist. Fassen wir nun (a, b) als den Bruch ¢ auf, so bestehen die Aquivalenzklas-
sen A/~ gerade aus den Briichen, die dieselbe reelle Zahl ergeben.
(iii) Sei n € N\ {0}. Auf Z definieren wir eine Aquivalenzrelation ~ durch:

a~bi<—3JdkecZ: a—b=kn.

Die Aquivalenzklassen Z/~ bestehen dann gerade aus den ganzen Zahlen, die
bei Division durch n denselben Rest lassen. Statt a ~ b schreiben wir hier
auch a = b (mod n).

Definition 1.6.5 (Partition). Sei A eine Menge. Eine Partition von A ist eine
Uberdeckung (A;)ie; von A mit A; C A fiir alle i € I durch paarweise disjunkte
Mengen, d.h. es gilt A; N A; = 0 fiir alle ¢ # j € I. Wir schreiben

A=JA.
iel
Proposition 1.6.6.
(i) Sei~ eine Aquivalenzrelation auf A. Dann bilden die Restklassen von ~ eine
Partition von A.
(i) Sei (A;)ier eine Partition von A. Dann ist ~ mit

x~y = dJiel:xye A
eine Aquivalenzrelation auf A.

Beweis.
(i) Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf A. Betrachte die Familie ([z])[z)e/n-
(a) Wegen z € [z] wird ganz A iiberdeckt und es gilt [z] C A fiir alle 2 € A.
(b) Disjunktheit: Seien z,y € A beliebig. Sind [z], [y] nicht disjunkt, so gibt
es ein z € [z] N [y]. Wir behaupten, dass dann auch [z] = [y] gilt, dass
es sich also um dieselben Aquivalenzklassen handelt. Seien # € [2] und
7 € |y]- Dann gilt T ~ & ~ z ~ y, also folgt Z € [y]. Ebenso gilt § € [x]
und [z] = [y] folgt.
(ii) (a) reflexiv: x ~ x ist klar.
(b) symmetrisch:  ~ y = y ~ x ist ebenso klar.
(c) transitiv: Gelte  ~ y und y ~ z. Somit gibt es k,l € I mit z,y € Ay
und y, z € A;. Weil die Familie (A;);c; aus paarweise disjunkten Mengen
besteht und y € Ay N A; gilt, folgt & = [. Somit gilt auch =,z € A = A;
und nach Definition folgt x ~ 2z wie behauptet. O

1.7. Familien und Auswahlaxiom.

Definition 1.7.1 (Familie).

(i) Seien I, X Mengen und f: I — X eine Abbildung. Dann heifst f auch Fami-
lie. Wir schreiben (z;);cr. Dabei ist o; = f(4) fiir ¢ € I. I heifst Indexmenge.

(ii) Sei (;)ier eine Familie. Ist I = {1,2,...,n} so schreiben wir auch (z;)1<i<n.
Im Falle
(a) n =2 heilt die Familie ein Paar: (z1,z2),
(b) n = 3 heifit die Familie ein Tripel: (z1,x2,3),
(c) n heift die Familie ein n-Tupel: (z1,22,...,2y).

Analog zu Definition 1.4.2 haben wir:

Definition 1.7.2 (Schnitt und Vereinigung von Familien). Sei (4;);cs eine Familie
von Mengen mit Obermenge X, so definieren wir
i) UAi={zeX: (Fiel:xz e A)}.
i€l
(i) VA4 ={zeX: (Viel:zeA)}
el
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(iii) Im Falle I = {1,2,...,n} schreiben wir |J A; = J 4; bzw. (] 4; = ) 4.
i=1 il i=1 iel
(iv) * Eine Menge I heifit endlich, wenn es ein n € N und eine bijektive Abbildung
v:{1,2,...,n} — I gibt und sonst unendlich. Ist I endlich, so heiflt |J A;
iel
eine endliche Vereinigung.
Wir verallgemeinern nun das kartesische Produkt auf mehr als zwei Faktoren.
Den Fall von zwei Faktoren erhalten wir dabei, wenn wir I = {1,2} verwenden.

Definition 1.7.3 (Kartesisches Produkt).
(i) Sei I # () und sei (A;);es eine Familie von Mengen. Dann definieren wir das
kartesische Produkt durch

HAl = {(wi)iej: fir allei e I gllt x; € Az}
iel
(ii) Zu beliebigem j € I definieren wir die j-te Projektion(sabbildung)

i HA" — A; durch 7;((z)ier) := ;.
icl
Beispiel 1.7.4. Sei F eine Menge. Ist I = {1,...,n} und 4; = F fiir alle i € I, so
ist

n
HAiEHAiEF": {(xl,...,x") st eFfiirallelgign}.
i=1 icl
e (ml, e ,x”) = 2’ heift die i-te Komponente des n-Tupels (ml, . ,ac").
Aus Kovarianzgriinden schreiben wir hier die Indices nach oben. Dies sind kei-
ne Exponenten. Eine genauere Begriindung dafiir werden wir erst deutlich spater

kennen lernen.

Beim ersten Lesen ist das folgende Axiom sicher schwer zugénglich. Ist I eine
endliche Menge oder (allgemeiner) nicht méchtiger (noch zu definieren; sieche Ana-
lysis) als N, so konnen wir die Aussage aus dem Bisherigen beweisen, i.a. klappt
dies jedoch nicht.

Axiom 1.7.5 (Auswahlaxiom). Sei (A;);cr eine Familie von Mengen A; mit A; # ()
fir alle ¢ € I. Dann gilt [ 4; # 0, d. h. es existiert eine Familie (z;);c; mit x; € A;
i€l
fiir alle ¢ € 1.
Proposition 1.7.6. x Seien I # () und (4;);er eine Familie von Mengen. Dann
gilt
HA’i:@ < FEsgibteiniecl mit A; =0.

iel
Bewets.
w=" Istig € I und A;, =0, so ist klar, dass es keine solche Familie (z;);c; geben
kann.
,=—" Gilt umgekehrt A; # () fiir alle ¢ € I, so folgt [[ 4; # 0 gerade aus dem
ierl
Auswahlaxiom. O

Eine Folgerung des Auswahlaxioms ist das Zornsche Lemma. Wir werden es
benutzen um zu zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt.

Lemma 1.7.7 (Zornsches Lemma). Sei M eine nichtleere Menge mit einer Teil-
ordnung <. Nehme an, dass jede total geordnete Teilmenge A C M (= Kette) eine
obere Schranke b € M besitzt, d. h. dass x < b fiir alle x € A gilt. Dann enthdlt M
etn maximales Element xg, d. h. ein Element o € M, so dass aus x > xq bereits
x = xq folgt. (Beachte, dass xq i. a. nicht eindeutig bestimmit ist.)
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Beweis. Logikvorlesung. O

Proposition 1.7.8. Seien A, B,C Mengen. Seien ¢: A — B und ¢p: B — C
Abbildungen. Sei f: A — B eine weitere Abbildung. Dann gelten die folgenden
Aussagen:
(i) Ist 1 o injektiv, so ist @ injektiv.
(i) Ist v o p surjektiv, so ist ¥ surjektiv.
(i1i) f ist genau dann surjektiv, wenn es eine Abbildung g: B — A mit fog =idp
gibt.
(iv) f ist genau dann injektiv, wenn es eine Abbildung g: B — A mit go f =ida
gibt.

Beweis.
(i) Falls nicht, so gébe es z,y € A mit  # y und ¢(x) = ¢(y). Daraus folgt
auch ¥(p(z)) = ¥(p(y)). Dies widerspricht der angenommenen Injektivitéit
von 1 o ¢. Somit folgt die Behauptung.

(ii) Ubung.
(iii)

=" Folgt aus (ii).

»,—":  Wir definieren eine solche Abbildung g wie folgt: Sei y € B beliebig. Da
[ surjektiv ist, ist die Menge f~!({y}) # 0. Aus dieser Menge wiihlen
wir ein z aus und definieren ¢(y) := z. Da y € B beliebig war, definiert
dies eine Abbildung g: B — A. Es folgt f(g9(y)) = f(z) =y = ids(y)
wie gewiinscht.

(Erlauterung zum Sprachgebrauch: ,Wir definieren die Abbildung g wie
folgt* wiirde bedeuten, dass wir auch behaupten, dass es nur eine solche
Abbildung g gibt, was hier im Allgemeinen nicht zutrifft.)

(iv) Ubung. O

1.8. Weitere Zahlen x.

Definition 1.8.1.
(i) Die Menge der reellen Zahlen z € R, fiir die es m,n € N gibt mit m —n = =z,
heifit die Menge der ganzen Zahlen:
Z:={m—n:m,n €N}

(ii) Die rationalen Zahlen sind als Quotienten von ganzen Zahlen (ohne Null
im Nenner) definiert:

Q:= {ztp,qu,q#O}-

(iii) Die Menge I := R\ Q heift die Menge der irrationalen Zahlen.
(iv) Die komplexen Zahlen sind Paare von reellen Zahlen:

C:={(a,b): a,b € R}.

Fiir (a,b), (¢,d) € C definieren wir eine Addition durch (a,b) + (¢,d) := (a +
¢, b+ d) sowie eine Multiplikation durch (a,b) - (¢,d) := (ac — bd, ad + bc).
Statt (a, b) schreiben wir auch @+ ib. Somit gilt insbesondere i2 = —1. a heiRt
Realteil der komplexen Zahl z = a + ib mit a,b € R, a = Re z, und b heifst
Imaginéarteil der komplexen Zahl z, b = Im z. Wir definieren a + b := a — ib,
die zu a + ib komplex konjugierte komplexe Zahl, und |a + ib| := Va? + b2,
den Betrag der komplexen Zahl a + ¢b. Es gelten fiir a,b € R und z,w € C

la +ib|* = (a + ib)(a + ib),

Z4+w=7+w,
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0 =%,
22 =| Rez? + | Im =2,

2] = [z].

Wir betrachten R vermoége z +—> (x,0) als Teilmenge der komplexen Zahlen
und erhalten 7 = « fiir x € R.
Es gilt
(a+ib)(a —ib) = a® + b2
Sei (a,b) # (0,0), so ist daher »%5 + a;ibei =: z € C mit der Eigenschaft
(a+ib)-z=1.

2. KORPER UND VEKTORRAUME

2.1. Korper. Bereits bekannte Beispiele von Korpern sind die reellen Zahlen R,
die komplexen Zahlen C oder die rationalen Zahlen Q. Allgemein definieren wir

Definition 2.1.1 (Kérper). Eine Menge F' (engl.: field) mit einer Addition ,,+* und
einer Multiplikation ,,- heifst Kérper, wenn fiir alle a, b, ¢ € F' die folgenden Axiome
erfiillt sind. (Die Verkniipfungen Addition und Multiplikation sind Abbildungen
F x F — F, die wir in der Form a + b oder a - b schreiben.)

(F1) a+b=>b+a (fur alle a,b € F) (Kommutativgesetz der Addition)

(F2) a+ (b+c¢c)=(a+b)+c (Assoziativgesetz der Addition)

(F3) Es gibt ein neutrales Element 0 € F' der Addition mit a + 0 = «a fiir alle
ac k.

(F4) Zu jedem a € F gibt es ein (eindeutig bestimmtes) Element —a € F, so dass
a+ (—a) =0 gilt.

(F5) a-b=b-a (Kommutativgesetz der Multiplikation)

(F6) a-(b-c)=(a-b)-c (Assoziativgesetz der Multiplikation)

(F7) Es gibt ein neutrales Element 1 € F' der Multiplikation, 0 # 1, mit a- 1 = a
fiir alle a € F.

(F8) Zujedem a € F mit a # 0 gibt es ein (eindeutig bestimmtes) Element a =% € F
mit a-a~! = 1.

(F9) a-(b+c)=(a-b)+ (a-c) (Distributivgesetz)

Bemerkung 2.1.2. (1) Die Elemente aus (4) und (8) heiffen inverse Elemen-

te der Addition bzw. Multiplikation.
(2) Die eingeklammerten Eindeutigkeitsforderungen kann man auch beweisen.

Beispiele 2.1.3.
(i) Die Mengen R, Q, C mit der {iblichen Addition und Multiplikation bilden je-
weils einen Korper.
(i) F:={a+bv/3=a+ (bv3):a,b€Q} = Q[v3] C R mit der iiblichen Ad-
dition und Multiplikation von reellen Zahlen ist ein Korper.
(iii) Sei p eine Primzahl. Definiere die folgenden Teilmengen von Z

={...,=3p,—2p, —p,0,p,2p,3p, ...},
={..,1-3p,1=2p,1—p,1,1+p,142p,1+3p,...},
={..,2-3p,2—2p,2—p,2,2+p,2+4 2p,2+ 3p, ...},
={...,a—3p,a—2p,a—p,a,a+p,a+2pa+3p,...}, acl.

D=l Ol

Wir benutzen hier die Konvention kp + ¢ := (k - p) + ¢. Setze
Z/pZ = {6,1,?,...,])— 1}.
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Auf Z/pZ definieren wir Addition und Multiplikation durch

a+b:=a+b und a-b:=a-b.

(Hier ist noch die Wohldefiniertheit nachzuweisen, d.h. wir miissen zeigen,
dassa+kp+b+Ilp=a+bunda+kp-b+Ip=a-bfir alle k,l € Z gelten.)
Wir multiplizieren also jeweils vertreterweise. Dann ist

F,:={0,1,2,.. . p—1}

mit der oben definierten Addition und Multiplikation ein Kérper. (Wir schrei-
ben die Elemente auch wieder als 0,1,2,...,p — 1, falls keine Verwechslungs-
gefahr besteht.)

Beweis. Wir zeigen einige wichtige Eigenschaften, deuten einige Dinge an und las-
sen den Rest als Ubung.

(i) Ubung.

(i) (a)
(b)
()

(d)

(iii) (a)

0 + 0v/3 ist das neutrale Element der Addition.
1 + 0v/3 ist das neutrale Element der Multiplikation.
Sind a + bV/3, ¢+ dV/3 € F, so folgt auch

(a+bx/§) : (c+d\/§) = (ac + 3bd) + (ad + bc)V3 € F.
Ist a + bv/3 € F mit (a,b) # (0,0), so gilt
(a—|—b\/§>7l 1 a—b/3 a—b/3

a+b\/§:(a+b\/§)(a—b\/§) a? — 3b2
a b
T a2 302 a2—3b2\/§
und man mache sich klar, dass der Nenner nicht Null ist.
Wohldefiniertheit der vertreterweise definierten Multiplikation: Seien a, b,

k,l €Z. Aus
(a+ kp)(b+1p) = ab+ (al + bk + klp)p

sieht man, dass das Abhédndern von a und b um ganzzahlige Vielfache von
p auch das Ergebnis nur um ganzzahlige Vielfache von p dndert.
Existenz der Inversen: Wir verwenden Schulwissen. Sei a € Z mit a ¢ 0.
Betrachte die Abbildung

m: (Z/pZ)\ 0 — (Z/pZ) \ 0,
b ab.

Die Abbildung ist wohldefiniert: Zunéchst ist ab # 0, denn sonst wire ab
durch die Primzahl p teilbar. Demnach wére auch a durch p teilbar oder b
durch p teilbar. Daraus folgte dann aber @ = 0 oder b = 0. Widerspruch.
Wir behaupten nun, dass 1 € imm gilt. Falls nicht, so ist m eine Ab-
bildung von einer Menge mit p — 1 Elementen in eine Menge mit p — 1
Elementen, die nicht surjektiv ist. Somit gibt es mindestens ein Element,
das mindestens doppelt getroffen wird, d. h. es gibt by, by € Z mit by # by
aber m (E) =m (E) Somit ist ab; = aby. Also gilt auch @ - by — by = 0.
Somit muss a oder b; — by durch p teilbar sein. Widerspruch. Daher gibt
es doch ein b € Z mit m (b) =1, also @b = ab = 1, wie gewiinscht. O

Theorem 2.1.4. Sei F' ein Korper. Dann gilt fir alle a,b € F
(i) 0-a=a-0=0,

(i) - (~b) = ~(a ) = (~a) b,

(ii)) —(—a) = a,
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(iv) (a=*)~t =a fiir a # 0,
(v) (=1)-a=—a,
(vi) (~a) - (~b) =a-b,
(vii) (—a)™' = — (a™') fir a #0.
Beweis.

(i) Esgilt 0-a = (0+0)-a 0-a+0-a. Die rechte Seite lesen wir

als (0-a)+ (0-a) nach der Regel ,Punkt vor Strich“. Addiere nun auf beiden
Seiten —(0 - a). Es folgt 0 = 0-a. Nun folgt ¢ - 0 = 0 aus der Kommutativitét
der Multiplikation.

(ii) Es gilt 0 = a- (b4 (=b)) = a-b+ a- (=b). Addiere nun auf beiden Seiten
—(a - b) und erhalte a - (—b) = —(a - b). Die andere Gleichheit folgt analog.

(iii) Es gelten 0 = a+ (—a) und 0 = (—a) + (—(—a)), also auch (—a) + (—(—a)) =
a + (—a). Durch Addition von a diirfen wir auf beiden Seiten den Term (—a)
streichen. Die Behauptung folgt.

(iv) Verfahre wie beim Beweis von (iii) und verwende Korperaxiom (F8) statt (F4)
und Multiplikation statt Addition.

(v) Esgit a+(-1)-a=1-a+(-1)-a = (1+(-1)-a=0-a = 0 nach
(i) fiir die letzte Gleichheit. Addiere nun auf beiden Seiten (—a) und erhalte
(-1)-a=—a.

(vi) Wir multiplizieren a 4+ (—a) = 0 mit (—b) und erhalten

a-(=b)+(—a)-(=b)=0-(=b)=0.
Andererseits folgt aus (—b) + b = 0 durch Multiplikation mit a
a-(=b)+a-b=a-0=0.
Gleichsetzen und auf beiden Seiten a - (—b) abzichen liefert (—a)- (—b) = a-b.
(vii) Wegen a # 0 und somit —a # 0 gibt es (—a)~!. Es gilt
1=a-at @ (=) (- (a7)).

Multipliziere nun beide Seiten von links mit (—a)~!. Die Behauptung folgt.

U

(F5),(F9)

2.2. Vektorraume.

Definition 2.2.1. Sei F' ein Korper. Ein Vektorraum V' iiber F' (oder ein F-
Vektorraum) ist eine nichtleere Menge zusammen mit einer Addition ,,+* und einer
Multiplikation ,,-“ mit den folgenden Eigenschaften:

e Die Addition +: V x V — V erfiillt die folgenden Axiome

(V1) a+b=0b+afiralea,beV, (Kommutativitét)
(V2) a+ (b+c¢) = (a+b)+cfir alle a,b,c € V (Assoziativitit)
(V3) Es gibt ein (eindeutig bestimmtes) Element, den Nullvektor 0, mit
a+0=qgfiralleacV. (neutrales Element)
(V4) Zu jedem a € V gibt es ein (eindeutig bestimmtes) Inverses (—a) € V,
so dass a + (—a) = 0 gilt. (additives Inverses)

e Die skalare Multiplikation -: F' x V — V erfiillt
(V) A-(a+b)=N-a)+(A-b) firalle \e F,a,beV
(V6) A +p)-a=A-a)+(p-a)firalle \,\pe F,aeV
(Distributivgesetze)
(V) A-p)-v=A-(p-a) firalle \\pue F,acV (Assoziativitét)
(V8) 1-a=afiraleacV.
Die Elemente eines Vektorraumes heifsen Vektoren.

Bemerkung 2.2.2.
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(i) Ohne (V8) koénnte man auch A-a :=0 fiir alle A € F und alle a € V setzen.
(ii) Ublicherweise schreibt man (nicht nur hier) Aa statt A - .
(iii) Die eingeklammerten Eindeutigkeitsforderungen kann man auch hier wieder
beweisen.

Beispiele 2.2.3.
(i) R™ mit der iiblichen Addition und Skalarmultiplikation, in Koordinaten

&+ M) =+t ),
A (€ 8m) = (0 LA,

ist ein R-Vektorraum. (Beachte, dass die oberen Indices Komponenten und
keine Exponenten darstellen.)

(ii) C™, der Raum der komplexen n-Tupel mit ebensolchen Verkniipfungen ist ein
C-Vektorraum.

(iii) Q™ ist ein Q-Vektorraum.

(iv) Sei F' ein Korper. Dann ist F™ mit entsprechend definierten Verkniipfungen
wie fiir R" ein F-Vektorraum.

(v) Sei F ein Korper. Dann ist die Menge der Folgen reeller Zahlen

FN = {(£°,¢,¢,..)) : ¢ € F fiir alle i € N}
mit den Verkniipfungen
(£0a§1a§27 s ) + (77077717772a . ) = (50 + 770751 + 7717§2 + 7727 < ) )
A (£0>£17£27 e ) = ()‘507 )\51, >‘£27 . )

ein R-Vektorraum. Sei nun F' = R. Dann bilden die Teilmengen der konver-

genten Folgen oder der Nullfolgen ebenfalls einen Vektorraum.
(vi) C™ ist ein R-Vektorraum mit der {iblichen Addition und der Skalarmultiplika-

tion

e = (N ).

(vii) Sei A eine Menge. Die Menge der Funktionen f: A — F bildet einen F-
Vektorraum. Die Verkniipfungen sind

(f +9)(x) = f(z) + g(z) firz e A,
AN)(x) =A(f(x)) firx e A.

(viii) * Die Menge der stetigen Funktionen f: [0,1] — R bildet einen R-Vektorraum
C°([0,1]) mit wie fiir beliebige Funktionen definierter Addition und Skalar-
multiplikation. (Details: Analysis.)

(ix) *

{f € C°([0,1]): f(0) = 0}
bildet mit der iiblichen Addition und Multiplikation einen Vektorraum. (De-
tails: Analysis.)

(x) Polynome: Sei F ein Kérper. Betrachte in FN die Menge aller abbrechenden
Folgen, die also die Form (&, &1,...,£,,0,0,...) fiir ein n € N haben. Dies
ist mit der Addition und der Skalarmultiplikation wie bei Folgen in F' ein
Vektorraum. Wir schreiben auch mit Hilfe einer Variablen X

o+ O X +&EX2+ .+ X"

und bezeichnen den Vektorraum als F[X]. Polynome kénnen wir auch multi-
plizieren:

(&0:&15--2) - (Mo s --2) i= (o mos&o - + &m0, 8o M2+ & -m + €210, - -),
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k
wobei allgemein an Stelle k der Eintrag Y &nr—, steht. In vertrauterer No-
i=0
tation mit der Variablen X schreiben wir

o+ X+ X2+ +EX™) - (no+mX +mX® + ...+ 1, X")

k
=&omo + (Som +&mo) X + ... + <Z §mk—i> XE 4+ G X
i=0
Die Multiplikation von Polynomen werden eigentlich erst spdter im Zusam-
menhang mit ,Ringen* untersuchen. Wir schreiben z. B. P(X) fiir ein Polynom
und P(a), wenn wir statt der Variablen X iiberall a € F' einsetzen.

Theorem 2.2.4. Sei V ein F-Vektorraum. Dann gilt fir alle a,b € V und A\, u € F
(i) 0-a=0
(i) A\-0=0
(11i) Aus A-a =0 folgt a =0 oder A\ =0.
(w) (=A)-a=X-(=a)=—(A-a)
(v) Definiere eine Subtraktion durch a —b := a+ (=b) und A — p = X\ + (—pu).
Dann gelten
Ac(a=b)=X-a—A-b,
A=p)-a=A-a—p-a.
Beweis.
(i) Nach (V6) gilt
0-a=(0+0)-a=0-a+0-a.
Wir wenden (V4) auf 0-a an und erhalten
0=0-a+ (—(0-a))
—(0-a+0-a)+(~(0-a))

=0-a+(0-a+(—(0-a)) nach (V2)
=0-a+0
=0-a nach (V3).

(ii) Nach (V5) gilt
A-0=XA-(040)=X-0+X-0.
Wir addieren den zu A - 0 inversen Vektor auf beiden Seiten und erhalten
0=XA-04+(—=(1-0))
=A-0+X0)+(=A-0)=A-0+AN-0+(=(N-0)))

=X-04+0 nach (V2)
=X-0 nach (V3).
(iii) Sei A-a = 0 und gelte A # 0. Zeige also, dass a = 0 gilt. Da A # 0 ist, existiert
% = \"L. Es gilt
1
0= 3 0 nach (ii)
1
= X()\ -a)
1
= ()\ . )\) ‘a nach (V7)
=1l-a
=a nach (V8).
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(iv) Es gilt
Ara+(=AN)-a=A+(=A)-a=0-a=0=X-a+ (—(\-a)).
Wir addieren auf beiden Seiten das Inverse von A - a und erhalten
(=A)-a=—=(\-a).
Ebenso addieren wir zu beiden Seiten von
Aa+Ad-(—a)=XMa+(—a)=0=X-a+(—(A\-a))

auf beiden Seiten das Inverse von A - a und erhalten A - (—a) = —(A-a). Die
Behauptung folgt.
(v) Unter Benutzung von (iv) erhalten wir

Ala=b)=A-(a+(-b)=X-a+X-(=b)=X-a+(—(A-b)=X-a—A-b.
Ebenso folgt
A=p)a=A+(-p)-a=Xrat+(-p)-a=rat(-p-a)=X-a—p-a
]

Bemerkung 2.2.5. Das Assoziativgesetz (V2) gilt auch fiir mehr als drei Sum-
manden, ebenso gilt das Kommutativgesetz (V1) fiir mehr als zwei Summanden.
Der Beweis ist nicht kompliziert, nur umsténdlich aufzuschreiben. Man benutzt
Induktion nach der Anzahl der Summanden. Beispiele sind:

(a+B+c)+d=(a+b)+c)+d=(a+b)+(c+d)
=a+ (b+(c+d)=a+((b+c)+4d),
at+b+c=a+c+b=c+a+b=c+bt+a=b+c+a=b+a+ec

Daher wollen wir zukiinftig Klammern weglassen und benutzen das Summenzeichen
bei assoziativer und kommutativer Summation

n
Zai:a1+a2+...+an.
i=1

Dann gelten die iiblichen Rechenregeln

@A) X >a; = A-a; fir alle A € F und aq,...,a, €V,
i=1 =1

K2

(i) (Z)\Z> ca= Y A-afiraleX,...,\, € Funda €V,
i=1 i=1

iii Na; + fa; = Ao+ pf) a; fiir alle AL, .. A% ul, .. 0® € F und
1 1 I 1
i=1 i=1 i=1
a1y...,ap €V.
Beweis. Ubung. O
2.3. Linearkombinationen.

Definition 2.3.1 (Linearkombination). Sei V' ein F-Vektorraum. Sei S C V nicht-
leer. Gilt

n
a:ZAiai fir \',...,\* € F unday,...,a, €S undeinneN,
i=1
so sagen wir, dass a als Linearkombination von Vektoren aus S dargestellt ist.
(Beachte, dass die Summen in Linearkombinationen stets endlich sind.)

Die Menge aller Vektoren, die sich als Linearkombination von Vektoren in S
darstellen lédsst, heiftt lineare Hiille von S; wir schreiben (S). Ist S eine endliche
Menge, so schreiben wir auch (ay,...,a,) statt ({a1,...,an}). Wir sagen dann
auch, dass (ai,...,a,) aus den Linearkombinationen von ay, ..., a,, besteht.
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Wir vereinbaren weiterhin (f}) := {0}.

Beispiele 2.3.2.
(i) Ist V ein F-Vektorraum und S = {as,...,a,} C V. Dann ist
(S)y={Nar+...Na,: \',..., W e F}.
(ii) Im Vektorraum V = R[X], der reellen Polynome in X sei
S={1,X2 X% .. X*™ .}
Dann ist (S) = {P(X) € R[X]: P(a) = P(—a) fiir alle a € R}.
(iii) Sei V =R3 und S = {(1,1,0),(1,0,1)}. Es folgt
(S) ={a(1,1,0) +b(1,0,1): a,b € R}
={(a+b,a,b): a,b € R}
={(z,y,2):x—y—2=0, z,y,z € R}.
Ist S" = {(1,1,0),(2,1,1)}, so gilt (S) = (9).
2.4. Unterrdaume.

Definition 2.4.1. Sei V ein Vektorraum {iber F'. Eine nichtleere Teilmenge W C V,
so dass fiir alle a,b € W und alle A\, p € F auch Aa+pub € W gilt, heift Unterraum
von V.

Bemerkung 2.4.2. Ein Unterraum eines F-Vektorraumes V' ist mit der Addition
und Skalarmultiplikation von V' ein F-Vektorraum.

Beispiele 2.4.3.
(i) Sei V ein Vektorraum. Dann sind V und {0} (triviale) Unterrdume von V.
(ii) Sei V = F[X]. Der Grad eines Polynomes P(X) = ag + a1 X + ... + apn X™
ist das kleinste n, so dass fiir alle ¢ > n fiir die Koeffizienten a; = 0 gilt. Wir
schreiben deg P = n und setzen deg 0 = —oo. Sei m < n. Der Vektorraum der
Polynome vom Grad kleiner oder gleich m ist ein Unterraum der Polynome
vom Grad kleiner oder gleich n.
(iii) Sei ¢ € [0,1]. Dann ist {f € C([0,1]): f(c) = 0} ein Unterraum von C([0, 1]).
(iv) Die Menge der Losungen eines linearen homogenen Gleichungssystems in n
Variablen sind ein Unterraum von F™.

Hier und im folgenden betrachten wir Vektorrdume iiber einem beliebigen aber
festen Korper F, falls dies nicht ausdriicklich anders angegeben ist.

Theorem 2.4.4. Sei V ein Vektorraum, S C V. Dann ist (S) der kleinste Unter-
raum von V, der S enthdlt.

Beweis. Wegen > = 0 ist (S) # 0. (S) ist ein Unterraum, denn fiir a,b € {S) mit
0
a= 3 a's;und b= Y Vs; fiir endliche Mengen I, J und A\, u € F gilt auch

i€l jed
Ao+ pb = Z (Aa’ + ub') s; + Z Aa's; + Z pbls; € (S).
ielng iel\J jEINI

Somit ist (S) ein Unterraum von V. (S) enthélt insbesondere die Vektoren von S
und daher auch alle Linearkombinationen von Vektoren aus S.

Sei W C V ein beliebiger Unterraum von V' mit S C W. Dann enthélt W nach
Definition auch alle Linearkombinationen von Vektoren aus S und somit (S). Die
Behauptung folgt. O

Theorem 2.4.5. Sei V' ein Vektorraum, S C V, b € V. Sei b eine Linearkombi-
nation von Vektoren aus S. Dann gilt (S U {b}) = (S).
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Beweis. Es gilt S U {b} C (S). (S) ist ein Vektorraum. Somit folgt nach Theorem
244 (SU{b}) C (9).
(S) C (SU{b}) ist klar. O

Definition 2.4.6. Wir sagen, dass (S) von S erzeugt ist. Im Fall (S) = V heifit S
ein Erzeugendensystem von V. Besitzt ein Vektorraum V ein endliches Erzeu-
gendensystem, so heift V' endlich erzeugt bzw. endlich erzeugbar.

Beispiele 2.4.7.
(i) Sei A € F™*™ Fassen wir die Spalten von A als Vektoren in F auf, so nennen
wir den von ihnen erzeugten Unterraum den Spaltenraum von A. Ebenso ist
der Zeilenraum von A der von den Zeilen von A in F" erzeugte Unterraum.

(ii) Sei V=R", S ={e1,...,en} mit
e1 =(1,0,0,...,0),
e2 =(0,1,0,...,0),
es =(0,0,1,...,0),

en =(0,0,0,...,1).

(Fir spéter eigentlich besser als Spaltenvektoren geschrieben.) Dann ist (S) =
V und somit ist S ein Erzeugendensystem von V. Fiir £ = (¢1,...,&") gilt
€ =" El;. Somit ist R™ endlich erzeugbar.
i=1

(iii) Sei V =R[X]. Dannist S = {1, X, X2, ...} ein Erzeugendensystem, da sich je-
des Polynom als Linearkombination von Termen der Form X? schreiben lisst.
R[X] ist aber nicht endlich erzeugbar, da ein endliches Erzeugendensystem
nicht Polynome beliebigen Grades erzeugen kann.

Theorem 2.4.8. Sei (W;);cr eine beliebige Familie von Unterrdumen von V. Dann
ist W= (| W; ein Unterraum von V.

il
Beweis. Der Schnitt ist nicht leer, da jeder Unterraum die Null enthélt. Seien a, b €
W, also a,b € W; fiir alle ¢ € I. Seien A, u € F. Dann gilt Aa + ub € W; fiir alle
1 € I und somit ist auch Aa + pub e W. O

Im Allgemeinen ist die Vereinigung von Unterrdumen eines Vektorraumes kein
Unterraum mehr. Die folgende Konstruktion macht aus mehreren Unterrdumen
einen Unterraum, der die Vereinigung aller dieser Unterrdume enthélt. Dies funk-
tioniert auch fiir beliebig viele Unterrdume; dann erkldrt man die Summe als die
Menge beliebiger endlicher Summen von Vektoren aus den Unterrdumen.

Definition 2.4.9. Seien Wi, W,..., W, Unterrdume eines F-Vektorraumes V.
Definiere deren Summe durch

W1+W2—|—...+Wp::{a1+a2—|—...—|—ap:aiEWi,izl,...p}.

Theorem 2.4.10. Sei V' ein F-Vektorraum. Seien Wy, ..., W, Unterrdume von
V. Dann ist W := Wy + ... + W, der kleinste Unterraum von V, der jedes W;
enthdlt.

Beweis. Zeige zunédchst, dass W ein Unterraum von V ist: Seien a = a1+...+ap,b =
by + ...+ b, € W mit a;,b; € W;. Seien A\, u € F'. Dann ist

Aa+ pb = (Aay + pbr) + (Aag + pb2) + ... + (Aap + pby).
Somit ist Aa + pb € W und W ist ein (nichtleerer) Unterraum.
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Wegen 0+ ...+0+a; +0+...+0€ W fir a; € W; gilt W; € W. Sei W’ ein
weiterer Unterraum von V mit W; C W fiir alle i. Zeige, dass W C W’ gilt: Sei
a1 + ...+ a, € W beliebig. Da a, € W; C W’ ist, folgt auch a1 + ...+ a, € W/,
denn W’ ist ein Unterraum. Wir erhalten W C W', O

Fiir das néchste Kapitel iiber lineare Gleichungssysteme bendtigen wir

Definition 2.4.11. Sei V ein F-Vektorraum. Sei A C V. Dann heifst A ein affiner
Unterraum von V|, falls es einen Unterraum U C V und einen Vektor x € V' mit

A=24+U={ax+y:yeU}
gibt.
3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

3.1. Lineare Gleichungssysteme.

Beispiel 3.1.1. x Wir wollen das folgende Gleichungssystem reeller Zahlen 16sen:

2r 4+ 6y — 4z = 10,

- + by + 2z = 11,

3 + Ty + z = 3.
Dazu multiplizieren wir die erste Zeile mit %

r + 3y — 2z = 5,

- + by + 2z = 11,

3 + Ty + z = -—3.

Wir addieren die erste Zeile zur zweiten Zeile und subtrahieren sie, mit 3 multipli-
ziert, von der dritten Zeile

r + 3y — 2z = 5,
8y = 16,
- 2y 4+ 7z = -—18.

Multipliziere die zweite Zeile mit % und addiere das Resultat, mit 2 multipliziert,
zur dritten Zeile

r + 3y — 2z = 5
Yy = 2
Tz = —14.

Multipliziere die dritte Zeile mit % und addiere das Resultat, mit 2 multipliziert,
zur ersten Zeile. Addiere die zweite Zeile, mit —3 multipliziert, zur ersten Zeile und
erhalte
T = =5,
y = 2
z = —2.
Wir erhalten die Losung (z,y,2) = (—5,2,—2). D.h. firz = -5,y =2 und 2 = —2
sind samtliche Gleichungen des obigen Gleichungssystems erfiillt.

Wir wollen jedoch nicht in erster Linie spezielle Probleme losen, sondern Aussa-
gen iiber allgemeine Probleme machen.

Definition 3.1.2 (Lineares Gleichungssystem).
(i) Sei F ein Kérper. Ein lineares Gleichungssystem in n Unbekannten !,
..., " und m Gleichungen ist ein System von Gleichungen der Form
atlxl 4+ alx® + ... 4+ ala™ = b
atxt 4+ addx® 4+ ... 4+ a2 = b
(3.1)

al'lz! + afz? + ... + aMz" = "
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Dabei sind a; und b*, 1 <3 <m, 1< j <n, Elemente von F, also a;, b e F.

(ii) Das System heift homogen, falls b' = ... = ™ = 0 gilt und sonst inhomo-
gen.

(iii) Ein n-Tupel (£1,...,£") € F™ heifit Lésung des linearen Gleichungssystems,
wenn alle Gleichungen des Gleichungssystems erfiillt sind, wenn wir die Zahlen
& statt o' fiir 1 < i < n einsetzen.

Bemerkung 3.1.3. Anders als in vielen Biichern iiber lineare Algebra schreiben

wir einen Index der Koeflizienten a§ nach oben. (aé hier entspricht a;; in solchen

Biichern.) Dies bedeutet keine Potenzierung und ist eine in der Differentialgeometrie
und Physik (Einsteinsche Summenkonvention) iibliche Schreibweise.

Theorem 3.1.4. Sei (H) ein homogenes lineares Gleichungssystem wie in (3.1).
Dann bildet die Menge der Lésungen von (H) einen Unterraum von F™.

Beweis.
(i) Es ist klar, dass 0 = (0,...,0) € F™ eine Losung von (H) ist.
(i) Seien (£%,...,€") und (nt,...,n") Losungen von (H). Sei A € F. Nach Vor-
aussetzung gilt fiir alle 1 <7 <m

(3.2) aiet +abe? .. +alem =0,
(3.3) aﬁnl + aénQ 4+ ... 4+ a;n" =0.
Wir addieren (3.2) und (3.3) und erhalten
ai (€' +n") +ay(E+ ) + .. +aL (€ + ") =0.

Somit ist (€' +nt, ..., &" +n™) ebenfalls eine Losung von (H).
(iii) Multipliziere (3.2) mit A und erhalte

ai(AEY) +ay(AE%) + ...+ ay, (AE") = 0.
Daher ist (A&L, ..., A™) auch eine Losung von (H). O

Bemerkung 3.1.5. Sei (L) ein lineares Gleichungssystem wie in (3.1). Dann be-
zeichnen wir das homogene lineare Gleichungssystem, das aus (3.1) entsteht, wenn
wir die Koeffizienten b° durch 0 ersetzen als das zugehorige homogene System (HL).

Bemerkung 3.1.6. Fiir n-Tupel verwenden wir die Abkiirzungen
n=m"n?. "),
(=3 M)y
und definieren
n+C=m + P+ ()
sowie fiir A € F
A=At A2 ).

Theorem 3.1.7. Sei (L) ein lineares Gleichungssystem wie in (3.1) und bezeichne
(HL) das zugehirige homogene lineare Gleichungssystem. Dann ist die Menge M
aller Losungen von (L) entweder die leere Menge oder ein affiner Unterraum des
F"™ der Form M = { + My, wobei My die Lésungsmenge von (HL) und (¢ eine
beliebige Losung von (L) sind.

Beweis. Sei M # (). Wahle £ € M beliebig.
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(i) Sei & € My beliebig. Addiere
¢+ a5 (T =t
und
aiét + a5 + .. +an" =0
und erhalte
ai (¢ +€") +a(C* + )+ +an (¢ + €M) =0
Somit folgt ¢ + My C M.
(ii) Umgekehrt ist zu zeigen, dass fiir jede Losung z € M der Vektor n — ¢ =
1+ (—1)( ein Element von M, ist. Subtrahiere dazu
ai¢t +abt . al " =0
von
aint +abn? 4+ .. Falnm =0
und erhalte

ay(n' — ¢ +ay(n? = )+ a (" = (") =0.
Wir erhalten die zweite Behauptung. O

Lemma 3.1.8. Sei (L) ein lineares Gleichungssystem. Dann ist die Losungsmenge
unter den folgenden Operationen invariant, d. h. unverdndert.

(i) Vertauschen von Gleichungen.
(ii) Multiplikation einer Gleichung mit A\ € F, X # 0.
(i) Wir addieren das A-fache der j-ten Gleichung zur i-ten Gleichung.

Beweis. Sei Ly die Losungsmenge von (L) und sei Ly die Losungsmenge des Sys-
tems, das wir erhalten, wenn wir die jeweilige Operation anwenden.

(i) Klar.

(ii) Fir jede Zahl A € F gilt Ly C L. Ist A # 0, so erhalten wir durch Multiplika-
tion derselben Gleichung mit % gerade wieder (L). Somit gilt auch Ly C L,
insgesamt also Ly = Ls.

(iii) Auch hier ist L; C Lo wieder klar. Addition des (—\)-fachen der j-ten Glei-
chung zur i-ten Gleichung liefert wieder (L), also gilt auch Ly C L; und daher
ist auch hier wieder L1 = L. O

3.2. Gaufisches Eliminationsverfahren. Das Gaufssche Eliminationsverfahren
erlaubt es, allgemeine lineare Gleichungssysteme zu 16sen oder nachzuweisen, dass
sie keine Losung besitzen.

Definition 3.2.1 (Zeilenstufenform). Sei (L) ein lineares Gleichungssystem in der
Form (3.1). Dann ist (L) in Zeilenstufenform, falls ,in jeder Zeile links mehr Nullen
als in der Vorgéngerzeile stehen®, d. h. setzen wir

o 1<i<n1<i<m,
J b, j=n+11<i<m,
so ist die Anzahl der ,links stehenden Nullen* in Zeile ¢ durch

N(i) = max {k € {0,1,...,n +1}: A =0 fiir 1 <j <k}

definiert und wir fordern, dass es ein iy € {0, ..., m—1} gibt, so dass N(i) < N(i+1)
fiir alle 1 <7 <ip und N(i) =n+ 1 fiir igp < i < m gelten.
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Wir verwenden
N={0,1,2,...} und N'=Ny,=N)\{0}.

Theorem 3.2.2 (Gaufssches Eliminationsverfahren).

Sei (L) ein lineares Gleichungssystem wie in (3.1). Dann ldsst sich (L) mit endlich
vielen Operationen aus Lemma 3.1.8 in ein lineares Gleichungssystem (G) der Form
(3.1) umformen, so dass (G) in Zeilenstufenform ist. (L) und (G) haben dieselbe
Losungsmenge.

Beweis. Die Gleichheit der Losungsmengen folgt direkt nach Lemma 3.1.8.

Wir zeigen nun per Induktion nach der Anzahl der Spalten bzw. der Variablen,
dass dies stets moglich ist.

Wir betrachten zuerst den Fall einer Variablen. Dann haben wir ein Gleichungs-
system der Form

al'zt =b™.
Ist ein a{ # 0, so diirfen wir nach Vertauschung der Zeilen annehmen, dass al # 0

2 2
gilt. Addiere nun —%-mal die erste Zeile zur zweiten, —-mal die erste Zeile zur
1 1

i-ten. Damit haben wir das obige System auf eine Form mit ai =0fir2<i<m
gebracht. Wir behalten die Bezeichnungen bei. Ist ein b* # 0, so diirfen wir nach
Zeilenvertauschung ohne Einschrankung annehmen, dass dies b2 ist. Falls fiir alle
2 <4 < mauch b’ = 0 gilt, so sind wir fertig. Nehme daher an, dass dieser Fall nicht
eintritt. Wir addieren nun —Z—z-mal die zweite Zeile zur dritten und —%-mal die
zweite Zeile zur i-ten. Das Ergebnis ist ein Gleichungssystem in Zeilenstufenform.

Sei nun die Anzahl der Variablen n in (3.1) grofer als eins. Nach Umordnen
der Gleichungen diirfen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass al # 0 gilt. (Gibt
es nimlich keinen Koeffizienten a! in der ersten Spalte, der nicht verschwindet, so

folgt die Behauptung per Induktion.) Addiere nun —%—mal die erste Zeile zur i-ten.
1

Wir bezeichnen die Koeffizienten im neuen linearen Gleichungssystem wieder mit
a}. Dann gilt o} = 0 fiir 2 < ¢ < m. Nach Induktionsvoraussetzung kdnnen wir den
Block ab der zweiten Gleichung in einem System der Form

atzt + adz? + ... + ala® = bt
asx®> + ... + aZa" b2
agx® + ... + arz™ = bm.

in Zeilenstufenform bringen. Die Behauptung folgt daher.

Nach Multiplikation der i-ten Zeile mit — L wie in Definition 3.2.1 diirfen
N(i)+1

wir zusétzlich ohne Einschrinkung annehmen, dass das Gleichungssystem in Zei-
lenstufenform A?V(Z‘) 41 = Lerfiillt (falls N(i) < n ist), dass also der erste von Null
verschiedene Koeffizient gleich 1 ist, falls die Gleichung nicht 0 = 0 lautet. ]

Lemma 3.2.3. Sei (L) ein lineares Gleichungssystem der Form (3.1) in Zeilenstu-
fenform.
(i) Dann besitzt (L) genau dann eine Liésung, wenn (L) keine Zeile der Form
0 = b mit b’ # 0 enthiilt.
(ii) Die Losung ist eindeutig, falls eine Losung existiert, N(i) = i—1 fir1 <i <m
mit N (i) wie in Definition 3.2.1 und n = m gelten.
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Beweis.

(i) Damit (L) eine Losung besitzt, darf keine Zeile der Form 0 # 0 auftreten.
Nehme dies an. Dann hat die letzte Zeile, die nicht die Form 0 = 0 hat, die
Form

aiz® + . 4ala" =1
mit a} # 0. Withle €571 ... €™ beliebig und setze
1

ek = oy (bi — (a}zﬁlﬁk"'l + ...+ a;g")) .
k
(€F, ..., €") 16st diese letzte Gleichung. Ersetze nun z¥,... 2™ im restlichen
Gleichungssystem durch ¢%,...,£". Dieses Gleichungssystem hat nun eine

Gleichung weniger als das bisher betrachtete. Per Induktion finden wir da-
her eine Losung.

(i) Gilt N(1) =0, N(2) =1, ..., so sind séimtliche £’ beim Losen des Gleichungs-
systems von unten eindeutig bestimmt. Daher ist die Losung eindeutig. [

Korollar 3.2.4. Sei (H) ein homogenes lineares Gleichungssystem der Form (3.1)
mit m < mn, also mit weniger Zeilen als Variablen. Dann besitzt (H) eine nichttri-
viale Losung, d. h. eine Lésung (£1,...,&") # (0,...,0).

Beweis. Wir bringen das Gleichungssystem in Zeilenstufenform. Wegen m < n gibt
esein i <mmit N(i)+2 < N(i+1) und N(i) + 2 < n oder es ist N(m) <n — 2.
Losen wir das Gleichungssystem also wie in Lemma 3.2.3, so ist ¢N(H12 bzw. £
frei wéhlbar. U

Korollar 3.2.5. Sei (L) ein beliebiges lineares Gleichungssystem wie in (3.1) mit
m =n, also mit genausovielen Gleichungen wie Variablen. Dann gilt

(i) Besitzt (HL) nur die triviale Losung, so besitzt (L) genau eine Losung.
(i) Besitzt (HL) eine nichttriviale Losung, so besitzt (L) entweder keine oder min-
destens so viele Losungen wie der Korper Elemente besitzt.
(Dieser Teil gilt mit unverdndertem Beweis auch fir m # n.)

Aquivalent dazu ist, dass (L) entweder eindeutig losbar ist, oder (HL) eine nicht-
triviale Losung besitzt.

Beweis. Verfahren wir wie in Theorem 3.2.2, so erhalten wir dasselbe homogene
lineare Gleichungssystem, egal ob wir zunéichst (L) auf Zeilenstufenform bringen
und dann das homogene lineare Gleichungssystem dazu betrachten oder ob wir (HL)
auf Zeilenstufenform bringen. Daher diirfen wir ohne Einschrénkung annehmen,
dass (L) bereits in Zeilenstufenform ist.

(i) Besitzt (HL) nur die triviale Losung, so hat (L) die Gestalt

atx! + al2® + ... + alz™ = bt
atx® + ... + aia" = b

n .M — n

apx™ = b".

mit a! # 0 fiir 1 <4 < n, hat also ,obere Dreiecksgestalt”. Nach Lemma 3.2.3
besitzt (L) daher eine eindeutige Losung.

(ii) Sei n = (n',...,n") eine nichttriviale Losung des homogenen linearen Glei-
chungssystems (HL), also eine Lésung mit (n',...,n") # (0,...,0). Nehme
an, dass (L) eine Losung € = (£1,...,£"™) besitzt. Dann sind £ + M\ fiir alle
A € F Losungen von (L). Die Behauptung folgt. O
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3.3. Matrizen.

Definition 3.3.1. Eine (m x n)-Matrix A ist ein Element in F™™. Wir schreiben

A € F"*" . A hat m-n reelle Komponenten, die wir mit a;'-, 1<i<m,1<j<n,

bezeichnen: A = (a%) oder genauer A = (a})1<i<m . Wir stellen Matrizen wie folgt
1<5<n

graphisch dar:

1 1 1 1
a% a% ag . ag
ai a3 a3 ... a;

A= . .
m m m m
R ap,

Der obere Index bezieht sich auf die Zeilen, der untere auf die Spalten der Matrix.
ag- steht daher in Zeile ¢ und Spalte j.

(i) Seien A, B zwei (m x n)-Matrizen mit Komponenten aé bzw. b; Wir definieren
die Summe durch

A+ B:= (a}+1b}),
also durch komponentenweise Addition.

(ii) Sei A € F. Wir definieren das Produkt einer Matrix mit einer reellen Zahl
komponentenweise durch

A = ()\aé) .

Bemerkung 3.3.2. Wir konnen n-Tupel £ € F™ als (1 x n)-Matrizen auffassen.
Dann stimmen die Operationen Summieren und Produktbildung mit einer reellen
Zahl mit den fiir n-Tupel bereits definierten Operationen tiberein.

Definition 3.3.3. Eine (n x n)-Matrix heifit quadratische Matrix. Die (n x n)-
Matrix

100 ...0
010 ...0
r—lo o1 0
000 ... 1

heifst Einheitsmatrix der Ordnung n. Man schreibt auch I = 1. Wir definieren
das Kroneckersymbol durch
5; e { ) 1 J7
0, sonst.
Dann gilt I = (6;)

Eine quadratische Matrix heifst Diagonalmatrix, falls a§ = 0 fiir ¢ # j gilt. Die
Elemente a! heifen Diagonalelemente.

Definition 3.3.4 (Matrixmultiplikation). Sei A eine (m x n)-Matrix und B eine
(n x p)-Matrix, wie bisher mit Eintragen (a’) und (b,). Wenn die Spaltenzahl von
A mit der Zeilenzahl von B wie angegeben iibereinstimmt, so definieren wir das

Produkt C' = AB, eine (m x p)-Matrix (c}), fiir 1 <i <m und 1 < k < p durch
b= Zaébi =albi + abb? + ...+ a’ by
j=1

(Physiker benutzen die Einsteinsche Summenkonvention und schreiben ¢ = a;'-bi.)
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Beispiele 3.3.5. Es gilt

Wie das letzte Beispiel zeigt, gilt im allgemeinen nicht AB = BA, selbst, wenn
beide Verkniipfungen definiert sind. Gilt AB = BA, so sagen wir, dass die beiden
Matrizen vertauschen oder kommutieren.

Lemma 3.3.6. Sei A eine (m x n)-Matriz, B,C seien (n x p)-Matrizen, D eine
(p x q)-Matriz und A € F. Dann gelten die Rechenregeln

A(B +C) =AB + AC,
(M)B = \(AB) = A(\B),
A(BD) = (AB)D.

Beweis. Es gilt

AB+C) = Zaé(bi—&—cﬂ) = Zaﬁb{% + Za;c}c
j=1 1<i<m j=1 1<i< j=1 1<i<m
1<k< 1<k<p 1<k<p
=AB+ AC,
(AA)B = [ > (Aa})b} = al(A)) =A() alb] ,
j=1 1<i<m j=1 1<i<m j=1 1<i<m
1<k<p 1<k<p 1<k<p
—A(AB) —\(AB)
n P n
aop) = (o (S )| - (3 ()
j=1 k=1 1<i<m k=1 \j=1 1<i<m
1<1< 1<i<
=(AB)D. O

Bemerkung 3.3.7. Sei

ein lineares Gleichungssystem. Wir definieren die Koeffizientenmatrix A und die
augmentierte Koeffizientenmatrix A’ zu diesem linearen Gleichungssystem durch

1 1 1 1 1 1 1
a;  ay; ... a a; az ... a, b
a® a2 ... & a? a2 ... a2 b?
1 2 n ’ 1 2 n
. und A’ =
m m m m m m m
al* ayt ... ap al* aj ar b



4.1. LINEARE UNABHANGIGKEIT 33

(In A’ verwendet man gelegentlich auch einen senkrechten Strich vor der letzten
Spalte.) Definiere weiterhin

bl 171

b2 x?
b= und z =

bm™ x™

Dann kénnen wir das Gleichungssystem in der Form
Ax =1

schreiben.

4. STRUKTUR VON VEKTORRAUMEN
4.1. Lineare Unabhingigkeit.

Definition 4.1.1.

(i) Sei {a1,...,a,} eine endliche Familie von Vektoren in einem F-Vektorraum.
Dann heifst {aq,...,a,} linear unabhéngig, wenn aus

zn: Na; =0
=1

fiir A € F bereits A! = ... = A" = 0 folgt. Andernfalls heift diese Familie
linear abhingig.
Wir sagen auch, dass die Vektoren aq,...,a, linear unabhéngig sind.
(ii) Eine beliebige Familie heifst linear unabhéngig, wenn dies fiir jede endliche
Teilfamilie {aq,...,a,} gilt. Andernfalls heifst sie linear abhéingig.

Beispiele 4.1.2.
(i) {a} ist genau dann linear unabhéngig, wenn a # 0 gilt.
(ii) Ist S linear abhéngig und S C T, so ist T linear abhéngig.
(iii) {a+tb: t € R} beschreibt genau dann eine Gerade, die den Ursprung 0 nicht
enthilt, wenn a, b linear unabhéngig sind.
(iv) Die Menge {(2,-1,1),(1,0,0),(0,2,1)} = {a1,a2,as} ist linear unabhéingig,
denn fiir eine Linearkombination der Null gilt 0 = Ma; + A2as + Aas3, also

224+ A%+ = 0,
-\t + 23 = 0,
Al + A3 0

und diese lineare Gleichungssystem besitzt nur die Nulllosung.

(v) Sei e; = (0,...,0,1,0,...,0) mit Eintrag 1 an der Stelle 7. Dann sind die
Vektoren {eq,...,e,} in F™ linear unabhéngig.

(vi) {1,X, X2 X3 ...} sind in R[X] linear unabhéngig.

Theorem 4.1.3. Eine Familie von Vektoren {a1,...,a,} ist genau dann linear un-
abhdngig, wenn sich keiner der Vektoren als Linearkombination der anderen schrei-
ben ldsst.

Bewets.
(i) Sei zunéchst ohne Einschrankung



34 4. STRUKTUR VON VEKTORRAUMEN

fir X' € F,i=2,...,n. Setze \! := —1. Dann gilt

zn: /\iai =0
i=1

mit A\' = —1 # 0. Somit ist die Familie {ay, ..., a,} linear abhingig.

(ii) Gelte
n
Z /\iai =0
i=1
und sei ohne Einschrinkung A # 0. Dann folgt

a; = —% Z )\iai.
1=2

Somit haben wir a; als Linearkombination der iibrigen Vektoren dargestellt.
O

Theorem 4.1.4. FEine Familie S von Vektoren ist genau dann linear unabhdngig,
wenn jedes a € (S) nur auf genau eine Art und Weise linear aus den Vektoren aus
S kombiniert werden kann.

Bewets.

(i) Insbesondere ist 0 € (S). Der Nullvektor lésst sich als Linearkombination mit
Koeffizienten 0 schreiben. Da dies nach Voraussetzung die einzige Méglichkeit
ist, sind die Vektoren in S linear unabhéngig.

(ii) Sei ein Vektor auf zwei verschiedene Arten dargestellt, gelte also

n n
Z Na; = Z pla;
i=1

i=1
mit (AL, ... A") # (ph, ..., p"). Dann ist

n

Z(/\if,ui)aiZO

i=1
eine nichttriviale Linearkombination der Null. Die Vektoren sind also linear
abhéngig. O
4.2. Basen.

Definition 4.2.1. Sei V ein Vektorraum. Dann ist S C V eine Basis von V', wenn
S linear unabhéngig ist und (S) =V gilt.

Beispiele 4.2.2.
(i) {e1,...,en} ist eine Basis des F", die Standardbasis von F™.
(i) {1,X,X?2, ...} ist eine Basis von F[X].

Als Korollar zu Theorem 4.1.4 erhalten wir

Korollar 4.2.3. S C V st genau dann eine Basis von V, wenn sich jeder Vektor
in eindeutiger Weise als Linearkombination von Vektoren aus S schreiben ldsst.

Theorem 4.2.4. Sei S C V linear unabhingig. Sei b € V. Ist b & (S), so ist
S U{b} linear unabhingig.

Beweis. Sei {ai,...,a,} eine endliche Teilmenge von S. Zeige, dass {aq,...,an,b}
linear unabhéngig ist: Gelte

,U,b + i)\iai =0.

=1
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Dann folgt zunéchst p = 0, denn sonst wére b als Linearkombination der {a;}
darstellbar. Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit von S folgt dann aber auch
AP = 0 fiir alle 4. Somit ist S U {b} linear unabhiingig. O

Mit Hilfe dieses Satzes kann man linear unabhéngige Teilmengen sukzessive ver-
grofern.

Definition 4.2.5. Sei S C V linear unabhéngig. Dann heifft S maximal oder
maximal linear unabhéngig, wenn S U {b} fiir jedes b € V'\ S linear abhéngig ist.

Theorem 4.2.6. Sei S C V. Dann ist S genau dann eine Basis von V, wenn S
linear unabhdngig und maximal ist.

Beweis.

(i) Sei S maximal und linear unabhéngig. Gébe es b € V' \ (), so wire S U {b}
nach Theorem 4.2.4 auch linear unabhingig. Dies widerspricht der Maxima-
litdt. Somit gibt es kein solches b und wir erhalten (S) = V. Da S nach
Voraussetzung linear unabhingig ist, handelt es sich um eine Basis.

(ii) Ist S eine Basis, so ist S nach Definition linear unabhéngig. Da jedes b € V
eine Linearkombination von Vektoren aus S ist, ist SU{b} fiir beliebiges b € V'
nach Theorem 4.1.3 linear abhéngig. Somit ist S bereits maximal. t

Wir zeigen der Ubersichtlichkeit halber zuniichst, dass jeder endlich erzeugte
Vektorraum eine Basis besitzt.

Theorem 4.2.7. Sei V ein endlich erzeugter Vektorraum. Dann besitzt V' eine
Basus.

Beweis. Sei S = {a1,...,a,} C V ein endliches Erzeugendensystem. Ist S linear
unabhingig, so sind wir fertig. Sonst gibt es ein ig € {1,...,n} und X\’ € F,
1 <i<n, mit A # 0 und 0 = Y MNa;. Somit ist a;, eine Linearkombination
i=1
von S1 = {a1,...,Gi,—1,Qig+1,---,an}. Nach Theorem 2.4.5 folgt (S) = (Si).
Induktiv erhalten wir so, wie wir aus S die Menge S; gewonnen haben, aus S;
eine Menge Sy, dann aus S; eine Menge Ss, .... Da S endlich ist, bricht dies
irgendwann einmal ab und wir erhalten ein k, so dass Sy linear unabhéingig ist.
Wegen V = (S) = (S1) = ... = (Sg) ist Sk eine Basis von V. O

Das Zornsche Lemma erlaubt uns nun, zu zeigen, dass jeder Vektorraum eine
Basis besitzt. Das Zornsche Lemma ist dquivalent zum Auswahlaxiom. Dies wird
in einer Vorlesung iiber Logik oder Mengenlehre bewiesen.

Lemma 4.2.8 (Zornsches Lemma). x Sei A nichtleer und < eine Halbordnung
auf A. Besitzt jede total geordnete Teilmenge B eine obere Schranke in A, also ein
B €A mith<p firalleb € B, so besitzt A mindestens ein mazximales Element m.
(m ist mazimales Element von A, falls aus m < a, a € A stets a = m folgt.)

Theorem 4.2.9. Sei V ein Vektorraum. Dann besitzt V' eine Basis.

Nach Konvention ist @) die Basis von {0}, da > = 0 gilt.
U

Beweis. Die Relation C ist eine Halbordnung auf P(V) und daher auch auf der
Menge aller linear unabhéngigen Teilmengen U von V. Sei also {A4;};cr eine total
geordnete Teilmenge von U, gelte also stets A; C A; oder A; C A;. Setze A :=
J A;. Wir behaupten, dass A eine obere Schranke fiir {A; };¢s ist. A; C A ist klar.
iel

Zur linearen Unabhingigkeit: Seien ai,...,a, € A und gelte > Ma; = 0. Dann

=1
gibt es Mengen Aj;;y mit a; € Aj(;). Es gilt Ajq) C Ajo) oder Ajo) C Aj(r). Setze
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k(2) := j(2), falls Ajq) C Aj(9) gilt und sonst k(2) := j(1). Dann gilt A;;) C Ay
fiir alle i = 1, 2. Gelte per Induktion bereits A;;y C Ay fiir 1 <4 < p und fiir ein
k(p) € {7(1),...,j(p)}. Gilt auch Aj;q,1 1) C Ag(py, s0 setze k(p + 1) := k(p), sonst
k(p+1) = j(p+1). Es folgt Aj) C Ay fiir 1 <4 < p+ 1. Somit gibt es einen
Index k(n) € {j(1),...,7(n)} mit a; € Ay fiir alle 1 < i < n. Damit sind die
Vektoren {a;}1<i<n linear unabhéngig, A ist also eine obere Schranke der (A4;);e;s.

Das Zornsche Lemma impliziert nun, dass es ein maximales B € U gibt. Nach
Theorem 4.2.6 folgt (B) = V. Damit ist B ein maximales linear unabhingiges
Erzeugendensystem von V' und somit eine Basis von V. (]

Definition 4.2.10. Sei S ein Erzeugendensystem von V. Dann heifft S minimal,
falls es keine echte Teilmenge von S gibt, die ebenfalls V' erzeugt.

Theorem 4.2.11. Eine Familie S von Vektoren ist genau dann eine Basis von V,
wenn S ein minimales Erzeugendensystem von V ist.

Bewets.
(i) Ist S nicht minimal, so gibt es b € S, so dass S\ {b} ebenfalls ein Erzeugen-
densystem von V ist. Insbesondere gilt dann aber auch

b= i: )\iai
i=1

fiir spezielle \',...\" € F, ay,...,a, € S\ {b}, n € N. Bringen wir b auf die
andere Seite, so widerspricht dies der linearen Unabhéngigkeit von S. Somit
ist eine Basis minimal.

(ii) Sei S ein minimales Erzeugendensystem. Ist S nicht linear unabhéngig, so gibt
es ay,...,an € Sund \,... A" € F, n € N, mit

Zn: )\iai =0
=1

und (AL,...,;A\") # (0,...,0). Nehme ohne Einschrinkung an, dass A\; # 0

ist. Dann lasst sich a; als Linearkombination von as, ..., a, schreiben. Nach
Theorem 2.4.5 gilt (S) = (S'\ {a1}). Somit ist S nicht minimal. Widerspruch.
Die Behauptung folgt. (]

Korollar 4.2.12. Sei V' Vektorraum, S C V. Nach den Theoremen 4.2.6 und
4.2.11 sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) S ist eine Basis von V,
(ii) S ist eine mazximale linear unabhdngige Teilmenge von V,
(iii) S ist ein minimales Erzeugendensystem von V.

Im endlich erzeugten Fall kénnen wir auch absteigende Folgen von Erzeugenden-
systemen betrachten um eine Basis zu bekommen.

Theorem 4.2.13. Sei S ein endliches Erzeugendensystem von V. Dann gibt es
eine Basis 8" C S von V.

Beweis. Ist S keine Basis, so ist S nach Korollar 4.2.12 nicht minimal. Somit gibt es
S1 € S, das ebenfalls ein Erzeugendensystem ist. Ist S7 keine Basis, so wiederholen
wir diesen Schritt und erhalten S, C S, .... Da S endlich ist, bricht die strikt
absteigende Folge

S2851282...28

bei einem k£ € N ab. S;, ist minimal und somit nach Korollar 4.2.12 eine Basis. [
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In den Ubungen werden wir sehen, dass dieses Vorgehen ohne die Endlichkeit
des Erzeugendensystems nicht funktioniert.
Es gilt aber auch allgemein

Theorem 4.2.14. Sei S ein Erzeugendensystem von V. Dann gibt es S’ C S, so
dass S’ eine Basis von V ist.

Beweis. Argumentiere wie im Beweis von Theorem 4.2.9, benutze aber linear un-
abhéngige Teilmengen von S statt von V. (]

Theorem 4.2.15. Sei S C V linear unabhdngig. Dann besitzt V' eine Basis B mit
S CB.

Beweis. Gehe wie beim Beweis von Theorem 4.2.9 vor, benutze aber linear unab-
héngige Teilmengen, die S enthalten statt linearen Teilmengen von V. O

4.3. Dimension.

Definition 4.3.1. Sei V ein Vektorraum mit Basis S. Ist S endlich und besitzt n
Elemente, n € N, so hat V die Dimension n, dimV = n.

Zunéchst einmal ist nicht klar, ob die Dimension wohldefiniert ist, da es verschie-
dene Basen mit unterschiedlich vielen Elementen geben kéonnte. Wir werden aber
in Theorem 4.3.3 noch zeigen, dass dies nicht der Fall ist.

Lemma 4.3.2 (Austauschsatz von Steinitz). Sei V' ein Vektorraum. Ist die Familie
{a1,...,a,} linear unabhingig und sei {b1,...,b,} ein Erzeugendensystem von V.
Dann gilt p < n und nach einer Umnummerierung der b;’s ist auch die Familie
{a1,...,ap,bpt1,...,bn} ein Erzeugendensystem von V.

Beweis. Wir beweisen per Induktion nach k, dass {ai,...,ax,bg+1,...,bn} fiir
0 < k < n nach Umnummerierung der b;’s ebenfalls ein Erzeugendensystem von V'
ist. (Wére p > n, so folgte aus diesem Beweis, dass insbesondere {a1,...,a,} ein
Erzeugendensystem von V ist. Dann wire aber a,4; aus a1, ..., a, linear kombinier-
bar. Widerspruch.) Fiir k = 0 ist die Aussage klar. Sei also {a1, ..., ak, bgt1,...,bn}
ein Erzeugendensystem von V. Es gibt also eine Linearkombination davon, die a1

darstellt
k n
g1 = Z/\iai + Z /.tjbj.
i=1 j=k+1
Da ap;1 # 0 ist und da die a;’s linear unabhiingig sind, ist ein u/ # 0, ohne
Einschriankung p**! # 0. Daher ist byy1 € (a1,...,ars1,bp42,.-.,bn). Setze S :=

{a1,...,ak,bgt2,...,b,}. Nach Theorem 2.4.5 erhalten wir
(SU{bg+1}) = (S U{art1, br1}) = (SU{ars1}).
Die Behauptung folgt nun per Induktion. O

Aufgrund des folgenden Theorems ist die Dimension wohldefiniert.

Theorem 4.3.3. Sei V ein Vektorraum mit Basen S und T. Habe S endlich viele
Elemente n, n € N. Dann besitzt T' ebenfalls n Elemente.

Beweis. Seien |T'| und |S| die Anzahlen der Elemente von T bzw. S. Dann gilt nach
Lemma 4.3.2 |T'| < |S| und |S| < |T|. Die Behauptung folgt. O

Korollar 4.3.4. Sei 'V ein n-dimensionaler Vektorraum. Dann gelten folgende Aus-
sagen.

(i) Jedes Erzeugendensystem von V besitzt wenigstens n Vektoren.

(i) Jede Familie von strikt mehr als n Vektoren ist linear abhdngig.
(i1i) Jedes Erzeugendensystem aus n Vektoren ist eine Basis von V.
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(iv) Jede Familie von n linear unabhdingigen Vektoren ist eine Basis von V.

Beweis.

(i) Nach Theorem 4.2.14 giibe es zu einem Erzeugendensystem mit weniger als
n Elementen auch eine Basis mit weniger als n Elementen. Widerspruch zu
Theorem 4.3.3.

(ii) Nach Theorem 4.2.15 kénnte man sonst diese Menge zu einer Basis mit mehr
als n Elementen ergénzen. Dies widerspricht wiederum Theorem 4.3.3.

(iii) Ein minimales Erzeugendensystem ist eine Basis.
(iv) Eine maximale linear unabhéngige Familie ist eine Basis. t

Korollar 4.3.5. Sei W ein Unterraum eines Vektorraumes V- mit dimV = n.
Dann gilt dimW < dim V' und Gleichheit gilt genau dann, wenn V. =W ist.

Beweis. Sei S eine Basis von W und T mit S C T eine Basis von V. Dann gilt
|S| < |T|. Bei Gleichheit gilt S = T und die Erzeugnisse stimmen iiberein. Die
Riickrichtung ist trivial. O

Theorem 4.3.6 (Dimensionsformel). Seien U,V C W endlichdimensionale Un-
terrdume eines Vektorraumes W. Dann gilt

dimU +V =dimU +dimV —dim(U N V).

Beweis. Sei w1, ..., wamuny €ine Basis von U NV, Seien uq, ..., Udim U—dim UNV
so gewahlt, dass sie zusammen mit den w;’s eine Basis von U bilden und seien
Vly ..., VdimV—dim Uny SO gewdhlt, dass sie zusammen mit den w;’s eine Basis von
V bilden. Wir behaupten nun, dass alle diese Vektoren zusammen eine Basis von
U + V bilden. Es ist klar, dass sie U + V erzeugen. Zum Nachweis der linearen

Unabhéngigkeit sei
Zciwi —i—Zajuj + Z bkuk =0.
i j k

— S N———
=weinV —uelU =weV

Dannist v € Vund v = —w —u € U, also v € U N V. Die w;’s bilden zusammen
mit den v;’s eine Basis von V', Vektoren in U NV werden aber bereits eindeutig als
Linearkombination von w;’s dargestellt. Die obige Darstellung von v enhélt keine
w;’s. Somit ist v = 0. Ebenso ist © = 0. Die lineare Unabhéngigkeit folgt. O

4.3.1. Koordinaten.

Definition 4.3.7 (Koordinaten). Sei V' ein F-Vektorraum mit einer (geordneten)
Basis {ai,...,an}. Wir schreiben auch (aq,...,a,). Dann lisst sich nach Korollar
4.2.3 jedes a € V in eindeutiger Weise aus den a;’s linear kombinieren

n
a= E Na;,
i=1

M\ € F. Die Koeffizienten \!, ..., A" heifen Koordinaten von a beziiglich der Basis
{a1,...,a,}.

4.4. Lineare Abbildungen.

Definition 4.4.1 (Lineare Abbildung). Seien V, W zwei Vektorrdume iiber einem
Korper F. Eine Abbildung f: V — W heifst linear, falls

(4.1) fla+b)=f(a)+ f(b) fiir alle a,b € V und
(4.2) f(xa) =Af(a) fiir alle a € V, X € F gelten.
Lemma 4.4.2. Sei f: V — W linear. Dann gelten die folgenden Aussagen

(1) f(0) =0,
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(i) f (Z )\iai> = S \if(ay) fiir alle \* € F, a; €V, insbesondere ist
i=1

=1

fXa+pb) = Af(a) + pf(b)

fiir alle \,u € F und a,b € V. Diese letzte Gleichheit ist dquivalent zu (4.1)
und (4.2), auch wenn wir p =1 wdhlen.

Beweis.
(i) Benutze (4.2) mit A = 0.
(ii) Per Induktion erhalten wir

f (i )\la2> = f <)\1a1 + i )\la2>
i=1 =2
<€9ﬂAwg+f<§:x%>
1=2

(42) /\1f(a1) + Z )\if(ai) nach Induktionsannahme
i=2

i=1

Die Gleichung (4.1) erhélt man mit A = p = 1, die Gleichung (4.2) mit b = 0.

U
Beispiele 4.4.3.
(i) Die Identitdt 1 =1y : V — V|, 1(a) := a ist linear.
(ii) Seiena; EF,1<i<m,1<j<n. Dannist f: F" — F™ mit
FO=FES &)= (Y ME), (€)= aje
j=1
linear.
(iii) Seien f: V — W und g: W — X linear. Dann ist go f: V — X ebenfalls
linear.

(iv) Sei P € F[X]. Dann ist die Abbildung D (Differenzieren)
D:P[X]=> a;X' ) ia X"
=0 i=1

eine lineare Abbildung.
(v) Die Abbildung

CO([0,1]) 5 f s xH/j@ﬁ € ([0, 1))
0
ist linear.

Definition 4.4.4.

(i) Eine lineare Abbildung f: V — W heift Isomorphismus, wenn es eine
Abbildung g: W — V mit go f = 1y und f o g = 1y gibt. g heiflt die zu f
inverse Abbildung. Wir schreiben g = f~ 1.

(ii) Zwei Vektorraume V und W heifen isomorph, wenn es einen Isomorphismus
f:V = W gibt.

Bemerkung 4.4.5.
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(i) Wir werden in Lemma 4.4.6 sehen, dass g wohldefiniert ist, d. h. insbesondere
linear.

(ii) Isomorph zu sein ist eine Aquivalenzrelation auf einer Kollektion von F-
Vektorrdaumen.

Lemma 4.4.6. Sei f: V — W ein Isomorphismus. Dann ist die Inverse g: W — V
von [ eindeutig bestimmt und ebenfalls linear.

Beweis. Sei h: W — V eine weitere Abbildung mit ho f = 1y und foh = Ly.
Dann gilt fiir alle b € W

g9(b) =Ly og(b) = (ho f)og(b) =ho(fog)(b) =holw(b) = h(b).

Somit gilt h = g.
g ist linear, denn es gilt

g(a) +9(b) =1y (g(a) + ( ) =g flg(a) +g(b))

=g(fogla)+ fog(d)) da f linear ist
=g(a+0);
Ag(a) =g 0 f(Ag(a)) = g(\f o g(a) da f linear ist
=g(Aa). O

Lemma 4.4.7 (Koordinatenabbildung). Sei V' ein F-Vektorraum mit geordneter
Basis (a1, . ..,an). Dann ist die Abbildung f: V — F™,

Voa=)» Ma— (M,...\") € F",

ewn Isomorphismus.

Beweis. Da die Darstellung von a eindeutig ist, ist f wohldefiniert. Die Linearitét
von f ist klar. Die Umkehrabbildung g: F™ — V,

g\l A = Z)\iai,
i=1

ist ebenfalls offensichtlicherweise linear und zu f invers. O

Korollar 4.4.8. Sei V ein n-dimensionaler F'-Vektorraum. Dann ist V isomorph
zu F™.

Theorem 4.4.9. Sei f: V — W linear. Sei {ay,...,a,} C V linear abhingig.
Dann ist {f(a1), ..., f(an)} C W ebenfalls linear abhangig.

Beweis. Aus Y Ma; = 0 folgt mit Hilfe der Linearitit > A f(a;) = 0. O

i=1 =1

Korollar 4.4.10. Sei f: V — W ein Isomorphismus. Dann ist {a1,...,a,} genau
dann linear abhingig, wenn {f(a1),..., f(an)} linear abhingig ist.

Theorem 4.4.11. Seien V, W dber F endlich erzeugbare Vektorrdume. Dann sind
V und W genau dann isomorph, falls dimV = dim W gilt.

Beweis.

(i) Gelte zunéchst dim V' = dim W. Dann gibt es nach Lemma 4.4.7 Isomorphis-
men o: V — F™ und ¢: W — F™. Somit ist ¢)~1 o ¢o: V — W der gesuchte
Isomorphismus.
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(ii) Sei {a1,...,an} eine Basis von V. Sei f: V' — W ein Isomorphismus. Dann
ist {f(a;)} linear unabhéngig. Es ist auch eine Basis, denn sei b € W beliebig,
dann gilt

Vs f! Z)\lal

fiir geeignete A; € F. Somit ist b = f (f~1(b)) = Z Nef(a;), {f(a;)} ist also

auch ein Erzeugendensystem von W und damit e1ne Bas1s Da die Anzahl von
Basiselementen in beiden Vektorrdumen iibereinstimmt, gilt dim V' = dim W.

O

4.5. Rechenmethoden. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum, S C V end-
lich. Wir wollen folgende Fragen konkret behandeln kénnen:

(i) Ist S linear unabhéngig?

(ii) Wie findet man eine Basis von (S), falls S linear abhéngig ist?
(iii) Wie findet man eine Basis von (5), die aus Elementen von S besteht?
(iv) Gilt a € (S), d.h. ist a aus Vektoren in S linear kombinierbar?

Wegen Lemma 4.4.7 und da diese Eigenschaften sich unter Isomorphismen sich
nicht &ndern, kénnen wir ohne Einschrankung V' = F" betrachten.

Notation 4.5.1. Sei S = (a1,...,am), a; € F™.

(i) (S) == {{a1,...,am}) (Ebenso werden wir die Anordnung der Vektoren ver-

gessen, wenn es um Fragen wie z. B. lineare Unabhéngigkeit geht.)

(11) Sij = (al, ey Q15 Gy Qi Ty e ey A1, gy ATy e e ey am); Sij entsteht aus S
durch Vertauschen des i-ten mit dem j-ten Vektor.

(iii) S;(A) = (a1,...,Qi—1, A0, Aig1y- -, Qm), 0 £ X € F; S;(\) entsteht aus S
durch Multiplikation des i-ten Vektors mit A.

(iv) SU(A) = (a1,...,a;—1,a; + A@j, Qig1,s .- ,am), A € F i #£ j; S”()\) entsteht
aus S durch Addition des A-fachen des Vektors a; zu a;.

Theorem 4.5.2.
(1) Es gilt (S) = (Sij) = (Si(N)) = (Si;(N)) fiir alle X, 4,5 wie oben.
)

(i1) Ist eine der Familien S, S;;, Si(X), Si;(A) linear unabhdngig, so gilt dies auch
fiir alle anderen dieser Familien.

Beweis.
(i) (a) (S) = (S;;) ist klar.
m .
(b) Sei a = Y pFay, € (S). Dann ist Y- pFar + (+47) (Aa;) = a € (S;(N)).
=1 leFi
(Si(\) C (S) folgt analog.
(¢) Benutze nun, dass sich die Linearkombination einer Familie von Vektoren

nicht dndert, wenn man einen linear kombinierbaren Vektor hinzufiigt,
vergleiche Theorem 2.4.5.

(SYy =(at,...,ai,...,am)

=(A1,.. ., Qiy .oy G, G + Aa5)
=(a1,...,a; + Aaj,...,am), daa; = (a;+ Aaj) — Aa; gilt,
= (Si5(A)-

(ii) Sei S linear abhéngig. Man {iberlegt sich leicht, dass dann auch die anderen
drei Familien von Vektoren linear abhingig sind. Insbesondere folgt aus p'a; +
pa; =0 auch p'(a; + Aaj) + (1 — pX) a; = 0.
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Sei umgekehrt eine der Familien S;;, S;()), Sij(A\) linear abhéngig. Die
Operationen, die von S zu dieser Familie gefiihrt haben, sind mit Hilfe der-
selben Operationen invertierbar: Ist T = S;;, so ist T;; = S; ist T = S;(\), so
ist 7; (5) = S ist T = S;;(A), so ist T;;(—A) = S. Somit ist in diesem Fall

auch S linear abhéngig. Die Behauptung folgt. O
Definition 4.5.3. Seien a’ = (ai,...,a’), 1 <i < m, Zeilenvektoren und
al a} ... dl
ai 43 ... a2
a® ayt ... al

die aus diesen Zeilenvektoren bestehende Matrix. Dann heifit der von den Zeilen
(at,...,a%) in F™ erzeugte Unterraum Zeilenraum der Matrix A. (Analog heifit
der von den Spalten in F™ erzeugte Unterraum Spaltenraum der Matrix A.)

In Analogie zu den Operatoren auf Erzeugendensystemen definieren wir die fol-

genden elementaren Zeilenoperationen:

(i) Vertausche die Zeilen ¢ und j.

(ii) Ersetze die i-te Zeile durch das A-fache der i-ten Zeile fiir 0 # A € F.
(iii) Ersetze die i-te Zeile a’ durch a® + A\a’ fiir j #4 und \ € F.

Wie bei linearen Gleichungssystemen sagen wir, dass eine Matrix in Zeilenstu-
fenform ist, wenn die Anzahl der links stehenden Nullen von Zeile zu Zeile strikt
wachst oder eine Zeile und alle folgenden Zeilen nur Nullen enthalten.

Theorem 4.5.4. Eine (m x n)-Matriz A ldsst sich auf Zeilenstufenform bringen.

Beweis. Verfahre so wie beim Beweis, dass sich ein lineares Gleichungssystem auf
Zeilenstufenform bringen ldsst. U

Lemma 4.5.5. Sei A eine (m x n)-Matriz. Bringt man A auf Zeilenstufenform,
so bilden die Nicht-Null-Zeilen eine Basis des Zeilenraumes von A.

Beweis. Nach Theorem 4.5.2 dndern elementare Zeilenumformungen den Zeilen-
raum einer Matrix nicht. Da in Zeilenstufenform die Nicht-Null-Zeilen eine Basis
des Zeilenraumes bilden, folgt die Behauptung. 0

Beispiel 4.5.6. Mit Hilfe elementarer Zeilenumformungen wollen wir den Zeilen-
raum bestimmen. Wir erhalten

2 4 -1 7 1 2 2 1
-1 -2 1 -4 -1 -2 1 -4
1 2 2 11’12 4 -1 7
3 6 3 6 3 6 3 6
1 2 2 1 12 2 1

00 3 =3 0 01 -1

00 -5 51’10 0 0 O

00 -3 3 0 0 0 O

4.6. Anwendungen auf lineare Gleichungssysteme. Gleichungen der Form
a1zt +asx? + ... +az” =b
bilden unter den Verkniipfungen
(arz + ... 4 ap2™ = b)+
(dizt + ...+ a2 =b) =((ar +a))z' + ...+ (a, + d))z" = (b+ 1)),
Mayz' + ...+ apz™ =b) i=((Aar)zt + ...+ (Nap)z"™ = (\b))
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einen Vektorraum V. f: V — F"*1 mit
(a1 + ... 4+ ap2™ =b) = (a1,...,an,b)

ist ein Isomorphismus.

Sei nun ein lineares Gleichungssystem gegeben. Eine Losung des Gleichungssys-
tems 16st auch alle Gleichungen im von den linearen Gleichungen erzeugten Unter-
raum U (und eine Losung aller Gleichungen des Unterraumes ist auch eine Losung
des urspriinglichen linearen Gleichungssystems). Wenden wir dies zweimal an, so
sehen wir: Sei S eine Basis von U. Dann ist « genau dann eine Losung des urspriing-
lichen Gleichungssystems, wenn x alle Gleichungen in S erfiillt.

Technisches Vorgehen: Um

n
> apbt =0
k=1

fir alle 1 < 4 < m zu 16sen, kénnen wir alle Losungen der Matrix bestimmen, die
wir erhalten, wenn wir

1 1 1 1
a% ag e ag b2
ai aj ... ar b

m m m m
af* ayt ... al b

auf Zeilenstufenform gebracht haben. Dies ist einfach, wenn wir die Gleichungen
von unten nach oben betrachten und das bisherige Ergebnis jeweils in die weiter
oben stehenden Gleichungen einsetzen.

4.7. Der Rang.
Definition 4.7.1. Sei A eine (m x n)-Matrix

1 1 1

a% a% e ag

; ai a5 ... a.

A= ((lj> 1<i<m — .

1<j<n
m m m
ap a3 an,
iiber F'.
(i) Dann ist der Zeilenrang die Dimension des von den Zeilen b',... ™, bt =
(a},...,al), in F™ erzeugten Vektorraumes.
(ii) Der Spaltenrang ist die Dimension des von den Spalten dy, ..., d,,
al

erzeugten Vektorraumes in F. Der von den Spalten erzeugte Vektorraum
heiftt Spaltenraum von A.
(iii) Der Rang einer Matrix A ist der Zeilenrang von A, rang A.

Die Begriffsbildung bei der letzten Definition ist sinnvoll, denn es gilt

Theorem 4.7.2. Sei A eine Matriz. Dann ist der Zeilenrang von A gleich dem
Spaltenrang von A.

Beweis. Wir wollen die Matrix auf Zeilenstufenform bringen. Fiir Matrizen in Zei-
lenstufenform gilt die Behauptung offensichtlicherweise. Zeige also noch, dass sich
weder Zeilenrang noch Spaltenrang unter elementaren Zeilenumformungen éndern.

Da sich sogar der Zeilenraum einer Matrix unter elementaren Zeilenumformungen
nicht &dndert, bleibt auch der Zeilenrang konstant.
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Unter elementaren Zeilenumformungen kann sich der Spaltenraum &ndern. Sei

eine lineare Abhéngigkeit der Spalten. Dann bleibt diese unter elementaren Zeilen-
umformungen erhalten. Der Spaltenrang wird unter elementaren Zeilenumformun-
gen also héchstens kleiner. Da sich elementare Zeilenumformungen aber invertieren
lassen, bleibt er gleich.

Die Behauptung folgt. O

Definition 4.7.3. Sei A eine (n x n)-Matrix. Dann heifft A

(i) reguldr, falls rang A = n ist,
(i) sonst heifit sie singulér.

Theorem 4.7.4. Sei A eine (n X n)-Matriz. Dann sind die folgenden Aussagen
adquivalent:
(i) A ist reguldr,
(i) rang A = n,
(iii) die Zeilen sind linear unabhdngig,
(iv) die Spalten sind linear unabhdngig,
(v) das lineare Gleichungssystem Ax = 0 hat nur die triviale Losung.

Beweis. Nach Definition und Theorem 4.7.2 ist nur noch die Aquivalenz zur aus-
schliefslich trivialen Losbarkeit zu zeigen.

Az = 0 besitzt genau dann eine nichttriviale Losung, wenn die Spalten von A
linear abhangig sind. U

Theorem 4.7.5. Sei Ax =0 ein lineares homogenes Gleichungssystem mit n Un-
bekannten. Dann hat der Raum der Losungen die Dimension n — rang A.

Beweis. Bringe das Gleichungssystem auf Zeilenstufenform. Dann kann man die
Aussage direkt am Gleichungssystem ablesen. O

Theorem 4.7.6. Sei Az = b ein inhomogenes lineares Gleichungssystem. Sei (A|b)
die augmentierte Matriz. Dann ist das Gleichungssystem genau dann losbar, wenn
rang A = rang(A|b) gilt.

Beweis. Ist Ax = b l6sbar, so ist b eine Linearkombination der Spalten von A.
Somit dndert sich der Spaltenrang durch Hinzunahme der Spalte b nicht.

Der Spaltenraum von A ist im Spaltenraum von (A|b) enthalten. Da die Dimen-
sionen nach Voraussetzung iibereinstimmen, ist b im Spaltenraum von A enthalten.
Die Linearkombination von b aus den Spalten von A liefert gerade die Losung x. [

4.8. Basiswechsel.

Herleitung 4.8.1. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum {iber F' mit geordneten
Basen S = (a1, ...,an) und T = (by,...,b,). Sei £ € V und gelte

ST S
i=1 k=1
Aufgrund der Basiseigenschaft gibt es Zahlen (di»

3 1< jen IE
n
a; = § dlby,.
k=1
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Wir wollen nun herleiten, wie sich die Koeffizienten ()\Z) aus den Koeffizienten (uk')
bestimmen lassen. Es gilt

£ = i)\iai = Z Ndfby = Zn: <zn: /\idf> b = iukbk.
i=1 i,k=1 k=1 \i=1 k=1

Aufgrund der eindeutigen Darstellbarkeit eines Vektors mit Hilfe einer Basis folgt

ph = zn:)\fdf.
=1

Herleitung 4.8.2. Seien (o), (8;) und (;) geordnete Basen eines n-dimensionalen
F-Vektorraumes V. Gelte

n
E k

ﬁj = CLjOék,
k=1

Vi = Z bgﬂj
j=1
und

n
Yi = ZC?O%.
k=1
Dann folgt
n . n .
= St = 3 dabo
=1 jk=1

Aufgrund der eindeutigen Darstellbarkeit in einer Basis erhalten wir

n

k _ J .k
¢ = E b;aj.

j=1

)
7/ 1<k j<n’

C =AB.

In Matrizenform mit A = (a B = (bf) und C = (cf) erhalten wir

Sei nun insbesondere a; = 7; fiir alle 1 <14 < n. Dann gilt c;- = 6;- und
oF = sza;? oder 1=AB.

Definition 4.8.3. Sei A eine (n x n)-Matrix iiber F. Eine (n x n)-Matrix B mit
AB = BA = 1 heifit zu A inverse Matrix, B = A~'.

Bemerkung 4.8.4. Besitzt A eine Inverse, so ist diese eindeutig bestimmt.

Beweis. Seien B und C Inverse. Aus AC = I folgt B = BI = B(AC) = (BA)C =
IC = C. Die Behauptung folgt. O

Theorem 4.8.5. Sei A eine (n X n)-Matriz tber F. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:
(i) A ist regular
(ii) A besitzt eine eindeutig bestimmte Inverse, d. h. eine (nxn)-Matriz mit AB =
BA=1.
(i1i) A ist die Matriz eines Basiswechsels in einem n-dimensionalen F - Vektorraum.
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Beweis. Sei A die Matrix eines Basiswechsels. Da auch ein Basiswechsel in der
anderen Richtung moéglich ist, gibt es nach Herleitung 4.8.2 eine Matrix B mit
I = BA. Vertauschen wir die Rollen der beiden Basen finden wir eine Matrix C' mit
I = AC. Es gilt B = BI = B(AC) = (BA)C = IC = C. B ist nach Bemerkung
4.8.4 eindeutig bestimmt.

Eine invertierbare Matrix ist reguldr: Nach Theorem 4.7.4 ist A genau dann

nooo.
invertierbar, wenn das lineare Gleichungssystem Y alz' = 0, 1 < j < n, nur die
i=1
n .
triviale Losung besitzt. Sei B die Inverse zu A. Somit gilt > bfaf = 6F fiir alle
j=1
1 < i,k <n. Wir erhalten

n n
— kojoi _ ki _ .k
0= E bija;x —E izt ==z
ij=1 i=1

fir 1 < k£ < n. Somit ist jede Losung trivial.
Sei schlieflich A regulér. (eq,...,e,) ist eine geordnete Basis von F"™. Setze

k
o § : @
Qj = ap€;.
i=1

Die ay’s sind also gerade die Spalten der Matrix A und sind damit linear unabhéngig
und somit eine Basis von F". Also ist A eine Basiswechselmatrix. O

4.9. Gruppen. Regulidre Matrizen sind Beispiele fiir die algebraische Struktur ei-
ner Gruppe:

Definition 4.9.1 (Gruppe). ..... Eine Gruppe ist eine Menge G zusammen mit

(i) einer Verkniipfung ,“: G x G — G,
(ii) einer Abbildung G — G, die jedem Element a € G ein a~! € G zuordnet und
(iii) einem ausgezeichneten Element e € G,

so dass die folgenden Axiome erfiillt sind:

(Gl) a-(b-¢)=(a-b)-cfiralle a,b,ce G (Assoziativgesetz)
(G2) a-e=a=ec-afiraleaecd (Neutrales Element, Einselement)
(G3) a-a”'=a"'-a=efirallea€ G, dh a! ist die Inverse von a.

(G4) Gilt a-b=10b-a fir alle a,b € G, so heifit die Gruppe G kommutativ oder

abelsch.

Beispiele 4.9.2.
(i) Die reguléren (n x n)-Matrizen iiber einem Korper F' mit der Matrizenmulti-
plikation bilden eine Gruppe, GL, (F) oder GL(n, F).

(ii) Die komplexen Zahlen mit Norm 1, also z-Z = 1, bilden mit der Multiplikation
eine abelsche Gruppe.

(iii) Sei F ein Korper. Dann bilden die von Null verschiedenen Elemente mit der
Multiplikation eine abelsche Gruppe, F* = F'\ {0}.

(iv) Sei F ein Korper. Dann ist (F, +) eine additive Gruppe. (Die Bezeichnung ad-
ditiv betont, dass die iibliche additive Verkniipfung hier die Gruppenoperation
ist.) Diese Gruppe ist abelsch.

(v) (Z,+) ist eine additive abelsche Gruppe.

Definition 4.9.3 (Untergruppe). Sei G eine Gruppe. Dann ist U C G eine Unter-
gruppe von G, falls U nicht leer ist und mit a,b € U auch a-b € U und a=* € U
folgen.

Beispiele 4.9.4.
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(i) {1,4,—1,—i} bilden eine beziiglich der Multiplikation eine Untergruppe der
multiplikativen Gruppe C\ {0} der komplexen Zahlen.
(ii) Die geraden Zahlen bilden eine additive Untergruppe der ganzen Zahlen Z.

4.10. Komplemente und direkte Summen.

Definition 4.10.1. Sei U ein Unterraum des Vektorraumes V. Dann ist W ein
Komplement von U, wenn

(1) UNnW = {0} und

(ii) U+ W =V gelten.
Ist W ein Komplement von U in V, so heifft V die direkte Summe der Unterrdume
Uund W, V=UpW.

Bemerkung 4.10.2. Die Summe ist hier wie in Definition 2.4.9 erklart. Im allge-
meinen gibt es mehrere Komplemente eines Unterraumes.

Beispiele 4.10.3.

(i) Sei V. = R"™. Sei {a1,...,a,} eine Basis von V. Dann ist (agt1,...,a,) ein
Komplement von (a1, ...,ax). Ein anderes ist (ag+1 + a1, ar42,...,a,). Also
gilt

V= (al,...,ak> (5) <ak+1,...,an>.

(ii) Sei V = F[X] und U = {P(X) € V: P(0) = 0}. Dann ist der Unterraum W,
der alle konstanten Polynome enthilt, ein Komplement von U in V.

Theorem 4.10.4. Seien U,W Unterrdume von V. Dann ist W genau dann ein
Komplement von U in V, wenn jedes v € V sich in eindeutiger Weise als u + w
mit u € U und w € W schreiben ldsst.

Beweis. Gelte U @ W = V. Sei v € V beliebig. Dann gibt es wegen U + W =V
Vektoren v € U und w € W mit u + w = v. Seien v’ € U und v’ € W weitere
Vektoren mit ' + w’ = v. Dann folgt u — v/ = w' —w € UNW = {0}. Es folgen
u=1u und w=w'.

Aus der Darstellbarkeit folgt U + W = V. Wire U N W strikt grofer als {0},
0 #£v e UnNnW, so kdbnnten wir 0 nichttrivial als v — v € U + W kombinieren.
Widerspruch. O

Theorem 4.10.5. Sei V' ein Vektorraum und U ein Unterraum. Dann besitzt U
ein Komplement W, U ®W =V.

Beweis. Sei {a;};er eine Basis von U. Dann koénnen wir diese Basis durch eine
Familie {b;};cs zu einer Basis von V ergénzen. Setze ({b;};cs) =: W. Dann gilt
U+WwW=V.

Zu U NW = {0}: Gelte nach einer Umbenennung der Vektoren a; und b; ohne

Einschrankung
v = Z/\iai = Z,ujbj.
i=1 j=1

Dann folgt 0 = Y~ XNa;— Y u/b;. Da {a;,b;} eine Basis von V ist, folgt 0 = \* = p9

i=1 =1
fir alle 1 <i<nund 1 <j <m. Somit ist v = 0. O

5. LINEARE ABBILDUNGEN

5.1. Dimensionsformel. Erinnerung: f: V — W heifst linear, falls

f(Aa+ pb) = Af(a) + nf(b)
flir alle A, € F und a,b € V gilt.



48 5. LINEARE ABBILDUNGEN

Beispiel 5.1.1. Sei V = U @ W. Definiere py: V — V, die Projektion auf U, wie
folgt: Sei v € V. Dann gibt es u € U und w € W mit v = u + w. Setze py (v) = u.
py ist eine lineare Abbildung.

Definition 5.1.2. Sei f: V — W linear. Dann definieren wir
(i) den Kern von f als

ker f:={veV: fv) =0} = f({0})
(ii) und das Bild von f als
imf:={fw):veVi=fV)={weW: (FveV: f(v)=w)}.

Theorem 5.1.3. Sei f: V — W linear. Dann ist ker f ein Unterraum von V und
im f ein Unterraum von W.

Bewets.
(i) Seien v,w € ker f, A\, € F. Dann gilt
fv 4 pw) = Xf(v) + pf(w) =A-04p-0=0.
Wegen f(0) =0 ist 0 € ker f und ker f # 0.
(ii) Seien a,b € im f und w,v € V mit f(u) = a sowie f(v) = b. Dann folgt fiir
ApeF
N+ b= Af(u) + i f(0) = FOvu -+ uv).
Schliefslich ist wiederum wegen f(0) = 0 auch 0 € im f. O

Wir erinnern an

Definition 5.1.4. x Sei f: V — W eine (lineare) Abbildung. Dann heifit f
(i) injektiv, falls aus f(a) = f(b) stets a = b folgt;
(ii) surjektiv, falls im f = W gilt (d.h. fiir jedes w € W existiert ein a € V' mit
fla) = w).
Theorem 5.1.5. Sei f: V — W linear. Dann ist f genau dann injektiv, wenn
ker f = {0} gilt.

Beweis.
(i) Ist f injektiv, so folgt aus f(a) = 0 = f(0), dass a = 0 gilt. Somit ist ker f =
{0}.
(ii) Ist f nicht injektiv, so finden wir @ # b € V mit f(a) = f(b). Somit ist
fla—b)=0und 0 # a — b € ker f. O

Theorem 5.1.6. Sei f: V — W linear. Dann ist f genau dann ein Isomorphismus,
wenn f injektiv und surjektiv ist.

Beweis.

(i) Sei f ein Isomorphismus. Dann existiert eine lineare Abbildung g: W — V
mit gof =1y und fog = 1y . Sei f(a) = f(b). Nach beidseitiger Anwendung
von g erhalten wir

a=go fla)=gof(b) =b.
Somit ist f injektiv. Sei w € W beliebig, a := g(w). Dann folgt f(a) =
fog(w) =w. Somit ist f surjektiv.

(ii) Sei f injektiv und surjektiv, so gibt es (Surjektivitit) zu jedem w € W ein
eindeutig (Injektivitdt) bestimmtes v € V mit f(v) = w. Definiere g(w) := v.
g: W — V ist eine Funktion, d. h. auf ganz W eindeutig definiert. Dann gelten
nach Definition go f = 1y und fog = 1y . (Die Linearitdt von g hatten wir
in der Definition 4.4.4 nicht gefordert, sie folgt aber aus Lemma 4.4.6.) (]
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Lemma 5.1.7. Sei {a;}ics eine Basis von V und seien b; € W, i € I, beliebig.
Dann gibt es genau eine lineare Abbildung f: V — W mit f(a;) = b; fir allei € 1.

Beweis. Sei J C I eine beliebige endliche Teilmenge. Sei a = Z Ma; eine belie-
bige Linearkqmbination der Vektoren a;, also ein beliebiger Vekzt%; in V. Definiere
fla):= i;} Aof(a;) = %;] AD;.

Diese Abbildung f ist linear: Seien némlich a, b € V und A, 4 € F beliebig. Ohne
Einschrankung wollen wir a = Z ofa; und b = Z Bta; annehmen, dass sich also

i=1
beide Vektoren aus denselben Ba51svektoren linear kombinieren lassen und dass
diese die angegebenen Indices tragen. Es folgt

f(Aa+ pb) = ()\ Z ao'a; + MZ B’al) = (i (A’ + pBY) ai>

=1
=Y (A’ +pp) b = )\Zaibi + 1y B = Af(a) + puf(b).
i=1 =1 =1

Zur Eindeutigkeit: Sei g: V' — W eine weitere solche Abbildung. Dann folgt fiir
einen beliebigen Vektor a = > M aj, J C I endlich, ohne Einschrankung J =

J€J
{1,...,n},

o (3ova) = Soto - Sowstar s (Sovw).

i=1

Korollar 5.1.8. Sei {a;}icr eine linear unabhingige Teilmenge von V und seien
b; € W, ¢ € I, beliebig. Dann gibt es eine lineare Abbildung f: V — W mit
fla;) =b; fiir allei e 1.

Beweis. Ergénze {a;}ics zu einer Basis von V, wihle die zugehorigen b;’s beliebig
und wende Lemma 5.1.7 an. (|

Direkt aus dem Beweis von Lemma 5.1.7 folgt auch

Korollar 5.1.9. Sei {a;}icr eine Basis von V und seien b; € W, i € I, beliebig.
Sei f die eindeutig bestimmite lineare Abbildung f: V — W mit f(a;) = b;. Dann

gilt im f = ({bi}icr)-
Theorem 5.1.10 (Dimensionsformel). Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Sei
dimV =n. Dann gilt

dim(ker f) + dim(im f) =n = dim V.

Beweis. Daker f ein Unterraum von V ist, gibt es eine Basis {a1, ..., a,} von ker f.
Ergénze diese zu einer Basis {ay,...,a,} von V. Nach Korollar 5.1.9 ist im f von

f(al) 207"'7f(ap) = 07f(ap+1)a"'7f(a/n)
erzeugt. Daher geniigt es zu zeigen, dass die Vektoren f(ap+1),..., f(a,) linear
unabhingig sind. Sonst hiitten wir A\’s, nicht alle gleich Null, mit Y \f(a;) = 0,
1=p+1

also 0 = f| > Ma; |. Widerspruch, denn der Nicht-Nullvektor >_ Ma; lige
1=p+1 i=p+1
dann ebenfalls in ker f. Somit gilt

dimker f +dimim f =p+ (n —p) =n=dimV. O
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Bemerkung 5.1.11. Definiert man im Beweis der Dimensionsformel den Unter-
raum U durch U := (ap41,...,a,), soist V. =ker f @ U. Dann ist fly: U — W,
die Einschrankung von f auf den Unterraum U C V ebenfalls linear und der obige
Beweis zeigt, dass f|y injektiv ist.

Definition 5.1.12. Sei G eine Gruppe, U C G eine Untergruppe. Wir definieren
auf G eine Relation ~y durch

a~yb <= blaecU.
Lemma 5.1.13. Die Relation ~y ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis.
(i) ~y ist reflexiv, denn es gilt a"la =e € U.
(ii) ~p ist symmetrisch, denn aus a ~y b folgt b='a € U, also auch (b’la)f1 =
a~'b € U und somit ist b ~y a.
(iii) ~ ist transitiv, denn aus a ~y b und b ~¢; ¢ folgen b=ta,c='b € U, also auch
¢ b la = ¢ ta € U und somit a ~y c. [l

Die folgende Definition benétigen wir spater nicht, wenn wir uns nur fiir Quoti-
entenrdume von abelschen Gruppen oder Vektorrdumen interessieren.

Definition 5.1.14 (Normalteiler). Ein Normalteiler N einer Gruppe G ist eine
Untergruppe von G, so dass fiir alle ¢ € G die Relation gN = Ng gilt, wobei
gN ={ga: a € N} ist (Linksnebenklasse) und Ng analog definiert ist.

Beispiele 5.1.15.
(i) Jede Untergruppe einer abelschen Gruppe ist ein Normalteiler.
(ii) In der Gruppe der reguliren (n x n)-Matrizen iiber einem Korper bilden die
Vielfachen der Einheitsmatrix A1, A € F*, einen Normalteiler.

Lemma 5.1.16. N ist genau dann ein Normalteiler von G, wenn fiir alle t € N
und fiir alle g € G auch g~ 'zg € N gilt.

Beweis. gN = Ng ist dquivalent zu gNg~! = N oder zu den beiden Aussagen

Vee NVge GIye N: gzg t =y
und

Vye NYge G3x e N: gzg ' =y.

Die erste Aussage ist gerade die Behauptung und die zweite ist dquivalent dazu
(man multipliziere mit g von rechts und mit g~! von links und setze h = g=!). O

Theorem 5.1.17. Sei G eine Gruppe mit Normalteiler N. Dann ist
G/N :={gN: g€ G}
mit vertreterweise definierter Verknipfung eine Gruppe.

Beweis.

(i) Setze aN-bN := (a-b)N. Dies ist wohldefiniert, denn seien ' = an und ¥’ = bm
mit n,m € N, so folgt ' N - b’'N = anbmN = anbN = anNb = aNb = abN,
wobei wir nIN = N verwendet haben. Zeige dies: Es gilt nach Definition einer
Untergruppe nN C N und Multiplikation mit n ="' von links liefert N c n=!'N;
da n € N beliebig ist, folgt nN = V.

(ii) Setze (aN)™!:=a"1N.

(iii) Das neutrale Element ist e N mit dem neutralen Element e € G.
(iv) Die Assoziativitdt (aN - bN)-¢N = aN - (bN - ¢N) folgt nach Definition der
Multiplikation aus der Assoziativitdt von G.
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(v) Ebenso folgen aN -eN = aN =eN - aN
(vi) und aN -a N =eN =a"!N -aN. O

Theorem 5.1.18. Sei V ein F-Vektorraum. Sei U C V ein Unterraum. Definiere
~y durch a ~y b genau dann, wenn a—b € U. Dann ist ~y eine Aquivalenzrelation.
Der Faktorraum

VU :={v+U:veV}
mit reprasentantenweise definierter Verkniipfung ist wiederum ein Vektorraum.

Beweis. (V,4+) ist eine abelsche Gruppe mit Untergruppe (und damit auch Nor-
malteiler) U. Daher {ibertragen sich die Kommutativitit der Addition (V1), die
Assoziativitdt der Addition (V2), die Eigenschaft des Nullelementes (V3) und des
Inversen (V4) direkt.

Die Skalarmultiplikation ist durch A- (a +U) := A-a+ U definiert. Sie ist wohl-
definiert, denn aus a + U = b+ U, also a — b € U folgt A\a — Ab = Ma —b) € U.
Die vertreterweise definierten Distributiv- und Assoziativgesetze der Skalarmulti-
plikation ((V5), (V6) und (V7)) iibertragen sich direkt, ebenso gilt 1 - (a + U) =
(1-a)+U=a+UfirlekF. O

Bemerkung 5.1.19. Ein Diagramm aus Riumen und Pfeilen, die Abbildungen
zwischen diesen Rdumen entsprechen, heiftt kommutativ, wenn folgendes gilt: Starte
in einem Raum und folge den Pfeilen. Dann ist das Ergebnis in einem anderen Raum
unabhéngig von der speziellen Wahl der Pfeile. Beispiel:

A—f>B

wi J{w

ist genau dann kommutativ, wenn (f(a)) = g(p(a)) fir alle a € A gilt. Wir
schreiben auch

A 4f> B
“”i /G
C D

g
um die Kommutativitdt anzudeuten.

Weiterhin verwenden wir die Pfeile A< B fiir eine injektive und A 2~ B
fiir eine surjektive Abbildung. ,= an einem Pfeil deutet an, dass es sich um einen
Isomorphismus handelt.

Versionen des folgenden Theorems gibt es auch fiir andere Homomorphismen.

Theorem 5.1.20 (Homomorphiesatz). Sei f: V — W eine lineare Abbildung.
Dann gibt es eine Zerlegung von f

|4 w,

N A

V/ker f im f

|

R

wobeim: V — V/ker f, v v+ker f = [v], die Projektionsabbildung, i: im f — W
die Inklusionsabbildung w — w und f: V/ker f — im W die von f induzierte Ab-
bildung f([a]) := f(a) ist. Das obige Diagramm ist kommutativ. f ist ein Isomor-
phismus.
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Beuweis. Sei a € V. Dann gilt m(a) = a + ker f, f(w(a)) = f(a) und i (f(7(a))) =
f(a). Die Abbildung f ist wohldefiniert, da fiir [a] = [b] ein ¢ € ker f existiert, so
dass @ = b + c ist. Somit folgt f(a) = f(b) + 0.

f ist surjektiv, da im f aus Punkten der Form f(a) besteht und f([a]) = f(a)
ist. f ist injektiv, da aus f([a]) = f([b]) auch f(a) = f(b) oder f(a —b) = 0 folgt.
Somit ist a — b € ker f und daher gilt [a] = [b]. O

5.2. Matrizen. Wir wollen lineare Abbildungen mit Hilfe von Matrizen darstellen.
Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Seien {a1,...,a,} und {by,...,b,,} Basen
von V bzw. W. Nach Lemma 5.1.7 definieren die Bilder f(a;), 1 < j < n, die

Abbildung f eindeutig. Es gibt (ag) 1<i<m , SO dass
1<j<n

m

flay) = Z a’b;

i=1

firalle 1 < j < ngilt. Seia = Y 27a; ein beliebiger Vektor aus V mit Koordinaten

j=1
(x',...,2™). Mit Hilfe von a} wollen wir angeben, welche Koordinaten (y*, ..., y™)
sein Bild f(a) = 3" y'b; hat. Es gilt
i=1
n ] n ) n m o m n o
(5.1) f(a)=f ijaj :ijf(aj)zz r!aj i:Z ija; b;.
j=1 j=1 j=11i=1 i=1 \j=1
Es folgt
y' = Z xjaﬁ.
j=1
Wir erhalten
Theorem 5.2.1. Seien V, W endlichdimensionale F-Vektorraume. Sei (a1, ... ,ay)
eine Basis von V und sei (by,...,by) eine Basis von W. Dann wird eine lineare
Abbildung f: V — W wollstindig durch eine (m x n)-Matriz A beschrieben. Es ist
ai @y ... al
@ o ... a
af* ay’ ap’

In der k-ten Spalte von A stehen dabei gerade die Koordinaten des Vektors f(ay)
beziiglich der Basis (b1, ...,bm).

Umgekehrt definiert eine (m x n)-Matriz A vermoge (5.1) eine eindeutig be-
stimmte lineare Abbildung f: V — W, so dass die k-te Spalte von A gerade die
Koordinaten von f(ay) beziglich der Basis (by,...,by) enthdlt.

A heif$t die zur linearen Abbildung f gehorige Matriz beziiglich der beiden Basen
(a1y...,an) und (by,...,by,) oder darstellende Matriz.

Weiterhin folgt aus den obigen Uberlegungen

Theorem 5.2.2. Sei f wie oben und seien die Basen wiederum fiziert. Dann er-
halten wir aus f eine Abbildung fir die Koordinatenvektoren

2l Yt

22 y?
T = . und .

I’n ym
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Ist x der Koordinatenvektor von a € V, so erfillt der Koordinatenvektor y von
fla)ew

y = Ax.
Theorem 5.2.3. Scien f: U — V und g: V — W lineare Abbildungen mit zuge-
horigen Matrizen A bzw. B. Dann ist D = BA die zu g o f gehorige Matriz.

Beweis. Seien (o;)i<i<i, (Bj)1<j<m und (vx)i<r<n Basen von U,V bzw. W. Die
zu f gehorige Matrix sei (a;)lgigm und die zu g gehorige Matrix sei (b;) 1<i<n - B8

1<5<1 “1<j<m
ist also zu zeigen, dass die zu go f: U — W gehorige Matrix durch (d;) 1<i<n Mit
1<5<1

Z bia gegeben ist.

Nach Voraussetzung gelten

Za B; und gﬂz sz’Yk

=1
Somit ist .
=2 ab
i=1 k=1
und die Behauptung folgt. O

Bemerkung 5.2.4. Da die Komposition von Abbildungen assoziativ ist, ist auch
die Matrizenmultiplikation assoziativ.

5.3. Rang einer linearen Abbildung.

Definition 5.3.1. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen endlichdimen-
sionalen Vektorrdumen. Dann ist der Rang von f, rang f, durch

rang f := dimim f
definiert.

Theorem 5.3.2. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensio-
nalen Vektorrdumen. Zu fizierten Basen S = {a;} von V und T = {b;} von W sei
A die zu f gehérige Matrixz. Dann gilt

rang f = rang A.

Beweis. Der Raum im f ist durch die Vektoren f(a;) erzeugt. Beziiglich der Basis
T sind diese Vektoren aber gerade die Spalten von A. Daher ist rang f gleich dem
Spaltenrang von A. Die Behauptung folgt. O

Korollar 5.3.3. Seien A und B zwei Matrizen, die beziiglich verschiedener Basen
zu einer linearen Abbildung f: V. — W gehéren. Dann gilt rang A = rang B.

Theorem 5.3.4. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensio-
nalen Vektorrdaumen. Dann gilt

rang f + dimker f = dim V.

Beweis. Mit Definition 5.3.1 folgt dies aus der Dimensionsformel, Theorem 5.1.10.
d

Bemerkung 5.3.5. Wir kénnen die Matrix A = (a;) eines linearen Gleichungs-
systems

n
Za};mk:bi, 1<i<m,

als Matrix einer linearen Abbildung f: F™ — F™ beziiglich der Standardbasen
betrachten. Dann erhalten wir:
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(i) Das homogene lineare Gleichungssystem hat genau ker f als Losungsraum und
die Dimension des Losungsraumes ist nach Theorem 5.3.4 gleich n — rang A.
(ii) Das lineare Gleichungssystem ist genau dann 16sbar, wenn (b!, ..., b") € im f.
im f und der Spaltenraum von A stimmen iiberein.
(iii) Im Falle ker f = {0} hat das lineare Gleichungssystem hochstens eine Losung.
Nach Theorem 5.3.4 gilt ker f = {0} genau dann, wenn rang A = n gilt.

Theorem 5.3.6. Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Sei dimV = dim W = n.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) f ist ein Isomorphismus,
(i) f ist injektiv,
(i1i) f ist surjektiv.
Beweis. Dies folgt aus Theorem 5.1.6 und der Dimensionsformel
dimker f + dimim f = dim V. O

Somit korrespondieren Isomorphismen genau zu reguldren Matrizen.

5.4. Basiswechsel. Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Sei

{ai,.. . ap, apg1, ..., 00}

eine Basis von V, so dass {ap+1,...,a,} eine Basis von ker f ist. Setze f(a;) =:b;
fir 1 < ¢ < p. Dann ist die Familie {b1,...,b,} linear unabhéngig. Ergénzen wir sie
zu einer Basis {b1,...,bp,bp11,...,bn} so hat die zu f gehoérige Matrix die Form

100 ... 00 ... 0

o1 0 ... 00 ... 0

o o1 ... 00 ... 0
(5-2) 0O 00 ... 10 0

0O 00 ... 00 0

O 00 ... 00 ... 0

Diese Matrix hat p Einsen, m Zeilen und n Spalten.
Komplizierter wird es, wenn man eine Basis finden will, so dass f: V — V eine
einfache Gestalt hat.

Bemerkung 5.4.1 (Transformationsregeln). Sei f: V' — W linear. Wir verwenden
die folgenden Bezeichnungen

| [V W |
Alte Basen S={a,...,an} | T={b1,...,m}
Alte Koordinaten bz yl, .o y™
Transformationsmatrizen | D € F™*" E e pmxm
Neue Basen S =A{ady,...;a,} | T ={by,...,0,}
Neue Koordinaten (N, ... @) W W)™

Nach Wahl von D und F gelten
2’ =Dz und 4y = Ey.

Sei f beziiglich S,T durch A und beziiglich S’,T" durch A’ dargestellt. Es gelten
daher

y=Ax und ¢ = A2’
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Daraus erhalten wir Ey = A’ Dz und daraus y = E~'A’Dx sowie durch Vergleich
mit y = Az die Relation

A=E1'A'D sowie A = FEAD™ .

Korollar 5.4.2. Seien S und S’ zwei geordnete Basen von V. Sei D die Transfor-
mationsmatriz, die die Vektoren von S als die Linearkombinationen von Vektoren
aus S’ darstellt. Sei f:V — V beziglich S durch A und beziiglich S’ durch A’
dargestellt. Dann gilt
A'=DAD™!.

Bei Abbildungen f: V — V wollen wir stets dieselbe Basis fiir den Definitions-
und Zielbereich verwenden.

Kombinieren wir nun die spezielle Darstellung einer linearen Abbildung aus (5.2)
mit den Transformationsregeln, so erhalten wir

Theorem 5.4.3. Sei A cine beliebige (m x n)-Matriz. Dann gibt es reguldre Ma-
trizen D € F™"™ ynd E € F™ ™ so dass die Matric EAD~' von der Form (5.2)
15t.

5.5. Der Vektorraum Hom(V,W). Seien V,W Vektorrdume iiber F'. Seien die
Abbildungen f,g: V' — W linear. Seien A\, u € F. Definiere

(Af + ng)(a) := Af(a) + pg(a).
(Man rechnet nach, dass auch Af + pug wieder linear ist.) Wir erhalten
Theorem 5.5.1. Seien V,W Vektorrdume iber F. Die Menge der linearen Abbil-

dungen V. — W mit der (wie oben) punktweise erklirten Addition und Skalarmul-
tiplikation ist ein F-Vektorraum: Hom(V, W).

Beweis. Ubung. O

Theorem 5.5.2. Seien V und W Vektorrdume der Dimension n bzw. m tber F.
Die Zuordnung

Hom(V,W) > f+— Ae F™*"
aus Theorem 5.2.1 ist ein Isomorphismus.

Bewets. Die Linearitét ist klar. Die Zuordnung und ihre Umkehrung sind vor und
in Theorem 5.2.1 beschrieben. ]

Korollar 5.5.3. Seien V,W endlichdimensionale Vektorriume mit Basen (a;) bzw.
(b;). Dann bilden die durch f](ay) := b;6]. definierten Abbildungen eine Basis von
Hom(V, W). Insbesondere ist dim Hom(V, W) = dim V - dim W.

Die Aussage iiber die Basen gilt auch fiir beliebige Vektorrdume.

Beweis. Diese Abbildungen entsprechen gerade den Matrizen, die in Zeile ¢ und
Spalte j eine 1 und sonst Nullen haben. O

Definition 5.5.4. Abbildungen f € Hom(V, F) heifien (lineare) Funktionale auf
V. Wir schreiben V* := Hom(V, F'). V* heift der zu V duale Raum.

Bemerkung 5.5.5.
(i) Nach Wahl einer Basis (aj,...,a,) von V und beziiglich der Basis 1 von F
hat ein lineares Funktional die Gestalt

f <Z xiai> = Za:lf(al)
i=1 i=1

Wir bezeichnen die Abbildung F" > (z!,...,2") — Y 2" f(a;) auch als Line-
i=1
arform.
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(ii) Fir 0 # f € V* = Hom(V, F) mit dimV = n gilt dimker f = n — 1, da
dimim f = 1 und dimim f + dimker f = n gelten.
(iii) Habe V die Basis (ay, ..., a,). Dann bilden die Vektoren f* € V* mit fi(ay) =

§¢ eine Basis von V*. Wir schreiben auch (a*)’ = fi. Fiir b = Y z'a; gilt
i=1

(@) (0) = 3 o0 (a) = Y a's] = a.

Definition 5.5.6 (Duale Abbildung). Sei f: V' — W linear. Dann definieren wir
die duale Abbildung f*: W* — V* zu f durch f*(¢) := ¢ mit ¥(&) = o(f(&))
flir p e W*und £ € V.

v—low

]
N

F.
(Es folgt aus der Definition, dass f*(¢) € V* gilt und dass f* linear ist.)

Lemma 5.5.7. Sei f: V — W durch die (m x n)-Matrizc A = (aé) 1<i<m Deztglich
1<j<n

Basen (a;)1<i<n und (bj)1<j<m von V bzw. W dargestellt. Dann ist f*: W* — V*

durch die (m x n)-Matriz (b;)lléfg;l mit b} = a} beziiglich der Basen ((b*)j)1§j§m

und ((a*)?)

1 <5 <m gilt.
Fir die Koordinaten erhalten wir die Abbildung

1<i<n

in dem Sinne dargestellt, dass f* ((b*)7) = Y bl(a*)? fir alle
i=1

7=l 1<i<n

Beweis. Nach Definition gilt

M=

bl (a*)! folgt andererseits

Aus f* ((b*)7) =

~

1
n

n
(7 (@))) (@) = Y@ (aw) = S 06 = 1)
1=1 1=1
Die Behauptung fiir die Koordinaten ergibt sich direkt aus der Linearitét. O

Bemerkung 5.5.8. Achtung, in der Darstellung als Matrix haben wir soeben
iber andere Indices als fiir Abbildungen f: V — W summiert. Die Koordinaten
verdndern sich folglich nach der Regel

bl b

(é-la"'agm)’_)(glw-',gm) :
byt ... b
Beachte dazu, dass wir die Basisvektoren von V* anders als die von V' oben indiziert

haben. Die Koordinaten haben wir folglich unten indiziert. Somit handelt es sich
um Zeilenvektoren.
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In der Literatur weit verbreitet ist aber die (aus Kovarianzgriinden nicht so
saubere) Variante, auch diese Koordinaten als Spaltenvektoren zu schreiben, Indices
generell unten anzubringen und den oberen Index einer Matrix an die erste Stelle
zu senken, also a;; statt aé zu verwenden. Dann gilt fiir die Komponenten unter f*
die Abbildungsregel

&1 by ... B\ (&

Em bt o...opm Em
Wie man sich leicht iiberzeugt sind die Eintrdge im so erhaltenen Spaltenvektor
dieselben wie beim Zeilenvektor. Hier ist nun die Transformationsmatrix die Matrix

AT, die transponierte Matrix, die fir A = (a%),<;<,, durch A" := (v7) 15550 mit
1<j<n 1<i<m

b = a’; definiert ist. Graphisch erhélt man

1 2 3 m 1 1 1 1
a% a% a‘% ceeo Qg a% a% a% (lg
m
a% ag ag e Qg a;lg a§ &g ag
m
AT — as a3 a3z ... Qs aus A= aj as as e Qy
1 2 3 m m m m m
A, Qp Ay ... A ay ay as a,

5.6. Endomorphismen.

Definition 5.6.1 (Ring). Ein Ring R ist eine additive abelsche Gruppe, d.h. wir
schreiben die Verkniipfung als ,,+*, mit einer Multiplikation ,,-“, so dass folgende
Axiome fiir alle a,b,c € R gelten

(R1) a-(b-¢c)=(a-b)-c (Assoziativitit)
(R2) a-(b+¢)=a-b+a-c (Distributivitét)
(R3) (a+b)-c=a-c+b-c (Distributivitét)

Hierbei verwenden wir eine Klammersetzung nach der Regel ,Punkt vor Strich*.

(R4) Ein Ring mit Einselement, also einem Element 1 = 1p € R, dasa-1=a =
1-a fiir alle a € R erfiillt, heifst Ring mit 1. Haufig wird die Existenz eines
Einselementes bereits in der Definition eines Ringes verlangt.

(R5) Ein Ring heifit kommutativ, falls a - b =10 a fiir alle a,b € R gilt.

Beispiele 5.6.2.
(i) Z ist ein kommutativer Ring mit Eins.
(ii) Die geraden Zahlen sind ein Ring ohne Eins.
(iii) Ein Korper ist ein kommutativer Ring mit Eins.
(iv) F™*™ ist ein Ring. Fiir n > 2 ist er nicht kommutativ.

Definition 5.6.3 (Ringhomomorphismus). Seien R, S Ringe. Dann heiflt eine Ab-
bildung ®: R — S Ringhomomorphismus, wenn ®(a + b) = ®(a) + ®(b) und
®(a-b) = P(a) - (b) fir alle a,b € R gelten. Bei Ringen mit Eins verlangt man
zusétzlich (1) = 1.

Der Deutlichkeit halber kénnte man auch ®(a+gb) = ®(a)+5P(b) oder ®(1g) =
1g schreiben.

Definition 5.6.4 (Algebra). Eine Algebra A iiber einem Korper F' ist ein Vek-

torraum mit einer Multiplikation ,,-“, so dass folgende Axiome fiir alle a,b,c € A
und A € F erfillt sind:

(Al) a-(b-c)=(a-b)-c (Assoziativitit)
(A2) a- (b +c¢)=a-bt+a-c (Distributivitét)
(A3) (a+ ) c=a-c+b-c (Distributivitét)
(Ad) (Aa)-b=Aa-b) =a-(b)
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(A5) Es existiert ein Einselement 1 =14 mit a-1=1-a = a fir alle a € A.

Beispiele 5.6.5.
(i) F™*™ mit der Matrixmultiplikation ist eine Algebra.
(ii) Sei V ein F-Vektorraum. Dann ist Hom(V, V') eine Algebra. Lineare Selbst-
abbildungen eines Vektorraumes heifien auch Endomorphismen, End(V').
(iii) F[X] ist eine Algebra tiber F' und ein Ring, der Polynomring in der Variablen
X iber F.
(iv) C ist eine Algebra iiber R.

Bemerkung 5.6.6. Sei V ein Vektorraum. Nach Wahl einer Basis ist jedem f €

Hom(V, V) eine Matrix A zugeordnet. Nach Theorem 5.5.2 ist diese Abbildung
®: Hom(V,V) — F"*"

ein Isomorphismus von Vektorrdumen. Dann gelten

O(fog)=2(f) 2(9), ®(f+g)=2(f)+P(9) sowie &(id) =1,
siehe insbesondere Theorem 5.2.3. Entsprechendes gilt fiir die Umkehrabbildung
von ®. Wir sagen daher, dass die Algebren Hom(V, V') und F"™*™ isomorph sind.

Korollar 5.4.2 motiviert die folgende

Definition 5.6.7. Seien A, A’ € F™*™, Dann heilen A und A’ dhnlich, wenn es
eine regulire Matrix D mit A’ = DAD™! gibt.

Bemerkung 5.6.8. Aquivalent dazu hiitte man auch zwei Matrizen &hnlich nennen
konnen, wenn es eine lineare Abbildung und zugehorige Basen gibt, so dass diese
Abbildung beziiglich der Basen durch diese Matrizen beschrieben wird.

Ziel: Im weiteren Verlauf der Vorlesung wollen wir uns intensiver mit der Frage
beschéftigen, wie wir es erreichen konnen, dass die einer Abbildung f: V — V
vermoge einer Basis zugeordnete Matrix moglichst einfach aussieht.

Als Vorbereitung definieren wir dazu

Definition 5.6.9. Ein Unterraum U von V heifst beziiglich einer linearen Abbil-
dung f: V — V invariant, falls f(U) C U gilt.

Beispiele 5.6.10.
(i) Betrachte F[X] mit der linearen Abbildung f(p(X)) := p/(X), der Ableitung

von p,
n n

f (Z az-Xi> = Zia,'Xi*l.
i=0 i=1

Die Unterrdume der Polynome vom Grad < m sind beim Ableiten invariant.
{p(X): p(0) = 0} ist unter f nicht invariant.
(ii) Sei f: V — V eine beliebige lineare Abbildung. Dann sind ker f und im f

invariante Unterrdume.

Bemerkung 5.6.11.

(i) Sei U unter f: V — V invariant, dimV < co. Sei {a1,...,a,} eine Basis von
U. Ergénze diese zu einer Basis {a1,...,ap,@pt1,...,0n} von V. Dann ist f
beziiglich dieser Basis durch

1 11 1
ay ... Gy Gyiq o ... G
ab ... ab azﬂ c.oab :(A B)
P +1 | =
0 ... 0 a4y ... df 0 C

0 ... 0 apyq oo ay
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dargestellt, wobei A fiir einen p x p-Block, B fiir einen p x (n — p)-Block, 0 fiir
einen (n — p) x p-Block und C fiir einen (n — p) x (n — p)-Block steht; hierbei
ist ein Block eine rechteckige Anordnung von Zahlen wie aus der Gleichung
ersichtlich.

(ii) Kann man gegebenenfalls auch noch B = 0 erreichen? Gelte V =U;®...® Uy
flir f-invariante Unterrdume U;. Dann hat die f darstellende Matrix beziiglich
einer Basis, die aus den Basen der Unterrdume U; (in geeigneter Anordnung)
besteht, die Blockgestalt

A0 0
0 A 0
0 Ag

Dabei ist A; die Matrix, die f
1 < k.

U, beziiglich einer Basis von U; darstellt, 1 <

Da eine solche Darstellung besonders einfach wird, wenn dim U; = 1 ist, definiert
man Eigenvektoren und Eigenrdume:

5.7. Eigenvektoren und Eigenrdume.

Definition 5.7.1. Ein Vektor a € V mit a # 0 heifst Eigenvektor von f: V — V
zum Eigenwert \ € F, falls

J(a) = Aa
gilt. Der Unterraum
Ey\:={beV: f(b) = \b}

heifst der zu A gehorige Eigenraum. Die Dimension dim E) heift geometrische
Vielfachheit von .

Ebenso spricht man bei einer Matrix A € F"*" vom Eigenvektor z zum Eigen-
wert A, falls

Ax = \x

gilt. Eigenrdume und geometrische Vielfachheit definiert man entsprechend.
Ein A € F heiflt Eigenwert von f bzw. A, wenn es einen zugehorigen Eigenvektor
gibt.

Bemerkung 5.7.2.

(i) A ist genau dann ein Eigenwert von f, wenn A ein Eigenwert der f zugeord-
neten Matrix A ist.

(i) ker f ist der Eigenraum zum Eigenwert 0. Ebenso gilt ker(f — A1) = E).

(iii) A ist genau dann ein Eigenwert von f, wenn f — A1 singulér ist.

(iv) Die Eigenrdume E) von f sind unter f invariant.

(v) Fiir a € E) gilt f(a) = Aa. Daher ist f|g, : Ex — E) beziiglich einer beliebi-

gen Basis von der Form

A0 0
0 A 0
0 0 A

Theorem 5.7.3. Sein A;, 1 < i < m, paarweise verschiedene Figenwerte von f
mit zugehdrigen FEigenvektoren a;, so sind die Vektoren a; linear unabhdngig.
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Beweis. Falls nicht, so gibt es eine nichttriviale Darstellung der Null. Wihle eine
kiirzeste nichttriviale Darstellung der Null, also eine solche, die méglichst wenige der
Vektoren a; verwendet. Ohne Einschréankung verwendet die kiirzeste Darstellung
ai,...,a,. Es gilt

0= i pia
i=1

fiir geeignete p* € F. Wir erhalten einerseits

0=f (Z /faz) = Zﬂif(az') = ZMD\M
=1

i=1 i=1

und andererseits

n n
0=X\ Zuiai = Z Apta;.
i=1 i=1

Als Differenz erhalten wir

n
0= Z()\i — A1)t a;.

i=2
Da dies eine kiirzere Darstellung der Null als die urspriingliche ist, muss sie trivial
sein. Also gilt (\; — A1)u‘a; = 0 fiir alle 2 < i < n. Da die Eigenwerte paarweise
verschieden sind, folgt bereits pfa; = 0 und somit auch p’ = 0 fiir 2 < i < n. Also
ist auch pla; = 0. Wegen a; # 0, da es sich um einen Eigenvektor handelt, ist
! = 0, die Linearkombination der Null also doch trivial. Widerspruch. (]

Korollar 5.7.4. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. Sei f: V — V ein Endo-
morphismus. Dann besitzt f hochstens n verschiedene Figenwerte. Besitzt f genau

n verschiedene Eigenwerte A1, ..., A, so bildet eine Auswahl zugehdriger Eigenvek-
toren aq,...,a, eine Basis von V. Beziglich dieser Basis hat f die Gestalt

A 0 .0

0 X ... O

0 0 ... A,

Bemerkung 5.7.5.
(i) Eine Matrix eines Endomorphismusses heifit diagonalisierbar, wenn es eine
Basis gibt, so dass A = <a§)1§i,j§n diagonal ist, also a§ = 0 fiir 7 # j erfillt.
Eine solche Matrix ist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis aus
Eigenvektoren gibt.
(i) Die Matrix (1) ist nicht diagonalisierbar, da () (bis auf skalare Vielfache)
der einzige Eigenvektor ist.

6. DETERMINANTEN
6.1. Polynome.

Bemerkung 6.1.1. Seien p,q € F[X]. Dann gelten

(i) deg(p + g) < max{degp,degq}

(i) det(p-q) = degp+ deggq
a € F heift Nullstelle von p, wenn p(a) = 0 gilt, wobei p(a) der Ausdruck ist, den
wir erhalten, wenn wir in p(X) tiberall die Variable X durch a ersetzen.
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Theorem 6.1.2 (Polynomdivision). Seien p,q € F[X], degq > 0. Dann gibt es
eindeutig bestimmte Polynome s,r € F[X] mit

p(X) = s(X)q(X) +r(X)
und degr < deggq.
Beweis. Zur Eindeutigkeit: Seien s, wie behauptet und ',7’ € F[X], so dass
p(X) = s'(X)q(X) +r'(X)
und degr’ < degq gelten. Wir erhalten
0= (s(X) = s"(X))q(X) + (r(X) —1"(X)).

Ist s # ¢, so ist s(X) — s'(X) ein Polynom vom Grad > 0. Also ist 0+ deg¢(X) <
deg((s(X) — s (X))q(X)) = deg(r'(X) — r(X)) < deg q(X). Widerspruch.

Zur Existenz: Wir beweisen die Aussage per Induktion nach degp. Fiir degp <
deg q kdnnen wir s = 0 und r = p wahlen. Sei also degp > degq. Nehme an, dass

p(X)=a,X"+...+ap mita, #0
und

¢(X)=bp X"+ ...+ by mit b, #0und m<n
gelten. Es folgt

an X" 4 ..+ ag = 2 xn-m (b X™ 4+ ...+ bo) +an X" +an 1 X" .. Fag

b,
anbmfl —1 anbm72 -2 anbO —
—ap X" — ———X" - —— X" — xn—m
‘ b b b
= g—anfmq(X) +an 1 X" 4 4ag
_ anzm—lxn71 _ Anbrm—2 xn—2 _ _ al;LbO xn-m
= X" Tg(X) 4+ R(X),

wobei R(X) ein Polynom vom Grad < (n — 1) ist. Nach Induktionsvoraussetzung
existieren daher A, B € F[X] mit deg B < deggq, so dass

R(X) = A(X)q(X) + B(X)
gilt. Es folgt
p(36) = (§2X07 4 A(X)) a6) + BOY)
wie behauptet. O

Korollar 6.1.3. Seia € F Nullstelle eines Polynomes p € F[X]. Dann gibt es ein
eindeutig bestimmtes Polynom q(X), so dass
p(X) = q(X)(X —a)
mit deg g = (degp) — 1 gilt.
Beweis. Nach Bemerkung 6.1.1 ist die Aussage iiber den Grad klar.
Theorem 6.1.2 liefert eine Darstellung wie gefordert, p(X) = ¢(X)(X —a)+r(X),

aber moglicherweise mit einem zusétzlichen Polynom r(X), das degr < 1 erfiillt
und somit konstant ist. Auswerten an der Stelle X = q liefert r = 0. O

Per Induktion erhalt man hieraus
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Korollar 6.1.4. Ein Polynom p(X) vom Grad n > 1 besitzt hichstens n Nullstel-
len.

Definition 6.1.5. Sei a € F eine Nullstelle des Polynomes p € F[X]. Dann besitzt
p nach Korollar 6.1.3 (gegebenenfalls mehrfach angewandt) eine Darstellung der
Form

p(X) = (X —a)*q(X)
mit £ € N und ¢ € F[X], so dass g(a) # 0 gilt. k heift dann die Vielfachheit der
Nullstelle a.

Wie das Beispiel X? + 1 € R[X] zeigt, braucht ein Polynom keine Nullstelle zu
besitzen. Es gilt aber

Theorem 6.1.6 (Fundamentalsatz der Algebra). Sei p € C[X] mit degp > 1.
Dann besitzt p eine Nullstelle.

Beweis. Siehe Vorlesung ,Funktionentheorie. O

Korollar 6.1.7. Sei p € C[X] ein Polynom mit degp = n > 0. Dann gibt es
komplexe Zahlen d, M1, ..., \n, so dass

p(X) =d(X = M) (X = Ag) -+ (X = \n)

ist. \; sind gerade die Nullstellen von p. Sie kommen entsprechend ihrer Vielfachheit
gqf- mehrfach vor.

Beweis. Induktion, Ubung. O

Lemma 6.1.8. Sei p € C[X] ein Polynom mit reellen Koeffizienten. Sei a + ib,
a,b € R, eine Nullstelle von p, so ist auch die komplex konjugierte Zahl a + ib :=
a — ib eine Nullstelle von p.

Beweis. Sei p(z) = a, X™ +...a1X + ap mit a; € R. Setze ¢ := a + ib. Es gilt

0=plc) =apc®+ ... Farc+ag =anc" + ...+ a1+ ag = p(¢).

Somit ist auch ¢ eine Nullstelle von p. O

6.2. Permutationen.

Definition 6.2.1. Eine Permutation der Zahlen 1, ..., n ist eine bijektive Abbil-
dung o: {1,...,n} = {1,...,n}.
Schematisch kénnen wir eine Permutation durch

( 1 2 3 ... n )
o(l) o(2) o3) ... on)
oder kiirzer durch

(c(1) o2 o(3) ... o(n)

darstellen, im zweiten Fall auch mit Kommata getrennt. (Aufgrund der Bijektivitit
von ¢ kommt jede der Zahlen 1,2,...,n in jeder dieser Zeilen genau einmal vor.)

Bemerkung 6.2.2.

(i) Es gibt genau n!:=1-2--.n Permutationen von 1,...,n.

(ii) Die Permutationen mit (o o 7)(i) := o(7(¢)) bilden eine Gruppe: S,.
(iii) S, ist genau fiir n = 1,2 abelsch.

Beweis. Ubung. O
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Definition 6.2.3. Sei o eine Permutation der Zahlen 1,2,...,n. Sei s = s(0) die
Anzahl der Paare (i,7) mit 1 <4 < j <nund o(i) > o(j). Dann definieren wir das
Signum der Permutation o durch

sign o := (—1)%(%),

Eine Permutation o mit sign(o) = 1 heift gerade,
eine Permutation o mit sign(c) = —1 heifst ungerade.

Definition 6.2.4 (Transposition). Setze fiir 1 <4,j <n mit ¢ # j

J k=i
Tij(k‘) = 7 k = j,
k sonst.

Die Permutation vertauscht gerade die Zahlen i und j. Es gilt 7! = 7.

Theorem 6.2.5. Sei o eine Permutation der Zahlen 1,2,... ,n. Sei 7 eine Trans-
position. Dann gilt

sign(7 o o) = —sign(o).
Beweis. Seien o und ¢’ zwei Permutationen,
(0(1),0(2),...,0(n)) wd (o'(1),0'(2),...,0'(n)),

die sich nur dadurch unterscheiden, dass in dieser Darstellung zwei benachbarte
Eintrage vertauscht wurden. Dann gilt nach Definition

signo = —signo’.

Sei (to(1),...,70(n)) aus (o(1),...,0(n)) durch Vertauschen der Zahlen ¢ und j
entstanden, die k weitere Zahlen in dieser Darstellung zwischen sich haben. Durch
2k 4+ 1 Vertauschungen nebeneinanderliegender Elemente kann man diese beiden
Permutationen ineinander iiberfithren. Daher gilt

sign(1 o o) = (—1)***! sign(o) = —sign(o). O

Theorem 6.2.6. Jede Permutation der Zahlen 1,2,...,n ldsst sich als Produkt
von Transpositionen schreiben.

Beweis. Fiir die Identitdt und eine beliebige Permutation 7 gilt 7 o 7 = 1. Sonst
kann man durch Permutationen sukzessive erreichen, dass (1,2,...,n) in eine Per-
mutation iiberfithrt wird, bei der in dieser Darstellung das Anfangsstiick, das mit
(o(1),0(2),...,0(n)) iibereinstimmt um mindestens eine Position langer wird. Die
Aussage folgt nun per Induktion. O

Theorem 6.2.7. Sei o eine Permutation, die sich als Produkt von r Transpositio-
nen schreiben lisst. Dann gilt signo = (—1)".

Beweis. Benutze Theorem 6.2.5. O

Da sign o unabhéngig von Transpositionen definiert ist, gilt

Korollar 6.2.8. Ldsst sich eine Permutation als Produkt von k und | Transposi-
tionen schreiben, dann gilt
k=1 (mod?2),

d. h. k undl sind entweder beide gerade oder beide ungerade.

Theorem 6.2.9. Sei n > 2. Dann g¢ibt es genau %n! gerade und %n! ungerade
Permutationen der Zahlen 1,2,....n.
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Beweis. Sei T eine beliebige Transposition. Da die Permutationen eine Gruppe bil-
den, ist 0 — 7o bijektiv. Die geraden Permutationen werden dabei gerade auf
die ungeraden und umgekehrt abgebildet. Folglich gibt es von jeder Sorte gleich
viele. (]

Bemerkung 6.2.10. Eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe S,, ist die al-
ternierende Gruppe. Sie besteht aus den Elementen ¢ der symmetrischen Gruppe
mit signo = 1.

Definition 6.2.11. Seien G, H Gruppen. Dann ist ¢: G — H ein Gruppenho-
momorphismus, wenn fiir alle a,b € G

p(a-b) = ¢(a) - o(b)
gilt.
Beispiele 6.2.12.
(i) Lineare Abbildungen sind Gruppenhomomorphismen, wenn wir einen Vektor-
raum als additive Gruppe betrachten.
(ii) Die Koordinatenabbildung eines Vektorraumes ist ein Gruppenhomomorphis-
mus beziiglich der additiven Gruppe eines Vektorraumes.
(iii) Die Abbildung ®: Hom(V,V) — F"™*™ wie in Bemerkung 5.6.6 ist ein Grup-

penhomomorphismus.
Ein weiteres Beispiel fiir einen Gruppenhomomorphismus ergibt sich aus
Theorem 6.2.13. Seien o, T zwei Permutationen. Dann gilt
sign(o o 7) = sign(o) - sign(7).

Beweis. Stelle die Permutationen als Verkettung von Transpositionen dar und zéhle
deren Anzahl. O

Korollar 6.2.14. Sei o eine Permutation. Dann gilt sign (0’1) =signo.
Beweis. Es gilt sign(o) - sign (0’1) = sign (0’ o 0’1) =signl = 1. O

6.3. Determinanten. In diesem Kapitel werden wir hdufiger zwischen einer Ma-

. . no )
trix A = <a;)1§i,j§n und deren Spalten a; = (a}) I<i<n = zz:l aje; mit e; =
(0,...,0,1,0,...,0)T hin- und herwechseln. Ebenso werden wir zwischen det A und
det(ay,...,ay) hin- und herwechseln.

Definition 6.3.1 (Determinante). Eine Funktion det: F"*"™ — F, die n Vektoren
in F" ein Element in F zuordnet, det(aq,...,a,), heit n-dimensionale Determi-
nantenfunktion oder Determinante, wenn sie folgende Axiome erfiillt

(1) det(al, ceey i1, )\ai,aiH, N ,an) = )\det(al, ey Ai—1, Q4 Q41 - -y an)
firalle \e Fund1<i<n
(11) det(al, ey Q1,04 + bi, Ajd1y vy an) = det(al, ey A1, Ay A1y o vy an) +
det(ay,...,a;—1,b;,ai41,...,a,) firalle 1 <i<n (Linearitét)
(iii) det(ai,...,ai,...,a;,...,an) =0, falls a; = a; fiir i # j
(iv) det(eq,...,ep) =1 (Normierung)

Da eine Determinantenfunktion in jedem Argument linear ist, heifft sie multili-
near.

Bemerkung 6.3.2. x Die Determinante ist ein Polynom in den Eintragen. Wir
werden spiter auch Matrizen statt Korperelementen einsetzen. Daher empfehlen
wir, sich beim zweiten Lesen zu iiberlegen, dass sich die Resultate iiber Determi-
nanten auf diesen Fall anpassen lassen.
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Wir werden erst spéter zeigen, dass es eine eindeutig bestimmte Determinanten-
funktion gibt.

Lemma 6.3.3. Sei det eine Determinantenfunktion. Dann gilt
m
(Z) det (al, N ¢ 73 I Z )\kbk, Ait1y- - ,an>
k=1

m
= Z )\k det(ah ce ,ai,l,bk,aHl, .. .,an)

k=1
n
(ii) det | a1,...,ai—1,a; + > May,a;41,...,a,
=%
:det(al,...,ai_l,ai,aiﬂ,...,an)
(111) det(a1,...,ai,...,a5,...,an) = —det(ar,...,a5,...,a;,...,a,) fliri#j

(Antisymmetrie)

Beweis.
(i) Dies folgt direkt aus der Multilinearitét.
(ii) Ist eine Folgerung aus der Multilinearitdt und aus (iii) in der Definition der
Determinante.

(iii) Es gilt

det(ar,...,a;,...,a5,...,a,) = det(ar,...,a; +aj,...,a5,...,a,)
=det(ar,...,a; +aj,...,a; —a; — aj,...,0y)
= —det(a1,...,a; +aj,...,a;,...,a,)
= —det(a1,...,aj,..., a4, an). O

Theorem 6.3.4. Sei det eine Determinantenfunktion. Ist die Familie der Vektoren
{a1,...,a,} linear abhingig, so gilt

det(al, ey an) =0.

n
Beweis. Sei a; = Y. AFaj. Dann folgt
i
n
det(ay,...,a,) = Z Nedet(ar,...,ai_1,a, ait1,...,a,) =0,
it

da in den Determinanten auf der rechten Seite stets zwei Vektoren doppelt vorkom-
men. (]

Der Eindeutigkeitssatz fiir die Determinantenfunktion lautet

Theorem 6.3.5. Sein > 1. Dann gibt es hiochstens eine n-dimensionale Determi-
nantenfunktion.

Beweis. Seien d, D zwei Determinantenfunktionen. Dann gilt
1=d(e1,...,en) = D(e1,...,en).
Sei (41, ...,1,) eine Permutation von 1,...,n. Da wir eine Permutation als Verket-
tung von Transpositionen schreiben konnen erhalten wir aus der Antisymmetrie
d(eg,, ... e;,) =sign(i,...,iy)d(e1,...,en)
= sign(i1,...,in)D(e1,...,en)
:D(eil, ey ei”).
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n
Sei nun a; = § ase;. Wir erhalten

i1=1 12=1 ip=1
n n n
= Z a Z Z an ell’ e7f’n)
i1=1 i2=1 in=1
:D(G,l,...7 n)
Dabei haben wir das mittlere Gleichheitszeichen fiir den Fall, dass (i1, ...,%,) €i-
ne Permutation von (1,...,n) ist, bereits nachgerechnet. Sonst stimmen jedoch
mindestens zwei Indices iiberein und beide Terme verschwinden. Die Behauptung
folgt. O

Der Existenzsatz fiir die Determinantenfunktion ist

Theorem 6.3.6. Fiir n > 1 existiert eine Determinantenfunktion. Sie ist durch

det(ay,...,a,) =det A := Z signo -al® - ag® .. qg™m
o€ESy

gegeben. (Leibnizformel)

Beweis. Bereits aus dem Beweis des Eindeutigkeitssatzes folgt, dass es hochstens
diese Determinantenfunktion geben kann.

Bei der angegebenen Funktion handelt es sich auch um eine Determinantenfunk-
tion, denn sie ist offensichtlicherweise multilinear und normiert und wir erhalten
fiir aé. = a} fiir alle i und j # k

det A = det(ar,...,a;,..., ag ,...,¢p)
~~
=a;
= Z sign o - ai(l) . a;(ﬂ . az(’ﬂ 2™
og€Sy,
= Z Signo— . ag.(l) e a;—(]) . a;f(k) . aZ(n)
o€eSy,
o(j)<o(k)
—+ Z signo’ag(l) ...a;.(‘j) ...a?(k) ...aZ(n) = 0’
oSy
o(j)>o(k)

denn fiir jeden Term in der obigen Summe gibt es einen Term in der unteren Summe,
der zur gleichen Permutation gehort, nur dass o(j) und o(k) vertauscht sind. Da
diese Permutationen sich also um genau eine Transposition unterscheiden, heben
sich diese Terme gerade paarweise auf und die Behauptung folgt. O

Korollar 6.3.7. Fiir quadratische Matrizen A € F™"*" C € F"™ ™ ynd B € F"*™
gilt

det (61 g) =det A-detC.

Beweis. Sei (a}) = (4 B). In der Leibnizformel

1<i,j<n+m
det (13 g) = Z signo - a‘f(l) . ag@) e az(f;;m)
G'GSn+m

verschwinden alle Terme, fiir die o(4) > n fiir mindestens ein ¢ mit 1 <14 < n gilt.
Zuo € Syym mit o(i) < nfir 1 <i<n gibt es Permutationen 7 € S, und p € S,
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so dass o(i) = 7(¢) fur alle 1 <i <nund o(n+1i) =n+p(i) fiir alle 1 < i < n gilt.
Stellt man 7 und p als Verkettungen von Transpositionen dar, so kann man diese
auch auf 1,...,n bzw. n+1,...,m wirken lassen und erhilt sign o = sign 7 - sign p.
Es folgt somit

A B . . (1) r(n) _ntp(1) n+p(m)
det(o C):Z 251gn7'~81gnp-a1 ~-~an()-an+‘f --~an+fn

TESy PESm

= sian7 oVl S signp a0 an i
TES, PESm

=det A-detC. O

Per Induktion folgt

Korollar 6.3.8. Sei A =
firi < j. Dann gilt

(a;)lgmgn eine obere Dreiecksmatriz, d. h. gelte a; =0

detA:a%~-~aZ:Ha§.

Theorem 6.3.9. Sei A eine (n X n)-Matriz. Dann gilt
det A = det AT

Beweis. Sei A = (a;) Es folgt

det A — Z Slgno— . a‘{(l)a;(Q) e a”?’b(n)

U'ESn
_ E : 1 2 n
- €S S“’_/lgno Hlo-1(1)%-1(2) T do1(n)
" =sign(o—1)

(nach Umsortieren der Terme nach dem oberen Index)

= Y sign(0) agyag) a5
oceSy

= det AT O

Korollar 6.3.10. Die Axiome, die wir fir die Spalten einer Matriz in der Defini-
tion einer Determinantenfunktion gefordert haben, gelten somit auch fir die Zeilen
a' = (a})1<j<n, also etwa

det A= —det | @

Wir kénnen die Berechnung von Determinanten von (n X n)-Matrizen auf die
von ((n —1) x (n — 1))-Matrizen zuriickfithren.
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Theorem 6.3.11 (Laplace). Sei A eine (nxn)-Matriz. Sei A’ die ((n—1)x(n—1))-
Matriz, die entsteht, wenn wir die i-te Zeile und die j-te Spalte streichen.

1 1 1 1
S S T R N (59
i—1 i—1 -1 i—1

ay a;_1 Qg - Gy
i+1 i+l it i+1

ay a;ly ayy ... ay
n n n n
ay aj_y ajy ... ap

Dann gilt fiir festes j, 1 < j <nmn,
det A = Z(—l)”ja; det A;
i=1
und fiir festesi, 1 <i<n
det A = Z(—l)i“a;- det A;
j=1

Beweis. Wegen det A = det AT geniigt es, die erste Gleichheit nachzuweisen.

Beide Seiten sind in der j-ten Spalte linear. Daher geniigt es, die Aussage fiir
Matrizen der Form

1 1 1 1

ap ... oa;_qy 0 ajyy ... ay
i—1 i—1 i—1 i—1

ay a;_y O{ Qi1 e Gy

_ 7 7 1 7 7
A=| a ai_q a; Ay ... ay
git! a9 gt qi+1

1 j—1 j+1 o On

n n n n

a ... aj; 0 ajy, ... oay

nachzuweisen. Ohne Einschrankung kénnen wir az» # 0 annehmen und daher geniigt
es aufgrund der Eigenschaften der Determinante (die rechte Seite bleibt ohnehin
unverdndert), anzunehmen, dass A von der Form

1 1 1 1
ap ... a0 ajpy -0
i—1 i—1 i—1 i—1
ay a0 ey o ay
A=1 0 o 1 0 ... O
i+1 it+1 i+1 i+1
ay a;"y 0 aly ... oay
n n n n
at ... aj; 0 ajy; ... ay

ist. Weiterhin diirfen wir die ausgezeichnete Spalte mit der rechts davon vertau-
schen. Auf diese Weise bringen wir die ausgezeichnete Spalte ganz nach rechts.
Ebenso diirfen wir die ausgezeichnete Zeile sukzessive mit der darunterliegenden
Zeile vertauschen. Bei den Vertauschungen &ndert sich jeweils das Vorzeichen auf
beiden Seiten. Wir diirfen also ohne Einschrénkung annehmen, dass

1 1
ag ... a1 O

[S]
=
S|
==
— O
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gilt. Nun ist
det A = Z signo - a?@W ... g7 L gem

n
ocESy

- Z signo - af™W ... L go(m)

og€eS,
o(n)=n

= Z (—=1)"* " signo - a‘f(l) e Z(,nl Y
oc€SH_1

= (—1)™" det A7

=1

Die Behauptung folgt. O

Die Determinante ist ein Gruppenhomomorphismus:

Theorem 6.3.12 (Determinantenmultiplikationssatz). Seien A, B € F"*". Dann
gilt
det(AB) = det A - det B.

Beweis. Seien A = (a!), B = (b%). Dann ist AB = (Z afcb?). Setzen wir b :=
k=1
(b;-), den Vektor, der in der i-ten Zeile von B steht, so kénnen wir

n

Z a‘ill bil

1 1 1
ay ... a b =1
AB = : '-. . . =
n mn 7 n
ay a b n i
" > ap b
in=1

schreiben, wenn wir eine Kollektion aus Zeilenvektoren als Matrix interpretieren.
Wir erhalten aufgrund der Multilinearitdt und der Symmetrieeigenschaften der De-
terminante

n .
5 alp

i1=1

det(AB) = det
> ap b

171—

n n n bll
=22 2 i a det |
i1=11i3=1 in=1 b%
bo(l)
= Uy (1) (2) " Gy det |
o€Sy po(n)
bl

= Z a},(l)ai@ St Gy () - Signo - det
TESR pr

= det A - det B. O
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Theorem 6.3.13. Fine quadratische Matriz A € F"*" ist genau dann reguldr,
wenn det A # 0 gilt.

Beweis.
(i) Sei A reguliir. Dann existiert nach Theorem 4.8.5 eine Inverse A~!. Der De-
terminantenmultiplikationssatz liefert
1=detl =det (AA™") =det A-det A"

Somit ist det A # 0.
(ii) Sei nun det A # 0. Nach Theorem 6.3.4 sind daher die Spalten von A linear
unabhéingig. Somit ist A regulér. O

Der Beweis liefert auch

Korollar 6.3.14. Sei A reguldr. Dann gilt
1

A= —
det det A

Korollar 6.3.15. Ahnliche Matrizen haben die gleiche Determinante.
Beweis. Sei B = DAD™!. Dann folgt
det B=detD-det A-det D~ =det D - (det D)~' - det A = det A. O

Da &dhnliche Matrizen dieselbe Determinante haben, ist die Determinante eines
Endomorphismusses zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen wohldefiniert.

Definition 6.3.16. Sei f: V — V ein Endomorphismus. Sei A die Matrix zu f
beziiglich einer beliebigen Basis. Setze

det f := det A.

Theorem 6.3.17. Sei A = (aé) eine (n x n)-Matriz. Sei A; die (n—1)x (n—1))-

Matriz, die wir erhalten, wenn wir die i-te Zeile und die j-te Spalte wie in Theorem
6.3.11 streichen. Definiere die (n x n)-Matriz B durch b} == (=1)"*7 det Al. Dann
gilt

AB =det A-1.

B heifst die Adjunkte von A, A%,
Ist A reguldr, so gilt
. B
= S d
Beweis. Es gilt

> aiby =Y al(—1)7* det Af = 6} det A,
j=1 j=1

denn fiir i = k steht in der Mitte gerade die Entwicklung (siehe Theorem 6.3.11,
Entwicklungssatz von Laplace) von det A nach der j-ten Spalte und fiir ¢ # k die
Entwicklung der Determinante einer Matrix mit gleicher i-ter und k-ter Zeile. [J

6.4. Charakteristisches Polynom.

Theorem 6.4.1. Sei f: V — V durch die Matriz A beschrieben. Dann ist A € F
genau dann ein Eigenwert von f, wenn

det(A—A1)=0
gilt.

Beweis. Ist A ein Eigenwert, so ist A — A1 singuldr und somit det(A — A1) = 0. Die
Riickrichtung funktioniert genauso. O
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Die Determinantenabbildung ist ein Polynom in den Eintrdgen der Matrix. Daher
kénnen wir Determinanten nicht nur fiir Matrizen mit Eintrégen in F', sondern auch
mit Eintragen o} € F[X] oder F[)] nach der Leibnizformel definieren.

Lemma 6.4.2. Sei A = (aé) eine (n X n)-Matriz. Dann ist

XA (A) :=det(A — A1)
ein Polynom vom Grad n. Wir schreiben
xa\) = (=D)"A" 4+ (=D)L A 4+ (—1)YS,,
wobei hier zundchst S; € F gilt.

Beweis. Da in jeder Zeile (oder Spalte) nur ein Term mit A, ndmlich a¢ — A\d?
vorkommt, folgt per Induktion (Leibnizformel), dass x 4()) ein Polynom vom Grad
< n ist. Durch Entwicklung der Determinante sieht man, dass x4(A) die Summe
von

(al =) (a3 = ) (a2~ )

n

und einem Polynom vom Grade < n — 2 ist. Somit ist (—1)" der Koeffizient vor
A" O

Definition 6.4.3 (Elementarsymmetrische Funktionen). Seien pq,...,u, € F.
Definiere o, = ox(u) = or (1, - - -, pn) durch

op ‘= 1,
01 = Z Hi,
1<i<n
e S
1<iy <ig<n
o) = Z My fhig =+ Miy, 1<k <m,

1<y <in<...<ip<n
On ‘= H1U2 " Un-
Sei A = (aé) € F*"™ Wir definieren

SO(A) = 17

S1(A) = Zaﬁ =:tr A, (Spur von A)
i=1

Sk(A) == Z det (a;)i,je{il,..‘,ik} ’
1<i1<i2<...<1x<n

Sp(A) = det A.

Héufiger setzt man alle anderen Funktionen gleich Nul: 0 =S 1 =5 5= ... =
Sn+1 :SnJrQ:...Zo‘,l =0_2=...=0p41 =0p42 = ....

Bemerkung 6.4.4. Sei 0 € S,,, so gilt
or(p1s- s pin) = ok(o(p1)s - o (pn))-
Ist A € F™*™ diagonal, so ist
Sk(A) = oy, (a}, R aZ) .
Lemma 6.4.5. Sei A € F™*™. Dann gilt
det(A=A1) = (=1)" X" +(=1)" 1S (AN L A(= 1) RS (AN F 4. . 45, (A).



72 6. DETERMINANTEN

Ist A diagonal, so gilt
det(A—AL) =(=1)"A\" + (=1)" oy (af,...,al) X" "1+ ...
+ (=) oy (a%, e ,aZ) AR o, (a%, . ,aZ) .

Beweis. Den allgemeinen Fall lassen wir als Ubungsaufgabe.

Ist A diagonal und n = 1, so ist det(A — A1) = a} — X wie behauptet. Gelte die
Behauptung bereits fiir n. Sei innerhalb dieses Beweises o), die n-dimensionale k-te
elementarsymmetrische Funktion von (ai,...,a?) und 6 die (n+ 1)-dimensionale
k-te elementarsymmetrische Funktion von (af, ... ,aZﬁ). Esgilt fiir1 <k <n

op= ), ay-ay
1<i1 <...<ip<n+1
e Z a:i ...ai::i .agi% + Z azi ...a?;
1<ig <...<ip_1<n+1 1<ii <...<ip<n+1
=0k_1" CLZi% + 0.
Dann folgt fiir die Diagonalmatrix A € F(+Dx(n+1) mit den Diagonaleintréigen
1 n ,n+l1
N e
det(A— A1) = (a; — A) - (a3 — A) -+ (alT] = N)
= ((=1)"\"+ (-D)" oA L+ (—D)" kg A F 4+ on) -

JUSSERY

- (iw”m”) ot )

k=0
und nach Indexverschiebung in der ersten Summe

n+1 n
_ Z(_l)n+1_k0k71a21%)\n+l_k _~_§ :(_1)n+1—kak>\n+1—k
k=1 k=0
n

1 — 1 —
_ O_nazil +§ :(71)n+1 k (Uk—laZil +Uk) )\nJrl k + (71)n+10_0>\n+1
Y k=1 z
=0n+1 =0k
n+1

_ Z(il)nJrlfk&k)\nJrlfk.
k=0

Die Behauptung fiir Diagonalmatrizen folgt. O

Definition 6.4.6. Das Polynom
xA(X) :=det(A — X1)

heiftt charakteristisches Polynom der Matrix A. Sei f ein durch A dargestellter
Endomorphismus. Setze
Xf(X) :=det(4A — X1).

Lemma 6.4.7. Sei die Abbildung f ein Endomorphismus eines endlichdimensio-
nalen Vektorraumes. Dann ist x 5(X) wohldefiniert.

Beweis. Sei S regulir und B = SAS~!. Dann gilt
xB(X) = det (SAS™" — X1) = det (SAS™" — SX157")
= det (S(A— X1)S7") =det S - det(A— X1)-det S~
= det(A — X1) = ya(X). O
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Zusammenfassend erhalten wir

Theorem 6.4.8. Die Figenwerte eines linearen Endomorphismusses f: V — V
zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen sind genau die Nullstellen von x j(X)
i F.

Als Korollar zur Wohldefiniertheit von xf(X) erhalten wir
Korollar 6.4.9. Seien A, A’ ihnlich, so gilt Sk(A) = Si(A4") fir alle1 <k <n.

Alternativ kénnte man dieses Resultat fiir & = 1 mit dem folgenden Lemma
beweisen.

Lemma 6.4.10. Seien A, B € F"*™. Dann gilt

tr(AB) = tr(BA).

Beweis. Seien A = (a§)1<ij<n und B = (b§)1<ij<n Es gilt
tr(AB) = > aib] = Y bla} = tr(BA). O
i,j=1 i,j=1

Zur geometrischen Vielfachheit eines Eigenwertes gibt es auch ein algebraisches
Analogon

Definition 6.4.11. Sei A € F ein Eigenwert einer linearen Selbstabbildung f: V —
V' (zwischen endlichdimensionalen Radumen; in Zukunft wollen wir diesen Zusatz im-
mer als automatisch gegeben ansehen, wenn Determinanten oder charakteristische
Polynome auftreten). Dann heift die Vielfachheit der Nullstelle A von x¢(X) die
algebraische Vielfachheit von \.

Theorem 6.4.12. Sei A ein Figenwert von f: V — V. Dann ist die geometrische
Vielfachheit von X\ kleiner oder gleich der algebraischen Vielfachheit von A.

Im Beispiel (§ 1) ist die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes 1 gleich eins,
die algebraische ist 2.

Beweis. Sei dim E)y = k. Dann gibt es k linear unabhingige Eigenvektoren von f
zum Eigenwert A\. Wir ergénzen diese zu einer Basis von V. Dann ist f beziiglich
dieser Basis durch eine Matrix A der Form

A0 ...00
0 X ... 0

0 0 Aok Lk
00 0 b ... b,
00 ... 0 bp% ... bk

mit geeigneten bé- € I dargestellt. Dabei bezeichnet % einen beliebigen Eintrag
aus F. Wir setzen B := (b;) L<ij<n_k’ Wir erhalten durch sukzessive Entwicklung
nach der ersten, zweiten, ..., k-ten Spalte x;(X) = xa(X) = det(4 — X1,,) =
(A—X)*det(B— X1,,_1). Somit ist die algebraische Vielfachheit von A mindestens
gleich k. Die Behauptung folgt. O
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6.5. Diagonalisierbarkeit und Trigonalisierbarkeit.

Definition 6.5.1. Eine lineare Selbstabbildung f: V' — V eines endlichdimensio-
nalen Vektorraumes V heiftt diagonalisierbar, wenn es eine Basis gibt, so dass f
beziiglich dieser Basis durch eine Diagonalmatrix dargestellt wird.

Lemma 6.5.2. Sei f: W — W linear und sei dim W < oco. Sei U der Eigenraum
zum Eigenwert A und V' der Eigenraum zum Figenwert u # X. Dann gilt

dim(U+V)=dimU + dim V.

(Die Verallgemeinerung auf endlich viele Figenrdume beweist man mit einem ana-
logen Beweis.)

Beweis. Sei a;, 1 < ¢ < dimU, eine Basis von U und b;, 1 < j < dimV eine
Basis von V. Wir behaupten, dass die Vektoren {(a;)1<i<dim v; (bj)1<j<dim v } linear
unabhéngig sind. Sonst erhalten wir eine nichttriviale Linearkombination der Null

dim U dim V
S N+ S by =0,
i=1 j=1
S— ——

=:a —:b

wobei a ein Eigenvektor zum Eigenwert A und b ein Eigenvektor zum Eigenwert p
ist. Nach Theorem 5.7.3 folgt nun a = b = 0. (]

Theorem 6.5.3. Eine lineare Abbildung f: V — V ist genau dann diagonalisier-
bar, wenn das charakteristische Polynom x(X) in Linearfaktoren zerfdllt, d. h.
wenn es sich in der Form a - (X — ay) -+ (X — ayp) fir a,a; € F schreiben lisst,
und die geometrische Vielfachheit jedes Figenwertes von f mit seiner algebraischen
Vielfachheit tibereinstimmit.

Beweis.

(i) Ist f diagonalisierbar, so ist die Behauptung klar.

(i) Da x¢(X) in Linearfaktoren zerféllt, summieren sich die geometrischen wie
algebraischen Vielfachheiten der (einfach aufgefiihrten) Eigenwerte von f zu
n auf. Wahle zu jedem Eigenraum eine Basis aus Eigenvektoren. Nach Lemma
6.5.2 bilden diese eine Basis eines n-dimensionalen Unterraumes, also von
V selbst. Also besitzt V' eine Basis aus Eigenvektoren von f. f ist somit
diagonalisierbar. O

Definition 6.5.4. Eine lineare Selbstabbildung f: V — V eines endlichdimensio-
nalen Raumes V heifit genau dann trigonalisierbar, wenn es eine Basis gibt, so
dass f durch eine obere Dreiecksmatrix dargestellt wird, d.h. durch eine Matrix
A = (af) mit a} =0 fiir j < i.

Theorem 6.5.5. FEin linearer Endomorphismus f: V — V ist genau dann trigo-
nalisierbar, wenn das charakteristische Polynom x(X) in Linearfaktoren zerfdllt.

Beweis. Ist f trigonalisierbar, so ist die Behauptung klar.

Zerfalle das charakteristische Polynom von f in Linearfaktoren. Wir wollen per
Induktion zeigen, dass f trigonalisierbar ist. Sei A; eine Nullstelle von x(f) und
sei f durch die Matrix A dargestellt. Dann ist A — \11 singulér, besitzt also einen
nichttrivialen Kern. Somit gibt es ein a; € ker(A — A1), also einen Eigenwert von
A zum Eigenwert \;. Beziiglich einer Basis (a1,...,a,), a; fir ¢ > 2 noch nicht
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fixiert, in der der erste Vektor a; ist, hat A die Gestalt

1 1
A1 a% o ag
0 ag e ag
0 a3 ... a
n n
0 ay ... ayp
Betrachte nun g: {(as,...,a,) = {(asa,...,a,), definiert durch
2 2
ag e agI
ay ... ay
n n
ay ... al

Es gilt xf(X) = (A1 —X)-x4(X). Da x in Linearfaktoren zerfallt, gilt dies auch fiir
Xg(X). Nach Induktionsvoraussetzung gibt es daher eine Basis bs, .. ., by, beziiglich
der g durch eine obere Dreiecksmatrix dargestellt ist. Somit ist f beziiglich der
Basis (a1, b, ..., b,) durch eine obere Dreiecksmatrix dargestellt. O

7. VEKTORRAUME MIT SKALARPRODUKT
Sobald wir Skalarprodukte verwenden, wollen wir stets annehmen, dass wir R-

oder C-Vektorrdume betrachten.

7.1. Euklidische Vektorrdume. Ein euklidischer Vektorraum ist ein Vektorraum
mit einem reellen Skalarprodukt.

Definition 7.1.1. Sei V ein R-Vektorraum. Ein (reelles) Skalarprodukt auf V'
ist eine Funktion (-,-): V x V — R, die folgendes erfiillt:

(i) {(a,b) = (b,a) fur alle a,be V (Symmetrie)
(i) (Aa+ pb,c) = XNa,c) + u(b, c) fir alle a,b,c € V und A\, u € R (Linearitét)
(iii) (a,a) > 0und (a,a) =0 <= a=0firallea eV (positive Definitheit)

Bemerkung 7.1.2.

(i) Aus des Symmetrie und der Linearitit im ersten Argument folgt auch die
Linearitit im zweiten Argument

(e, Aa + ub) = (Aa+ pb,c) = Aa, &) + (b, &) = Ac,a) + ple,b).
Eine Funktion in zwei Argumenten, die in beiden Argumenten linear ist, heifst

bilinear.
(ii) Per Induktion zeigt man fiir beliebige Linearkombinationen

<Z Nag, Z Mjbj> = Z Z Ny (az, b;).

i=1 j=1 i=1 j=1
Somit ist ein Skalarprodukt durch seine Werte auf einer Basis eindeutig be-
stimmt.

(iii) Sei V = R™. Fiir Vektoren & = (£%,...,6") und n = (n',...,n") definieren

WIr
n

(€ m)=> &'

i=1
Dies ist ein Skalarprodukt auf R” (Ubung), das Standard-Skalarprodukt.
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(iv) Sei V = R2. Definiere fiir £ = (¢1,£2) und n = (nt,7?)

(& n) =&t + 5% + 507 + 26677

Dies ist ein weiteres Skalarprodukt auf R?. Es stimmt nicht mit dem Stan-
dardskalarprodukt auf R? iiberein.

(v) Sei V' der Vektorraum der auf [a,b] C R stetigen reellwertigen Funktionen,
V = C%[a, b]). Gelte bei diesen Beispielen stets a < b. Definiere fiir f,g € V

b
(f,9) Z/f(x)g(ac) dz.

Dies ist ein Skalarprodukt auf V' (vgl. Analysis-Vorlesung).

Definition 7.1.3. Sei (-,-): V x V — R ein Skalarprodukt und sei a1, ..., a, eine
Basis von V. Dann definieren wir
cij == {a;,a;) firl<i,j<n.

C = (¢ij)1<i,j<n heifst Matrix zum Skalarprodukt (-, -).
Beachte, dass wir hier beide Indices unten schreiben. In Matrizenform stellen wir
C durch

C11 C12 e A1n
C21 C22 e a9n
Cnl Cp2 cee Qpn

dar. Es ist nicht ideal, Matrizen der Form (c;) und (c;;) graphisch gleich darzustel-
len, jedoch {iblich.

Theorem 7.1.4. Die Matric C = (c¢ij)i<i,j<n eines reellen Skalarproduktes ist
symmetrisch, d. h. es gilt ¢;j = cj; fir alle 1 < 4,5 < n oder C' = CT mit CT =
(bij)1<ij<n mit bij = cji.

Beweis. Sei aq,...,a, eine Basis. Dann gilt
cij = (ai, a5) = (aj, a;) = cji. O

Beispiele 7.1.5.
(i) Beziiglich der Standardbasis ist die Matrix des Standardskalarproduktes auf
R"™ gleich 1=1= (5ij)1§i,j§n-
(ii) Das Skalarprodukt mit
(€m) = €' + 5N% + 567" + 2667
ist beziiglich der Standardbasis des R? durch die Matrix

=)

und beziiglich der Basis aus den Vektoren (1,0) und (—5,1) durch die Matrix
1 dargestellt.

(iii) Sei V der Vektorraum der Polynome vom Grad < 3 mit Basis (1,22, 23).
Dann ist das Skalarprodukt

(p,q) = /p(a?)q(a?) dx
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durch die Matrix

IS W= N =
U= = Wl N[
o= U= [ o=
= O Gl =

dargestellt.
Lemma 7.1.6. Sei (-,-) ein Skalarprodukt, dem beziiglich der Basis a1, ...,a, die

n noo
Matriz (cij)1<i j<n zugeordnet ist. Seien & = > &a; und 1 = Y n'a; beliebig.
i=1 j=1
Dann gilt

n
(&my = e
i,j=1
Beweis. Benutze die Linearitit in beiden Argumenten wie in Bemerkung 7.1.2 (ii).

O

Bemerkung 7.1.7. Wir wollen schlieflich noch das Verhalten einer ein Skalarpro-
dukt darstellenden Matrix unter Basistransformationen untersuchen.
Sei V ein reeller Vektorraum mit Basen S und 7', S = (a1,...,a,) und T =

(b1,...,bp). Gelte
b= dja;.
i=1

Das Skalarprodukt (-,-}: V x V — R werde beziiglich S durch die Matrix C =
(¢ij)1<i,j<n beschrieben. Dann gilt

mp; = <bk, bl> = <Z d};ai, Zd{a]>
i=1 j=1

= Z d;lcd‘lj<ai7aj> = Z did{cij.

ij=1 ij=1
Setze M := (m;j)i1<i j<n und D = (d2)1§i,k§n. Dann gilt
M = DTCD.

7.2. Unitire Vektorrdume. Mit Z bezeichnen wir die komplex konjugierte Zahl
zu z. Ist also z = ¢ + iy mit x,y € R, so ist z =z — iy.
Ein Vektorraum mit einem unitdren Skalarprodukt heifst unitérer Vektorraum.

Definition 7.2.1. Sei V ein C-Vektorraum. Ein unitéres Skalarprodukt auf V'
ist eine Funktion (-,-): V x V — C, die die folgenden Eigenschaften erfillt:
(i) {(a,b) = (b, qa) fir alle a,b €V (hermitesch)
(ii) (Aa+ pb,c) = Aa,c) + u(b,c) fir alle a,b,c € V und alle \, p € C
(Linearitdt im ersten Argument)
(iii) (a,a) > 0und (a,a) =0 <= a=0firalleacV (positiv definit)

Bemerkung 7.2.2. Folgende Eigenschaften und Beispiele sind analog zum reellen
Fall

i) Seien a,b,c € V und A, u € C. Dann gilt
1) Sei b V und A C.D il
(e, Aa + ub) = (ha + b, ¢) = Alasc) + ji{b, &) = Meva) + fle,b).

Linearitdt im ersten Argument und dieses Verhalten im zweiten Argument
bezeichnet man als Sesquilinearitét.
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Es gibt auch die umgekehrte Konvention, d.h. man definiert ein unitéres
Skalarprodukt so, dass es im zweiten Argument statt im ersten Argument
linear ist und dass die iibrigen Eigenschaften unverindert gelten. Im ersten
Argument werden dann Skalare komplex konjugiert nach aufien gezogen.

(ii) Per Induktion folgt hieraus fiir beliebige Linearkombinationen

m n m n .
<Z MNa;, Z /Hbj> = Z Z A {a;, by).
i=1 j=1 i=1 j=1
Daher ist ein unitéres Skalarprodukt durch seine Werte auf einer Basis bereits

eindeutig bestimmt.
(iii) Ist V = C™ und seien z = (x!,...,2") und y = (y!,...,y"™) Vektoren in V,

so ist durch
n
(w,y) == @'y’
i=1

ein unitéres Skalarprodukt auf C™ definiert.
(iv) Sei V' der komplexe Vektorraum der auf [a, b] komplexwertigen stetigen Funk-
tionen einer reellen Variablen. Dann definiert

b
(f.9) = / F(0)g (@) dt

ein unitdres Skalarprodukt auf V. Vergleiche wieder eine Analysis-Vorlesung
fiir die positive Definitheit.

(v) Achtung! Manchmal fordert man auch die Linearitét im zweiten statt im ersten
Argument.

Definition 7.2.3. Sei V ein komplexer Vektorraum und (-,-): V x V — C ein
unitires Skalarprodukt. Sei (ay,...,a,) eine Basis von V. Dann heifit die Matrix
C = (cij)i<ij<n mit

cij = (ai, a5), 1<i,j,<n
die Matrix des Skalarproduktes (-, ) beziiglich der Basis a1, ..., ay,.

Theorem 7.2.4. Die Matriz C eines unitiren Skalarproduktes ist hermitesch, d. h.
es gilt CT = C.

Beweis. Es gilt

Cij = <ai7aj> = <aj7ai> = Cji-
Es folgt CT = C wie behauptet. O

Wie im reellen Fall zeigt man:

Lemma 7.2.5. Sei (-,-) ein unitires Skalarprodukt, dem beziglich einer Basis

n .
ai, ..., 0 die Matriz (c;;)1<i, j<n zugeordnet ist. Seien & = 3 £'a; und n =
i=1 J

n .
3
na;
=1

beliebig. Dann gilt

n
(€m) = e,
i,j=1
Bemerkung 7.2.6. Wir wollen wiederum das Verhalten einer ein Skalarprodukt
darstellenden Matrix unter Basistransformationen untersuchen.
Sei V ein komplexer Vektorraum mit Basen S und T, S = (a1,...,a,) und

T = (b1,...,by). Gelte
b= dya.
=1
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Das Skalarprodukt (-,-}: V x V — C werde beziiglich S durch die Matrix C =
(¢ij)1<i,j<n beschrieben. Dann gilt

me; = <bk, bl> = <Z d};ai, Z dlja]‘>
i=1 j=1
= Z d%d{(ai,aﬁ = Z d;dgc”
i,j=1 i,j=1
Setze M := (mij)1<i j<n und D := (d})1<; g<n. Dann gilt
M = DTCD.

Bemerkung 7.2.7. Reelles und komplexes Skalarprodukt verhalten sich sehr &hn-
lich. Daher werden wir haufiger nur den komplexen Sachverhalt untersuchen. Ein
analoges reelles Resultat folgt dann analog.

7.3. Norm.

Theorem 7.3.1 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Sei V' ein Vektorraum mit
Skalarprodukt. Dann gilt
|<a7b>|2 < <CL,CL> ' <bab>

fiir alle a,b € V. Gleichheit gilt genau dann, wenn a und b linear abhdngig sind.
Beweis. Der Fall b= 0 ist einfach (Ubung).
Sei A € C beliebig. Dann gilt
0 < (a—Ab,a— \b) = {(a,a) — Ma, b) — Xa, b) + A\(b, b).

Setzen wir speziell A = <<ij>> , so folgt nach Multiplikation mit (b, b)

0< <a’a> ’ <b7b> _2|<a’b>|2 + |<avb>|2'

Die behauptete Ungleichung folgt.
Gilt Gleichheit, so gilt insbesondere auch in der ersten Ungleichung Gleichheit,
also 0 = a — \b aufgrund der positiven Definitheit. O

Korollar 7.3.2.
(i) Seien ay,...,a, und by,..., b, reelle Zahlen. Dann gilt
1/2

n n 1/2 n
San< (Y] (30
i=1 i=1 j=1

(ii) Seien f,g: [a,b] — C stetig. Dann gilt

b 2 b b
/ Fhg(t)dt| < / )Pt / o(t)2 dr.

Beweis. Dies folgt direkt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir den Vek-
torraum

(i) R™ mit Standardskalarprodukt.

(ii) der stetigen Funktionen auf [a,b] mit [ fg als Skalarprodukt. O

Definition 7.3.3. Sei V ein reeller oder komplexer Vektorraum. Eine Funktion
[I-1]: V= R heift Norm auf V, wenn sie die folgenden Bedingungen erfiillt

(i) |IAall = |A| - |la|l fir alle A € F'und a €V,

(ii) ||e+ bl < |la|| + ||b]| fiir alle a,b €V, (Dreiecksungleichung)
(iii) |ja]| =0 <= a =0.
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Theorem 7.3.4. Sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-). Dann ist die Funk-
tion || - ||: V = R, durch ||la]| :== +/{a,a) definiert, eine Norm.

Beweis.

() [[Aall = v/Qha, Aa) = v/AXMa, a) = [AlV/{a,a) = A - [lal.

(i) la+b]2 = (@ +b,a+b) = {a,a) + {a,b) + (b, a) + (b, )
<{(a,a) + 2|{a, b)| + (b, b)
<llall* +2- |lal| - [|p]] + ||p]|* (Cauchy-Schwarz)
= (llall + lIp[>.
(iii) Die positive Definitheit der Norm folgt aus der positiven Definitheit des Ska-
larproduktes. O

In einem Skalarproduktraum (=Vektorraum mit Skalarprodukt) werden wir un-
ter einer Norm immer ||a|| := 1/{(a, a) verstehen.

7.4. Orthonormalbasen.

Definition 7.4.1. Sei V ein Skalarproduktraum.

(i) Dann heifft a € V' senkrecht (oder orthogonal) zu b € V, wenn (a,b) = 0
gilt.

(ii) Eine Teilmenge S C V heiftt orthogonal (oder senkrecht) zu einer Teilmenge
T CV,wenn (s,t) =0 fiir alle (s,t) € S x T gilt.

Bemerkung 7.4.2.
(i) Ist a orthogonal zu b, so ist b orthogonal zu a.
(ii) Der Nullvektor ist zu allen anderen Vektoren orthogonal, da aus

(0,a) = (04 0,a) = (0,a) + (0,a)

(0,a) = 0 folgt. Dies ist auch der einzige Vektor mit dieser Eigenschaft, da
aus (a,a) = 0 bereits a = 0 folgt.

(iii) Zwei Teilmengen S und T sind genau dann orthogonal, wenn (S) und (T')
orthogonal sind (Ubung).

Definition 7.4.3.
(i) Eine (nichtleere) Familie/Teilmenge S von V heift orthogonal, wenn je zwei
verschiedene Elemente aus S orthogonal zueinander sind.
(ii) Eine orthogonale Familie S heift orthonormiert, wenn (a,a) = 1 fiir alle
a €S gilt.
(iii) Eine orthonormierte Familie, die zugleich Basis von V ist, heift Orthonor-
malbasis (ONB oder orthonormierte Basis) von V.

Bemerkung 7.4.4.
(i) Eine orthogonale Familie S von Vektoren mit 0 ¢ S kann man zu einer ortho-
normalen Familie machen, indem man jeden Vektor a € S durch ﬁ ersetzt.
Die neue Familie ist dann durch Normieren aus der alten hervorgegangen

(Ubung).
(ii) Sei V der Vektorraum der auf [—m, 7] stetigen reellwertigen Funktionen mit
Skalarprodukt
(f9) = [ $(@)g(e) da.
Dann ist

{1, sin z, cos x, sin 2z, cos 2z, sin 3x, cos 3z, . . .}

eine orthogonale Familie (Ubung). Dies spielt bei Fourierreihen eine Rolle.
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Theorem 7.4.5. Sei S eine orthogonale Familie mit 0 ¢ S. Dann ist S linear
unabhdngig.

Beweis. Gelte
Z )\iai =0
i=1

mit A* € F und a; € S fiir 1 <43 <n und ein n € N*. Dann folgt fir 1 < j <n

0=(0,a;) <Z)\ al,aj> :Z)\i<ai,aj>:/\j<aj,aj>.

i=1
Wegen a; # 0 folgt also A/ = 0. Somit ist S linear unabhéngig. O
Theorem 7.4.6. SeiV ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum. Seiaq, ..., a,

eine Orthonormalbasis. Dann gilt fir jedes b € V

n

b = Z<b, ai>ai

i=1

Beweis. Wir wissen bereits, dass sich b als Linearkombination der Form

b= Zn: Na
i=1

darstellen lasst. Hieraus folgt

(b, aj) <Z)\ az,a]> :i:/\i<ai,aj>=/\j.
i=1

Wir erhalten die Behauptung. O

Der folgende Algorithmus erlaubt es, aus einer Basis eine Orthogonalbasis zu
gewinnen.

Theorem 7.4.7 (Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren). Jeder end-
lichdimensionale Skalarproduktraum besitzt eine Orthonormalbasis.

Beweis. Sei aq,...,a, eine beliebige Basis. Daraus konstruieren wir induktiv eine
orthogonale Basis vermoge

by, are1)
bii1 i= Ayt — N TkAL
; (bj,b;)

Nach Definition handelt es sich weiterhin um eine Basis. Insbesondere gilt also
b; # 0 fur alle j. Die Familie der b; ist orthogonal, da wir fiir i € {1,...,k}
induktiv

k
(bj,a
(bis bry) = (bi, k) Z e ’“*1 (bi, bj)
j=1
= (bi, Q1) — <buak+l>
=0
erhalten. Wir normieren nun die Vektoren b;. Nach Theorem 7.4.5 sind sie linear

unabhéingig. Aufgrund ihrer Anzahl handelt es sich somit um eine Orthonormalba-
sis. (]

Bemerkung 7.4.8. Um die Fille ' = R und F' = C gleichzeitig behandeln zu
konnen, setzen wir A* := AT fiir A € F™*". Im Reellen gilt A* = AT.
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Theorem 7.4.9. Sei V ein Skalarproduktraum, dimV < co. Sei {by,...,b,} eine
Orthonormalbasis. Definiere Vektoren dy, durch

n
=) ajb;.
i=1
Setze A := (a§)1§i,j§n' Dann ist {dy,...,d,} genau dann eine Orthonormalbasis
von V., wenn
A*A=1
gilt.

Beweis. Wie angekiindigt zeigen wir nur den unitiren Fall. Es gilt

(dk,dy) = <Za};bi72a{bj> =Y ajai (bi,b;)
i=1 =1

i,j=1

n - n o
= g a,a) 0y = E aja;.
i=1

i,j=1

Sei also {ds,...,d,} orthonormal. Dann folgt

Op = Zafﬁaj oder ATA=1.
i=1
Durch komplexes Konjugieren erhalten wir A*A = 1.
Gelte umgekehrt A* A = I. Mit der obigen Rechnung erhalten wir daher (dy, d;) =
k1. Somit ist {dy,...,d,} orthonormiert und daher auch linear unabhéngig; es han-
delt sich somit um eine Orthonormalbasis von V. O

Definition 7.4.10. Sei A eine (n x n)-Matrix mit A* = A~L. Ist A € R"*", so
heifst A orthogonal; ist A € C™*™, so heifst A unitér.

Theorem 7.4.11. Sei A € R"*". Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A ist orthogonal

(ii) ATA=1

(iii) AAT =T

(iv) A vermittelt eine Basistransformation zwischen orthonormierten Basen eines
n-dimensionalen euklidischen Vektorraumes.

(v) Die Spalten der Matriz A bilden eine orthonormierte Basis des Vektorraumes
R™ mit Standardskalarprodukt.

(vi) Die Zeilen der Matriz A bilden eine orthonormierte Basis des Vektorraumes
R"™ mit Standardskalarprodukt.

Beweis. Nach Definition sind die Aussagen (i), (ii) und (iii) &quivalent. Theorem
7.4.9 impliziert, dass (ii) und (iv) dquivalent sind.
Sei A = (aé)lgﬂén. Dann folgt aus (ii)
Za};af =0 firl1 <k l<n.
i=1
(v) folgt. Die Umkehrung ,,(v) == (ii)“ folgt ebenso aus dieser Gleichung.
Genauso wie man die Aquivalenz zwischen (ii) und (v) zeigt, erhiilt man auch
die Aquivalenz von (iii) und (vi). O

Theorem 7.4.12. Sei A € C"*"™. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) A ist unitir
(ii) A*XA=1
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(ii)) AA* =1

(iv) A vermittelt eine Basistransformation zwischen orthonormierten Basen eines
n-dimensionalen unitdren Vektorraumes.

(v) Die Spalten der Matriz A bilden eine orthonormierte Basis des Vektorraumes
C™ mit Standardskalarprodukt.

(vi) Die Zeilen der Matriz A bilden eine orthonormierte Basis des Vektorraumes
C™ mit Standardskalarprodukt.

Beweis. Vollstéandig analog zum reellen Fall. O
7.5. Orthogonale und unitire Endomorphismen.

Definition 7.5.1. Sei V ein Skalarproduktraum. Dann heiftt ein Endomorphismus
f:V — V orthogonal (bzw. unitér), falls

(f(a), f(b)) = (a,b) fiir alle a,beV
gilt.

Theorem 7.5.2. Sei V ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum. Sei f: V —
V' ein orthogonaler (bzw. unitdrer) Endomorphismus. Dann gilt
(1) I f (@)l = [la|
(i) Sind a und b orthogonal, so auch f(a) und f(b).
(111) Ist X ein Eigenwert von f, so gilt |A\| = 1.
(iv) f ist eine Isomorphismus.

Beweis.
(i) Esist

If (@)l = V{f(a), f(a)) = V{a,a) = |la].
(ii) Dies folgt aus
0= {a,b) = (f(a), (b))
(iii) Ist a ein Eigenvektor zum Eigenwert A, so gilt nach nach (i)
lall = [[f (@)l = [Aall = [A] - [la]-

Wegen a # 0 folgt die Behauptung.
(iv) Wegen (iii) ist 0 kein Eigenwert. Also folgt ker f = {0}, f ist also injektiv. Da
V endlichdimensional ist, ist f auch surjektiv und damit ein Isomorphismus.
O

Bemerkung 7.5.3. * Wir bemerken, dass (iv) fiir unendlichdimensionale Skalar-
produktriiume nicht aus unserer Definition folgt: Betrachte f: {2 — [? mit

((ai)ien, (b))jen) =) aibs
i€N
und /2 = I2(N,C) c CY der Teilmenge, auf der die zugehdrige Norm endlich ist,
sowie
flag,a1,a9,as,...):=(0,a9,a1,az,as,...).
Dann ist f nicht surjektiv. Die anderen Teilaussagen gelten mit demselben Beweis

auch fiir unendlichdimensionale Skalarproduktraume.

Theorem 7.5.4. Sei {ai,...,a,} eine Orthonormalbasis von V. Dann ist ein En-
domorphismus f: V — V genau dann orthogonal (bzw. unitdr), falls

(f(ai), f(az)) = i

fir alle 1 <i,5 <mn gilt.



84 7. VEKTORRAUME MIT SKALARPRODUKT

Beweis. Es ist klar, dass aus der Orthogonalitét (bzw. Unitaritét) (f(a,), f(a;)) =
(Sij folgt.

Gelte also (f(ai), f(a;j)) = d;;. Wir wollen nachweisen, dass f ,das Skalarprodukt
erhélt“: Seien a = > Aa; und b= Y pfa;. Wir erhalten

i=1 =1

<f(a)7f(b)>=<f (Zm>,f >, >

= Nwd (f(ai), f(ag))
iJZ:l :6ij:<a'i7aj>

= <Z )\iai,zlujaj> = {(a, b).

J
Somit ist f orthogonal (bzw. unitér). O

Theorem 7.5.5. Sei V' ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum. Sei S eine
Orthonormalbasis. Dann ist ein Endomorphismus f: V — V genau dann orthogonal
(bzw. unitir), wenn die Matriz A von f beziglich S orthogonal (bzw. unitar) ist,

d. h. wenn A*A =1 gilt.

Beweis. Sei S = {by,...,b,} und A = (a} d.h. es gelte

) 1<i,j<n’
n .
Flbr) = ajbs.
i=1
Wir erhalten

———
=6,

(Fbe). F(00)) = > aka] (biby) = aja.
,j=1 i=1

Nach Theorem 7.5.4 ist f genau dann orthogonal, wenn (f(bg), f(b;)) = d gilt.

n o — .

Aufgrund unserer Rechnung ist dies aber dquivalent zu dy; = Y. aja}, und somit
i=1

auch zu A*A = I. Die Behauptung folgt. O

Beispiel 7.5.6. Beziiglich des Standardskalarproduktes des R? sind die Matrizen

cosyp —sinep
sing  cosp
flir beliebige ¢ € R orthogonal, insbesondere also auch I und —1I.
Theorem 7.5.7. Seien A, B orthogonale (bzw. unitdre) (n x n)-Matrizen. Dann

gelten
(i) A=1 ist orthogonal (bzw. unitdir).
(i) AB ist orthogonal (bzw. unitdr).
(iii) |det A] = 1.
Die orthogonalen (bzw. unitdren) (n x n)-Matrizen bilden somit eine Untergruppe
der invertierbaren Matrizen GL,(F),

e die orthogonale Gruppe O(n) bzw.
e die unitire Gruppe U(n).

Beweis.
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(i) Nach Definition ist A*A = I. Weiterhin gilt AA* = I. Also ist A* die Inverse
zu A, A~! = A*. Es folgt aus

(A~ ) A7V = (A" A" = AA* =1,

dass auch A~! orthogonal ist.

(ii) Dies folgt aus
(AB)*(AB) = B* (A*A)B = B*IB = B*B = I.
(iii) Es gilt
1=detI =det(A*A) =det A" -det A = det A" - det A
=detA-det A=det A-det A= |det A
Die Behauptung folgt. O
Weiterhin definiert man:

Definition 7.5.8.
(i) Die spezielle lineare Gruppe SL(n, F) = SL,(F) besteht aus den Elemen-
ten der “general linear group” GL(n, F) = GL,(F) mit Determinante gleich
1.
(ii) Die spezielle orthogonale Gruppe SO(n) besteht aus den orthogonalen
Matrizen A mit det A = 1.

Bemerkung 7.5.9. Der Determinantenmultiplikationssatz liefert, dass es sich da-
mit tatséchlich um Untergruppen von GL,,(F) bzw. O(n) handelt.

7.6. Orthogonale Komplemente.

Definition 7.6.1. Sei V ein Skalarproduktraum und sei S C V beliebig. Dann
heifst
Li={aeV:{(ab)=0 firallebec S}

das orthogonale Komplement von S in V.
Theorem 7.6.2. Sei V' ein Skalarproduktraum und sei S C V. Dann gelten

(i) St ist ein Unterraum von V,

(ii) (S) NS+ = {0},

(iii) (S*)" 2 (S) und

(iv) S+ = (S)*.
Beweis.

(i) Seien a,b € S+ und A\, € F. Dann gilt fiir alle ¢ € S

(Ao + b, ) = Aa, ) + u(b,¢) = 0.

Somit ist auch Aa + ub € S*. Wegen 0 € S+ ist S+ nicht leer.
(ii) Sei a € S* N (S). Dann gibt es \' € F und a; € S mit

n
g Na; = a.
i=1

Wegen a € S+ folgt hieraus

a) = Zﬁ(a,cu) =0
i=1
Somit ist @ = 0 und wir erhalten die Behauptung.
(iii) Seien a € S und b € S*. Dann gilt (a,b) = (b,a) = 0. Somit ist S C (S’l)l
Da (SL)l ein Unterraum ist, folgt sogar (S) C (SL)
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(iv) Wegen S C (S) ist klar, dass (S)1 C S+ gilt. Sei also a € S und b = Y \b;

i=1
mit b; € S ein beliebiges Element in (S). Dann gilt
(a,b) = Zﬁ(a, b;) = 0.
i=1
Somit gilt auch a € (S)*. O

Bemerkung 7.6.3. Ist dimV = oo, kann (S) C (SJ‘)L gelten: In [? = [?(N) =
I2(N,R) C RNist S = {eg, e1,€,...} mit St = {0} aber (S) C 12 ein Gegenbeispiel,
da [?(N,R) auch Folgen mit unendlich vielen von Null verschiedenen Eintrigen
enthélt.)

Theorem 7.6.4. Sei V ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum. Ist U C 'V
ein Unterraum, so gilt V.=U @ U~*.

Beweis. Nach Theorem 7.6.2 gilt UNU~ = {0}. Es geniigt also nachzuweisen, dass
sich jeder Vektor ¢ € V in der Form ¢ = a + b mit « € U und b € U* darstellen
lasst. Sei {aq,...,a,} eine Orthonormalbasis von U. Definiere a durch

a:={c,a1)a; + ...+ {c,a.)a,

und setze b := ¢ — a. Dann ist offensichtlicherweise ¢ = a + b. Wir miissen also noch
zeigen, dass b € UL gilt: Es ist

(b,a;) ={c— a,a;)

Somit steht b orthogonal zu einer Basis von U. Wir erhalten b € U+ und die
Behauptung folgt. O

Theorem 7.6.5. Sei V ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum. Ist U C V
ein Unterraum, so gelten

(i) dimV = dimU + dim U~
(ii) (UH)* =0,

Beweis.
(i) Dies folgt direkt aus Theorem 7.6.4 und der Dimensionsformel, Theorem 4.3.6.

1L

(ii) Esgit V=Ua® Ut und V = (UL)L @ ((UJ‘)L) . Nach Theorem 7.6.2 gilt
x

aber U C (UL)J' und ebenso U+ C ((UJ-)J') . Dies ist aber nur méglich,
i

wenn bereits U = (UL)L und U+ = ((UL)L) gelten. O

Beispiel 7.6.6. Sei V der Vektorraum der auf [—a, al, a > 0, stetigen reellwertigen
Funktionen mit (L2-)Skalarprodukt

(f,g9) = /f(x)g(:c) dx.

Sei U:={feV: f(—z) = —f(x)} der Raum der ungeraden Funktionen und G :=
{f € V: f(—z) = f(x)} der Raum der geraden Funktionen in V. Wir behaupten,
dass U+ = @ gilt.
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Beweis. Zunichst einmal ist klar, dass G C Ut gilt. Sei nun h € U+ beliebig.
Wir setzen hy(z) := £(h(z) + h(—x)) und ho(z) := §(h(z) — h(—x)). Dann gilt
h = hy + hso. Es ist hy € G und he € U. Wir sind fertig, wenn wir hy = 0 zeigen
konnen. Aus h € UL und hy € U erhalten wir

0=(h,ho) = /h(x)hg(x) dx = /hl(x)hg(x) dx—i—/hg(x)hg(x) dx.
—a —a —a
Das erste Integral auf der rechten Seite mit einer geraden und einer ungeraden
Funktion verschwindet. Da i und somit auch ho stetig ist, folgt also ho = 0 wie
behauptet. O

7.7. Adjungierte Abbildungen. Zu einem Endomorphismus f: V' — V wollen
wir eine lineare Abbildung g: V' — V mit

(f(a),b) = (a, g(b))
finden.

Definition 7.7.1. Sei V ein Skalarproduktraum. Zu a € V definieren wir a*: V —
R (bzw. a*: V — C) durch

a*(b) = (b,a) firbeV.
Bemerkung 7.7.2. Die Abbildung a* ist linear, denn es gilt
a* (b + i) = (Ab+ pic, a) = A{b, a) + ple, a) = Aa*(b) + pa* (¢).

Theorem 7.7.3. Sei V' ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum. Dann gibt es
zu jedem Funktional ¢ ein eindeutig bestimmtes a € V. mit (&) = (£,a) fir alle
& e V. Somit ist o = a*.

Beweis. Sei {ai,...,a,} eine orthonormierte Basis von V. Definiere a durch
n
a:= E w(as)a;.
i=1

Wir erhalten

(aj,a) = Z<P(Gi)<ajai> = p(aj;).

Also stimmen a* und ¢ auf einer Basis von V {iberein und sind daher gleich.

Es bleibt noch zu zeigen, dass a eindeutig bestimmt ist. Gelte also (€, a) = (£, a’)
fiir alle £ € V. Dies ist dquivalent zu ({,a — a’) = 0 fir alle £ € V und gilt
insbesondere fiir { = a — a’. Also folgt a = a’. O

Bemerkung 7.7.4. Aus diesem Beweis folgt insbesondere, dass (¢, a) = 0 fiir alle
& € V nur fiir a = 0 erfiillt sein kann.

Bemerkung 7.7.5. Sei f: V — V ein Endomorphismus. Ist a € V fest, so defi-
nieren wir durch

p(&) = (f(£),a)

ein lineares Funktional ¢: V' — F: Es gilt ndmlich

b+ 1) = (FOb + p1c), a) = A(F(b), a) + (£ (0), a) = Ap(b) + pp(c).
Nach Theorem 7.7.3 gibt es zu ¢ ein eindeutig bestimmtes ag € V mit (&) = (€, ao)
fir alle £ € V. Fiir fixiertes f ordnen wir auf diese Weise jedem a € V ein ag € V
zu. Wir bezeichnen diese Zuordnung als g: V' — V, g(a) := ag. g ist durch die
Gleichung

(£(£),a) = (§,9(a)) fir alle £ € V
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festgelegt. Wir behaupten, dass g eine lineare Abbildung ist. Aus der definierenden
Gleichung erhalten wir

(&, 9(\a+ pb)) = (f(€), Aa + pb) = X(f(&), a) + B(f(£),b)

M. g(a)) + 7€, g(0) = (&, Ag(a) + g (b))

Da dies fir alle & € V gilt, erhalten wir g(Aa + ub) = Ag(a) + ug(b), also die
Linearitat von g.
Wir sagen, dass g die zu f adjungierte Abbildung ist und schreiben g = f*.

Definition 7.7.6. Die zum Endomorphismus f: V — V adjungierte Abbildung
f*: V. — Vst durch

(f(&)ym) = (& f*(m)) firalleneV
definiert.

Beispiele 7.7.7.
(i) Sei f: R?* — R3 durch

f (x17332,:v3) = (ml — 2%, -t 2% 223 2% + x3)
gegeben. Nach Definition gilt (f(z),y) = (x,¢(y)). Somit erhalten wir aus
(f(2),y) = (¢! —a?)y' + (2 + 2% +22%) y* + (2 +2°)
=t (=) 42 (—yt P+ 0P) + 2 (202 + 1)
=(z, f* ()
die adjungierte Abbildung
v y’) = -y -y v 29" + )

Die darstellenden Matrizen beziiglich der Standardbasis sind

1 -1 0 1 -1 0
Ap=1-1 1 2 sowie Ap=[-1 1 1
0 1 1 0 2 1

(ii) Im Raum V = L?([a,b]) der auf [a,b] stetigen reellwertigen Funktionen mit
L2-Skalarprodukt ist

oV -V,
O(f)(x) ==a - f(x)
selbstadjungiert, d. h. es gilt ®* = &, denn es gilt

(@(f),9) = (f,2(9))-

Den Zusammenhang zwischen der f und der f* darstellenden Matrix haben wir
bereits im Beispiel gesehen.

Theorem 7.7.8. Sei V' ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum. Sei S eine
Orthonormalbasis. Wird f: V. — V beziglich S durch die Matrix A dargestellt,
so wird die adjungierte Abbildung f*: V. — V beziiglich S durch die Matriz A*
dargestellt.

Beweis. Seien S = (di,...,d,), A = (a}

J)lgi,jgn

und Ag = (b§)1<ij<n. Wir
erhalten T

fldg) = Z ayd;,
i=1

3

fr(d) =Y bld;,
j=1
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<f(dk)7 dl> = <dk7 f*<dl)>7

(f(dk),di) = <Z a};di,dz> = Zaﬂdi?dﬁ = Zawiz = aj,
i=1 i=1 i1
(di, [*(d1)) = <dkvzb{dj> = Zb?&gj = bF.

j=1 j=1
(In den letzten beiden Zeilen sind die jeweils letzten Gleichheiten aus Kovarianz-
griinden unschén geschrieben. Fiir die zugehdrigen reellen bzw. komplexen Zahlen
gilt die Gleichheit jedoch.) Also ist aﬁc = bf fir alle 1 < k,1l < n. Die Behauptung
folgt,. O

Theorem 7.7.9. Sei V ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum. Sei f: V —
V linear. Dann gilt
ker f* = (im f)*.

Bewets. Es gilt
ker f* = {€ € V: *(€) = 0}
={eV:{nf€))=0 firalleneV}
={£eV:(f(n),E) =0 firallenecV}
=(im f)*. O
Beispiel 7.7.10. Sei
iaixk:bi, 1<i<n
k=1

ein reelles lineares quadratisches Gleichungssystem. Sei f: R™ — R"™ die (beziiglich
der Standardbasis) durch A = (aé) dargestellte Abbildung. Dann ist das lineare
Gleichungssystem genau dann lésbar, wenn b = (bl7 e ,b”) € im f gilt. Auf R”
fihren wir das Standardskalarprodukt ein und erhalten aus Theorem 7.7.9, dass
das lineare Gleichungssystem genau dann lésbar ist, wenn b € (ker f*)* gilt. Uber
R wird f* durch die transponierte Matrix dargestellt. Somit folgt: Das lineare Glei-
chungssystem ist genau dann losbar, wenn fiir jede Losung y = (y1,-..,¥yn) von

Za};yi =0 auch Zyibi =0 gilt.
i=1 i=1
Theorem 7.7.11. Sei V' ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum. Sei f: V —
V' ein Endomorphismus. Dann haben f und f* den gleichen Rang.
Beweis. Es gilt
rang f = dimim f = dim V — dim(im f)*
= dimV — dim(ker f*) (Theorem 7.7.9)
= dim(im f*) = rang f*.

(Alternativ kann man iiber R wegen A* = AT benutzen, dass Zeilenrang und Spal-
tenrang {ibereinstimmen.) O

Korollar 7.7.12. Sei A € C"*™. Dann gilt rang A = rang A.

—T
Beweis. Setze B := A . Da der Rang einer Matrix B mit dem von BT iiberein-
stimmt, folgt

rang A = rang B* = rang B = rang BY = rang A. ]
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7.8. Diagonalisierung von selbstadjungierten linearen Endomorphismen.
Wir wollen insbesondere zeigen, dass sich solche Endomorphismen sogar mit Hilfe
einer Orthogonalbasis stets diagonalisieren lassen.

Definition 7.8.1. Sei V ein Skalarproduktraum. Der Endomorphismus f: V — V
heiftt selbstadjungiert, wenn

(£(€)sm) = (& f(n)
fiir alle £, € V gilt, also f = f* ist.

Theorem 7.8.2. Sei V ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum mit Ortho-
normalbasis S. Der Endomorphismus f: V. — V werde beziiglich S durch die Ma-
triz A beschrieben. Dann ist f: V — V genau dann selbstadjungiert, wenn A = A*
gilt.

Beweis. Dies folgt direkt aus Theorem 7.7.8. O

Theorem 7.8.3. Sei V' ein n-dimensionaler Skalarproduktraum. Sei f:V — V
ewn selbstadjungierter Endomorphismus. Dann sind alle Nullstellen des charakte-
ristischen Polynoms x s(X) reell, es gilt also

Xp(X) = (X = A1) (X = \)
Fiir M,y .., A € R.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den unitéren Fall. Wie jedes Polynom zerfillt das
charakteristische Polynom in Linearfaktoren und wir miissen lediglich nachweisen,
dass die Eigenwerte von f reell sind. Sei also A ein Eigenwert von f zum Eigenvektor
&. Wir erhalten

ME,€) = (A&, €) = (F(€),€) = (&, F(€)) = (§,A&) = A&, )

Wegen ¢ # 0 bzw. (£,€) # 0 folgt A = . Somit ist \ reell.

Im reellen Fall benutzen wir die sogenannte Komplexifizierung. Diezu f: V — V
gehorige reelle symmetrische Matrix definiert eine Abbildung f : C* — C™. Eine
reelle symmetrische Matrix ist hermitesch, wenn wir sie als komplexe Matrix auf-
fassen. Somit ist f : C — C beziiglich des Standardskalarproduktes auf C" selbst-
adjungiert. Es gilt

X7 (X) = xa(X) = x(X).

Somit stimmen die Eigenwerte von f und f iiberein und sind aufgrund der obigen
Uberlegungen reell. O

Theorem 7.8.4. Sei V' ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum. Sei f: V —
V' ein selbstadjungierter Endomorphismus. Dann besitzt V' eine Orthonormalbasis
aus Figenvektoren von f.

Beweis. Wir wissen, dass das charakteristische Polynom x(X) in Linearfaktoren
zerféllt. (Im Fall F = C folgt dies aus dem Fundamentalsatz der Algebra und fiir
F =R (und C) aus Theorem 7.8.3.)

Benutze Induktion nach dimV =: n. Fiir n = 1 ist die Aussage wahr. Sei also
n > 2. Sei a; ein Eigenvektor zum Eigenwert A mit ||a1|| = 1. Definiere W := {{ €
V:{a1,§) = 0}. Nach Theorem 7.6.5 folgt dim W = n — 1. W ist ein beziiglich f
invarianter Unterraum, es gilt ndmlich fir £ € W

<a1a f(§)> = <f(a1)’€> = <)‘a1’§> = /\<a1’§> =0.

Es folgt f(€) € W. Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine Orthonormalbasis
{ag,...,a,} von W aus Eigenvektoren von f|y und somit auch von f. Also ist
{a1,as,...,a,} wie behauptet eine Orthonormalbasis. O
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Theorem 7.8.5. Jeder selbstadjungierte Endomorphismus eines endlichdimensio-
nalen Skalarproduktraumes ist diagonalisierbar.

Beweis. Benutze eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren. Beziiglich dieser ist die
zugehorige Matrix eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten entsprechend ihrer
Vielfachheit auf der Diagonalen. O

Theorem 7.8.6. Sei A eine reelle symmetrische (bzw. komplexe hermitesche) (n x
n)-Matriz. Dann gibt es eine orthogonale (bzw. unitire) Matrix D mit

A0 ... 0
0 X ... O
papr=| . T .
0 0 ... X\,

mit M, ..., \n € R.

Beweis. Dies folgt direkt aus den bisherigen Theoremen dieses Kapitels, da fiir
orthogonale (bzw. unitire) Matrizen D! = D* gilt. O

7.9. Késtchenform orthogonaler Matrizen. Wir wollen unitére und orthogo-
nale Endomorphismen beziiglich Orthonormalbasen durch ,einfache* Matrizen dar-
stellen.

Theorem 7.9.1. Sei f: V — V ein unitdrer Endomorphismus eines endlichdi-
mensionalen unitiren Vektorraumes V. Dann gibt es eine Orthonormalbasis von
V', die aus Figenvektoren von f besteht.

Beweis. Wir beweisen dies per Induktion nach n = dim V. Der Induktionsanfang ist
trivial. Sei n > 2. Das charakteristische Polynom zerfillt iiber C in Linearfaktoren

XA(X) = £(X = A)(X = Ag) -+ (X = A).

Nach Theorem 7.5.2 gilt |\;| = 1. Sei a; ein Eigenvektor zum Eigenwert A; mit
la1]] = 1. Sei W das orthogonale Komplement von a;, V = W & (a;). Fiir jedes
e W gilt

0= (a1,&) = (f(a1), f(£)) = M{a1, f(£)).

Da A\ # 0 gilt, folgt f(£) € W. Somit induziert die unitire Abbildung f eine unitére
Abbildung flw: W — W. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es fiir f|w eine
Orthonormalbasis aus Eigenvektoren. Zusammen mit a; erhélt man wie gewiinscht
eine Orthogonalbasis aus Eigenvektoren. O

Korollar 7.9.2. Sei A € C"*™ unitdr. Dann gibt es eine unitire Matriz D mit

ele 0 . 0
0 el 0
DAD* = . . ) . und 0 < p; < 2.
0 0 ... ei¥n

Lemma 7.9.3. Sei f: R2 — R? orthogonal. Fiziere eine Orthonormalbasis. Dann
gibt es 0 < o < 2, so dass f beziiglich dieser Basis durch

<c.os ¢ —sin <p) oder (c.os @ sine >
sinp  cosy sinp —cosg

dargestellt wird.
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Beweis. Wir benutzen Theorem 7.4.11. Die Spalten und die Zeilen der Matrix bilden
also eine Orthonormalbasis. Einen beliebigen Einheitsvektor in R? kénnen wir als

(cos 0, /1 — cos? cp) = (cos p, sin )

schreiben. Somit ist f durch eine Matrix der Form

cosp  *Esing
+singp +cosy
dargestellt. Man {iberzeugt sich leicht, dass die Vorzeichen fiir sin ¢ # 0 bzw. cos ¢ #

0 wie angegeben gewdhlt werden miissen um eine orthogonale Matrix zu erhalten.
Ggf. ist ¢ durch —p + 27k, k € Z, zu ersetzen um Vorzeichen abzuéndern. O

Durch eine spezielle Basiswahl kénnen wir Késtchen der zweiten Form ausschlie-
Ren.

Theorem 7.9.4. Sei f: V — V eine orthogonale Selbstabbildung eines euklidischen
Vektorraumes mit dimV < co. Dann gibt es eine Orthonormalbasis von V, in der
sich f in der Form

1, 0 0 0 ... 0 0
0 -1, 0 0 ... 0 0
0o 0 on ;ggnwfl 0 ... 0 0
0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 ... 0 Cos®m —sinen

sin ¢, €OS @m

mit k+ 1+ 2m = dimV darstellen ldsst.

(In ,,Matrizensprache® tbersetzt erhalten wir: Zu jeder orthogonalen Matriz A
gibt es also eine orthogonale Matriz D, so dass DAD™ von der angegebenen Gestalt
ist.)

Beweis. Vermoge einer Matrixdarstellung A € R4V xdimV ordpen wir f wiederum

eine Abbildung f: C" — C" zu. Wegen A*A = AT A = 1 ist A als Matrix in C"*"
unitér. Nach Theorem 7.9.1 gibt es eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren fiir f
zu Eigenwerten A; mit |A\;] = 1. Zu jedem A; mit A\; = +1 finden wir einen reellen
Eigenvektor zu diesem Eigenwert, den Realteil des komplexen Eigenvektors: Aus
A€ = ;¢ folgt A€ = ;€ und A (5 + E) =\ (5 + E) Daher ist Re ¢ ein Eigenvektor
oder der Nullvektor. Ist Re ¢ der Nullvektor, so ist ¢€ ein reeller Eigenvektor.

Da das orthogonale Komplement eines Eigenvektors jeweils invariant unter f ist,
erhalten wir induktiv die beiden Blocke 1; und 1;.

Sei ¢ ein Eigenvektor zum Eigenwert ' ¢ {—1,1}, A¢ = e'¢. Durch komplexe

Konjugation erhalten wir einen zweiten Eigenvektor: A = e *P€. Setze u 1= € + &

und v := —i ({ —¢). Da £ und £ wegen e¥ ¢ {—1,1} Eigenvektoren von A zu
unterschiedlichen Eigenwerten sind, gilt & # +¢ und somit u # 0 # v. Wir erhalten
_ ) Lo i + —ip _ i i _
Au = Af + AT = ¢ + ¢ 9F — % (E+8) + % (3
=cosp-u—siny-v,
1 —_ i o= ei@ — e*’b‘tp . eicp + 6*7;90 _
——Av=Af — Af= e — e Ve = 5 (§+§)+#(£—§)

.. v
=1SINY- U+ COSY - —,
—1

Av =sinp-u-+ cosy-v.
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Wir wahlen %u und %v als reellen Teil einer Orthonormalbasis. Beachte da-

zu, dass aus <§,E>C = 0 die Relationen ||§+E||2 = 2, H—z (g—E)HQ = 2 und
<§ + & —i (§ — E)> = 0 folgen, zunéchst mit komplexen Skalarprodukten und Nor-
men. Da die Eintrdge aber reell sind, gelten dieselben Beziehungen auch iiber R
und zugehorigen Skalarprodukten und Normen. Dies liefert den ersten Block:

cosp singp)  [fcospy —sing _
—singp cosp/  \singp; cosp; )’ =y

Da beide Zeilen und Spalten, die durch diesen Block verlaufen, bereits ,in diesem
Block Lange Eins haben®, enthalten sie sonst nur Nullen. Die restlichen Blécke
erhélt man per Induktion. U
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