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Definition 6.10.1. Sei A eine quadratische Matrix iiber R oder C. Dann heifit A

normal, falls
A*A = AA"
gilt.

Ein Endomorphismus f eines Skalarproduktraumes heifit normal, wenn fo f*

f*o f gilt.
Beispiele 6.10.2.

(i) Unitére (A~! = A*), hermitesche (A = A*) und Matrizen mit A = —A* sind

normal.

(ii) Orthogonale (A~1 = AT), symmetrische (A = AT) und schiefsymmetrische

Matrizen (A = —AT) sind normal.

Resultate fiir solche Matrizen werden wir einheitlicher fiir normale Matrizen

behandeln.
(iii) Es gibt weitere normale Matrizen, z. B.

110
A=10 1 1],
101
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2 6. VEKTORRAUME MIT SKALARPRODUKT

denn es gilt

11 0\ /1 01 2 1 1

AAT=1(0 1 1|1 1 0o)=(1 2 1
10 1/ \0o 11 11 2
1 0 1\ /1 1 0
=(1 1 0|0 1 1]=A4T4.
01 1/ \1 0 1

Theorem 6.10.3. Sei V' ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum. Sei f ein
normaler Endomorphismus. Dann gelten

ker f = ker f* wund im f=im f*.
Insbesondere folgt V. = ker f @ im f, wobei die Summanden senkrecht zueinander
sind, ker f L im f.
Beweis. Aus v € ker f erhalten wir

0= (f(v), f(v)) = (v, [ (f(0))) = (v, f(f*(v))) = {f*(v), " ().
Somit gilt auch v € ker f*.
Aus [7] wissen wir, dass ker f* = (im f)* gilt. Somit folgt
(im f)* = ker f* = ker f = (im f*) .
Da V endlichdimensional ist, folgt auch im f = im f*. O

Korollar 6.10.4. Sei V ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum (iber R oder
C). Sei f: V — V normal. Sei A € C bzw. € R. Dann gilt fir die zugehorigen
FEigenrdume

Ex(f) = Ex(f7).
Beweis. Setze g := f — Aid. Dann ist ¢* = f* — Xid. ¢ ist ebenfalls normal, denn
es gilt
gogt=fof A" =Af+Mid=g"oy.

—

=f*of
Somit erhalten wir

E\(f) =kerg = kerg* = E5(f™). O

Wir kénnen normale Endomorphismen nicht nur diagonalisieren; dies ist auch
eine notwendige Bedingung fiir die Diagonalisierbarkeit. Der folgende Satz funk-
tioniert aber nur fiir komplexe Matrizen. Drehmatrizen sind Beispiele fiir reelle
orthogonale und daher auch normale aber nicht reell diagonalisierbare Matrizen.

Theorem 6.10.5. SeiV ein endlichdimensionaler unitdarer Skalarproduktraum mit
dimV =n. Sei f: V — V. Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:
(i) Es gibt eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f.

(i) f ist normal.

Beweis.
,=“: Sel ay,...,a, eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f mit f(a;) =
A;a;. Wir erhalten

(aj, f*(a:)) = (f(ay), ai) = Njlaj, i) = (a;, Niai) .
Somit ist f*(a;) = A\;a;. Fiir diese Basisvektoren gilt
FOf*(ai)) = Xif (@) = Midiai = Nif*(as) = f*(f(aq)).

Da es geniigt, Normalitét fiir eine Basis nachzurechnen, ist f normal.
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,<=": Sei umgekehrt f normal. Uber C zerfiillt das charakteristische Polynom
in Linearfaktoren. Wahle einen normierten Eigenvektor a; zum Eigenvektor A\; und
definiere Ey, := (a1). Setze W := Ej. . Es gilt dim W = n — 1. Kénnen wir zeigen,
dass W ein f-invarianter Unterraum von V ist und dass f|y normal ist, so folgt
die Behauptung per Induktion nach der Dimension des Vektorraumes. Es gilt fiir
weW

<f(w)7 a1> = <w7 f*(a1)> = <wa Alal) =X\ <’LU, a1> =0.
Somit ist W ein f-invarianter Unterraum. Da E), auch in einem Eigenraum der
normalen Abbildung f* enthalten ist, gilt auch f*(W) C W. Da W fiir f und fiir
f* ein invarianter Unterraum ist, ist f|y ebenfalls normal und die Behauptung
folgt. O

Fiir Matrizen umformuliert erhalten wir

Korollar 6.10.6. Sei A € C"*™. Dann ist A genau dann normal, wenn es eine
unitire Matriz S € C™ ™ gibt, so dass SAS™! diagonal ist.

Theorem 6.10.7. Seien A, B € C"*"™ normal und gelte [A,B] = AB — BA = 0.
Dann gibt es eine unitire Matriz U, so dass UAU* und UBU* diagonal sind.

Beweis. Sei A; ein Eigenwert von A und sei V7 der zugehorige Eigenraum. Sei
v1 € Vi. Aus AB = BA folgt

A(B”Ul) = BA’Ul = )\1(3’01).

Somit gilt Buy € Vi. Vi ist also ein invarianter Unterraum fiir A und B.

Definiere Wy := V. Wir behaupten, dass W; auch ein invarianter Unterraum
fiir A und B ist. Wir argumentieren wie in Theorem 6.10.5. Nach Korollar 6.10.4
gilt A*v = A\ fiir alle v € V;. Seien v € V5 und w € W, beliebig. Dann gilt

(Aw,v) = (w, A*0) = (w, \jv) = A\ {w,v) = 0.

Wir erhalten AW, C Vi- = Wy.

Zu BW; C Wi: Nach Definition von V; ist V; = ker(A — A1), wobei wir Matri-
zen und zugehdrige Abbildungen identifizieren. Wir haben gezeigt, dass AW, C W,
gilt. Somit folgt auch (A — A 1)W; C W;. Da V3 @ W; =V gilt und W; endlichdi-
mensional ist, ist (A — A\ 1)|w, : W7 — W bijektiv. Also gelten (A — M\ 1)V =W,
und Wy = (A — A\ 1)W;. Wir erhalten

BW, = B(A — )\1][)W1 = (A — )\11].)BW1 C (A — )\1]].)V = Wi.

Die Zerlegung V- = V; @ W7 in orthogonale unter A und B invariante Unterrdume
impliziert, dass A und B (nach einer unitéiren Transformation) in Blockgestalt sind.
Der zu V; gehorige Block ist fiir A ein Vielfaches der Einheitsmatrix. Die Normalitét
iibertrigt sich aufgrund der Blockgestalt auf jeden der einzelnen Blocke, ebenso
[A, B] = 0. Mit Theorem 6.10.5 kénnen wir den zu V; gehérigen Block von B
diagonalisieren: Die zugehorige unitdre Transformationsmatrix 148t sich zu einer
unitdren Matrix von V erweitern. Der zu W; gehorige Block ist kleiner als die
Matrizen A und B. Somit folgt die Aussage per Induktion. O

Korollar 6.10.8. Seien A, B € C™"*" normale Matrizen, die kommutieren, d. h.
gelte AB = BA. (Oder der Kommutator [A, B] :== AB— BA verschwindet: [A, B] =
0) Dann sind AB und A+ B ebenfalls normal.

Beweis. Die Eigenschaften, normal zu sein und zu kommutieren gelten genau dann
fir A und B, wenn sie fiir UAU ™! und UBU ! gelten. Verwende nun Theorem
6.10.7. Fiir Diagonalmatrizen ist die Aussage klar. O

Theorem 6.10.9. Sei A € C"*". Dann sind die folgenden Aussagen sind dquiva-
lent:
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(i) A ist normal.
(i) A lisst sich durch eine unitire Matriz diagonalisieren.
(i1i) Es gibt eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A.
(iv) Es gilt |Az| = ||A*z| fir alle x € C™.
(v) Der ,hermitesche Anteil“ 1(A+A*) und der “anti-hermitesche Anteil* £ (A—
A*) kommutieren.

Beweis. Die Aquivalenz von (i), (ii) und (iii) haben wir bereits gezeigt.

(iif)
Klar ist (i) = (iv). Gelte umgekehrt (iv). Wir erhalten nacheinander

(Azx, Ax)y = (A%x, A%x),
(x, A*Az) = (x, AA*x),
0= <.’£, [Aa A*}$>,

jeweils fiir alle z € C". Da [A, A*]* = [A, A*] gilt, ist [A, A*] normal und daher
diagonalisierbar. Somit folgt aus der letzten Zeile [A, A*] = 0, also (i).
(i) < (v) folgt direkt aus

[(A+ A*),(A— A%)] = 2[4*, A].
Von dieser Gleichheit {iberzeugt man sich durch eine einfache direkte Rechnung. O

Definition 6.10.10. Eine Matrix A = (a;'-)
falls sie hermitesch ist und

X1 e .
1<i<i € C heifit positiv semidefinit,

(x,Az) >0 fiir alle z € C"

gilt. Schreibweise: A > 0, (aé) >0 oder A =0, (a?) >= 0, auch ag > 0 oder a
falls dies nicht mit der Positivitat der Eintréige verwechselt werden kann.
Gilt (z, Az) > 0 fiir alle € C™ \ {0}, so heiit A positiv definit. Wir schreiben

A >0, (aé) >0 oder A > 0, (aé») > 0 bzw. aé- > 0 oder a§~ > 0.

=0,

Lemma 6.10.11. Sei A € C™*™ positiv semidefinit. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte positiv semidefinite Quadratwurzel, d. h. eine positiv semidefinite Matriz

VA e C™ ™, 50 dass VAVA = A gilt.

Beweis. Da A normal ist, gibt es eine unitédre Matrix U, so dass U* AU diagonal
ist. Die Diagonaleintriige von U* AU sind nicht negativ. Somit gibt es eine (reelle)
Diagonalmatrix B mit BB = U*AU. Die gesuchte Matrix ist v/A = UBU*. Da B
eine Diagonalmatrix mit nichtnegativen Eintréigen ist, sieht man direkt, dass v/ A
positiv semidefinit ist. v/ AvA = A ist einfach nachzurechnen.

Sei C eine weitere Quadratwurzel von A. Da C' hermitesch ist, gibt es eine
Orthonormalbasis {a;} aus Eigenvektoren von C zu Eigenwerten \;. Wir erhalten

Aai = CCCL, = )\fal

Somit sind die Werte A7 als Eigenwerte von A eindeutig bestimmt. Aufgrund der
positiven Semidefinitheit sind auch die Werte A; > 0 eindeutig bestimmt. Die obigen
Gleichungen liefern, dass ein Eigenraum von A zum Eigenwert A? ein Eigenraum
von C zum Eigenwert \; ist. Somit ist C' eindeutig bestimmt. [l

Das folgende Theorem verallgemeinert die Darstellung einer komplexen Zahl in
der Form re’¥ auf Matrizen.

Theorem 6.10.12 (Polarzerlegung). Sei A € C"*™. Dann gibt es eine unitire
Matriz U und eine positiv semidefinite Matriz S, so dass A = SU gilt.
S ist eindeutig bestimmt. Ist A invertierbar, so ist die Zerlegung eindeutig.



6.10. NORMALE MATRIZEN 5

Beweis. Die Matrix AA* ist hermitesch und positiv semidefinit. Setze S := / AA*.
Gibt es solch eine Zerlegung, so ist S eindeutig bestimmt, denn es gilt
AA* = SUU*S* = 58* = 52

und die Wurzel ist eindeutig bestimmt.
Wihle eine Orthogonalbasis {a;}; von Eigenvektoren, so dass

A*Aai = )\iai
gilt. Es folgt
(AA*)Aaz = )\iACLi.
Somit ist Aa; (falls # 0) ein Eigenvektor zu AA* und es gilt

SACLL' = )\iAai.
Wegen
<Aai,Aaj> = <CL7;,A*ACLJ'> = Xjéij = )\jél-j
sind die Vektoren {Aa;}; paarweise orthogonal zueinander. Durch Normieren und

ergiinzen dieser Vektoren erhalten wir eine Orthonormalbasis {w;};. Ist Aa; # 0,
so gilt aufgrund der obigen Rechnung

_ Ae _ Ae _ Aw
[Aaill /{Aa;, Aai) VA
Definiere U als die unitéire Matrix, die die Orthonormalbasis {a;}; auf die Ortho-

normalbasis {w;}; abbildet. Es ist nun noch nachzuweisen, dass A = SU gilt. Wir
zeigen dazu, dass Aa; = SUa; fiir alle a; gilt.

(i) Sei zunéchst Aa; # 0. Dann gilt
Aa; Aa;
SUCLi = Swl = sz = \//\1'7Z = Aai.
[ Aall VA

(ii) Seinun Aa; = 0. Wir wollen zeigen, dass dann auch Sw; = SUa; = 0 gilt. Dies
ist dquivalent zu AA*w; = 0. Da AA*w; € im A ist, geniigt es, (Aa;, AA*w;) =
0 fiir alle j zu zeigen. Es gilt

(Aaj7AA*wi> = (AA*Aaj,wi> = )\j<Aaj,wi) =0.

w;

Falls Aa; # 0 ist, folgt Aa; = \/Ajw;. Nun bilden die Vektoren w; eine
Orthogonalbasis, aus Aa; = 0 folgt somit insbesondere i # j. Andernfalls ist
Aa; = 0 und die Behauptung ist trivial. O

Die folgende Zerlegung wird héufig ebenfalls als Polarzerlegung bezeichnet.

Korollar 6.10.13. Sei A € C"*™. Dann gibt es eine unitire Matriz U und eine
positiv semidefinite Matrixz S, so dass A = US gilt. S ist eindeutig bestimmt. Ist A
invertierbar, so ist die Zerleqgung eindeutig.

Beweis. Die Polarzerlegung A* = SU liefert eine Zerlegung A = U*S*, also von der
angegebenen Form. Die Eindeutigkeit von S folgt aus A*A = SU*US = S2. O

Lemma 6.10.14. Sei A € C"*™. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A ist normal.

(ii) In der Polarzerlegung A = SU kommutieren S und U.
(i4i) In der Zerlegung A = US kommutieren S und U.

(iv) Es gibt eine unitare Matric W mit A* = AW.
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Beweis.
»(1)=> (ii)“: Sei W unitér, so dass WAW™* diagonal ist,

WAW™* = diag {rlewl, e, T1e e’ ree'2 .0, .. ,0}

mitr; > 0,0 < ¢; < 27 und paarweise verschiedeggn Tupeln (r;, ;). Die zugehorige
Polarzerlegung hat dann die Gestalt WAW™* = SU, wobei

S =diag {ri,...,71,72,...,72,...,0,...0}

und
; . i i i ip:
Uzdlag{e“"1,...,@“’1,6WQ,...,e‘”,...,UO}

sind und Uj eine unitdre Matrix bezeichnet, der letzte Eintrag also als Block zu
verstehen ist. Dann gilt A = (W*gVV) (W*ﬁ W) und die beiden Ausdriicke in
Klammern entsprechen gerade der Polarzerlegung. Man sieht direkt, dass diese
Matrizen vertauschen.

»(il)== (1)“: Sei A = SU = US. Dann folgen A* = S*U* = SU*, A* =U*S* =
U*S und

A*A— AA* = SU*US — SUU*S = §* — §% = 0.

,»(i1)<= (iii)“: Ist offensichtlich.

»(iil)= (iv)“: Schreibe A = SU mit [U,S] = 0. Wir erhalten A = US und
daraus A* = S*U* = SU* = SUU*U* = AU*U*. U* ist unitéir, da U unitér ist:
U* = U~ liefert U** = (U*) .

»(iv)= (1)“: Aus A* = AU folgt einerseits

A=AUU" = A*U*
und andererseits
A=(A")" = (AU)"* = U" A",
somit ergeben sich also
AU =U*A”
und

UA =AU.
Zusammengenommen erhalten wir
A*A — AA* = (AU)A — A(AU) = AAU — AAU =0.

Somit ist A normal. O

7. MINIMALPOLYNOME UND JORDANSCHE NORMALFORM

7.1. Minimalpolynome. Sei f: V — V ein Endomorphismus, durch A darge-

stellt. Wir setzen A" := A-A-...- A und A% := 1. Damit kénnen wir eine Matrix
—_—
n—mal

auch in ein Polynom
i=0
einsetzen,

p(A) = Z a; A
=0
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Die Abbildung
D4 F[X] — End(V),
p(X) = p(4)

heifit Einsetzungshomomorphismus. Sie ist ein Homomorphismus von Ringen (es
gilt Pa(p+q) = Pa(p) + Pa(q) und Pa(p - q) = Pa(p) - Pa(q)) und von F-
Vektorrdumen. (Beachte, dass dabei nicht nur X durch A, sondern auch a € F
durch a-1 = a- A ersetzt wird. Bei Polynomringen in mehreren (kommutierenden)
Variablen wird das Einsetzen von Matrizen fiir die Variablen problematisch wenn
die Matrizen nicht vertauschen.)

Das Bild

F[A] = {p(A): p(X) € F[X]} C End(V)
ist ein kommutativer Unterring des i.a. nicht kommutativen Ringes End (V).
Der Kern
Iy = {p(X) € F[X]: p(A) = 0} C F[X]
heifit Ideal von A.
Theorem 7.1.1 (Cayley-Hamilton). Sei f: V — V ein Endomorphismus, dimV <
oo. Sei x5 das charakteristische Polynom zu f, A die f beziiglich einer beliebigen

Basis darstellende Matriz und x a4 das charakteristische Polynom von A. Dann gel-
ten

xs(f) =0 wund xa(A)=0.

Achtung, bei einer Rechnung
Xa(A) #det(A—A-1) =det(A—A) =det0=0

hat man an der Stelle ,#% die Polynomvariable X in X - 1 durch A ersetzt; richtig
wiére aber gewesen, det als Polynom aufzufassen. Wie man dies in der Determinante
aufschreibt, ergibt sich aus dem folgenden Beweis.

Beweis. Es geniigt, den Satz fiir Matrizen zu beweisen. Definiere B(X) = (A —
X1)T. Es gilt det B(X) = xa(X). Sei B*¥(X) die adjunkte Matrix zu B(X) wie
in [7, Kap. Determinanten]. Dann folgt

(7.1) B*(X) . B(X) =det B(X)1 = xa(X) - 1.

Setzen wir nun statt X die Matrix A ein, wenden also den Einsetzungshomomor-
phismus auf jede Komponente an, so erhalten wir eine Matrix mit Matrizen als
Eintragen

ail — A a?l atl
ail a3l —A ... ay
B(4) = 2 2 2
all a’l ooarl—A

Wir rechnen nun weiter mit Matrizen, deren Eintréige in F[A] liegen. Wir kénnen
solch eine Matrix mit einer Matrix aus Spaltenvektoren multiplizieren

ate; — Aey +ales + ...+ ale, 0
atey +a3es — Aey + ...+ ale, 0

1 2 n
ajer +ages + ... +ane, — Aey, 0



8 7. MINIMALPOLYNOME UND JORDANSCHE NORMALFORM

Setzen wir in die Gleichung (7.1) polynomialer Ausdriicke A statt 1 (und A- 1 statt
eines Korperelementes \) ein, so folgt

XA(A) 0 0
B*i(A) - B(A) = O XA:(A) 0
6 0 XA'(A)

Wir multiplizieren wie oben von rechts mit einem Vektor aus Spaltenvektoren und
erhalten

XA(A) O e 0 €1 el
0 xa(4) ... 0 e , e

| | | S| =iy By |

0 O e XA(A) €n €n

0 0

) 0 0

_ Badj (A) ) _ )

0 0

Komponentenweise gelesen folgt xa(A)e; = 0 fiir 1 < i < n. Somit ist xy4(4) =
0. O

Bemerkung 7.1.2. Mit etwas Algebra, kann man den Satz von Cayley-Hamilton
wie folgt einfacher beweisen: Wir betrachten das Problem in einem Korper K O F,
in dem y 4(X) in Linearfaktoren zerfillt. Solch einen Kérper gibt es fiir jedes Poly-
nom (Algebravorlesung). Es geniigt dann, die Aussage in diesem Korper zu zeigen.
Wir nehmen also ohne Einschriinkung an, dass x4 (X) in F bereits in Linearfakto-
ren zerféllt. Dann kénnen wir ([7]) eine Basis finden, so dass A trigonal wird. Nun
ist der Satz eine einfache Ubungsaufgabe, insbesondere, wenn wir bereits Theorem
7.2.2 benutzen, das wir noch unabhéngig hiervon zeigen werden.

Nicht nur I4 ist ein Ideal. Allgemein definiert man

Definition 7.1.3 (Ideal). Sei I eine Teilmenge eines kommutativen Ringes R mit

Eins. Dann heif3t I Ideal von R, wenn

(I1) a+be firallea,be I,

(I12) a-relfiraleaclI, r€R.

(I3) p C R heifit Primideal, falls p # R ist und falls aus a - b € p folgt, dass a € p
oder b € p gilt.

(I4) m C R heifit maximales Ideal, wenn es keine grofleren nichttrivialen Ideale
gibt, d. h. wenn jedes Ideal a mit m C a C R bereits a = R erfiillt.

Beispiele 7.1.4.

(i) Ia C F[X], die Polynome f mit f(A) = 0.

(ii) Sei m € Z. Dann bilden die durch m teilbaren Zahlen ein Ideal, (m).
(iii) Sei p € N\ {0} prim. Dann ist (p) ein Primideal in Z.

Theorem 7.1.5. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins. Dann ist

(i) das Ideal p C R genau dann prim, wenn R/p nullteilerfrei ist, d. h. falls aus
a-b=20 folgt, dass a =0 oder b =0 gilt.
(i1) das Ideal m C R genau dann mazimal, wenn R/m ein Kérper ist.
(iii) jedes maximale Ideal prim.

Beweis. Ubung. O
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Definition 7.1.6 (Minimalpolynom). Sei I C F[X] ein Ideal. Dann heifit g Mini-
malpolynom von I, falls

(i) p normiert ist, d. h. von der Form pu(X) = 3 @;X* mit a,, = 1 und
i=0
(ii) es fiir jedes ¢ € I ein p € F[X]| mit ¢ = p - u gibt.
Das Minimalpolynom g4 ist als das Minimalpolynom des Ideals I4 definiert.

Theorem 7.1.7. Sei I C F[X] ein Ideal mit I # {0}. Dann gibt es ein Minimal-
polynom von I.

Beweis. Sei 0 # p € I ein Polynom minimalen Grades in I, ohne Einschrinkung
normiert. Sei p € I beliebig. Mit Polynomdivision erhalten wir

p(X) = ¢(X) - p(X) +r(X)

mit degr < degu. Aus dieser Gleichung folgt aber r(X) € I. Da wir p(X) mit
minimalem Grad gewé#hlt haben, muss r(X) = 0 gelten. Die Behauptung folgt. O

Beispiel 7.1.8. Sei

B
I
coocoo
coor
cooro
cococo
coocoo

0 0

oder allgemeiner eine n x n-Matrix mit d Einsen wie angedeutet auf der Neben-
diagonalen. Dann gilt y4(X) = (—1)"X™ fiir das charakteristische Polynom und
pa(X) = X fiir das Minimalpolynom.

Theorem 7.1.9. Sei f: V — V ein Endomorphismus mit dimV = n. Sei py das
Minimalpolynom von f. Dann gilt
(1) py teilt x¢, d. h. es gibt ein r € F[X] mit pg-r = xy.
(ii) xy teilt p'y.
Beweis.
(i) Dies folgt aus der Definition des Minimalpolynoms, Theorem 7.1.7 und dem
Satz von Cayley-Hamilton: x4 € I4, wobei A eine f darstellende Matrix ist.
(ii) Wir wollen das Resultat der Algebra benutzen, dass es einen Kérper gibt, in
dem xs und py in Linearfaktoren zerfallen und ohne Einschrénkung anneh-
men, dass dies iiber F bereits der Fall ist. (Im Falle FF = C wissen wir bereits,
dass beide Polynome in Linearfaktoren zerfallen.)
Sei (X — A) ein Linearfaktor von xy und & ein zugehériger Eigenvektor. Ist
pa = (X —p)- (X — pg) mit p; 7 A fiir 1 < i <k, so gilt (A — ppl)§ =
(A — pg)€ und somit per Induktion

pa(A)s = A —p)--- (A= )€ # 0.
Widerspruch zur Definition des Minimalpolynoms. Somit kommt mindestens
ein Faktor (X —\) in p4 (X) vor, also teilt (X —\)™ das Polynom (u4(X))™. Da
XA (X) aber héchstens Grad n hat, enthélt es auch den Linearfaktor (X — A)

hochstens n-fach. Somit teilt x 4(X) das Polynom (p4(X))". Die Behauptung
folgt. ]

Definition 7.1.10. Sei f: V — V ein Endomorphismus. Dann heifit f nilpotent,
falls es ein k& > 1 mit f* = 0 gibt. (Entsprechend definieren wir nilpotente (n x n)-
Matrizen.)

Theorem 7.1.11. Sei f: V — V ein Endomorphismus, dimV = n. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent
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(i) f ist nilpotent.
(ii) f4=0 fir eind mit 1 <d <n.
(111) x5(X)=£X"
(iv) Es gibt eine Basis, so dass f durch eine obere Dreiecksmatriz mit Nullen auf
der Diagonale dargestellt wird.

Beweis.

(a) Sei f nilpotent. Dann gilt f* = 0 fiir ein k¥ € N. Also ist X* im Ideal I; der
Polynome enthalten, die verschwinden, wenn man f einsetzt. Da das Minimal-
polynom g s(X) das Polynom X* teilt, folgt us(X) = X! fiir ein [ € N. Der
Grad des Minimalpolynomes ist < n. Also ist | < n, ps(f) = 0 und daher
fl:0fﬁreinl§n.

(b) Gelte f? = 0 fiir ein 1 < d < n. Sei d minimal mit dieser Eigenschaft. Dann
ist X das Minimalpolynom. Da das charakteristische Polynom das Polynom
Wi = X teilt und den Grad n besitzt, folgt x(X) = £X™.

(c) Sei xf(X) = £X™. Dann zerféllt das charakteristische Polynom in Linearfak-
toren, f lasst sich also mit Hilfe eine trigonalisierbaren Matrix darstellen. Nur
wenn diese ausschliefilich die Diagonaleintrége 0 besitzt, hat x s(X) die Gestalt
+X".

(d) Sei die zu f gehorige Matrix wie angegeben. Wir wollen per Induktion zeigen,
dass f* in dieser Basis durch eine obere Dreiecksmatrix dargestellt wird, bei
der (k — 1) Nebendiagonalen ebenfalls nur Nullen enthalten: Sei f* durch (b;)
dargestellt. Dann gilt b% = 0 fiir alle (4, j) mit j < i+ (k— 1) und a} = 0 fiir
alle (¢,7) mit j < i. Wir erhalten fiir die Matrix (cg), die fF+1 darstellt

n

i il
¢ = g blaj.

=1

Aufgrund der Bedingung an aé» geniigt es, iiber | < j oder [ +1 < j zu sum-
mieren. Ebenso liefert die Bedingung an b}, dass es geniigt, iber [ > i+ (k — 1)
oder | > i + k zu summieren. cg- # 0 ist also nur moglich, wenn es ein [ mit
j>14+1>i+k+1 gibt. Dies ist dquivalent zu j > i+ k. Also ist wie behauptet
cj-:Ofurjﬁi—&-k. O

7.2. Jordansche Normalform. Fiir Abbildungen oder Matrizen, deren charak-
teristisches Polynom zwar in Linearfaktoren zerfillt, deren geometrische und alge-
braische Vielfachheiten aber nicht iibereinstimmen, die also nicht diagonalisierbar
sind, gibt es eine Standarddarstellung, die Jordansche Normalform.

Sei hier stets f: V' — V ein Endomorphismus, dimV = n < oo, xf(X) =

k

H(X —A)™ (X = Ap)™ mit Ay #£ A fur ¢ # j und > = n. Sei f in einer
=1

festen Basis durch die Matrix A dargestellt. Da das charakteristische Polynom in

Linearfaktoren zerfiillt, ldsst sich f trigonalisieren, siehe [7].

Definition 7.2.1. Sei f: V — V ein Endomorphismus, dimV < oco. Sei A eine
Nullstelle von x¢(X) mit algebraischer Vielfachheit . Dann ist der Hauptraum
von f zum Eigenwert X\ als

ker(f — AL)"

definiert.
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Theorem 7.2.2. Nach Basiswechsel hat A die Gestalt

A 0 ... 0
0 Ay ... 0
A= . . s
0o 0 ... A
wobei A; Blicke der Grofie ry X vy sind. Weiterhin gilt
ik .. %
A= . >
0o 0 ... X\

jedes A; ist also eine obere Dreiecksmatriz mit \;’s auf der Diagonalen.

Beweis. Da A nach Voraussetzung trigonalisierbar ist, diirfen wir ohne Einschran-
kung annehmen, dass A bereits eine obere Dreiecksmatrix mit Diagonaleintrigen
wie angegeben ist.

Die Hauptridume zu )\; haben die Dimension r;. Wir schreiben A in der

Form
B x
A= 0 Al * y
0 0 D
wobei auf der Diagonalen quadratische Blocke stehen. Wir erhalten
B?  « * B™ % *
A2=1|0 A? o« und per Induktion A™ = | 0 A" x
0 0 D? 0 0o D™

Wegen (A; — A1) = 0, vergleiche Theorem 7.1.11, liefert eine solche Rechnung fiir
A — N1, dass (A — A1) die Gestalt

(B—XN1D) *
(A-N1)" = 0 0 *
0 0 (D—-XN1L)™

hat. Man betrachtet insbesondere die vier Blocke links oben und sieht, dass die
Dimension von ker(A — N 1)™ = r; ist. Definiere V; als den Hauptraum von A zum
Eigenwert A;. (Beachte auch, dass dieser Hauptraum in (e, . .., €p, +.. 4r,) enthalten
ist.) Somit gilt
dmVi+...+dimVy=r1+...+ 71 =n.
Direkte Summenzerlegung. Wir behaupten, dass sogar
ie...oVy,=V
gilt. Wir beweisen per Induktion nach I:
Vi@ ®Vi= (€1, s erttn)s
der zu den ersten [ Kéastchen gehorige Vektorraum, wird also bereits von den ersten
! Hauptradumen aufgespannt. Fiir [ = 1 ist dies klar. Sei 0 # v € V41 beliebig. Es
geniigt zu zeigen, dass v € V1 @ ... ® Vy oder (V1 @ ... ® V}) N Vi1 = {0} gilt.
Dann ist die Summe direkt und nach der Dimensionsformel fiir Unterrdume gilt
dim(Vy + ... 4+ Viy1) = r1 + ... + r41. Falls die Behauptung nicht richtig wire
héatten wir in Blockgestalt
(B — 41 ]1)”*1 * * U1
0=(A—XNp1)"Ho= 0 0 * 0
0 0 (D—Xp 1)+ 0
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Wie man an der untersten nicht verschwindenden Komponente von v, direkt abliest,
kann dies nicht sein, da (B — A\j311)"+! eine Trigonalmatrix mit nichtverschwin-
denden Diagonalelementen ist. Somit gilt

V=Vie...eoV..

Invarianz der Hauptridume. Sei g: V — V ein beliebiger Endomorphismus.
Dann folgt
kerg Ckerg®> Ckerg®> C...CV

und die Inklusion ist genau dann strikt, wenn sich die Dimensionen der Rdume
unterscheiden. Fiir die Dimensionen gilt

0 < dimkerg < dimkerg2 < dimkerg3 <...<dimV =n.

Da es nur endlich viele mogliche Dimensionen gibt, muss in beiden Ketten ab einem
gewissen [ Gleichheit gelten. Man kann aber so etwas auch direkt an der Blockdar-
stellung ablesen:

Betrachte g = f — N/ 1. An der Blockdarstellung von (A — X\;1)™ liest man ab,
dass

ker(A - /\l]l)m = ker(A - /\l]l)erl =...

gilt.

Sei v € V;. Wir behaupten, dass auch Av € V; gilt, dass V; also unter f invariant
ist. Nach Voraussetzung ist 0 = (A — A\;1)"v. Daher ist auch

0=(A—- N1y =(A—-\1)" - (A— \1)o.

Somit ist auch (A—\;1)v = Av— ;v € V;. Wegen v € V; und da V; ein Vektorraum
ist, erhalten wir Av € V;. Wihlen wir eine Basis, die aus Basen der Hauptriaume
besteht, so dass die Einschrankung auf jeden Hauptraum durch eine obere Drei-
ecksmatrix dargestellt ist, hat A also die Blockgestalt wie behauptet. O

Theorem 7.2.3. Sei A € F™"*"™ von der Gestalt

Aok L %

0 A *

0 0 ... A

Dann gibt es einen Basiswechsel, so dass A die Gestalt

Ao 0O 0 ... 0 0
0 X 40 0 ... 0 0
0 0 X J3 : :
Do 0o 0 [
0 0 ... 0 X bp2 0
0o 0 ... 0 O A p1
0o 0 ... 0 O 0 A

hat, wobei §; € {0,1}, 1 <i<n-—1, gilt.
Ist 6; = 1 fiir alle i, so heifit A Jordankdstchen der Grofie n, J, = J,(N).

Beweis. Nach Subtraktion von A - 1 diirfen wir ohne Einschrénkung A = 0 an-
nehmen. Dann ist A nilpotent. Sei k¥ € N maximal mit A* # 0. Wihle ein Basis
{r}1<i<dimker A+ von ker AF und ergiinze sie mit a;, 1 < i < ig(k), zu einer Basis
von V.

Wir behaupten, dass die Vektoren {a;, Aa;, . . ., Akai}lgigio(k)

sind: Zunichst einmal sind die {A'a; }; fiir festes 0 < I < k linear unabhiingig, denn

linear unabhéngig
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aus Z N Ala; = 0 folgt Z M A*a; = 0. Die a;’s waren aber gerade so gewihlt, dass

sie eine Basis von ker Ak zu einer Basis von V erginzen. Aus 3 Ma; € ker A* folgt
i

also > Ma; = 0 und daher \; = 0 fiir alle ¢, da die a; die Basis eines Unterraumes
bilden. k
Setze Wy, := (a;);. Sei by € A'W}, und gelte Y b = 0. Wihle oy € W}, mit
1=0
k
= Alay. Wir erhalten > Ala; = 0. Auf diese Gleichung wenden wir nacheinander
=0
AF AR A an und erhalten daraus nacheinander AFay = 0, woraus ag = 0
folgt, A¥a; = 0, woraus a; = 0 folgt, .... Somit gilt b; = 0 fiir 0 < [ < k und die
gesamte Familie ist wie behauptet linear unabhéngig.
Wir wollen nun A beziiglich der Basis

k k—1 k
A%ay, A" Cay, ..., Aay,a, A 02,-~-,Aa2,02’-~-,ai0(k)77“17---,Tnf(k+1)z‘0(k)

darstellen (es ist zwar richtig, dass man die obigen Vektoren r; zur Basiserginzung
verwenden kann, jedoch geht es auch mit einer anderen Ergiinzung) und erhalten
in Blockgestalt

Jer(0) 0 ... 0
0 Jipa(0) 0
z SO
0 0 ... Jum(0) =
0 o ... 0 R

Dabei sind die Anzahl der Kistchen Ji(0) und %k eindeutig durch die Wahl des
maximalen k und durch die Dimension des Raumes ker A* bestimmt.

Wir wollen nun die Basis so abédndern, dass die Sterne % zu Nullen werden. Wir
illustrieren das Vorgehen nur an einem Beispiel, im allgemeinen Fall muss man
das Vorgehen hier lediglich auf jeden Block und jede Spalte iiber R anwenden. Im
Beispiel betrachten wir k = 3 und die Situation, dass R nur ein 1 x 1-Block ist. Sei
also ohne Einschréankung

01 0 0 py
0 01 0 po
A=10 0 0 1 p3
0 0 0 0 pg
0 0 0 0 O
beziiglich der Basis e1, es, €3, €4, e5. Ersetze nun e5 durch v := e5—pyes—poes —pseq.
—p1+p1
Es gilt Av = <_£§i£§> = paey. In dieser neuen Basis hat daher die Matrix die
Pa
0
Gestalt
01 0 0 O
0 01 0 0O
B=1]0 0 0 1 O
0 0 0 0 pg
0 000 O

Es gilt Btes = pyB3ey = psB%e3 = psBey = pse;. Da aber das groBte Jor-
dankéstchen in der obigen Blockgestalt nach Voraussetzung die Grofie 4 x 4 hat,
ist B* = 0. Somit ist p4 = 0 und B hat die gewiinschte Gestalt. Der allgemei-
ne Fall funktioniert analog mit Induktion und der Betrachtung von symmetrisch
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angeordneten Untermatrizen der Form

L 10}

wobeil das Kéastchen unten rechts die Grofie 1 x 1 hat. O
Wir kombinieren diese beiden Resultate und erhalten

Theorem 7.2.4. Sei f: V — V ein Endomorphismus zwischen endlichdimensio-
nalen Vektorrdumen fiir den x;(X) in Linearfaktoren zerfillt. Dann gibt es eine
Basis, so dass [ in dieser Basis durch eine Blockmatriz dargestellt wird, die auf
der Diagonalen Jordankdstchen und sonst Nullen hat. Eine Matriz in dieser Form
heifst in Jordanscher Normalform.

Bis auf Permutation der Jordankdstchen ist diese Matriz eindeutig bestimmd.

Beweis. Die Existenzaussage folgt aus den Theoremen 7.2.2 und 7.2.3.

Mogliche Werte der Diagonaleintrige und deren H#ufigkeit stimmen mit den
Nullstellen des charakteristischen Polynoms und deren Vielfachheit iiberein. Sei
Jr(A) die Anzahl der Jordanblocke Ji(A) in der Matrix A in Jordanscher Normal-
form. Es gilt

I, 1<I1<k
dimker(Ji(A) — AL)! =S ° "= =
im ker(Jx () ) {k7 >k
Sein =dim V. Es folgt fiir { > 1
dimker(A—A1)" = 171 (A)+2-j2(A)++ ..+ 51 (A)+-jir A +Gipa A+ A1Gn (V).
Da

1 11 1
1 2 2 2
1 2 3 3
1 2 3 ... n

regulér ist (subtrahiere Zeile (n—1) von Zeile n, dann Zeile (n—2) von Zeile (n—1),

...und erhalte eine obere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen), sind die

Zahlen j;(\) durch dimker(A — A1)}, 1 <[ < n, eindeutig bestimmt. Hieraus folgt

die Eindeutigkeit bis auf Permutationen der Jordanblocke. O
8. BILINEARFORMEN

8.1. Bilinearformen, Quadratische Formen.

Definition 8.1.1 (Bilinearform).
(i) Seien Vi,...,V,, W Vektorrdume iiber F. Eine Abbildung

fTVix...xV, =W
heifit multilinear, falls fiir jedes i € {1,...,n} und festes
(V1o oy Vi1, Vig1y ey Un) €E VI X o X Vi X Vi X 0o XV,
die Abbildung
Viswvir f(v1,. 0, 0im1, 04, Vig1y v oy Up)

linear ist.
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Sei V' ein F-Vektorraum. Eine multilineare Abbildung ¢: V' x V — F heifit
Bilinearform auf V. ¢ heifit symmetrisch, falls p(a, b) = (b, a) fir alle a,b € V
gilt.

Beispiele 8.1.2.

(i)
(i)

(iii)

(iv)
(v)

Reelle Skalarprodukte sind symmetrische Bilinearformen.

0: R2xR? — R mit (&, n) := &t —¢2n? ist eine symmetrische Bilinearform
auf R?, aber kein Skalarprodukt.

Sei V ein euklidischer Vektorraum und f € End(V'). Dann definiert o(€,7n) :=
(&, f(n)) fir &,n € V eine Bilinearform.

Sei A € F™*". Dann ist F" x F" 3 (z,y) — z Ay eine Bilinearform.

Sei V = C%[a,b]) und k € C°([a,b]?). Dann ist ¢: V x V — R, definiert
durch

b b
o(f,g) = //k(s,t)-f(s)~g(t) ds dt

eine Bilinearform auf V. ¢ ist genau dann symmetrisch, wenn k(s,t) = k(t, s)
fir alle a < s,t < b gilt.

Bemerkung 8.1.3.

(i)

Seien ¢, 1: Vi x ... x V,, = W zwei Multilinearformen. Der Raum aller Mul-
tilinearformen ist ein Vektorraum, Hom(V; x ... x V,,, W), wobei wir

(p+ ) (01, 0n) = (V1,. .o, 0) + (V1. .., Vn)
und
(- ©)(v1y...,0n) = a-p(v1,...,0,)
setzen.
Sei (a1, ...,a,) eine Basis von V. Sei ¢ eine Bilinearform auf V. Dann folgt

fiir
§:Z§iai und n:anaj
i=1 j=1

wie bei linearen Abbildungen

n
e&n) = &np(aia;).
i,j=1
Dabher ist ¢ durch (¢;5)1<i,j<n mit ¢;; := @(a;,a;) eindeutig bestimmt.
Umgekehrt definiert eine Matrix (c;;) unter Verwendung der obigen Formel
mit ¢;; statt ¢(a;,a;) eine eindeutig bestimmte Bilinearform.
Wie bei linearen Abbildungen ist die Zuordnung ¢ — (c;;) bei fixierter Basis
(a1, ...,ay) ein Vektorraumisomorphismus zwischen dem Vektorraum der Bi-
linearformen auf V und den (n x n)-Matrizen tiber F. Insbesondere hat der
Vektorraum der Bilinearformen auf einem n-dimensionalen Vektorraum V' die
Dimension n?.
Eine Bilinearform ¢ ist genau dann symmetrisch, wenn die zugehorige Matrix
symmetrisch ist.

Bemerkung 8.1.4 (Transformationsverhalten bilinearer Abbildungen).

Seien (aq,...,a,) und (b1, ...,b,) Basen eines Vektorraumes V. Sei ¢ eine Biline-
arform auf V. Sei A = (a;;) die zu ¢ beziiglich der Basis aus den a;’s gehorige
Matrix und B = (;;) die zu den b;’s. Gelte

by = i dia;
=1
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fiir 1 <k < n. Setze D := (d}). Dann folgt

n n n n
Br = @bk, br) = ¢ [ Y diai,y dla; | = > didip(ai,a;) = > did]ay;.
i=1 j=1 i,j=1 i,j=1
In Matrixform gilt also B = DTAD. Dies ist dasselbe Transformationsverhalten
wie beim reellen Skalarprodukt.

Definition 8.1.5 (Quadratische Form). Sei ¢: VXV — F eine Bilinearform. Dann
heifit Q: V — F, definiert durch
Q) == p(v,v) fiirveV,
die zu ¢ zugehorige quadratische Form.
Beispiele 8.1.6.
(i) Sei ¢ die zur Matrix ( 0 é) gehorige Bilinearform. Dann gilt fiir die zugehorige

quadratische Form @ die Identitéit Q(v) = 0 fiir beliebige v € V.
(i) Sei ¢ = (-,-). Dann gilt @ = || - ||? fiir die zugehérige quadratische Form Q.

Theorem 8.1.7. Sei F' ein Kdorper mit Charakteristik char FF # 2. Sei Q: V — F
die zur Bilinearform p: V xV — F gehdérige quadratische Form. Definiere ¢: V X
V — F durch
$(&n) = 3(QE+n) — Q&) —Q(n)) fir alle &,neV.
(i) Es gilt
¥(&n) = 3(0(&n) +¢(1,8)).

(ii) 1 ist eine weitere Bilinearform, zu der die quadratische Form Q gehdrt.
(i51) Ist @ symmetrisch, so gilt @ = ).

(v) Ist ¢ beziglich einer Basis die Matriz (a;;) zugeordnet, so ist 1 beziglich

dieser Basis die Matriz D = (d;;) = (§(ai; + aji))1§i,j§n zugeordnet.

Beweis. Wir zeigen nur die ersten beiden Teile.

(i) Es gilt

QE+mn) =w(€+nE+n) = &€+ (& n) + &)+ enmn)
=Q(&) + ¢(&n) + ¢, £) + Q1)

Wir erhalten daraus

»(&m) = 3(2(&m) +¢(n,€)).
(ii) Dies folgt aus

¥(€:€) = 5(0(&,6) + 0(€.€)) = ¢(£,€) = Q). U

Korollar 8.1.8. In einem reellen Skalarproduktraum V gilt die Polarisationsformel
(@,y) = 5 (llz +ylI* = ll=lI* = ly|*)  fir alle 2,y € V.

8.2. Bilinearformen in euklidischen Vektorrdumen. Beliebige Bilinearformen
lassen sich mit Hilfe des Skalarproduktes und mit linearen Abbildungen wie folgt
darstellen:

Theorem 8.2.1. Sei ¢ eine Bilinearform auf einem endlichdimensionalen reellen
Vektorraum V. Sei (-,-) ein Skalarprodukt auf V, so gibt es eindeutig bestimmte
lineare Abbildungen f,qg: V — V mit

(&) = (& f(n) = (9(&),n)

fiir alle §,m € V. Die Abbildung f (und damit auch g) ist genau dann selbstadjun-
giert, wenn @ symmetrisch ist.
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Beweis. Sei {a1,...,a,} eine Orthonormalbasis von V. Definiere
cik = pla;,a) fir 1 <ik <n.
Definiere die linearen Abbildungen f,g: V — V durch

flag) == chkaj = Z clk5ljaj, 1<k<n,
j=1

=1
n n
g(a;) == Zcijaj = Z cil5ljaj, 1<i<n.
j=1 ji=1

Dann folgt, da die Vektoren a; eine Orthonormalbasis bilden,

(a;, flax)) = <ai,2cjkaj> =Y cirdiy = cir = plai, ar),
j=1 j=1

n n
(9(ai),ar) = <Z Cijaj7ak> = Z%‘%‘k = cir = ¢(ai, ag).
j=1 j=1
Da beide Seiten in beiden Gleichungen bilinear sind, erhalten wir

(&) = (& f(n) = (9(&),n)

fir alle ¢,n e V. }
Die Abbildung f ist eindeutig bestimmt; sei ndmlich f eine weitere solche Ab-

bildung, so erhalten wir ¢(&,n) = (£, f(n)) = <§, f(n)> fiir alle £, 7 € V. Weiterhin

folgt 0 = <§,f(n) - f(n)> fiir alle £,7 € V und damit f(n) — f(n) = 0 fiir alle

neV. Also gilt f = f. Ebenso folgt die Eindeutigkeit fiir g.
Sei ¢ symmetrisch. Dann erhalten wir fiir £, € V

(& ) = w(&n) = ¢,€) = (n, f(€)) = (f(£),n)-
Somit ist f selbstadjungiert. Sei umgekehrt f selbstadjungiert. Es folgt

(&) =& fn) = (f(&),m) = n, (&) = &)

Somit ist ¢ symmetrisch. O

Bemerkung 8.2.2.

(i) Den obigen Satz kann man umformulieren, indem man statt eines Skalarpro-
duktes eine Orthogonalbasis vorgibt.

(ii) f und g hingen vom Skalarprodukt ab. Die Eigenschaft, selbstadjungiert zu
sein oder nicht, ist jedoch davon unabhingig, da sie dquivalent zur Symmetrie
von ¢ ist und um die Symmetrie von ¢ zu iiberpriifen, bendtigt man kein
Skalarprodukt.

(iii) Die f und die das Skalarprodukt darstellenden Matrizen stimmen iiberein. Zu
g gehort die dazu transponierte Matrix.

Definition 8.2.3. Sei ¢: V x V — R eine symmetrische Bilinearform. Dann defi-
nieren wir den Nullraum von ¢ durch

N(p) :={£€V:p(&n) =0 firalenecV}.
Eine symmetrische Bilinearform heifit ausgeartet, falls N(¢) # {0} gilt.

Bemerkung 8.2.4.
(i) N(yp) ist ein Unterraum von V.
(ii) Da ¢ symmetrisch ist, gilt auch

N(p)={£€V:pn& =0 firallenecV}.
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(iii) Eine symmetrische Bilinearform ¢ ist genau dann nicht ausgeartet, wenn es
zu jedem v € V mit v # 0 ein w € V mit ¢(v,w) # 0 gibt. (Kleine Ubung)

Beispiele 8.2.5.
(i) Fassen wir ein Skalarprodukt als Bilinearform auf, so gilt N = {0}.
(ii) Sei die bilineare Abbildung ¢: R? x R? — R beziiglich der Standardbasis

durch die Matrix
1 -1
-1 1

gegeben. Dann gilt N(¢) = ((1)).

Theorem 8.2.6. Sei ¢: V xV — R eine symmetrische Bilinearform auf einem
euklidischen Vektorraum V. Gilt p(§,m) = (&, f(n)) fir alle {,n € V, so folgt auch
N = N(p) =kerf.

Beweis. Sei 0 = p(&,n) fiir alle n € V. Dann folgt 0 = ¢(&,1) = ¢(n,&) = (n, £(£))
auch f(£) = 0. Die umgekehrte Inklusion funktioniert analog. O

Der Kern einer einer symmetrischen Bilinearform zugeordneten linearen Abbil-
dung f ist daher im Gegensatz zur Abbildung f selbst vom verwendeten Skalar-
produkt unabhéngig. Daher ist die folgende Definition gerechtfertigt

Definition 8.2.7. Sei ¢ eine symmetrische Bilinearform. Dann definieren wir den
Rang von ¢, rang ¢ als den Rang einer zugehérigen linearen Abbildung f (beziiglich
eines beliebigen Skalarproduktes). Wir nennen ¢ regulir (bzw. singulér), wenn f
reguldr (bzw. singulér) ist.

Bemerkung 8.2.8.

(i) Es gilt rang p = dimV — dim N (p).
(ii) Ist ¢ durch C dargestellt, so gilt rang ¢ = rang C'.

Beispiele 8.2.9.
(i) Die zu einem Skalarprodukt gehoérige Bilinearform ist regulér.
(ii) Beziiglich der Standardbasis des R? definiert die Matrix

10 4 8
cC=|4 -8 —4
8§ —4 1

eine Bilinearform ¢. Es gilt rang C' = 2 = rang ¢ sowie

wo=((3))

8.3. Hauptachsentransformation.
Sei V ein euklidischer Raum. Das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren
liefert eine Orthogonalbasis von V. Beziiglich dieser Basis ist das Skalarprodukt
durch die Einheitsmatrix dargestellt.

Ziel dieses Abschnittes ist es zu zeigen, dass es zu jeder symmetrischen Biline-
arform auf V eine Basis von V gibt, so dass die Bilinearform durch eine Diagonal-
matrix dargestellt wird. Wir konnen sogar eine Orthogonalbasis wéhlen.

Theorem 8.3.1. Sei ¢: V XV — R eine symmetrische Bilinearform auf einem
endlichdimensionalen euklidischen Vektorraum V. Sei dimV = n. Dann existiert
eine Orthonormalbasis {b1,...,b,} von V, beziglich der ¢ durch eine Diagonal-
matriz dargestellt wird. Die Diagonalelemente sind gerade die Eigenwerte \; der
Matriz von ¢ (als Endomorphismus betrachtet) beziiglich einer beliebigen Ortho-
normalbasis von V.
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Beweis. Wir benutzen die lineare Abbildung f: V — V, so dass p(&,n) = (&, f(n))

fir alle £,n € V gilt. Da ¢ symmetrisch ist, ist f selbstadjungiert. Somit gibt es

eine Orthonormalbasis {b1,...,b,} von V aus Eigenvektoren von f zu Eigenwerten
@(bi, bj) = (bi, £(b;)) = (bi, Ajbj) = Ajij-

Somit ist ¢ beziiglich dieser Basis durch eine Diagonalmatrix C' dargestellt und die

Diagonaleintréige sind die Eigenwerte von f.

Beziiglich einer weiteren Orthogonalbasis ist ¢ durch ¢’ = ETCE dargestellt,
wobei E eine Basiswechselmatrix ist. Da beide Basen Orthonormalbasen sind, ist
E orthogonal und es gilt E7 = E~1. Wegen C’ = E~'CE sind C und C’ dhnlich
und besitzen daher die gleichen Eigenwerte. O

Beispiel 8.3.2. Betrachte die symmetrische Bilinearform ¢ auf R3, die beziiglich
der Standardbasis durch die Matrix

4 -5 =2
C=|-5 4 =2
-2 -2 -8

gegeben ist. Sei f: R3 — R? die durch C beziiglich der Standardbasis dargestell-
te lineare Abbildung. Die Eigenwerte von f sind die Nullstellen des zugehorigen
charakteristischen Polynoms (etwas Rechenarbeit)

X5 (X) =xe(X) = (X +9)(X - 9)X.

Beziiglich einer Orthonormalbasis {by, bo, b3} aus Eigenvektoren ist f also durch

9 0 O
C’'=(0 -9 0
0 0 O
dargestellt. Orthonormale Eigenvektoren sind
1 1 2
1 1 1
b1 = —= s b2 1 und b3 = - 2

V2 BENAW 3\ 7

0
In diesem Fall hat die Gleichung C' = ETCFE die Gestalt

i 12

AN i R A W A N B B
8—098:ﬁﬁﬁg —342—2 Vi B3 3
35 3 —3/ \7 —& — 0 35 —3

Lemma 8.3.3. Sei ¢: V x V eine symmetrische Bilinearform auf einem end-
lichdimensionalen euklidischen Vektorraum. Dann gibt es eine Basis, so dass die
darstellende Matriz die folgende Diagonalgestalt hat:

1
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Beweis. Benutze zuniichst eine Basis {b1,...,b,} wie in Theorem 8.3.1. Numme-
riere die Eigenwerte ohne Einschrinkung so, dass A1,..., As positiv, Agp1,..., A
negativ und A¢y1,..., A, Null sind. Definiere die Vektoren
1
a; ::7647 1<Z<S,
K3 \/rz 3 — —
1
aizzibi, 8+1S1§t,
—\;
ai::bi, t—'—lSZSTL
Die Menge {a1,...,a,} besteht aus paarweise zueinander orthogonalen Vektoren,

von denen keiner der Nullvektor ist. Somit handelt es sich um eine Basis von V.
Beziiglich dieser Basis hat ¢ aufgrund des Transformationsverhaltens von Bilinear-
formen darstellenden Matrizen die gewiinschte Darstellung. O

Die Zahlen s und ¢ héngen nicht von der speziellen Basiswahl ab.

Theorem 8.3.4 (Sylvesterscher Trigheitssatz). Sei @ eine quadratische Form
in einem reellen endlich dimensionalen Vektorraum V. Dann gibt es eine Basis

{a1,...,a,} von V, so dass Q in dieser Basis durch
s t
QO =Y () - 2 ()
i=1 i=s+1

n
mit £ = Ela; gegeben ist. s und t hdngen dabei nur von Q ab.

i=1
Beweis. Die Existenz einer solchen Darstellung haben wir gerade in Skalarproduk-
traumen gezeigt. Wir kénnen hier ein beliebiges Skalarprodukt auf V' benutzen
um das letzte Resultat anzuwenden. Es bleibt also, die letzte Aussage zu zei-
gen. Der Nullraum einer Bilinearform ist von der Basis unabhéngig. Somit héngt
t =dimV — dim N nur von ) und nicht von der Basis ab.

Sei a, ..., q, eine weitere Basis von V zu der es o mit
o t
i\ 2 i\ 2
Q= ()" = > ()
i=1 i=o41

fir n = > n'a; gibt. Wir behaupten, dass s = o gilt. Setze

i=1
U := <as+17' ..,at>,
Wo=(a1, .. Qoy Qpi1y ey Q).
Es gilt
Q(¢) <0 fiir ¢ € U\ {0},
Q(n) >0 fir n € W.

Somit ist U N W = {0}. Wir erhalten
n>dim(U+W)=dimU +dmW =(t—s)+n—(t—0)=n—s+o.
Es folgt s > 0. Analog folgt s < o. Daraus erhélt man die Behauptung. O

Definition 8.3.5. In der Notation des Sylvesterschen Triagheitssatzes nennen wir
eine quadratische Form @ bzw. die (nach Theorem 8.1.7) zugehérige symmetrische
Bilinearform ¢ mit Q(&) = (&, &)
(i) positiv definit, wenn s = ¢t = n gilt. Alternativ definiert man @ als positiv
definit, wenn Q(&) > 0 fiir alle £ € V mit £ # 0 gilt.
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(ii) negativ definit, wenn s = 0 und ¢ = n gelten. Alternativ: Wenn —@Q positiv
definit ist.

(iii) positiv semidefinit, wenn s = ¢ gilt. Alternativ: Wenn Q(&) > 0 fiir alle { € V
gilt.

(iv) negativ semidefinit, wenn s = 0 gilt. Alternativ: Wenn —@Q positiv semidefinit
ist.

(v) indefinit, wenn 0 < s < t gilt. Alternativ, wenn es £,7 € V mit Q(§) < 0 <
Q(n) gibt.

Beispiele 8.3.6.
(i) Eine symmetrische Bilinearform ¢ ist genau dann ein Skalarprodukt, wenn ¢
positiv definit ist.
(ii) Betrachte die symmetrische Bilinearform auf R* mit zugehériger quadratischer
Form

Q(€) = 261¢* +261¢% + 261¢" + 26°€% + 26%¢" 1 26%¢".

Die zugehorige Matrix ist

0 1 1 1
1 01 1
1 1 0 1
1110

Das zugehérige charakteristische Polynom lautet (eine Seite Rechnung)
X(X)=X*—6X?-8X -3 =(X+1)3*X -3).

Somit ist die Matrix der Bilinearform beziiglich einer wie im Sylvesterschen

Tragheitssatz geeignet normierten Basis durch

1 0 0 O
0 -1 0 O
0 0 -1 0
0o 0 0 -1

gegeben. @ ist also indefinit.

Theorem 8.3.7. Seien Q1 und Q2 zwei quadratische Formen auf einem reellen

Vektorraum V. Sei Q1 positiv definit. Dann gibt es eine Basis a1,...,a, von V
und c1,...,c, € R, so dass
Q&) =D (&), und Q) = e (¢)
i=1 i=1

fir € = 3" €lay gilt.
=1

Beweis. Die zu ()1 gehorige symmetrische Bilinearform ist positiv definit und da-
her ein Skalarprodukt auf V. Nach Theorem 8.3.1 gibt es daher eine beziiglich
dieses Skalarproduktes orthonormale Basis {a1,...,a,}, in der die symmetrische
Bilinearform zu Q2 durch eine Diagonalmatrix dargestellt wird. O

8.4. Extremaleigenschaften der Eigenwerte. Vermoge

p(§:€) = (& f(8))

iibertragen sich die folgenden Ergebnisse auch auf symmetrische Bilinearformen.
Wir setzen S~ := {z € R™: ||z|| = 1} beziiglich der vom Standardskalarpro-
dukt auf R” induzierten Norm.
Fiir das folgende Theorem benétigen wir einen kleinen Hilfssatz:
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Lemma 8.4.1. Sei A € R™*"™ symmetrisch mit Eigenwerten \y < ... < A\, € R.
Sei U ein k-dimensionaler Unterraum von R™. Wir verwenden das Standardskalar-
produkt auf R™. Dann gibt es ein x € U mit (z,z) = ||z||> = 1 und (z, Az) > \.

Beweis. Wahle eine Orthonormalbasis {a;}1<i<n aus Eigenvektoren von A mit
Aa; = Na;. Setze W := (ag,...,a,). Aus Dimensionsgriinden ist U N W # {0}.
Sei x € UNW mit ||z|| = 1. Aus z € W folgt (Ax,x) > A. Somit folgt die
Behauptung. O

Theorem 8.4.2. Sei f ein selbstadjungierter Endomorphismus auf R™. Sei Uy, der
Raum aller k-dimensionalen Unterrdume von R™. Dann gilt fir die nach Grifle
geordneten und entsprechend ihrer Vielfachheit aufgefiihrten Eigenwerte Ay < ... <
An

A = inf su x, f(x)).

o= jnf s (@ f(@)

Beweis. Das Supremum wird stets angenommen, da S"~! N U kompakt (= be-
schrinkt und abgeschlossen) ist und da x — (z, f(x)) stetig ist.

Sei {a;}1<i<n eine Orthogonalbasis von R™ mit f(a;) = M\a;. Setze Uy :=
ko
{a,...,ar). Dann gilt fir z = > 2'a; € Uy mit ||z|| = 1, also x € S*~!
i=1
koo koo oo,
(@, f(2)) = D a'aai, flag)) = Y @'l (asa) =D ()" N,
ij=1 Q=1 :{__’ i=1
LIRS
<k Z (') = Mellz]® = A
i=1
Insbesondere folgt also
<ak7f(ak)> = Ay = sup <{E7f($)>
zeSn—1nU,
Lemma 8.4.1 zeigt, dass
inf  sup (0, f(@) =M= sup (o, f(2))
UeUr zegn—1ny zeSn—1nU;

gilt. Somit folgt Gleichheit in der obigen Ungleichung und damit die Behauptung.
O

Bemerkung 8.4.3. Sei U ein Unterraum von R™. Sei f ein symmetrischer Endo-
morphismus von R™ mit Standardskalarprodukt. Dann gilt
x, f(x
swp (e, f(a)) = sup 2L
zesn-1nU zev ||z
20
Dieser letzte Quotient heiflit Rayleigh-Quotient. Wir hétten das obige Theorem auch
mit Hilfe des Rayleigh-Quotienten formulieren kénnen.

Wir wollen noch eine weitere Moglichkeit kennen lernen, Eigenwerte als Extre-
ma wiederzufinden. Das folgende Theorem kann auch aus Theorem 8.4.2 gefolgert
werden. Wir geben trotzdem einen unabhéngigen Beweis.

Theorem 8.4.4. Sei f: R™ — R" beziiglich des Standardskalarproduktes selbstad-
jungiert. Seien \y < ... <\, die Figenwerte von f. Dann gilt
An = sup (z,f(z)) = sup (@ /(@)

st el



8.5. FLACHEN IM R? 23

Beweis. Wir zeigen nur die erste Gleichheit.

Aufgrund der Kompaktheit von S” wird das Supremum in einem Punkt zy €
S"~! angenommen. Sei ¢ > 0 und 7y: (—¢,¢) — S"7! eine C1-Kurve mit v(0) = zo.
Dann nimmt die Funktion ¢ — (y(t), f(7(¢))) in ¢ = 0 ein Maximum an. Somit
gilt 0 = (7/(0), f(z0)) + (z0, f(7/(0))). Sei z; € S*~ mit (z¢,z1) = 0. Dann ist
y(t) := cost - xg +sint - z1 eine Kurve in S"~! wie oben betrachtet mit v/(0) = z;.
Da f selbstadjungiert ist erhalten wir

0 = (1, f(z0)) + (w0, f(x1)) = 2(x1, f(20))-

Somit ist f(xg) ein Vielfaches von 2y und daher ist g ein Eigenvektor. Da fiir jeden
Eigenvektor y € S"! von f zum Eigenwert \

A=y, f(y))
gilt, liefert die obige Formel auch den grofiten Eigenwert und das Maximum wird
an einem zugehorigen Eigenvektor angenommen. O

Auch diese Methode 148t sich auf die anderen Eigenwerte verallgemeinern.

Theorem 8.4.5. Sei f: R™ — R" beziiglich des Standardskalarproduktes selbstad-

gungiert. Seien Ay < ... < A\, die Figenwerte von f. Seien ajy1,...,a, Figenvek-
toren zu den Eigenwerten Agt1,...,\n. Setze U := (ag41,-..,an). Dann gilt
z, f(x
A= sup (z, f(2)) = sup #
zeSn—1NUL I,E:[]L (B4

Beweis. Werde das Supremum in a;, € UL angenommen. Sei b € U+ mit (b, ay) = 0
und [|b]] = 1. Betrachte eine Kurve wie oben, hier R 3 ¢ +— cost - a; + sint -
b. Wiederum folgt 0 = (b, f(ax)) fiir alle Vektoren b wie angegeben. Sei v € U
ein Eigenvektor zum Eigenwert A. Dann gilt (v, f(ax)) = (f(v),ar) = M, ax) =
0. Zusammengenommen folgt (w, f(ax)) = 0 fiir alle w € S"~! N (ax)*. Daher
ist ax ein Eigenvektor von f. Nach Konstruktion kann aj nicht im Erzeugnis der
Eigenvektoren ayy1, .. .,a, liegen. Fiir jeden Eigenvektor z € S~ ! liefert (z, f(x))
gerade den zugehorigen Eigenwert. Somit folgt die obige Formel. (]

Das folgende Theorem gilt auch fiir hermitesche Matrizen, siehe [5, Theorem
7.2.5]. Fiir positiv semidefinite Matrizen gilt es nicht mit ,,> 0“.

Theorem 8.4.6. Sei A = (a§)1<ij<n

den beiden Aussagen dquivalent:
(i) A ist positiv definit,
(ii) alle Unterdeterminanten det (aﬁ-)lgw_gk = detAg, k = 1,...,n, erfillen
det Ax > 0 (und sind im hermiteschen Fall reell).

€ R™™ symmetrisch. Dann sind die folgen-

Beweis.
»(1) = (ii)“: Sei A positiv definit. Betrachte A, = (ai)lgi’jgk fiir ein k mit
1 < k < n. Dann ist auch Ay positiv definit. Ay ist diagonalisierbar und hat
positive Eigenwerte. Somit ist auch das Produkt dieser Eigenwerte, det Ay, positiv.
»(i1) = (i)*: Per Induktion. Sei die Aussage bereits fir (n — 1) x (n — 1)-
Matrizen gezeigt. Nach Theorem 8.4.2, mit Infimum und Supremum vertauscht um
die groferen Eigenwerte zuerst zu bekommen, besitzt A mindestens (n — 1) positive
Eigenwerte. Das Produkt der Eigenwerte ist aber ebenfalls positiv. Somit sind alle

Eigenwerte positiv. (]
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8.5. Flichen im R3. Wir geben nur die wichtigste Definition an.

Definition 8.5.1. Sei ¢: R3 x R3 — R nicht ausgeartet. Seien A\; < \o < A3 die
Eigenwerte der zugehorigen selbstadjungierten linearen Abbildung. Dann heifit die
Menge

{z eR®: p(z,2) =1}

(i) Ellipsoid, falls A; > 0 fiir ¢ = 1,2,3 gilt. Die Werte \/% heiflen Halbachsen.
Ein Ellipsoid heifit genau dann Rotationsellipsoid, wenn 1)\1 = Ay oder \g = A3
gilt. Ein Ellipsoid heifit Sphére, falls \; = Ay = A3 gilt.

(ii) einschaliges Hyperboloid, falls A; < 0 < A2 < A3 gilt. Es ist genau dann um
den Eigenraum zu A\ rotationssymmetrisch, falls Ao = A3 gilt.

(iii) zweischaliges Hyperboloid, falls A\; < Ay < 0 < A3 gilt. Es ist genau dann um
den Eigenraum zu A3 rotationssymmetrisch, falls Ay = Ao gilt.

9. TEILBARKEIT

9.1. Teilbarkeit. In diesem Kapitel werden wir insbesondere alle bereits in den
Ubungen benutzten Eigenschaften von Primzahlen zeigen. Wir benutzen [2].

Definition 9.1.1.
(i) Ein Integritédtsring ist ein kommutativer Ring R mit Eins in dem aus a-b = 0,
a,b € R, stets a = 0 oder b = 0 folgt (nullteilerfrei).
(ii) Ein Element a € R heifit Einheit, falls es b € R mit ab = e gibt. Wir schreiben
R* fiir die Menge der Einheiten in R.

Beispiele 9.1.2.
(i) Sei F ein Korper. Dann ist F[X] ein Integritétsring.
(ii) Z ist ein Integritéitsring.

Definition 9.1.3 (Euklidischer Ring). Ein Integritéitsring heifit euklidischer Ring,
wenn es eine Gradfunktion §: R\ {0} — N gibt, so dass es zu a,b € R mit b # 0
(nicht notwendigerweise eindeutig bestimmte) Elemente ¢, € R mit a = gb+r
und (r = 0 oder §(r) < 6(b)) gibt.

Beispiele 9.1.4.
(1) Sei F ein Korper. Dann ist F[X] ein euklidischer Ring mit der Gradfunktion
6 = deg. Dies ist eine Folgerung aus der Polynomdivision.
(2) Z mit Absolutbetrag ist ein euklidischer Ring. Ubung.

Definition 9.1.5 (Hauptidealring).
(i) Sei R ein kommutativer Ring. Sei @ € R. Dann ist

(a) = Ra:={ra:r € R}

ein Ideal (Ubung), das von a erzeugte Hauptideal. Ein Ideal I C R mit (a) = I
fiir ein a € R heifit (das von a erzeugte) Hauptideal.

(ii) Ein Integritétsring R heifit Hauptidealring, wenn jedes Ideal I C R ein Haupt-
ideal ist.

Theorem 9.1.6. Sei R ein euklidischer Ring. Dann ist R ein Hauptidealring.

Beweis. Sei a C R ein Ideal. Wegen (0) = {0} diirfen wir ohne Einschrinkung
annehmen, dass a nicht das Nullideal ist. Sei a € a\ {0} ein beliebiges Element mit
minimalem Grad. Wir behaupten, dass dann a = (a) gilt. Die Inklusion (a) C a ist
klar. Sei also b € a beliebig. Da R ein euklidischer Ring ist, gibt es p,r € R mit
b= pa+rund (r = 0 oder 6(r) < d(a)). Der zweite Fall ist ausgeschlossen, da
r = b — pa der Minimalitdt von a widerspricht. Also gilt b = pa. Die Behauptung
folgt. (]
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Korollar 9.1.7.
(i) Z ist ein Hauptidealring.
(ii) Sei F' ein Korper. Dann ist F[X| ein Hauptidealring.

Definition 9.1.8. Sei R ein Integritéitsring. Seien a,b € R.

(i) a teilt b oder a ist ein Teiler von b, wenn es ein ¢ € R mit ac = b gibt. Wir
schreiben alb. Ist a kein Teiler von b so schreiben wir a 1 b.
(ii) a und b heiBen assoziiert, wenn es eine Einheit e € R* mit ae = b gibt.

Lemma 9.1.9. Sei R ein Integritdtsring. Seien a,b € R. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) alb,
(ii) b € (a),
(iii) (b) C (a).

Beweis. Ubung. O

Lemma 9.1.10. Sei R ein Integrititsring. Seien a,b € R. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) alb und bla,
(i) (a) = (b),

(i4i) a und b sind assoziiert.

Beweis. Wir zeigen nur ,, (ii)==(iii)“ und lassen den Rest als Ubungsaufgabe.
Gelte (a) = (b). Dann gibt es ¢,d € R mit ac = b und a = bd. Ist a = 0, so
folgt auch b = 0. Nehme daher ab jetzt a # 0 an. Es folgt a = bd = acd oder
a(l —cd) = 0. Wegen a # 0 folgt ¢d = 1, da R ein Integritétsring ist. Also sind ¢
und d Einheiten, ¢,d € R*. Somit sind a und b assoziiert. O

Definition 9.1.11. Sei R ein Integritétsring und p € R\ (R* U {0}).

(i) p heiBt irreduzibel, wenn aus p = ab mit a,b € R stets folgt, dass a oder b
eine Einheit in R ist. Sonst heifit p reduzibel.

(ii) p heiBt prim oder Primelement, wenn aus plab stets pla oder p|b folgt. Dies
ist dquivalent dazu, dass fiir p := (p) aus ab € p stets a € p oder b € p folgt.
(Somit ist p genau dann ein Primelement, wenn das Ideal (p) ein Primideal
ist.)

Bemerkung 9.1.12.
(i) p € R\ (R* U{0}) ist genau dann irreduzibel, wenn aus p € (a) fiir a € R
stets (a) = (p) oder (a) = R folgt.
(ii) Sei p € R prim. Dann teilt p ein Produkt a; - ... - ax von Elementen a; € R
genau dann, wenn es einen der Faktoren teilt.

Beweis.

(i) ,=*: Sei p irreduzibel und gelte p € (a). Dann gibt es r € R mit p = ar.
Somit ist a oder r eine Einheit. Ist a eine Einheit, so folgt (a) = R. Ist r eine
Einheit, so folgt (a) = (p).

4= Sei p € R\ (R*U{0}) beliebig. Gelte p = ab. Es folgt p € (a). Somit

gilt (a) = (p) oder (a) = R. Im ersten Fall erhalten wir p = ar mit r € R*.

Wegen a # 0 (sonst wiire auch p = 0) erhalten wir b = r € R*. Im zweiten
Fall gilt (a) = R. Also ist a eine Einheit.

(ii) Induktion nach der Anzahl der Faktoren. O

Lemma 9.1.13. Sei R ein Integrititsring. Dann ist jedes Primelement auch irre-
duzibel.
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Beweis. Sei p € R prim und seien a,b € R mit p = ab. Aus p|ab folgt pla oder plb,
ohne Einschrankung p|a. Daher gibt es ¢ € R mit a = pe. Es folgt p = ab = pcb oder
p(1 — ¢b) = 0. Da R ein Integritéiitsring ist, folgt 1 = ¢b. Somit ist b eine Einheit.
Dabher ist p irreduzibel. O

Ublicherweise ist die Definition einer Primzahl die Definition einer irreduziblen
Zahl. Dies ist aber folgenlos, da in Hauptidealringen Primelemente gerade irredu-
zible Elemente sind.

Theorem 9.1.14. Sei R ein Hauptidealring. Sei p € R\ (R* U {0}). Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) p ist irreduzibel,
(i) p ist prim.

“

Beweis. Nach Lemma 9.1.13 brauchen wir nur ,,(i)==(ii)“ zu zeigen.
Sei p € R irreduzibel. Seien a,b € R. Gelte p|ab und p 1 a. Wir wollen p|b zeigen.
Betrachte das Ideal

Ra+ Rp :={ra+sp:r,s € R}.

Dies ist ein Ideal: Ubung. Da R ein Hauptidealring ist, gilt Ra + Rp = Rd = (d)
fiir ein d € R. Es folgt a,p € Rd und daher d|a sowie d|p. Wegen d|p gibt es ¢ € R
mit p = cd. p ist irreduzibel. Somit ist ¢ oder d eine Einheit.

Ist ¢ eine Einheit, so folgt d = ¢~!p. Wegen d|a erhalten wir auch p|a. Wider-
spruch.

Also ist d eine Einheit. Es folgt Ra + Rp = Rd = R. Daher gibt es , s € R mit
ra + sp = 1. Weiterhin gilt rab + spb = b. Wegen p|ab und p|spb folgt p|b. O

Korollar 9.1.15. Sei R ein Hauptidealring. Sei a € R\ (R*U{0}). Dann ist a ein
endliches Produkt von Primelementen.

Beweis. Nach Theorem 9.1.14 geniigt es, eine Faktorisierung von a in irreduzible
Elemente herzuleiten. Nehme an, die Behauptung wire falsch, d.h. wir kénnten
a nicht als endliches Produkt von irreduziblen Elementen schreiben. Dann ist a
selber insbesondere nicht irreduzibel. Somit gibt es Elemente a1,a} € R\ R* mit
a = aja). Wir haben angenommen, dass sich a nicht als endliches Produkt von
irreduziblen Elementen darstellen lidsst. Somit muss dies mindestens fiir einen der
Faktoren a; oder a) ebenfalls gelten, ohne Einschrinkung fiir a;. Wir kénnen nun
a1 als Produkt von zwei nicht-Einheiten as, ab € R\ R* schreiben. Dies kann man
fortsetzen und erhélt eine Folge

a=agp,ai,as,... € R.

Dabei gilt jeweils a;41|a;, aber a;41 und a; sind nicht assoziiert. Wir erhalten also
eine aufsteigende Folge von Idealen

(a) = (a0)  (a1) S (a2) G -,

wobei die strikte Inklusion nach Lemma 9.1.10 gilt, da a;+1 und a; nicht assoziiert
sind. Setze nun b := Ej (a;). Da eine beliebige Vereinigung von aufsteigenden Idea-
len wieder ein Ideal izs?und da R ein Hauptidealring ist, folgt b = (b) fiir ein b € R.

Nach Definition von b gilt b € (a;,) fiir ein ig € N. Wir erhalten
b= (b) C (ai) & (aip+1) Cb.

=

Widerspruch. Die Behauptung folgt. O

Fir R = Z kann man auch einen direkten Beweis fiithren.
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Lemma 9.1.16. Sei R ein Integrititsring. Seien p1,...,p, € R\ (R* U{0}) prim
und q1,...,qs € R\ (R*U{0}) irreduzibel. Gilt

Pr-o-"Pr=4q1"..." (s,
so folgt r = s und nach Umnummerierung der Elemente q1,...,q, gibt es Finheiten
€1,y---,Er € R*, s0 dass q; = g;p; fiir alle 1 < i <1 gilt.
Beweis. Aus py-...-pr =q1 - ... - qs folgt insbesondere p1|q1 - ... gs. Da p; prim

ist, gibt es ein ¢, 1 < i < s, mit p1|g;, ohne Einschrinkung nach Umnummerierung
i = 1: p1]|q1. Es gilt also q; = e1p; fiir ein €1 € R. Da ¢; irreduzibel ist, ist £ eine
Einheit. Da R ein Integritatsring ist, folgt

p2:...Pr=¢€1°G2" ... (s
Fahren wir wie oben fort, so erhalten wir

l=e1-...v6r Qg1 ... Qs.
Alle Faktoren g;41,...,qs miissen somit Einheiten sein. Somit gilt » = s und die
Behauptung folgt. O

Definition 9.1.17. Ein Integritétsring R heif3t faktoriell, wenn sich jedes Element
von R\ (R*U{0}) als Produkt von Primelementen in R schreiben l&sst.

Bemerkung 9.1.18. Die Produktdarstellung eines Elementes in R\ (R* U{0}) ist
nach Lemma 9.1.16 bis auf Einheiten eindeutig, da Primelemente irreduzibel sind.

Lemma 9.1.19. Sei R ein faktorieller Ring. Sei d € R irreduzibel. Dann ist d
prim.

Beweis. Gelte d|ab. Schreibe d = dy-+-d,, a = a1---as und b = by --- b, jeweils
als Produkt von Primelementen. Dies ist nach Definition eines faktoriellen Ringes
moglich. Da d irreduzibel ist, tritt in der Produktdarstellung von d mit Primele-
menten, also auch irreduziblen Elementen (Lemma 9.1.13), nur ein Faktor auf, der
keine Einheit ist. Sei also ohne Einschrankung r = 1. Lemma 9.1.13 liefert, dass alle
d;, a; und b;’s auch irreduzibel sind, da sie prim sind. Nach Lemma 9.1.16 ist d; zu
einem a; oder b; assoziert. Daher folgt entweder d|a oder d|b. Somit ist d prim. O

Korollar 9.1.15 liefert

Theorem 9.1.20. Jeder Hauptidealring ist faktoriell, insbesondere also

(1) Z,
(i1) F[X] fiir einen Korper F.

Bemerkung 9.1.21. Sei R ein faktorieller Ring. Zerlege die Menge der Primele-
mente in R\ (R*U{0}) in Aquivalenzklassen assoziierter Elemente und wihle jeweils
einen Vertreter. Sei P die Menge dieser Vertreter. Dann gibt es zu jedem a € R\ {0}
eine Darstellung der Form

a=c¢ H pn(p)

peP

mit € € R* und n(p) € N, wobei das Produkt endlich ist.

In Z wahlt man fiir P die Menge der Primelemente grofler als Eins, die Prim-
zahlen, und erhélt die iibliche Primfaktorzerlegung. +1 sind die einzigen Einheiten.

Die Einheiten in F[X] sind F\{0} C F[X]. Wir wihlen daher P als die Menge der
normierten Primpolynome, d. h. die Menge der Primpolynome in F[X]\ ((F[X])*U
{0}), deren hochster Koeffizient 1 ist.

Nach Wahl einer Vertretermenge P konnen wir zu

O#£a=c[[pr” uwd 0£b=6]]p»"

peEP peEP
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den grofiten gemeinsamen Teiler

geT(a,b) = [ pmintrwsd
peEP

und das kleinste gemeinsame Vielfache

kgV(a,b) = [ pmexterr»d
peEP

definieren. Da die Elemente von P nur bis auf Einheiten eindeutig sind, sind ggT
und kgV ebenfalls nur bis auf Einheiten wohldefiniert.

Den grofiten gemeinsamen Teiler kann man auch mit Hilfe von Idealen charak-
terisieren. Setze

Ra + Rb := {ra+ sb: r,s € R}.

Man iiberpriift direkt, dass dies ein Ideal ist. Der Bezug zum ggT folgt aus dem
folgenden Theorem.

Theorem 9.1.22. Sei R ein Hauptidealring. Seien a,b € R\ {0}. Dann gilt
Ra+ Rb=Rd mit d=ggT(a,b).
Insbesondere gibt es Elemente r,s € R mit ra+ sb = d. Es gilt ggT(r,s) = 1.

Beweis. Das Ideal Ra + Rb C R ist ein Hauptideal. Gelte ohne Einschrinkung
Ra + Rb = Rd'. Aus a,b € Rd’ folgen d'|a und d’'|b. Somit gilt auch d’'|d. Wegen
Ra + Rb = Rd’ gibt es andererseits r,s € R mit ra + sb = d’. Somit teilt jeder
gemeinsame Teiler von a und b auch d’, es gilt also insbesondere d|d’. Aus d'|d
und d|d’ folgt, dass d und d’ assoziiert sind. Also gilt die behauptete Gleichung
Ra+ Rb = Rd' = Rd. Somit gibt es 7, s € R mit ra + sb = d. Sei t ein Teiler von a
und b. Dann teilt ¢ - ggT(r, s) auch d. Setzt man insbesondere ¢ = d, so erhélt man,
dass ggT(r, s) eine Einheit ist. Also folgt ggT(r,s) = 1. d

Korollar 9.1.23. Sei R ein Hauptidealring. Seip € R\ (R*U{0}). Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) p ist prim.
(ii) Der Restklassenring R/(p) ist ein Korper.

Bewets.

(a) Sei p prim. Sei a € (p), gelte also p 1 a. Direkt nach Definition folgt dann
ggT(p,a) = 1. Nach Theorem 9.1.22 folgt also, dass (p) C R maximal ist.
Somit ist R/(p) ein Korper.

(b) Sei p nicht prim. Dann gibt es a,b € R mit plab aber p { a und p { b. Daher
folgt fiir die Restklassen in R/(p) sowohl ab = 0 als auch @ # 0 und b # 0. In
einem Korper gibt es aber keine Nullteiler. Somit ist R/(p) kein Korper. ]

Bemerkung 9.1.24. Sei F ein Korper. Sei ¢: Z — F der Ringhomomorphismus
mit ¢(1) = 1. Definiere die Charakteristik von F' als die kleinste Zahl ¢ grofer als
0 mit ¢(c) = 0 und als 0, falls es keine solche Zahl gibt.

Analog zum obigen Beweis sieht man, das die Charakteristik eines Korpers 0
oder eine Primzahl ist.

Die folgenden Beispiele werden in der Algebra noch vertieft behandelt.

Beispiele 9.1.25.

(i) Sei p € Z. Dann ist der Restklassenring Z/pZ genau dann ein Korper, wenn
p prim ist.
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(ii) Sei F' ein Korper. Sei f € F[X]. Dann ist F[X]/(f) genau dann ein Korper,
wenn f prim ist.
FIX]/(X 1) =F,
R[X]/ (X +1) =C.

Es gibt einen zu Q[X]/(X? — 3) isomorphen Korper K (isomorph heifit hier:
als Ring mit Eins isomorph) mit

QC KCR.
Beweis: Ubung.

10. DAS TENSORPRODUKT

Tensorprodukte definiert man nicht nur fiir Vektorrdume, sondern z.B. auch
fir Moduln {iiber Ringen. Sei F' ein fixierter Kérper und alle Vektorrdume seien
F-Vektorrdume.

10.1. Definition und Existenz.

Definition 10.1.1. Seien Ei,..., E,,V Vektorriume. Sei L"™(Ey,...,E,;V) der
Vektorraum der multilinearen Abbildungen

p: By x...xE, = V.
Wir schreiben L'(E;; V) = L(Ey,V) = Hom(E;, V). Ein Vektorraum W mit einer
multilinearen Abbildung 7: Ey x...x E, — W heifit Tensorprodukt von E, ..., E,,
W:E1®®En,

falls die folgende Eigenschaft erfiillt ist: Sei V' ein beliebiger Vektorraum. Zu jeder
multilinearen Abbildung ¢ € L™(Ey,...,E,; V), ¢: By X ... x E, — V gibt es
eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢: F; ® ... ® E, — V, so dass das
Diagramm

E1X...><En E1®®En

T

Vv

kommutiert.

Theorem 10.1.2. Das Tensorprodukt ist, falls es existiert, bis auf einen Isomor-
phismus eindeutig bestimmd.

Beweis. Wire (7(E1 X ... x Ep)) € E1 ® ... ® E,, so konnte ® nicht eindeutig
bestimmt sein.

Seien 7: By X ... x E, - E1®...Q E, und ¥: By x ... x E,, — W zweil
Tensorprodukte. Wenden wir die definierende Eigenschaft des Tensorproduktes an,
so erhalten wir lineare Abbildungen ©: F1 ® ... ® FE, — W mit ¥ = © o7 und
T:W — E1®...QF, mit 7 = Tod. Also erhalten wir ¥ = ©oT o und 7 = ToOor7.
Ein beliebiges Element in F; ® ... ® E,, konnen wir wegen (7(F; X ... X E,)) =

FE1®...®E, in der Form Y_ \i7(v;) mit \; € F, v; € By x ... x E, fiir ein m € N
i=1
darstellen. Da T und © linear sind, erhalten wir

Z Nt (v;) = Z NToQor(v;)=ToO <Z )\iT(Ui)> .
=1 i=1

i=1
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Da 3" Air(v;) ein beliebiges Element in Fy ® ... ® E, ist, erhalten wir 7o © = id.
Analog erhalten wir ©@ o T = id. T und © sind damit die gesuchten Isomorphismen.
d

Somit werden wir nachfolgend stets von dem Tensorprodukt sprechen und das
nachfolgend Konstruierte meinen.

Theorem 10.1.3. Seien Ey,...,E, Vektorriume. Dann existiert das Tensorpro-
dukt

T Eyx...xE, - W.
Beweis. Seien e, ,, fir beliebige v; € E;, 1 < i < n, die Basis eines (hochdi-
mensionalen) Vektorraumes V. Auf W definieren wir eine Aquivalenzrelation R,
die durch
eU17~~-7U'i+wi7---;'Un NeUlw--;U'iw--aUn + eUla“wwiv---vvn’ 1 S i S n,
und

AeUlw“)Uh"wvn O T U NP By Ay [

erzeugt ist. Dann ist W := W/R ein Vektorraum (Ubung). Wir schreiben v; ®...®
vy, fir [ey, .. v,]. Setze T(vi,...,v,) ;=01 @ ... ® v,. Es gilt (exemplarisch nur fiir
den Fall n = 2 aufgeschrieben)
(V1 +v2) ®W =11 @ W + V2 ® W,
v® (w1 +wa) =v @ wy + v Q wa,
AW)@w=Avew)=v® (A\w).
Somit bilden die Elemente
ai kg, R...Q Qn,k,,
eine Basis von F1 ®...® E,, falls die Vektoren (a; 1)) eine Basis von E;, 1 <i < n,
bilden. Dies folgt im Fall von zwei Vektorrdumen mit Hilfe der von den multilinearen
Abbildungen
gpio’joz FEi x Ey - W
(G,Z', CL]') = (5120(550
nach Definition des Tensorproduktes induzierten linearen Abbildung

Prosdo . E,® Ey —W.

Beachte dabei, dass die Basisaussage fiir den Rest des Existenzbeweises nicht ge-
braucht wird.

Achtung: Allgemeine Elemente in F; ® ... ® E, sind endliche Summen von
Elementen der Form

V1 Q...Q0 Uy,

v; € E;, 1 < i < n, sogenannten reinen oder einfachen Tensoren, und nicht nur
solche Elemente.

Sei V' ein beliebiger Vektorraum. Sei ¢: Fy X ... X E, — V eine beliebige mul-
tilineare Abbildung. Definiere ®: £ ® ... ® E,, — V durch

D1 ®...Q0v,) = p(V1,...,0,)

und lineare Fortsetzung. Da die Aquivalenzrelation R entsprechend der Multilinea-
ritét definiert ist, ist ® eine wohldefinierte lineare Abbildung (Ubung). ¢ = ® o7
gilt nach Konstruktion. Da F; ® ... ® E, von im7 erzeugt ist, ist ® eindeutig
definiert. O
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Theorem 10.1.4. Seien U, V,W Vektorrdume. Dann gibt es die folgenden Isomor-
phismen

LU, L(V,W)) = L2 (U, V;W) = LU @ V,W).

Beweis.

(i) Sei f € L3(U,V;W). Wir wollen f zuniichst auf ein Element in L(U, L(V, W))
abbilden. Sei x € U. Dann setzen wir (g(z))(y) = f(z,y) fiir y € V. Die
Abbildung y — (g(x))(y) ist linear. Weiterhin ist U 3 x — g(x) € L(V,W),
linear.

(ii) Seinun ¢ € L(U, L(V,W)). Dann ordnen wir der Abbildung ¢ eine Abbildung
f € L?(U,V;W) vermoge

f(z,y) = (p(z))(y)

zu. f ist bilinear. Die Abbildung ¢ — f ist linear. Auflerdem ist sie zu der
obigen Abbildung f +— ¢ invers.

(iii) Definiere L*(U,V; W) — L(U ® V; W) durch ¢ — ® mit den Bezeichnungen
aus Definition 10.1.1. ¢ — @ ist eine lineare Abbildung. Die Injektivitit folgt
aus der Definition des Tensorproduktes: ® kann in dem kommutativen Dia-
gramm nur die Nullabbildung sein, wenn ¢ = 0 gilt. Sei ® € L(U @ V; W)
beliebig. Dann ist ®o7: U x V. — W eine multilineare Abbildung. Thr wird
unter der obigen Abbildung gerade ® zugeordnet. Somit ist die angegebene
Zuordnung auch surjektiv. O

10.2. Basisdarstellung. Um die Darstellung einfacher zu halten, beschranken wir
uns hier auf den Fall mit wenigen Vektorrdumen, F und E*. Dies ist fiir Anwen-
dungen h#ufig vollig ausreichend. Der allgemeine Fall ist nur von der Notation her
komplizierter. Wir wollen hier stets annehmen, dass E endlichdimensional ist.

Definition 10.2.1. Sei E ein Vektorraum. Sei (r,s) € N x N\ {(0,0}. Ein Tensor
T der Stufe (r,s) ist ein Element

TeE®.. EQE"®...Q E*.

r Faktoren s Faktoren

Wir schreiben auch T' € E(™),

Bemerkung 10.2.2. Ein Element (v1,...,v,,wi,...,ws) € E" X (E*)® induziert
eine Abbildung
feL™s(E*,... E*E,... EF)

N —— N——
r Stiick s Stiick

vermoge

FOn,eoomeury ooy us) i=m(v1) oo me(vp) - wi(ug) - oo ws(ug).

Mit derselben Vorschrift konnen wir einem reinen Tensor 11 ®...QU, Qw1 Q... Qw,
ein f € L""(E*,...,E* E,...,E;F) in wohldefinierter Weise zuordnen. Durch
Addition von reinen Tensoren und linearen Abbildungen erhalten wir also eine
lineare Abbildung @, die jedem Tensor der Stufe (7, s) eine lineare Abbildung f €
L™s(E*,...,E*E,...,E; F) zuordnet: (11 ® ... v, Qw1 @ ... ®wg) := f.

Sei umgekehrt f € L™T(E*,...,E* E...,E;F). Sei (a;)1<i<n eine Basis von
E und sei ((a*)"),_,., die zugehdrige duale Basis. Fiir w* = Y wf (a*)™ € E*,

) ik
Zkzl

n .
1<k<r,und &= 3 gljlajl, 1 <1 < s, erhalten wir aufgrund der Multilinearitét
Ji=1
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wr7§1a"'7§s)

)
n n n
1 . ; Js
D SIS D DTS I N SN

i1=1 ir=171=1 Jjs=1

-f((a*)“,...,(a*)” Qs osray,)
Z S S (@ @) )

ir=1j1=1 Jjs=1
P (a;, ®...®a;, @ (a* )i ®...®(a*)js) (Why . W™ €, E)

mit & wie oben definiert. Indem wir f(...) (Argument wie oben) noch mit dem Ten-
sor a;, ®...® (a*)’s multiplizieren und aufsummieren, kénnen wir umgekehrt jeder
multilinearen Abbildung einen Tensor zuordnen. Diese beiden Zuordnungen sind
invers zueinander. Daher werden wir nun Tensoren und multilineare Abbildungen
identifizieren.

Definition 10.2.3. Sei E ein F-Vektorraum. Sei (a;)1<i<n eine Basis von E. Sei
((a*)i)1<i<n die zugehorige duale Basis. Sei T ein (r, s)-Tensor. Wir definieren

Tl1 durch
( jg)1Sj1y“'7j5:ilv~~’ir<n

T11 = T ((a*), ..., ()", aj,,...,a;,) .

Bemerkung 10.2.4. Sei E ein Vektorraum mit Basis (a;)1<i<n, Dualraum E*

und zugehdriger dualer Basis ((a*)j)1<j<n Sei T ein (r,s)-Tensor. Fiir w”
N | <<

Y owh(a*)* € B, 1 <k <r, und § = Z &l'aj,, 1 <1 < s, erhalten wir

ip=1 Q=1

aufgrund der Multilinearitdt von T’

T(wl,...,wr,flwuvgs)

= Z Z Z Za) ...wirr€{1 fng ((a*)il""7(a*)i”.3aj13~",ajs)
=2 ZZwZ%w&%&m

1=1 =1j1=1 Js=1

Wir sagen, dass T beziiglich der Basis (a;)1<i<n durch (T;llj“) dargestellt sei.
Wir wollen nun die Darstellung (T;llj“> von T' beziiglich einer weiteren Basis

(bi)1<i<n bestimmen. Sei dazu (d{)lgmgn die invertierbare Matrix mit
n .
bi = Z dz Qj.
=1

Sei (D )1<”<n die Inverse zu (dg)lgi,jgn- Dann gilt fiir die zu (b;)1<i<n duale

Basis
n

(") = Dj(a"),
j=1
denn es gilt

5= ()= Y. D} (a)da = Z Diofd, = Didf.
k=1

k=1 k=1
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Wir erhalten

Tt =T (6 ()" by, )
n

=) .. zn:...ZDZII-~-D};:~d§11--~d§z~

ki=1 kr=110;=1 ls=1

-T ((a*)kl (@), .,als)

n

n n n
= i1 e 128 . by e ls . ki...kr
=D 2D XD Dy T

ki1=1 kr=1101=1 ls=1

Im Falle eines (1, 1)-Tensors entspricht dies gerade dem Transformationsverhalten
einer Matrix.
Physiker definieren Tensoren iiber ihr Transformationsverhalten.

Bemerkung 10.2.5 (Heben und Senken von Indices). Wir illustrieren dies bei-
spielhaft nur fiir (1, 1)-Tensoren. Die Ubertragung auf allgemeine Tensoren ist ein-
fach. Sei E ein endlichdimensionaler Vektorraum, dim E = n. Sei T € E(1Y) . Seien
X,Y € F und w € E*. Die Abbildung (w, X) — T'(w, X) ist multilinear. Dann ist
T(-, X) eine Linearform auf E*, also vermoge E** 2 E ein Element von E. Somit
ist die Abbildung

Y —(T(,X),Y)

linear. Wegen X,Y € FE fassen wir somit 7" mit Hilfe des Skalarproduktes als
Element in E(©2) auf.

In Koordinaten entspricht das dem Senken eines Indexes. Sei das Skalarprodukt
(-,-) durch die Matrix (g;;)1<i,j<n dargestellt, eine in der Differentialgeometrie iibli-
che Notation. Sei (¢")1<; j<n die zu (gij)1<i j<n in dem Sinn inverse Matrix, dass
eine der beiden dquivalenten Bedingungen,

n n
ngigil =6 oder ngig“ =
i=1 i=1

gilt. Sei T beziiglich einer festen Basis durch die Matrix (7%;)1<; j<, dargestellt.
Wollen wir T’ wie oben mit Hilfe des Skalarproduktes (g;;) als Element in 7' € E(2)
auffassen, so lautet die entsprechende Koordinatendarstellung Tij = YTk 3 9ki-
k=1

Dies wird als Senken eines Indexes bezeichnet. Mit der Anordnung der Indices kann
man verdeutlichen, welcher Index gesenkt wurde.

Als (spéter in der Differentialgeometrie relevantes) Beispiel betrachten wir den
Tensor R = (Rijkl)1<z‘j ei<n € E(L?’)7 der durch Senken des dritten Indexes zu

einem (0, 4)-Tensor wird
_ n
Rijir =Y _ Rij"1grh-
r=1

Die dazu inverse Operation ist das Heben eines Indexes. Aus einem Tensor R =
R 0,4) 15 ; i i -
(R”kl)lgi,j,k,lgn ek koénnen wir so wieder einen (1,3)-Tensor machen

n
k > k
Rij 1= E Rijrlgr .
r=1
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10.3. Eigenschaften.

Lemma 10.3.1. Seien U,V,W und V;, i € I, F-Vektorrdume. Dann induzieren
die auf Erzeugendensystemen angegebenen Abbildungen Isomorphismen:

FeV 3V, AR v — A,
VoW SWeV, VRW WU,
UeV)eW SU(VeW), (u@v)@w—u® (vew),

(@ Vz‘) QW = @(Vi@)W)a (vi)ier ® w — (v; ® w)ier-
i€l i€l

Beweis. Wir weisen nur nach, dass die erste Abbildung einen Isomorphismus liefert
und lassen die iibrigen Aussagen als Ubungsaufgabe.

Die Abbildung ¢: F xV 3 (A, v) — Av € V ist bilinear und induziert daher eine
wohldefinierte lineare Abbildung ®: FQV > A®wv +— Av € V. Definiere eine lineare
Abbildung durch ¢: V3 v—1®v e F®V. Es folgt ®ot(v) = ®(1®@v) = v fiir
alle v € V. Weiterhin gilt ¢ o (A ®v) = ¢(\v) = 1® (Av) = A ® v. Somit erhalten
wir @ o1 = id und 1 o ¢ = id. ¢ ist ein Isomorphismus. t

Definition 10.3.2 (Tensorprodukt von Abbildungen). Seien ¢: M — M’ und
1: N — N’ lineare Abbildungen. Dann definieren wir die Abbildung

pRY: MQN — M @ N’
durch

z @y p(r) ®P(y)
und lineare Fortsetzung. Dies ist aufgrund der Bilinearitdt der Abbildung
M x N3 (z,y) = ¢(x) © ¢(y)

und der definierenden Eigenschaft des Tensorproduktes moglich.
Sei p: M — M’ linear. Dann heif3t

e®id: MN —- M @ N

die mit N tensorierte Abbildung.
Wir bemerken, dass bei dieser Konstruktion das Diagramm

(m,n) MxN-——M®N men
i @le lw@d) J/
(p(m),v(n)) M' x N'—=M'® N’ ¢(m) @ ¢(n)

kommutativ wird.
Diese Konstruktion funktioniert auch mit mehr als zwei Abbildungen.

Definition 10.3.3 (Exakte Sequenzen). Sei

Pn

M,

eine Folge linearer Abbildungen (méglicherweise auch in eine oder beide Richtungen
unendlich fortgesetzt). Eine solche Folge heifit Sequenz.

Fine Sequenz heifit exakte Sequenz, falls im g = ker 1 fiir alle n > k > 3
(allgemeiner: an jeder Stelle) gilt.
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Theorem 10.3.4. Sei

M’de)M” 0

eine exakte Sequenz von Vektorrdumen. Sei N ein weiterer Vektorraum. Dann ist
auch die Sequenz

id id
exakt.

Beweis. Aus der Exaktheit folgt 1o = 0. Hieraus erhalten wir (¢ ®id)o (p®id) =
(Yop)®id = 0, da 0 ®n, n € N, der Nullvektor in M"” ® N ist. Somit ist
im(p ® id) C ker(¢ ® id). Daher induziert 1 ® id eine lineare Abbildung

P: (M ®N)/im(p®id) — M"” @ N.

Wiire im(p ®id) = ker(y ®id), so wire die Abbildung v injektiv. Daher geniigt es,
nachzuweisen, dass 1) ein Isomorphismus ist.

1 ist nach Voraussetzung surjektiv. Wihle also zu jedem z”” € M” ein «(z") € M
mit 1 (2(2”)) = 2. Es ist nicht klar, ob 2 linear ist. Definiere

o:M"xN—(M®N)/im(p ®id),
(x//’y) '_)Z(:L,//)®y.

1(2") ®@ y steht hier fiir die Restklasse von «(2”) ® y. Wir behaupten, dass o eine
bilineare Abbildung ist. Die Linearitdt im zweiten Argument ist klar. Wir zeigen
zuniichst, dass das Element «+(2”) ® y von der speziellen Wahl von «(z"”) € M zu
2" € M" unabhiingig ist. Seien x1,x9 € M zwei solche Wahlen. Dann folgt aus
Y(x1 — x2) = 0 und der vorausgesetzten Exaktheit 1 — 2o € im ¢, also x1 — xo =
(') fiir ein 2’ € M’. Wir erhalten

71 QY -1y =p)ey=(peid)(r'®y) =0

nach Definition des Quotientenraumes. Somit ist o wohldefiniert.

Die Abbildung % induziert eine lineare Abbildung M/im¢ = M/kery) — M".
Zu dieser gibt es eine lineare Inverse. Bis auf die Auswahl eines Vertreters in M/ im ¢
ist 7 gerade diese Inverse. Da wir die Wohldefiniertheit iiberpriift haben, ist o somit
bilinear.

Nach Definition des Tensorraumes induziert o eine Abbildung

M"®@N — (M ®N)/im(e ®id).

Nach Definition von o ist klar, dass diese induzierte Abbildung auf Erzeugern der
Form z” ® y zu v invers ist.
Die Surjektivitdt der Abbildung ¢ ® id folgt direkt aus der Surjektivitét von .
Die Behauptung folgt. O

Beispiel 10.3.5. Sei U C V ein Unterraum. Dann ist die Sequenz

U——>v—">V/U 0
mit der Inklusionsabbildung ¢ und der Projektionsabbildung 7 exakt. Sei W ein
weiterer Vektorraum. Dann ist

Ueow 2L vew ™2 (viv)yow ——=0
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ebenfalls exakt. Somit liefert der Homomorphiesatz fiir 7 ® id zusammen mit der
Exaktheit den Isomorphismus

(V/U)@W = (Ve W)/im(i ®id),
TRQY—r QY.
Im Gegensatz zu den bisherigen Resultaten zu Tensorprodukten ldsst sich Theo-

rem 10.3.7 i. a. nicht auf allgemeinere Situationen als Vektorrdume und lineare Ab-
bildungen iibertragen, denn das folgende Theorem ist spezifisch fiir Vektorrdume.

Theorem 10.3.6. Sei

0 A0t p 0

eine exakte Sequenz von Vektorrdumen und linearen Abbildungen. Dann ist C' iso-
morph zu A ® B.

Beweis. ¢ ist injektiv und somit ein Isomorphismus auf im . Der Unterraum
p(A) C C besitzt ein Komplement D mit ¢(A) ® D = C. Da ¥ o ¢ = 0 gilt
und 1 surjektiv ist, ist auch ¢¥|p: D — B surjektiv. ¥|p ist aber auch injektiv, da
DNnkery = DNimy = {0} gilt. Somit ist ¥|p bijektiv. O

Wir wenden dies nun auf die Exaktheit auf der linken Seite an.

Theorem 10.3.7. Sei

eine exakte Sequenz von Vektorridumen und linearen Abbildungen mit p(a) = (a,0)
sowie Y(a,b) =b. Sei V' ein weiterer Vektorraum. Dann ist

0*>A®V@>(A@B)®V@>B®V*>O

ebenfalls exakt.
Beweis. Die Exaktheit von
ARV - (A®B)®V =BV =0
haben wir bereits gezeigt. Benutze den Isomorphismus
(AeB)V - (AV)a (B V),
(a,0) @ v — (a®@v,bRv).

Nach Verkettung mit diesem Isomorphismus bekommt ¢ ® id die Gestalt a ® v —
(a ®v,0), ist also offensichtlicherweise injektiv. Somit erhalten wir die behauptete
Exaktheit. U

11. KETTENKOMPLEXE UND EXAKTE SEQUENZEN
Wir benutzen in diesem Kapitel [4].

11.1. Kettenkomplexe. Wir wiederholen zunichst eine Definition zu Gruppen-
homomorphismen und beweisen ein kleines Lemma dazu.

Lemma 11.1.1. Seien G, H Gruppen. Dann heifit o: G — H Gruppenhomomor-
phismus, falls p(a-b) = ¢(a) - o(b) fir alle a,b € G gilt. Es gelten
(i) p(1) =1,

(ii) @ ist genau dann injektiv, wenn =1 ({1}) = {1} gilt.

Beweis.
(i) Dies folgt aus p(a) = ¢(1-a) = ¢(1) - p(a).



11.1. KETTENKOMPLEXE 37

(ii) Sei ¢ nicht injektiv und gelte ¢(a) = ¢(b) fiir a # b. Dann folgt (ab~!) =1
mit ab~t # 1.
Die andere Richtung ist trivial. O

Definition 11.1.2 (Kettenkomplexe und exakte Sequenzen). Sei

d dn—l d3 d2
n Cpog — -+ ——Cy ——= (]

Ch

eine Folge von Gruppen und Gruppenhomomorphismen (méglicherweise auch in
eine oder beide Richtungen unendlich fortgesetzt). Eine solche Folge heifit Sequenz.

(i) Eine Sequenz heifit Kettenkomplex, falls im ¢, C ker pp_1 fiir allen > k > 3
(allgemeiner: an jeder Stelle) gilt.

(ii) Eine Sequenz heifit exakte Sequenz, falls im ¢ = ker ¢p_1 fiir allen > k > 3
(allgemeiner: an jeder Stelle) gilt.

(iii) Gilt imdg41 = ker dy, so heifit die Sequenz an der Stelle C}, exakt.

(iv) Eine exakte Sequenz der Form

0—>A—>B—1sc—s0

heifit kurze exakte Sequenz. (Hierbei steht 0 fiir die triviale Gruppe, die nur
aus einem Element besteht. Die nicht bezeichneten Pfeile stehen fiir die tri-
vialen Homomorphismen. Abelsche Gruppen schreiben wir meist additiv mit
dem neutralen Element 0.)

(v) Eine exakte Sequenz, die in beiden Richtungen unendlich lang ist, heifit lange
exakte Sequenz.

Lemma 11.1.3. Se:
! g

A——=B——=C

eine Sequenz von Gruppen und Gruppenhomomorphismen. Dann sind die folgenden
beiden Aussagen dquivalent:

(i) im f C kerg.

(i) go f =0.
Beweis. Ubung. O
Lemma 11.1.4. Fir Gruppen G, H und einen Gruppenhomomorphismen f: G —
H gelten:

(i) [ ist genau dann injektiv, wenn die Sequenz

0—>G—1-q
(an der Stelle G) exakt ist.

(ii) f ist genau dann surjektiv, wenn die Sequenz

!

G——H—=0
(an der Stelle H ) exakt ist.
(iii) f ist genau dann bijektiv, wenn die Sequenz

0 GfH 0

exakt ist.

Beweis.
(i) Die Exaktheit ist dquivalent zu im0 = {0} = ker f.
(ii) Die Exaktheit ist dquivalent zu im f = ker0 = H.
(iii) Folgt aus (i) und (ii). O
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Definition 11.1.5 (Direkte Summe). Seien G, H Gruppen. Dann ist G x H mit
der Verkniipfung

(91, h1) - (g2, h2) := (g1 - g2, h1 - ha),
dem neutralen Element e = (eg,ex) und der Inversen (g,h)~! := (g7, A1) eine
Gruppe, die direkte Summe der Gruppen G und H: G ® H.
Im folgenden Theorem ist die Kommutativitit der beteiligten Gruppen wichtig.

Theorem 11.1.6. Sei

i J

0 A B C 0

eine exakte Sequenz abelscher Gruppen. Dann sind die folgenden Bedingungen dqui-
valent:

(i) Es gibt einen (Gruppen-)Homomorphismus s: B — A mit soi=1idy.
(ii) Es gibt einen (Gruppen-)Homomorphismus t: C — B mit j ot = idc.
(iii) Es gibt einen Isomorphismus B = A & C, so dass das folgende Diagramm
kommutativ ist:

i B J

N

Ao C

wobei die fehlenden Abbildungen durch ia: A — A® C mit a — (a,0) und
ic: C — A® C mit c— (0,c) gegeben sind. Definiere weiterhin die Projek-
tionen auf den ersten Faktor ma: A @ C — A bzw. auf den zweiten Faktor
mc: AP C — C. Es qgilt maia =ida und woic = ide.

A c 0,

Ist eine dieser Bedingungen erfillt, so sagen wir, dass die exakte Sequenz spaltet.

Beweis. ,,(iii)==(1)“: Sei ®: B — A ® C der angegebene Isomorphismus. Definiere
s: B — A durch s(b) := wa(®(b)). Es folgt si(a) = ma(P(i(a))) = ma(a,0) = a,
wobei die mittlere Gleichheit aus der Kommutativitit des angegebenen Diagrammes
folgt.

,(1il)=(i1)“: Sei ®: B — A@®C der angenommene Isomorphismus. Setze t(c) :=
®~1(ic(c)). Aus der Kommutativitit des angegebenen Diagrammes folgt icj = ®
und daraus m7¢® = j oder 7o = j®~!. Wir erhalten jt = j® lic = moic = id.

»(1)==(iii)“: Die gesuchte Abbildung ® ist B 3 b — (s(b), (b)) € A® C. Dies
ist ein Gruppenhomomorphismus.

Wir zeigen zuniichst, dass ® surjektiv ist: Sei (a,¢) € A @ C. Da j surjektiv
ist, gibt es ein by € B mit jby = ¢ (b ist bis auf ein Element in imi = ker j
wohldefiniert. Wir werden b; nun noch um ein solches Element abandern um die
Surjektivitiit von ® zu zeigen.). Setze b := i(a — sb1) + b1. Es gilt jb = jb = c.
Weiterhin gilt nach Voraussetzung sb = sia — (si)sby + sby = a — sby + sby = a.
Somit ist ®(b) = (a,c) und P ist surjektiv.

Zur Injektivitdt von b: Gelte (s(b), (b)) = (0,0). Aus j(b) = 0 folgt zunéchst
b € ker j und dann aufgrund der Exaktheit der kurzen exakten Sequenz b € im.
Wiéhle daher a € A mit ia = b. Benutze nun s(b) = 0. Wir erhalten 0 = s(b) =
sia = a, also a = 0. Somit gilt b = ia = i0 = 0 und P ist injektiv.

,»(il)=(iii)“: Betrachte A ® C — B mit (a,c) — ia + tc.

Zur Surjektivitét: Sei b € B. Setze ¢ := jb. Es gilt j(b—tc) = jb—jtc =c—c=0.
Also gilt b — te € kerj. Aufgrund der Exaktheit gibt es somit ein a € A mit
ta = b — te. Nun wird (a, ¢) auf ia + tc = b — tc + tc = b abgebildet. Dies zeigt die
Surjektivitit.

Zur Injektivitdat: Gelte ia + tc = 0. Es folgt 0 = j0 = jia + jtc = jtc = c¢. Somit
erhalten wir ¢ = 0 und ¢a = 0. Da ¢ injektiv ist, gilt auch a = 0. U
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Solch ein Beweis wird auch als Diagrammjagd bezeichnet.

Beispiele 11.1.7.
(i)
0-A—-A®B—-B—0
mit den Abbildungen A 3 a — (a,0) € A® B und A® B 3> (a,b) — be B

spaltet.
(ii) Nicht jede exakte Sequenz spaltet:

mod 2
—

0— Z/2Z -2 7,)47 7.)27. — 0
spaltet nicht, da Z/4Z und Z/2Z®7/2Z nicht isomorph sind (betrachte a+a).
Theorem 11.1.8. Sei

dnt1 dn dn—1
Cn+1 Cn Cnfl Cn72 — >

dn42

Cn+2

eine lange exakte Sequenz. Dann erhalten wir fiir jedes n eine kurze exakte Sequenz
. in dn .
0 ——imd,4; —C,, —=imd,, —0,

wobei i,, die Inklusionsabbildung bezeichnet.
Beweis. Die Injektivitdt von i, und die Surjektivitdt von d,, sind klar. Es gilt

imi, = imd,+; = kerd, aufgrund der Exaktheit der langen exakten Sequenz.
Somit ist die kurze Sequenz exakt. O

11.2. Homologie.

Definition 11.2.1 (Homologiegruppen). Sei

dn+1 dn, dn—l

Cn+ 1 On

dn+t2

ein Kettenkomplex abelscher Gruppen. Wir wollen ab jetzt annehmen, dass jeder
Kettenkomplex ein Kettenkomplex abelscher Gruppen ist. Es gilt im d,,41 C kerd,,.
imd,, 1 und kerd,, sind Untergruppen von C,,. Da C,, abelsch ist, ist imd,,4+1 au-
tomatisch auch ein Normalteiler von ker d,, und C,,. Definiere die n-te Homologie-
gruppe des Kettenkomplexes als die Quotientengruppe H,, := kerd,,/imd,+1. Wir
verwenden folgende Bezeichnungen:

(i) Elemente in ker d,, heifien Zykel.

(ii) Elemente in imd,; heilen Rénder.

(iii) Die Nebenklassen von imd,,+1, a + imd,,+1, in H,, heilen Homologieklassen.

(iv) Zwei Zykel, die dieselbe Homologieklasse reprisentieren, heifien homolog. (Da-
her unterscheiden sich zwei homologe Zykel um einen Rand.)

Definition 11.2.2. Ein kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen

0—-—A—-B—-C—0
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ist ein kommutatives Diagramm der Form

0 0 0

0 0 0

in dem die Zeilen Kettenkomplexe und die Spalten kurze exakte Sequenzen sind.

Lemma 11.2.3. Sei (i, )nen eine Folge von Abbildungen zwischen den Gruppen
der Kettenkomplexe (A,dA) und (B,dB), so dass das Diagramm

dﬁ+1
-~4>An+14>An4>---

lin+1 li"
B
dn+1

i By 2B, ——
kommutiert. Dann ist die vertreterweise definierte Abbildung
(in)«: Hn(A) — Hy(B),
la] — [inal
wohldefiniert. Solch eine Abbildung i = (i,), nennen wir eine Kettenabbildung. i,
heifst die von i induzierte Abbildung.

Ist j: (B,dB) — (C, dc) eine weitere Kettenabbildung, so gilt (j 01)x = jx 0 ix.
Schliefilich gilt id, = id.

Beweis. Wir zeigen nur den nichttrivialen Teil, die Wohldefiniertheit von (i,)..
Seien a,a’ € A, mit a —a’ € imdi, . Gelte also ’ = a+ di, « fiir ein a € A, 4.
Dann folgt aufgrund der Kommutativitit des Diagrammes

(in)«(a) =[in(a)],
(in)« (a + d;?_Ha) = [ina+ indf}_i_loz] = [ina + df+1(in+1a)] = [inal. O

Theorem 11.2.4. Sei 0 — A — B — C — 0 eine kurze exakte Sequenz von
Kettenkomplexen mit Bezeichnungen wie in Definition 11.2.2. Seien

H,(:):=kerd/imd

fir - = A, B, C' die zugehdrigen Homologiegruppen. Dann gibt es eine Abbildung
0: H,(C)— H,_1(A) fiir alle n, so dass

o Ho(A) - = H,(B)—L > H, (C)—2
) Hy (A Hy(B) L Hy (C)— ...

eine lange exakte Sequenz von Homologiegruppen ist.
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Beweis. Zunichst einmal konstruieren wir die Abbildung 9. (Dann werden wir die
Exaktheit der Sequenz beweisen.)

Die Randabbildung 9 soll eine Abbildung 0 : H,,(C) — H,_1(A) sein. Sei also
¢ € Cy, ein Zykel. Da j surjektiv ist, gibt es ein b € B,, mit ¢ = j(b). (Beachte, dass
es hier zunéchst einmal nur darum geht, dem Element ¢ € C,, ein Element dc €
Ay —1 zuzuordnen. Erst spéter wollen wir uns um die Wohldefiniertheit kiimmern.)
Aufgrund der Kommutativitdt des Diagramms in der kurzen exakten Sequenz von
Kettenkomplexen gilt jdb = djb = dc = 0, wobei wir ausgenutzt haben, dass ¢ = jb
ist und dass ¢ ein Zykel ist, also dc = 0 erfiillt. Also gilt B,,_1 > db € ker j.

Da die Sequenz exakt ist, gilt im¢ = ker j und somit finden wir ein a € A, _1,
so dass ia = db ist. Das Element a ist ein Zykel, denn es gilt ida = dia = ddb = 0
aufgrund der Kommutativitidt des Diagrammes, wegen ia = db und da d? = 0 ist.
da = 0 folgt nun, denn ¢ ist injektiv.

Wir definieren nun d : H,(C) — H,_1(A) durch d[c] := [a], wobei [] die jeweili-
gen Homologieklassen bezeichnet.

Nachweis der Wohldefiniertheit:

e ¢ ist eindeutig durch db bestimmt, denn ¢ ist injektiv.

e Wihlt man statt b ein anderes Element ¥’ € B,,, so dass j(b') = j(b) gilt,
so ist b — b € ker j = imi. Also gibt es ein @’ € A, mit ¥’ — b = ia’ oder
b = b+14a’. Dann erhilt man statt a € A,,_ das Element a + da’, denn es
gilt i(a+ da’) = ia +ida’ = db+ dia’ = d(b+ ia’) und somit erfiillt a + da’
die oben angegebene Vorschrift, um aus b € B,, ein Element a € A,,_1 zu
gewinnen. Bei Betrachtung der Homologiegruppen ist aber [a] = [a + dd],
da sich die Repréasentanten nur um ein Element in im d unterscheiden.

e Sei ¢+ dc’ ein anderer Vertreter fiir die Homologieklasse [c] mit ¢ € Cp41.
Da j surjektiv ist, finden wir ' € B4 mit jb' = ¢’. Dann gilt ¢ + d¢’ =
c+djt! = c+jdb’ = j(b+db") aufgrund der Kommutativitidt des Diagramms.
Also wird b in der obigen Konstruktion durch b + db’ ersetzt, aber db =
d(b+db') wegen d? = 0 und somit sind wir in B,,_; wieder bei db, was auch
wieder dasselbe a € A,,_1 liefert.

Die Abbildung 0 : H,(C) — H,_1(A) ist ein Homomorphismus, denn wenn

Jc1] = [a1] und Olca] = [az] vermoge by bzw. be gelten, dann ist j(by + b2) =
jb1 + ij =1+ und i(al + 112) = ial + ’iag = dbl + db2 = d(bl + bz) Somit
gilt auch 9([c1] + [c2]) = [a1] + [az]. Hier haben wir (6fters) benutzt, dass wir

schon wissen, dass alle Abbildungen, aufler der neu konstruierten Randabbildung
0, Homomorphismen sind.

Nun wollen wir nachrechnen, dass die angegebene Sequenz (an jeder Stelle) exakt
ist.

7 J= o Hn_l(A)ZH* n_l(B)

Hy,(A)——Hn(B)

Hn(C)
Es sind die folgenden sechs Inklusionen nachzurechnen:

e imi, C kerj.: Es gilt ji = 0, da das Diagramm exakt ist. Somit gilt auch
Jxtx = 0 und die Behauptung folgt.

e imj, C kerd: Sei b ein Zykel. Dann ist j.[b] ein beliebiges Element in im j,
und es gilt d®b = 0. Somit ist nach Definition a = 0 in der Konstruktion
von 0 und die Behauptung folgt.

e im0 C keri,: Mit den Bezeichnungen aus der Konstruktion von 0 gilt
i,0[c] = [db] = 0, da in H.(B) Aquivalenzklassen modulo imd betrachtet
werden.

e kerj, C imi,: Nach Definition besitzt eine Homologieklasse in ker j, als
Vertreter einen Zykel b € B,,, so dass jb ein Rand ist (und daher j.[b] = 0
gilt). Also gibt es ¢’ € C,41 mit d¢’ = jb. Da j surjektiv ist, finden wir
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b € Bpy1, so dass ¢ = j(¥) gilt. Es gilt djb’ = d¢’ = jb und daher folgt
jb—db') = jb—jdb = jb—djb’ = 0. Also ist b—db’ € ker j = im i aufgrund
der Exaktheit der kurzen exakten Sequenzen. Daher gibt es a € A,, mit
ia =b—db. Es gilt ida = dia = d(b—db') = db = 0, da b ein Zykel ist. Nun
ist ¢ injektiv und daher ist auch a ein Zykel. Somit folgt i.[a] = [b—db'] = [b].
Somit haben wir zu einer Homologieklasse [b] € ker j. ein a gefunden, so
dass i.[a] = [b] gilt, also folgt ker j, C imi, wie behauptet.

e kerd C imj,: Wir verwenden wieder die Bezeichnungen aus der Kon-
struktion von 0. Sei ¢ ein Vertreter einer Homologieklasse in ker 0. Dann
gilt @ = da’ fiir ein o/ € A,. Dann ist b — ia’ ein Zykel, denn es gilt
d(b—ia’) = db—dia’ = db—ida’ = db—ia = 0 nach Wahl von a. Weiterhin
gilt j(b—ia’) = jb — jia' = jb = c. Beachte, dass j,. auf [b — ia’] definiert
ist, da b — ia’ ein Zykel ist. Es gilt j.[b — ia/] = [¢] und wir schlieBen, dass
ker 0 C im j, gilt.

e keri, Cim0: Sei a € A, ein Zykel, so dass [a] € keri, gilt. Dann gibt es
b € B, mit ia = db. Es gilt djb = jdb = jia = 0 und somit ist jb ein Zykel.
Nach Definition von 9 gilt schlielich noch 9[jb] = [a] und die Behauptung
folgt. t

Lemma 11.2.5 (Fiinferlemma). Sei

A—tsp-loc-t.p-_Lop
N
A LV

ein kommutatives Diagramm abelscher Gruppen mit exakten Zeilen. Sind die Ho-
momorphismen «, 3, § und & Isomorphismen, so ist auch vy ein Isomorphismus.

Beweis. Wir werden zeigen, dass

(i) ~ surjektiv ist, wenn @ und 0 surjektiv und e injektiv sind,
(ii) ~y injektiv ist, wenn § und ¢ injektiv sind und « surjektiv ist.
Damit kénnen wir die Voraussetzungen an a und € abschwichen.

(i) Sei ¢’ € C'. Da 6 surjektiv ist, gibt es ein d € D, so dass dd = k'c’ gilt. Es gilt
eld=146d =1'k'c’ =0, da insbesondere die letzte Zeile exakt ist. Aus eld = 0
und der Injektivitédt von € folgt Id = 0. Da die erste Zeile exakt ist, finden wir
ein ¢ € C, so dass d = ke gilt. Es gilt k(¢ —~v¢) = k' — k'yve =k'¢ — dke =
k'd — dd = 0 aufgrund von schon hergeleiteten Identitéiten. Aufgrund der
Exaktheit gibt es ein b’ € B’, so dass ¢/ — vyc = 5’V gilt. Weil § surjektiv ist,
existiert b € B mit b’ = pb. Es gilt nun y(c + jb) = yc + vjb = ye + j/fb =
~ve+ 7'V = ¢ und daher ist v surjektiv.

(ii) Sei nun ¢ € C mit ye¢ = 0. Es gilt ke = k'yc = 0. Da § injektiv ist, folgt auch
ke = 0. Daher gibt es ein b € B mit ¢ = jb. Es gilt j’8b = vjb = v¢ = 0.
Aufgrund der Exaktheit finden wir also o’ € A’ so dass 8b = #’a’ gilt. Nun
ist a surjektiv, es gibt also ein a € A, so dass ¢’ = «aa ist. Es gilt S(ia — b) =
Bia — b =1'aa — b =1ia’ — Bb = 0. Da (8 injektiv ist, folgt auch ia —b =10
oder, dquivalent dazu, b = ia. Weiterhin gilt ¢ = jb = jia = 0 aufgrund der
Exaktheit (ji = 0). Also ist ker~ trivial und ~ injektiv. O

12. DARSTELLUNGSTHEORIE

Wir folgen [8].
Sei V hier stets ein endlichdimensionaler C-Vektorraum und GL(V') die Gruppe
der Isomorphismen V' — V. Isomorphismen V' — V heiflen auch Automorphismen,
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Aut(V). Wir nehmen der Einfachheit halber stets an, dass alle Gruppen G, die
dargestellt werden, endliche Gruppen sind.

12.1.

Darstellungen endlicher Gruppen.

Definition 12.1.1 (Darstellung).

(i)

(i)
(iii)

Sei G eine Gruppe und V ein Vektorraum. Dann heifit ein Gruppenhomomor-
phismus p: G — GL(V) eine (lineare) Darstellung, d. h. es gilt

p(st) = p(s)p(t) fiir alle s,t € G.

Wir schreiben auch ps = p(s). (Es folgen p(1) = 1 sowie p(s~1) = (p(s))~1.)
Wir sagen auch, dass V eine Darstellung sei.

dim V' =: n heifit der Rang der Darstellung.

In Matrixform ist eine Darstellung durch G 3 s — Rs; € C™*™ mit det Rs # 0
und Rg = RsR; gegeben. R, ist dabei die ps beziiglich einer fixierten Basis
darstellende Matrix.

Seien p: G — V und p': G — V' zwei Darstellungen. Dann heiflen p und p’
dhnlich (oder isomorph), falls sie durch einen linearen Isomorphismus 7: V' —
V' vermoge

Tp(s) = p/(s)r fiir alle s € G
verkniipft sind. In Matrixform bedeutet dies, dass es eine invertierbare Matrix
T € C™" mit TR, = R.T oder R, = TR,/ fiir alle s € G gilt. (Dabei ist
R, die p/(s) beziiglich einer festen Basis von V' zugeordnete Matrix.)

Beispiele 12.1.2.

(i)

(i)
(iii)

(iv)

Eine Darstellung vom Grad 1 ist ein Gruppenhomomorphismus p: G — C* =
C\{0}. Da in einer endlichen Gruppe G jedes Element s € G endliche Ordnung
hat (d.h. es gibt ein k € N mit s* = 1), ist p(s) eine Einheitswurzel, also von
der Form ¢“%" fiir ein | € N. Insbesondere folgt |p(s)| = 1 fiir alle s € G.
Die Darstellung mit p(s) =1 fiir alle s € G heifit trivial.
Sei ¢ = |G| die Ordnung (= die Anzahl der Elemente) von G. Sei V ein
Vektorraum der Dimension g mit Basiselementen (e;):c¢, indiziert durch die
Gruppenelemente. Sei p(s): V' — V die lineare Abbildung mit e; — ey (Be-
achte die Reihenfolge der Indices.). Dies ist eine Darstellung, die regulére
Darstellung. Der Grad dieser Darstellung ist g. Wegen e; = ps(e;) bilden die
Bilder von e eine Basis von V.

Sei umgekehrt 7: G — W eine Darstellung von G mit w € W, so dass die
Vektoren {75(w)}scq eine Basis von W bilden. Dann ist 7 vermoge

P:V oW, 0(e) = 75(w),
zur reguldren Darstellung isomorph, denn es gilt fiir alle s,t € G
‘I)ps¢71(7t(w)) = Ts(e(w)).

Allgemeiner ist folgendes Beispiel: Operiere die Gruppe G auf einer endlichen
Menge X durch Permutation, d.h. x +— sx ist fiir alle s eine Permutation mit
den Eigenschaften

le =2 und s(tz) = (st)x

fir alle z € X, s,t € G.

Sei V ein Vektorraum mit einer Basis {e, },cx, indiziert durch die Elemente
von X. Fiir s € X definieren wir eine lineare Abbildung ps; € Aut(V) durch
€z — €g5. Dies ist eine Darstellung. Sie heifit Permutationsdarstellung.
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12.2. Teildarstellungen.

Definition 12.2.1. Sei p: G — GL(V) eine Darstellung. Sei W C V ein Unter-
raum, der fiir alle ps invariant (= stabil) ist. Dann heifit W unter G invariant oder
stabil.

Somit ist p¥V := pslw: W — W in Aut(W) und es gilt p%¥ = p% pIV. Daher ist
oW G — GL(W) eine lineare Darstellung von G in W. W heiit Teildarstellung
von V.

Beispiel 12.2.2. Sei V die regulére Darstellung von G. Setze

x = Z es, W= (z).
seG
Dann gilt psx = x fiir alle s € G. Somit ist W eine Teildarstellung von V. Diese
Darstellung ist isomorph zur trivialen Darstellung.

Bemerkung 12.2.3. Secien W, W’ Unterrdume von V mit V = WoW’. Dann lisst
sich jedes v € V in eindeutiger Weise als w +w’ mit w € W und w’ € W’ schreiben.
Wir erhalten also eine Projektion p: V. — V (= eine Abbildung mit p|im, = id)
von V nach W C V mit v — w.

Umgekehrt liefert jede Projektion p: V. — V eine Zerlegung von V als direkte
Summe: V = imp & ker p.

Wir erhalten eine bijektive Beziehung zwischen den Projektionen p von V nach
W und den Komplementen von W in V.

Theorem 12.2.4. Sei p: G — GL(V) eine lineare Darstellung von G in V und
set W C V ein unter G invarianter Unterraum. Dann besitzt W in V' ein unter G
invariantes Komplement.

Beweis. Wihle ein beliebiges Komplement von W in V: W'. Sei p: V — V die zu
V =W @ W’ gehérige Projektion von V nach W. Sei g = |G|. Definiere

PP =1 pioi "
teG

Behauptung: Die Abbildung p ist auf W die Identitéit und bildet V' nach W ab:
Sei z € W. Dann ist p;, 4 € W nach Voraussetzung. Dort ist p aber die Identitit,
also ppt_lx = pt_lz, ptppt_lx = z und es folgt, dass p” auf W die Identitit ist.
imp® C W folgt, da p auf W projiziert und p; den Unterraum W invariant lisst.

Behauptung: Fiir alle s € G gilt p,p° = p°ps, die beiden Abbildungen kommu-
tieren also, denn es gilt

_ 1 1 1 _
psp’pst ==Y peperpy 0t = =Y pappi ="
teG 9ica
Setze W0 := ker p°. Wir behaupten, dass W unter G invariant ist: Seien 2 € W9
und s € G. Dann folgt p°x = 0, also p°psx = psp°x = 0. Somit ist p,x € WO. WO
ist also der gesuchte Unterraum. O

Bemerkung 12.2.5.
(i) Ist V ein Skalarproduktraum, so kénnen wir Theorem 12.2.4 auch wie folgt
beweisen: Erfiillt das Skalarprodukt nicht (psx, psy) = (x,y) fiir alle s € G

und z € V, so ersetzen wir es durch (z,y), = % >~ {prx, pry). Dies erfiillt
teG
dann (psz, psy), = (x,y),. Wir sagen, das Skalarprodukt (-,-), sei unter p

invariant. (Wir bemerken, dass die Matrixdarstellungen R; einer Darstellung
mit einem invarianten Skalarprodukt beziiglich einer Orthonormalbasis unitér
sind.) Dann ist das orthogonale Komplement W von W beziiglich (-, -),: Sei
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x € W%und y € W. Sei t € G beliebig. Setze z := p;ly. Dann ist z € W und
es folgt
!
0= <Pt$,y> = <pt$7l)t75> = <.T7Z> =0.
(ii) Ist V = W@ WY eine Zerlegung in unter G invariante Unterriiume, so wird p;

in einer Basis von V, die aus den Elementen einer Basis von W und von W9
(in geeigneter Reihenfolge) zusammengesetzt ist, durch eine Matrix der Form

R: O

0 RY
dargestellt. R; und RY gehéren zu Darstellungen W bzw. W° von G. Wir
sagen, dass V eine direkte Summe der Darstellungen W und W° (bzw. p"V

und pWo) sei. Die direkte Summe von mehr als zwei Darstellungen ist analog
definiert.

Definition 12.2.6. Eine Darstellung heifit irreduzibel, wenn sie nicht die direkte
Summe von zwei Darstellungen (aufler mit dem Vektorraum {0}) ist.

Per Induktion folgt aus Theorem 12.2.4 direkt

Korollar 12.2.7. Jede Darstellung ist die direkte Summe von irreduziblen Darstel-
lungen.

Im Wesentlichen ist diese Zerlegung eindeutig.
12.3. Tensorprodukt von Darstellungen.

Definition 12.3.1. Seien p': G — GL(V;) und p?: G — GL(V) zwei lineare
Darstellungen. Dann definieren wir das Tensorprodukt p := p! ® p?>: G — GL(V; ®
Va) durch

ps(z @y) = py(x) @ pi(y)
fir s € G und (z,y) € Vi x Vao. V1 ® V5 heifit das Tensorprodukt der beiden
Darstellungen.
Bemerkung 12.3.2. Sei {a}} eine Basis von V; und {a3} eine Basis von V,. Sei
pF durch die Matrix (km;) dargestellt, gelte also

S
k( k k, i k
Ps (aj) = Zsm;ai.
i
Dann folgt aufgrund der Multilinearitit des Tensorproduktes

1 2\ _ 1.k 2,0 1 2
ps(ai®aj)fg sy = smy - ap @ ay.
k,l

Nummeriert man die Basiselemente {a,,lC ® a%} ., it einem Index, so sieht man,
dass der Faktor {mj -2/, wieder als Eintrag einer groBeren Matrix aufgefasst werden
1,k

kann. Diese bezeichnet man als Tensorprodukt der beiden Matrizen (1m}
2,1
(smj)hj'

Bemerkung 12.3.3.
Das Tensorprodukt von zwei irreduziblen Darstellungen braucht selbst nicht wieder
irreduzibel zu sein.

)ki und

Bemerkung 12.3.4 (Symmetrisches Quadrat und alternierendes Quadrat). Sei V'
ein Vektorraum. Definiere den Automorphismus ¥: V' — V durch

Jz®y) =y

Es gilt 92 = 1. Den Eigenraum F; () bezeichnen wir mit Sym?(V'), den Eigenraum
E_1(9) mit Alt>(V). Sei {a;}1<i<, eine Basis von V. Elemente der Form {a; ®a; +
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a; ® a; }i<; bilden eine Basis von Sym? (V') und Elemente der Form {a; ® a; — a; ®
a;}i<; bilden eine Basis von Alt*(V). Es gilt
nin+1) n(n —1)

2 2 '
Sei p: G — GL(V) eine Darstellung. Unter der Darstellung p ® p: G — GL(V ®
V) sind die Unterriiume Sym?(V) und Alt?(V) invariant. Die zugehdrigen Ein-
schrankungen heiflen das symmetrische Quadrat bzw. das alternierende Quadrat
der Darstellung p.

12.4. Charaktere.

Definition 12.4.1 (Charakter). Sei p: G — GL(V) eine Darstellung. Dann heifit
Xp: G — C mit

dim Sym?(V) = und  dim Alt*(V) =

Xp(8) :=1tr Ry = trp,
der Charakter der Darstellung p.

Proposition 12.4.2. Sei x der Charakter einer Darstellung p vom Grad n. Dann
gilt:

x(s) fir s € @.
B = x(s) fiir s,t € G.

|
—

Bewets.
(i) Folgt aus p(1) = 1.
(ii) Wir haben gesehen, dass R, bei einem geeigneten Skalarprodukt eine unitére
Matrix ist. Somit besitzt es n komplexe Eigenwerte A1, ..., A, (mit Vielfach-
heiten gezihlt) vom Betrag 1. Es folgt

—trpé—Z/\ —Z/\_ )ztrpsflzx(sfl).

(iii) Wir setzen v = ts und v = t~'. Dann ist die Behauptung &dquivalent zu
x(uv) = x(vu) und folgt aus tr(A ) = tr(BA). O
Proposition 12.4.3. Seien p': G — GL(V1) und p*: G — GL(Vz) zwei lineare
Darstellungen von G und x1 und X2 ihre Charaktere. Dann gilt:
(i) Der Charakter x der direkten Summendarstellung Vi @ Vs erfillt x = x1+ x2.
(ii) Der Charakter ¢ der Tensorproduktdarstellung Vi ® Vo erfillt ¥ = x1 - x2-

Bewets.
(i) In Matrixform ist die Darstellung durch

Rl 0
RS—(o Rg)

gegeben. Somit folgt tr R, = tr R} + tr R2 und somit x = x1 + Xa-
(ii) Wir benutzen die Matrixdarstellung aus Bemerkung 12.3.2 und erhalten

Z m m —Xl() x2($). O

Proposition 12.4.4. Sei p: G — GL(V) eine lineare Darstellung mit Charak-
ter x. Sei x% der Charakter der Darstellung Sym2(V) und x> der Charakter der
Darstellung At>(V'). Dann gilt fiir alle s € G

Xa(s) =35 (x(s)* +x (s%))
Xa(5) =3 (x(s)” = x (s%))
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und

Xa(5) + xa(s) =x(s)*.

Beweis. Sei s € G. Da sich pg als unitéire Matrix darstellen ldsst, konnen wir eine
Basis {a;}; aus Eigenvektoren von ps zu Eigenwerten {)\;}; wéhlen.

Es folgt
x(s) = Z A und  x (s%) = Z A2
Weiterhin erhalten wir aus
(ps @ ps)(ai @ aj + a; ® a;) =NiAj(a; ® aj + a; ® a;)
und
(ps @ ps)(a;i ® aj —a; ® a;) =NAj(a; ® aj — aj ® a;)

die Beziehungen

2
Xg(s):ZAiAj:ZA?—FZ)\Mj Z% (ZM) +%Zx\f

i<j i i<j

und

2
Xa(s) =D A\ =3 (Z /\1') 3> A
Die Behauptung folgt. (Beachte, dass
VoV =Sym?(V)& Alt*(V)
mit Proposition 12.4.3 einen weiteren Beweis von x? = x2 + x2 liefert.) O
12.5. Lemma von Schur.

Proposition 12.5.1 (Lemma von Schur). Seien p': G — GL(Vi) und p*: G —
GL(Vs) zwei irreduzible Darstellungen von G. Sei f: Vi — Vs linear mit p>f = fp!
fir alle s € G. Dann gilt:
(i) Sind p* und p? nicht isomorph, so gilt f = 0.
(ii) Ist Vi = Vo und p' = p?, so ist f ein skalares Vielfaches der Identiit (= eine
Homothetie).

Beweis.

(i) Sind p! und p? nicht isomorph, so ist der Kern von f nicht trivial. Sei a € ker f.
Die Menge {pla}scq erzeugt einen unter p! invarianten Unterraum U;. Da p!
jedoch irreduzibel ist, folgt U; = V4. Wir erhalten 0 = p?fa = fpla. Somit ist
{pta}sec C ker f. Da ker f ein Unterraum ist, gilt die Inklusion auch, wenn
wir links zum Erzeugnis iibergehen. Also ist U; = V; C ker f und daher f = 0.

(ii) Sei A ein Eigenwert von f. Da C der zugrunde liegende Korper ist, existiert
zumindest ein Eigenwert. Setze f' := f — \. Es gilt ker f' # {0}. Nun liefert
der erste Teil f/ =0, also f = \id. O

Korollar 12.5.2. Seien V1 und Va zwei irreduzible Darstellungen von G mit Grup-
penordnung g, d.h. g = |G|. Sei h: Vi — Vs, linear. Setze
1 _
W= = "(p}) bt
9 teG
Dann gilt

(i) Sind p' und p? nicht isomorph, so gilt h® = 0.
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(ii) Sind Vi = Vs, pt = p? und dim V; = n, so gilt h® = %trh -id.

Beweis. Die Abbildung A erfiillt die Bedingungen an f aus dem Schurschen Lem-
ma, denn es gilt

~ 1 _ 1 _
(02) " hOpt = ;Z (02) " () hplpl = p =S5 (0R) ok =10
teG teG

Fiir nicht isomorphe Darstellungen p! und p? liefert daher das Schursche Lemma
h® = 0. Sonst liefert das Schursche Lemma h® = \id fiir ein A € F. Es folgt

nA = tr(\id) = trh¥ = Ztr( pr) 1hp%) =trh. O

tGG

Mit naheliegenden Bezeichnungen erhalten wir daraus in Matrixform

ZZ Pt 1 hl pt)

tGG k,l

Fiir nicht isomorphe irreduzible Darstellungen p* und p? gilt nach Korollar 12.5.2
h® = 0, unabhiingig von h. Da die rechte Seite in der obigen Gleichung linear in
h ist, ist dies nur moglich, wenn der Rest der Summe bereits verschwindet. Wir
erhalten also

Korollar 12.5.3. Seien p', p? zwei nicht isomorphe irreduzible Darstellungen, so
gilt fiir beliebige 1,7, k,1
- Z pt 1 =0.

tEG
Im Fall V| = V4, p! = p?, dim V; = n gilt h° = %trh -id, d. h. in Matrixform
PO NCHITICIEES WILEES SLES
9 e ki k.l

Da dies fiir jede lineare Abbildung h: Vi — V5, gilt, erhalten wir

Korollar 12.5.4. Seien Vi = Vs, p! = p?, dimV; = n, so gilt fiir beliebige i, 4, k, 1
i 5l
LS (o) (o) = Lot
teG "

Bemerkung 12.5.5.

(i) Die beiden Korollare werden wir noch als Orthogonalitétsrelationen im Falle
unitédrer Darstellungen (= die p; darstellenden Matrizen sind unitéir) interpre-
tieren.

(ii) Fur Funktionen ¢, auf G definieren wir

= 3ol u0 = Y el

tGG tGG

Es gilt (p,v) = (¢,p) und (p,v) ist in ¢ und 9 linear. Aus den oberen
Korollaren erhalten wir mit dieser Notation

(M5 ()) =0 bowe (1)} () = oot

fiir beliebige 4, j, k, [.
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12.6. Orthogonalitéitsrelationen fiir Charaktere.

Definition 12.6.1. Sei G eine Gruppe der Ordnung g. Seien ¢,1: G — C. Dann
definieren wir
Z ot

tEG

Bemerkung 12.6.2.
(i) Dies ist ein Skalarprodukt, denn es ist linear in ¢, sesquilinear in ¢ und es

gilt {p, ) > 0 fiir p #Z 0.
(ii) Setze v (t) := 1 (t~1). Dann folgt

Zw = (¢, 7).

tGG

Nach Proposition 12.4.2 gilt fiir einen Charakter y die Beziehung y = x. Fiir
beliebige Funktionen ¢ auf G folgt daher (¢, x) = (¢, X), falls x ein Charakter
ist.
Theorem 12.6.3 (Orthogonalitétsrelationen fiir Charaktere).
(i) Ist x der Charakter einer irreduziblen Darstellung, so gilt {x,x) = 1.

(ii) Sind x und 1 die Charaktere von zwei nicht isomorphen irreduziblen Darstel-
lungen, so gilt (x,v¥) = 0.

Beweis.
(i) Sei p eine irreduzible Darstellung mit Charakter y, in Matrixform p, = (r(t)).

J
Aus x(t) = Y ri(t) folgt

06X =06x) =) (n,rj)
2%
Nach Korollar 12.5.4 gilt ( ry, j) =1 5; 63, wobei n der Grad der Darstellung
ist. Wir erhalten also

Zazaﬂ—ﬂ—

4,5=1
(ii) Seien p und o zwei nicht isomorphe irreduzible Darstellungen von G mit Cha-

rakteren x und i und Matrixdarstellungen (T;(t)) bzw. (57(t)) Dann folgt

<x,w>:(><,¢>72(“ ]) SIS (),

4,7 @] teG

=0
nach Korollar 12.5.3. O

Bemerkung 12.6.4. Wir nennen den Charakter einer irreduziblen Darstellung
einen irreduziblen Charakter. Theorem 12.6.3 liefert, dass irreduzible Charaktere
(zu nicht isomorphen Darstellungen) ein normiertes Orthogonalsystem bilden.

Theorem 12.6.5. Sei V eine lineare Darstellung von G mit Charakter x. Nehme
an, dass V sich als

V=Vie...aV

in irreduzible Darstellungen zerlegen ldsst. Sei W eine irreduzible Darstellung von
G mit Charakter . Dann ist die Anzahl der Summanden V;, die zu W isomorph
sind, durch (x, @) = (x,¢) gegeben.
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Beweis. Nach Proposition 12.4.3 erhalten wir x = x1+. ..+ X%, wobei die Funktion-
en x; die Charaktere zu den Darstellungen V; bezeichnen. Wir erhalten (x,¢) =
(x1,¢) + ...+ {(Xx, ). Nach Theorem 12.6.3 sind die Summanden (x;,p) genau
dann gleich 1, wenn V; eine Darstellung isomorph zu W ist und sonst gleich 0. Die
Behauptung folgt. O

Korollar 12.6.6. Die Anzahl der Darstellungen V;, die isomorph zu W sind, hingt
nicht von der gewdhlten Zerlegung von V in irreduzible Darstellungen V; ab.
Wir nennen diese Zahl die Anzahl, wie oft W in V enthalten ist oder vorkommit.

In diesem Sinne ist die Zerlegung einer Darstellung in irreduzible Darstellungen
eindeutig.

Korollar 12.6.7. Zwei Darstellungen mit dem gleichen Charakter sind isomorph
(und trivialerweise auch umgekehrt).

Beweis. Da die Anzahl der zu einer gegebenen irreduziblen Darstellung isomorphen
Summanden nach Korollar 12.6.6 iibereinstimmt, folgt die Behauptung. O

Bemerkung 12.6.8. Aufgrund der obigen Resultate geniigt es daher fiir die Un-
tersuchung von Darstellungen, ihre Charaktere zu untersuchen.

Seien némlich x1, ..., xn die verschiedenen irreduziblen Charaktere von G (de-
ren Endlichkeit wir erst im niichsten Kapitel nachweisen werden) mit zugehorigen
Darstellungen W1, ..., Wy, so ist jede Darstellung von V' isomorph zu einer direkten
Summe

V=mW&...em,Wp,
wobei m; € N gilt und mW fiir die m-fache direkte Summe W @& ...® W steht. Der
Charakter ¢ von V erfillt ¢ = mix1 + ...+ mpxn. Es gilt m; = (@, xi).
(Dies gilt insbesondere auch fiir das Tensorprodukt zweier irreduzibler Darstel-
lungen W; @ W; und wir erhalten x;x; = > mijk, mfj € N. Produkte von Charak-
k

teren sind also wieder Linearkombinationen von Charakteren mit N-Koeffizienten.)
Aufgrund der Orthonormalitit der irreduziblen Charaktere y; folgt im ersten

h
Beispiel ¢ = 3 m;x; vom Anfang der Bemerkung
i=1

3

h

(12.1) (0, 0) = Zm2

Daraus erhalten wir direkt ein Theorem, das wir auch als Irreduzibilitétskriterium
verwenden konnen.

Theorem 12.6.9. Sei ¢ der Charakter einer Darstellung V. # {0}. Dann ist
(p,0) € N\ {0} und es gilt genau dann {(p,p) =1, wenn V irreduzibel ist.

Beweis. (¢, @) € N\{0} folgt direkt aus (12.1). Hieraus folgt auch, dass (¢, ¢) genau
dann gleich 1 ist, wenn nur genau ein m; gleich 1 ist und die anderen verschwinden.
In diesem Falle ist V' aber isomorph zu einer irreduziblen Darstellung. O

12.7. Zerlegung der reguliren Darstellung. Wir wollen ab jetzt annehmen,
dass x1,. .., xn die irreduziblen Charaktere von G sind. (h < oo wird bald gezeigt.)
Seien nq,...,ny die Grade zugehoriger irreduzibler Darstellungen. Dann gilt nach
Proposition 12.4.2 n; = x;(1).

Proposition 12.7.1. Der Charakter r¢ der requliren Darstellung ist durch
g=1G|, s=1,
ra(s) = G|
0, s#1
gegeben.
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Beweis. Wir erinnern daran, dass die reguliire Darstellung R auf dem von {e;}ieq
erzeugten Vektorraum pge; = ey erfiillt.

Ist s # 1, so gilt st # ¢ fiir alle ¢t. Somit verschwinden alle Diagonaleintrége der
ps darstellenden Matrix. Also folgt tr p, = 0. Schliefflich gilt im Fall s = 1

rg(l) =trp; =trid =dimR = g. O

Korollar 12.7.2. Jede irreduzible Darstellung W; ist in der requldren Darstellung
mit Vielfachheit n;, ihrem Grad, enthalten.

Insbesondere gibt es also fiir eine gegebene endliche Gruppe G nur endlich viele
irreduzible Charaktere.

Beweis. Sei x; der zugehorige irreduzible Charakter. Nach Theorem 12.6.5 ist die
Anzahl, wie oft W; in R vorkommt, durch (rg, x;) gegeben. Wir erhalten

1
(ra,xi) = ZT'G (1) xa(t) = =gxa(1) = xi(1) = ns. U
teG 9
Korollar 12.7.3.

(i) Die Grade n; der irreduziblen (paarweise nicht isomorphen) Darstellungen

h
einer Gruppe G erfiillen > n? = g.
i=1

h
(i) Ist s # 1, so folgt > m;xi(s) =0.
i=1
Beweis. Nach Korollar 12.7.2 folgt rg(s) = > n;x:(s) fiir alle s € G.

(i) Wéhle s = 1.
(ii) Wahle s # 1. O

Bemerkung 12.7.4. Kennt man paarweise nichtisomorphe Darstellungen einer
Gruppe mit Graden n;, so sind dies genau dann alle solchen Darstellungen, wenn

Yon? = g gilt.
i
Man kann auch zeigen, dass die Grade n; die Gruppenordnung g teilen.

12.8. Anzahl irreduzibler Darstellungen.

Definition 12.8.1. Eine Funktion f auf einer Gruppe G heifit Klassenfunktion,
falls f (tst™') = f(s) fiir alle s,t € G gilt.
Sei t € G. Dann heif}t
{sts7': 5 € G}
die Konjugationsklasse von ¢ in G. Die Konjugationsklassen bilden eine Partition
von G. Eine Klassenfunktion ist auf jeder Konjugationsklasse von G konstant.

Proposition 12.8.2. Sei f eine Klassenfunktion auf G. Sei p: G — GL(V) eine
lineare Darstellung von G. Definiere pg: V. — V durch

pf = Z f(@)pe

teG
Ist V' eine irreduzible Darstellung vom Grad n und Charakter x, dann gilt py = Xid

mit
A=1) FOX() = 2{F.%0)-
teG

Beweis. Es gilt

prs Zf Ps ptps Zf(t)psfltS'

teG teG
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Mit u = s~ 1ts erhalten wir

Stopps = fsus™) pu=>_ flu)pu = py.
ueG ueG

Somit gilt prps = psps. Nach dem Schurschen Lemma ist p; daher eine Homothetie,
also von der Form py = Aid. Wir erhalten daher

n/\:tr(/\id):trpf:Zf(t)trpf Zf )=g(f,x)- O
teG teG
Theorem 12.8.3. Sei H der Raum der Klassenfunktionen auf G. Dann sind die
irreduziblen Charaktere x1,...,xn € H eine Orthonormalbasis von H.

Beweis. Es ist klar, dass Charaktere Klassenfunktionen sind. Nach Theorem 12.6.3
bilden die irreduziblen Charaktere eine orthonormierte Menge. Um zu zeigen, dass
sie auch H erzeugen, weisen wir nach, dass eine Klassenfunktion f, die auf allen
X:’s senkrecht steht, die Nullfunktion ist. (f,x;) = 0 ist dquivalent zu (f,%;) = 0.
f ist ebenfalls eine Klassenfunktion. Es geniigt der Nachweis, dass f = 0 ist. Die in
Proposition 12.8.2 definierte Abbildung ps ist in der vorliegenden Situation Null,
falls p irreduzibel ist. Ein beliebiges p ist aber die direkte Summe von irreduziblen
Darstellungen. Somit ist py = 0 fiir eine beliebige Darstellung p. Wir wenden dies
nun insbesondere auf die regulfire Darstellung R an und erhalten

prev =Y f(tprer =Y f(t)es
teG teG

Dies ist aber nur moglich, wenn f(¢t) = 0 fiir alle t € G gilt. Die Behauptung
folgt. O

Theorem 12.8.4. Die Anzahl der irreduziblen Darstellungen von G (bis auf Iso-
morphismen) stimmt mit der Anzahl der Konjugationsklassen in G tiberein.

Beweis. Sie C1,...,C) die Menge der Konjugationsklassen in GG. Eine Funktion ist
genau dann eine Klassenfunktion, wenn sie auf Konjugationsklassen konstant ist.
Somit hat der Raum H der Klassenfunktionen auf G die Dimension k.

Nach Theorem 12.8.3 stimmt aber die Anzahl der irreduziblen Charaktere mit
der Dimension von H iiberein. Somit folgt die Behauptung. O

Proposition 12.8.5. Sei s € G. Sei c(s) die Anzahl der Elemente in der Konju-
gationsklasse von s in G und h die Anzahl der Konjugationsklassen. Dann gilt

) 3 XGals) = oy
(i) Istt nicht zu s konjugzert liegen t und s also in verschiedenen Konjugations-
klassen, so gilt Z xi(s)xi(t) = 0.
i=1
Beweis. Sei fg die Klassenfunktion, die auf der Konjugationsklasse von s den Wert

1 annimmt und sonst verschwindet. Nach Theorem 12.8.3 kénnen wir f, in der

Form
h

fs = Z/\iXi mit A\ = (fs, xi) = 7)(1‘(5)
i=1

darstellen. Fiir beliebiges t € G folgt

o(s) h

= 0
Fiir t = s ist fs(s) = 1 und die erste Behauptung folgt. Ist ¢ nicht zu s konjugiert,
so erhalten wir aus f4(t) = 0 die zweite Behauptung. O
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12.9. Kanonische Zerlegung einer Darstellung. Sei p: G — GL(V) eine linea-
re Darstellung von G. Wir wollen eine kanonische Zerlegung in direkte Summanden
herleiten, die grober als eine Zerlegung in irreduzible Teildarstellungen ist, aber
dafiir eindeutig bestimmt ist.

Seien x1,...,xr paarweise verschiedene irreduzible Charaktere zu irreduziblen
Teildarstellungen W7, ..., W) von G mit Graden ny,...,n,.SeiV=U1®...®&U,,
eine Zerlegung von V als direkte Summe irreduzibler Darstellungen. Bezeichne mit
V; die direkte Summe aller Uy’s, die zu W, isomorph sind. Dann gilt

V=Vie...eoV,.

(Wir haben also in der Zerlegung von V in direkte irreduzible Summanden die
isomorphen zusammengefasst.) Diese Zerlegung heifit kanonische Zerlegung. Uber
ihre Eigenschaften beweisen wir

Theorem 12.9.1. Unter den obigen Voraussetzungen und Bezeichnungen gilt:

(i) Die Zerlegung V =V @ ... @V}, hdngt nicht von der urspriinglich gewdhlten
Zerlegung in irreduzible Darstellungen ab.
(i) Die Projektionen p;: V. — V mit imp; = V; zu dieser Zerlegung sind durch

pi =% xib)p:

teG
gegeben.

Beweis. Da die Projektionen die Zerlegung definieren, zeigen wir nur den zweiten
Teil. Wir schrianken p; auf eine irreduzible Darstellung W vom Grad n mit Cha-
rakter y ein. Dann ist nach Proposition 12.8.2 p;|w = Aid mit

Es gilt A = 1 fiir x; = x und sonst A = 0. D.h. die Einschréinkungen von p; sind
die Identitét auf irreduziblen Summanden, die zu W; isomorph sind und sonst die
Nullabbildung. Schreiben wir also z € V' geméf der Zerlegung V =V, & ... ¢ V),
als ¢ = x1 + ... + xyp, so folgt p;(x) = pi(x1) + ... + pi(xp) = x;. Somit ist p; die
gesuchte Projektion. O
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