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1. DER DUALRAUM

1.1. Kovariante Schreibweise.

Bemerkung 1.1.1. Seien F ein Korper und V, W endlichdimensionale F-Vektor-

rdume. Sei f: V — W linear. Seien vy, ...,v, eine Basis von V und wy,...,w,,
eine Basis von W. Dann gibt es (ag) _ mit

1<j<m

1<

flv) = Z agwj.
j=1

Sei ¢ € V mit £ = 3. &v;. Dann folgt
i=1

FO=F (Y ¢v | =Y ¢fw)= 6 aw = (Y ¢d |w,.
i=1 i=1 i=1 j=1

j=1 \i=1

Date: 6. Oktober 2017.



2 1. DER DUALRAUM

Somit sind die Koordinaten ((j) von f(§) beziiglich der Basis w1, ..., W,

1<j<m

so dass also f(§) = Y (Jwj gilt, durch ¢7 = Y~ 'al = Y al&" gegeben. In Ma-
=1 i=1 i=1

trixschreibweise erhalten wir

C; ai aé aél f;
¢ aiy a3 ... a; 13
¢m ai® ayt ... ay &

In dieser Schreibweise beinhalten Summationen stets einen oberen und einen unte-
ren Index.

1.2. Dualraum.

Definition 1.2.1. Abbildungen f € Hom(V, F') heiflen (lineare) Funktionale auf
V.
Wir schreiben V* := Hom(V, F'). V* heifit der zu V' duale Raum.

Bemerkung 1.2.2.

(i) Nach Wahl einer Basis (aq,...,a,) von V und beziiglich der Basis 1 von F
hat ein lineares Funktional die Gestalt

f <Z xiai> = inf(ai).

Wir bezeichnen die Abbildung F" > (z!,...,2") — Y 2% f(a;) auch als Line-
i=1
arform.

(ii) Fir 0 # f € V* = Hom(V, F) mit dimV = n gilt dimker f = n — 1, da
dimim f = 1 und dimim f 4+ dim ker f = n gelten.
(iii) Habe V die Basis (a, ..., a,). Dann bilden die Vektoren f! € V* mit fi(ay) =

&% eine Basis von V*. Wir schreiben auch (a*)" = f%. Fiir b= Y z'a; gilt
i=1

(@) = wi(a ) (a) = S s = ad.
=1

i=1

Definition 1.2.3 (Duale Abbildung). Sei f: V' — W linear. Dann definieren wir
die duale Abbildung f*: W* — V* zu f durch f*(¢) := ¢ mit ¥(§) = ¢(f(&)) fiir
peW und e V.

v—Low
©
N
F.
(Es folgt aus der Definition, dass f*(¢) € V* gilt und dass f* linear ist.)

Lemma 1.2.4. Sei f: V — W durch die (m x n)-Matrizc A = (aé) 1<i<m Deziiglich
1<5<n

Basen (a;)1<i<n und (bj)1<j<m von V bzw. W dargestellt. Dann ist f*: W* — V*
durch die (m x n)-Matriz (b;)lléj%; mit b = a beziiglich der Basen ((b*>j)1§j§m

und ((a*)?)
1 <75 <m gilt.

. n . .
in dem Sinne dargestellt, dass f* ((b*)7) = Y bl(a*)? fiir alle
i=1

1<i<n
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Fiir die Koordinaten erhalten wir die Abbildung

i=1 1<i<n

Beweis. Nach Definition gilt

n .
Aus f* ((b*)7) = X b (a*)" folgt andererseits
=1

(7 (077)) o) = 3-8 ) = Yootk =

Die Behauptung fiir die Koordlnaten erglbt sich direkt aus der Linearitét. 0

Bemerkung 1.2.5. Achtung, in der Darstellung als Matrix haben wir soeben
iiber andere Indices als fiir Abbildungen f: V' — W summiert. Die Koordinaten
verdndern sich folglich nach der Regel

bl b

(617"'35771)’_}(617'--767%) :
b b

Beachte dazu, dass wir die Basisvektoren von V* anders als die von V oben indiziert
haben. Die Koordinaten haben wir folglich unten indiziert. Somit handelt es sich
um Zeilenvektoren.

In der Literatur weit verbreitet ist aber die (aus Kovarianzgriinden nicht so
saubere) Variante, auch diese Koordinaten als Spaltenvektoren zu schreiben, Indices
generell unten anzubringen und den oberen Index einer Matrix an die erste Stelle
zu senken, also a;; statt aé- zu verwenden. Dann gilt fiir die Komponenten unter f*
die Abbildungsregel

fl bll s bml 51

fm bln cee bmn gm
Wie man sich leicht iiberzeugt sind die Eintréige im so erhaltenen Spaltenvektor
dieselben wie beim Zeilenvektor. Hier ist nun die darstellende Matrix die Matrix
AT, die transponierte Matrix, die fiir A = (as;)1<i<m durch AT := (bj;) 1c;<, mit

1<j<n 1<i<m
bj; := a;; definiert ist. Graphisch erhélt man
ai1 a1 a3r ... Qmi aii a12 a3 ... Qin
12 Q22 Az2 ... aAm2 Ga21 Q22 A23 ... Q2p
AT — | a1z a3 asz ... am3 aus A= | @31 a32 asz ... 0Aa3n
Ain @2n  A3n DR Amn, am1 Am2 am3 o e Qmn

2. VEKTORRAUME MIT SKALARPRODUKT

Sobald wir Skalarprodukte verwenden, wollen wir stets annehmen, dass wir R-
oder C-Vektorrdume betrachten.
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2.1. Euklidische Vektorrdume. Ein euklidischer Vektorraum ist ein Vektorraum
mit einem reellen Skalarprodukt.

Definition 2.1.1. Sei V ein R-Vektorraum. Ein (reelles) Skalarprodukt auf V' ist
eine Funktion (-,-): V x V — R, die folgendes erfiillt:

(i) {(a,b) = (b,a) fur alle a,b eV (Symmetrie)
(ii) (Aa+ pb,c) = A a,c) + u(b,¢) fir alle a,b,c € V und A\, p € R (Linearitét)
(iii) (a,a) >0 und (a,a) =0 <= a=0firalleaecV (positive Definitheit)

Bemerkung 2.1.2.
(i) Aus des Symmetrie und der Linearitét im ersten Argument folgt auch die
Linearitét im zweiten Argument

(e, A+ b = (Aa+ b, &) = Aa,e) + b, ) = Ae,a) + ple,b).
Eine Funktion in zwei Argumenten, die in beiden Argumenten linear ist, heifit

bilinear.
(ii) Per Induktion zeigt man fiir beliebige Linearkombinationen

m ) n ] m n ) )
<Z Na;, Z /ﬂbj> = Z Z A {a;, by).
i=1 j=1 i=1 j=1
Somit ist ein Skalarprodukt durch seine Werte auf einer Basis eindeutig be-
stimmt.
(iii) Sei V = R™. Fiir Vektoren & = (£%,...,6") und n = (n',...,n") definieren

WIr
n

(Emy =Y &'
i=1

Dies ist ein Skalarprodukt auf R™ (Ubung), das Standard-Skalarprodukt.

(iv) Sei V = R2. Definiere fiir £ = (¢1,£2) und n = (nt,7?)
(€,m) = €' + 5N + 5E%n* + 266%°.

Dies ist ein weiteres Skalarprodukt auf R?. Es stimmt nicht mit dem Stan-

dardskalarprodukt auf R? {iberein.
(v) Sei V' der Vektorraum der auf [a,b] C R stetigen reellwertigen Funktionen,

V = C°([a, b]). Gelte bei diesen Beispielen stets a < b. Definiere fiir f,g € V

b
(f,9) Z/f(x)g(m) dz.

Dies ist ein Skalarprodukt auf V' (vgl. Analysis-Vorlesung).
Definition 2.1.3. Sei (-,-): V x V — R ein Skalarprodukt und sei ay,...,a, eine

Basis von V. Dann definieren wir
cij = (a;,a;) firl<ij<n.

C = (¢ij)1<i,j<n heiit Matrix zum Skalarprodukt (-, -).
Beachte, dass wir hier beide Indices unten schreiben. In Matrizenform stellen wir
C durch

C11 C12 . A1n
C21 C22 . aon
Cn1  Cn2 ceo Opp

)

dar. Es ist nicht ideal, Matrizen der Form (cj) und (c;;) graphisch gleich darzustel-
len, jedoch {iblich.
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Theorem 2.1.4. Die Matriz C' = (¢ij)i<ij<n eines reellen Skalarproduktes ist
symmetrisch, d. h. es gilt c;; = cj; fir alle 1 < i,57 < n oder C = CT mit CT =

(bij)i<ij<n mit bij = ¢ji.
Beweis. Sei aq,...,a, eine Basis. Dann gilt
cij = (ai, a5) = (aj,a;) = cji. O
Beispiele 2.1.5.
(i) Beziiglich der Standardbasis ist die Matrix des Standardskalarproduktes auf

R™ gleich 1 =1 = (0;;)1<i,j<n-
(ii) Das Skalarprodukt mit

(€ m) =& + 580" + 567" + 26677
ist beziiglich der Standardbasis des R? durch die Matrix
1 5
5 26
und beziiglich der Basis aus den Vektoren (1,0) und (—5,1) durch die Matrix
1 dargestellt.

(iii) Sei V der Vektorraum der Polynome vom Grad < 3 mit Basis (1,z, 22, 23).
Dann ist das Skalarprodukt

(p,q) = /p(a?)q(a?) dx

durch die Matrix

W= W= = =
U= = W= N
O U= = W=
= O Gl s

dargestellt.

Lemma 2.1.6. Sei (-,) ein Skalarprodukt, dem beziiglich der Basis a1, ...,a, die

n . n .
Matriz (cij)1<i j<n zugeordnet ist. Seien & = > &a; und 1 = . n'a; beliebig.
i=1 j=1

Dann gilt
(&mn) = Z fi%‘??j-
i,j=1

Beweis. Benutze die Linearitit in beiden Argumenten wie in Bemerkung 2.1.2 (ii).
O

Bemerkung 2.1.7. Wir wollen schliellich noch das Verhalten einer ein Skalarpro-
dukt darstellenden Matrix unter Basistransformationen untersuchen.

Sei V ein reeller Vektorraum mit Basen S und T, S = (a1,...,a,) und T =
(b1,...,by). Gelte

by = id;ai.
=1
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Das Skalarprodukt (-,-}: V x V — R werde beziiglich S durch die Matrix C' =
(Cij)lgi,jgn beschrieben. Dann gilt

mgp = <bk, bl> = <Z dLai, Zd{a]>
i=1 j=1

= Z d};d{<aiaaj> = Z did{cij.

ij=1 ig=1
Setze M := (mij)lgi’jgn und D := (d2)1§i7k§n~ Dann gilt
M = D"CD.

2.2. Unitdre Vektorraume. Mit z bezeichnen wir die komplex konjugierte Zahl
zu z. Ist also z = z + iy mit x,y € R, so ist z = = — iy.
Ein Vektorraum mit einem unitédren Skalarprodukt heifit unitérer Vektorraum.

Definition 2.2.1. Sei V ein C-Vektorraum. Ein unitéres Skalarprodukt auf V ist
eine Funktion (-,-): V x V — C, die die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(i) {(a,b) = (b,a) fur alle a,b eV (hermitesch)
(ii) (Aa+ pb,c) = Aa,c) + u(b, ) fir alle a,b,c € V und alle \, p € C

(Linearitét im ersten Argument)

(iii) (a,a) >0 und (a,a) =0 <= a=0firalleaecV (positiv definit)

Bemerkung 2.2.2. Bei der positiven Definitheit diirfen wir {(a,a) > 0 schreiben,
da (a, a) aufgrund der Hermitizitét fiir alle a € V reell ist.
Folgende Eigenschaften und Beispiele sind analog zum reellen Fall

(i) Seien a,b,c € V und A, p € C. Dann gilt
(e, \a + ub) = Dha & b, ¢) = Ma, ) + ifb, &) = A, a) + fafe, b)

Linearitédt im ersten Argument und dieses Verhalten im zweiten Argument
bezeichnet man als Sesquilinearitét.

Es gibt auch die umgekehrte Konvention, d.h. man definiert ein unitéres
Skalarprodukt so, dass es im zweiten Argument statt im ersten Argument
linear ist und dass die iibrigen Eigenschaften unveréindert gelten. Im ersten
Argument werden dann Skalare komplex konjugiert nach auflien gezogen.

(ii) Per Induktion folgt hieraus fiir beliebige Linearkombinationen

<i Nay, zn:;ﬂ'bj> = i anx'mai, b))
i=1 j=1

i=1 j=1

Daher ist ein unitéres Skalarprodukt durch seine Werte auf einer Basis bereits
eindeutig bestimmt.
(iii) Ist V = C" und seien x = (z!,...,2") und y = (y',...,y") Vektoren in V,

so ist durch .
(w,y) =) 'y’

i=1
ein unitires Skalarprodukt auf C™ definiert.

(iv) Sei V' der komplexe Vektorraum der auf [a, b] komplexwertigen stetigen Funk-
tionen einer reellen Variablen. Dann definiert

b
Uﬂ%Z/f@aﬁﬁ

ein unitdres Skalarprodukt auf V. Vergleiche wieder eine Analysis-Vorlesung
fiir die positive Definitheit.
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Definition 2.2.3. Sei V ein komplexer Vektorraum und (-,-): V x V — C ein
unitéres Skalarprodukt. Sei (ay,...,a,) eine Basis von V. Dann heifit die Matrix
C = (¢ijh<ij<n mit

¢ij = (ai,a5), 1<i,j,<n
die Matrix des Skalarproduktes (-, -) beziiglich der Basis ay, ..., an.

Theorem 2.2.4. Die Matriz C eines unitiren Skalarproduktes ist hermitesch, d. h.
es gilt CT = C.

Beweis. Es gilt

cij = {ai, a;) = (aj, ai) = Cji.
Es folgt CT = C wie behauptet. O

Wie im reellen Fall zeigt man:

Lemma 2.2.5. Sei (-,-) ein unitires Skalarprodukt, dem beziiglich einer Basis
n

ai, ..., an die Matriz (c;j)1<i, j<n zugeordnet ist. Seien§ = ) £'a; undn = Y n'a;

i=1 j=1

beliebig. Dann gilt
(& mn) = Z fiCz‘jﬁj-
i,j=1

Bemerkung 2.2.6. Wir wollen wiederum das Verhalten einer ein Skalarprodukt
darstellenden Matrix unter Basistransformationen untersuchen.
Sei V' ein komplexer Vektorraum mit Basen S und T, S = (a1,...,a,) und

T = (by1,...,by). Gelte
b= dja;.
i=1

Ein Skalarprodukt (-,-): V' x V' — C werde beziiglich S durch die Matrix C =
(cij)1<i,j<n beschrieben. Dann gilt

mg; = <bk, bl> = <Z d};ai, Zd{aj>
i=1 j=1

= Z didf(al,aﬁ = Z d;d{cw

4,j=1 i,j=1
Setze M := (m;j)1<ij<n und D := (d})1<; x<n. Dann gilt
M = D*CD.
Bemerkung 2.2.7. Reelles und komplexes Skalarprodukt verhalten sich sehr dhn-

lich. Daher werden wir hiufiger nur den komplexen Sachverhalt untersuchen. Ein
analoges reelles Resultat folgt dann analog.

2.3. Norm.

Theorem 2.3.1 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Sei V' ein Vektorraum mit
Skalarprodukt. Dann gilt

[{a, b)I* < {a,a) - (b, )

fiir alle a,b € V. Gleichheit gilt genau dann, wenn a und b linear abhdngig sind.

Beweis. Der Fall b = 0 ist einfach (Ubung).
Sei A € C beliebig. Dann gilt

0 < {(a— \b,a — \b) = (a,a) — Ma,b) — X a,b) + AX(b,b).
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Setzen wir speziell A = <<b By SO folgt nach Multiplikation mit (b, b)

0 < {a,a) - (b,0) — 2[{a, b)|* + [{a, b)|*.
Die behauptete Ungleichung folgt.

Gilt Gleichheit, so gilt insbesondere auch in der ersten Ungleichung Gleichheit,
also 0 = a — \b aufgrund der positiven Definitheit. O
Alternativbeweis iber R. Sei A € R beliebig. Dann gilt

0 <(Xa+0b,Aa+b)
=2%(a,a) + 2X\{(a,b) + (b, D).

Dies ist fiir alle A € R aber nur moglich, wenn die Diskriminante der zugehorigen
quadratischen Gleichung nicht positiv ist, wenn also

{a,b)* = {a,a)(b,b) <0
gilt. Dies ist gerade die Behauptung. O
Korollar 2.3.2.

(i) Seien ay,...,an und by,..., b, reelle Zahlen. Dann gilt

1/2
n

San< (Y] (30
i=1 =1

i=1

(i) Seien f,g: [a,b] — C stetig. Dann gilt

b 2 b b
/ﬂ%@ﬁ s/mmwr/mm%t

Beweis. Dies folgt direkt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir den Vek-
torraum

(i) R™ mit Standardskalarprodukt.
(ii) der stetigen Funktionen auf [a,b] mit [ fg als Skalarprodukt. O

Definition 2.3.3. Sei V ein reeller oder komplexer Vektorraum. Eine Funktion
[I-1]: V= R heifit Norm auf V, wenn sie die folgenden Bedingungen erfiillt

(i) ||Aall = |A| - |ja|| fir alle A € F und a €V,
) |la=+ b < la]| + ||b]| fiir alle a,b €V, (Dreiecksungleichung)
(iii) [ja]] =0 <= a =0.

Theorem 2.3.4. Sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-). Dann ist die Funk-
tion || - ||: V = R, durch ||la]| :== +/{a,a) definiert, eine Norm.
Beweis.
(i) l[Aall = V(Aa, Aa) = /AXa,a) = [A\/(a,a) = |A] - [la].
W) ot b2 = (a+ba+b) = (a,a) + (a,b) + (b.a) + (b.b)
<{(a,a) +2[{a, b)| + (b, b)
<llalf* +2- [lall - o]l + [[p]*  (Cauchy-Schwarz)
= (llall + llol))?.

(iii) Die positive Definitheit der Norm folgt aus der positiven Definitheit des Ska-
larproduktes. U

In einem Skalarproduktraum (=Vektorraum mit Skalarprodukt) werden wir un-
ter einer Norm immer ||a|| := \/(a,a) verstehen.
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2.4. Orthonormalbasen.

Definition 2.4.1. Sei V ein Skalarproduktraum. Dann heifit a € V' senkrecht zu
b eV, wenn (a,b) = 0 gilt. Wir schreiben a L b. Eine Teilmenge S C V heifit
orthogonal zu einer Teilmenge 7' C V, wenn (s,t) = 0 fiir alle (s,t) € S x T gilt.
Hier schreiben wir auch S L T.

Bemerkung 2.4.2.

(i) Ist a orthogonal zu b, so ist b orthogonal zu a.
(ii) Der Nullvektor ist zu allen anderen Vektoren orthogonal, da aus

(0,a) = (04 0,a) = (0,a) + (0, a)

(0,a) = 0 folgt. Dies ist auch der einzige Vektor mit dieser Eigenschaft, da
aus (a,a) = 0 bereits a = 0 folgt.

(iii) Zwei Teilmengen S und T sind genau dann orthogonal, wenn (S) und (T')
orthogonal sind (Ubung).

Definition 2.4.3.
(i) Eine Familie/Teilmenge S von V heifit orthogonal, wenn je zwei verschiedene
Elemente aus S orthogonal zueinander sind.
(ii) Eine orthogonale Familie S heifit orthonormiert, wenn (a,a) = 1 fiir allea € S
gilt.
(iii) Eine orthonormierte Familie, die zugleich Basis von V ist, heifit orthonormier-
te Basis oder Orthonormalbasis von V.

Bemerkung 2.4.4.
(i) Eine orthogonale Familie S von Vektoren mit 0 ¢ S kann man zu einer ortho-
normalen Familie machen, indem man jeden Vektor a € S durch ﬁ ersetzt.
Die neue Familie ist dann durch Normieren aus der alten hervorgegangen

(Ubung).
(ii) Sei V' der Vektorraum der auf [—m, 7] stetigen reellwertigen Funktionen mit
Skalarprodukt
() = [ f@)g(a) ds
Dann ist

{1, sin z, cos x, sin 2z, cos 2z, sin 3x, cos 3z, . . .}
eine orthogonale Familie (Ubung). Dies spielt bei Fourierreihen eine Rolle.

Theorem 2.4.5. Sei S eine orthogonale Familie mit 0 € S. Dann ist S linear
unabhdngig.

Beweis. Gelte
n
Z /\iai =0
i=1

mit A’ € F und a; € S fiir 1 <4 <n und ein n € N sowie a; # a; fiir i # j. Dann
folgt fiir 1 <j<n

0= (O,aj> = <Z )\iai,a]—> = Z)\i<ai,aj> = /\j<aj,aj>.
i=1 =1

Wegen a; # 0 folgt also A = 0. Somit ist S linear unabhéngig. O
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Theorem 2.4.6. SeiV ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum. Seiaq, ..., a,
eine Orthonormalbasis. Dann gilt fir jedes b € V

n

b= Z<b, ai)ai.

=1

Beweis. Wir wissen bereits, dass sich b als Linearkombination der Form

b= Xn: )\iai
i=1

darstellen lasst. Hieraus folgt

(b,a;) = <Z)\az,aj> Z (a;,aj) —)\j.

Wir erhalten die Behauptung. O

Der folgende Algorithmus erlaubt es, aus einer Basis eine Orthogonalbasis zu
gewinnen.

Theorem 2.4.7 (Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren). Jeder end-
lichdimensionale Skalarproduktraum besitzt eine Orthonormalbasis.

Beweis. Sei aq,...,a, eine beliebige Basis. Daraus konstruieren wir induktiv eine
orthogonale Basis vermoge

(b, k1)
bpit i= Qps1 — V5 Bk41/
j; <bj?bj> !

Nach Definition handelt es sich weiterhin um eine Basis. Dabei folgen die lineare
Unabhéngigkeit und die Erzeugniseigenschaft induktiv. Insbesondere gilt also b; # 0
fiir alle j. Die Familie der b; ist orthogonal, da wir fiir ¢ € {1,...,k} induktiv

k

b]vak+1
(bi,brs1) = (bi, ajs1) Z oy (bnb)
j=1
= (bi, ag41) — (bi, ap+1)

0

erhalten. Wir normieren nun die Vektoren b;. Nach Theorem 2.4.5 sind sie linear
unabhéingig. Aufgrund ihrer Anzahl handelt es sich somit um eine Orthonormalba-
sis. O

Bemerkung 2.4.8. Um die Fille ' = R und F' = C gleichzeitig behandeln zu
kénnen, setzen wir A* := AT fiir A € F™*". Im Reellen gilt A* = AT.

Theorem 2.4.9. Sei V ein Skalarproduktraum, dimV < co. Sei {b1,...,b,} eine
Orthonormalbasis. Definiere Vektoren dj, durch

dy, = Za;bi.
=1

. Dann ist {dy,...,dn} genau dann eine Orthonormalbasis

Setze A = (aé)

von V', wenn

1<ij<n

A*A =
gilt.
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Beweis. Wie angekiindigt zeigen wir nur den unitéren Fall. Es gilt

(i, i) = <Zai‘ebi’2a¥bj> = >~ ajal (bi,by)
i=1 j=1

ij=1

n . n -
= g a,ald;; = E ajal.
i=1

ij=1

Sei also {dy,...,d,} orthonormal. Dann folgt

Opl = Za};aif oder ATA=1.
i=1
Durch komplexes Konjugieren erhalten wir A*A = I.
Gelte umgekehrt A*A = I. Mit der obigen Rechnung erhalten wir daher (dy, d;) =
k1. Somit ist {dy,...,d,} orthonormiert und daher auch linear unabhéngig; es han-
delt sich somit um eine Orthonormalbasis von V. O

Definition 2.4.10. Sei A eine (n x n)-Matrix mit A* = A~1. Ist A € R"*", so
heifit A orthogonal; ist A € C"*"™, so heifit A unitar.

Theorem 2.4.11. Sei A € R™ ™. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A ist orthogonal

(ii) ATA=1T

(iii) AAT =T

(iv) A vermittelt eine Basistransformation zwischen orthonormierten Basen eines
n-dimensionalen euklidischen Vektorraumes.

(v) Die Spalten der Matriz A bilden eine orthonormierte Basis des Vektorraumes
R™ mit Standardskalarprodukt.

(vi) Die Zeilen der Matriz A bilden eine orthonormierte Basis des Vektorraumes
R™ mit Standardskalarprodukt.

Beweis. Nach Definition sind die Aussagen (i), (ii) und (iii) dquivalent. Theorem
2.4.9 impliziert, dass (ii) und (iv) dquivalent sind.

Sei A = (a})lgingn. Dann folgt aus (ii)

n
Za};af =0 firl <k, l<n.
i=1

(v) folgt. Die Umkehrung ,,(v) = (ii)“ folgt ebenso aus dieser Gleichung.
Genauso wie man die Aquivalenz zwischen (i) und (v) zeigt, erhilt man auch
die Aquivalenz von (iii) und (vi). O

Theorem 2.4.12. Sei A € C"*™. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) A ist unitir
(ii) A*A=1
(i) AA* =1
(iv) A vermittelt eine Basistransformation zwischen orthonormierten Basen eines
n-dimensionalen unitdren Vektorraumes.
(v) Die Spalten der Matriz A bilden eine orthonormierte Basis des Vektorraumes
C™ mit Standardskalarprodukt.
(vi) Die Zeilen der Matriz A bilden eine orthonormierte Basis des Vektorraumes
C™ mit Standardskalarprodukt.

Beweis. Vollstindig analog zum reellen Fall. O
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2.5. Orthogonale und unitire Endomorphismen.

Definition 2.5.1. Sei V ein Skalarproduktraum. Dann heifit ein Endomorphismus
f:V — V orthogonal (bzw. unitér), falls

(f(a), f(b)) = (a,b) fiir alle a,beV
gilt.

Theorem 2.5.2. Sei V' ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum. Sei f: V —
V' ein orthogonaler (bzw. unitirer) Endomorphismus. Dann gilt
(i) 1£(@)] = llal
(i) Sind a und b orthogonal, so auch f(a) und f(b).
(11i) Ist X ein Eigenwert von f, so gilt || = 1.
(iv) f ist eine Isomorphismus.

Beweis.
(i) Esist

If (@)l = V{f(a), f(a)) = V{a,a) = |la].
0= (a,b) = (f(a), f(b)).

(iii) Ist @ ein Eigenvektor zum Eigenwert A, so gilt nach nach (i)
lall = [1f (@)l = [[Aall = [A] - llal|.
Wegen a # 0 folgt die Behauptung.
(iv) Wegen (iii) ist 0 kein Eigenwert. Also folgt ker f = {0}, f ist also injektiv. Da
V endlichdimensional ist, ist f auch surjektiv und damit ein Isomorphismus.

(ii) Dies folgt aus

(Wir bemerken, dass (iv) fiir unendlichdimensionale Skalarproduktriume nicht aus
unserer Definition folgt: Betrachte f: 1% — I mit ((a;)ien, (bj)jen) := Y a;b; und
i€N
12 =12(N,C) c CN der Teilmenge, auf der die zugehorige Norm endlich ist, sowie
f((lo, ai, az,as, . . ) = (07 Qp, a1,02,03, . . )
Dann ist f nicht surjektiv. Die anderen Teilaussagen gelten mit demselben Beweis
auch fiir unendlichdimensionale Skalarproduktriume.) g

Theorem 2.5.3. Sei {a,...,a,} eine Orthonormalbasis von V. Dann ist ein En-
domorphismus f: V — V genau dann orthogonal (bzw. unitir), falls

(f(ai), f(az)) = di
fir alle 1 <14,5 <n gilt.

Beweis. Es ist klar, dass aus der Orthogonalitét (bzw. Unitaritét) (f(a;), f(a;)) =
57;]‘ folgt.
Gelte also (f(a;), f(a;)) = 6;;. Wir wollen nachweisen, dass f ,,das Skalarprodukt

erhdlt“: Seien a = >~ Na; und b = > pa;. Wir erhalten
i=1 j=1

<f(a)7f(b)>—<f (ZA%)J >_wa; >

> X (f(ai), £(aj)

i,5=1

=dij=(ai,a;)

<i Nay, iujaj> = (a,b).
i=1 j=1
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Somit ist f orthogonal (bzw. unitér). O

Theorem 2.5.4. Sei V' ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum. Sei S eine
Orthonormalbasis. Dann ist ein Endomorphismus f: V — V genau dann orthogonal
(bzw. unitir), wenn die Matriz A von f beziiglich S orthogonal (bzw. unitir) ist,
d. h. wenn A*A =1 gilt.

Beweis. Sei S = {b1,...,b,} und A = (a’

J)lgi,jgn’ d. h. es gelte

n
Fbe) = apbi.
=1
Wir erhalten

———
=6i;

(Fbr). () = > aka (biby) = aja.
t,j=1 i=1

Nach Theorem 2.5.3 ist f genau dann orthogonal, wenn (f(bg), (b)) = d gilt.

n by .

Aufgrund unserer Rechnung ist dies aber dquivalent zu i = ) ajaj, und somit
i=1

auch zu A*A = I. Die Behauptung folgt. O

Beispiel 2.5.5. Beziiglich des Standardskalarproduktes des R? sind die Matrizen

cosyp —sinep
sing  cosp
fiir beliebige ¢ € R orthogonal, insbesondere also auch I und —1I.

Theorem 2.5.6. Seien A, B orthogonale (bzw. unitire) (n x n)-Matrizen. Dann
gelten

(i) A=Y ist orthogonal (bzw. unitdr).

(ii) AB ist orthogonal (bzw. unitir).

(iii) |det A| = 1.
Die orthogonalen (bzw. unitiren) (n x n)-Matrizen bilden somit eine Untergruppe
der invertierbaren Matrizen G, (K),

e die orthogonale Gruppe O(n) bzw.
o die unitire Gruppe U(n).

Weiterhin definiert man:

e Die spezielle lineare Gruppe SL(n, F) = SL,(F) besteht aus den Elemen-
ten der “general linear group” GL(n, F) = Gl,(F) mit Determinante 1.

e Die spezielle orthogonale Gruppe SO(n) besteht aus den orthogonalen Ma-
trizen A mit det A = 1.

Der Determinantenmultiplikationssatz liefert, dass es sich damit tatsdchlich um
Untergruppen von Gl,,(F) bzw. O(n) handelt.

Beweis.
(i) Nach Definition ist A*A = I. Weiterhin gilt AA* = I. Also ist A* die Inverse
zu A, A~! = A*. Es folgt aus

(A7) A7 = (A" A" = A4 =1,

dass auch A~! orthogonal ist.
(ii) Dies folgt aus

(AB)*(AB) = B*(A*A)B=B*IB=B*B=1.
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(iii) Es gilt
1=detlI =det(A*A) =det A" -det A = det A" - det A
=detA-det A=detA-det A= |det A
Die Behauptung folgt. O

2.6. Orthogonale Komplemente.
Definition 2.6.1. Sei V ein Skalarproduktraum und sei S C V beliebig. Dann
heifit

St:={aecV:{(ab)=0 firallebec S}

das orthogonale Komplement von S in V.

Theorem 2.6.2. Sei V' ein Skalarproduktraum und sei S C V. Dann gelten
(i) S* ist ein Unterraum von V,

(ii) (S)n S+ = {0},

(iii) (S+)" 2 (S) und

(iv) S+ = (S)*.

Bewets.
(i) Seien a,b € S+ und A, 1 € F. Dann gilt fiir alle ¢ € S

(Aa + pb, c) = Ma, c) + pu{b,c) = 0.

Somit ist auch Aa + ub € S+. Wegen 0 € S+ ist S nicht leer.
(ii) Sei a € St N (S). Dann gibt es \' € F und a; € S mit

n
E Na; = a.
i=1

Wegen a € S+ folgt hieraus

Somit ist a = 0 und wir erhalten die Behauptung.
(iii) Seien @ € S und b € S*. Dann gilt {(a,b) = (b,a) = 0. Somit ist S C (Sl)l.
Da (SJ-)J‘ ein Unterraum ist, folgt sogar (S) C (SL)J‘.

(Ist dimV < oo, so gilt sogar Gleichheit (s.u.). Im Raum [? = [*(N) =
2(N,R) Cc RN ist S = {eg,e1,€2,...} mit ST = {0} aber (S) C I? ein Gegen-
beispiel, da [?(N,R) auch Folgen mit unendlich vielen von Null verschiedenen
Eintrégen enthélt.)

(iv) Wegen S C (S) ist klar, dass (S)* C S+ gilt. Sei also a € S~ und b = Y \b;

=1

mit b; € S ein beliebiges Element in (S). Dann gilt
(a,b) = Zﬁ(a, b;) = 0.
i=1

Somit gilt auch a € (S)*. O

Theorem 2.6.3. Sei V ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum. Ist U C 'V
ein Unterraum, so gilt V. =U @ U~L.
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Beweis. Nach Theorem 2.6.2 gilt UNU+ = {0}. Es geniigt also nachzuweisen, dass
sich jeder Vektor ¢ € V in der Form ¢ = a 4+ b mit a € U und b € Ut darstellen
lasst. Sei {a1,...,a,} eine Orthonormalbasis von U. Definiere a durch

a:={c,a1)a1 + ...+ {¢c,ar)a,

und setze b := ¢ — a. Dann ist offensichtlicherweise ¢ = a + b. Wir miissen also noch
zeigen, dass b € UL gilt: Es ist

<b7 az> C_avaz>

T
(c,a;) g ca] aj,a;

Jj=1

=(c,a;) — Z(c, a;)8j; = 0.

j=1

Somit steht b orthogonal zu einer Basis von U. Wir erhalten b € U+ und die
Behauptung folgt. O

Theorem 2.6.4. Sei V ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum. Ist U C 'V
ein Unterraum, so gelten

(i) dimV = dimU + dim U~
(ii) (U =0,
Beweis.

(i) Dies folgt direkt aus Theorem 2.6.3 und der Dimensionsformel fiir Vektorriu-

me.
(i) Esgit V=Uas Ut und V = Ut & (UJ‘)J_. Nach Theorem 2.6.2 gilt aber
UcC (UJ-)J'. Dies ist aber nur moglich, wenn bereits U = (UL)L gilt. O

Beispiel 2.6.5. Sei V der Vektorraum der auf [—a, a], a > 0, stetigen reellwertigen
Funktionen mit (L?2-)Skalarprodukt

= /af(x)g(fﬂ) dx

Sei U := {f € V: f(—z) = —f(x) fir alle x € [—a,a]} der Unterraum der un-
geraden Funktionen und G := {f € V: f(—z) = f(z) fir alle z € [—a,a]} der
Unterraum der geraden Funktionen in V. Wir behaupten, dass U+ = G gilt.

Beweis. Zunichst einmal ist klar, dass G C Ut gilt. Sei nun h € U' beliebig.
Wir setzen hy(z) := 1(h(z) + h(—2)) und ho(z) := %(h(z) — h(—z)). Dann gilt
h = hy + hg. Esist hy € G und hy € U. Wir sind fertig, wenn wir hy = 0 zeigen
konnen. Aus h € U+ und hy € U erhalten wir

a a a
0= (h,ha) = /h(x)hg(x) dx = /hl(x)hg(x) dz + / ho(x)hs(x) dx.
Das erste Integral auf der rechten Seite mit einer geraden und einer ungeraden

Funktion verschwindet. Da h und somit auch hs stetig ist, folgt also ho = 0 wie
behauptet. O
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2.7. Adjungierte Abbildungen. Zu einem Endomorphismus f: V — V wollen
wir eine lineare Abbildung g: V' — V mit

(f(a),b) = (a, g(b))
finden.

Definition 2.7.1. Sei V ein Skalarproduktraum. Zu a € V definieren wir a*: V —
R (bzw. a*: V — C) durch

a*(b) = (b,a) firbeV.
Bemerkung: Die Abbildung a* ist linear, denn es gilt
a* (b + i) = (Ab+ pic, a) = A(b, a) + ple, a) = Aa*(b) + pa* (c).

Theorem 2.7.2. Sei V' ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum. Dann gibt es
zu jedem Funktional ¢ ein eindeutig bestimmtes a € V- mit (&) = (€, a) fir alle
EeV. Somit ist p = a*.

Beweis. Sei {ai,...,a,} eine orthonormierte Basis von V. Definiere a durch

n
S
1=1

Wir erhalten

(aj,a) = > plai)(a;a;) = p(ay).
i=1

Also stimmen a* und ¢ auf einer Basis von V' iiberein und sind daher gleich.

Es bleibt noch zu zeigen, dass a eindeutig bestimmyt ist. Gelte also (€, a) = (€, a’)
fiir alle & € V. Dies ist dquivalent zu (,a — a/) = 0 fiir alle £ € V und gilt
insbesondere fiir £ = a — a’. Also folgt a = a’. O

Bemerkung 2.7.3. Aus diesem Beweis folgt insbesondere, dass (¢, a) = 0 fiir alle
& € V nur fiir a = 0 erfiillt sein kann.

Bemerkung 2.7.4. Sei f: V — V ein Endomorphismus. Ist a € V fest, so defi-
nieren wir durch

p(&) = (f(£),a)

ein lineares Funktional ¢: V' — F: Es gilt ndmlich

P(Ab + pc) = (f(Ab + pc), a) = A(f(b), a) + u(f(c), a) = Ap(b) + pp(c).

Nach Theorem 2.7.2 gibt es zu ¢ ein eindeutig bestimmtes ag € V mit (&) = (£, ag)
fir alle £ € V. Fiir fixiertes f ordnen wir auf diese Weise jedem a € V ein ag € V
zu. Wir bezeichnen diese Zuordnung als g: V' — V, g(a) := ag. g ist durch die
Gleichung

(£(6),a) = (&, 9(a)) firallea, £V

festgelegt. Wir behaupten, dass g eine lineare Abbildung ist. Aus der definierenden
Gleichung erhalten wir

(& g(Aa+ pub)) = (f(&), Aa+ uby = X(f(£),a) + (f(£),b)
M, g(a)) + 7€, g(b)) = (&, Ag(a) + ug(D)).

Da dies fir alle £ € V gilt, erhalten wir g(Aa + ub) = Ag(a) + ug(b), also die
Linearitdt von g.
Wir sagen, dass g die zu f adjungierte Abbildung ist und schreiben g = f*.



2.7. ADJUNGIERTE ABBILDUNGEN 17

Definition 2.7.5. Die zum Endomorphismus f: V — V adjungierte Abbildung
f*:V — Vist durch

(f(€),m) =(& fF(n) firalle,neV
definiert.

Beispiele 2.7.6.
(i) Sei f: R?* — R3 durch

f (osl,xQ,zS) = (xl — a2 —at 2?4223, 2% + x‘3)
gegeben. Nach Definition gilt (f(x),y) = (x,¢(y)). Somit erhalten wir aus
(flx),y) = (' —2*)y' + (—z' +2® + 22°) y* + (2¥ + 2%) ¢*
—al (= 1?) 2 (—yt R o) + 2B (22 +0P)
=(z, " ()
die adjungierte Abbildung
LR R) = 0 = vt -y 2 R 2 )

Die darstellenden Matrizen beziiglich der Standardbasis sind

1 -1 0 1 -1 0
Ap=1-1 1 2 sowie Apo=[-1 1 1
0 1 1 0 2 1

(ii) Im Raum V = L?([a,b]) der auf [a,b] stetigen reellwertigen Funktionen mit
L2-Skalarprodukt ist

oV =V,
O(f)(x) ==z f(x)
selbstadjungiert, d. h. es gilt ®* = &, denn es gilt

(@(f),9) = {f;®2(9))-

Den Zusammenhang zwischen der f und der f* darstellenden Matrix haben wir
bereits im Beispiel gesehen.

Theorem 2.7.7. Sei V ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum. Sei S eine
Orthonormalbasis. Wird f: V. — V beziiglich S durch die Matriz A dargestellt,
so wird die adjungierte Abbildung f*: V. — V beziglich S durch die Matriz A*
dargestellt.

Wir

Beweis. Seien S = (di,...,d,), A = (a}

j)lgi,jgn und Af* = (bz

j)lgi,jgn'
erhalten

n

fldy) = aid;,
=1

S

mmzZ%m
(fdr),dr) = (dy, f*(dr)),

(f(dk), di) = <Z aidivdl> =Y aj{di,di) = > ajdu = aj,
=1 =1 1=1
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n

(dy, f*(dr)) = <dkazb{dj> = Zb?ékj = b
j=1

Jj=1

(In den letzten beiden Zeilen sind die jeweils letzten Gleichheiten aus Kovarianz-
griinden unschén geschrieben. Fiir die zugehdrigen reellen bzw. komplexen Zahlen
gilt die Gleichheit jedoch.) Also ist aﬁc = bf fir alle 1 < &, < n. Die Behauptung
folgt. O

Theorem 2.7.8. Sei V' ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum. Sei f: V —
V' linear. Dann gilt

ker f* = (im f)*.
Beweis. Es gilt
ker f* ={¢eV: (&) =0}
={EeV:(n f*&)=0 firalleneV}

={eV:{(f(n),8) =0 firalleneV}
= (im f)*. O

Beispiel 2.7.9. Sei
Zaix’“:bi, 1<i<n
k=1

ein reelles lineares quadratisches Gleichungssystem. Sei f: R™ — R™ die (beziiglich
der Standardbasis) durch A = (aé) dargestellte Abbildung. Dann ist das lineare

Gleichungssystem genau dann losbar, wenn b = (bl7 .. .,b") € im f gilt. Auf R”
fithren wir das Standardskalarprodukt ein und erhalten aus Theorem 2.7.8, dass
das lineare Gleichungssystem genau dann lésbar ist, wenn b € (ker f*)* gilt. Uber
R wird f* durch die transponierte Matrix dargestellt. Somit folgt: Das lineare
Gleichungssystem ist genau dann lésbar, wenn fiir jede Losung y = (y1,...,Yn)
von

i:af;yi =0 auch zn:yibi =0 gilt.
i=1 i=1

Theorem 2.7.10. Sei V ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum. Sei f: V —
V' ein Endomorphismus. Dann haben f und f* den gleichen Rang.

Beweis. Es gilt

rang f = dimim f = dim V — dim(im f)~*
= dim V — dim(ker f*) (Theorem 2.7.8)
— dim(im f*) = rang f".

(Alternativ kann man iiber R wegen A* = AT benutzen, dass Zeilenrang und Spal-
tenrang iibereinstimmen.) ]

Korollar 2.7.11. Sei A € C"*". Dann gilt rang A = rang A.

Beweis. Setze B i= A . Da der Rang einer Matrix B mit dem von B” iiberein-
stimmt, folgt

rang A = rang B* = rang B = rang BY = rang A. ]
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2.8. Diagonalisierung von selbstadjungierten linearen Endomorphismen.
Wir wollen insbesondere zeigen, dass sich solche Endomorphismen sogar mit Hilfe
einer Orthogonalbasis stets diagonalisieren lassen.

Definition 2.8.1. Sei V ein Skalarproduktraum. Der Endomorphismus f: V — V
heifit selbstadjungiert, wenn

(£(€)sm) = (& f(n)
fiir alle £, € V gilt, also f = f* ist.

Theorem 2.8.2. Sei V ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum mit Ortho-
normalbasis S. Der Endomorphismus f: V. — V werde beziiglich S durch die Ma-
triz A beschrieben. Dann ist f: V — V genau dann selbstadjungiert, wenn A = A*
gilt.

Beweis. Dies folgt direkt aus Theorem 2.7.7. O

Theorem 2.8.3. Sei V' ein n-dimensionaler Skalarproduktraum. Sei f:V — V
ewn selbstadjungierter Endomorphismus. Dann sind alle Nullstellen des charakte-
ristischen Polynoms x 5(X) reell, es gilt also

Xp(X) =X = A1) (X =)
f’L‘L"/’)\l,...,)\TLER.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den unitédren Fall. Wie jedes Polynom zerféllt das
charakteristische Polynom in Linearfaktoren und wir miissen lediglich nachweisen,
dass die Eigenwerte von f reell sind. Sei also A ein Eigenwert von f zum Eigenvektor
&. Wir erhalten

ME,€) = (A&, €) = (F(€),€) = (&, F(€)) = (§,A&) = X(&, )

Wegen ¢ # 0 bzw. (£,€) # 0 folgt A = . Somit ist \ reell.

Im reellen Fall benutzen wir die sogenannte Komplexifizierung. Diezu f: V — V
gehorige reelle symmetrische Matrix definiert eine Abbildung f : C* — C™. Eine
reelle symmetrische Matrix ist hermitesch, wenn wir sie als komplexe Matrix auf-
fassen. Somit ist f : C — C beziiglich des Standardskalarproduktes auf C™ selbst-
adjungiert. Es gilt

X7 (X) = xa(X) = x(X).

Somit stimmen die Eigenwerte von f und f iiberein und sind aufgrund der obigen
Uberlegungen reell. O

Theorem 2.8.4. Sei V' ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum. Sei f: V —
V' ein selbstadjungierter Endomorphismus. Dann besitzt V' eine Orthonormalbasis
aus Figenvektoren von f.

Beweis. Wir wissen, dass das charakteristische Polynom x¢(X) in Linearfaktoren
zerféllt. (Im Fall F' = C folgt dies aus dem Fundamentalsatz der Algebra und fiir
F =R (und C) aus Theorem 2.8.3.)

Benutze Induktion nach dimV =: n. Fiir n = 1 ist die Aussage wahr. Sei also
n > 2. Sei a; ein Eigenvektor zum Eigenwert A mit ||a1]| = 1. Definiere W := {{ €
V:{a1,§) = 0}. Nach Theorem 2.6.4 folgt dimW = n — 1. W ist ein beziiglich f
invarianter Unterraum, es gilt ndmlich fiir £ € W

<a1a f(§)> = <f(a1)’€> = <)‘a1’§> = /\<a1’§> =0.

Es folgt f(£§) € W. Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine Orthonormalba-
sis {ag,...,a,} von W aus Eigenvektoren von f|y und somit auch von f. (Da-
bei verwenden wir das auf W eingeschriankte Skalarprodukt. Man iiberzeugt sich
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leicht davon, dass diese Einschrinkung wieder ein Skalarprodukt ist.) Also ist
{a1,as,...,a,} wie behauptet eine Orthonormalbasis. O

Theorem 2.8.5. Jeder selbstadjungierte Endomorphismus eines endlichdimensio-
nalen Skalarproduktraumes ist diagonalisierbar.

Beweis. Benutze eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren. Beziiglich dieser ist die
zugehorige Matrix eine Diagonalmatrix mit den Figenwerten entsprechend ihrer
Vielfachheit auf der Diagonalen. O

Theorem 2.8.6. Sei A eine reelle symmetrische (bzw. komplexe hermitesche) (n x
n)-Matriz. Dann gibt es eine orthogonale (bzw. unitire) Matriz D mit

M 0 ... 0
0 X ... 0
DAD*=| . [ .
0 0 ... A

mit M, ..., \n € R.

Beweis. Dies folgt direkt aus den bisherigen Theoremen dieses Kapitels, da fiir
orthogonale (bzw. unitire) Matrizen D! = D* gilt. O

2.9. Kistchenform orthogonaler Matrizen. Wir wollen unitéire und orthogo-
nale Endomorphismen beziiglich Orthonormalbasen durch ,,einfache* Matrizen dar-
stellen.

Theorem 2.9.1. Sei f: V — V ein unitirer Endomorphismus eines endlichdi-
mensionalen unitiren Vektorraumes V. Dann gibt es eine Orthonormalbasis von
V', die aus Figenvektoren von f besteht.

Beweis. Wir beweisen dies per Induktion nach n = dim V. Der Induktionsanfang ist
trivial. Sei n > 2. Das charakteristische Polynom zerfillt tiber C in Linearfaktoren

Xf(X) =X = A)(X = Ag) - (X = \y).

Nach Theorem 2.5.2 gilt |A;|] = 1. Sei a; ein Eigenvektor zum Eigenwert A; mit
|lai]| = 1. Sei W das orthogonale Komplement von a1, V.= W @ (a;). Fiir jedes
e W gilt
0= {a1,¢&) = (f(a1), f(§)) = Ai(as, f(£))-

Da A\ # 0 gilt, folgt f(£) € W. Somit induziert die unitéire Abbildung f eine unitére
Abbildung flw: W — W. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es fiir f|y eine
Orthonormalbasis aus Eigenvektoren. Zusammen mit a; erhélt man wie gewiinscht
eine Orthogonalbasis aus Eigenvektoren. O

Korollar 2.9.2. Sei A € C"*" unitdar. Dann gibt es eine unitire Matriz D mit

et 0 ... 0
0 e .. 0
DAD* = . . ) . und 0 < p; < 2.
0 0 ... el

Lemma 2.9.3. Sei f: R? — R? orthogonal. Fiziere eine Orthonormalbasis. Dann
gibt es 0 < o < 27, so dass [ beziiglich dieser Basis durch

<cps @ —sin <p) oder (cgs @ sing )
singp  cosg sinp —cosgp

dargestellt wird.
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Beweis. Wir benutzen Theorem 2.4.11. Die Spalten und die Zeilen der Matrix bil-

den also eine Orthonormalbasis. Einen beliebigen Einheitsvektor in R? kénnen wir
als

(cos ©, /1 — cos? <p) = (cos p, sinp)

schreiben. Somit ist f durch eine Matrix der Form
cosy  *singp
+siny =Lcosyp

dargestellt. Man tiberzeugt sich leicht, dass die Vorzeichen fiir sin ¢ # 0 bzw. cos ¢ #
0 wie angegeben gewihlt werden miissen um eine orthogonale Matrix zu erhalten.
Ggf. ist ¢ durch —¢ + 27k, k € Z, zu ersetzen um Vorzeichen abzuindern. O

Durch eine spezielle Basiswahl konnen wir Késtchen der zweiten Form ausschlie-
Ben.

Theorem 2.9.4. Sei f: V — V eine orthogonale Selbstabbildung eines euklidischen
Vektorraumes mit dimV < oco. Dann gibt es eine Orthonormalbasis von V', in der
sich f in der Form

1, 0 0 0 ... 0 0
0 -1, 0 0 ... 0 0
0 0 Eosme ooL0 0
0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 ... 0 ¢os¢m —sinem

sin @, C€OS @m

mit k+ 1+ 2m = dimV darstellen ldsst.

(In ,Matrizensprache® ibersetzt erhalten wir: Zu jeder orthogonalen Matriz A
gibt es also eine orthogonale Matriz D, so dass DADT von der angegebenen Gestalt
ist.)

Beweis. Vermoge einer Matrixdarstellung A € RUmV>xdimV ordnen wir f wiederum
eine Abbildung f: C" — C" zu. Wegen A*A = ATA = 1 ist A als Matrix in C**"
unitéir. Nach Theorem 2.9.1 gibt es eine Orthonormalbasis aus FEigenvektoren fiir f
zu Eigenwerten \; mit |\;| = 1. Zu jedem \; mit \; = 1 finden wir einen reellen
Eigenvektor zu diesem Eigenwert, den Realteil des komplexen Eigenvektors (falls
dieser Realteil # 0 ist): Aus A¢ = ;€ folgt A = N und A (+E) = N (E+9).
Daher ist Re ¢ ein Eigenvektor oder der Nullvektor. Ist Re ¢ der Nullvektor, so ist
1& ein reeller Eigenvektor.

Da das orthogonale Komplement eines Eigenvektors jeweils invariant unter f ist,
erhalten wir induktiv die beiden Blocke 15 und 1;.

Sei ¢ mit [£] = 1 ein Eigenvektor zum Eigenwert e?? ¢ {—1,1}, A = €??€. Durch
komplexe Konjugation erhalten wir einen zweiten Eigenvektor: A = e~ ¢, Setze
uwi=¢+&und v:=—i (£ — ). Da £ und € wegen €'? ¢ {—1,1} Eigenvektoren von
A zu unterschiedlichen Eigenwerten sind, gilt ¢ # +¢ und somit u # 0 # v. Wir
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erhalten
_ ) L i —ip _ i i _
Au:Ag—f—Af:ewf—l—e_wfz%(f—l—f)—f—%(f—o
=cosp-u—sing-v,
1 = e €% —eT o e e =
——Av = Ag — AT = ' — e IVE = 5 €+ + 5 (9

=ising-u+cosy - %,
Av =sinp-u -+ cosy - v.
Wir wahlen %u und %v als Teil einer reellen Orthonormalbasis. Beachte da-
zu, dass aus <§,E>C = 0 die Relationen Hﬁ—l—EHQ = 2 H—z (5—5)”2 = 2 und
<£ + &, —i (f — E)> = 0 folgen, zunéchst mit komplexen Skalarprodukten und Nor-

men. Da die Eintrdge aber reell sind, gelten dieselben Beziehungen auch iiber R
und zugehorigen Skalarprodukten und Normen. Dies liefert den ersten Block:

cosp sinp) [(cosg; —singg _
—sinp cosp/  \sinp; cosp; )’ 1=y
Da beide Zeilen und Spalten, die durch diesen Block verlaufen, bereits ,,in diesem

Block Lange Eins haben®, enthalten sie sonst nur Nullen. Die restlichen Blocke
erhélt man per Induktion. U

2.10. Normale Matrizen.

Definition 2.10.1. Sei A eine quadratische Matrix iiber R oder C. Dann heifit A
normal, falls
A*A = AA”

gilt.

Ein Endomorphismus f eines Skalarproduktraumes heifit normal, wenn fo f* =
F* o f gilt.
Beispiele 2.10.2.

(i) Unitére (A= = A*), hermitesche (4 = A*) und Matrizen mit A = —A* sind

normal.
(ii) Orthogonale (A~ = AT), symmetrische (A = AT) und schiefsymmetrische
Matrizen (A = —AT) sind normal.
Resultate fiir solche Matrizen werden wir einheitlicher fiir normale Matrizen
behandeln.
(iii) Es gibt weitere normale Matrizen, z. B.
1 1 0
A=10 1 1],
1 0 1
denn es gilt
1 1 0 1 0 1 2 1 1
AAT =10 1 1|1 1 0]=1(1 2 1
1 0 1 01 1 1 1 2
1 0 1 1 1 0
=111 0]]0 1 1]=ATA
0 1 1 1 0 1

Theorem 2.10.3. Sei V ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum. Sei f ein
normaler Endomorphismus. Dann gelten

ker f = ker f* wnd im f=im f*.
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Insbesondere folgt V = ker f @ im f, wobei die Summanden senkrecht zueinander
sind, ker f L im f.
Beweis. Aus v € ker f erhalten wir
0= {f(v), f(v)) = (v, [*(f(v)))

Somit gilt auch v € ker f*.
Aus Theorem 2.7.8 wissen wir, dass ker f* = (im f)* gilt. Somit folgt

(im f)* = ker f* = ker f = (im f*)*.
Da V endlichdimensional ist, folgt auch im f = im f*. O

I
—~
<
By
e
~

*
~—
<
S~—"
S~—"
S~

I
—~
~

*
—~
<
=
~

*
—~
<
S~—
=

Korollar 2.10.4. Sei V' ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum (iber R oder
C). Sei f: V — V normal. Sei A € C bzw. € R. Dann gilt fir die zugehorigen
Eigenrdume

Ex(f) = Ex(f7).
Beweis. Setze ¢ := f — Aid. Dann ist ¢* = f* — Xid. ¢ ist ebenfalls normal, denn
es gilt
gog-=fof =Af*=Af+Aid=g"og.

—

=frof
Somit erhalten wir

E\(f) =kerg =kerg* = E5(f™). O

Wir kénnen normale Endomorphismen nicht nur diagonalisieren; dies ist auch
eine notwendige Bedingung fiir die orthogonale Diagonalisierbarkeit. Der folgende
Satz funktioniert aber nur fiir komplexe Matrizen. Drehmatrizen sind Beispiele
fiir reelle orthogonale und daher auch normale aber nicht reell diagonalisierbare
Matrizen.

Theorem 2.10.5. Sei V ein endlichdimensionaler unitdrer Skalarproduktraum mit
dimV =n. Sei f: V — V linear. Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(i) Es gibt eine Orthonormalbasis aus Figenvektoren von f.
(i) f ist normal.

Beweis.
,=“: Sel ay,...,a, eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f mit f(a;) =
A;a;. Wir erhalten

(aj, [*(a:)) = (f(ay), ai) = Aj{az, a:) = (a;, hias) -
Somit ist f*(a;) = \ia;. Fiir diese Basisvektoren gilt
F(f*(ai)) = Nif(ai) = Nidiai = \if*(ai) = f*(f(ai).
Da es geniigt, Normalitét fiir eine Basis nachzurechnen, ist f normal.

»<=": Sei umgekehrt f normal. Uber C zerfillt das charakteristische Polynom
in Linearfaktoren. Wahle einen normierten Eigenvektor a; zum Eigenvektor A\; und
definiere Ey, := (a1). Setze W := E/J\-l. Es gilt dim W = n — 1. K6nnen wir zeigen,
dass W ein f-invarianter Unterraum von V' ist und dass f|y normal ist, so folgt
die Behauptung per Induktion nach der Dimension des Vektorraumes. Es gilt fiir
wew B

(f(w),a1) = (w, f*(a1)) = (w, Ayar) = Ay (w, az) = 0.
Somit ist W ein f-invarianter Unterraum. Da E), auch in einem Eigenraum der
normalen Abbildung f* enthalten ist, gilt auch f*(W) C W. Da W fiir f und fiir

f* ein invarianter Unterraum ist und (f|w)* = f*|w gilt, ist f|w ebenfalls normal
und die Behauptung folgt. O
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Fiir Matrizen umformuliert erhalten wir

Korollar 2.10.6. Sei A € C"*". Dann ist A genau dann normal, wenn es eine
unitire Matriz S € C™ ™ gibt, so dass SAS™! diagonal ist.

Theorem 2.10.7. Seien A, B € C"*" normal und gelte [A,B] = AB — BA = 0.
Dann gibt es eine unitire Matriz U, so dass UAU* und UBU* diagonal sind.

Beweis. Sei A ein Eigenwert von A und sei V; der zugehorige Eigenraum. Sei
vy € V. Aus AB = BA folgt

A(Bvl) = BA’Ul = )\1(B’U1).

Somit gilt Bvy € V. V; ist also ein invarianter Unterraum fiir A und B.

Definiere Wy := Vll. Wir behaupten, dass W; auch ein invarianter Unterraum
fiir A und B ist. Wir argumentieren wie in Theorem 2.10.5. Nach Korollar 2.10.4
gilt A*v = Ao fiir alle v € V4. Seien v € V; und w € Wy beliebig. Dann gilt

(Aw,v) = (w, A*0) = (w, \1v) = A\ {w,v) = 0.

Wir erhalten AW; C V1L = Wi.

Zu BW; C Wi: Nach Definition von V7 ist V; = ker(A — A1), wobei wir Matri-
zen und zugehdrige Abbildungen identifizieren. Wir haben gezeigt, dass AW, C W,
gilt. Somit folgt auch (A — A\ 1)W; C W;. Da V3 @ Wi =V gilt und W; endlichdi-
mensional ist, ist (A — A\ 1)|w, : Wi — W) bijektiv. Also gelten (A — M 1)V =W,
und Wy = (A — A\ 1)W;. Wir erhalten

BW, = B(A— Al]l)Wl = (A— )\11)BW1 C (A— /\1]l)V = Ws.

Die Zerlegung V' = V; @ W in orthogonale unter A und B invariante Unterrdume
impliziert, dass A und B (nach einer unitéiren Transformation) in Blockgestalt sind.
Der zu V7 gehorige Block ist fiir A ein Vielfaches der Einheitsmatrix. Die Normalitét
iibertrigt sich aufgrund der Blockgestalt auf jeden der einzelnen Blocke, ebenso
[A,B] = 0. Mit Theorem 2.10.5 kénnen wir den zu V; gehérigen Block von B
diagonalisieren: Die zugehorige unitdre Transformationsmatrix 148t sich zu einer
unitdren Matrix von V' erweitern. Der zu W; gehorige Block ist kleiner als die
Matrizen A und B. Somit folgt die Aussage per Induktion. O

Korollar 2.10.8. Seien A, B € C™"*"™ normale Matrizen, die kommutieren, d. h.
gelte AB = BA. (Oder der Kommutator [A, B] :== AB— BA verschwindet: [A, B] =
0) Dann sind AB und A+ B ebenfalls normal.

Beweis. Die Eigenschaften, normal zu sein und zu kommutieren gelten genau dann
fir A und B, wenn sie fir UAU ™! und UBU ! gelten. Verwende nun Theorem
2.10.7. Fiir Diagonalmatrizen ist die Aussage klar. (]

Theorem 2.10.9. Sei A € C"*". Dann sind die folgenden Aussagen sind dquiva-
lent:

(i) A ist normal.
(i) A lisst sich durch eine unitire Matriz diagonalisieren.
(i1i) Es gibt eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A.
(iv) Es gilt ||Az| = ||A*z|| fir alle x € C™.
(v) Der ,hermitesche Anteil“ L (A+A*) und der “anti-hermitesche Anteil* §(A—
A*) kommutieren.

Beweis. Die Aquivalenz von (i), (ii) und (iii) haben wir bereits gezeigt.
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Klar ist (i) = (iv). Gelte umgekehrt (iv). Wir erhalten nacheinander
(Azx, Ax)y = (A%x, A%x),
(x, A" Az) = (x, AA™x),
0 = (2[4, A")a),
jeweils fiir alle z € C”. Da [A, A*]* = [A, A*] gilt, ist [A, A*] normal und daher

diagonalisierbar. Somit folgt aus der letzten Zeile [A, A*] = 0, also (i).
(i) <= (v) folgt direkt aus

[(A+A"), (A— A")] = 2[4%, A].
Von dieser Gleichheit {iberzeugt man sich durch eine einfache direkte Rechnung. [

Definition 2.10.10.
(i) Eine Matrix A = (agl)
tesch ist und

1<icj € C™*™ heifit positiv semidefinit, falls sie hermi-

(x,Az) >0 fiir allez € C"
gilt. Schreibweise: A > 0, (aé) > 0 oder A = 0, (a;'-) >= 0, auch az- > 0 oder

aé— = 0, falls dies nicht mit der Positivitdt der Eintrége verwechselt werden
kann.

(ii) Gilt zusétzlich (x, Az) > 0 fiir alle € C™ \ {0}, so heifit A positiv definit.
Wir schreiben A > 0, (ag») > 0 oder A > 0, (aé) > 0 bzw. aé > 0 oder aé > 0.

(iii) Sei V ein Skalarproduktraum. Dann heifit ein Endomorphismus f (oder eine
darstellende Matrix) positiv semidefinit (beziiglich dieses Skalarproduktes),
falls (z, f(x)) > 0 fiir alle x € V gilt. Wir schreiben f = 0. Gilt (z, f(z)) >0
fiir alle € V' \ {0}, so heifit f strikt positiv definit, f > 0.

Lemma 2.10.11. Sei A € C™*"™ positiv semidefinit. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte positiv semidefinite Quadratwurzel, d. h. eine positiv semidefinite Matriz
VA e C™ " 50 dass VAVA = A gilt.

Beweis. Da A normal ist, gibt es eine unitire Matrix U, so dass U* AU diagonal
ist. Die Diagonaleintréige von U* AU sind nicht negativ. Somit gibt es eine (reelle)
Diagonalmatrix B mit nichtnegativen Diagonaleintrigen und BB = U*AU. Die
gesuchte Matrix ist VA = UBU*. Da B eine Diagonalmatrix mit nichtnegativen
Eintriigen ist, sicht man direkt, dass v/A positiv semidefinit ist. vVAVA = A ist
einfach nachzurechnen.

Sei C eine weitere Quadratwurzel von A. Da C' hermitesch ist, gibt es eine
Orthonormalbasis {a;} aus Eigenvektoren von C' zu Eigenwerten \;. Wir erhalten

Aai = CCCL, = )\fal

Somit sind die Werte A\? als Eigenwerte von A eindeutig bestimmt. Aufgrund der
positiven Semidefinitheit sind auch die Werte A; > 0 eindeutig bestimmt. Die obigen
Gleichungen liefern, dass ein Eigenraum von A zum Eigenwert A? ein Eigenraum
von C' zum Eigenwert A; ist. Somit ist C' eindeutig bestimmt. O

Das folgende Theorem verallgemeinert die Darstellung einer komplexen Zahl in
der Form re* auf Matrizen.

Theorem 2.10.12 (Polarzerlegung). Sei A € C"*™. Dann gibt es eine unitire
Matriz U und eine positiv semidefinite Matriz S, so dass A =US gilt.
S ist eindeutig bestimmt. Ist A invertierbar, so ist die Zerlegung eindeutig.

Beweis. Die Matrix A* A ist hermitesch und positiv semidefinit. Setze S := v A* A.
Gibt es solch eine Zerlegung, so ist S eindeutig bestimmt, denn es gilt

A*A = S*UUS = 8*S = §?
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und die Wurzel ist eindeutig bestimmt.

Sei A = US eine weitere solche Zerlegung. Es gilt S = S. Ist A invertierbar, so
ist auch S invertierbar und aus US = US folgt U = U.

Sei (ay,...,as) eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von S: Sa; = v/\a;
mit s so dass Ay,...,As > 0 und Agyq,..., A, = 0 gelten. Es folgt

(Aai,Aaj> = <ai,A*Aaj> = <CL7;7S2CLJ‘> = (ai,)\jaj) = )\jdij,
da A\; € R fiir 1 <17 < n gilt. Somit sind die Vektoren

(Aal Aas)—'(w Wg)
\/Tl,...,\/z = 1ye--,Wg

orthonormiert. Ergénze (wi,...,ws) zu einer Orthonormalbasis (wy,...,wy,) von
V = C™. Sei U die unitdre Matrix mit Ua; = w; fir 1 < ¢ < n, d.h. es gilt
U= (w,...,wy)(a1,...,a,)*, wobei wir hintereinander geschriebene Vektoren in
C™ als Matrizen auffassen. Dann gilt fiir i =1,...,s

USa; = U\/)Tiai = \/)Tﬂuz = Aa;.

Sei nun ¢ € {s+1,...,n}. Dann ist a; € ker S = ker A*A. Wir behaupten, dass
bereits Aa; = 0 gilt. Es gelten Aa; € ker A* und Aa; € im A. Nach Theorem 2.7.8
gilt ker A* 1 im A. Somit ist Aa; = 0. Es folgt USa; = 0 = Aa;. Da A = US fiir
beliebige Basiselemente a;, 1 < i < n, gilt, folgt die Behauptung. O

Beachte, dass U auf dem Erzeugnis der Eigenrdume von S zu positiven Eigen-
werten stets eindeutig bestimmt ist.
Die folgende Zerlegung wird héufig ebenfalls als Polarzerlegung bezeichnet.

Korollar 2.10.13. Sei A € C"*™. Dann gibt es eine unitire Matriz U und eine
positiv semidefinite Matrixz S, so dass A = SU gilt. S ist eindeutig bestimmt. Ist A
invertierbar, so ist die Zerlequng eindeutig.

Beweis. Die Polarzerlegung A* = US liefert eine Zerlegung A = S*U*, also von
der angegebenen Form. Die Eindeutigkeit von S folgt aus A*A = SU*US = S2.
Die Eindeutigkeit von U folgt wie bei der Polarzerlegung. O

Lemma 2.10.14. Sei A € C™"*™. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A ist normal.

(i) In der Polarzerlegung A =US kommutieren S und U.
(i1i) In der Zerlegung A = SU kommutieren S und U.
(iv) Es gibt eine unitire Matric W mit A* = AW.

Beweis.
»(1)== (ii)*: Sei W unitér, so dass WAW™ diagonal ist,
WAW?* = diag {rlewl, o TRESE0, ,O}

mit 7; > 0,0 < ¢; <27 fiir 1 <¢ < k und ein k € N. Die zugehorige Polarzerlegung
hat dann die Gestalt WAW™* = SU, wobei

S’zdiag{rl,...,rk,o,...O}
und
U= diag{e“"l,...,ew"‘,Uo}

sind und Uy eine unitdre Matrix bezeichnet, der letzte Eintrag also als Block zu
verstehen ist. Dann gilt A = (W*S'W) (W*U W) und die beiden Ausdriicke in
Klammern entsprechen gerade der Polarzerlegung. Man sieht direkt, dass diese
Matrizen vertauschen.
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»(il)= (1)“: Sei A = SU =US. Dann folgen A* = S*U* = SU*, A* =U*S* =

U*S und
A*A— AA* = SU*US — SUU*S = §* — §* = 0.

,»(i)<= (iii)“: Ist offensichtlich wenn A invertierbar und U daher eindeutig be-
stimmt ist.

Sonst seien A = SU = SV zwei Polarzerlegungen. Aus dem Beweis der Exis-
tenz der Polarzerlegung geht hervor, dass U und V auf den Eigenrdumen von S
zu positiven \;’s iibereinstimmen miissen und sich nur um eine unitire Transfor-
mation K von ker S C C™ unterscheiden konnen. K sei auf C™ durch die Iden-
titdt/Einheitsmatrix fortgesetzt. Die Matrix K entspricht den unterschiedlichen
Basisergédnzungen im Beweis. Es gilt also V = KU. Da K sich nur auf ker S von
der Identitéit unterscheidet und K (ker S) C ker S gilt, folgt KS = SK. Gelte also
SU =US und SU = SV. Aus SV = SKU = KSU = KUS = VS und derselben
Argumentation im Fall V'S, angewandt auf (US)* = (SU)* = (VS)*, erhalten wir
die Behauptung.

»(ill)= (iv)“: Schreibe A = SU mit [U,S] = 0. Wir erhalten A = US und
daraus A* = S*U* = SU* = SUU*U* = AU*U*. U* ist unitédr, da U unitér ist:
U* = U~ liefert U** = (U*) ™.

»(1v)= (1)“: Aus A* = AU folgt einerseits

A=AUU" = A*U*
und andererseits

A=(A")"=(AU)* = U" A",
somit ergeben sich also

AU =U*A”
und
UA=AU.
Zusammengenommen erhalten wir
A*A — AA* = (AU)A — A(AU) = AAU — AAU =0.
Somit ist A normal. O
3. BILINEARFORMEN

3.1. Bilinearformen, Quadratische Formen.

Definition 3.1.1 (Bilinearform).
(i) Seien V4,...,V,, W Vektorrdume iiber F. Eine Abbildung

fVix...xV, =W
heifit multilinear, falls fiir jedes i € {1,...,n} und festes
(V1 Vi1, Vi 1y 5 Up) EVIX Lo X Vi X Vg X oo XV,
die Abbildung
Viswvie f(v1,.0 0, 0im1, 05y Vig1y v oy Un)

linear ist.

(ii) Sei V ein F-Vektorraum. Eine multilineare Abbildung ¢: V x V' — F heifit
Bilinearform auf V. ¢ heifit symmetrisch, falls p(a, b) = ¢(b, a) fiir allea,b € V
gilt.

Beispiele 3.1.2.
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(i) Reelle Skalarprodukte sind symmetrische Bilinearformen.

(i) ¢: R2xR? — R mit ¢(&,n) = £Int —£2n? ist eine symmetrische Bilinearform
auf R?, aber kein Skalarprodukt.

(iii) Sei V ein euklidischer Vektorraum und f € End(V'). Dann definiert ¢(&,n) :=
(&, f(n)) fir &,n € V eine Bilinearform. Ist f selbstadjungiert, so ist ¢ sym-
metrisch.

(iv) Sei A € F™*™. Dann ist F" x F" > (x,y) — zT Ay eine Bilinearform.

(v) Sei V = C%la,b]) und k € C°([a,b]?). Dann ist ¢: V x V — R, definiert
durch

b b
o(.9) = [ [ k.00 105) - gle) ds
a a
eine Bilinearform auf V. ¢ ist genau dann symmetrisch, wenn k(s,t) = k(t, s)

fir alle a < s,t < b gilt.

Bemerkung 3.1.3.

(i) Seien p,1: Vi x...xV,, = W zwei multilineare Abbildungen. Der Raum aller
multilinearen Abbildungen ist ein Vektorraum, L™(V; x ... x V,,, W), wobei

wir
(e+ ) (v1,...,0n) = p(1,...,00) +(V1, ..., 0,)
und
(- @)V, vn) = a-p(v1,...,0,)
setzen.
(ii) Sei (aq,...,a,) eine Basis von V. Sei ¢ eine Bilinearform auf V. Dann folgt
fiir

&= Zfiai und n = anaj
i=1 j=1

wie bei linearen Abbildungen

e(&n) =Y &p(aia;).

ij=1

Dabher ist ¢ durch (¢;5)1<i,j<n mit ¢;; := @(a;,a;) eindeutig bestimmt.

(iii) Umgekehrt definiert eine Matrix (¢;;) unter Verwendung der obigen Formel
mit ¢;; statt ©(a;,a;) eine eindeutig bestimmte Bilinearform.

(iv) Wie bei linearen Abbildungen ist die Zuordnung ¢ — (c;;) bei fixierter Basis
(a1,...,ay) ein Vektorraumisomorphismus zwischen dem Vektorraum der Bi-
linearformen auf V' und den (n x n)-Matrizen {iber F'. Insbesondere hat der
Vektorraum der Bilinearformen auf einem n-dimensionalen Vektorraum V' die
Dimension n?.

(v) Eine Bilinearform ¢ ist genau dann symmetrisch, wenn die zugehorige Matrix

symmetrisch ist.

Bemerkung 3.1.4 (Transformationsverhalten bilinearer Abbildungen).

Seien (aq,...,a,) und (by,...,b,) Basen eines Vektorraumes V. Sei ¢ eine Biline-
arform auf V. Sei A = (a;;) die zu ¢ beziiglich der Basis aus den a;’s gehorige
Matrix und B = (;;) die zu den b;’s. Gelte

by = i dia;
=1
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fiir 1 <k < n. Setze D := (d}). Dann folgt

B = (b, b)) = ¢ | Y dyai,» dla; | = > didlp(ai,a;) = Y dpd]o;.

i=1 j=1 i,j=1 i,j=1
In Matrixform gilt also B = DTAD. Dies ist dasselbe Transformationsverhalten

wie beim reellen Skalarprodukt.

Definition 3.1.5 (Quadratische Form). Sei ¢: V' xV — F eine Bilinearform. Dann
heifit Q: V — F, definiert durch
QW) = p(v,v) firveV,
die zu ¢ zugehorige quadratische Form.
Beispiele 3.1.6.
(i) Sei ¢ die zur Matrix ( 0 é) gehorige Bilinearform. Dann gilt fiir die zugehorige
quadratische Form @ die Identitéit Q(v) = 0 fiir beliebige v € V.
(ii) Sei ¢ = (-,-) ein reelles Skalarprodukt. Dann gilt @ = || - ||? fiir die zugehérige
quadratische Form Q.

Theorem 3.1.7. Sei F' ein Korper mit Charakteristik char F' # 2. Sei Q: V — F
die zur Bilinearform ¢: V xV — F gehérige quadratische Form. Definiere 1p: V x
V — F durch

V(&) = 5(QE+n) — Q&) —Q(n) fir alle &,n e V.
(i) Es gilt
(&) = 3(0(&n) + ¢(n,€)).

(i) 1 ist eine weitere Bilinearform, zu der die quadratische Form @ gehort.

(iii) Ist @ symmetrisch, so gilt ¢ = 1.

(iv) Ist ¢ beziglich einer Basis die Matriz (a;;) zugeordnet, so ist ¢ beziglich
dieser Basis die Matriz D = (d;;) = (%(a;; + aﬁ))lgz‘,jgn zugeordnet.

Beweis. Wir zeigen nur die ersten beiden Teile.
(i) Es gilt
QE+n) =p+n.&+n) =0 &) +eEn)+em&) +enmn)
=Q(&) +»(&n) +v(m,§) + Q).
Wir erhalten daraus
D(&m) = 5(p(En) + o1, 6).
(ii) Dies folgt aus
P(&,€) = 3(0(& ) + v(€,€)) = v(€,€) = Q(E). 0
Korollar 3.1.8. In einem reellen Skalarproduktraum V gilt die Polarisationsformel
(@,y) =5 (llz +ylI* = |2l = ly*)  fir alle z,y € V.

Wir wollen noch Bilinearformen iiber beliebigen Koérpern durch Basiswechsel
diagonalisieren. Dazu benutzen wir [7].

Definition 3.1.9. Sei V ein endlichdimensionaler F-Vektorraum und B: V xV —
F eine symmetrische Bilinearform. Dann heifit (aq,...,a,) eine orthogonale Basis
von V beziiglich B, falls (aq,...,a,) eine Basis von V ist und

B(a;,a;) =0 firallel <i<j<n

gilt.
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Theorem 3.1.10. Sei F' ein Korper mit char F' # 2. Sei V' ein endlichdimensio-
naler F-Vektorraum und B: V x V — F eine symmetrische Bilinearform. Dann
besitzt V' eine orthogonale Basis beziiglich B.

Beweis. Gilt B = 0 oder dim V' = 1, so ist die Behauptung klar. Sonst finden wir ein
x € V mit B(x,x) # 0. (Ist B beziiglich eines Basis (b1, ...,b,) die symmetrische
Matrix A = (aij)1<i,j<n zugeordnet, so konnen wir = = b; wahlen, falls a,;; # 0 gilt.
Gilt a;; = aj; # 0 fur feste 4, j mit ¢ # j und agr = 0 fiir alle 1 < k < n, so wihlen
wir ¢ = b; +b;.) Wir ergénzen « # 0 zu einer Basis (2,22, ...,2,) von V. Definiere
Ti = x; — %(&’Z"))x fiir 2 < i <mn. Dann gilt

B(x,x;)
B(z,x)

fiir alle 2 < i < n. Nach Konstruktion ist (x, Zs,...,Z,) ebenfalls eine Basis von V.

Die Behauptung folgt nun per Induktion nach der Dimension: Fiir den Vektor-
raum W := (&, ..., Z,) finden wir nach Induktionsannahme eine beziiglich B|w xw
orthogonale Basis. Zusammen mit = erhalten wir die gesuchte orthogonale Basis von
V. O

B(x,%;) = B(z,x;) — B(z,z) =0

3.2. Bilinearformen in euklidischen Vektorrdumen. Beliebige Bilinearformen
lassen sich mit Hilfe des Skalarproduktes und mit linearen Abbildungen wie folgt
darstellen:

Theorem 3.2.1. Sei ¢ eine Bilinearform auf einem endlichdimensionalen reellen
Vektorraum V. Sei (-,-) ein Skalarprodukt auf V, so gibt es eindeutig bestimmte
lineare Abbildungen f,qg: V — V mit

(& m) = (& f(n) = (g9(&),m)

fiir alle §,m € V. Die Abbildung f (und damit auch g) ist genau dann selbstadjun-
giert, wenn ¢ symmetrisch ist.

Beweis. Sei {a1,...,a,} eine Orthonormalbasis von V. Definiere
cik = plag,a) fir 1 <ik <n.
Definiere die linearen Abbildungen f,g: V — V durch
flag) :== chkaj = Z ardia;, 1<k<n,
j=1

Jl=1

n n
g(a;) == Zcijaj = Z ciléljaj, 1<i<n.
Jj=1 J,i=1

Dann folgt, da die Vektoren a; eine Orthonormalbasis bilden,

n n
(ai, flar)) = <aiazcjkaj> = cibi; = cir = (ai, ax),
j=1 j=1

n n
(9(a:),an) = <Z Cijajvak> = cijbjn = cir = p(a;, ar).
j=1 j=1
Da beide Seiten in beiden Gleichungen bilinear sind, erhalten wir

(&) = (& f(n) = (9(&),n)

fir alle £, e V. }
Die Abbildung f ist eindeutig bestimmt; sei ndmlich f eine weitere solche Ab-

bildung, so erhalten wir ¢(&,1) = (£, f(n)) = <§, f(n)> fiir alle £, 7 € V. Weiterhin



3.2. BILINEARFORMEN IN EUKLIDISCHEN VEKTORRAUMEN 31

folgt 0 = <§,f(n) — ~(77)> fiir alle §,n € V und damit f(n) — f(n) = 0 fiir alle

f
n e V. Also gilt f = f. Ebenso folgt die Eindeutigkeit fiir g.
Sei ¢ symmetrisch. Dann erhalten wir fiir £, € V

(& f(n) = e(&n) = o0, &) = (n, F(£)) = (f(€):n)-
Somit ist f selbstadjungiert. Sei umgekehrt f selbstadjungiert. Es folgt

o(&m) = (& f(n) = (f(&),n) =, f(§)) = v(n,&).

Somit ist ¢ symmetrisch. O

Bemerkung 3.2.2.

(i) Den obigen Satz kann man umformulieren, indem man statt eines Skalarpro-
duktes eine Orthogonalbasis vorgibt.

(ii) f und g hingen vom Skalarprodukt ab. Die Eigenschaft, selbstadjungiert zu
sein oder nicht, ist jedoch davon unabhéngig, da sie dquivalent zur Symmetrie
von ¢ ist und um die Symmetrie von ¢ zu {iberpriifen, benétigt man kein
Skalarprodukt.

(iii) Die f und die die Bilinearform beziiglich einer festen Orthonormalbasis dar-
stellenden Matrizen stimmen iiberein. Zu g gehort die dazu transponierte Ma-
trix.

Definition 3.2.3. Sei ¢: V x V — F eine symmetrische Bilinearform. Dann defi-
nieren wir den Nullraum von ¢ durch

N(p):={£e€V:pn) =0 furallenecV}.
Eine symmetrische Bilinearform heifit ausgeartet, falls N(¢) # {0} gilt.

Bemerkung 3.2.4.
(i) N(yp) ist ein Unterraum von V.
(ii) Da ¢ symmetrisch ist, gilt auch

N(p)={£€V:pn& =0 firallenecV}.

(iii) Eine symmetrische Bilinearform ¢ ist genau dann nicht ausgeartet, wenn es
zu jedem v € V mit v # 0 ein w € V mit ¢(v,w) # 0 gibt. (Kleine Ubung)

Beispiele 3.2.5.
(i) Fassen wir ein Skalarprodukt als Bilinearform auf, so gilt N = {0}.
(ii) Sei die bilineare Abbildung ¢: R? x R? — R beziiglich der Standardbasis

durch die Matrix
1 -1
-1 1

gegeben. Dann gilt N(¢) = ((1)).

Theorem 3.2.6. Sei ¢: V x V — R eine symmetrische Bilinearform auf einem
euklidischen Vektorraum V. Gilt p(&,m) = (&, f(n)) fir alle &,n € V, so folgt auch
N = N(p) =ker f.

Beweis. Sei 0 = (&, n) fiir alle n € V. Dann folgt 0 = ¢(&,1) = ¢(n,&) = (n, £(£))
auch f(£) = 0. Die umgekehrte Inklusion funktioniert analog. O

Der Kern einer einer symmetrischen Bilinearform zugeordneten linearen Abbil-
dung f ist daher im Gegensatz zur Abbildung f selbst vom verwendeten Skalar-
produkt unabhéngig. Daher ist die folgende Definition gerechtfertigt

Definition 3.2.7. Sei ¢ eine symmetrische Bilinearform. Dann definieren wir den
Rang von ¢, rang ¢ als den Rang einer zugehérigen linearen Abbildung f (beziiglich
eines beliebigen Skalarproduktes). Wir nennen ¢ regulir (bzw. singuldr), wenn f
reguldr (bzw. singulér) ist.
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Bemerkung 3.2.8.
(i) Es gilt rang ¢ = dimV — dim N (p).
(ii) Ist ¢ durch C dargestellt, so gilt rang ¢ = rang C'.

Beispiele 3.2.9.

(i) Die zu einem Skalarprodukt gehérige Bilinearform ist regulér.
(ii) Beziiglich der Standardbasis des R? definiert die Matrix

10 4 8
C=|4 -8 —4
8§ —4 1

eine Bilinearform ¢. Es gilt rang C' = 2 = rang ¢ sowie

wo=((3))

3.3. Hauptachsentransformation.
Sei V ein euklidischer Raum. Das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren
liefert eine Orthogonalbasis von V. Beziiglich dieser Basis ist das Skalarprodukt
durch die Einheitsmatrix dargestellt.

Ziel dieses Abschnittes ist es zu zeigen, dass es zu jeder symmetrischen Biline-
arform auf V' eine Basis von V' gibt, so dass die Bilinearform durch eine Diagonal-
matrix dargestellt wird. Wir konnen sogar eine Orthogonalbasis wéhlen.

Theorem 3.3.1. Sei p: V x V — R eine symmetrische Bilinearform auf einem
endlichdimensionalen euklidischen Vektorraum V. Sei dimV = n. Dann existiert
eine Orthonormalbasis {by,...,b,} von V, beziiglich der ¢ durch eine Diagonal-
matriz dargestellt wird. Die Diagonalelemente sind gerade die Eigenwerte \; der
Matriz von ¢ (als Endomorphismus betrachtet) beziiglich einer beliebigen Ortho-
normalbasis von V.

Beweis. Wir benutzen die lineare Abbildung f: V — V, so dass ¢(&,n) = (£, f(n))

fir alle £,n € V gilt. Da ¢ symmetrisch ist, ist f selbstadjungiert. Somit gibt es

eine Orthonormalbasis {b1,...,b,} von V aus Eigenvektoren von f zu Eigenwerten
@(bi, bj) = (bi, £(b;)) = (bi, Ajbj) = Ajbis-

Somit ist ¢ beziiglich dieser Basis durch eine Diagonalmatrix C dargestellt und die

Diagonaleintrige sind die Eigenwerte von f.

Beziiglich einer weiteren Orthogonalbasis ist ¢ durch C/ = ETCE dargestellt,
wobei F eine Basiswechselmatrix ist. Da beide Basen Orthonormalbasen sind, ist
E orthogonal und es gilt ET = E~'. Wegen ¢’ = E~'CE sind C und C’ &hnlich
und besitzen daher die gleichen Eigenwerte. O

Beispiel 3.3.2. Betrachte die symmetrische Bilinearform ¢ auf R3, die beziiglich
der Standardbasis durch die Matrix

4 =5 =2
C=|-5 4 =2
-2 -2 -8

gegeben ist. Sei f: R? — R? die durch C beziiglich der Standardbasis dargestell-
te lineare Abbildung. Die Eigenwerte von f sind die Nullstellen des zugehorigen
charakteristischen Polynoms (etwas Rechenarbeit)

Xr(X) = xe(X) = =(X +9)(X —9)X.
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Beziiglich einer Orthonormalbasis {by, ba, b3} aus Eigenvektoren ist f also durch

9 0 0
c'=10 -9 0
0 0 O
dargestellt. Orthonormale Eigenvektoren sind
1 1 2
1 1 1
b1:7 -1 s 5227 1 und b3:, 2
V2 g 3V2 \4 3\
In diesem Fall hat die Gleichung C' = ETCFE die Gestalt
1 1 4 12
9 0 0 VeI g 4 -5 =2 v 3y3 3
o o o) o e w3 L o
3 3 —3/ \74 7%~ 0 35 ~3

Lemma 3.3.3. Sei ¢: V X V eine symmetrische Bilinearform auf einem end-
lichdimensionalen euklidischen Vektorraum. Dann gibt es eine Basis, so dass die
darstellende Matriz die folgende Diagonalgestalt hat:

1
1
-1
-1
0
0
Beweis. Benutze zuniichst eine Basis {b1,...,b,} wie in Theorem 3.3.1. Numme-
riere die FEigenwerte ohne Einschrinkung so, dass Aj,..., As positiv, Asy1,..., N\
negativ und A¢y1,..., A, Null sind. Definiere die Vektoren
! b 1<i<
a; := ——0;, <i<s,
(2 \/X 3
1
a; = ——=b;, s+1<1<t,
—\;
a; :=b;, t+1<1<n.
Die Menge {a1,...,a,} besteht aus paarweise zueinander orthogonalen Vektoren,

von denen keiner der Nullvektor ist. Somit handelt es sich um eine Basis von V.
Beziiglich dieser Basis hat ¢ aufgrund des Transformationsverhaltens von Bilinear-
formen darstellenden Matrizen die gewiinschte Darstellung. O

Die Zahlen s und ¢ héngen nicht von der speziellen Basiswahl ab.

Theorem 3.3.4 (Sylvesterscher Trigheitssatz). Sei Q) eine quadratische Form
in einem reellen endlich dimensionalen Vektorraum V. Dann gibt es eine Basis

{a1,...,a,} von V, so dass Q in dieser Basis durch
s t
QO =D(€) = X (&)
i=1 i=s+1

n .
mit £ = > &a; gegeben ist. s und t hingen dabei nur von Q ab.
i=1



34 3. BILINEARFORMEN

Beweis. Die Existenz einer solchen Darstellung haben wir gerade in Skalarproduk-
traumen gezeigt. Wir kénnen hier ein beliebiges Skalarprodukt auf V' benutzen
um das letzte Resultat anzuwenden. Es bleibt also, die letzte Aussage zu zei-
gen. Der Nullraum einer Bilinearform ist von der Basis unabhéngig. Somit héingt
t =dimV — dim N nur von ) und nicht von der Basis ab.

Sei ay, ..., q, eine weitere Basis von V zu der es o mit
o 5 t 5
Q=Y ()" = > ()
i=1 i=o41

fiir n = > n'a; gibt. Wir behaupten, dass s = o gilt. Setze
=1

7

U::<as+17---aat>a
W::<a1,...,ag,at+17~-~;0‘n>-
Es gilt
Q(n) >0 fur n € W.

Somit ist U N W = {0}. Wir erhalten
n>dim(U+W)=dimU +dimW =(t—s)+n—(t—0)=n—s+o.
Es folgt s > 0. Analog folgt s < o. Daraus erhilt man die Behauptung. O

Definition 3.3.5. In der Notation des Sylvesterschen Triagheitssatzes nennen wir
eine quadratische Form @ bzw. die (nach Theorem 3.1.7) zugehérige symmetrische
Bilinearform ¢ mit Q(§) = ¢(&,€)
(i) positiv definit, wenn s = ¢ = n gilt. Alternativ definiert man @ als positiv
definit, wenn Q(&) > 0 fiir alle £ € V mit & # 0 gilt.
(ii) negativ definit, wenn s = 0 und ¢ = n gelten. Alternativ: Wenn —@Q positiv
definit ist.
(iii) positiv semidefinit, wenn s = ¢ gilt. Alternativ: Wenn Q(&) > 0 fiir alle { € V
gilt.
(iv) negativ semidefinit, wenn s = 0 gilt. Alternativ: Wenn —@Q positiv semidefinit
ist.
(v) indefinit, wenn 0 < s < t gilt. Alternativ, wenn es £, € V mit Q(§) < 0 <
Q(n) gibt.

Beispiele 3.3.6.
(i) Eine symmetrische Bilinearform ¢ ist genau dann ein Skalarprodukt, wenn ¢
positiv definit ist.
(ii) Betrachte die symmetrische Bilinearform auf R* mit zugehériger quadratischer
Form

Q&) = 28" +2¢1¢% + 267" + 26263 + 28%¢H + 263¢

Die zugehorige Matrix ist

0 1 11
1 01 1
1 1 0 1
1110

Das zugehérige charakteristische Polynom lautet (eine Seite Rechnung)

X(X)=X*"—6X?-8X -3 =(X+1)*X-3).
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Somit ist die Matrix der Bilinearform beziiglich einer wie im Sylvesterschen
Tragheitssatz geeignet normierten Basis durch

1 0 0 O
0 -1 0 O
0 0 -1 0
0o 0 0 -1

gegeben. @ ist also indefinit.

Theorem 3.3.7. Seien Q1 und Qo zwei quadratische Formen auf einem reellen
Vektorraum V. Sei Q1 positiv definit. Dann gibt es eine Basis a1,...,a, von V
und c1,...,¢, € R, so dass

n

= Z ({i)z , und Q&) = Zci (fi)z

i=1 1=1
fiir € =5 &a; gilt.
i=1

Beweis. Die zu ()1 gehorige symmetrische Bilinearform ist positiv definit und da-
her ein Skalarprodukt auf V. Nach Theorem 3.3.1 gibt es daher eine beziiglich
dieses Skalarproduktes orthonormale Basis {a1,...,a,}, in der die symmetrische
Bilinearform zu Q2 durch eine Diagonalmatrix dargestellt wird. O

3.4. Extremaleigenschaften der Eigenwerte. Vermoge

(€, 8) = (&, f(&))

iibertragen sich die folgenden Ergebnisse auch auf symmetrische Bilinearformen.
Wir setzen S"~! := {x € R™: ||z|| = 1} beziiglich der vom Standardskalarpro-
dukt auf R™ induzierten Norm.
Fiir das folgende Theorem bendtigen wir einen kleinen Hilfssatz:

Lemma 3.4.1. Sei A € R™*™ symmetrisch mit Figenwerten A1 < ... < A\, € R.
Sei U ein k-dimensionaler Unterraum von R™. Wir verwenden das Standardskalar-
produkt auf R™. Dann gibt es ein x € U mit (z,z) = ||z||> = 1 und (z, Az) > Ay.

Beweis. Wihle eine Orthonormalbasis {a;}1<i<, aus Eigenvektoren von A mit
Aa; = N\ja;. Setze W := (ay, . .., an). Aus Dimensionsgriinden ist U N W # {0}. Sei

n .
zeUNW mit ||z =1. Aus x € W mit x = Y z'a; folgt

i=k
n n n n 9
<Az,x>—<2xl Aaz,ZzJaj>_Z Ai > A - (") = i
i=k =Xia; j=k i=k ;;: i=k
Somit ergibt sich die Behauptung. O

Theorem 3.4.2. Sei f ein selbstadjungierter Endomorphismus auf R™. Sei Uy, die
Menge aller k-dimensionalen Unterrdume von R™. Dann gilt fir die nach Grifle
geordneten und entsprechend ihrer Vielfachheit aufgefiihrten Eigenwerte Ay < ... <
An

Ap = inf f ().
k= Ulguk:cessnurl)nU@ f(z))

Beweis. Das Supremum wird stets angenommen, da S*~! N U kompakt (= be-
schriankt und abgeschlossen) ist und da z — (z, f(z)) stetig ist.
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Sei {a;}1<i<n eine Orthogonalbasis von R™ mit f(a;) = M\a;. Setze Uy :=

ko
{ai,...,ar). Dann gilt fir z = > 2'a; € Uy mit ||z|| = 1, also x € S*~!

=1
k k k )
(o, fl@)) = 3 wiatlan, fla) = 3 ataid; o) = 37 (#7)° A
”Z::1 ’ ”2::1 ]‘—V—‘_éﬂj ;
—v
k 2
<Y (@) = Allal? = A
=1

Insbesondere folgt also
(ak, flax)) = A = sup  (z, f(x)).

zeSm—iNU;
Lemma 3.4.1 zeigt, dass
inf swp (@ f@) = A= suwp (o, f(@))
Uelr zegn—1nU zeSn—1nU;

gilt. Somit folgt Gleichheit in der obigen Ungleichung und damit die Behauptung.
O

Bemerkung 3.4.3. Sei U ein Unterraum von R™. Sei f ein symmetrischer Endo-
morphismus von R™ mit Standardskalarprodukt. Dann gilt
x, f(x
sup (z, f(x)) = sup #
zeSn—1nU zev |z
x#0
Dieser letzte Quotient heifit Rayleigh-Quotient. Wir hétten das obige Theorem auch
mit Hilfe des Rayleigh-Quotienten formulieren kénnen.

Wir wollen noch eine weitere Moglichkeit kennen lernen, Eigenwerte als Extre-
ma wiederzufinden. Das folgende Theorem kann auch aus Theorem 3.4.2 gefolgert
werden. Wir geben trotzdem einen unabhéngigen Beweis.

Theorem 3.4.4. Sei f: R™ — R" beziiglich des Standardskalarproduktes selbstad-
jungiert. Seien \y < ... <\, die Figenwerte von f. Dann gilt
M= sup (o, f(a)) = sup D)
o5 " el
Beweis. Wir zeigen nur die erste Gleichheit. Die zweite Gleichheit folgt aus Homo-
genitétsgriinden.

Aufgrund der Kompaktheit von S"~! wird das Supremum in einem Punkt zy €
S"~! angenommen. Sei € > 0 und v: (—¢,&) — S~ ! eine C1-Kurve mit v(0) = xo.
Dann nimmt die Funktion ¢ — (y(t), f(7(¢))) in ¢ = 0 ein Maximum an. Somit
gilt 0 = (v/(0), f(x0)) + (z0, F(7/(0))). Sei x; € S*~! mit (xg,z1) = 0. Dann ist
y(t) := cost - xg +sint - z; eine Kurve in S"~! wie oben betrachtet mit +'(0) = z;.
Da f selbstadjungiert ist erhalten wir

0 = (z1, f(20)) + (z0, f(21)) = 2(x1, f(70))-

Somit ist f(x) ein Vielfaches von zy und daher ist z( ein Eigenvektor. Da fiir jeden
Eigenvektor y € S*~! von f zum Eigenwert A

A=y, f(y))
gilt, liefert die obige Formel auch den grofiten Eigenwert und das Maximum wird
an einem zugehorigen Eigenvektor angenommen. O

Auch diese Methode 148t sich auf die anderen Eigenwerte verallgemeinern.
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Theorem 3.4.5. Sei f: R™ — R" beziiglich des Standardskalarproduktes selbstad-

jungiert. Seien Ay < ... <\, die Figenwerte von f. Seien ajy1,...,a, Figenvek-
toren zu den Eigenwerten Agi1,...,An. Setze U := (ag41,...,an). Dann gilt
z, f(x
Ak = sup (z, f(z)) = sup #
zeSn—InNUL Tegoi z||

Beweis. Werde das Supremum in a, € S"~! N UL angenommen. Sei b € U+ mit
(b,ar) = 0 und ||b]| = 1 beliebig. Betrachte eine Kurve wie oben, hier R 5 ¢ —
cost-ay +sint-b. Wiederum folgt 0 = (b, f(ay)) fiir alle Vektoren b wie angegeben.
Sei v € U ein beliebiger Eigenvektor zum Eigenwert A. Dann gilt (v, f(ax)) =
(f(v),ar) = Mv,ax) = 0. Zusammengenommen folgt (w, f(ax)) = 0 fiir alle w €
S"=1 N (ap)*. Daher ist a ein Eigenvektor von f. Nach Konstruktion kann ay

nicht im Erzeugnis der Eigenvektoren agy1,...,a, liegen. Fiir jeden Eigenvektor
x € S liefert (z, f(x)) gerade den zugehorigen Eigenwert. Somit folgt die obige
Formel. O

Theorem 3.4.6. Seia > 0. Sei (—a,a) >t — A(t) € R"™" stetig und sei A(t)
fir alle t € (—a,a) symmetrisch. (Dabei identifizieren wir R™*™ mit R™™ und
verwenden auf R™™ eine beliebige Norm.) Seien A\;(t), 1 < i < n, t € (—a,a) die
angeordneten Eigenwerte von A(t) mit Vielfachheit, gelte also A1 (t) < Aa(t) < ... <
An(t) fiir allet € (—a,a). Dann hingen die Eigenwerte \;(t) fir festesi € {1,...,n}
stetig von t ab.

Beweis. Wir wollen Theorem 3.4.2 benutzen. Seien ¢y € (—a,a) und € > 0 beliebig.
Gelte A(t) = (aé(t))1<ij<n. Dann gibt es § > 0, so dass (to — 0,t9 + ) C (—a,a)

und ‘a;'-(t) —aé(to)’ < 5 firalle 1 <4,j <nundt € (to — 0,0 +0) (dat — A(t)

stetig ist) gelten. Sei z € S"~! beliebig. Wegen 1 = (z,2) = Y (:r:i)2 gilt |27] <1
=1

fiir alle ¢ € {1,...,n}. Wir erhalten also
(2, A(t)z) — (2, A(to)x)| = [(z, (A(t) = Alto))x)]

n

Z z'6;; (ai(t) - a{c(to)) zk

i\jk=1

2
, €

<n?( sup |x1’ — <e.
1<i<n n

<1

Es folgt nach Theorem 3.4.2 (wobei Uy wieder die Menge aller k-dimensionalen
Unterrdume von R™ bezeichnet)

Ap(t) = inf At

MO = e e A

< inf su x, A(tg)x) + ¢
T UelUy mGS"*IzﬂU< ( 0) >

=Ai(to) +e.
Analog folgt die umgekehrte Ungleichung und daher die Stetigkeit. O
Das folgende Theorem gilt auch fiir hermitesche Matrizen, siehe [5, Theorem

7.2.5]. Fiir positiv semidefinite Matrizen gilt es nicht mit ,,> 0. Wir schreiben K
statt R oder C.

Theorem 3.4.7. Sei A = (aé-)Ki i<n € K™*" hermitesch. Dann sind die folgenden
beiden Aussagen dquivalent:
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(i) A ist positiv definit, ,
(i) alle Unterdeterminanten det (a;')lgi,jgk = det Ay, k = 1,...,n, erfillen
det Ap > 0 (und sind im hermiteschen Fall reell).

Beweis.
»(1) = (ii)“: Sei A positiv definit. Betrachte Ay = (a?v)lgi,jgk fiir ein k& mit
1 < k < n. Dann ist auch Ay positiv definit. Ay ist diagonalisierbar und hat
positive Eigenwerte. Somit ist auch das Produkt dieser Eigenwerte, det Ay, positiv.
»(i1) = (i)“: Per Induktion. Sei die Aussage bereits fiir (n—1) x (n—1)-Matrizen
gezeigt, A, _1 also positiv definit. Nach Theorem 3.4.2; mit Infimum und Supremum
vertauscht um die grofleren Eigenwerte zuerst zu bekommen, besitzt A mindestens
(n — 1) positive Eigenwerte, da wir schon fiir die spezielle Wahl U = (eq,...,ex)
mit 1 < k < n — 1 auch k positive Werte erhalten die dann untere Schranken fiir
die Eigenwerte von A sind. Das Produkt der Eigenwerte ist aber ebenfalls positiv.
Somit sind alle Eigenwerte positiv. O

3.5. Flidchen im R3. Wir geben nur die wichtigste Definition an.

Definition 3.5.1. Sei ¢: R? x R?® — R symmetrisch und nicht ausgeartet. Seien
A1 < Ay < A3 die Eigenwerte der zugehorigen selbstadjungierten linearen Abbil-
dung. Dann heifit die Menge

{z eR®: p(z,2) =1}

(i) Ellipsoid, falls A; > 0 fiir ¢ = 1,2, 3 gilt. Die Werte \/% heiflen Halbachsen.
Ein Ellipsoid heifit genau dann Rotationsellipsoid, wenn 1)\1 = Ag oder \s = A3
gilt. Ein Ellipsoid heifit Sphére, falls \; = Ay = A3 gilt.

(ii) einschaliges Hyperboloid, falls A; < 0 < A2 < Ag gilt. Es ist genau dann um
den Eigenraum zu Ay rotationssymmetrisch, falls Ao = A3 gilt.

(iii) zweischaliges Hyperboloid, falls A\; < Ay < 0 < A3 gilt. Es ist genau dann um
den Eigenraum zu A3 rotationssymmetrisch, falls Ay = Ao gilt.

4. RINGE

4.1. Ringe.

Definition 4.1.1 (Ring). Ein Ring A ist eine additive abelsche Gruppe, d.h. wir
schreiben die Verkniipfung als ,,+“, mit einer Multiplikation ,,-“, so dass folgende
Axiome fiir alle a, b, c € A gelten

Rl) a-(b-c)=(a-b)-c (Assoziativitét)
(R2) a-(b+¢)=a-b+a-c (Distributivitét)
(R3) (a+b)-c=a-c+b-c (Distributivitit)

Hierbei verwenden wir eine Klammersetzung nach der Regel ,,Punkt vor Strich“.

Wir schreiben spéter ab statt a - b.

(R4) Ein Ring mit Einselement, also einem Element 1 =14 € A, dasa-1=a =
1-a fiir alle @ € A erfiillt, heifit Ring mit 1. Haufig wird die Existenz eines
Einselementes bereits in der Definition eines Ringes verlangt.

(R5) Ein Ring heifit kommutativ, falls a - b =10 a fir alle a,b € A gilt.

Beispiele 4.1.2.

(i) Z ist ein kommutativer Ring mit Eins.

(ii) Die geraden Zahlen sind ein Ring ohne Eins.
(iii) Ein Korper K ist ein kommutativer Ring mit Eins.
(iv) K™*™ ist ein Ring. Fiir n > 2 ist er nicht kommutativ.

Definition 4.1.3 (Ringhomomorphismus).
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(i) Seien A, B Ringe. Dann heifit eine Abbildung ¢: A — B Ringhomomorphis-
mus, wenn ¢(a + b) = ¢(a) + ¢(b) und p(a-b) = ¢(a) - p(b) fiir alle a,b € A
gelten. Bei Ringen mit Eins verlangt man zusétzlich ¢(1) = 1 (dies folgt nicht;
betrachte die Nullabbildung).

(ii) Der Deutlichkeit halber kénnte man auch p(a +4 b) = ¢(a) +5 ¢(b) oder
©(14) = 1p schreiben.

(iii) Ist ¢ bijektiv, so heiit ¢ Ringisomorphismus oder Isomorphismus. Dann ist
¢~ ! ebenfalls ein Ringisomorphismus (Ubung).
(iv) A und B heilen isomorph, falls es einen Ringisomorphismus ¢: A — B gibt.

Bemerkung 4.1.4.

(i) Seien ¢: A — B und ¢: B — C Ringhomomorphismen. Dann ist auch die
Verkniipfung ¥ o ¢: A — C' ein Ringhomomorphismus.

(ii) Sei A ein Ring, B C A eine Teilmenge, die unter Addition und Multiplikation
abgeschlossen ist. Dann ist die Inklusionsabbildung B — A ein Ringhomo-
morphismus.

(iii) Sei A ein Ring mit Eins. Dann ist ¢: Z — Amit 0 — 0, n — 1+ ... + 1 sowie

———
n Stiick
—n — —@(n) fiir n > 0 ein Ringhomomorphismus.
Fiir einen Ring A mit Eins gibt es genau einen Ringhomomorphismus
p: Z — A. Wir schreiben dementsprechend in diesem Falle auch n = 1
i=1
und na fiir n € N und a € A.

(iv) Sei K|[t] der Polynomring iiber einem Koérper. Dann ist p,: K[t] — K mit

va(f) == f(a) fiir f € K[t] ein Ringhomomorphismus. Es gilt
ker p, = {(t —a)h: h € K[t]}.
Beweis: Polynomdivision.

(v) Seien Ay,...,A, Ringe. Dann ist A := 4; x ... X A,, mit komponentenweise
definierter Addition und Multiplikation ein Ring. Sind alle Ringe A4,..., A,
kommutativ bzw. Ringe mit Eins, so ist auch A kommutativ bzw. ein Ring
mit Eins (1,...,1). Die Projektionsabbildungen

7TZ'IA—>A1‘ mit Wi(al,...,an):ai
fir i =1,...,n sind Ringhomomorphismen.
Bemerkung 4.1.5 (Konvention). Seien ab jetzt alle Ringe kommutativ mit Eins.

Wir wiederholen:

Definition 4.1.6. Sei A ein kommutativer Ring mit Eins. Eine Teilmenge I C A
heifit Ideal von A, falls I eine Untergruppe von A ist und fiir alle a € I und b € A
auch ab € I gilt.

Wir sagen auch, dass I C A ein Ideal sei.

Bemerkung 4.1.7. Ein Ideal I C A in einem Ring (mit Eins) ist nur dann ein
Teilring (mit Eins), falls I = A gilt.

Die Angaben in Klammern hier und spéter sind als Erinnerungen zu verstehen.
Ohne sie wird das jeweilige Resultat moglicherweise falsch.

Lemma 4.1.8. Sei A ein (kommutativer) Ring und I C A ein Ideal. Dann ist
A/l :'={a+1:a€ A}

mita=a+I:={a+b:be I} mit vertreterweise definierter Addition und Multi-

plikation ein Ring, der Quotientenring von A nach I.

Die Projektionsabbildung w: A — A/T mit a — a + I ist ein (surjektiver) Ring-
homomorphismus.
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Beweis. Wir zeigen nur die Wohldefiniertheit von Addition und Multiplikation.
Seien a,b € A und ¢,d € I. Dann gilt
(a+c)+ (b+d)=(a+b)+ (c+d)

——
el

sowie
(a+c) - (b+d)=ab+ad+cb+cd.
—_———
er
Wir bemerken, dass die Mengen a+ I fiir a € A die Aquivalenzklassen von A unter

der Aquivalenzrelation b = ¢ (mod I) sind, wobei b = ¢ (mod I) genau dann gilt,
wenn b —c € [ ist. g

Theorem 4.1.9. Sei A ein kommutativer Ring mit Fins. Dann ist I C A genau
dann ein Ideal, wenn es einen kommutativen Ring B mit Fins und einen Ringho-
momorphismus p: A — B mit ker ¢ = I gibt.

Beweis.
»<=": Seien a € kery und b € A. Dann ist p(ab) = ¢(a) - ¢(b) = 0 ¢(b) = 0.
Somit ist ab € ker .

»=—"“: Betrachte die Projektion 7: A — A/I. Dann gelten nach Definition I C
ker 7 sowie a + I # 0 fiir a & I. O

Theorem 4.1.10 (Homomorphiesatz fiir Ringe). Sei ¢: A — B ein Ringhomo-
morphismus. Sei I C A ein Ideal. Sei m: A — A/I die Quotientenabbildung. Sei
i: imy — B die Inklusionsabbildung. Dann gibt es genau dann einen Ringhomo-
morphismus @: A/I — ime C B mit ¢ =io@om, wenn I C ker ¢ gilt. Existiert
@, so ist diese Abbildung eindeutig bestimmt und es gelten ker ¢ = (ker ¢)/I sowie
i(im @) = im . Das folgende Diagramm kommutiert

%)

N —

A/I?imgo

Beweis.
(i) Sei I ¢ kery. Sei a € I\ ker ¢. Nehme an, es gébe eine solche Abbildung @.
Dann folgte 0 # ¢(a) =io @om(a) =io@(0) = 0. Widerspruch.
(ii) Definiere g: A/I — im ¢ durch a + I — ¢(a). Wegen I C ker ¢ ist @ wohlde-
finiert. Da ¢ ein Ringhomomorphismus ist, gilt dies auch fir @.
(iii) Die Kommutativitéit des Diagrammes bzw. ¢ = i o @ o w ist nach Definition
klar.
(iv) Da @ wohldefiniert ist, folgt ker @ = (ker ¢)/I. i(im ¢) = im ¢ ist nach Defi-
nition klar.
(v) Sei ¢: A/I — im eine weitere solche Abbildung. Da 7 surjektiv ist, folgt
aus to@om =io@or die Gleichheit ¢ o ¢ = i o ¢. Da schliellich ¢ injektiv
ist, folgt aus i o @ =i o ¢ bereits ¢ = ¢. Somit ist ¢ eindeutig bestimmt. [

Beispiele 4.1.11.

(i) Sei n € N = {0,1,2,...}. Dann ist nZ ein Ideal von Z. Wir erhalten als
Quotienten- oder Restklassenring Z/nZ = {0,1,...,n —1}. Wir werden se-
hen, dass es keine weiteren Ideale in Z gibt (Division mit Rest).

(ii) Ist K ein Korper den wir als Ring auffassen, so sind {0} und K Ideale von K.

Wir werden noch sehen, dass ein Ring, in dem es nur diese beiden trivialen
Ideale gibt, stets ein Korper ist (Faktorisiere ein maximales Ideal heraus).
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(iii) Sei K ein Kérper und A = K[t]. Sei p € K[t]. Dann ist (p) := {p-q: ¢ € K[t]}
ein Ideal in Kt]. Wir werden schen, dass es keine weiteren Ideale in K[t] gibt
(Division mit Rest).

Bemerkung 4.1.12 (Konstruktion von Idealen).
(i) Sei X C A beliebig. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes kleinstes Ideal von
A, das X enthilt ndmlich

(X) = {Zaixi: neNz, €X a, €A, i= 1,...7n}.
i=1
Jedes Ideal, welches X enthilt muss ndmlich auch diese Menge enthalten und
der Ausdruck auf der rechten Seite ist ein Ideal.
Beachte, dass (0) = {0} gilt.
Ist X = {z1,...,z,} endlich, so schreiben wir auch (X) = (x1,...,2,) =
Az +...+ Azx,.
(ii) Ein Ideal I C A heiit Hauptideal, falls es ein @ € I mit I = (a) gibt.
Fiir n € Z und p € K[t] haben wir die Hauptideale nZ und (p) bereits
gesehen.

(iii) Ist (Ix)rea eine Familie von Idealen in A, so ist auch () I ein Ideal von A.
A€EA
Dies folgt direkt nach der Definition eines Ideals.

(iv) Seien I,J C A Ideale. Dann ist I U J im allgemeinen kein Ideal mehr (z. B.
27 U 3Z). Wir definieren daher

I+J:=IUJ)={a+bracl be J}.
(v) Seien I, J C A Ideale. Dann definieren wir das Idealprodukt durch
IJ:={ab:aecl, be J}).
Es gilt
IJ={atbi+...4apby:neN aq, €I, b€ J i=1,...,n},

da IJ sdmtliche Summen auf der rechten Seite enthalten muss. Da die rechte
Seite bereits ein Ideal ist, folgt aufgrund der geforderten Minimalitdt beim
von einer Menge erzeugten Ideal die Gleichheit.

Es gilt IJ C I N J (siehe unten).

Definition 4.1.13. Sei A ein Ring (kommutativ und mit Eins).
(i) Seien I, J C A zwei Ideale. Dann heifien I und J relativ prim oder teilerfremd,
wenn I 4+ J = (1) gilt. Es gibt alsoa € I und b € J mit a + b = 1.
(ii) Seien Iy,..., I, Ideale von A. Dann heiflen die Ideale paarweise relativ prim,
falls fiir beliebige i # j € {1,...,n} bereits I; + I; = A gilt.

Theorem 4.1.14. Seien I,J C A zwei Ideale. Dann gilt IJ C I N J. Sind I und
J relativ prim, so gilt die Gleichheit IJ =1NJ.

Beweis.
(i) Seien @ € I und b € J. Dann ist ab € I N J. Also folgt IJ C INJ.
(ii) Seien I und J relativ prim. Dann gibt es ¢ € J und b € J mit a + b = 1. Sei
nun c € INJ. Dann gilt c= (a+b)c=ac+bce [J. Alsoist INJ C IJ. O

Beispiele 4.1.15 (Ideale von Z). Seien a,b € Z. Sei P die Menge aller Primzahlen.
Seien «;, B; € N, i € P, fast alle Null, ,0 € {1} und gelte

azs-Hpo"’ sowie b:(S-Hpﬁp.

peP peP
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Aufgrund der Existenz und Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung existiert solch
eine Darstellung. Die unendlichen Produkte sind wohldefiniert, da fast alle Faktoren
gleich 1 sind. Wir definieren den gréfiten gemeinsamen Teiler (ggT) und das kleinste
gemeinsame Vielfache (kgV) durch

geT(a,b) := Hpmin{apﬁp} sowie kgV(a,b) := Hpmax{ap,ﬂp}.
peP pEP

ggT und kgV sind aufgrund der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung wohldefi-
niert. Es gelten

(@) + (b) = (a,b) = (ggT(a, 1)),
(a) N (b) = (kgV(a, b))

sowie

(a) - (b) = (ab).
Bewets.

(i) (a) + (b) = (a,b) gilt nach Definition. ,,C“ ist klar, da jedes Element in (a)
und (b) durch ggT(a,b) teilbar ist. Die Umkehrung gilt, da es ¢,d € Z mit
ac + bd = ggT(a,b) gibt. Dies werden wir spiter als Konsequenz aus dem
Euklidischen Algorithmus zeigen.

(ii) Dies folgt aus der Definition von kgV(a, b): Fiir jeden Primfaktor ist die min-
destens auftretende Potenz in den Mengen von Zahlen auf beiden Seiten gleich.

(iii) In der Beschreibung des Idealproduktes kénnen wir sdmtliche Summanden
a;b; durch ab oder Null ersetzen und erhalten (a) - (b) = {nab: n € Z} = (ab).

O

Definition 4.1.16. Sei I C A ein Ideal. Dann heifit I maximales Ideal von A, falls
1 # A gilt und fiir jedes Ideal J mit I C J entweder I = J oder J = A gilt.

Theorem 4.1.17. Sei I C A ein Ideal. Dann ist I genau dann maximal, wenn
A/I ein Korper ist.

Beweis.
»==“: Sei a € A\ I beliebig. Wir wollen nachweisen, dass a+ I in A/I invertierbar
ist. Da I maximal ist, gilt A = I + (a). Es existieren daher insbesondere b € A und
¢ € I mit 1 = ¢+ ba. Dies impliziert 1 + I = (b+ I)(a+I) in A/I.

n,<=": Ist I nicht maximal, so gibt es ein Ideal J mit I C J C A. Sei a € J.
Gibe esb+ 1 € A/I mit 1 = ab (mod I), so wire 1 € I + Aa C J. Also wiire
A = Al C J. Widerspruch. O

Um zu zeigen, dass es in jedem Ring ein maximales Ideal gibt, benotigen wir das
Zornsche Lemma.

Lemma 4.1.18 (Zornsches Lemma). Sei M nichtleer und < eine Halbordnung auf
M. Besitzt jede total geordnete Teilmenge N' C M eine obere Schranke in M, also
eina € M mitb < a fir alle b € N, so besitzt M mindestens ein mazimales
Element m. (m ist mazimales Element von M, falls m € M gilt und aus m < a,
a € M stets a =m folgt.)

Beweis. Vorlesung iiber Mengenlehre. O

Wir zeigen damit zunéchst als Nachtrag, dass jeder Vektorraum eine Basis be-
sitzt.

Theorem 4.1.19. Sei V ein K-Vektorraum. Dann besitzt V' eine Basis.
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Beweis. Wir wollen das Zornsche Lemma benutzen und zeigen, dass V' eine maxima-
le linear unabhéngige Teilmenge besitzt. Sei M die Menge aller linear unabhéngigen
Teilmengen von V. Dann ist ) € M, die Menge also nicht leer. Als Halbordnung
auf M verwenden wir die Mengeninklusion C. Sei N' C M eine total geordnete

Teilmenge von M. Definiere S := |J N. Dann ist S eine Teilmenge von V. Wir
NeN
wollen zeigen, dass S eine obere Schranke fiir A/ ist. N C S fiir beliebiges N € N ist

nach Definition klar. Also miissen wir noch nachweisen, dass S linear unabhéngig
ist. Seien dazu n € N und ay,...,a, € S beliebig. Dann gibt es Ny,..., N, € N
mit a; € N; fiir i = 1,...,n. Da N total geordnet ist finden wir induktiv ein g
mit N; C N;, fiir i = 1,...,n. Also gilt a41,...,a, € N,,. Daraus lédsst sich we-
gen der linearen Unabhéngigkeit von V;, die Null nur auf triviale Art und Weise
linear kombinieren. Also ist S linear unabhéngig. Aufgrund des Zornschen Lemmas
existiert nun ein maximales Element B € M. Dies ist auch eine maximale linear
unabhéngige Teilmenge von V. (]

Theorem 4.1.20. Sei A ein Ring und I C A ein Ideal. Dann gibt es ein mazimales
Ideal J mit I C J C A.

Beweis. Wir wollen das Zornsche Lemma benutzen. Sei M die Menge aller Ideale
in A, die I enthalten und ungleich A sind. Dann ist I € M und somit gilt M #
(. Auf M verwenden wir C als partielle Ordnung. Sei N' C M eine beliebige
total geordnete Teilmenge. Wir wollen zeigen, dass N eine obere Schranke besitzt.

Definiere dazu S := |J N. Dann gilt nach Definition N C S fiir alle N € N.
NeN
I C S ist ebenfalls klar. Weiterhin ist S ein Ideal: Je endlich viele Elemente a; € S

liegen in einem gemeinsamen N € N, da N total geordnet ist. Damit rechnet man
direkt nach, dass S ein Ideal ist.

Wir miissen ausschlieflen, dass bereits S = A gilt. Ware S = A, so erhalten wir
1 € S und damit 1 € N fiir ein N € N. Dies widerspricht aber der Definition von
M. Somit kénnen wir das Zornsche Lemma anwenden und erhalten ein maximales
Element J. J ist bereits ein maximales Ideal: Sei a € A\ J beliebig. Dann ist
J + (a) 2 J ein weiteres Ideal. Da J beziiglich der Halbordnung maximal ist, gilt
J 4+ (a) € M, also J + (a) = A. Damit ist J ein maximales Ideal. O

4.2. Teilbarkeit in Ringen. Wir wollen wieder stets kommutative Ringe mit Eins
betrachten.

Definition 4.2.1. Sei A ein kommutativer Ring mit Eins. Dann heifit A nulltei-
lerfrei (oder Integritétsring), wenn fiir a,b € A mit ab = 0 folgt, dass a = 0 oder
b =0 gilt.

Bemerkung 4.2.2.
(i) In einem nullteilerfreien Ring folgt aus ac = bc mit ¢ # 0, dass (a —b)c =0
und somit a = c ist.
(ii) Korper sind (als Ringe aufgefasst) nullteilerfrei, ebenso Teilringe nullteilerfrei-
er Ringe.
(iii) Sei A ein nullteilerfreier Ring. Dann ist auch der Polynomring A[t] nullteiler-
frei: Betrachte die jeweils hochsten von Null verschiedenen Koeffizienten.
(iv) Sein € N\{0}. Dann ist Z/nZ genau dann nullteilerfrei, wenn n eine Primzahl
ist.

Beweis. Wir zeigen nur die letzte Aussage:

»=="“: Seil Z/nZ nullteilerfrei. Wire n keine Primzahl, so giibe es k,l € N mit
k.l e {1,2,...,n — 1} und kl = n. Daraus folgt (k 4+ nZ)(l + nZ) = 0 4+ nZ. Dies
widerspricht der Annahme, dass Z/nZ nullteilerfrei ist.
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»<=": Sei n eine Primzahl. Gelte (k +nZ)(l+nZ) = 0+ nZ fir k, | € Z. Somit
gibt es ein r € Z mit kl = rn. Also folgt n|kl. Da n eine Primzahl ist folgt n|k oder
n|l. Also gilt k4+nZ = 04+nZ oder |+nZ = 0+nZ. Somit ist Z/nZ nullteilerfrei. O

Bemerkung 4.2.3. Sei A ein kommutativer Ring mit Eins. Dann ist A* := {a €
A:3b e A mit ab =1} eine abelsche Gruppe (Direktes Nachrechnen). Die Elemen-
te von A* heilen Einheiten.

Sei a € A*. Fiir das Element b € A mit ab = 1 schreiben wir b = a~!. Es gilt

a~! € A*. Das Element b € A ist eindeutig bestimmt: b= b (ab) = b.
Es gilt Z* = {£1}. Sei K ein Koérper. Dann ist (Kt])* = K* = K \ {0}.

Wir nehmen ab jetzt an, dass sémtliche betrachteten Ringe nicht nur kommutativ
sind und eine Eins enthalten sondern auch nullteilerfrei sind.

Definition 4.2.4. Sei A ein Ring (kommutativ, nullteilerfrei, mit Eins). Seien
a,be A

(i) Wir schreiben alb, d.h. a teilt b, falls es ein ¢ € A mit b = ac gibt. a heifit
dann ein Teiler von b.
(ii) Gilt alb und bla, so heifien a und b assoziiert: a ~ b.

Lemma 4.2.5. Sei A ein Ring (kommutativ, nullteilerfrei, mit Eins). Seien a, b, c,
a',b € A. Dann gelten:
(1) alb <= (b) C (a)
(i) Gilt alb und d'|b’, so gilt auch aa’|bb’.
(i1i) Fir c#0 sind alb und aclbc dquivalent.
(iv) Gelten alb und alc, so folgt a|(b+ c).
(v) Die Aussagen a ~ b, (a) = (b) und die FExistenz eines u € A* mit b = au sind
dquivalent

Beweis.
(i) ,=*“: Gelte alb, also ist b = ac fiir ein ¢ € A. Daraus folgt (b) = {db: d €
A} ={(dc)a: d € A} C {fa: f € A} = (a).
»<=": Aus (b) C (a) folgt insbesondere, dass es ein ¢ € A mit ca = b gibt.
Somit folgt alb.
(ii) Klar.
(iii) ,,==*“: Ist Klar.
»<=%“: Gelte ac|bc. Somit gibt es ein d € A mit acd = be oder (ad—b)c = 0.
Da A nullteilerfrei ist folgt ad = b und somit alb.
(iv) Klar.
(v) Nach (i) sind die ersten beiden Aussagen dquivalent.
»=—="“: Ist a = 0, so folgt aus a|b bereits b = 0 und die Aussage ist trivial.
Sei also ohne Einschrankung a # 0. Gelte a ~ b. Nach Definition gibt es somit
¢,d € Amit a = bc und b = ad. Wir erhalten a = bc = acd. Wegen a # 0 folgt
cd = 1. Somit sind ¢ und d Einheiten.
,<=": Klar. O

Definition 4.2.6. Sei A ein Ring. Dann heifit a € A irreduzibel (unzerlegbar),
falls a ¢ A* U {0} gilt und aus a = be, b,c € A, bereits b € A* oder ¢ € A* folgt.
Ist a € A\ (A* U {0}) nicht irreduzibel, so heiit a reduzibel.

Bemerkung 4.2.7.
(i) Ein Element a ¢ A* U{0} ist genau dann irreduzibel, wenn jeder Teiler von a
zu 1 oder a assoziiert ist. Wir sagen auch, dass a keine echten Teiler besitzt.
(ii) In A = Z sind die irreduziblen Elemente genau {£p: p ist Primzahl}.
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(iii) Sei K ein Korper. Dann ist f € K[t] genau dann irreduzibel, wenn deg f > 1

gilt und f keinen Teiler g € K[t] mit 1 < degg < deg f besitzt.
Polynome vom Grad eins sind also stets irreduzibel.

(iv) Ist insbesondere K = C, so sind genau die affin linearen Polynome irredu-
zibel. Dies folgt aus dem Fundamentalsatz der Algebra (jedes nichtkonstan-
te komplexe Polynom besitzt eine Nullstelle), vergleiche eine Vorlesung iiber
Funktionentheorie.

(v) Ist K = R, so sind auch die zu f = t* + at + b mit a® — 4b < 0 assoziierten
Polynome irreduzibel.

Beweis. ,—*“: Sei f wie angegeben. Ist deg f = 1, so ist klar, dass f irre-
duzibel ist. Ist deg f = 2, leiten wir mit quadratischer Ergénzung zwei Null-
stellen her (Mitternachtsformel): Wir betrachten zunichst f vermége R € C

als komplexes Polynom. Schreibe 2 4+ at +b = 0 als (t + %)2 — % +b=0

2
und weiter als (t + %)2 = — <b — 2) Wir erhalten t 4 § = iiﬂ oder

———
>0

t=—5+iy/b— %. Man tiberpriift direkt, dass dies Nullstellen sind. Wegen
der Polynomdivision (demnichst) wissen wir, dass ein Polynom n-ten Grades
maximal n Nullstellen besitzen kann. Somit besitzt f keine reellen Nullstellen.
Wegen deg f = 2 ist f damit irreduzibel.

,<=%: Sei f € R[t] mit deg f > 1 irreduzibel. Vermoge R C C koénnen
wir f als komplexes Polynom auffassen. Dann zerféllt f iiber C in Linearfak-
toren, d.h. f ist ein Produkt affin linearer Funktionen vom Grad eins. Jede
dieser affin linearen Funktionen besitzt genau eine Nullstelle. Ist eine dieser
Nullstellen reell, so sind wir fertig. Sei ¢ eine Nullstelle. Dann ist auch ¢ eine
Nullstelle, denn es gilt

f@)=c +ac+b=c2+ac+b=0=0.
Nun ist (t —c)(t —¢) = t? — (c+ )t — c¢ ein reelles Polynom, das f teilt. Somit
ist deg f > 3 fiir ein irreduzibles Polynom ausgeschlossen. Mit quadratischer
Ergiinzung wie oben sehen wir, dass ein Polynom zweiten Grades mit a?—4b >

0 reduzibel ist. Man erhalt direkt die Nullstellen t = —% & /%> —b. O

(vi) In Z koénnen wir eine Nicht-Primzahl als Produkt von zwei Nicht-Einheiten
schreiben. Ist eine dieser Zahlen noch keine Primzahl, so kénnen wir sie wieder-
um als Produkt von zwei Nicht-Einheiten schreiben. Beispiel: 12 = 2.6 = 2-2.3.
Nach endlich vielen Schritten bricht dies ab, da jeder der Faktoren einer Zahl
einen kleineren Betrag als das Produkt besitzt. In allgemeinen Ringen braucht
solch ein Vorgehen nicht abzubrechen, jedoch in Hauptidealringen (Definiti-
on folgt nach). In Hauptidealringen wird némlich jede aufsteigende Idealkette
stationér, vergleiche den Beweis von Theorem 4.2.14.

Definition 4.2.8. Sei A ein Ring (kommutativ, nullteilerfrei, mit Eins). Dann heift
A Hauptidealring, falls jedes Ideal in A ein Hauptideal ist.

Bemerkung 4.2.9.
(i) In einem Korper gibt es nur Hauptideale, ndmlich (0) und (1).
(ii) Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring (Definition und Beweis folgen).
Somit sind Z und K[t], K ein Korper, Hauptidealringe.
Definition 4.2.10. Sei A ein Hauptidealring. Seien aq,...,a, € A. Da A ein
Hauptidealring ist, gibt es somit b, ¢ € A mit

(a1,...,a,) = (b) sowie (a1)N...N(ap) = (c).
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Wir nennen b einen gréfiten gemeinsamen Teiler von ay, . .., an, b = ggT (a1, ..., an),
und c ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von ay, ..., a,, ¢ =kgV(ay,...,an).

Lemma 4.2.11. Sie A ein Hauptidealring. Seien ai,...,an,b,c € A. Gelte b =
geT(ay,...,an,) sowie c =kgV(ay,...,a,). Dann gelten
(i) bla; fir allei=1,...,n.
(ii) Ist b € A und gilt b'|a; fir allei=1,...,n, so folgt V'|b.
(iii) a;|c fir allei=1,...,n.
(iv) Ist ¢ € A und gilt a;|c’ fiir allei=1,...,n, so folgt c|c.

Beweis.
(i) Es gilt (ai) C (a1,...,an) = (b) fir alle ¢+ = 1,...,n. Also folgt bla; fiir
1=1,.
(i) Gilt b |a“ i=1,...,n, s0 folgt (a;) C (V') fiir ¢ = 1,...,n und daher auch
(a1,...,an) C (b’) Wegen b) = (a1, an) C (V) erhalten wir V'|b.
(iii) Nach Deﬁn1t1on des kgV folgt (¢) C (a ) also auch q;lc fiir alle i = 1,...,n.
(iv) Gelte a;|c fir alle ¢ = 1,...,n. Dann gilt (¢/) C (a;) fiir allei =1,...,n. Es
folgt (¢’) C (a1) N. ( ) = (c) Also gilt c|c. O

Bemerkung 4.2.12.

(i) Das Lemma rechtfertigt die Bezeichnungen ,,grofiter gemeinsamer Teiler* bzw.
»kleinstes gemeinsames Vielfaches*.
(ii) Beachte, dass ggT und kgV nur bis auf Einheiten bestimmt sind. Um dies zu
betonen schreiben wir auch ggT ~ .. ..
(iii) Ist A kein Hauptidealring, so brauchen ggT oder kgV nicht zu existieren.

Als Vorbereitung fiir die Zerlegung in irreduzible Elemente zeigen wir

Lemma 4.2.13. Sei A ein Hauptidealring und p € A irreduzibel. Seien ay,...,a, €
A und gelte play - ... a,. Dann gibt es ein i € {1,...,n} mit p|a;.

Beweis. Wir zeigen die Aussage nur fiir den Fall n = 2, also p|ab. Der allgemeine
Fall folgt dann per Induktion. Wir unterscheiden zwei Falle:

(i) Gilt (a,p) = A = (1), so gibt es r,s € A mit ra + sp = 1. Wir multiplizieren
diese Gleichung mit b und erhalten rab + bsp = b. Da p die unterstrichenen
Terme teilt folgt auch plb.

(ii) Gelte nun (a,p) # (1). Da A ein Hauptidealring ist, gibt es ein ¢ € A mit
(a,p) = (c). Wegen (¢) # (1) ist ¢ keine Einheit. Nach Definition ist ¢ =
geT(a,p). Also folgt ¢|p. Da p irreduzibel ist, erhalten wir ¢ ~ p. Aus c|a folgt
also auch pla. O

Theorem 4.2.14. Sei A ein Hauptidealring. Sei a € A\ (A* U{0}). Dann gibt es
n € N und irreduzible Elemente pq,...,p, € A mit

a=p1-... Dn.

Bis auf die Anordnung und die Wahl anderer assoziierter irreduzibler Elemente sind
die Faktoren eindeutig bestimmt.

Beweis. Existenz: Wir behaupten, dass sich jedes Element a € A\ (A* U {0}) als
ein endliches Produkt von irreduziblen Elementen schreiben lédsst. Widerspruchsbe-
weis: Angenommen, a wire ein Gegenbeispiel. Dann ist a selbst nicht irreduzibel,
besitzt also eine Darstellung a = a; - @} mit a;,a] € A\ A*. Nach Annahme lésst
sich mindestens einer der beiden Faktoren nicht als endliches Produkt von irredu-
ziblen Elementen schreiben, ohne Einschrinkung a;. Wir kénnen daher a1 = as - a),
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mit ag,ah € A\ A* schreiben. Nach Annahme l4sst sich mindestens einer der bei-
den Faktoren wiederum nicht als endliches Produkt von irreduziblen Elementen
schreiben, ohne Einschréinkung as. Induktiv erhalten wir somit eine Folge

a=ag,ai,ds,... € A

mit der Eigenschaft a;y1]a; fiir alle i € N aber a; % a;41. Dies kénnen wir auch als
Idealkette
(a0) & (a1) & (a2) & ...
schreiben. Wir definieren I := |J (a;). Da die Vereinigung einer Folge von aufstei-
i€N

genden Idealen wieder ein Ideal ist (leicht nachzurechnen), ist I ein Ideal. Nun ist
A ein Hauptidealring, also I = (b) fiir ein b € A. Nach Definition von I gibt es ein
io mit b € (a;,). Wir erhalten

(b) C (aiy) E (@ig+1) C (D).

Widerspruch.
Eindeutigkeit: Gelte a = p; - ... p, = q1 - ... gs mit r,s € N. Es folgt
Preee Pr~qre... qs. Es gilt p.lgi - ... gs. Nach Lemma 4.2.13 teilt p, einen der

Faktoren auf der rechten Seite, ohne Einschrinkung ¢s. Da ¢, selbst irreduzibel ist,
folgt p, ~ gs. Schreiben wir die Relation ~ als Gleichheit mit Hilfe einer zusétzlichen
Einheit, so kénnen wir kiirzen und erhalten p;-...-p,—1 ~ q1-...-gs—1. Nach endlich
vielen Schritten sind die Faktoren auf einer Seite aufgebraucht und wir erhalten
beispielsweise 1 ~ ¢y - ... gs—. Fiir s # r erhalten wir einen Widerspruch, da ein
irreduzibles Element keine Einheit sein kann, fiir r = s folgt die Behauptung. 0O

Definition 4.2.15. Sei A ein Hauptidealring. P C A heifit ein Vertretersystem der
irreduziblen Elemente von A, wenn P aus jeder Aquivalenzklasse dieser Elemente
unter der Aquivalenzrelation ~ genau ein Element enthélt.

Beispiele 4.2.16.

(i) Ist A = Z, so sind die Primzahlen ein solches Vertretersystem irreduzibler
Elemente in A.

(ii) Ist A = KJt], K ein Koérper, so wihlen wir unter den jeweils assoziierten
Polynomen das normierte aus, d.h. das mit fithrendem Koeffizienten Eins
(den Nachweis, dass K[t] ein Hauptidealring ist, liefern wir noch nach). Dies
ist ein solches Vertretersystem irreduzibler Elemente in K[t].

Aus Theorem 4.2.14 erhalten wir

Korollar 4.2.17. Sei A ein Hauptidealring und P ein Vertretersystem der irredu-
ziblen Elemente in A. Sei f € A\ {0}. Dann gibt es u € A* und v,(f) e N, pe P,
wobei fast alle v,(f) verschwinden, so dass

f:u. Hpvp(f)

peP
gilt.

Korollar 4.2.18. Sei A ein Hauptidealring und seien a,b € A\ {0}. Sei P ein
Vertretersystem der irreduziblen Elemente von A. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) alb

(i) vp(a) < vy(b) fiir allep € P.

Beweis. ,(ii

) = (1)“: Klar.
»() = ()"

. Gelte alb, also ¢ - ug - [ p*»@ = uy - [ p*r® fiir ein ¢ € A.
peP peEP
Gelte vp(a) > 1. Dann teilt p die linke Seite und daher auch die rechte Seite. Da ein
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irreduzibles Element kein nicht assoziiertes irreduzibles Element teilen kann folgt
vp(b) > 1. Wir teilen nun beide Seiten durch p. Per Induktion nach v,(a) folgt
daraus die Behauptung. (|

Aus der Darstellung in Korollar 4.2.17 kénnen wir auch ggT und kgV ablesen:
Korollar 4.2.19. Sei A ein Hauptidealring. Seien a,b € A\ {0}. Dann gelten

ggT(a b le’nln{’Up(a) w0} gowie kgV a, b Hpmax{vp(a) wp(b)}
peP pEP

Korollar 4.2.20. Sei A ein Hauptidealring und p € A\ {0}. Dann sind die folgen-
den Aussagen dquivalent:

(i) p ist irreduzibel.
(i) (p) ist ein mazimales Ideal von A.
(iii) A/(p) ist ein Kirper.

Beweis. Nach Theorem 4.1.17 miissen wir nur noch die Aquivalenz von (i) und (ii)
zeigen.

»(1) = (ii)“: Da p irreduzibel ist gilt (p) # (1). Wére (p) nicht maximal, so
gibe es ein b € A (da A ein Hauptidealring ist) mit (p) C (b) € (1). Daher gilt b|p
und p ¢ b. Dies widerspricht der Irreduzibilitit von p.

»(il) = (i)“: Wire p reduzibel, so gébe es Nicht-Einheiten a,b € A mit p = ab.
Somit wire (p) € (a) € (1). Dies widerspricht aber der Maximalitit von (p). O

= =

4.3. Euklidische Ringe. Euklidische Ringe verallgemeinern die (vermutlich be-
reits aus der Schule bekannte) Division mit Rest fiir Z und K.

Definition 4.3.1. Sei A ein kommutativer nullteilerfreier Ring mit Eins. Eine
euklidische Wertefunktion (Gradfunktion) auf A ist eine Abbildungen §: A\ {0} —
N mit der folgenden Eigenschaft: Seien a € A, b € A\ {0}. Dann gibt es ¢, € A
mit @ = gb+ r und (r = 0 oder §(r) < §(b)). Wir nennen dies Division mit Rest
und 7 den Rest.

Ein kommutativer nullteilerfreier Ring mit Eins und einer euklidischen Werte-
funktion heifit euklidischer Ring.

Bemerkung 4.3.2.

(i) Auf A = Z definiert §(a) = |a|, a # 0, eine Gradfunktion. Beispiel fiir eine
Division mit Rest ist im Falle a = 13 und b = 7 die Gleichheit 13 =1-746 =
2-7—1, g und r sind also im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.

(ii) Ist K ein Korper, so ist A = K[t] ein euklidischer Ring mit Gradfunktion
5(f) = deg(f) fiir f # 0.

Beweis: Um a = gb + r mit den gewiinschten Eigenschaften zu erzielen sei
ohne Einschriankung dega > degb. Wir subtrahieren ein Vielfaches von b von
a, so dass der Grad strikt abnimmt. Nach endlich vielen Schritten erhalten
wir damit das gewiinschte Ergebnis.

Beispiel: In Fy[t] wollen wir t* + #3 + 1 mit Rest durch t? + 1 dividieren.
Wir erhalten

1) = (P 1) ="+ 1+ =+ 87 41,
B+ +1)—t- P+ )=+ + 1+ +t =+t +1,
E+t+1)—1- (P +1)="+t+1+2+1=t¢,

also

'+ +1) = (P +t+1)- (B +1) +t.
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Im Fall A = K[t] sind ¢, r eindeutig bestimmt: Gelte a = pb+ ¢ = sb+ r wie
in der Division mit Rest gefordert. Gelte dega > degb. Sonst ist aus Grad-
griinden p = s = 0. Nun ergibt sich der fithrende Koeffizient von a als Produkt
der fiihrenden Koeffizienten von pb und sb. Somit stimmen die fithrenden Ko-
effizienten von p und s und die Grade iiberein. Seien diese fithrenden Terme
durch ctF gegeben. Wir subtrahieren iiberall ¢t* -b. Somit haben wir den Grad
von a um Eins erniedrigt. Die Behauptung folgt nun per Induktion.
(iii) Z[i] mit i2 = —1 ist ein euklidischer Ring (Ubung).

Theorem 4.3.3. Sei (A, ) ein euklidischer Ring. Dann ist A ein Hauptidealring.

Beweis. Sei I C A ein beliebiges Ideal von A. Gelte ohne Einschrinkung A # (0).

Da § Werte in N annimmt, gibt es ein a € I mit §(a) = 11{15(1)1} 0. Wir behaupten, dass
(a) = I gilt. Sei b € I beliebig, so erhalten wir nach Division mit Rest b = ca + r
fir c€e Aund r € A mit r = 0 oder §(r) < d(a). Wegen a,b € I folgt r € I. Ist

r = 0, so sind wir fertig. Sonst ist d(r) < d(a) was aber wegen 6(a) = mIin5 nicht
sein kann. Es gilt also b = ca. Da b beliebig war erhalten wir I = (a). O
Daraus folgen die bereits angekiindigten Beispiele fiir Hauptidealringe.
Korollar 4.3.4. Z und K[t], K ein Kérper, sind Hauptidealringe.
Aus Korollar 4.2.17 erhalten wir damit die folgenden beiden Resultate.

Theorem 4.3.5. Sein € N\ {0,1}. Dann ldsst sich n als Produkt von Primzahlen
darstellen. Die Darstellung ist bis auf die Reihenfolge eindeutig.

Theorem 4.3.6. Sei K ein Kérper. Sei f € K[t]\ {0}. Dann gibt es eine Darstel-
lung f=c- f1-...- fr, wobei c € K* ist und f; normierte irreduzible Polynome in
K|t] sind. Bis auf die Reihenfolge ist diese Darstellung eindeutig.

Euklidischer Algorithmus 4.3.7. Sei A ein euklidischer Ring. Seien a,b € A mit
b # 0. Dann konnen wir iterativ wie folgt eine Division mit Rest durchfiihren:

a=qob+r1, d(r1) <4(b), r1 #0,
b=qir1 + 72, 5(7’2) <§(T1), 9 7507

Ty =qaT2 + 13, d(rs) <o(ra), r3 #0,

Ti = Qit1Tit1 + Tit2, 8(rita) <O(rit1), Tit2 #0,
Tm—2 =qm-1"m—1 1 Tm, 6(7"m) <6(rm—1)7 T'm 7&07

Tm—1 =qmTm + 0.

Da i — 6(r;) strikt monoton fallend ist, bricht diese iterierte Division mit Rest
nach endlich vielen Schritten ab.

Theorem 4.3.8. Mit den Bezeichnungen aus dem euklidischen Algorithmus gilt
(a,b) = (rm), also Ty, ~ ggT(a,b).
Beweis. Von oben beginnend erhalten wir induktiv r1 € (a,b), 72 € (a,b), ...,
Tm € (a,b). Somit gilt (r,,) C (a,d).

Von unten beginnend erhalten wir induktiv r,,—1 € (7)), Tm—2 € (Fm), "'m—3 €
(rm), ..., 11 € (), b € (ry) und a € (ry,). Wir erhalten (a,b) C (7). Die
Behauptung folgt. O

Bemerkung 4.3.9.
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(i) Wir kénnen den euklidischen Algorithmus auch verwenden um den gréfiten
gemeinsamen Teiler d = ggT(a,b) als d = ra+sb darzustellen. Dazu setzen wir
iterativ die drittletzte, viertletzte, ..., zweite, erste Gleichung in die vorletzte
Gleichung ein.

(ii) Beispiel: In Z wollen wir ggT(91,17) bestimmen und als Linearkombination
von 91 und 17 darstellen. Es gilt

91 =5-17+6,
17=3-6-1,
6=(=6)-(-1).
Durch Einsetzen erhalten wir von unten her
—-1=17-3-6=17-3-(91—-5-17)=-3-91+4+16-17
oder 1 =3-91-16-17.
(iii) Seinun A=TFyft], f=t"+t0 +t* + 3+t +t+1, g =t + 1. Wir erhalten
A L At = (A S o) I (AN D S S e
B+l=0t+1)- (B+t+1)+0
und damit
geT(f,9) =t’+t+1=[f+ (t4+t3)g.
(iv) Will man ggT(aq,az,as) bestimmen und ihn aus den a;’s linear kombinieren,
so benutzt man
(ala as, a3) = ((a17 a2>7 CL3)
und wendet den euklidischen Algorithmus mehrfach an. Dies funktioniert ana-
log auch fiir mehr als drei Faktoren.

Bemerkung 4.3.10 (Simultane Kongruenzen). Beschreibung des Problems: Sei A
ein Ring (kommutativ, nullteilerfrei und mit Eins) und seien Iy, ..., I, Ideale von
A. Seien ay,...,a, € A gegeben. Wir wollen das System

r=a (HlOdIl)7
T =ay (mod I5),
T =a, (mod I,)

auf Losbarkeit untersuchen. Dies lisst sich wie folgt umformulieren: Definiere
pr A=A/ x ... x A/L,,

Die simultane Losbarkeit der obigen Kongruenzen ist dquivalent zu (a1 +11,. .., a,+
I,) € imp. Es gilt kerp = I N...NI,. Gibt es iiberhaupt eine Losung xg € A, so
ist eine beliebige Losung aus xy + ker ¢.

Bevor wir die simultanen Kongruenzen in Bemerkung 4.3.10 16sen kénnen benéoti-
gen wir

Proposition 4.3.11. Sei A ein Ring (kommutativ, nullteilerfrei und mit Eins).
Seien I,Jy,...,J. Ideale von A. Gilt I + J; = A fiir allei = 1,...,r, so folgt

I+Ji-...-J.= A und insbesondere I + J, N ...NJ, = A.
Beweis. Nach Voraussetzung gibt es u; € I und v; € J; mit u; +v; = 1 fiir
i=1,...,r. Wir multiplizieren diese Gleichungen und erhalten

= +v) oo (Uptuv)€vy-oo v+ 1.
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Alle weiteren Summanden beim Ausmultiplizieren enthalten mindestens einen Fak-
tor u; € I und konnen daher wie angegeben zusammengefasst werden. Es folgt
ledy ... J.+ 1

Bei der Definition des Idealproduktes haben wir bereits bemerkt, dass fiir Ideale
K, Lstets KL C KNL gilt. Da wir sowohl beim Idealprodukt als auch beim Schnitt

beliebig klammern diirfen folgt die letzte Behauptung per Induktion. (]
Theorem 4.3.12 (Chinesischer Restsatz). Sei A ein Ring (kommutativ, nulltei-
lerfrei und mit Eins). Seien I, ..., I, paarweise relativ prime Ideale von A. Dann
181

pr A=A/ x ... x A/,
o@)=@+nL,...,2+1,)

surjektiv. Fir beliebige ay,...,a, € A gibt es also eine simultane Losung der Kon-
gruenzen in Bemerkung 4.53.10.

Beweis. Sei zunéchst n = 2. Seien ay,as € A beliebig vorgegeben. Wir suchen nun
x € Amit x = a; (modI;) fir ¢ = 1,2. Nach Voraussetzung gibt es by € I; und
by € Io mit by + by = 1. Setze x := a1bs + agby. Da by € I ist folgt = a1b =
a1(b2 +b1) = a1 (mod Ih). Ebenso erhalten wir = as (mod I3).

Fiir n > 2 fithren wir den Beweis per Induktion. Seien ay,...,a, € A beliebig.
Nach Induktionsannahme diirfen wir annehmen, dass wir n—1 Kongruenzen bereits
simultan 15sen kénnen, dass also ein y € A mit y = a; (mod ;) fir i = 2,...,n
existiert. Nach Proposition 4.3.11 diirfen wir den Fall n = 2 auf die Ideale I; und
I, N...N I, anwenden. Somit gibt es ein © € A mit © = a; (modl;) und z =y
(mod IrN...N1I,). Daraus folgt © =y = a; (mod I;) fiir i = 2,...,n und damit die
Behauptung. O

Korollar 4.3.13. Sei A ein Ring (kommutativ, nullteilerfrei und mit Fins). Seien
Iy,..., I, paarweise teilerfremde Ideale von A. Dann ist die Abbildung

A/(Ln...N1L,) = (A/L) x ... x (A/L,)
mit
a+Ln..NI,—(a+1,...,a+1,)
ewn Ringisomorphismus.

Beweis. Aufgrund des chinesischen Restsatzes ist die Abbildung surjektiv. Nach
Herausdividieren des Kernes erhalten wir aufgrund des Homomorphiesatzes einen
Isomorphismus. (]

Bemerkung 4.3.14 (Konstruktive Losung). Sei A ein euklidischer Ring. Seien

a;,b; € A, i =1,...,n, und seien die Ideale (b;) paarweise relativ prim. Wir wollen
die simultanen Kongruenzen
(4.1) r=aqa; (modb;) firi=1,....,n

losen. Definiere
Ci::b1'~-~'bi—1'bi+1'--~'bn, ZZI,,H

Nach Proposition 4.3.11 gilt I, + 1y -...-I;—1 - Ij41-...- I, = A Wegen Iy -...- [;_1-
Ii+1 P In = (b1 et bi—l . bi+1 LIPS bn) = (Cl) fOlgt also (bi, Ci) = A. Somit glbt
es u;,v; € A, die man mit dem euklidischen Algorithmus bestimmen kann, so dass
ub; +v;c; =1 fiir i = 1,..., n gilt. Insbesondere folgt fiir ¢ # j nach Definition von
¢

c¢v; =1 (modb;)) und ¢v; =0 (modby).
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Somit ist
n
To = E a;C;U;
=1

eine Losung der simultanen Kongruenzen (4.1).

Nach Voraussetzung sind die Ideale (b;) paarweise relativ prim zueinander. Somit
ist ggT(b;,b;) ~ 1 fiir i # j, nach Wahl eines Vertretersystems von irreduziblen
Elementen von A taucht also kein irreduzibler Faktor in der Produktdarstellung
wie in Korollar 4.2.17 fiir ¢ # j sowohl bei b; als auch bei b; auf: vy(b;) - v,(b;) =0
fiir alle Vertreter p und alle ¢ # j. Somit ist der Kern der zu den simultanen
Kongruenzen (4.1) gehérigen Abbildung durch (b1 - . ..-b,) gegeben. Eine beliebige
Losung von (4.1) liegt also in der Menge xg + (b1 - ... - by).

Beispiel 4.3.15. Sei A = Z. Wir hatten bereits gesehen, dass ggT(91,17) = 1
und 1 = 3-91 — 16 - 17 gelten. Seien a,b € Z beliebig. Wir wollen die simultanen
Kongruenzen

a (mod91),

x
x=b (modl17)

16sen. Da wir nur zwei Kongruenzen haben, brauchen wir die ¢;’s nicht extra zu
berechnen. Aus der Linearkombination der Eins folgt

3:91=1 (mod17), —16-17=1 (mod9l),
3:91=0 (mod9l), —16-17=0 (mod17).

Daraus lesen wir direkt ab, dassx € b-3-91—a-16-174+17-91Z = —a-272+5b-
273 + 1547 Z die allgemeine Losung ist.

4.4. Elementarteilersatz fiir Matrizen.

Bemerkung 4.4.1. Sei A ein Hauptidealring. Seien aé- € A sowie u' € A fiir
i=1,...,m, 5 =1,...,n. Betrachte das lineare Gleichungssystem

n

o I B
g a;x’ =u', i=1,...,m.
Jj=1

Wir suchen Losungen z = (xj ) aller m Gleichungen mit 27 € 4, 1 < j < n.

1<i<n
Im Spezialfall m = 1 haben wir die Gleichung > ajz? = u. Hier haben wir eine
j=1
genaue Bedingung fiir die Losbarkeit: Gilt ggT(aq, ..., a,)|u, so ist die Gleichung
losbar.

Bewets.

»=—": Gelte ggT(aq,...,a,)lu. Dann stellen wir den groéfiten gemeinsamen Teiler
(z. B. mit Hilfe des euklidischen Algorithmusses) als Linearkombination der a;, ¢ =
1,...,n, dar. Nach Multiplikation ¢, so dass ¢ -ggT(ay,...,a,) = u gilt erhalten
wir die gesuchte Losung.

,<="%“: Da A ein Hauptidealring ist, konnen wir jedes Element als Produkt einer
Einheit mit irreduziblen Elementen darstellen. Gilt ggT(ay,...,ay) { u, so enthilt
ggT(ay,...,ay) einen irreduziblen Faktor zu einer Potenz, der nur zu einer strikt
kleineren Potenz in w auftaucht. Daher kénnen wir die Gleichung nicht l6sen. O

Wie bei linearen Gleichungssystemen iiber Kérpern schreiben wir auch linea-

. . . . . . - . o j
re Gleichungssysteme iiber Ringen in Matrixform: Tz = u mit T = (ai) <im?

1<i<n

t e A u = (uj) ._ . Dabei verwenden wir dieselbe
’ 1<j<m

a’g € A’ T = (mi)lgign’
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Matrixmultiplikation wie fiir Matrizen iiber Korpern und schreiben T' € A™*™ =
Mysn(A), z € A™ ue A™.

Bemerkung 4.4.2 (Erinnerung). Sei A ein Ring, T' = (af) € A™*™, De-
1<i,j<n

finiere b := (—1)i*7 - det A und B = (b}

J)1§i,j§n7 wobei <AZ) die Matrix

1<i,j<n

ist, die man aus (af) ~erhélt, wenn man die j-te Zeile und die i-te Spalte streicht.
K3

Dann gilt (Folgerung aus dem Entwicklungssatz von Laplace)
T-B=detT-1.

Der Beweis funktioniert genauso wie iiber Korpern. Schreibweise: B = T%% oder
B = T*. Somit ist eine Matrix T' € A™*" genau dann invertierbar, wenn det 7' € A*
gilt.

Bewets.
,==*: Sei T invertierbar. Dann gibt es eine Matrix C' € A™*" mit T'C' = 1. Somit
gilt det T - det C = 1. Also ist det T € A*.

<= Sei umgekehrt det T' € A*. Dann besitzt det T ein Inverses in A und wir
definieren mit B wie oben C := (detT)~! - B. Die Folgerung aus dem Entwick-
lungssatz von Laplace liefert, dass C' die Inverse zu T ist. (]

Aufgrund des Determinantenmultiplikationssatzes bilden die invertierbaren Ma-
trizen in A™*" eine Gruppe.

Bemerkung 4.4.3 (Elementare Umformungen). Sei A ein Ring. Sei T' € A™*".
Betrachte die folgenden elementaren Umformungen fiir 7"
(i) Addiere a-mal die j-te Zeile zur i-ten Zeile, i # j, a € A.
(ii) Vertausche die Zeilen ¢ und j, ¢ # j.
(iii) Addiere a-mal die [-te Spalte zur k-ten Spalte, k # 1, a € A.
(iv) Vertausche die Spalten k und [, k # L.

Genauso wie bei Matrizen iiber Koérpern kénnen wir diese elementaren Umformun-
gen wie folgt mit Hilfe von Matrizen darstellen:

(2) T +— 1_[1']'117

(3) T+ T(II. -+ aEkl),

(4) T +— THkl,
wobei A"*" 3> Ey; = (af)Kk 1<, it af = 655” (eine Matrix mit nur einer Eins in
Zeile ¢ und Spalte j, sonst Nullen) und A™*" 3 1I,; = (af)Kk J<y, it

1, firk,le{i,j}und k #1,
ay =40, firk,le{i,j} und k=1,
§F, sonst.

(eine Diagonalmatrix, bei der die Eintriige mit k,l € {7,7} jedoch zu ({3) ab-

gedndert sind) gelten. Fiir Matrizen auf der linken Seite verwenden wir dieselben
Definitionen, erlauben jedoch Indices bis m.

Theorem 4.4.4 (Elementarteilersatz).
Sei A ein euklidischer Ring. Sei T € A™*™. Dann gibt es endlich viele elementare
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Umformungen, die T in die Blockgestalt

mit 0 < r < min{m,n} und d; € A sowie dy|dsz|...|d, mit d; # 0 bringen.
Sei T = (af) Ist T # 0, so gilt

1<j<m °
1<i<n

dlwggT({af:lgjgm,lgign})EggT(T).

Beweis. Dies folgt per Induktion unmittelbar aus den folgenden beiden Aussagen:

(i) ggT(T) dndert sich nicht, wenn wir elementare Zeilen- und Spaltenumformun-
gen auf T" anwenden.
(ii) Durch elementare Umformungen kénnen wir T in die Gestalt

(& 7)

bringen, so dass d; ~ ggT(T) gilt und d; sémtliche Eintriige von T teilt.
Wir zeigen diese beiden Behauptungen separat:

(i) Seien U € A™*™ und V € A™ " invertierbar, also U € Gi,,(A) und V €
Gl,(A). Teilt ein a € A sdmtliche Eintrége in T, so auch in UT'V: Beim Be-
rechnen des Matrixproduktes UTV erhalten wir in jedem Eintrag eine Summe
von Produkten. In jedem dieser Produkte steht aber ein Eintrag aus 7. Al-
so gilt ggT(T)| ggT(UTV). Wenden wir dasselbe Argument mit U~! statt U
und V1 statt V an, so folgt ggT(T) ~ ggT(UTV). Insbesondere éndert sich
ggT(T) also nicht, wenn wir T' durch elementare Umformungen veréindern.

(ii) Sei § die Gradfunktion des euklidischen Ringes A. Durch Vertauschen von
Zeilen und Spalten konnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass ¢ (a%) =
min {§ (a;) : aé- #0,1<i<m,1<j<n} = §T) gilt. Wir argumentieren
per Induktion nach diesem Minimalwert §(7") und wollen 6(T") durch elemen-
tare Umformungen verkleinern.

Sei zunéichst & (a}) = 0. Damit ist jedes Element a € A ohne Rest durch
a} teilbar. Insbesondere kénnen wir also durch elementare Zeilenumformun-
gen erreichen, dass die Eintrige in der ersten Spalte (aufler ganz oben) Null
werden. Ebenso kénnen wir durch elementare Spaltenumformungen erreichen,
dass sdmtliche Eintréige der ersten Zeile (auler ganz links) Null werden.

Sei nun §(7T") > 1.

(a) Gilt ai tal fiir ein 4 > 2. Division mit Rest liefert

ai =qaj+r mitr#0und §(r) <6 (ay) = (7).

Subtrahieren wir g-mal die erste Zeile von der i-ten Zeile, so erhalten wir
eine Matrix T mit § (ai) < & (a}) = 8(T). Per Induktion sind wir damit
fertig.
Falls aber al|a} fiir alle i > 2 gilt, so kénnen wir durch elementare Zei-
lenumformungen in der ersten Spalte (auer ganz oben) lauter Nullen
erzeugen.

(b) Wie gerade eben wenden wir nun Spaltenumformungen an und erhalten
(aufler ganz links) lauter Nullen in der ersten Zeile.
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(c) Klar ist, dass fiir die neue Matrix ggT(T' )|a1 gilt, wobei wir wieder die
Bezeichnungen T' und a} verwenden. Ist aj o ggT(T), so gibt es ein
Element af, 2 < p, q, mlt at ¢ al. Addieren wir nun Spalte ¢ zur Spalte
1, so konnen wir mit dem ersten Schritt die Matrix mit elementaren
Umformungen so éndern, dass 6(7) strikt kleiner wird.

Der Beweis der zweiten Behauptung vereinfacht sich, wenn bereits irgendwo
in der Matrix ein Element steht, das ein grofiter gemeinsamer Teiler von T'
ist; ebenso wenn solch ein Element leicht durch elementare Zeilen- und Spalte-
numformungen erzeugt werden kann. Dann bringt man dieses nach links oben
und addiert Vielfache der ersten Zeile/Spalte, so dass in der ersten Zeile und
Spalte auler ganz links oben nur Nullen stehen. O

Bemerkung 4.4.5. DaT € A™*™ durch endlich viele elementare Umformungen in
die angegebene Gestalt gebracht werden kann gibt es U € Gl,,(A) und V € Gli,,,(A),
so dass UTV wie angegeben aussieht.

Bemerkung 4.4.6. Fiir den Beweis in dem Fall, dass A lediglich ein Hauptideal-
ring und kein euklidischer Ring ist siehe [3].

Definition 4.4.7. Die Elemente di,...,d, aus dem Elementarteilersatz heiflen
Elementarteiler von T

Beispiel 4.4.8. Sei nun A = Z. Wir wollen die Matrix
—-17 14 39
r= <—8 6 21)
in die Form aus dem Elementarteilersatz, also in Elementarteilerform, bringen.
Wir sind in der gliicklichen Lage, dass ggT(T") = 1 gilt und wir eine Linearkom-
bination aus den Elementen der ersten Spalte —17 + (—2) - (—8) = —1 leicht sehen.

Wir addieren also (—2)-mal die zweite Zeile mit Hilfe von ((1) _12) zur ersten und
Multiplizieren die gesamte Matrix mit —1.

-1 2 -17 14 39\ (1 -2 3
0 -1 -8 6 21/ \8 -6 -21/)°

Nun addieren wir die erste Spalte, multipliziert mit 2 bzw. (—3), zur zweiten und
dritten Spalte und erhalten

<—1 2)(—17 14 39) (1) f _03

0 -1)\-8 6 21){, 5 ;

(2o o) b %)
8 —6 —21 00 1 8 10 —45

Nun subtrahieren wir die erste Zeile (mit 8 multipliziert) von der zweiten. Der
Zwischenschritt in der zweiten Zeile dient nur dazu, die Transformationsmatrizen
auf der linken Seite von 7' zusammenzufassen.

O Ty [
0 0 1

A G 1
0 0

1
(1 O0\/1 0 0
“\-8 1)\8 10 -45
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(1 0 0
“\o 10 —45)"

Wegen ggT(10, —45) = 5 kombinieren wir die 5 nun, indem wir zunéchst die zweite
Spalte (mit 5 multipliziert) zur dritten addieren, dann die dritte Spalte von der
zweiten (mit 2 multipliziert) subtrahieren und schlielich die zweite und die dritte
Spalte vertauschen. Mit der Zwischenrechnung

1 2 -3 1 00 1 0 O 1 00
01 0 01 5 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 01 0 -2 1 0 1 0
1 2 -3 1 00 1 0 O
=10 1 0 01 5 0 0 1
0 0 1 0 01 01 -2
1 2 -3 1 0 O
=101 0 0 5 -9
0 0 1 0 1 -2
1 7 —-12
=10 5 -9
01 -2

erhalten wir

-1 2\ [-17 14 39 (1);1192
§ —17)\-8 6 21) |, |

(1 0 0
“\0 5 0/

Beachte, dass wir nicht behaupten, dass die invertierbaren Matrizen in Z2*2 bzw.
73*3 eindeutig bestimmt sind. Es gilt ndmlich auch

(-1 2)(-17 14 39) jg i 192

2 -3)\-8 6 21)( , | ,

_( 1 -2 3) :132192 _(100)
—-10 10 15 9 1 o 050

Man iiberzeugt sich leicht anhand der Determinante, dass die jeweils ,,dufleren®
Matrizen invertierbar sind, da sie eine Determinante in Z* = {£1} besitzen.

Bemerkung 4.4.9. Sei A ein euklidischer Ring. Seien T' € A™*™ und w € A™
gegeben. Wenn wir € A™ suchen, das das in Matrixform als Tx = w geschriebene
lineare Gleichungssystem 16st, so konnen wir zunéchst (wie im Elementarteilersatz)
iiber A invertierbare Matrizen U € A™*™ und V € A™*™ bestimmen, so dass

dy 0

D=UTV=|_0 dr

in Elementarteilerform ist. Dann ist Tz = w dquivalent zu

Uw=UTz=UTVV 'tz =DV 'z
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Setze @ := Uw und % := V~!z. Dann ist @ = D% ein Gleichungssystem, das man
genau dann 16sen kann, wenn

(i) d;|w® fiir alle Komponenten @° von @ mit 1 < i < r und
(i) @® = 0 fiir alle i > r

gelten. Ist das Gleichungssystem l6sbar, so ist die allgemeine Losung durch
~1 ~r T
i (Y woo m
m—(dl,...,dr,u ey U )

fiir beliebige ™!, ..., u™ € A gegeben. Im Falle r = m ist die Losung eindeutig.
Beachte schliefflich noch, dass z = V7 gilt.

Beispiel 4.4.10. Sei A = Z. Betrachte das lineare Gleichungssystem

—172' + 142 4+ 3923 = w!,
8z 4+ 622 4+ 212 = w?

Ohne weitere Definition verwenden wir nun die obige Notation.
Erinnerung: Es gilt

1 7 —-12
-1 2 —-17 14 39 1 00
UTV<8 —17>(—8 6 21> 05 -9 (0 5 O)D'
01
Wir schreiben das lineare Gleichungssystem als

UTVV ™z = Uw.
N —— ~—~

=D = =w

Wir mochten also
1

1o o\ (5)  /—wt2uw?
05 0/\ -\ 8w! - 17w?

16sen. Dies ist genau dann losbar, falls 5|(8w! — 17w?) oder 8w! = 17w? (mod5)
gilt. Die allgemeine Losung lautet in diesem Fall

STRST]

—wl + 2uw?
T = % (8w1 — 17w2)
n
bzw.
1 7 —12 —wl + 2w?
r=Vi=[0 5 9 L (8w! — 17w?)
0 1 -2 n
—w! + 2w? + % (8w1 — 17w2) —12n

Sw! — 17w? 4+ 9n ,

L (8w —17w?) - 2n

wobei n € Z beliebig ist und %a als die Zahl in Z zu verstehen ist, die nach Multi-
plikation mit 5 gerade a ergibt.

Nachdem wir Moduln betrachtet haben werden werden wir noch einen Ele-
mentarteilersatz fiir Moduln kennen lernen.
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5. MODULN

5.1. Moduln. Moduln iiber Ringen verallgemeinern den Begriff eines Vektorrau-
mes iiber einem Korper.
Sei A in diesem Kapitel stets ein kommutativer Ring mit Eins.

Definition 5.1.1. Sei A ein kommutativer Ring mit Eins. Ein A-Modul ist eine
abelsche Gruppe (M, +) mit einer Abbildung A x M — M, (a,2) — a-2 = ax
(Skalarmultiplikation), so dass die folgenden Eigenschaften fiir alle a,b € A und
alle z,y € M gelten:

(i) a(bx) = (ab)z, (Assoziativitét)
(ii) (a+ b)x = ax + bz, (Distributivgesetze)
(iii) a(x +y) = ax + ay und
(iv) lz ==.

Bemerkung 5.1.2.
(i) Sei A ein kommutativer Ring mit Eins. Dann ist A ein A-Modul.
(ii) Wie fiir Vektorrdume zeigt man, dass fiir alle ¢ € A und alle z € M
(a) 0-2 =0,
(b) a-0=0und
(¢) (—a)x = —(ax) = a(—x) gelten

Beweis.
(a) Es gilt 0 =0+ 0, somit folgt aus 0z = (0 4+ 0)x = Oz + 0z auch 0x = 0.
(b) Analog.
(c¢) Esgelten 0 = az — (az), 0 =0z = (a—a)xr = ax+ (—a)x sowie 0 = a(x —
x) = ax + a(—z). Die rechten Seiten stimmen iiberein. Wir subtrahieren
iiberall axz und erhalten die Behauptung. O

(iii) Sei n € N. Dann ist M = A™ mit den komponentenweisen Verkniipfungen
(1.17""xn)+ (yl?""yn) ':(xl +y1""7xn+yn)
und

a-(z,...,2") = (az,... az")
fiir a,2',y* € A, 1 < i < n, ein A-Modul.
(iv) Ist K ein Korper, so stimmen die Definition eines K-Moduls und eines K-
Vektorraumes iiberein.
(v) Sei M eine abelsche Gruppe. Dann wird M durch die folgende Definition zu
einem Z-Modul: Fiir Z > n > 0 und z € M setzen wir nz = x + ...+ x. Ist
n Summanden
Z > n < 0, so setzen wir nx := —((—n)x).

Es gibt nur eine Moglichkeit, eine abelsche Gruppe zu einem Z-Modul zu
machen: Da 1-2 = z fiir + € M nach Definition eines Moduls eindeutig
bestimmt ist erhalten wir induktiv, dass nz = (1+...+ Dz =1z +...+ 1z =
x + ...+ x ebenfalls eindeutig bestimmt ist. Wegen nx 4+ (—n)z = 0 ist auch
(—n)z fiir n > 0 eindeutig bestimmt. Mit dieser Definition wird M tatséichlich
ein Z-Modul.

Indem wir die Operation von Z auf der abelschen Gruppe eines Moduls
vergessen ist jedes Z-Modul natiirlich auch eine abelsche Gruppe.

Somit stimmen abelsche Gruppen und Z-Moduln iiberein.

Beispiel 5.1.3. Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und f € End(V) =
Endg (V) fixiert. Wir wollen V' damit zu einem K[t]-Modul machen: Definiere fiir
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d
p € K[t], v € V die Skalarmultiplikation durch p-v := p(f)(v), d.h. fiir p = 3" a;t’,
i=0
a; € K, durch

d . d .
( E ait1> RTRES g a; f*(v).
i=0 =0

Bezeichnung: Mit dieser Skalarmultiplikation schreiben wir fiir diesen K[t]-Modul
V.
Wir behaupten, dass jeder K[t]-Modul von dieser Form ist: Sei ndmlich M ein be-
liebiger K [t]-Modul. Wir kénnen die Skalarmultiplikation K[t] x M — M vermoge
K C KJt] auf K x M einschriinken. Dann ist M mit der eingeschrinkten Skalarmul-
tiplikation ein Vektorraum. Definiere eine Abbildung f: M — M durch f(v) := tv
fiir beliebiges v € M. Dies ist eine K-lineare Abbildung, also gilt f € Endg (M).
Betrachte nun My, den wie oben im Falle V; definierten Modul. Dann ist M gerade
der K[t]-Modul M.

Daher kénnen wir alternativ K[¢]-Moduln oder Paare (V, f) mit einem K-Vek-
torraum V und f € Endg (V) betrachten. Wir untersuchen damit letztlich das
Gleiche.

Definition 5.1.4. Seien M, N zwei A-Moduln. Dann heifit eine Abbildung
ftM—>N

eine (A—)lineare Abbildung oder ein Homomorphismus von A-Moduln, falls

(i) flz+y)=f(z)+ f(y) und
(i) f(az) = af(x)
fiir alle a € A und alle z,y € M gelten.
Ein Homomorphismus f von A-Moduln heif3t Isomorphismus, falls f bijektiv ist.
(Ist f ein Isomorphismus, so ist f~! ebenfalls linear.)
Zwei A-Moduln M und N heiflen isomorph, falls es einen Isomorphismus f: M —
N gibt.

Beispiel 5.1.5. Sei T'€ A™*". Dann ist die Abbildung f: A" — A™ mit x — Tz
linear.

Ist umgekehrt f: A™ — A™ linear, so gibt es ein T € A™*™ mit f(z) = Tz.
Dies zeigt man analog zur Aussage fiir Vektorrdume ausgehend von den Bildern
f@0,...,0,1,0,...,0) € A™ fiir alle Positionen der Eins.

Der folgende Satz charakterisiert die K[t]-linearen Abbildungen zwischen K[t
Moduln.

Theorem 5.1.6. Sei K ein Kirper. Seien (V, f), (W, g) Paare von K-Vektorriu-
men und Endomorphismen f € Endg (V) und g € Endg (W). Dann sind die K|t]-
linearen Abbildungen ¢: V; — W, genau die K-linearen Abbildungen ¢:V — W
mit o f=gop.

Bewets.

=" Sei ¢: Vy — W, eine K|t]-lineare Abbildung. Dann ist ¢: V — W insbe-
sondere eine K-lineare Abbildung. (Beachte, dass die dem Vektorraum V und dem
Modul V; zugrunde liegenden Mengen iibereinstimmen.) Fiir v € V' gilt

p(f(v) = p(tv) = tp(v) = g(p(v))
aufgrund der Definition von Vy bzw. W, und der K [t]-Linearitét. Somit folgt po f =
gop.
<= Sei nun ¢: V — W eine K-lineare Abbildung mit ¢ o f = g o . Somit
folgt nach Definition von Vy und W, dass ¢(tv) = tp(v) fiir alle v € V' gilt. Wir
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erhalten per Induktion ¢ o f* = g™ o v und somit p(t"v) = t"p(v) fiir alle n > 0.
Somit ist ¢ eine K[t]-lineare Abbildung. O

Statt Matrizen in Ahnlichkeitsklassen einzuteilen kénnen wir auch K[t]-Moduln
in Isomorphieklassen einteilen. Dies ist im folgenden Sinne dquivalent:

Theorem 5.1.7. Sei K ein Korper, V.= K™. Seien A, B € K™*"™ und V4, Vg die
K|[t]-Moduln zu den Paaren (V,x — Az) und (V,z — Bx). Dann sind die folgenden
beiden Aussagen dquivalent:

(i) A und B sind ihnliche Matrizen.
(i) Va4 und Vg sind isomorphe K|t]-Moduln.

Beweis. In Theorem 5.1.6 haben wir gesehen, dass K[t]-lineare Abbildungen durch
K-lineare Abbildungen gegeben sind, so dass ¢ o f = g o ¢ gilt. Stellen wir K-
lineare Abbildungen iiber V als Matrizen dar, so sind K[t]-lineare Abbildungen
V4 — Vi durch Matrizen S € Endg (V') mit BS = SA gegeben. Somit entsprechen
K|t]-lineare Isomorphismen V4 — Vg gerade Matrizen S € Gl,,(K) mit BS = SA.
Also gilt B = SAS~!. Somit sind A und B #hnliche Matrizen. Die Argumentation
funktioniert in beide Richtungen. Somit folgt die Behauptung. O

Definition 5.1.8 (Untermodul). Sei M ein A-Modul. Dann heifit eine Teilmenge
U C M ein (A—)Untermodul von M, wenn U eine Untergruppe der abelschen
Gruppe (M, +) ist, die unter Skalarmultiplikation abgeschlossen ist: Fiir alle a € A
und u € U gilt au € U.

Beispiel 5.1.9.

(i) Sei M = A ein kommutativer Ring, aufgefasst als A-Modul. Dann sind die
Untermodule von M genau die Ideale von A.

(ii) Sei M eine abelsche Gruppe. Betrachte M als Z-Modul. Dann sind die Un-
termoduln von M genau die Untergruppen von M als abelsche Gruppe.

(iii) Sei V ein K-Vektorraum und f € Endg (V). Dann sind die Untermoduln
des K[t]-Moduls V; genau die f-invarianten Unterrdume U von V, also die
Untervektorrdume U C V mit f(U) C U. Solch ein Untermodul ist (isomorph
zu) Uy,,. (Leichte Ubung)

(iv) Sei U ein Untermodul eines A-Moduls M. Dann ist U mit den auf U indu-
zierten Verkniipfungen selbst wieder ein A-Modul.

(v) Seien M, N zwei A-Moduln. Sei f: M — N eine A-lineare Abbildung. Dann
ist

ker f ={x € M: f(x) =0}
ein Untermodul von M und

imf={f(z):ze M}

ein Untermodul von N.
Beweis: Wie bei Vektorrdumen.
(vi) Seien (Uyx)xea, A eine beliebige Indexmenge, Untermoduln von M. Dann sind

auch (N Uy und
AEA

ZU,\ = {ZuA: uy € Uy mit uy = 0 fiir fast alle X € A}
AeA AeA

Untermoduln von M.
Beweis: Standard.
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Definition 5.1.10 (Quotientenmodul). Sei M ein A-Modul und U C M ein Un-
termodul von M. Dann definieren wir den Quotientenmodul (oder Faktormodul)
M/U durch die Aquivalenzrelation

z=y (modU) <= =zxz-—yeUl.

(Da U ein Untermodul ist sicht man leicht, dass dies eine Aquivalenzrelation ist.)
Wir bezeichnen die Aquivalenzklasse von x € M mit x+U = {z+u: u € U}. Setze
nun M/U = {x +U: 2 € M}. M/U besteht also aus allen Aquivalenzklassen der
obigen Aquivalenzrelation.

Auf M/U definieren wir Verkniipfungen durch

(+U)+(y+U):=(+y)+U
und
alz+U) :=(azx) +U

fir z,y € M und a € A. Da U ein Untermodul von M ist, sind diese Verkniipfungen
wohldefiniert.

Bemerkung 5.1.11. Sei M ein A-Modul und U C M ein Untermodul von M.
Dann ist die Abbildung

m: M —M/U,
c—x+U

A-linear und surjektiv.
Beweis: Einfach.

Es gilt der folgende Homomorphiesatz:

Theorem 5.1.12 (Homomorphiesatz fiir Moduln). Sei A ein kommutativer Ring.
Seien M, N zwei A-Moduln. Sei f: M — N eine A-lineare Abbildung. Sei U C
M ein A-Untermodul. Genau dann, wenn U C ker f gilt, gibt es eine A-lineare
Abbildung f: M/U — im f mit f =io fom, wobei m: M — M/U die Projektion
z+— x4+ U und i: im f — N die Inklusionsabbildung ist. Fxistiert solch eine
Abbildung f, so ist sie eindeutig bestimmt und es gilt ker f = (ker f)/U sowie
i(im f) = im f. Ezistiert f, so kommutiert das Diagramm

M / N.

~N o, A

MU~ =i f

Ist U = ker f, so ist f ein Isomorphismus. Ist f surjektiv, so gilt N = M/ker f.

Beweis. Analog zum Homomorphiesatz fiir Vektorrdume oder Ringe. O

Korollar 5.1.13. Sei A ein kommutativer Ring. Sei M ein A-Modul. Seien U,V
Untermoduln von M. Dann gilt

u/unv)y=U+V)/V.

Der Isomorphismus ist durch U/(UNV) 3 u+UNV)—u+V € (U+V)/V und
die Inverse durch (U+V)/Vou+v+V =u+({UNV)eU/(UNYV) firuelU
und v € V' gegeben.
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Beweis. Definiere p: U+V — U/(UNV) durch u+v — u+ (UNV) fiir u € U und
v € V. Die Abbildung ¢ ist wohldefiniert, denn gelte u; + v1 = us + vo mit u; € U
und v; € V, so folgt w1 —ug = vo —vy € UNV. ¢ ist offensichtlicherweise surjektiv
und es gilt V' C ker¢. Sei umgekehrt u + v € ker . Dann folgt 0 + (UNV) =
u+(UNV),alsoue UNV C V und somit u+v € V. Es gilt also V = ker ¢. Der
Homomorphiesatz fiir Moduln liefert also

U+V)/v=U/(UnV)

und die Gestalt des Isomorphismus. Die zweite angegebene Abbildung ist wohlde-
finiert und eine Umkehrabbildung. O

Definition 5.1.14. Sei M ein A-Modul und seien x4, ...,z, € M.

(i) Dann heifit (x1,...,x,) ein Erzeugendensystem von M, falls M = Az +...+
Ax,, gilt.
(i) (@1,...,2,) heiBt linear abhiingig, falls Ringelemente a',...,a" € A mit
ST alr; = 0 und a® # 0 fiir ein i € {1,...,n} existieren.
i=1
Andernfalls ldsst sich 0 € M nur auf triviale Art und Weise kombinieren,

d.h. aus > a'x; = 0 fiir a® € A, i € {1,...,n}, folgt bereits a* = 0 fiir alle

i=1
i€{1,...,n}. Dann heiBt (z1,...,x,) linear unabhéngig.

(iii) (x1,...,x,) heiit Basis von M, falls (z1,...,x,) linear unabhéngig und ein
Erzeugendensystem von M ist.

(iv) Sei F := (zx)rea eine beliebige Familie mit z) € M fiir alle A € A. Ist A
eine endliche Menge, so stimmen die folgenden Definitionen mit den obigen
Definitionen tiberein:

(a) F heifit Erzeugendensystem, falls fiir jedes € M Ringelemente a* € A

mit Y a*z) = x existieren, wobei a* = 0 fiir fast alle A € A gilt.
AEA
(b) F heifit linear unabhingig, falls jede endliche Teilfamilie linear unabhéingig

ist. Sonst heiffit F linear abhéingig.
(¢) F heiit Basis von M, falls F ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem
von M ist.

Bemerkung 5.1.15.

(i) Im allgemeinen gibt es keine nichtleeren linear unabhiingigen Familien in ei-
nem Modul. Beispiel: Seien A = Z und M = Z/nZ fiir ein n € N\ {0}. Dann
gibt es keine linear unabhingige Teilmenge von M, da fiir beliebige a € M
stets na = 0 gilt.

(ii) Anders als in Vektorrdumen braucht ein minimales Erzeugendensystem keine
Basis zu sein. Beispiel: Seien wieder A = Z und M = Z/nZ fir ein n €
N\ {0, £1}. Ein Erzeugendensystem enthilt mindestens ein Element ungleich
Null. Damit ist es aber nicht linear unabhéngig wie wir gerade gesehen haben.

(iii) Anders als in Vektorrdumen braucht auch eine maximal linear unabhéngige
Menge keine Basis zu sein. Beispiel: Seien A und M wieder wie oben. Dann
ist nur die leere Menge linear unabhingig. Somit ist keine linear unabhéngige
Menge ein Erzeugendensystem.

(iv) Sei M = A™, n € N. Dann ist (ey, ..., e,) eine Basis des A-Moduls A", wobei
e; =(0,...,0,1,0,...,0) mit dem Einser an der i-ten Stelle gilt.

Lemma 5.1.16. Sei A ein kommutativer Ring. Sei M ein A-Modul mit Basis
n .
(1,...,2,). Dann ist die Abbildung p: A™ — M mit (a*,...,a") — 3. a'z; ein

=1
Isomorphismus von A-Moduln.
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Beweis. Klar ist, dass ¢ eine A-lineare Abbildung ist. ¢ ist surjektiv, da (z1, ..., 2,)
ein Erzeugendensystem ist. ¢ ist injektiv, da (z1,...,2,) eine linear unabhingige
Familie ist. (|

Definition 5.1.17. Sei A ein kommutativer Ring und M ein A-Modul.

(i) Der Modul M heifit endlich erzeugt, falls M ein endliches Erzeugendensystem
besitzt.
(ii) Der Modul M heifit frei, falls M eine Basis besitzt.

Theorem 5.1.18. Sei A ein kommutativer Ring und M ein endlich erzeugter A-
Modul.

(i) M ist genau dann frei, wenn M = A™ fiir ein n € N ist.
(i) Ist M ein freier Modul, so haben alle Basen dieselbe Mdchtigkeit (oder Linge).
Wir definieren den Rang von M, rk(M), als die Anzahl der Elemente einer
Basis. Die obige Aussage zeigt, dass rk(M) fiir endlich erzeugte A-Moduln
wohldefiniert ist.

Bewets.

(i) Eine Richtung folgt aus Lemma 5.1.16, die andere Richtung ist klar.

(ii) Im Spezialfall, dass A ein Korper ist, ist M ein Vektorraum und die Aussage
ist bekannt. Ist A = {0}, so ist M = {0} und die Aussage trivial. Wir nehmen
daher ab jetzt an, dass A # {0} gilt.

Sei sei I C A ein beliebiges maximales Ideal. Dann ist A/l ein Korper.
Wir diirfen aufgrund des ersten Teiles annehmen, dass M = A™ fiir einn € N
gilt. Da I ein Ideal von A ist, ist U := IM C AM = M ein Untermodul
von M = A". Es folgt M/U = A"/(IM) = A™/I" = (A/I)". Wir erhalten
n = dimy,;; M/U. Wire M = A™ = A" fiir ein m # n so folgte, dass
A" /(I(A™)) und A™/(I(A™)) iiber A/I isomorphe Vektorrdume wéren. Dies
ist jedoch unmoglich, da sie verschiedene Dimensionen haben. O

Wie fiir Vektorrdume definieren wir auch fiir Moduln direkte Summen.

Definition 5.1.19 (Externe direkte Summe von Moduln). Seien My,..., M, je-
weils A-Moduln iiber einem kommutativen Ring A. Wir definieren die duflere oder
externe direkte Summe M7 & ... & M, als das kartesische Produkt M7 x ... x M,
mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation.

Ist die gegebene Familie von A-Moduln unendlich, so unterscheiden wir zwischen
der direkten Summe und dem direkten Produkt.

Definition 5.1.20. Sei A ein kommutativer Ring mit Eins. Sei (M))xea, A eine
beliebige Indexmenge, eine Familie von A-Moduln. Dann sind die direkte Sum-

me @ M) und das direkte Produkt [[ M) der Familie (M))rea Teilmengen des
AEA AEA
kartesischen Produktes [[ M) mit komponentenweiser Addition und Skalarmulti-
AEA
plikation. Die Elemente haben die Form (x))xea mit zy € M), fiir alle A € A. Fiir
das direkte Produkt nehmen wir als Menge das gesamte kartesische Produkt, fiir
die duBere direkte Summe nur die Elemente (x))xea mit z) € My und z) = 0 fiir

fast alle A € A.

Definition 5.1.21 (Interne direkte Summe von Moduln). Sei A ein kommutativer

Ring und Uy, ..., U, C M Untermoduln eines A-Moduls M. Definiere U := > U; =
i=1
{u1+...+un: u; € Uy fiir i € {1,...,77,}}.
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Wir definieren die kanonische A-lineare Abbildung

n n
p: @Ui — U durch (u1,...,u,)— Zul
i=1 =1

n
@ ist genau dann ein Isomorphismus, wenn aus », u; = 0 mit w; € U; fur 7 €
i=1
{1,...,n} bereits uy = ug = ... = u, = 0 folgt. Ist ¢ ein Isomorphismus, so sagen
n
wir, dass die interne Summe U = ) U; direkt ist. (Betrachten wir Moduln iiber
i=1
Korpern, also Vektorrdume, so ist eine interne Summe von Vektorrdumen genau
dann direkt, wenn dies fiir die interne Summe als Summe von Untermoduln gilt.)

Definition 5.1.22. Sei A ein Ring (kommutativ, mit Eins). Dann heifit ein A-
Modul M zyklisch, wenn M = Ax fiir ein z € M gilt.

Zyklische Moduln sind isomorph zu Quotienten von A.

Theorem 5.1.23. Sei A ein kommutativer Ring mit Fins. Sei M ein A-Modul.
Dann ist M genau dann zyklisch, wenn es ein Ideal T von A mit M = A/I gibt.
Hier bezeichnet ,22“ Isomorphie von A-Moduln.

Beweis.
»=="“: Sei M zyklisch, gelte also M = Az fiir ein x € M. Dann ist ¢: A — M mit
p(a) := azx fir a € A surjektiv und A-linear. Definiere I := ker . Dann ist I ein

Ideal von A. Aufgrund des Homomorphiesatzes erhalten wir einen Isomorphismus
von A-Moduln:

p: AJT =M mit @la+I):=azx firaec A

Also ist M =2 A/I.
w=": Gelte M =2 A/I. Dann ist A 5 a — a - (1 4 I) surjektiv. Somit ist M
zyklisch. O

Bemerkung 5.1.24. Das Ideal I im Beweis von Theorem 5.1.23 héngt nicht von
der speziellen Wahl von z ab. Gelte ndmlich M = Az = Ay fiir ein y € M.
Dann gilt ax = y fiir ein @ € A. Definiere ¢»: A — M durch ¢(a) := ay fiir
a € Aund J := kert. Dann gilt I = J: Sei a € ker g, also az = 0. Dann folgt
0 = aax = a(ax) = ay. Also ist a € kerty. Aus Symmetriegriinden erhalten wir
ker ¢ = ker 1.

Wie in diesem Beweis erhélt man auch I = {a € A:ax = Ofirallez €
M}. Somit ist I eindeutig bestimmt. Wir definieren den Annulator von M durch
Amn(M) :={a € A: az =0 fiir alle z € M}.

Lemma 5.1.25. Sei A ein Ring (kommutativ, mit Eins). Sei M ein zyklischer
A-Modul. Dann gelten:

(i) Sei U ein Untermodul von M. Dann ist der Faktormodul M /U von M selbst
wieder zyklisch.
(i) Ist A ein Hauptidealring, so ist auch jeder Untermodul von M zyklisch.

Beweis.

(i) Ist M = Az, so folgt M/U = A(z + U).

(ii) Nach Theorem 5.1.23 diirfen wir annehmen, dass M = A/I fiir ein Ideal I von
A gilt. Nach Definition hat jeder Untermodul von M die Form U = J/I fiir
ein Ideal J von A mit I C J (U besitzt die Darstellung J/I fiir eine Menge
J mit I C J. Man rechnet mit Hilfe der Definition eines Untermoduls nach,
dass J ein Ideal ist.). Da A ein Hauptidealring ist, ist J ein Hauptideal, also
von einem Element erzeugt. Somit sind J und daher auch U zyklisch. ]
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Theorem 5.1.26. Sei A ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter A-Modul.
Sei U C M ein Untermodul. Dann ist U selbst ebenfalls endlich erzeugt.

Beweis. Gelte M = Axqy + ...+ Az, fir x; € M. Wir zeigen per Induktion nach
n, dass auch U von n Elementen erzeugt wird.

Ist n =1, so ist M zyklisch und die Behauptung folgt aus Lemma 5.1.25.

»n—1 ~» n* Definiere N := Az +...+ Ax,_1. Dann ist UNN ein Untermodul
von N. Daher wird U N N nach Induktionsvoraussetzung von n — 1 Elementen,
Y1y -, Yn—1, erzeugt. Nach dem Homomorphiesatz fiir Moduln, genauer: Korollar
5.1.13, folgt U/(UNN) 2 (U+ N)/N. (U+N)/N ist ein Untermodul von M/N. Es
gilt M/N = A(x,+N). Also ist M /N zyklisch. Da A ein Hauptidealring ist, ist auch
(U+ N)/N = U/(UN N) nach Lemma 5.1.25 zyklisch. Es gibt also ein z € U mit
U/(UNN) = A(z+(UNN)). Wir erhalten insgesamt U = Ay, +...+ Ay, + Az. O

5.2. Der Elementarteilersatz fiir Moduln. Sei A in diesem Abschnitt stets ein
euklidischer Ring (da wir den Elementarteilersatz fiir Matrizen fiir Hauptidealringe
nicht bewiesen haben).

Den Elementarteilersatz fiir Matrizen konnen wir fiir freie Moduln wie folgt
umformulieren:

Theorem 5.2.1. Seien M, N endlich erzeugte freie A-Moduln. Sei f: M — N
eine A-lineare Abbildung. Dann gibt es Basen (x1,...,%m) von M und (y1,...,Yn)
von N und r mit 0 <r < min{m,n} sowied; € A, 1 < i <r, mit di|ds]|...|d, und
d; # 0, so dass

flxi) =

0 sonst.

{dlyz f’ii?“i: 1,...,’)",

Beweis. Da M, N endlich erzeugt und frei sind, diirfen wir ohne Einschrinkung
M = A™ und N = A" annehmen. Gelte f(z) = Tx fir eine Matrix T' € A™*™.
Aufgrund des Elementarteilersatzes fiir Matrizen, Theorem 4.4.4, gibt es Matrizen
U e Gl,(A) und V € Gl (A) mit

dy 0

urv =1_0 dr

und d; # 0 sowie dy|da] .. .|d,.
Sei ej, 1 < j < m, die Standardbasis von A™ und sei e}, 1 < ¢ < n, die
Standardbasis von A™. Dann folgt aus der Gestalt von UTV

UTVe, — {dje; firj=1,...,r,
0 sonst.
Definiere nun z; := Ve;, j = 1,...,m sowie y; := U~tel fiir i = 1,...,n. Fiir
j=1,...,rgilt f(z;) = TVe; = U 'UTVe; = U_ldje;- = d;y; und fir j =
r+1,...,m erhalten wir f(z;) =TVe; =0. O

Korollar 5.2.2. Sei M ein endlich erzeugter freier A-Modul. Sei U ein Untermodul
von M. Dann gilt:
(i) Es gibt eine Basis (x1,...,Tm) von M sowier mit 0 <r <m undd; € A mit
d; # 0 und dy|ds|...|d, so dass (dyx1,...,drx,) eine Basis von U ist.
(ii) Insbesondere ist also U als A-Modul selbst frei und es gilt rk(U) < rk(M).
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Beweis. Es gentigt offensichtlicherweise, den ersten Teil zu zeigen.

Nach Theorem 5.1.26 ist auch U endlich erzeugt. Sei w1, ..., u,, ein Erzeugen-
densystem von U. Definiere die A-lineare Abbildung f: A™ — U durch

m
flat,...,a™) = Zaiui.
i=1

Nach Voraussetzung gilt im f = U. Nach Theorem 5.2.1 gibt es Basen (21, ..., 2m)
von A™ und (z1,...,2,) von M mit

dix; firl <i<r,
f(Zz‘)Z{

0 sonst
mit dy,...,d, # 0. Beschreiben wir f mit diesen Basen, so ist klar, dass auch
diz1,...,d-x, ein Erzeugendensystem fiir im f = U ist. Nach Definition der linearen
Unabhéngigkeit ist {dyx1,...,d,2,} linear unabhéngig, da dies fiir z1,...,z, in M
gilt. Somit ist (dyz1,...,d,x,) eine Basis von U. O

Beispiel 5.2.3. Sei A = Z. Identifiziere T' € Z?*3 mit einer Abbildung T': Z3 — 7?2
vermoge T'(z) := Tx. Betrachte wieder das Beispiel

1 7 —-12
-1 2 —-17 14 39 1 00
vrv = <8 —17> (—8 6 21> 0 5 9= (0 5 o) =D
01 -2
Der Untermodul im 7T C Z? ist nach Korollar 5.2.2 ein freier Modul. Wegen V €
Gl3(Z) gilt im D = im UT. Eine Basis von im D ist (1,0)”, (0,5)7. Eine Basis von
im7T erhalten wir also, wenn wir U~! = (:187 :%) auf die Basis anwenden. Wir
erhalten also als eine Basis von im 7" die Vektoren (17,8)7 und 5- (2,1)7. im T ist
ein freier Untermodul von Z? vom Rang 2.
Beachte, dass imT C 7?2 gilt, aber rkimT = rkZ? = 2 gilt. Dies wire iiber
einem Korper, d. h. fiir Vektorrdume, nicht moglich.

Wir wollen nun die Struktur von endlich erzeugten Moduln genauer untersuchen.

Theorem 5.2.4 (Elementarteilersatz fiir Moduln).
Sei M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann gibt esr,n > 0 und d; € A\ ({0} UA*)
mit dq|dsz] . ..|d, und d; # 0 so dass

M=A"®A/(d)®...0A/d,).

Insbesondere ist also M die direkte Summe von endlich vielen zyklischen A-Moduln.
Die Elemente dy, ..., d, heiflen Elementarteiler von M, n der (torsionsfreie) Rang

von M.

Wir werden spéter sehen, dass die Elementarteiler bis auf Einheiten eindeutig
bestimmt sind.

Beweis. Sei x1,...,z, ein Erzeugendensystem von M. Definiere f: A™ — M

durch .
f(a) = Z a‘z;.
i=1

Setze U := ker f. Dann gilt nach Theorem 5.1.12 (Homomorphiesatz fiir Moduln)
M = A™/U. Nach Korollar 5.2.2 gibt es eine Basis (y1,...,¥%m) von A™ und 0 <
r <m mit di|...|d,, d; # 0, so dass (d1y1,...,d,y,) eine Basis von U ist. Somit
gilt

U = Ad1y1 D...PD Ad,yT
Wir erhalten

M= A™/U
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XAy @ ... Ay, D ... D Ayn)/(Ad11h @ ... ® Adyy ® {0} & ... ® {0})
2A/(d)®...dA/(d) DA™,

(Wenn keine Verwechslungsgefahr besteht schreibt man solche Quotienten auch
manchmal mit waagrechtem ,, Bruchstrich“.) Samtliche Summanden A/(d;) in denen
d; eine Einheit ist lassen wir weg und erhalten die Behauptung.

Bemerkung 5.2.5. Elementarteiler von Matrizen und Elementarteiler von Moduln
hingen wie folgt zusammen: Sei T € A™*™ und seien di]...|d, mit d; # 0 die
Elementarteiler von T'. Sei 1 < s < r so gewahlt, dass ds ~ 1, aber d,11 % 1 gelten.
Vermoge « — Tx induziert T eine Abbildung A™ — A™, die wir wieder mit T
bezeichnen. Definiere einen A-Modul durch M := A™/imT. Dann liest man aus
der Elementarteilerform von T ab, dass

M=A"" & A/(de1) & ... ® A/(dy)

gilt.

Damit sind die Elementarteiler von M gerade die Elementarteiler von T, die keine
Einheiten sind. Sei umgekehrt M wie oben definiert gegeben. Sei ¢ der torsionsfreie
Rang von M. Setze r := m — t. Dann besitzt T genau r = m — t Elementartei-
ler, ndmlich die Elementarteiler von M und Einheiten. Diese Elementarteiler sind
aufgrund der Bemerkung nach dem Elementarteilersatz fiir Moduln eindeutig be-
stimmt.

Somit sind die Elementarteiler von T durch die von M eindeutig bestimmt und
umgekehrt.

Wir arbeiten nun auf den Eindeutigkeitsbeweis fiir die Elementarteiler hin.

Definition 5.2.6. Sei M ein A-Modul.

(i) Dann heift + € M ein Torsionselement, falls es ein 0 # ¢ € A mit az = 0
gibt. Fiir die Menge aller Torsionselemente von M schreiben wir Miqps.

(ii) Der Modul M heifit torsionsfrei, wenn M;qs = {0} gilt. M heifit Torsionsmo-
dul, falls Mo = M ist.

Bemerkung 5.2.7.

(i) Miors ist ein Untermodul von M: Klar ist, dass Mo unter Skalarmultipli-
kation mit Elementen aus dem Ring A abgeschlossen ist. Seien x,y € Mo
und @ # 0 # b mit ax = by = 0. Dann folgt ab(z + y) = 0 und da A nach
Generalvoraussetzung in diesem Kapitel nullteilerfrei ist gilt ab # 0.

(ii) Sei M ein A-Modul. Dann ist M /Mo ein torsionsfreier Modul: Sei 24 Mioys €
M /M;os beliebig. Sei a € A mit a # 0 und a(z + Miors) = 0 in M/Miors.
Dann ist ax € Myors, es gibt also ein b € A mit b # 0 und 0 = b(az) = (ba)x
in M. Somit ist € Mo und daher gilt © 4+ Mioprs = 0 in M/ Mioys.

(iii) Sei M = A" @ A/(a1) ® ... ® A/(ar) mit 0 # a;, 1 < ¢ < r. Dann gelten
Miors = A/(a1)®...®A/(a,) und somit M /Mo = A™. n ist der torsionsfreie
Rang von M. Da M. unabhéingig von der Darstellung von M als duflere
direkte Summe definiert ist, und A™ 2 A" fiir m # n gilt, ist n wohldefiniert.

Definition 5.2.8. Sei M ein A-Modul. Sei p € A irreduzibel. Definiere
M(p) :={z € M:p"z =0 fiir ein n > 1}.

M (p) ist ein Torsionsuntermodul von M und heifit die p-priméire Komponente von
M. (Zur Untermoduleigenschaft: Beachte insbesondere, dass aus p™x = 0 und
p"y = 0 auch p™@>{mn}(z 4+ y) = 0 folgt.)

Der Modul M heifit p-primiir, falls M (p) = M gilt.
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Theorem 5.2.9. Sei M ein endlich erzeugter A-Modul und gleichzeitig ein Tor-
sionsmodul. Dann gibt es (abgesehen von assoziierten Wahlen) nur endlich viele
irreduzible Elemente p € A mit M(p) # {0}. Wir bezeichnen diese mit p1,...,Dm.
Es gelte p; % p; firi # j. Dann gilt
M =M(p1)®...&M(pnm).
Beweis. Nach dem Elementarteilersatz fiir Moduln, Theorem 5.2.4, gibt es Ringele-
mente dy,...,d, mit d; 20,1 <i<r,und M = @ A/(d;). Betrachte d; - ... - d,.
i=1
Seien p1,...,pm die irreduziblen Teiler dieses Produktes wobei wir assoziierte Tei-
ler nur einmal auffithren. Dann gibt es ¢; ; > 0, 1 <4 < 7, mit d; ~ 11 pjj fiir
j=1

alle 1 <14 < r. Nach dem Korollar zum Chinesischen Restsatz, Korollar 4.3.13, gilt
somit

AJd) = A) (7 )@ ... @A) (PGm)
fiir alle 1 <4 <7, da (d;) = (pi"*)N...N (pm™) gilt. Damit folgt

M=Pa/d)=PB4/ ) =DM,

i=1 j=1i=1 j=1
wobei wir in der letzten Gleichheit verwendet haben, dass genau die Komponenten
der &dufleren direkten Summe zu M (p;) beitragen, die die Form A/(pf) fiir ein e > 1
haben. O

Bemerkung 5.2.10. Im Beweis haben wir gesehen, dass M (p) # {0} genau dann
gilt, wenn p einen Elementarteiler von M teilt.

Wichtig fiir den Eindeutigkeitssatz der Elementarteiler ist

Theorem 5.2.11. Sei p € A irreduzibel. Sei M ein endlich erzeugter p-primdrer
A-Modul. Dann gilt

M2A/(p)D...d A (p)

mitr > 0 undey,...,e, € N\{0}. Dabei sind r und die e;’s (bis auf die Reihenfolge)
emndeutig bestimmdt.

Beweis. Nach dem Elementarteilersatz fiir Moduln, Theorem 5.2.4, und Theorem
5.2.9 samt Beweis gibt es r und e1,...,e, > 1 wie angegeben. Summanden mit
anderen nicht assoziierten irreduziblen Ringelementen treten nicht auf, da M ein
p-primérer Modul ist. Ebenso ist e; = 0 ausgeschlossen.

Sei i > 0 beliebig. Dann ist p'M := {p‘x: z € M} ein endlich erzeugter Unter-
modul von M. Es gilt die Inklusionskette

M=pP"MDOpM Dp>M D ....

Fiir i > 1 definieren wir A-Moduln V; := V;(M) := p'~*M/p'M. Es gilt pV; = {0}.
Daher erhalten wir bei der Skalarmultiplikation von Elementen in V; mit beliebigen
Elementen in a + (p) fir a € A stets dasselbe Resultat. Somit ist V; auch ein
Modul iiber A/(p) =: K. Da p irreduzibel ist, ist K ein Korper. Somit ist V; ein
K-Vektorraum.

Wir wollen nun dimg (V;) bestimmen: Dazu betrachten wir einen festen Sum-
manden N := A/(p®) von M. Ist i > e, so gilt p'N = {0}. Ist i < e, so ist
p'N =2 p'A/(p°). Fiir i > 1 erhalten wir also

Vi( ):pile L JETY/P) =K fiiri<e,
PN {O} fiir 7 > e.
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Dabei haben wir fiir i <e
pile N piflA/peA piflA
p'N p'A/peA p'A
benutzt. Der letzte Isomorphismus im Fall ¢ < e ist dabei durch
pi—lA
prA
a+pA—pTla+plA

1%

K~ A/pA —

gegeben. Die Definition von V; kénnen wir in der Darstellung von M als direkte
Summe komponentenweise anwenden und erhalten

Vi) = @ ViA/ ()

Damit folgt
(5.1) dimg V;(M) =#{j € {1,...,r}: ¢; > i}.

Durch M sind die Zahlen dimg V;(M) (unabhéingig von der Darstellung von M
als direkte Summe) eindeutig bestimmt. Gleichung (5.1) legt damit aber auch die
Zahlen e; bis auf die Reihenfolge eindeutig fest. O

Beispiel 5.2.12. Aus (5.1) folgt
dimg V(M) > dimg Vo(M) > ...
und dimg V;(M) = 0 fiir geniigend grofle ¢ € N. Sind

i 1[2[3[4[5[6]7
dimg V,(M) |[4[4[3[1[1[0]0

vorgegeben, so folgt mit (5.1)

J1T27374
e; || 5]3]3]2

sowie r = 4.
Nun erhalten wir daraus die Eindeutigkeit der Elementarteiler.

Theorem 5.2.13. Die Elementarteiler eines endlich erzeugten A-Moduls oder ei-
ner Matrix iber A sind bis auf Assoziiertheit eindeutig bestimmdt.

Beweis. Aufgrund der Bemerkung 5.2.5 geniigt es zu zeigen, dass die Elementartei-
ler von Moduln eindeutig bestimmt sind. Nach dem Elementarteilersatz fiir Moduln,
Theorem 5.2.4, gilt
MA@ A/(d)D...®A/(d,)

mit 1 £ dy|...|d, # 0,7 > 0. Dann kénnen wir d; ~ pi""-...-pyy™ fitralle 1 <i < r
mit irreduziblen und paarweise nicht assoziierten p1,...,p,, € A schreiben. Aus
d;|d; furi < jfolgt e ; < ... <e,; fiir 1 < j < m. Fiir die primiren Komponenten
folgt wie im Beweis von Theorem 5.2.9

M(p)) = A/ (p]) & ... .0 A/ (p7).-

Nach Theorem 5.2.11 sind die (angeordneten) Zahlen e; ; < ... <, ; durch M(p;)
und damit letztlich durch M eindeutig bestimmt. Damit sind die d;’s bis auf Asso-
ziiertheit ebenfalls eindeutig bestimmt. U

Korollar 5.2.14. Sei M ein endlich erzeugter Torsionsmodul mit Elementarteilern
di|...|d.. Dann ist M genaw dann zyklisch, wenn r <1 ist.
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Beweis.

»=—“: Sei M zyklisch. Nach Theorem 5.1.23 und da A ein Hauptidealring ist gilt

M = A/(d) fiir ein d € A. Somit ist d der einzige Elementarteiler von M und r < 1.

Aufgrund der Eindeutigkeit der Elementarteiler gibt es keine Darstellung mit » > 1.
,<=": Klar. O

Wir wollen die Situation fiir den Ring A = Z genauer betrachten. Wir betrachten
also Z-Moduln, d.h. abelsche Gruppen. Diese schreiben wir additiv.

Korollar 5.2.15. Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gilt G =
Z" x H mit n > 0 und einer endlichen abelschen Gruppe H. n und H sind bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmdt.

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem Elementarteilersatz, wenn wir H als den
Torsionsmodul des Z-Moduls G definieren. U

Insbesondere folgt fiir endliche abelsche Gruppen

Korollar 5.2.16. Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Dann ist G £ G1 X...x G,
fiir endliche zyklische Gruppen G;. Es gibt zwei Normalformen:
(i) Elementarteilerform: Es gilt #G1|#Gs| ... |#G,, #G; = |G;|. Dabei sind die
Michtigkeiten |G;| eindeutig bestimmdt.
(ii) Primdrzerlegungsform: |G;| ist eine Primzahlpotenz einer Primzahl p; fir alle
1 <4 <r mitp; o p; fiiri# j. Dabei sind die Mdchtigkeiten |G;| bis auf
Permutationen eindeutig bestimmdt.

Beweis.
(i) Ist gerade der Elementarteilersatz.
(ii) Dies folgt aus Theorem 5.2.9 inklusive Beweis. O

Beispiel 5.2.17. Sei G =Z/(6) ®Z/(56) & Z/(210). Wir gehen wie im Beweis des
Elementarteilersatzes bzw. von Theorem 5.2.9 vor und erhalten:

(i) Primérzerlegungsform: Es gelten 6 = 2-3, 56 = 23 .7 und 210 =2-3-5- 7.
Somit sind Z/(6) = Z/(2) & Z/(3), Z/(56) = Z/ (23) & Z/(7) und Z/(210) =
Z/(2)®Z/(3)BZ/(5)®Z/(7) nach Korollar 4.3.13 (Korollar zum Chinesischen
Restsatz) und wir erhalten

G=(z/oz/2 oL/ (2°)e(Z/B3)®Z/(3)®L/(5)® (Z/(T) ®Z/(7)).
—_ ——

=:G1 =:Go =:G3 =:G4

(ii) Elementarteilerform: Wir ordnen die direkten Summanden um und erhalten

G=Z/2) & Z/(2) & Z/({8)

® Z/(3) & Z/(3)

o Z/(5)

© Z/(7) @ Z/(T)
~7/(2)8Z)(2-3-T)BZ/(8-3-5-17)

=7Z/(2)®Z/(42) ® Z/(840).
Somit sind die Elementarteiler 2, 42 und 840.
5.3. Anwendungen auf Endomorphismen von Vektorrdumen.

Bemerkung 5.3.1 (Erinnerung). Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum mit
dim(V) < oo und f € Endg (V). Dann ist die Menge V mit der Operation

K[t]xV > (p,v) = (p(f))(v) €V
ein K[t]-Modul: V}.
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Wir wollen nun den K [t}-Modul V} mit unter Zuhilfenahme des Elementarteiler-
satzes betrachten.

Bemerkung 5.3.2.
(i) Vy ist als K[t]-Modul endlich erzeugt: Verwende die Basis iiber K.
(ii) Vy ist ein K[t]-Torsionsmodul: Fiir das Minimalpolynom g (t) gilt p¢(f) = 0.
Somit ist py - v = (us(f))(v) = 0(v) = 0. Dies gilt fiir beliebiges v € V.
Ohne Verwendung von /5 sieht man dies wie folgt: Gelte K[t] - v + ... +
K|t] - v, = V,. Dann gibt es Polynome p; € K|[t| mit p;v; = 0. Somit ist
(pr-...-pr)v=0firalleveV.
(iii) Wir erinnern an die Definition des Annulatorideals (des Annulators)

Ann(Vy) :={pe K[t]: p-v =0 fiir alle v € V'}.

Damit folgt Ann(Vy) = (us). (Es ist einfach zu sehen, dass es sich dabei um
ein Ideal handelt.)

(iv) Nach dem Elementarteilersatz fiir Moduln, Theorem 5.2.4, ist V; die direkte
Summe von zyklischen Torsionsmoduln tiber K[t].

Definition 5.3.3. f € Endg (V) heiit zyklischer Endomorphismus von V, falls
der K[t]-Modul V zyklisch ist.

Theorem 5.3.4. Sein =dim(V), 1 <n < co0. Sei f € Endg (V). Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:
(i) [ ist ein zyklischer Endomorphismus.
(ii) Es gibt einen Vektor v € V, so dass v, f(v),..., f""1(v) eine Basis des K-
Vektorraumes V' ist.
(i1i) Es gibt eine Basis von V, so dass [ beziiglich dieser Basis durch die Matriz

0 ap
1 0 ai
A= ] :
1 0 Ap—2
1 Gp—1
mit ag, - - -, an_1 € K dargestellt wird. Formal: A = (a )1<u<n mit aé- = 6;-+1
fir j <mn und aj € K beliebig fiir j = n. (Eine solche Matriz nennen wir eine
Begleitmatriz.)
Beweis.

»(1) = (ii)“: Da f zyklisch ist, gibt es ein v € V mit K[t]-v = V. Insbesondere gilt

daher V = ({ f'(v): i > 0}). Wir behaupten, dass die Vektoren v, f(v),..., f"~*(v)

linear unabhéngig sind. (Dann bilden sie aus Dimensionsgriinden bereits eine Basis
k=1

von V.) Falls dies nicht der Fall ist, gilt f*(v) = 3 a;f7(v) mita; € Kund 1 <k <

n — 1. Per Induktion erhalten wir daraus f**"(v) € ({fi(v): 0<i<k—1})=U
fiir alle » € N. Somit folgt V = U, da f zyklisch ist. Dies ist aber unméglich, da
k=dimU <n =dimV gilt.

(i) = (iii)“: Benutze die Basis v, f(v), ..., f*~(v).
,(iii) = (i)“: Sei vo,...,v,_1 die Basis in (iii). Dann gilt v; = f*(vo) fiir alle
1 <i<n—1. Somit ist f zykhsch O

Lemma 5.3.5. Seien f und A wie in Theorem 5.3.4. Dann tauchen die Koeffi-
zienten a; im charakteristischen Polynom von f auf, sind also eindeutig durch f
bestimmdt.
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Beweis. Wir entwickeln nach der ersten Zeile und erhalten

t —ap
-1 t —aq
det(tl — A) = det
-1 t —Qp—2
-1 t— Ap—1
t —al
-1 t —as9
=t-det ; + (—ag) - (1) ttn=L,
———
—1 t —Qp_—2 =1

-1 t-— Ap—1
Also folgt per Induktion
det(tl — A) =t" —a,_ 11" " — ... — a1t — ag

und somit
n—1
xa(t) = det(A —t1) = (=1)"det(tl —a) = (-1)" (t" - Z aiti> . O
i=0

Lemma 5.3.6. Sei V ein K-Vektorraum mit 1 < dimV < oo. Sei f € Endg (V)
zyklisch. Sei p € K|t] das eindeutig bestimmte normierte Polynom so dass Vy =
K[t]/(p) mit einem K[t]-Modulisomorphismus gilt. (Solch ein p existiert nach Theo-
rem 5.1.28 und ist aufgrund der Findeutigkeit der Elementarteiler und der Normie-
rung eindeutig bestimmt.) Dann gelten

(i) p = ps = xy, d. h. p, das Minimalpolynom von f und das charakteristische
Polynom von f stimmen tiberein.

n—1 .
(ii) Istp =t"+ Y a;t', so ist f beziiglich einer geeigneten Basis durch die Matriz
i=0

0 —ap
1 0 —aq
A= :
1 0 —Qp—2
1 —Qp—1
dargestellt.
Beweis.

(ii): Da f bzw. V; zyklisch sind, gibt es v € V mit Vy = K][t] - v. Betrachte
¢: K[t] = V; mit ¢ — gv. Aufgrund des Homomorphiesatzes gilt Vy = K|[t]/ ker ¢.
Andererseits ist Vy = K[t]/(p). Aufgrund der Eindeutigkeit der Elementarteiler gilt
ker ¢ = (p). Betrachten wir K[t]/(p) als K-Vektorraum, so gilt dimg (K[t]/(p)) =
dimg Vy = dimg V = n. Somit gilt degp = n. Nun ist 1,¢,...,t" ! eine Basis
des K-Vektorraumes K[t]/(p). Also ist auch v, f(v),..., f""1(v) eine Basis von V

n—1 .
und mit den Koeflizienten a; € K von p gilt auch f"(v) = — > a;f*(v). Wegen
i=0

f (f”fl(v)) = f™(v) ldsst sich f beziiglich dieser Basis genau durch A darstellen.
(i): Aus Bemerkung 5.3.2 folgt dass p der normierte Erzeuger von Ann(f) ist.
Somit gilt p = py. In Lemma 5.3.5 haben wir bereits gesehen, dass p = x gilt. [

Theorem 5.3.7. Sei V ein K-Vektorraum mit 1 < dimV < oo. Sei nun f €
Endg (V) beliebig. Seien pi|...|p, die normierten Elementarteiler des K[t]-Moduls
Vi. Dann gelten xy =p1-...-pr und pty = py.
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Beweis. Da Vy zyklisch ist, gilt nach dem Elementarteilersatz Vy = @ K[t]/(p;)
j=1

mit einem Isomorphismus von K[t]-Moduln. Das Annulatorideal ergibt sich als

Schnitt {iber die Annulatorideale der einzelnen Summanden. Also ist Ann(Vy) =

N (p;) = (pr) da pa|...|pr. Somit ist uy = p,.

Jj=1
Der Isomorphismus von K[t]-Moduln V; = € K|[t]/(p;) ist zugleich auch ein
j=1

Vektorraumisomorphismus (da wir die Multiplikation auf K einschréinken kénnen
und beide Seiten Vektorrdume sind). Er induziert eine Zerlegung V=V, @... @V,
in f-invariante Unterrdume Vj, so dass f|y; zyklisch ist und p; das Minimalpolynom
ist, sieche Lemma 5.3.6. Wir konnen also f mit Hilfe einer Blockmatrix darstellen.
Die Kistchen sehen dabei beziiglich einer geeigneten Basis so wie in Lemma 5.3.6
aus und ergeben jeweils als charakteristische Polynome die Minimalpolynome p;.

Somit ist
s s
XfZHXfM :Hpi- U
i=1 i=1

Korollar 5.3.8 (Satz von Cayley-Hamilton). Sei V' ein K-Vektorraum mit 1 <
dimV < oo. Sei f € End(V) beliebig. Dann gilt x ;(f) = 0.

Beweis. Nach Theorem 5.3.7 gilt 11f|x wie man direkt an den expliziten Darstel-
lungen abliest. Fiir das Minimalpolynom gilt natiirlich u,(f) = 0. d

Dieser Beweis ist unabhéngig vom bisherigen Beweis des Satzes von Cayley-
Hamilton.

Korollar 5.3.9. Seien V, f wie in Theorem 5.53.7. Dann stimmen die irreduziblen
Faktoren von x5 und piy tiberein.

Beweis. Jeder irreduzible Faktor von x teilt ein p; in der Notation von Theorem
5.3.7, also wegen p1|...|p, auch py = p,. 0

Korollar 5.3.10. Seien V, f wie in Theorem 5.3.7. Dann ist f genau dann zyklisch,
wenn X5 = [y gilt.
Zerfillt x ¢ in Linearfaktoren (z. B. fir K = C, siehe Funktionentheorie), so sind
die folgenden Bedingungen dquivalent.
(i) Es gilt x5 = py.
(i) Alle Eigenrdume von f sind eindimensional.

(i11) Jede f darstellende Jordanmatriz hat zu jedem Eigenwert nur einen Jordan-
block.

Beweis.
,="“: Sei f zyklisch. Nach Korollar 5.2.14 ist f genau dann zyklisch, wenn V¢
maximal einen Elementarteiler besitzt. (Aus Theorem 5.3.7 folgt aber insbesondere,
dass V¢ mindestens einen Elementarteiler besitzt: Betrachte das charakteristische
Polynom.) Theorem 5.3.7 impliziert nun x s = .
=" Ist xy = py, so besitzt V; genau einen Elementarteiler, ist also zyklisch.
Die weiteren Aquivalenzen sind einfach zu sehen. O

Bemerkung 5.3.11. Mit Hilfe des Elementarteilersatzes konnen wir einen Beweis
fiir die Existenz der Jordanschen Normalform geben der statt expliziter Konstruk-
tionen Modultheorie verwendet.

Seien f,V wie in Theorem 5.3.7. Zerfalle xs in Linearfaktoren. Nach Theorem
5.2.9 geniigt es, einen priméren Summanden von V; und aufgrund des Beweises
sogar, einen zyklischen Summanden zu betrachten und zu zeigen, dass dieser ein
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Jordankéstchen liefert. Der Vektorraum V' lésst sich genauso als Summe schreiben.
Sei also ohne Einschrankung V; ein zyklischer primérer K [¢]-Modul. Da x in Line-
arfaktoren zerféllt gilt V; = K[t]/((t—\)") fir ein n > 1 und ein A € K. Da V} zy-
klisch ist, gibt es ein v € V mit V; = K[t]-v. Definiere v; := (t—\)Jv = (f—A1)?(v)
fir 7 =0,...,n — 1. Nun bilden vy, ...,v,_1 eine Vektorraumbasis von V, da die
Aquivalenzklassen von 1, — A, (t — \)2,...,(t — A)"~! eine Vektorraumbasis von
K[t]/((t — A)™) bilden. Wir wollen nun die Basis v,_1,...,v1,v9 = v benutzen. Es
gilt
(f — )\)(’U]) =Vj+1 fiir 1 S j S n—2

sowie

(f = N (vn-1) =0.
Somit ist f — X beziiglich dieser Basis durch die linke Matrix und f durch die rechte
Matrix in

0 1 Al
0 1 A1
0 1 Al
0 A
dargestellt, wobei sdmtliche fehlende Eintréige Nullen sind. Dies ist genau ein Jor-
dankéstchen. O
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