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Zusammenfassung. Bei diesem Manuskript handelt es sich um Notizen zu

einer Vorlesung Mannigfaltigkeiten an der Universität Konstanz im Sommer-
semester 2012.
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In dieser Vorlesung geht es um (abstrakte) Mannigfaltigkeiten und deren Krüm-
mung.

Wir orientieren uns hier an [1–5, 7].

1. Topologische Grundbegriffe

Definition 1.1 (Topologie). Sei X 6= ∅ eine Menge. Eine Topologie auf X ist eine
Kollektion O von Teilmengen von X, so dass

(i) ∅ ∈ O, X ∈ O,
(ii) Ai ∈ O, i ∈ I, impliziert

⋃
i∈I

Ai ∈ O,

(iii) A1, A2 ∈ O impliziert A1 ∩A2 ∈ O.

Die Mengen A ∈ O heißen offene Mengen. B ⊂ X heißt abgeschlossen, wenn X \B
offen ist.

Eine Topologie O1 heißt feiner als eine Topologie O2 (und O2 heißt gröber als
O1) falls O2 ⊂ O1 gilt.

Sei Y ⊂ X und O eine Topologie auf X. Dann heißt OY := {A ∩ Y : A ∈ O}
von O auf Y induzierte Topologie.

Eine Menge B ⊂ O heißt Basis der Topologie O, falls jedes A ⊂ O Vereinigung
von Mengen in B ist.

Eine Menge S ⊂ O heißt Subbasis einer Topologie O, wenn die Kollektion aller
endlichen Schnitte von Mengen in S eine Basis der Topologie bildet.
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2 1. Topologische Grundbegriffe

Beispiel 1.2. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann sind die Kugeln Bε(x), x ∈ X,
ε > 0, Basis der metrischen Topologie. Die metrische Topologie des Rn besitzt eine
abzählbare Basis.

Definition 1.3 (Umgebung, Stetigkeit). Sei (X,O) ein topologischer Raum. Sei
x ∈ X, U ⊂ X mit x ∈ U . Dann heißt U Umgebung von x, wenn es V ∈ O mit
x ∈ V ⊂ U gibt. Die Menge aller Umgebungen von x bezeichnen wir mit U(x).

Seien (X,OX) und (Y,OY ) topologische Räume. Eine Abbildung f : X → Y
heißt in x ∈ X stetig, wenn es zu jedem V ∈ UY (f(x)) eine Umgebung U ∈ U(x)
mit f(U) ⊂ V gibt. f heißt stetig, wenn f in allen Punkten x ∈ X stetig ist. f
heißt Homöomorphismus, falls f bijektiv ist und f und f−1 stetig sind.

Definition 1.4 (Initiale Topologie, Produkttopologie). Sei X eine Menge und seien
(Xi,Oi), i ∈ I, topologische Räume. Seien fi : X → Xi Abbildungen. Dann existiert
eine gröbste Topologie auf X, die Initialtopologie, so dass alle Abbildungen fi :
X → Xi stetig werden. S := {f−1

i (Ai) : Ai ∈ Oi, i ∈ I} ist eine Subbasis dieser
Topologie.

Spezialfall Produkttopologie: Ist X := X1 ×X2 × . . . und fi die Projektion
auf den Faktor i, so ist S := {X1 × . . .×Xi−1 ×Ai ×Xi+1 × . . . : Ai ⊂ Xi offen}.
Ist X = X1 × . . .×Xn, so ist {A1 × . . .×An : Ai ∈ Oi} eine Basis.

Definition 1.5 (Finale Topologie, Quotiententopologie). Sei Y eine Menge und
seien (Xi,Oi), i ∈ I, topologische Räume. Seien fi : Xi → Y Abbildungen. Dann
existiert eine feinste Topologie auf Y , die finale Topologie, so dass alle fi stetig
werden, nämlich O := {A ⊂ Y : f−1

i (A) ∈ Oi für alle i ∈ I}.
Spezialfall Quotientenraum: Sei (X,O) ein topologischer Raum und ∼ eine

Äquivalenzrelation auf X. Sei x̄ die Äquivalenzklasse von x und X̄ := {x̄ : x ∈ X}.
Definiere die Projektion p : X → X̄ durch x 7→ x̄. Die zugehörige finale Topologie
heißt Quotiententopologie. U ⊂ X̄ ist genau dann offen, wenn p−1(U) ⊂ X offen
ist.

Beispiele 1.6.
(i) X = R, x ∼ y ⇐⇒ x − y ∈ Z, X̄ = R/Z. Unter h(x̄) = e2πix ist X̄

homöomorph zu S1.
(ii) Sn := {x ∈ Rn+1 : |x| = 1}, x ∼ y ⇐⇒ x = ±y. Pn := Sn/ ∼ ist der

n-dimensionale reelle projektive Raum.

Definition 1.7 (Kompaktheit). Ein topologischer Raum (X,O) heißt überde-
ckungskompakt, wenn jede Überdeckung durch offene Mengen eine endliche Teil-
überdeckung besitzt. Ein überdeckungskompakter Raum heißt kompakt, falls er ein
T2-Raum (= Hausdorffraum) ist, d. h. falls je zwei Punkte x 6= y ∈ X disjunkte
Umgebungen besitzen.

Ist (X, d) ein metrischer Raum, so sind Kompaktheit, Überdeckungskompaktheit
und Folgenkompaktheit äquivalent.

Theorem 1.8 (Tychonov). Das Produkt kompakter topologischer Räume ist kom-
pakt.

Beweis. Topologievorlesung. �

Definition 1.9 (Überlagerung). Seien X, Y topologische Räume. Dann heißt p :

X → Y Überlagerung, wenn

(i) p stetig und surjektiv ist,
(ii) jedes y ∈ Y eine offene Umgebung V besitzt, so dass p−1(V ) =

⋃
i Ui mit

paarweise disjunkten offenen Ui ⊂ X ist und p|Ui
: Ui → V für alle i ∈ I

Homöomorphismen sind.
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Beispiel 1.10.
(i) X = R, Y = S1, p(t) = eit,

(ii) p : Sn → Pn, p(x) = x̄.
”
2-blättrige Überlagerung“.

Theorem 1.11. Sei p : X → B eine Überlagerung. Sei Z ein topologischer Raum
und f : Z → B eine stetige Abbildung. Ist Z einfach zusammenhängend (also z. B.

Z = [0, 1] oder Z = [0, 1]2), so existiert eine stetige Liftung f̃ : Z → X mit f = p◦f̃ .

Beweis. Topologievorlesung. �

2. Mannigfaltigkeiten

Definition 2.1 (Mannigfaltigkeit).
(i) Ein topologischer Raum M heißt lokal euklidisch von der Dimension m, falls

M mit offenen Mengen überdeckt werden kann, von denen jede zu einer offenen
Teilmenge von Rm homöomorph ist.

(ii) Ein Paar (U,ϕ), wobei U ⊂ M offen ist und ϕ : U → ϕ(U) ⊂ Rm ein
Homöomorphismus (wie oben) ist, heißt Karte von M . Eine Kollektion A von
Karten heißt Atlas von M , falls M ⊂

⋃
(U,ϕ)∈A

U gilt.

(iii) Zwei Karten (U,ϕ) und (V, ψ) heißen Ck-verträglich, k ≥ 1, wenn ψ ◦ ϕ−1 :
ϕ(U ∩ V )→ ψ(U ∩ V ) ein Ck-Diffeomorphismus ist. Ein Atlas heißt von der
Klasse Ck, falls je zwei seiner Karten Ck-verträglich sind.

(iv) IstA ein Ck-Atlas, so gibt es genau einen maximalen Ck-AtlasA0 mitA ⊂ A0;
er besteht aus allen Karten, welche mit den Karten von A Ck-verträglich sind.

(v) Eine differenzierbare (Ck-)Struktur auf M ist ein maximaler Ck-Atlas auf M .
(vi) Ein lokal-euklidischer Hausdorff-Raum mit einer differenzierbaren Struktur

heißt differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Bemerkung 2.2.
(i) Beispiele sind Rn, Sn.

(ii) Offene Teilmengen differenzierbarer Mannigfaltigkeiten sind differenzierbare
Mannigfaltigkeiten.

(iii) Teilweise fordert man zusätzlich, dass die Topologie von M eine abzählbare
Basis besitzt.

(iv) In der algebraischen Topologie lernt man, dass offene Teilmengen von Rm und
Rn nur dann homöomorph zueinander sein können, wenn m = n gilt. Somit
ist die Dimension eines lokal euklidischen Raumes wohldefiniert.

(v) Wir schreiben häufig Mm für eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit M .

Beispiel 2.3 (Untermannigfaltigkeiten des Rm+n). Eine Teilmenge M ⊂ Rm+n

heißt m-dimensionale Ck-Untermannigfaltigkeit von Rm+n, wenn es zu jedem x ∈
M eine offene Umgebung U ⊂ Rm+n und einen Ck-Diffeomorphismus ϕ : U →
ϕ(U) ⊂ Rm+n mit

ϕ(U ∩M) = ϕ(U) ∩ (Rm × {0})
gibt. Ein solches M besitzt einen Ck-Atlas, nämlich

A := {(U ∩M,ϕ|U∩M ) : wobei (U,ϕ) wie oben}.
M ist lokal euklidisch von der Dimension m. Es gilt

(ψ|V ∩M ) ◦ (ϕ|U∩M )−1 = ψ ◦ ϕ−1|(Rm×{0})∩ϕ(U∩V ) ∈ Ck.

Bemerkung 2.4. Der Einbettungssatz von Whitney (vgl. z. B. eine Vorlesung
Differentialtopologie) besagt, dass jede m-dimensionale Mannigfaltigkeit (bis auf
einen Diffeomorphismus) eine Untermannigfaltigkeit des Rm+n ist, falls n � 1
genügend groß ist.
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Definition 2.5 (Differenzierbare Abbildungen).
Seien M, N Ck-Mannigfaltigkeiten. Eine Abbildung f : M → N heißt von der
Klasse Ck, falls es zu jedem x ∈ M Karten (U,ϕ) von M und (V, ψ) von N mit
x ∈ U , f(U) ⊂ V gibt und ψ ◦ f ◦ ϕ−1 ∈ Ck ist.

Ist f bijektiv und f−1 ebenfalls von der Klasse Ck, k ≥ 1, so heißt f Diffeomor-
phismus von der Klasse Ck.

Gibt es für jedes x ∈ M eine Umgebung U , so dass f(U) offen und f |U : U →
f(U) ein Diffeomorphismus ist, so heißt f ein lokaler Diffeomorphismus.

Bemerkung 2.6.
(i) Ist f von der Klasse Ck, so ist f stetig: ψ ◦ f ◦ ϕ−1 ist stetig, also auch

f = ψ−1 ◦ (ψ ◦ f ◦ ϕ−1) ◦ ϕ.
(ii) Ist f von der Klasse Ck, so ist ψ ◦ f ◦ϕ−1 ∈ Ck für alle Karten (U,ϕ), (V, ψ)

der betreffenden differenzierbaren Strukturen. (Falls U klein genug ist, so dass
die Komposition wohldefiniert ist.)

Beweis. Sei x ∈ U , f(x) ∈ V und z := ϕ(x). Nach Definition existieren Karten
(U0, ϕ0) und (V0, ψ0) mit x ∈ U0, f(U0) ⊂ V0, so dass ψ0 ◦ f ◦ ϕ−1

0 ∈ Ck ist.
Wir wählen eine offene Umgebung W von z mit ϕ−1(W ) ⊂ U0 ∩ U und
f(ϕ−1(W )) ⊂ V ∩ V0. In W gilt dann

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 =
(
ψ ◦ ψ−1

0

)︸ ︷︷ ︸
∈Ck

◦
(
ψ0 ◦ f ◦ ϕ−1

0

)︸ ︷︷ ︸
∈Ck

◦
(
ϕ0 ◦ ϕ−1

)︸ ︷︷ ︸
∈Ck

∈ Ck.

�

(iii) Eine Karte ist eine differenzierbare Abbildung, da id ◦ϕ ◦ ϕ−1 dies ist.

Beispiel 2.7 (Kartesisches Produkt). Seien (M,A), (N,B) zwei Ck-Mannigfaltig-
keiten. Dann ist ein Ck-Atlas auf M ×N durch

{(U × V, ϕ× ψ) : (U,ϕ) ∈ A, (V, ψ) ∈ B}
mit (ϕ× ψ)((x, y)) = (ϕ(x), ψ(y)) ∈ Rm × Rn gegeben.

Definition 2.8 (Zurückziehen einer differenzierbaren Struktur). Sei M ein topolo-
gischer Raum, N eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Atlas A und h : M → N
ein Homöomorphismus. Definiere

h∗A :=
{(
h−1(U), ϕ ◦ h

)
: (U,ϕ) ∈ A

}
Bemerkung 2.9. Eine zurückgezogene Struktur h∗A ist ein Ck-Atlas auf M und
h : (M,h∗A)→ (N,A) ist ein Diffeomorphismus.

Sei M = N = R und h(x) = x3. Sei A die Standardstruktur auf R mit der
Identität als Karte. Dann ist (R, h∗A) 6= (R,A), da h kein Diffeomorphismus von
(R,A) ist.

Beweis. Für die Kartenwechselabbildungen gilt

(ψ ◦ h) ◦ (ϕ ◦ h)−1 = ψ ◦ ϕ−1 ∈ Ck.
Somit ist h∗A ein Ck-Atlas.

Wähle die Karten ϕ und ϕ ◦ h. Dann gilt

ϕ ◦ h ◦ (ϕ ◦ h)−1 = id ∈ Ck

und h ist ein Diffeomorphismus. �

Ein Atlas legt im folgenden Sinne bereits die Topologie fest:

Lemma 2.10. Sei A = {(U,ϕ)} ein Atlas auf einer Menge X (bis auf die Stetig-
keitsforderung an ϕ), d. h. gelte
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(i) U ⊂ X, ϕ : U → ϕ(U) ⊂ Rn ist bijektiv und ϕ(U) ⊂ Rn ist offen.
(ii) X =

⋃
(U,ϕ)∈A

U und für (U,ϕ), (V, ψ) ∈ A ist ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V )→ ψ(U ∩ V )

stets ein Homöomorphismus.

Dann gibt es genau eine Topologie auf X, so dass X lokal euklidisch mit A als Atlas
wird.

Beweis. Eindeutigkeit: Ist X lokal euklidisch mit Atlas A, so sind die Abbildun-
gen ϕ : U → ϕ(U) für (U,ϕ) ∈ A Homöomorphismen. Sei V ⊂ X offen. Dann
gilt

V =
⋃

(U,ϕ)∈A

U ∩ V =
⋃
ϕ−1(ϕ(U ∩ V )︸ ︷︷ ︸

offen im Rn

).

Zunächst ist U ∩ V relativ offen in U . Dann ist ϕ(U ∩ V ) relativ offen in ϕ(U) und
daher auch in Rn.

Definiere
B := {ϕ−1(W ) : (U,ϕ) ∈ A, W ⊂ ϕ(U) offen}.

Dann ist B in einer Basis enthalten. Weil sich aber aufgrund der obigen Gleichung
jede offene Menge als eine Vereinigung von Mengen in B darstellen lässt, ist B eine
Basis. Daher ist die Topologie eindeutig bestimmt.

Existenz: Wir behaupten, dass B Basis einer Topologie ist.

(i) X =
⋃
B∈B

B, da für eine Karte (U,ϕ) nach Definition ϕ−1(ϕ(U)) = U ∈ B ist

und da nach Voraussetzung X =
⋃

(U,ϕ)∈A
U gilt.

(ii) Seien Wi ⊂ ϕi(Ui) offen, i = 1, 2, und sei x ∈ ϕ−1
1 (W1) ∩ ϕ−1

2 (W2). B ist eine
Basis der Topologie, wenn wir eine Menge A ∈ B mit x ∈ A ⊂ ϕ−1

1 (W1) ∩
ϕ−1

2 (W2) finden ([6, Satz 2.7]). Setze zi := ϕi(x). Dann gelten z2 = ϕ2 ◦
ϕ−1

1 (z1) und zi ∈Wi. Da ϕ2◦ϕ−1
1 stetig ist, gibt es eine offene Menge W ⊂ Rn,

so dass z1 ∈ W ⊂ W1 und ϕ2 ◦ ϕ−1
1 (W ) ⊂ W2. Es folgt ϕ−1

1 (W ) ⊂ ϕ−1
2 (W2).

Daher ist
x ∈ ϕ−1

1 (W )︸ ︷︷ ︸
∈B

⊂ ϕ−1
1 (W1) ∩ ϕ−1

2 (W2)

und somit ist B die Basis einer Topologie.

�

Definition 2.11 (Untermannigfaltigkeit). Sei N eine n-dimensionale differenzier-
bare Ck-Mannigfaltigkeit. Eine Teilmenge M ⊂ N heißt Ck-Untermannigfaltigkeit
von N , wenn es zu jedem x ∈M eine Karte (U,ϕ) von N mit x ∈ U und

ϕ(U ∩M) = ϕ(U) ∩ (Rm × {0}) ,
m ≤ n, gibt. Die Kollektion aller (U ∩M,ϕ|U∩M ) ist dann ein Ck-Atlas von M .

3. Tangentialbündel

Wir haben die folgende anschauliche Definition.

Definition 3.1. Sei M ⊂ Rn eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit. Dann
wird der Tangentialraum von M in x von allen Vektoren α′(0) aufgespannt, wobei
α : (−ε, ε)→M ⊂ Rn eine differenzierbare Kurve mit α(0) = x ist.

Bemerkung 3.2. Diesen Vektorraum können wir auch als

TxM := (dϕ(x))−1 (Rm × {0})
schreiben, wobei ϕ eine Karte des Rn ist, die zeigt, dass Mm eine Untermannigfal-
tigkeit ist.
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Wir wollen diese Definition auf abstrakte (= nicht immersierte) Mannigfaltig-
keiten M verallgemeinern: Sei x ∈ M . Betrachte alle differenzierbaren Kurven
α : (−ε, ε) → M mit α(0) = x. Zwei solche Kurven α und β heißen äquivalent,
wenn es eine Karte (U,ϕ) um x mit

(ϕ ◦ α)′(0) = (ϕ ◦ β)′(0)

gibt. Gilt diese Relation für eine Karte (U,ϕ), so auch für jede andere Karte (V, ψ)
um x:

(ψ ◦ α)′(0) =
((
ψ ◦ ϕ−1

)
◦ ϕ ◦ α

)′
(0) = d

(
ψ ◦ ϕ−1

)
(ϕ(α(0)))〈(ϕ ◦ α)′(0)〉

= d
(
ψ ◦ ϕ−1

)
(ϕ(α(0)))〈(ϕ ◦ β)′(0)〉 = (ψ ◦ β)′(0).

Hieraus folgt auch die Transitiviät dieser Relation.

Definition 3.3. Ein Tangentialvektor im Punkt x ist eine Äquivalenzklasse [α] von
Kurven α : (−ε, ε)→M mit α(0) = x.

Die Menge dieser Äquivalenzklassen heißt Tangentialraum im Punkt x: TxM .

Lemma 3.4. Ist (U,ϕ) eine Karte, so ist für alle x ∈ U durch ϕ∗,x([α]) := (ϕ ◦
α)′(0) eine bijektive Abbildung ϕ∗,x : TxM → Rm, m = dimM , definiert.

Für zwei Karten (U,ϕ), (V, ψ) und x ∈ U ∩ V gilt

ψ∗,x ◦ ϕ−1
∗,x = d

(
ψ ◦ ϕ−1

)
(ϕ(x)) ∈ GL (Rm) .

Beweis. ϕ∗,x([α]) ist wohldefiniert, denn α ∼ β ist äquivalent zu (ϕ ◦ α)′(0) =
(ϕ ◦ β)′(0). ϕ∗,x ist injektiv, denn ϕ∗,x([α]) = ϕ∗,x([β]) bedeutet α ∼ β.
ϕ∗,x ist surjektiv: Sei v ∈ Rm. Definiere α(t) := ϕ−1(ϕ(x) + tv). Dann ist

ϕ∗,x([α]) = (ϕ ◦ α)′(0) =
d

dt
(ϕ(x) + tv)

∣∣∣∣
t=0

= v.

Wir haben bereits gesehen, dass

(ψ ◦ α)′(0) = d
(
ψ ◦ ϕ−1

)
(ϕ(α(0)))〈(ϕ ◦ α)′(0)〉

gilt. Nach Definition folgt also

ψ∗,x([α]) = d
(
ψ ◦ ϕ−1

)
(ϕ(α(0))) 〈ϕ∗,x([α])〉

wie behauptet. �

Korollar 3.5. TxM besitzt genau eine Vektorraumstruktur, so dass alle ϕ∗,x Vek-
torraumisomorphismen werden: Setze für v, w ∈ TxM und λ ∈ R

v + λw := ϕ−1
∗,x(ϕ∗,x(v) + λϕ∗,x(w)).

Nach Lemma 3.4 ist diese Definition unabhängig von der Wahl der Karte. Bringe
ϕ∗,x auf die andere Seite und benutze die Linearität der Komposition ϕ∗,x ◦ ψ−1

∗,x:

ϕ∗,x(v +ϕ λw) =ϕ∗,x(v) + λϕ∗,x(w)

=ϕ∗,x ◦ ψ−1
∗,x ◦ ψ∗,x(w) + λϕ∗,x ◦ ψ−1

∗,x ◦ ψ∗,x(v)

=ϕ∗,x ◦ ψ−1
∗,x(ψ∗,x(w) + λψ∗,x(v))

=ϕ∗,x(w +ψ λv).

Definition 3.6. Die (disjunkte) Vereinigung

TM :=
⋃
p∈M
{p} × TpM

heißt Tangentialbündel von M . Für U ⊂M setze TU :=
⋃
p∈U
{p} × TpM .



3. Tangentialbündel 7

Ist (U,ϕ) eine Karte von M , so heißt die Abbildung

ϕ∗ : TU →ϕ(U)× Rm,
(x, v) 7→ (ϕ(x)), ϕ∗,x(v))

die von (U,ϕ) induzierte Karte von TM .

Lemma 3.7. Ist M von der Klasse Ck, so bilden die von einem Atlas induzierten
Karten einen Ck−1-Atlas der Menge TM im Sinne von Definition 2.1.

Beweis.

(i) ϕ∗ ist bijektiv: Aus ϕ∗((x, v)) = ϕ∗((y, w)) folgt ϕ(x) = ϕ(y) und ϕ∗,x(v) =
ϕ∗,y(w) und somit x = y und, nach Lemma 3.4, v = w. Die Surjektivität folgt
ebenfalls nach Lemma 3.4.

(ii) Aus M =
⋃

(U,ϕ)∈A
U folgt TM =

⋃
(U,ϕ)∈A

TU .

(iii) Zur Verträglichkeit: Seien (U,ϕ) und (V, ψ) Karten von M mit z ∈ ϕ(U ∩ V )
und z = ϕ(x), v ∈ Rm. Dann gilt nach Lemma 3.4

ψ∗ ◦ ϕ−1
∗ ((z, v)) =ψ∗

((
x, ϕ−1

∗,x(v)
))

=
(
ψ(x), ψ∗,x

(
ϕ−1
∗,x(v)

))
=
(
ψ
(
ϕ−1(z)

)
, d
(
ψ ◦ ϕ−1

)
(z)〈v〉

)
.

ψ∗ ◦ ϕ−1
∗ ist, als Funktion von (z, v), (k − 1)-mal stetig differenzierbar.

(iv) TM ist mit diesem Atlas Hausdorffsch: Punkte (x, v) und (y, w) lassen sich
für x 6= y trennen, da M Hausdorffsch ist und für w 6= v, da dies für Rm der
Fall ist. �

Korollar 3.8. Sei M eine Ck-Mannigfaltigkeit, k ≥ 1. Nach Lemma 2.10 besitzt
TM genau eine Topologie, die TM zu einer (differenzierbaren) Ck−1-Mannigfaltigkeit
mit einem Atlas, der aus den von M induzierten Karten besteht, macht.

Die natürliche Projektion p : TM →M , (x, v) 7→ x ist von der Klasse Ck−1.

Beweis. Es gilt

TU
p //

ϕ∗

��
///

U

ϕ

��
Rm × Rm ⊃ ϕ(U)× Rm

p1 // ϕ(U).

Wegen p1(ϕ∗(x, v)) = p1((ϕ(x), ϕ∗,x(v))) = ϕ(x) und ϕ(p(x, v)) = ϕ(x) kommu-
tiert das Diagramm. Aus p1 = ϕ ◦ p ◦ ϕ−1

∗ ∈ C∞ erhalten wir p ∈ Ck−1. �

Bemerkung 3.9.

(i) Sei U ⊂ Rm offen. Wir identifizieren TU mit U × Rm vermöge [α]↔ α′(0).
(ii) Sei M eine Untermannigfaltigkeit von N . Für jedes x ∈ M ist TxM ⊂ TxN .

Also gilt TM ⊂ TN . TM ist sogar eine Untermannigfaltigkeit von TN .
(Übung.)

Spezialfall N = Rn: TxM ist ein Unterraum von Rn, TM ⊂ TRn = Rn ×
Rn.

Definition 3.10 (Induzierte Abbildung der Tangentialbündel). Seien M , N dif-
ferenzierbare Mannigfaltigkeiten (Ck) und f : M → N eine Abbildung der Klasse
Ck. Dann definieren wir für x ∈M die Abbildung

f∗,x : TxM →Tf(x)N,

f∗,x([α]) = [f ◦ α],
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wobei α : (−ε, ε)→M differenzierbar ist und α(0) = x gilt. Definiere

f∗ : TM →TN,

f∗((x, v)) := (f(x), f∗,x(v)).

Bemerkung 3.11. Wohldefiniertheit von f∗:
Seien (U,ϕ) und (V, ψ) Karten um x bzw. f(x). Seien α, β : (−ε, ε) → M mit

α(0) = β(0) = x gegeben. Ist α ∼ β, so folgt (ϕ ◦ α)′(0) = (ϕ ◦ β)′(0). Es gilt

(ψ ◦ f ◦ α)′(0) =
((
ψ ◦ f ◦ ϕ−1

)
◦ ϕ ◦ α

)′
(0) = d

(
ψ ◦ f ◦ ϕ−1

)
(ϕ(x))〈(ϕ ◦ α)′(0)〉

= d
(
ψ ◦ f ◦ ϕ−1

)
(ϕ(x))〈(ϕ ◦ β)′(0)〉 = (ψ ◦ f ◦ β)′(0).

Somit ist f ◦ α ∼ f ◦ β.
Koordinatendarstellung von f∗: Seien (U,ϕ) und (V, ψ) Karten um x bzw.

f(x). In Karten hat f∗,x die Form d
(
ψ ◦ f ◦ ϕ−1

)
(ϕ(x)), wenn wir die Kommuta-

tivität des folgenden Diagrammes nachrechnen können:

(3.1) TxM
f∗,x //

ϕ∗,x

��
///

Tf(x)N

ψ∗,f(x)

��
Rm

d(ψ◦f◦ϕ−1)(ϕ(x))

// Rn

Für v = [α] ∈ TxM gilt

ψ∗,f(x) ◦ f∗,x(v) =ψ∗,f(x)([f ◦ α]) = (ψ ◦ f ◦ α)′(0) = (ψ ◦ f ◦ ϕ−1 ◦ ϕ ◦ α)′(0)

= d
(
ψ ◦ f ◦ ϕ−1

)
(ϕ(x))〈(ϕ ◦ α)′(0)︸ ︷︷ ︸

=ϕ∗,x(v)

〉.

Beachte: In Koordinaten ist f∗ somit gerade die Ableitung der Abbildung in Ko-
ordinaten.

Bemerkung 3.12.
(i) f∗,x : TxM → Tf(x)N ist linear. (Benutze (3.1).)

(ii) Gelte ohne Einschränkung f(U) ⊂ V (in der üblichen Notation).

TU
f∗ //

ϕ∗

��
///

TV

ψ∗

��
ϕ(U)× Rm

(ψ◦f◦ϕ−1)∗

// ψ(V )× Rn.

Insbesondere ist f∗ von der Klasse Ck−1, falls f von der Klasse Ck ist.
(iii) Es gilt die folgende funktorielle Eigenschaft von

”∗
“: Sind f : L → M und

g : M → N differenzierbare Abbildungen von differenzierbaren Mannigfaltig-
keiten, so gilt (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗.

Beweis. Sei [α] ∈ TxL.

(g ◦ f)∗,x([α]) = [g ◦ f ◦ α] = g∗,f(x)([f ◦ α]) = g∗,f(x)(f∗,x([α])). �

Definition 3.13 (Immersion, Submersion, Einbettung). Seien M, N differenzier-
bare Mannigfaltigkeiten. Sei f : M → N eine differenzierbare Abbildung.

(i) f heißt immersiv bzw. submersiv im Punkt x ∈M , falls f∗,x : TxM → Tf(x)N
injektiv bzw. surjektiv ist. f hat in x ∈M den Rang k, falls dies für f∗,x gilt.

(ii) f heißt Immersion bzw. Submersion bzw. eine Abbildung von konstantem
Rang k, wenn f in allen Punkten immersiv bzw. submersiv ist bzw. den Rang
k hat.
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(iii) Eine stetige Abbildung f : X → Y zwischen topologischen Räumen heißt Ein-
bettung, wenn f : X → f(X) Homöomorphismus ist, wobei f(X) die Unter-
raumtopologie trägt.

(iv) Eine differenzierbare Abbildung f zwischen differenzierbaren Mannigfaltig-
keiten heißt differenzierbare Einbettung, wenn f Immersion und Einbettung
ist.

(v) Sei f : M → N eine Immersion. f(M) heißt immersierte Mannigfaltigkeit.

Ist f zusätzlich injektiv, dann heißt M̃ := f(M) mit der Topologie und

differenzierbaren Struktur, die f : M → M̃ zu einem Diffeomorphismus macht,
eine immersierte Untermannigfaltigkeit von N . (Die induzierten Strukturen

erhält man wie folgt: Ũ ⊂ M̃ ist offen, falls f−1
(
Ũ
)

in M offen ist. Ist (U,ϕ)

eine Karte für M , so ist (f(U), ϕ ◦ f−1) eine Karte für M̃ .)

Bemerkung 3.14. Achtung, eine injektive Immersion ist i. a. keine differenzierbare
Einbettung: Sei M = (−1, 2π), N = R2 und

f(x) =

{
(1, x) für − 1 < x ≤ 0,

(cosx, sinx) für 0 < x < 2π.

Bemerkung 3.15. Ist f : X → Y stetig und injektiv, X kompakt und Y Haus-
dorffsch, so ist f eine Einbettung.

Beweis. Siehe Topologievorlesung [6, Satz 9.12]. �

Das Rangtheorem aus der Analysis liefert

Theorem 3.16. Sei f : Mm → Nn eine Abbildung die in jedem Punkt den Rang l
hat. Dann gibt es für jeden Punkt p ∈M Karten (U,ϕ) und (V, ψ) von M bzw. N
mit p ∈ U , f(p) ∈ V und f(U) ⊂ V , so dass

ψ ◦ f ◦ ϕ−1
(
x1, . . . , xm

)
=
(
x1, . . . , xl, 0, . . . , 0

)
.

Ohne Einschränkung können wir auch ϕ(U) = Bm1 (0) und ψ(V ) = Bn1 (0) an-
nehmen.

Theorem 3.17. Sei f : Mm → Nn von der Klasse Ck, k ≥ 1.

(i) Ist f eine differenzierbare Einbettung, so ist f(M) eine Untermannigfaltigkeit
von N der Klasse Ck und der Dimension m = dimM .

(ii) Ist y0 ∈ N und hat f konstanten Rang l, so ist f−1(y0) ≡ f−1({y0}) entweder
leer oder eine Untermannigfaltigkeit der Dimension m− l.

(iii) Ist y0 ∈ N und f für alle x ∈ f−1(y0) submersiv, so ist f−1(y0) entweder leer
oder eine Untermannigfaltigkeit der Dimension m− n = dimM − dimN .

Beweis.

(i) Sei x0 ∈ M , y0 := f(x0). Seien (U,ϕ) bzw. (V, ψ) Karten um x0 bzw. y0.
Setze z0 := ϕ(x0). f∗,x0 ist injektiv. Also folgt, dass L := d

(
ψ ◦ f ◦ ϕ−1

)
(z0)

injektiv ist, insbesondere m ≤ n.
Ergänze L (Rm) durch vm+1, . . . , vn zu einer Basis des Rn. Definiere

F (z) := ψ ◦ f ◦ ϕ−1
(
z1, . . . , zm

)
+

n∑
l=m+1

zlvl, z ∈ Rn.

Dann ist dF (z0, 0) bijektiv und es existiert ε > 0, so dass F : Bε(z0, 0) →
F (Bε(z0, 0)) ein Diffeomorphismus ist. Es gilt

(3.2) F |Rm×{0} = ψ ◦ f ◦ ϕ−1.
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Setze Vε := ψ−1(F (Bε((z0, 0)))). Dann ist (Vε, F
−1 ◦ ψ) eine Karte um y0.

Da f−1 stetig ist, existiert eine offene Umgebung V0 von y0 mit V0 ⊂ Vε und
f−1(V0) ⊂ ϕ−1 (Bε(z0, 0) ∩ Rm), wobei wir Rm und Rm × {0} identifizieren.

ϕ−1 (Bε(z0, 0) ∩ Rm) ⊂U
f //

ϕ

��

V

ψ

��

⊃ Vε ⊃ V0

Bε(z0, 0) ∩ Rm ⊂ ϕ(U) ψ(V )⊃ F (Bε(z0, 0))

Es folgt

f(M) ∩ V0 =V0 ∩
(
f ◦ ϕ−1 (Bε(z0, 0) ∩ Rm)

)
=V0 ∩

(
ψ−1 ◦ F (Bε(z0, 0) ∩ Rm)

)
nach (3.2).

(ii) Sei x0 ∈ f−1(y0), (U,ϕ) und (V, ψ) seien Karten um x0 bzw. y0. Gelte ohne

Einschränkung f(U) ⊂ V . Für z ∈
(
ψ ◦ f ◦ ϕ−1

)−1
(ψ(y0)) = ϕ ◦ f−1(y0)

hat d
(
ψ ◦ f ◦ ϕ−1

)
konstanten Rang l. Somit ist (ggf. nach Verkleinern von

U und V ) die Menge ϕ
(
f−1(y0)

)
∩ϕ(U) nach dem Rangtheorem eine Unter-

mannigfaltigkeit von Rm. Da ϕ−1 Diffeomorphismus ist, ist f−1(y0) ∩ U eine
Untermannigfaltigkeit von M .

(iii) Lokal hat f nahe f−1(y0) konstanten Rang n. Die Behauptung folgt. �

Lokal sind Immersionen stets Einbettungen:

Theorem 3.18. Sei f : Mm → Nn eine Immersion. Dann gibt es zu jedem p ∈M
eine offene Umgebung U ⊂M mit p ∈ U , so dass f |U eine Einbettung ist.

Beweis. Wähle Karten (U,ϕ) und (V, ψ) von M bzw. N mit p ∈ U und ϕ(p) = 0 ∈
Rm so dass f̂ := ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : Bm1 (0)→ Bn1 (0) die Form

f̂
(
x1, . . . , xm

)
=
(
x1, . . . , xm, 0, . . . , 0

)
hat. Dann ist f̂ : Bm1 (0) → Bn1 (0) eine Einbettung. ϕ : U → Bm1 (0) und ψ : V →
Bn1 (0) sind Diffeomorphismen. Daher ist f : U → V eine Einbettung, wenn f(U)
die Unterraumtopologie bezüglich der Menge V trägt. Da aber V ⊂ N offen ist, ist
das dieselbe Topologie wie die Unterraumtopologie bezüglich der Menge N . Also
ist f |U eine Einbettung. �

Theorem 3.19. Sei M eine kompakte (differenzierbare) Mannigfaltigkeit der Klas-
se Ck, 0 ≤ k ≤ ∞. Dann existiert n ∈ N und eine (differenzierbare) Einbettung
f : M → Rn der Klasse Ck.

Beweis. Sei m = dimM . Zu jedem Punkt x ∈ M gibt es eine Karte (V, ϕ) mit
ϕ(x) = 0 und B3(0) ⊂ ϕ(V ). Da M kompakt ist, gibt es (V1, ϕ1), . . . , (Vl, ϕl) mit

M =
l⋃

j=1

ϕ−1
j (B1(0)). Sei λ ∈ C∞ (Rm) mit 0 ≤ λ ≤ 1, λ(x) = 1 für x ∈ B1(0) und

λ(x) = 0 für x ∈ Rm \B2(0). Definiere λj : M → R und fj : M → Rm durch

λj(x) :=

{
λ ◦ ϕj(x), x ∈ Vj ,
0, sonst,

fj(x) :=

{
λj(x)ϕj(x), x ∈ Vj ,
0, sonst.

Es gilt λj , fj ∈ Ck. Definiere f : M → R(m+1)l, f ∈ Ck, durch

f(x) := (f1(x), λ1(x), . . . , fl(x), λl(x)).
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f ist injektiv: Seien x, y ∈ M mit f(x) = f(y). Da die Mengen ϕ−1
j (B1(0)) die

Mannigfaltigkeit M überdecken, gibt es ein j0 mit λj0(x) = 1. Wegen λj0(y) = 1
folgt x, y ∈ Vj0 . Wegen ϕj0(x) = ϕj0(x)λj0(x) = fj0(x) = fj0(y) = ϕj0(y) folgt x =
y. Nach Bemerkung 3.15 ist f eine topologische Einbettung, denn M ist kompakt
und Rk ist Hausdorffsch.

Sei k ≥ 1. Dann ist f auch eine Immersion, denn für x ∈ ϕ−1
j0

(B1(0)) ist (fj0)∗,x =

(ϕj0)∗,x injektiv, also auch f∗,x. Im Fall k = 0 liefert Bemerkung 3.15, dass f eine
Einbettung ist. �

4. Vektorbündel

Vektorbündel verallgemeinern das Tangentialbündel.

Definition 4.1 (Vektorbündel). Seien X, B topologische Räume, p : X → B stetig
und E ein normierter Vektorraum. Eine E-Bündelkarte ist ein Paar (U,Φ), wobei

(i) U ⊂ B offen ist und Φ: p−1(U)→ U × E ein Homöomorphismus ist.
(ii) Das Diagramm

p−1(U)
Φ //

p

��

U × E

p1

yy
U

ist kommutativ. Für y ∈ p−1(x) (genauer: p−1({x})) erhalten wir

Φ(y) = (p1Φ(y), p2Φ(y)) ≡ (x,Φx(y)).

p−1(x) heißt Faser von x; es ist Φ(p−1(x)) = {x} × E. (Äquivalent zur obi-
gen Definition erhalten wir Φx := p2 ◦ Φ|p−1(x).) Φx : p−1(x) → E ist ein
Homöomorphismus.

Definition 4.2. Ein E-Bündelatlas A für p : X → B ist eine Kollektion von
E-Bündelkarten, so dass

(i) B ⊂
⋃

(U,Φ)

U ,

(ii) Für (U,Φ), (V,Ψ) ∈ A mit U ∩ V 6= ∅ gilt
(a) Ψx ◦ Φ−1

x : E → E ist ein Isomorphismus,
(b) x 7→ Ψx ◦ Φ−1

x ist stetig von U ∩ V nach L(E) mit der Operatornorm
‖T‖ := sup

‖x‖=1

‖Tx‖.

Bemerkung 4.3.
(i) Sei (x, v) ∈ U × E. Wegen Ψ ◦ Φ−1(x, v) =

(
x,Ψx ◦ Φ−1

x (v)
)

und da Ψ, Φ

Homöomorphismen sind, ist x 7→ Ψx ◦ Φ−1
x automatisch stetig, falls E end-

lichdimensional ist.
(ii) Wie beim Tangentialbündel erhalten die Fasern p−1(x) eine eindeutige Vek-

torraumstruktur, so dass alle Φx : p−1(x) → E Vektorraumisomorphismen
werden: Für v, w ∈ p−1(x) und λ ∈ R setzt man

v + λw := Φ−1
x (Φx(v) + λΦx(w)).

(iii) Das triviale Bündel über B ist durch X = B × E, Φ(x, v) = (x, v) gegeben.
(iv) Das Tangentialbündel ist ein Vektorbündel: Sei M eine differenzierbare Man-

nigfaltigkeit mit Tangentialbündel TM . Definiere p : TM → B ≡ M durch
TxM 3 v 7→ p(v) = x ∈M . Ist (U,ϕ) eine Karte von M , so definieren wir

Φ: TUM ≡ p−1(U)→U × E ≡ U × Rm,
TxM 3 v 7→Φ(v) = (x, ϕ∗,x(v)).

Ψx ◦ Φ−1
x = ψ∗,x ◦ ϕ−1

∗,x ist ein Isomorphismus des Rm, m = dimM .
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Definition 4.4 (Vektorbündel der Klasse Ck). Ist p : X → B ein Vektorbündel und
B eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Klasse Ck, so heißt ein Vektorbündel-
altlas A = {(U,Φ)} von der Klasse Ck, falls für je zwei Karten (U,Φ), (V,Ψ) ∈ A
die Kartenwechselabbildung

Ψ ◦ Φ−1 : (U ∩ V )× E → (U ∩ V )× E
von der Klasse Ck ist.

Bemerkung 4.5.
(i) Wegen Ψ◦Φ−1(x, v) =

(
x,Ψx ◦ Φ−1

x (v)
)
, Ψx◦Φ−1

x ein Vektorraumisomorphis-

mus von E, sind Ψ ◦ Φ−1 ∈ Ck und
(
x 7→ Ψx ◦ Φ−1

x

)
∈ Ck äquivalent.

(ii) Jedes Vektorbündel der Klasse Ck ist auf natürliche Weise eine differen-
zierbare Mannigfaltigkeit der Klasse Ck der Dimension dimB + dimE: Sei
A = {(U,Φ)} ein Vektorbündelatlas und sei B = {(V, ϕ)} ein Atlas von B.
Nehme ohne Einschränkung an, dass für jedes (U,Φ) ∈ A ein (U,ϕ) ∈ B
existiert; sonst ersetze U durch U ∩ V . Als Diagramm erhalten wir

X ⊃ p−1(U)

p

��

Φ // U × E

p1

zz

(ϕ,id) // ϕ(U)× E

p1

��
U

ϕ // ϕ(U).

Dann ist Ã := {(p−1(U), (ϕ, id) ◦ Φ)} ein Ck-Atlas von X.

Definition 4.6 (Schnitte, Vektorfelder). Sei p : X → B ein Vektorbündel. Ein
Schnitt ist eine stetige Abbildung s : B → X mit p ◦ s = id, d. h. s(x) ∈ p−1(x) für
alle x ∈ B. Die Schnitte des Tangentialbündels einer differenzierbaren Mannigfal-
tigkeit heißen Vektorfelder.
s0(x) := 0x ∈ p−1(x) heißt Nullschnitt.

Bemerkung 4.7. s0 ist eine (differenzierbare) Einbettung, d. h. man kann B mit
s0(B) identifizieren.

s0(U)
Φ // U × {0} ⊂ U × E

p1

ww
U.

s0

OO

Φ◦s0 ist die Abbildung U 3 x 7→ (x, 0) ∈ U×E, eine Einbettung. Somit ist s0 : B →
s0(B) ein lokaler Homöomorphismus bzw. Diffeomorphismus. s0 ist eineindeutig, da
p ◦ s0 = id ist und p|s0(B) ist eine stetige Inverse. Die Behauptung folgt.

Definition 4.8 (Abbildungen von Vektorbündeln). Seien pi : Xi → Bi, i = 0, 1,
Ei-Vektorbündel mit dimEi < ∞. Eine stetige Abbildung F : X0 → X1 heißt
eine Vektorbündelmorphismus, wenn F jede Faser von X0 linear in eine Faser von
X1 abbildet, d. h. wenn für jedes x0 ∈ B0 ein x1 ∈ B1 existiert, so dass Fx0

:=
F |p−1(x0) → p−1(x1) linear ist.

Bemerkung 4.9.
(i) Ist s0 der Nullschnitt von X0, so ist f := p1 ◦ F ◦ s0 stetig. Wir erhalten das

folgende kommutative Diagramm

X0

p0

��

F //

///

X1

p1

��
B0

f
// B1.
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(ii) Ist B0 = B1, f = id und Fx ein Isomorphismus für jedes x, so heißt F
Vektorbündelisomorphismus.

(iii) Das Vektorbündel p : X → B heißt trivial, wenn es zum Vektorbündel B ×E
isomorph ist.

(iv) Ein Vektorbündel mit dimE = n ist genau dann trivial, wenn es n linear
unabhängige Schnitte s1, . . . , sn besitzt, d. h. s1(x), . . . , sn(x) sind für jedes x
linear unabhängig.

Beweis.
”
=⇒“: Seien s1, . . . , sn die linear unabhängigen Schnitte. Definiere

F : B × Rn → X durch F (x, (x1, . . . , xn)) :=
n∑
j=1

xjsj(x).

”
⇐=“: Sei umgekehrt F : B × Rn → X ein Vektorbündelisomorphismus und

sei e1, . . . , en eine Basis des Rn. Setze sj(x) := F (x, ej). �

(v) Die Existenz einer Vektorbündelkarte Φ : p−1(U) → U × E impliziert, dass
p−1(U) trivial ist.

(vi) TSn ist für gerades n nichttrivial, da nach dem Satz vom Igel jedes stetige
Tangentialfeld auf Sn eine Nullstelle besitzen muss.
TSn ist für n = 0, 1, 3, 7 trivial. Für alle anderen n ist TSn nichttrivial

(nichttriviale algebraische Topologie, J. F. Adams).

Definition 4.10 (Tensoren). Sei E ein normierter Vektorraum, dimE <∞, und E′

der Dualraum von E, häufig auch mit E∗ bezeichnet. Ein Tensor T der Stufe (r, s),
r, s ∈ N0 ×N0 \ {(0, 0)}, auf E ist eine Multilinearform auf (E′)r ×Es. Die Menge
aller Tensoren einer Stufe (r, s) bilden einen endlich-dimensionalen Vektorraum
E(r,s).

Ein E(r,s)-Tensor heißt r-fach kontravariant und s-fach kovariant. Ein E(r,0)-
Tensor heißt kontravariant, ein E(0,s)-Tensor heißt kovariant.

Wichtig wird später bei Tensoren insbesondere der Nachweis, dass die Auswer-
tung nur von den Einträgen in einem Punkt und insbesondere nicht von den Ablei-
tungen der Einträge abhängt.

Bemerkung 4.11.
(i) Es gilt E′ = E(0,1).

(ii) Ist E normiert, so definiert ‖x′‖ := sup
‖x‖≤1

|x′〈x〉| eine Norm auf E′.

(iii) Auf E(r,s) definiert

‖T‖ := sup
‖x′

j
‖≤1

‖xk‖≤1

|T 〈x′1, . . . , x′r;x1, . . . , xs〉|

eine Norm und damit auch eine Topologie auf E(r,s).
(iv) E ist kanonisch isomorph zu E′′ = E(1,0) vermöge x〈x′〉 := x′〈x〉 für x ∈ E,

x′ ∈ E′. Daher ist E(1,r) kanonisch isomorph zu Lr(E,E), dem Raum der
r-linearen Abbildungen Er → E: Seien xi ∈ E. Dann ist nämlich e ∈ E durch

T 〈ϕ;x1, . . . , xr〉 = e〈ϕ〉 für alle ϕ ∈ E′

definiert.

Definition 4.12 (Transformation von Tensoren). Sei ϕ : E → F ein linearer Vek-
torraumisomorphismus zwischen normierten endlichdimensionalen Vektorräumen.
Definiere ϕ′ : F ′ → E′ durch ϕ′(y′) := y′ ◦ ϕ. Definiere ϕ# : E(r,s) → F (r,s) für

T ∈ E(r,s) durch

ϕ#(T )〈f ′1, . . . , f ′r; f1, . . . , fs〉 := T
〈
ϕ′(f ′1), . . . , ϕ′(f ′r);ϕ

−1(f1), . . . , ϕ−1(fs)
〉
.

ϕ#(T ) heißt “push-forward” von T .
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Bemerkung 4.13.

(i) Dies ist (im sich aus der folgenden Rechnung erklärenden Sinne) konsistent mit
der Identifikation E = E(1,0) = E′′: Für x ∈ E ist ϕ#(x)〈f ′〉 = x〈ϕ′(f ′)〉 =
x〈f ′ ◦ ϕ〉 = (f ′ ◦ ϕ)〈x〉 = f ′〈ϕ〈x〉〉 = ϕ(x)〈f ′〉.

(ii) ϕ# : E(r,s) → F (r,s) ist linear.
(iii) Sind ϕ : E → F und ψ : F → G Vektorraumisomorphismen, so gilt (ψ ◦ϕ)# =

ψ# ◦ ϕ#, da (ψ ◦ ϕ)−1 = ϕ−1 ◦ ψ−1, (ψ ◦ ϕ)′ = ϕ′ ◦ ψ′ und aufgrund einer
kleinen einfachen Rechnung.

(iv) Differenzierbarkeit von ϕ 7→ ϕ#: Sei T ∈ E(r,s), ϕ1, . . . , ϕr ∈ L(F ′, E′),
ψ1, . . . , ψs ∈ L(F,E). Dann ist die Abbildung

(T ;ϕ1, . . . , ϕr;ψ1, . . . , ψs) 7→ T (ϕ1(·), . . . , ϕr(·);ψ1(·), . . . , ψs(·)) ∈ F (r,s)

multilinear von E(r,s) × L(F ′, E′)r × L(F,E)s nach F (r,s) und daher von der
Klasse C∞.
ϕ 7→ ϕ−1 ∈ C∞(Iso(E,F )︸ ︷︷ ︸

⊂L(E,F )

, Iso(F,E)︸ ︷︷ ︸
⊂L(F,E)

). ϕ 7→ ϕ′ ist linear und daher in

C∞(L(E,F ), L(F ′, E′)). Aufgrund der Kettenregel ist (T, ϕ) 7→ ϕ#T von der

Klasse C∞
(
E(r,s) × Iso(E,F ), F (r,s)

)
.

Somit ist ϕ 7→ ϕ# von der Klasse C∞
(
Iso(E,F ), Iso

(
E(r,s), F (r,s)

))
.

Wegen (ϕ ◦ ψ)# = ϕ# ◦ ψ# und id# = id ist ϕ# stets ein Isomorphismus
und es gilt (ϕ#)−1 =

(
ϕ−1

)
#

.

Definition 4.14 (Tensorbündel über einem Vektorbündel). Sei p : X → B ein
Vektorbündel mit allgemeiner Faser E, dimE <∞, und Vektorbündelkarten (U,Φ),
Φ: p−1(U) → U × E. Sei (r, s) ∈ N0 × N0 \ {(0, 0)}. (Erinnerung: Für x ∈ B ist
p−1(x) ein Vektorraum.) Auf

X(r,s) :=
⋃
x∈B

(p−1(x))(r,s)

definieren wir eine Vektorbündelstruktur durch die Projektion

p(r,s) : X(r,s) →B,

p(r,s)
((
p−1(x)

)(r,s))
:= x

und den Vektorbündelatlas

Φ# :
(
p(r,s)

)−1

(U)→U × E(r,s),

Φ#(T ) := (x,Φx#(T )).

(Erinnerung: Für v ∈ p−1(x) ist Φ(v) = (x,Φx(v)), wobei Φx : p−1(x) → E ein
Isomorphismus ist.)

Bemerkung 4.15.

(i) Verträglichkeit der Karten: Sei (x, T ) ∈ U × E(r,s). Es gilt

Ψ# ◦ (Φ#)−1(x, T ) =
(
x,Ψx# ◦ (Φx#)−1(T )

)
=
(
x,Ψx# ◦

(
Φ−1
x

)
#

(T )
)

=
(
x,
(
Ψx ◦ Φ−1

x

)
#

(T )
)
.

Nach Definition eines Vektorbündels ist x 7→ Ψx ◦Φ−1
x stetig (bzw. ∈ Ck) von

U ∩ V nach Iso(E). Nach Bemerkung 4.13 (iv) ist

(ϕ 7→ ϕ#) ∈ C∞
(

Iso(E), Iso
(
E(r,s)

))
.
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Somit ist x 7→
(
Ψx ◦ Φ−1

x

)
#

stetig (bzw. Ck) von U ∩ V nach Iso
(
E(r,s)

)
.

Nach Lemma 2.10 existiert daher genau eine Topologie auf X(r,s) zu dem
festgelegten Atlas, so dass alle Φ# Homöomorphismen werden. Somit ist

p(r,s) : X(r,s) → B

ein Vektorbündel von der Klasse Ck, falls p : X → B von der Klasse Ck ist.
(ii) Spezialfall Tangentialbündel: Das Tangentialbündel ist p : TM →M . Die

Schnitte von p(r,s) : (TM)(r,s) →M heißen Tensorfelder (oder kurz: Tensoren)
auf M .

Insbesondere heißt das Bündel p(0,1) : (TM)(0,1) →M Kotangentialbündel
auf M . Es wird mit T ∗M bezeichnet. Die zugehörigen Schnitte heißen 1-
Formen und werden häufig mit ω bezeichnet.

Weiterhin ist p(1,0) : (TM)(1,0) → M (bis auf Isomorphie) das Tangenti-
albündel.

5. Vektorfelder

Definition 5.1 (Derivation). Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann
ist C1(M) = C1(M,R) ein Vektorraum und ein kommutativer Ring mit (f ·g)(x) :=
f(x) · g(x). Sei p ∈M , v ∈ TpM und f ∈ C1(M). Definiere vf := f∗,p(v). Entspre-
chend setzen wir für ein Vektorfeld X auf M

(Xf)(p) := vf,

falls X(p) = (p, v) (was wir auch als
”
X(p) = v“ schreiben werden).

Die Operation v : C1(M)→ R erfüllt

(i) v(f + g) = v(f) + v(g),
(ii) v(fg) = (vf)g(p) + f(p)vg.

Eine Abbildung δ : C1(M) → R mit diesen beiden Eigenschaften heißt Derivation
in p.

Bemerkung 5.2.
(i) Ist δ eine Derivation in p, so ist δf = 0 für alle f mit f ≡ 0 in einer Umgebung

von p.

Beweis. Gelte f ≡ 0 in U . Wähle g ∈ C1(M) mit g(p) = 2 und g = 1 in
M \U . Dann gilt f = fg und in p folgt δf = δ(fg) = δf2+0, also δf = 0. �

(ii) Jede Derivation in p läßt sich auf von C1(M) auf C1(U), U eine beliebige Um-
gebung von p, einschränken: Wähle (z. B. mit Hilfe einer Karte) Umgebungen
V, W von p mit V̄ ⊂ W ⊂ W̄ ⊂ U und h ∈ C1(M) mit h = 1 auf V und
h = 0 auf M \ W̄ . Definiere für f ∈ C1(U)

δ(f) := δ
(
f̃
)

mit f̃ =

{
hf in U,

0 sonst.

Aufgrund des ersten Teiles der Bemerkung ist dies wohldefiniert.

Lemma 5.3. Ist f ∈ Ck(B1(0)), so gibt es Funktionen fi ∈ Ck−1(B1(0)) mit

f(x) = f(0) +

n∑
i=1

xifi(x).

Beweis. Es gilt f(x)− f(0) =
1∫
0

d
dtf(tx) dt =

1∫
0

n∑
i=1

∂f
∂xi (tx)xi dt. Setze also fi(x) :=

1∫
0

∂f
∂xi (tx) dt. �
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Korollar 5.4. Ist (U,ϕ) eine Karte von M mit p ∈ U , ϕ(p) = 0 und ϕ(U) = B1(0),

so gibt es zu f ∈ Ck(U) Funktionen fi ∈ Ck−1(U) mit f − f(p) =
n∑
i=1

ϕifi.

Beweis. Wir wenden Lemma 5.3 auf f ◦ ϕ−1 an und erhalten

f ◦ ϕ−1 − f ◦ ϕ−1(0)︸ ︷︷ ︸
=p

=

n∑
i=1

xif̃i.

Wende nun
”
◦ϕ“ an und setze fi := f̃i ◦ ϕ. �

Derivationen und Vektorfelder entsprechen einander:

Theorem 5.5. Zu jeder Derivation δ in p ∈ M gibt es genau ein v ∈ TpM mit
δf = vf für alle f ∈ C1(M).

Beweis. Zunächst einmal verschwindet δ(c) für jede Konstante c ∈ R, da δ(1) =
δ(1 · 1) = δ(1) · 1 + 1 · δ(1) = 2δ(1) auch δ(1) = 0 impliziert. Daher folgt nach
Korollar 5.4

δ(f) = δ(f(p))︸ ︷︷ ︸
=0

+

m∑
i=1

(
δ
(
ϕi
)
fi(p) + ϕi(p)︸ ︷︷ ︸

=0

δ(fi)
)
.

Da ϕ∗,p : TpM → Rm ein Isomorphismus ist, gibt es genau ein v ∈ TpM mit
ϕ∗,p(v) =

(
δ
(
ϕ1
)
, . . . , δ (ϕm)

)
. Dies ist nach Definition äquivalent zu vϕi = δϕi

für i = 1, . . . ,m. Wir erhalten

vf = v

(
m∑
i=1

ϕifi

)
=

m∑
i=1

(
vϕi
)︸ ︷︷ ︸

=δϕi

fi(p) +

m∑
i=1

ϕi(p)︸ ︷︷ ︸
=0

(vfi) = δf. �

Definition 5.6. Ein Ck-Vektorfeld V , 0 ≤ k ≤ ∞, auf einer Mannigfaltigkeit der
Klasse Ck+1 ist eine Abbildung M → TM der Klasse Ck mit V (p) ∈ TpM ⊂ TM .

Definition 5.7 (Lie-Produkt von Vektorfeldern). Seien X, Y Vektorfelder der
Klasse C1 auf M . Sei f ∈ C2(M). Definiere

σ(f) := X(Y f)− Y (Xf).

Wir werden gleich nachrechnen, dass σ in jedem Punkt p ∈M eine Derivation (für
C2-Funktionen) definiert. Nach Theorem 5.5 existiert genau ein Vektorfeld Z mit
σf = Zf für alle f ∈ C2(M). Wir definieren das Lieprodukt von X und Y durch
[X,Y ] := Z.

Bemerkung 5.8.

(i) σ ist eine Derivation: Die Linearität ist klar.
Produktregel:

σ(fg) =X(fY g + gY f)− Y (fXg + gXf)

=XfY g + fXY g +XgY f + gXY f − Y fXg − fY Xg − Y gXf − gY Xf
= fσ(g) + gσ(f).

(ii) Koordinatendarstellung von [X,Y ]: Sei (U,ϕ) eine Karte von M und sei
(U,Φ) die zugehörige Bündelkarte von TM , d. h. gelte Φ(x, v) = (x, ϕ∗,x(v))
für v ∈ TxM . Sei e1, . . . , en die Standardbasis des Rn, Ei(x) = (x, ei), i =
1, . . . , n, seien die entsprechenden Schnitte in U × Rn. Setze Xi := Φ−1Ei.
Dann ist Xi(x) =

(
x, (ϕ∗,x)−1ei

)
, i = 1, . . . , n. (X1, . . . , Xn) heißen die zur
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Karte (U,ϕ) gehörenden Standardbasisvektorfelder. Jedes Vektorfeld X be-
sitzt dann in U eine Darstellung X =

∑
i

λiXi mit Funktionen λi. Für f ∈

C1(U) gilt

Xif |p = f∗Xi|p = f∗(ϕ∗,p)
−1ei = f∗

(
ϕ−1

)
∗,ϕ(p)

ei =
(
f ◦ ϕ−1

)
∗,ϕ(p)

ei

=

(
∂

∂xi
(
f ◦ ϕ−1

))
◦ ϕ(p).

Wegen Xif =
(
∂
∂xi

(
f ◦ ϕ−1

))
◦ ϕ werden die Xi oft auch als ∂

∂xi bezeichnet.
Es folgt

XjXif =Xj

((
∂

∂xi
(
f ◦ ϕ−1

))
◦ ϕ
)

=

(
∂

∂xj

(
∂

∂xi
(
f ◦ ϕ−1

)))
◦ ϕ wegen ϕ ◦ ϕ−1 = id

=

(
∂

∂xi

(
∂

∂xj
(
f ◦ ϕ−1

)))
◦ ϕ da partielle Ableitungen

im Rn kommutieren

=XiXjf.

Somit ist [Xi, Xj ] = 0 für die Standardbasisvektorfelder. Seien X, Y Vektor-
felder, f, λ ∈ C2(M). Es folgt

[X,λY ]f =X(λY f)− λY Xf = XλY f + λXY f − λY Xf
= (Xλ)Y f + λ[X,Y ]f,

d. h.

[X,λY ] = (Xλ)Y + λ[X,Y ],

[λX, Y ] = − [Y, λX] = −(Y λ)X + λ[X,Y ].

Seien jetzt X, Y beliebige Vektorfelder der Klasse Cl auf U , 1 ≤ l ≤ k − 1,
M ∈ Ck. Dann besitzen X und Y Darstellungen

X =

n∑
i=1

aiXi und Y =

n∑
j=1

bjXj .

Es folgt aufgrund der obigen Rechenregeln

[X,Y ] =
[
X,
∑

bjXj

]
=
∑
j

[
X, bjXj

]
=
∑
j

((
Xbj

)
Xj + bj [X,Xj ]

)
=
∑
j

XbjXj +
∑
j, k

bj
[
akXk, Xj

]
=
∑
j

XbjXj +
∑
j, k

(
bj
(
−Xja

k
)
Xk + bjak [Xk, Xj ]︸ ︷︷ ︸

=0

)

=

n∑
j=1

(
Xbj − Y aj

)
Xj .

(iii) Hieraus folgt: Sind X, Y ∈ Cl, so ist [X,Y ] ∈ Cl−1.
(iv) Jacobi-Identität: Sind X, Y, Z drei C2-Vektorfelder auf M , dann gilt

[X, [Y,Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0.

Beweis. Übungsaufgabe. �
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(v) Ist M von der Klasse C∞, so wird der R-Vektorraum der C∞-Vektorfelder
auf M zu einer reellen Lie-Algebra mit dem Produkt (X,Y ) 7→ [X,Y ].

Allgemeiner ist eine Lie-Algebra ein Vektorraum V über einem Körper K
mit einer Verknüpfung [·, ·] : V × V → V , die Lie-Klammer heißt, und die
folgenden Axiome erfüllt:
(a) Die Lie-klammer ist in beiden Argumenten linear, z. B. [λu + v, w] =

λ[u,w] + [v, w] für alle λ ∈ K, u, v, w ∈ V ,
(b) es gilt die Jacobi-Identität [u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, v]] = 0 für alle

u, v, w ∈ V ,
(c) [u, u] = 0 für alle u ∈ V .

Bemerkung 5.9 (Koordinatenschreibweise).

(i) Für kovariante Tensoren, z. B. für 1-Formen ω, verwenden wir untere Indices:
ωi. Für kontravariante Tensoren, z. B. für Vektorfelder X, verwenden wir obe-
re Indices: Xi. Für allgemeinere Tensoren in TM (r,s) benutzen wir r obere
(
”
kontravariante“) Indices und s untere (

”
kovariante“) Indices.

(ii) Sei M eine Mannigfaltigkeit und seien (U,ϕ) und (V, ψ) verschiedene Karten
für M mit Koordinaten xi bzw. yi und U ∩V 6= ∅; genauer: . . . mit Koordina-
ten (xi) . . . . Sei X = Xi ∂

∂xi ein Vektorfeld. Betrachte y = y(x) = ψ ◦ϕ−1(x).
Dann gilt nach Lemma 3.4

Xi ∂

∂xi
=
∂yj

∂xi
Xi ∂

∂yj
,

wobei wir ∂
∂xi =

(
ϕ−1

)
∗ ei und ∂

∂yj =
(
ψ−1

)
∗ ej für Basen ek des Rm im Bild

der Karte ϕ bzw. ψ benutzt haben. Wir schreiben dies auch als

∂

∂xi
=
∂yj

∂xi
∂

∂yj
.

(iii) Sei X = Xi ∂
∂xi in Koordinaten ein Vektorfeld auf M und f : M → N eine

Abbildung. Wie in Bemerkung 3.11 seien ϕ und ψ Karten für M bzw. N .
Definiere f̃ := ψ ◦ f ◦ ϕ−1, also f

”
in Karten“, und y = f̃(x). Dann gilt

f∗(X) = f∗

(
Xi ∂

∂xi

)
= Xi ∂y

j

∂xi
∂

∂yj
.

Im Spezialfall f = id werden also aus den Koordinaten Xi in der
”
ϕ-Karte“

die Koordinaten Xi ∂y
j

∂xi in der
”
ψ-Karte“. Wir erhalten dasselbe Ergebnis wie

oben oder wie nach Definition 4.12, siehe auch weiter unten.
(iv) Sei X ein Vektor und ω eine 1-Form. Seien ϕ, ψ Kartenabbildungen. Bezeichne

mit dx1, . . . , dxm eine zu ∂
∂x1 , . . . ,

∂
∂xm duale Basis, d. h. gelte

dxi
(

∂

∂xj

)
= δij .

(Alternativ: Definiere die zu ∂
∂x1 , . . . ,

∂
∂xm duale Basis dϕ1 ≡ dx1, . . . , dϕm ≡

dxm durch dϕi(X) := Xϕi. Hieraus folgt

dxi
(

∂

∂xj

)
=

∂

∂xj
ϕi =

∂(ϕi ◦ ϕ−1)

∂xj
◦ ϕ =

∂xi

∂xj
◦ ϕ = δij .

)
Entsprechend zu den Basen dx1, . . . bezüglich der ϕ-Karte definieren wir Basen
dy1, . . . bezüglich der ψ-Karte. Nach Definition 4.12 transformiert sich eine (in

”
ϕ-Koordinaten“ gegebene) Form ω = ωidx

i wie folgt: Sei y = ψ ◦ ϕ−1(x).

Dann ist ϕDef. 4.12 = d(ψ ◦ ϕ−1) =
(
∂y
∂x

)
. Die Inverse bezeichnen wir mit
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∂x
∂y

)
. Somit gilt

ω = ωidx
i = ωi

∂xi

∂yj
dyj .

Wir können dies auch wiederum als Transformationsregel für dxi lesen und

erhalten dxi = ∂xi

∂yj dy
j . Dies passt zur Relation für die Basen und dualen

Basen, denn es gilt

δij = dxi
∂

∂xj
=
∂xi

∂yk
dyk

∂yl

∂xj
∂

∂yl
= δij .

Ebenso ist ω(X) invariant definiert; in Karten gilt aufgrund der obigen Rech-
nung

ω(X) = ωidx
iXj ∂

∂xj
= ωiX

jδij = ωiX
i = ωi

∂xi

∂yk
dykXj ∂y

l

∂xj
∂

∂yl
.

(v) Sei nun T ein (1, 1)-Tensorfeld. (Für ein (r, s)-Tensorfeld verfährt man mit
sämtlichen Einträgen entsprechend.) Wir schreiben in Koordinaten

T ji := T

(
∂

∂xi
, dxj

)
und erhalten aufgrund der obigen Überlegungen, die wir nach Definition 4.12
auf jedes Argument separat anwenden,

T = T ji dx
i ∂

∂xj
= T ji

∂xi

∂yk
dyk

∂yl

∂xj
∂

∂yl
.

(vi) Für die Lie-Klammer gilt in Koordinaten

[X,Y ]j = Xi ∂

∂xi
Y j − Y i ∂

∂xi
Xj .

Bemerkung 5.10 (Fluss eines Vektorfeldes). Sei X ∈ Cl, l ≥ 1, ein Vektorfeld.
Betrachte die gewöhnliche Differentialgleichung α̇ = X ◦ α mit

(5.1) α̇ = α∗,t〈1〉,

wobei α : I →M und I ⊂ R ein offenes Intervall ist.
Ist (U,ϕ) eine Karte von M mit α(I) ⊂ U , so ist (5.1) äquivalent zu

ϕ∗α∗,t(1) =ϕ∗X(α(t)).

Wir formen beide Seiten um

ϕ∗
((
X ◦ ϕ−1

)
(ϕ(α(t)))

)
= (ϕ ◦ α)∗,t〈1〉 = (ϕ(α(t)), (ϕ ◦ α)′(t)).

ϕ∗(X ◦ ϕ−1) ist ein Vektorfeld auf ϕ(U) und daher von der Form ϕ∗X ◦ ϕ−1(y) =
(y,XU (y)). Daher ist (5.1) äquivalent zu (ϕ◦α)′(t) = XU (ϕ◦α(t)). Nach dem Exis-
tenzsatz für gewöhnliche Differentialgleichungen gibt es daher lokal eine Lösung: Zu
jedem p0 ∈M existiert eine offene Umgebung U0 von p0 und eine offenes Intervall
I ⊂ R, 0 ∈ I, sowie eine Abbildung F ∈ Cl(U0 × I,M), so dass

F (p, 0) = p ∀p ∈ U0,

Ḟ =X ◦ F, wobei Ḟ (p, t) = F∗,(p,t)〈(0, 1)〉

ist, d. h. t 7→ F (p, t) ist eine Integralkurve von X mit Anfangspunkt p für t = 0. F
heißt lokaler Fluss von X.

Lemma 5.11 (Eindeutigkeitssatz). Seien α1, α2 : (a, b) → M Integralkurven von
X mit α1(t0) = α2(t0) für ein t0 ∈ (a, b). Dann gilt α1 = α2.
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Beweis. Setze c0 := sup{c : α1(t) = α2(t)∀ t0 ≤ t ≤ c}. Falls c0 < b ist, folgt
α1(c0) = α2(c0), weil die Kurven αi stetig sind und M Hausdorffsch ist. Sei (U,ϕ)
eine Karte von M mit αi(t) ∈ U für c0 − ε < t < c0 + ε und ε > 0 für i = 1, 2.
Dann gilt (ϕ ◦ αi)′(t) = XU (ϕ ◦ αi(t)) für diese Werte von t und ϕ ◦ α1(c0) = ϕ ◦
α2(c0). Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes für gewöhnliche Differentialgleichungen
folgt ϕ ◦ α1(t) = ϕ ◦ α2(t) für t nahe c0. Widerspruch zur Definition von c0. Die
Behauptung folgt. �

Korollar 5.12. Für jedes p ∈M gibt es ein eindeutig bestimmtes maximales offe-
nes Intervall Ip mit 0 ∈ Ip, auf welchem die Integralkurve α mit α(0) = p definiert
ist, nämlich die Vereinigung aller offenen Intervalle I mit 0 ∈ I, so dass α : I →M
eine Integralkurve mit α(0) = p ist.

Bemerkung 5.13 (Erinnerung: Lebesguesche Zahl). Sei K ⊂ Rn kompakt, K ⊂⋃
i∈I

Ui, Ui offen. Dann existiert λ > 0, so dass für alle Mengen A ⊂ Rn mit A∩K 6= ∅

und diamA < λ ein i ∈ I mit A ⊂ Ui existiert.

Theorem 5.14 (Existenzsatz für den maximalen Fluss). Sei W :=
⋃
p∈M
{p}× Ip ⊂

M × R und für p ∈ M sei F (p, ·) : Ip → M die maximale Integralkurve von X mit
F (p, 0) = p. Dann ist W in M × R offen und F ∈ Cl(W,M). (F heißt maximaler
Fluss von X.)

Beweis. Sei (p̄, t̄) ∈W , ohne Einschränkung t̄ > 0. Nach Definition und Eindeutig-
keitssatz folgt

(5.2) F (F (p, s), t) = F (p, s+ t),

da für festes (p, s) auf beiden Seiten die eindeutig bestimmte Integralkurve von X
mit Anfangspunkt F (p, s) für t = 0 steht. Aufgrund des lokalen Existenzsatzes und
aufgrund des Lemmas über die Lebesguesche Zahl, angewandt auf

[
0, t̄
]
, gibt es eine

Zahl N ∈ N und offene Umgebungen Uj von F (p̄, jN t̄), j = 0, . . . , N , so dass F auf

Uj ×
(−2
N t̄, 2

N t̄
)

definiert und von der Klasse Cl ist. Wir schreiben Ft(p) = F (p, t)
und erhalten aus (5.2)

F t̄
N

(
F j−1

N t̄(p̄)
)

= F j
N t̄

(p̄).

Wähle nun induktiv (absteigend) Umgebungen U ′j ⊂ Uj von F j
N t̄

(p̄) mit U ′N := UN ,

F t̄
N

(U ′j−1) ⊂ U ′j , z. B. U ′j−1 = F− t̄
N

(U ′j) ∩ Uj−1. Für p ∈ U ′0 wollen wir α(p, t) :=

Ft(p) für 0 ≤ t ≤ N+1
N t̄ definieren. Es gilt für 0 ≤ t ≤ N+1

N t̄ und 0 ≤ j ≤ N mit
jt̄
N ≤ t <

(j+1)t̄
N

α(p, t) = F
t− jt̄

N

(
F t̄

N

(
. . .
(
F t̄

N
(p)
)
. . .
)

︸ ︷︷ ︸
j-mal iteriert

)
.

Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes ist α(p, t) eine Integralkurve von X mit α(p, 0) =
p. Somit ist F (t, p) für alle p ∈ U ′0 und t ∈

[
0, N+1

N t̄
]

wohldefiniert und es gilt

Ft(p) = Ft−t̄

(
F t̄

N

(
. . .
(
F t̄

N
(p) . . .

))
︸ ︷︷ ︸

N-mal

)

für |t̄− t| ≤ t̄
N und p ∈ U ′0. Daher ist U ′0×

(
t̄− t̄

N , t̄+ t̄
N

)
⊂W und F ist dort von

der Klasse Cl. �
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6. Zusammenhänge

Sei M eine Mannigfaltigkeit der Klasse Ck, k ≥ 2.
Seien V l(M) die Vektorfelder der Klasse Cl, 0 ≤ l ≤ k − 1 auf M . Dann ist

V l(M) ein Cl(M)-Modul. Es gilt nämlich für V,W ∈ V l(M) und f, g ∈ Cl(M).

(1) f(V +W ) = fV + fW ,
(2) (f + g)V = fV + gV ,
(3) (fg)V = f(gV ),
(4) 1V = V

und Cl(M) ist ein Ring.

Definition 6.1 (Zusammenhang). Ein Zusammenhang auf M (der Klasse Cl) ist
eine Abbildung

∇ : V l(M)× V l+1(M)→V l(M),

(X,Y ) 7→∇XY,

mit

(i) ∇X(Y1 + Y2) = ∇XY1 +∇XY2,
(ii) ∇X(fY ) = (Xf)Y + f∇XY ,
(iii) ∇X1+X2

Y = ∇X1
Y +∇X2

Y und
(iv) ∇gXY = g∇XY ,

wobei X,X1, X2 ∈ V l(M), Y, Y1, Y2 ∈ V l+1(M), f ∈ Cl+1(M) und g ∈ Cl(M).

Beispiel 6.2.

(i) Ist TM trivial, dann existieren globale BasisfelderX1, . . . , Xm ∈ Ck−1. Schrei-
be Y ∈ V l(M) als Y = λjXj mit λj ∈ Cl. Definiere ∇XY := (Xλj)Xj . Es
gilt insbesondere ∇XXj = 0.

(ii) Sei M ⊂ Rn eine Untermannigfaltigkeit der Klasse Ck. Für x ∈M sei P (x) :
Rn → TxM die orthogonale Projektion auf den Tangentialraum TxM :=
{α′(0)|α : (−ε, ε) → M, α(0) = x} ⊂ Rn. Dann ist P : M → L(Rn) von
der Klasse Ck−1: Sei (U,ϕ) eine Karte von Rn mit ϕ(U ∩M) = ϕ(U) ∩ Rm.
Dann gibt es Basisfelder X1, . . . , Xn ∈ Ck−1(U,Rn), so dass X1, . . . , Xm tan-
gential zu M sind. Nach Orthonormalisierung dürfen wir ohne Einschränkung
annehmen, dass X1, . . . , Xn eine Orthogonalbasis ist. Dann gilt

P (x)Y =

m∑
j=1

〈Y,Xj(x)〉RnXj(x).

Setze ∇XY (z) := P (z)dY (z)〈X〉, wobei wir das Vektorfeld Y : M → Rn in
eine Umgebung von M fortsetzen. Beachte, dass diese Definition nicht von der
Fortsetzung abhängt (kleine Übung).

Bemerkung 6.3. Wir wollen die Zusammenhangsabbildung lokal in Karten dar-
stellen. Sei ∂

∂xi ein Standardbasisvektorfeld zu einer Karte (U,ϕ), d. h. aufgrund

bisheriger Überlegungen gilt ∂
∂xi f = ∂f◦ϕ−1

∂xi ◦ ϕ.

(i) ∇XY |p hängt nur vom Wert X(p) ab, d. h. ∇XY ist tensoriell in Bezug auf X:
Dies ist äquivalent zu ∇XY |p = 0 falls X(p) = 0 gilt. Wähle eine Karte (U,ϕ)
um p sowie eine Umgebung V von p mit V̄ ⊂ U , und g ∈ Ck(M) mit g(p) = 1
und g = 0 auf M \V . Schreibe X = λi ∂

∂xi auf U . Es gilt g2X =
∑

(gλi)
(
g ∂
∂xi

)
.

Setze

λ̃i =

{
gλi auf U,

0 sonst,
X̃i =

{
g ∂
∂xi auf U,

0 sonst.
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Dann gilt g2X =
∑
λ̃iX̃i auf M und λ̃i(p) = gλi(p) = 0. Es folgt

∇XY |p = g2(p)∇XY |p = ∇g2XY |p = ∇∑
λ̃iX̃i

Y |p =
∑

λ̃i(p)︸ ︷︷ ︸
=0

∇X̃i
Y |p = 0.

(ii) Analog zu Bemerkung 5.2 verschwindet ∇XY |p, falls Y in einer Umgebung
von p verschwindet; somit hängt ∇XY |p nur von den Werten von Y in einer
beliebig kleinen Umgebung von p ab.

(iii) Sei U ⊂ M offen und p ∈ U , so ist ∇vY für v ∈ TpM und Y ∈ V l+1(U)

wohldefiniert: Wähle nämlich Vektorfelder X̃ und Ỹ auf M mit X̃(p) = v und

Ỹ = Y in einer Umgebung von p und setze ∇vY |p := ∇X̃ Ỹ |p.
(iv) Seien jetzt ∂

∂x1 , . . . ,
∂

∂xm Standardbasisvektorfelder auf U . Dann gibt es ein-

deutig bestimmte Funktionen Γkij , die Christoffelsymbole des Zusammenhan-
ges, so dass

∇ ∂

∂xi

∂
∂xj = Γkij

∂
∂xk

in U gilt. Seien X = λi ∂
∂xi und Y = µj ∂

∂xj . Dann folgt

∇XY =∇λi ∂

∂xi

(
µj ∂

∂xj

)
=
∑
i

λi
∑
j

∇ ∂

∂xi

(
µj ∂

∂xj

)
=
∑
i

λi
∑
j

{(
∂
∂xiµ

j
)

∂
∂xj + µj∇ ∂

∂xi

∂
∂xj

}
=
∑
i,j

λi
(
∂
∂xiµ

j
)

∂
∂xj +

∑
i,j,k

λiµjΓkij
∂
∂xk

=
∑
k

(
Xµk︸︷︷︸

=dµk〈X〉

+
∑
i,j

Γkijλ
iµj
)

∂
∂xk .

Bemerkung 6.4 (Vektorfelder längs Abbildungen). Seien M, N Mannigfaltigkei-
ten. Jede Abbildung F : N → TM ist von der Form F (x) = (f(x), Y (x)) mit
f = p ◦ F , p : TM →M und Y (x) ∈ Tf(x)M . Y heißt Vektorfeld längs f .

Ist Y ein Vektorfeld auf M und f : N → M eine Abbildung, so ist Y ◦ f ein
Vektorfeld längs f .

Sei X ∈ TpN , berechne ∇f∗,p〈X〉Y |f(p). Da f : N → M ist, folgt f∗,p : TpN →
Tf(p)M . Sei (U,ϕ) eine Karte von M mit ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm). Setze f i = ϕi ◦f . Dann
gilt

f∗,p〈X〉 =
(
ϕ−1 ◦ ϕ ◦ f

)
∗,p 〈X〉 =

(
ϕ−1

)
∗,ϕ(f(p))

〈(ϕ ◦ f)∗,p〈X〉〉

=
(
ϕ−1

)
∗,ϕ(f(p))

〈∑
i

(
ϕi ◦ f

)
∗,p 〈X〉ei

〉
=
∑
i

(
f i
)
∗,p 〈X〉︸ ︷︷ ︸

=Xfi|p

(
ϕ−1

)
∗,ϕ(f(p))

ei︸ ︷︷ ︸
= ∂

∂xi |f(p)

und somit folgt für ein Vektorfeld Y = µk ∂
∂xk auf M (nach

”
Kettenregel“)

∇f∗,p〈X〉Y |f(p) =
(
f∗,p〈X〉µk|f(p)︸ ︷︷ ︸

=X(µk◦f)|p

+Γkij
(
Xf i

)
µj
) ∂

∂xk
.

Dabei hängt insbesondere der Ableitungsterm nur von Y ◦ f ab.
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Definiere daher für f : N → M und beliebige Vektorfelder Y (x) ∈ Tf(x)M mit

Y = µj ∂
∂xj ◦ f mit Funktionen µj auf N und für Vektorfelder X auf N

∇fXY :=
(
Xµk + Γkij ◦ f

(
Xf i

)
µj
) ∂

∂xk
◦ f.

Im Spezialfall f = α : (a, b)→M , wenn f also eine Kurve ist und X = d
dt ist, gilt

∇αd
dt
Y ≡ ∇αY =

(
(µ′)k + Γkij ◦ α (α′)iµj

) ∂

∂xk
◦ α.

Definition 6.5. Ein Vektorfeld Y heißt parallel längs einer Kurve α, wenn ∇αY =
0 gilt.

Bemerkung 6.6. Schreiben wir Y = µk ∂
∂xk , so ist Parallelität äquivalent zu dem

linearen Gleichungssystem

µ′ + Γ ◦ α〈α′, µ〉 = 0.

Theorem 6.7. Sei α : (a, b) → M eine differenzierbare Kurve. Dann bilden die
parallelen Vektorfelder längs α einen m-dimensionalen Vektorraum: Zu t0 ∈ (a, b)
und v ∈ Tα(t0)M gibt es genau ein paralleles Vektorfeld Y längs α mit Y (t0) = v.

Beweis. Die Behauptung ist nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz für lineare
Differentialgleichungssysteme innerhalb einer Kartenumgebung klar. Beachte, dass
bei linearen Systemen Existenz und Eindeutigkeit folgt, sobald die Koeffizienten
stetig sind. Ein Fortsetzungsargument liefert dann die Behauptung. �

Korollar 6.8. Sei α : (a, b)→ M differenzierbar und seien t0, t ∈ (a, b). Definiere
eine Abbildung Pt0,t : Tα(t0)M → Tα(t)M durch

Tα(t0)M 3 v 7→ Y (t) ∈ Tα(t)M,

wobei Y das längs α parallele Vektorfeld mit Y (t0) = v ist. Pt0,t ist ein Vektor-

raumisomorphismus und es gilt P−1
t0,t = Pt,t0 .

Lemma 6.9. Sei Y ein Vektorfeld längs α. Dann gilt

∇αY = lim
t→t0

1

t− t0
(Pt,t0Y (t)− Y (t0)).

Beweis. Nach Theorem 6.7 existieren m linear unabhängige parallele Vektorfelder
Y1, . . . , Ym längs α. Für diese gilt Pt,t0Yj(t) = Yj(t0). Schreibe Y (t) = µj(t)Yj(t).
Es folgt Pt,t0Y (t) = µj(t)Yj(t0) und

lim
t→t0

1

t− t0
(Pt,t0Y (t)− Y (t0)) = lim

t→t0

1

t− t0
(
µj(t)− µj(t0)

)
Yj(t0)

= (µ′)j(t0)Yj(t0)

und andererseits

∇αY =∇α(µjYj) = (µ′)jYj + µj ∇αYj︸ ︷︷ ︸
=0

,

wobei die letzte Gleichheit aufgrund der Parallelität der Vektorfelder Yj gilt. �

Definition 6.10 (Torsion und Krümmung). Seien X, Y, Z lokal definierte Vektor-
felder. Definiere die Torsion T und die Krümmung R durch

T (X,Y ) :=∇XY −∇YX − [X,Y ]

und

R(X,Y )Z :=∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.
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Bemerkung 6.11. T und R sind Tensorfelder, d. h. T (X,Y )|p und R(X,Y )Z|p
hängen für beliebiges p ∈M nur von den Werten X(p), Y (p) und Z(p) ab.

Beweis. Es genügt zu zeigen, dass

T (fX, Y ) = fT (X,Y ), R(fX, Y )Z = fR(X,Y )Z, . . .

für eine beliebige Funktion f gilt.
Seien nämlich X und X̃ zwei verschiedene Vektorfelder mit X(p) = X̃(p).

T (X,Y ) = T
(
X̃, Y

)
in p ist äquivalent zu T

(
X−X̃, Y

)
= 0 oder

n∑
i=1

T
(
λi ∂
∂xi , Y

)
=

0 für Funktionen λi mit λi(p) = 0.
Wegen T (X,Y ) = −T (Y,X) und R(X,Y )Z = −R(Y,X)Z genügt es sogar,

folgendes nachzuweisen:

(i) T (fX, Y ) = fT (X,Y ),
(ii) R(fX, Y )Z = fR(X,Y )Z,
(iii) R(X,Y )fZ = fR(X,Y )Z.

Dies gilt, denn es ist

(i) T (fX, Y ) =∇fXY −∇Y (fX)− [fX, Y ]

= f∇XY − (Y f)X − f∇YX + (Y f)X − f [X,Y ]

(nach Bemerkung 5.8)

= fT (X,Y ).

(ii) R(fX, Y )Z =∇fX∇Y Z −∇Y∇fXZ −∇[fX,Y ]Z

= f∇X∇Y Z −∇Y (f∇XZ)−∇−(Y f)X+f [X,Y ]Z

= fR(X,Y )Z − (Y f)∇XZ + (Y f)∇XZ
= fR(X,Y )Z.

(iii) R(X,Y )fZ =∇X∇Y (fZ)−∇Y∇X(fZ)−∇[X,Y ](fZ)

=∇X((Y f)Z + f∇Y Z)−∇Y ((Xf)Y + f∇XZ)

− ([X,Y ]f)Z − f∇[X,Y ]Z

= (XY f)Z + (Y f)∇XZ + (Xf)∇Y Z + f∇X∇Y Z
− (Y Xf)Z − (Xf)∇Y Z − (Y f)∇XZ − f∇Y∇XZ
− ([X,Y ]f)Z − f∇[X,Y ]Z

= fR(X,Y )Z. �

Bemerkung 6.12. Es ist

T |p : TpM × TpM →TpM,

R|p : (TpM)3 → TpM ∼= (TpM)′′.

Aufgrund der Identifikation TpM ∼= (TpM)′′ können wir die Torsion T als (1, 2)-
Tensorfeld und den Krümmungstensor R als (1, 3)-Tensorfeld auffassen: Sei Z ′ ∈
(TpM)′. Dann ist T (X,Y )〈Z ′〉 = Z ′〈T (X,Y )〉.

Bemerkung 6.13 (Koordinatendarstellung).
Seien ∂

∂x1 , . . . ,
∂

∂xm Standardbasisvektorfelder zu einer Karte (U,ϕ). Dann definie-

ren wir die Komponenten T kij und Rij
l
k durch

T
(
∂
∂xi ,

∂
∂xj

)
=T kij

∂
∂xk

und

R
(
∂
∂xi ,

∂
∂xj

)
∂
∂xk =Rij

l
k
∂
∂xl .
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Da T und R Tensoren sind, gilt für X = Xi ∂
∂xi , Y = Y j ∂

∂xj und Z = Zk ∂
∂xk

T (X,Y ) =T kijX
iY j ∂

∂xk ,

R(X,Y )Z =Rij
l
kX

iY jZk ∂
∂xl .

Wegen
[
∂
∂xi ,

∂
∂xj

]
= 0 folgt

T
(
∂
∂xi ,

∂
∂xj

)
=∇ ∂

∂xi

∂
∂xj −∇ ∂

∂xj

∂
∂xi =

(
Γkij − Γkji

)
∂
∂xk ,

R
(
∂
∂xi ,

∂
∂xj

)
∂
∂xk =∇ ∂

∂xi

(
Γmjk

∂
∂xm

)
−∇ ∂

∂xj

(
Γmik

∂
∂xm

)
= ∂

∂xi Γmjk
∂

∂xm + ΓmjkΓlim
∂
∂xl − ∂

∂xj Γmik
∂

∂xm − ΓmikΓljm
∂
∂xl .

Also gilt
Rij

l
k = ∂

∂xi Γljk − ∂
∂xj Γlik + ΓlimΓmjk − ΓljmΓmik.

7. Metriken und Levi-Civita Zusammenhänge

Der Einfachheit halber wollen wir ab jetzt unter einer differenzierbaren Mannig-
faltigkeit stets eine C∞-Mannigfaltigkeit verstehen.

Definition 7.1. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine pseudo-Rie-
mannsche Metrik auf M ist ein (0, 2)-Tensorfeld g mit folgenden Eigenschaften

(i) g|x ≡ gx ist für alle x ∈M symmetrisch,
(ii) gx ist für alle x ∈ M nicht entartet, d. h. aus gx(v, w) = 0 für alle w ∈ TxM

folgt v = 0.

g heißt Riemannsche Metrik, wenn zusätzlich gx(v, v) ≥ 0 für alle v ∈ TxM gilt.
Damit werden alle Tangentialräume TxM zu Euklidischen Vektorräumen.

Ist klar, welche Metrik wir betrachten, so schreiben wir

〈v, w〉x ≡ 〈v, w〉 ≡ gx(v, w)

für v, w ∈ TxM .

Bemerkung 7.2. Sei ∂
∂xi die Standardbasis zu (U,ϕ). Setze

gij :=
〈
∂
∂xi ,

∂
∂xj

〉
.

Für X = Xi ∂
∂xi , Y = Y j ∂

∂xj folgt

〈X,Y 〉 = gijX
iXj .

(i) Die Symmetrie ist äquivalent zu gij = gji.
(ii) g ist genau dann nicht entartet, wenn rang(gij) = m gilt.
(iii) g ist genau dann Riemannsch, wenn (gij) > 0.

Beispiele 7.3.
(i) Für Rm mit dem Standardskalarprodukt gilt 〈X,Y 〉 = XiY jδij . Daher ist M

mit Metrik gij = δij eine Riemannsche Mannigfaltigkeit.
(ii) Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei N eine Untermannigfaltigkeit.

Dann wird N mit der auf TN eingeschränkten Metrik eine Riemannsche Man-
nigfaltigkeit.

Dies gilt i. a. nicht für pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeiten.

(iii) Minkowski-Raum: Rm+1 mit 〈X,Y 〉 = −X0Y 0 +
m∑
k=1

XkY K , wobei X =

(X0, X1, . . . , Xm) und Y = (Y 0, Y 1, . . . , Y m). Es ist

g = (gij) =


−1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1


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Man schreibt häufiger Lm,1.
Der Lichtkegel (ohne Ursprung) ist durch

K :=

{
X :

(
X0
)2

=

m∑
k=1

(Xk)2, X0 6= 0

}
definiert; Den Ursprung haben wir herausgenommen um eine Untermannigfal-
tigkeit zu erhalten. Dann ist die Einschränkung der Metrik auf K ausgeartet:
Sei speziell p = (1, 1, 0, . . . , 0). Es ist (differenziere 〈α(t), α(t)〉 = 0)

TpK =

{
X ∈ Rm+1 : 〈p,X〉 = p0X0 −

m∑
k=1

pkXk = 0

}
.

Seien also X,Y ∈ TpK, also mit X0 = X1 und Y 0 = Y 1. Dann ist

〈X,Y 〉 =

m∑
k=2

XkY k.

Dies ist für m ≥ 2 ausgeartet.
(iv) Ist g pseudoriemannsch, so definieren wir

ind gx := max{dimV : V ⊂ TxM ist ein Unterraum und

gx|V×V ist negativ definit}.

ind gx ist lokal konstant und daher auf jeder Zusammenhangskomponente kon-
stant. Ist ind g = 1, so heißt g Lorentz-Metrik.

Theorem 7.4. Sei M eine Ck-Mannigfaltigkeit, deren Topologie eine abzählbare
Basis besitzt. Dann besitzt M eine Riemannsche Metrik der Klasse Ck−1.

Bemerkung 7.5. Eine Mannigfaltigkeit mit abzählbarer Topologie ist parakom-
pakt, d. h. jede offene Überdeckung von M besitzt eine lokal endliche Verfeinerung,
die M ebenfalls überdeckt. Zu dieser Verfeinerung gibt es eine untergeordnete Zer-
legung der Eins.

Verfeinerung: Seien A und B Überdeckungen. Dann heißt A Verfeinerung von B,
wenn für jedes B ∈ B ein A ∈ A mit A ⊂ B existiert.

Lokal endlich: Eine Überdeckung A von M heißt lokal endlich, wenn für jedes
x ∈M eine Umgebung U ∈ U(x) existiert, so dass U ∩A 6= ∅ höchstens für endlich
viele A ∈ A gilt.

Untergeordnete Zerlegung der Eins: Sei A eine Überdeckung von M . Dann heißt
(λA)A∈A eine der ÜberdeckungA untergeordnete Zerlegung der Eins, falls folgendes
gilt:

(i) λA ∈ Ck auf einer Ck-Mannigfaltigkeit,
(ii) 0 ≤ λA ≤ 1,
(iii) suppλA ⊂ A,
(iv)

∑
A∈A

λA = 1.

Beachte, dass die Summe lokal endlich ist, da die Überdeckung lokal endlich ist.

Lemma 7.6. Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten und f : M → N
eine Immersion. Sei g eine Riemannsche Metrik auf N . Dann ist f∗g, die zurück-
gezogene (“pull-back”) Metrik, definiert durch

f∗g(X,Y ) := g(f∗X, f∗Y ) oder f∗g(X,Y )(p) = g(f∗,pX|p, f∗,pY |p)

für Vektorfelder X,Y auf M eine Riemannsche Metrik auf M .

Beweis. Übung. �



7. Metriken und Levi-Civita Zusammenhänge 27

Beweis von Theorem 7.4. Sei {(Uα, ϕα)} eine Familie von Karten, die M überde-
cken. Betrachte (ohne Wechsel der Bezeichnung) eine Verfeinerung der Überdeckung
durch die Mengen Uα, die eine lokal endliche Überdeckung ist. Sei λα eine der Über-
deckung Uα untergeordnete Zerlegung der Eins.

Bezeichne δ die Standardmetrik auf Rm. Dann ist gα := ϕ∗αδ nach Lemma 7.6
eine Metrik auf Uα. Man rechnet nun leicht nach, dass

g :=
∑
α

λα · gα oder g(p)〈X(p), Y (p)〉 =
∑
α

λα(p) · δ (ϕ∗,pX(p), ϕ∗,pY (p))

eine Riemannsche Metrik auf M definiert. �

Bemerkung 7.7. Sei M ⊂ Rn eine Untermannigfaltigkeit. Sei Px : Rn → TxM
die orthogonale Projektion. (Erinnerung: Orthogonale Projektoren sind selbstad-
jungiert, d. h. es gilt P ∗x = Px.) Definiere (siehe auch 6.2)

(∇vX)(x) = Px(dX(x)〈v〉).
Dies ist ein Zusammenhang auf M (Übungsaufgabe). Sei 〈·, ·〉 das Standardskalar-
produkt auf Rn. Seien X,Y (tangentiale) Vektorfelder auf M . Dann gilt

v〈X,Y 〉 = 〈dX〈v〉, Y︸︷︷︸
=PY

〉+ 〈 X︸︷︷︸
=PX

, dY 〈v〉〉

= 〈∇vX,Y 〉+ 〈X,∇vY 〉,
d. h. für 〈·, ·〉 und ∇ gilt die Produktregel.

Definition 7.8. Ein Zusammenhang ∇ auf einer pseudo-Riemannschen Mannig-
faltigkeit (M, g) heißt pseudo-Riemannscher Zusammenhang oder metrischer Zu-
sammenhang, wenn die Ricci-Identität

Z〈X,Y 〉 = 〈∇ZX,Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉
für alle Vektorfelder X,Y, Z gilt.

Bemerkung 7.9. Die Ricci-Identität überträgt sich auf Vektorfelder längs Abbil-
dungen.

Beweis. Sei f : N → M eine Abbildung und X,Y Vektorfelder längs f , Z ein
Vektorfeld auf N . Sei ∂

∂xi die Standardbasis bezüglich einer Karte (V, ψ) von M .

Wir schreiben X = λi ∂
∂xi ◦ f und Y = µj ∂

∂xj ◦ f und erhalten nach Bemerkung 6.4

∇fZX =
(
Zλi

)
∂
∂xi ◦ f + λi

(
∇f∗〈Z〉 ∂

∂xi

)
◦ f,

da f∗〈Z〉 = Zj ∂f
i

∂yj
∂
∂xi ist und nach Definition der Christoffelsymbole. Für Y erhal-

ten wir eine analoge Formel. Es folgt

Z〈X,Y 〉 =Z
(
λiµj

〈
∂
∂xi ,

∂
∂xj

〉
◦ f
)

=
(
Zλi

)
µj
〈
∂
∂xi ,

∂
∂xj

〉
◦ f + λi

(
Zµj

) 〈
∂
∂xi ,

∂
∂xj

〉
◦ f

+ λiµj
(
f∗〈Z〉

〈
∂
∂xi ,

∂
∂xj

〉)
◦ f

(nach Kettenregel und Definition von f∗〈Z〉)

= . . .+ . . .+ λiµj
〈
∇f∗〈Z〉 ∂

∂xi ,
∂
∂xj

〉
◦ f + λiµj

〈
∂
∂xi ,∇f∗〈Z〉 ∂

∂xj

〉
◦ f

=
〈
∇fZX,Y

〉
+
〈
X,∇fZY

〉
. �

Hiermit werden wir später sehen, dass α′ für Geodätische konstante Länge hat.

Definition 7.10. Sei (M, g) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein tor-
sionsfreier Zusammenhang der die Ricci-Identität erfüllt heißt Levi-Civita Zusam-
menhang. Es gilt folglich
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(i) ∇XY −∇YX = [X,Y ],
(ii) Z〈X,Y 〉 = 〈∇ZX,Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉

für alle Vektorfelder X,Y, Z auf M .
Der mit Hilfe eines Levi-Civita Zusammenhanges definierte Krümmungstensor

heißt Riemannscher Krümmungstensor.

Theorem 7.11. Sei (M, g) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gibt
es auf M einen eindeutig bestimmten Levi-Civita Zusammenhang.

Beweis. Eindeutigkeit: Sei ∇ ein Zusammenhang mit (i) und (ii) aus Definition
7.10. Dann folgt

Z〈X,Y 〉 (ii)
= 〈∇ZX,Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉,(7.1)

X〈Y,Z〉 (ii)
= 〈∇XY,Z〉+ 〈Y,∇XZ〉(7.2)

(i)
= 〈∇XY,Z〉+ 〈Y,∇ZX〉+ 〈Y, [X,Z]〉,

Y 〈Z,X〉 (ii)
= 〈∇Y Z,X〉+ 〈Z,∇YX〉(7.3)

(i)
= 〈∇ZY,X〉+ 〈Z,∇XY 〉+ 〈[Y,Z], X〉+ 〈Z, [Y,X]〉.

Als (7.1) + (7.2) − (7.3) erhalten wir

Z〈X,Y 〉+X〈Y,Z〉 − Y 〈Z,X〉
= 2〈∇ZX,Y 〉+ 〈Y, [X,Z]〉 − 〈X, [Y,Z]〉 − 〈Z, [Y,X]〉,

〈∇ZX,Y 〉 = 1
2{Z〈X,Y 〉+X〈Y, Z〉 − Y 〈Z,X〉}(7.4)

+ 1
2{−〈Y, [X,Z]〉+ 〈X, [Y,Z]〉+ 〈Z, [Y,X]〉}.

Da 〈·, ·〉 nicht ausgeartet ist, erhalten wir die Eindeutigkeit von ∇.
Existenz: Es genügt, ∇ mit (i) und (ii) auf einer Kartenumgebung U zu kon-

struieren. Seien nämlich ∇U und ∇V Zusammenhänge auf U bzw. V mit (i) und
(ii), so gilt aufgrund des Eindeutigkeitsteiles ∇U = ∇V auf U ∩ V .

Sei (U,ϕ) eine Karte mit Standardbasis ∂
∂xi . Auf U ist ∇ nach Bemerkung 6.3

durch die Christoffelsymbole Γkij festgelegt. Diese waren über

∇ ∂

∂xi

∂
∂xj = Γkij

∂
∂xk

definiert. Aus

gij :=
〈
∂
∂xi ,

∂
∂xj

〉
erhalten wir

Γkijgkl =
〈
∇ ∂

∂xi

∂
∂xj ,

∂
∂xl

〉
.

Aus (7.4) folgt mit Z = ∂
∂xi , X = ∂

∂xj und Y = ∂
∂xl〈

∇ ∂

∂xi

∂
∂xj ,

∂
∂xl

〉
= 1

2

(
∂
∂xi gjl + ∂

∂xj gil − ∂
∂xl gij

)
= gklΓ

k
ij .

Hieraus ist Γkij eindeutig berechenbar, da gkl vollen Rang besitzt.
Definiere daher den Zusammenhang ∇ auf U wie folgt: Für Vektorfelder X =

λi ∂
∂xi und Y = µj ∂

∂xj setzen wir

(7.5) ∇XY =
(
Xµk + Γkijλ

iµj
)

∂
∂xk ,

wobei gklΓ
k
ij = 1

2

(
∂
∂xi gjl + ∂

∂xj gil − ∂
∂xl gij

)
und gij =

〈
∂
∂xi ,

∂
∂xj

〉
. Nach Definition

ist klar, dass Γkij = Γkji gilt. Somit ist nach Bemerkung 6.13 ∇ ein torsionsfreier
Zusammenhang und (i) folgt.
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Nach (7.5) genügt es nun, noch die Ricci-Identität (ii) für Basisvektorfelder ∂
∂xi

nachzurechnen. Es gilt〈
∇ ∂

∂xi

∂
∂xj ,

∂
∂xl

〉
+
〈

∂
∂xj ,∇ ∂

∂xi

∂
∂xl

〉
= 1

2

(
∂
∂xi gjl + ∂

∂xj gil − ∂
∂xl gij

)
+ 1

2

(
∂
∂xi gjl + ∂

∂xl gij − ∂
∂xj gil

)
= ∂

∂xi gjl = ∂
∂xi

〈
∂
∂xj ,

∂
∂xl

〉
. �

8. Krümmung

Lemma 8.1 (Symmetrieeigenschaften des (Riemannschen) Krümmungstensors).
Der (Riemannsche) Krümmungstensor erfüllt (8.1) für alle Zusammenhänge, (8.2)
für torsionsfreie Zusammenhänge und (8.3) und (8.4) für Levi-Civita Zusammen-
hänge:

R(X,Y )Z = −R(Y,X)Z,(8.1)

R(X,Y )Z +R(Y,Z)X +R(Z,X)Y = 0, (1. Bianchi-Identität)(8.2)

〈R(X,Y )Z,U〉 = − 〈R(X,Y )U,Z〉,(8.3)

〈R(X,Y )Z,U〉 = 〈R(Z,U)X,Y 〉.(8.4)

Beweis. (8.1) folgt direkt aus der Definition des Riemannschen Krümmungstensors.
Da R ein Tensor ist, genügt es, (8.2) (wie alle Identitäten hier) für Basisvektor-

felder ∂
∂xi nachzuweisen. Für diese verschwindet insbesondere die Lieklammer. Es

gilt

0
!
=R

(
∂
∂xi ,

∂
∂xj

)
∂
∂xk +R

(
∂
∂xj ,

∂
∂xk

)
∂
∂xi +R

(
∂
∂xk ,

∂
∂xi

)
∂
∂xj

=∇ ∂
∂xi

∇ ∂
∂xj

∂
∂xk −∇ ∂

∂xj

∇ ∂
∂xi

∂
∂xk +∇ ∂

∂xj

∇ ∂
∂xk

∂
∂xi −∇ ∂

∂xk

∇ ∂
∂xj

∂
∂xi

+∇ ∂
∂xk

∇ ∂
∂xi

∂
∂xj −∇ ∂

∂xi

∇ ∂
∂xk

∂
∂xj = 0,

da wir aufgrund der Torsionsfreiheit, ∇ ∂
∂xi

∂
∂xj = ∇ ∂

∂xj

∂
∂xi , vertauschen dürfen.

Statt der Antisymmetrie in (8.3) können wir auch nachweisen, dass

〈R(X,Y )Z,Z〉 = 0

für alle Vektorfelder X,Y, Z gilt. Aus der Ricci-Identität erhalten wir

Y 〈Z,Z〉 = 2〈∇Y Z,Z〉,
XY 〈Z,Z〉 = 2(〈∇X∇Y Z,Z〉+ 〈∇Y Z,∇XZ〉),

〈∇X∇Y Z −∇Y∇XZ,Z〉 = 1
2 (XY 〈Z,Z〉 − Y X〈Z,Z〉)

= 1
2 [X,Y ]〈Z,Z〉 = 〈∇[X,Y ]Z,Z〉.

Dies war aber gerade die Behauptung.
Zu (8.4): Es gilt

〈R(X,Y )Z,U〉 (8.1)
= − 〈R(Y,X)Z,U〉 (8.2)

= 〈R(X,Z)Y, U〉+ 〈R(Z, Y )X,U〉,

〈R(X,Y )Z,U〉 (8.3)
= − 〈R(X,Y )U,Z〉 (8.2)

= 〈R(Y,U)X,Z〉+ 〈R(U,X)Y,Z〉.

Aufsummieren liefert

2〈R(X,Y )Z,U〉 = 〈R(X,Z)Y,U〉+ 〈R(Z, Y )X,U〉
+ 〈R(Y, U)X,Z〉+ 〈R(U,X)Y,Z〉.
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Durch Umbenennen erhalten wir

2〈R(Z,U)X,Y 〉 = 〈R(Z,X)U, Y 〉+ 〈R(X,U)Z, Y 〉
+ 〈R(U, Y )Z,X〉+ 〈R(Y, Z)U,X〉.

Wie man durch Anwenden von (8.1) und (8.3) sieht, stimmen in beiden Gleichungen
die Terme rechts überein. Die Behauptung folgt. �

Ab jetzt sei (M, g) stets eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit zugehörigem
Levi-Civita Zusammenhang.

Definiere

k(X,Y ) := 〈R(X,Y )Y,X〉 = 〈R(Y,X)X,Y 〉 = k(Y,X).

Wir möchten R mit Hilfe von k alleine ausdrücken. Es ist

R(X,Y + Z)(Y + Z) =R(X,Y )Y +R(X,Y )Z +R(X,Z)Y +R(X,Z)Z,

R(X + Z, Y )(X + Z) =R(X,Y )X +R(X,Y )Z +R(Z, Y )X +R(Z, Y )Z,

0 =R(X,Y )Z +R(Y,X)Z.

Nach Addition erhalten wir, da sich die unterstrichenen Terme aufgrund der 1.
Bianchi-Identität gegenseitig aufheben

R(X,Y + Z)(Y + Z)−R(Y,X + Z)(X + Z)

=R(X,Y )Y −R(Y,X)X + 3R(X,Y )Z +R(X,Z)Z −R(Y,Z)Z,

3R(X,Y )Z =R(X,Y + Z)(Y + Z)−R(Y,X + Z)(X + Z)−R(X,Y )Y

+R(Y,X)X −R(X,Z)Z +R(Y,Z)Z.(8.5)

Beachte, dass das zweite und das dritte Argument auf der rechten Seite jeweils
übereinstimmen.

Definiere

qZ(X,Y ) := 〈R(X,Z)Z, Y 〉 (8.4)
= 〈R(Z, Y )X,Z〉 (8.1), (8.3)

= 〈R(Y, Z)Z,X〉
= qZ(Y,X),

wobei sich die Referenzen auf die Symmetrieen in Lemma 8.1 beziehen. Somit ist
qZ(·, ·) symmetrisch. Es gilt qZ(X,X) = k(X,Z). Aufgrund der Polarisationsformel
ist

qZ(X,Y ) = 1
2 (qZ((X + Y ), (X + Y ))− qZ(X,X)− qZ(Y, Y ))

= 1
2 (k(X + Y,Z)− k(X,Z)− k(Y,Z)).

Nach (8.5) folgt

3〈R(X,Y )Z,U〉 = qY+Z(X,U)− qX+Z(Y, U)− qY (X,U)

+ qX(Y, U)− qZ(X,U) + qZ(Y, U).

Wir können also 〈R(·, ·)·, ·〉 mit Hilfe von k(·, ·) schreiben und erhalten insbesondere

Lemma 8.2. Ist R ein (1, 3)-Tensor mit den Symmetrien aus Lemma 8.1 und ist
k(X,Y ) := 〈R(X,Y )Y,X〉, so ist R durch k eindeutig festgelegt. Insbesondere sind
R ≡ 0 und k ≡ 0 äquivalent.
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Um das Verhalten von k(X1, X2) unter linearen Transformationen zu bestimmen
setzen wir Yi =

∑
j=1,2

cijXj und erhalten

k(Y1, Y2) = 〈R(Y1, Y2)Y2, Y1〉
= 〈R(c11X1 + c12X2, c21X1 + c22X2)c21X1 + c22X2, c11X1 + c12X2〉
= c211c

2
22〈R(X1, X2)X2, X1〉+ c11c22c21c12〈R(X1, X2)X1, X2〉

+ c12c21c21c12〈R(X2, X1)X1, X2〉+ c12c21c22c11〈R(X2, X1)X2, X1〉
= (c211c

2
22 + c212c

2
21 − 2c11c22c12c21)〈R(X1, X2)X2, X1〉

= det(cij)
2〈R(X1, X2)X2, X1〉.

Betrachte R1 und k1 mit

〈R1(X,Y )Z,U〉 = det

(
〈X,U〉 〈X,Z〉
〈Y,U〉 〈Y,Z〉

)
= 〈X,U〉〈Y, Z〉 − 〈X,Z〉〈Y, U〉
= 〈〈Y,Z〉X − 〈X,Z〉Y︸ ︷︷ ︸

=:R1(X,Y )Z

, U〉,

k1(X,Y ) := 〈R1(X,Y )Y,X〉 = det

(
〈X,X〉 〈X,Y 〉
〈Y,X〉 〈Y, Y 〉

)
= ‖X‖2‖Y ‖2 − 〈X,Y 〉2.

Symmetrieeigenschaften von R1: Nach Definition folgt direkt

R1(X,Y )Z = −R1(Y,X)Z, 〈R1(X,Y )Z,U〉 = −〈R1(X,Y )U,Z〉

und aus der ausmultiplizierten Form 〈R1(X,Y )Z,U〉 = 〈R1(Z,U)X,Y 〉. Aus

R1(X,Y )Z = 〈Y,Z〉X − 〈X,Z〉Y

erhalten wir direkt die 1. Bianchi-Identität:

R1(X,Y )Z +R1(Y,Z)X +R1(Z,X)Y = 〈Y,Z〉X − 〈X,Z〉Y
+ 〈X,Z〉Y − 〈X,Y 〉Z
+ 〈X,Y 〉Z − 〈Y,Z〉X = 0.

Somit erfüllt R1 die Symmetrieeigenschaften aus Lemma 8.1. Weiterhin gilt nach
der Schwarzschen Ungleichung

k1(X,Y ) = ‖X‖2‖Y ‖2 − 〈X,Y 〉2 ≥ 0

mit Gleichheit genau dann, wenn X und Y linear abhängig sind.

Definition 8.3 (Schnittkrümmung). Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltig-
keit. Definiere die Schnittkrümmung der von den linear unabhängigen Vektoren
X, Y aufgespannten Ebene durch

K(X,Y ) :=
k(X,Y )

k1(X,Y )
=

〈R(X,Y )Y,X〉
‖X‖2‖Y ‖2 − 〈X,Y 〉2

.

Da sich k1 und k unter linearen Transformationen gleich transformieren ist die
Schnittkrümmung wohldefiniert und hängt nur vom von X und Y erzeugten zwei-
dimensionalen Teilraum ab.

Lemma 8.4. Hängt die Schnittkrümmung K in p ∈ M nur von p und nicht vom
durch X und Y bestimmten zweidimensionalen Vektorraum in TpM ab, so gilt

R(X,Y )Z = K ·R1(X,Y )Z = K · (〈Y,Z〉X − 〈X,Z〉Y ).
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Beweis. Setze
R2(X,Y )Z := R(X,Y )Z −K ·R1(X,Y )Z.

Dann erfüllt R2 die Symmetriebedingungen aus Lemma 8.1. Für das zugehörige k2

gilt

k2(X,Y ) = 〈R2(X,Y )Y,X〉 = 〈R(X,Y )Y,X〉 −K · 〈R1(X,Y )Y,X〉︸ ︷︷ ︸
=k1(X,Y )

≡ 0.

Die Behauptung folgt nun aus Lemma 8.2. �

Lemma 8.5. Für eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit M des R3 stimmen
die Schnittkrümmung K und die Gaußsche Krümmung K = λ1 · λ2 überein.

Beweis. Übung. �

Wir wollen die Symmetrien aus Lemma 8.1 auch noch in Koordinaten aufschrei-
ben.

Bemerkung 8.6. Wir hatten

Rij
k
l
∂
∂xk := R

(
∂
∂xi ,

∂
∂xj

)
∂
∂xl

definiert. Setze
Rijkl := gkaRij

a
l.

Dann erhalten wir

Rijkl = −Rjikl = −Rijlk = Rklij ,

0 =Rijkl +Rjlki +Rlikj ,

da wir in der ersten Zeile für die letzte Gleichheit noch in jedem Pärchen die Rei-
henfolge geändert haben. Die Bianchi-Identität gilt aufgrund der obigen Symme-
trieeigenschaften auch für zyklische Permutationen von drei beliebigen Indices.

Definition 8.7 (Ricci- und Skalarkrümmung).
Sei p ∈M . Dann ist X 7→ R(X,U)V für feste U, V ∈ TpM ein Endomorphismus von
TpM . Wir definieren die Riccikrümmung Ric als Spur dieses Endomorphismusses

Ric(U, V ) := tr(X 7→ R(X,U)V ).

Zur Darstellung in lokalen Koordinaten: Sei X1, . . . , Xm eine Basis von TpM . Sei

T : TpM → TpM ein Endomorphismus. Dann gibt es eine Matrix T ji , so dass

TXi = T ji Xj gilt. Nach Definition ist trT = T ii . Um dies auf den Riemannschen

Krümmungstensor anwenden zu können, bilden wir das Skalarprodukt der T ji defi-
nierenden Gleichung mit Xk und erhalten

〈TXi, Xk〉 = T ji 〈Xj , Xk〉 = T ji gjk.

Auch hier wollen wir wieder die Inverse der Metrik mit (gij) bezeichnen. Wir mul-
tiplizieren mit gki und erhalten

〈TXi, Xk〉gik = T ji gjkg
ki = T ji δ

i
j = T ii = trT.

Wir erhalten somit für den Riccitensor

Ric(U, V ) = gik〈R(Xi, U)V,Xk〉 = gik〈R(U,Xi)Xk, V 〉

= gik〈R(Xk, V )U,Xi〉 = Ric(V,U).

Somit ist Ric symmetrisch und es gilt

Rij := Ric
(
∂
∂xi ,

∂
∂xj

)
=
〈
R( ∂

∂xk ,
∂
∂xi ) ∂

∂xj ,
∂
∂xl

〉
gkl

=
〈
Rki

m
j

∂
∂xm ,

∂
∂xl

〉
gkl = Rki

m
jgmlg

kl

=Rki
k
j = Rkiljg

kl = Rikjlg
kl.
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Wir definieren die Skalarkrümmung R als

R := Rijg
ij .

Bemerkung 8.8. Multipliziert man einen Tensor mit einem anderen, z. B. mit der
Metrik oder ihrer Inversen, und verringert sich so nach Anwendung der Einstein-
schen Summenkonvention die Anzahl der

”
freien“ Indices, d. h. der Indices, über die

nicht summiert wird, so bezeichet man dies als Verjüngen oder Zusammenziehen.
Den Übergang von Rijkl zu Rij

k
l bezeichnet man als Heben eines Indexes und

die umgekehrte Operation als Senken eines Indexes.

Bemerkung 8.9. Die allgemeine Relativitätstheorie beschreibt das Universum als
vierdimensionale Mannigfaltigkeit mit pseudo-Riemannscher Metrik. Nach Diago-
nalisieren von gij sind drei Einträge der Form gii positiv und einer negativ.

Die Einsteinschen Feldgleichungen verknüpfen den (symmetrischen) physikalisch
gegebenen Energie-Impuls Tensor Tij mit der Geometrie der Mannigfaltigkeit

Rij − 1
2Rgij = Tij .

Eine Lösung der Einsteinschen Feldgleichungen ist eine Mannigfaltigkeit, die diese
Gleichungen erfüllt.

Nach weiterer Vorbereitung wollen wir den folgenden Satz zeigen

Theorem 8.10 (Schur). Ist dimM ≥ 3 und hängt die Schnittkrümmung K nur
vom Fußpunkt ab, so ist sie lokal konstant.

Bemerkung 8.11.

(i) Wir wollen einen gegebenen Zusammenhang auf beliebige Tensorfelder aus-
dehnen. Sei zunächst ω eine 1-Form. Dann soll die folgende Form der Pro-
duktregel gelten

X(ω(Y ))
!
= (∇Xω)(Y ) + ω(∇XY ).

Daher definieren wir

(∇Xω)(Y ) := X(ω(Y ))− ω(∇XY ).

An der rechten Seite dieser Formel sieht man, dass ∇Xω (falls es ein Tensor
ist) wieder eine 1-Form ist. Wir behaupten, dass ∇Xω dann selbst wieder ein
Tensor ist: (∇Xω)(Y + Z) = (∇Xω)(Y ) + (∇Xω)(Z) ist klar. Direkt aus der
Definition von ∇Xω erhalten wir, dass ∇Xω bezüglich X tensoriell ist, d. h.
es gilt

∇fXω = f∇Xω,
und dass ∇Xω bezüglich ω derivativ ist, d. h. es gilt

∇X(fω) = (Xf)ω + f∇Xω,

für jeweils alle Funktionen f .
Daher genügt es, für alle (glatten) Funktionen f

(∇Xω)(fY ) = f∇Xω(Y )

zu zeigen. Dies gilt, da

(∇Xω)(fY ) =X(ω(fY ))− ω(∇X(fY )) = X(fω(Y ))− ω(∇X(fY ))

= (Xf)ω(Y ) + fX(ω(Y ))− ω((Xf)Y + f∇XY )

= fX(ω(Y )− fω(∇XY )) = f(∇Xω)(Y ).
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Allgemeiner seien Y1, . . . , Yp Vektorfelder, ω1, . . . , ωq 1-Formen und S ein
(q, p)-Tensor. Dann definieren wir ∇XS durch die Relation

X(S(Y1, . . . , Yp, ω1, . . . , ωq))

=∇XS(Y1, . . . , Yp, ω1, . . . , ωq)

+

p∑
i=1

S(Y1, . . . , Yi−1,∇XYi, Yi+1, . . . , Yp, ω1, . . . , ωq)

+

q∑
j=1

S(Y1, . . . , Yp, ω1, . . . , ωj−1,∇Xωj , ωj+1, . . . , ωq).

Analog zu oben rechnet man nach, dass sich ∇XS tensoriell bezüglich X und
derivativ bezüglich S verhält.

(ii) Für den Levi-Civita Zusammenhang einer pseudo-Riemannschen Mannigfal-
tigkeit (M, g) gilt ∇g = 0, denn es ist

(∇Zg)(X,Y ) = Z(g(X,Y ))− g(∇ZX,Y )− g(X,∇ZY ) = 0

aufgrund der Ricci-Identität.
(iii) Zur Koordinatendarstellung: Sei ω = ωidx

i eine 1-Form auf U . Da sich ∇Xω
in ω derivativ verhält, gilt

∇Xω = (Xωi)dx
i + ωi∇Xdxi.

Somit genügt es, ∇ ∂
∂xj

dxi auszurechnen. Nach Definition ist

(∇Xω)(Y ) = X(ω(Y ))− ω(∇XY ).

Wir wenden dies mit ω = dxi, X = ∂
∂xj und Y = ∂

∂xk an und erhalten(
∇ ∂
∂xj

dxi
)(

∂
∂xk

)
= ∂

∂xj

(
dxi

(
∂
∂xk

))
− dxi

(
∇ ∂
∂xj

∂
∂xk

)
= ∂

∂xj (δik)− dxi
(
Γljk

∂
∂xl

)
= − Γljkδ

i
l = −Γijk.

Dies sind die Koeffizienten in einer Darstellung bezüglich der Basis dxk. Somit
erhalten wir

∇ ∂
∂xj

dxi =

(
∇ ∂
∂xj

dxi
)(

∂
∂xk

)
dxk = −Γijkdx

k.

Also ist

∇Xω ≡ ∇
Xj ∂

∂xj

(
ωidx

i
)

=Xj
(
∂
∂xj ωi

)
dxi −XjωiΓ

i
jkdx

k

=Xj
(
∂
∂xj ωk − ωiΓijk

)
dxk.

Da wir stets fordern, dass eine Produktregel gilt, erhalten wir Ableitungsregeln
für allgemeine Tensoren, z. B. für T = T ij

∂
∂xi dx

j

∇ ∂
∂xk

(
T ij

∂
∂xi dx

j
)

=
(
∂
∂xk T

i
j

)
∂
∂xi dx

j + T ij∇ ∂
∂xk

∂
∂xi dx

j + T ij
∂
∂xi∇ ∂

∂xk

dxj

=
(
∂
∂xk T

i
j

)
∂
∂xi dx

j + T ijΓ
l
ki

∂
∂xl dx

j − T ij ∂
∂xi · Γjkldx

l.

Wir benutzen auch die Schreibweise ∇ ∂
∂xi

X = ∇iX. Ist klar, dass es sich bei

einer Größe wie T um einen Tensor handelt, so schreiben wir auch in Kurzform

∇kT ij ≡ T ij;k = ∂
∂xk T

i
j + T ljΓ

i
lk − T il Γlkj ≡ T ij,k + T ljΓ

i
lk − T il Γlkj .

Komma und Strichpunkt haben hier dieselbe Bedeutung wie in X,ij und X;ij

ganz am Anfang des Kurses. Mit Komma abgetrennte Indices bezeichnen par-
tielle Ableitungen, mit Strichpunkt abgetrennte Indices bezeichnen kovariante
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Ableitungen, also unter Verwendung eines Zusammenhanges definierte Ablei-
tungen.

Sei ω eine 1-Form. ∇kω = ωi;kdx
i hat die Koordinaten ωi;k. Der Ausdruck

ist tensoriell in k wenn wir ein Vektorfeld X = Xk ∂
∂xk auf ωi;kX

kdxi abbilden.
In diesem Sinne erhalten wir durch kovariantes Ableiten aus einem (0, 1)-
Tensor einen (0, 2)-Tensor und entsprechend aus einem (r, s)-Tensor einen
(r, s+ 1)-Tensor.

(iv) In einem Koordinatensystem, in dem in einem Punkt p die Christoffelsymbole
verschwinden, d. h. Γkij(p) = 0 gilt, stimmen kovariante und partielle Ablei-

tungen überein, T ij;k = T ij,k. (Achtung: Dies gilt nur in einem Punkt. Ein

nochmaliges Ableiten führt gerne zu Fehlern.)
(v) Für eine Funktion u : M → Rk schreiben wir ∇iu = ∇ ∂

∂xi

u = ∂
∂xiu.

Das folgende Lemma charakterisiert, wann es genau Karten gibt, so dass die
Christoffelsymbole in einem Punkt verschwinden. Wir werden es nicht beweisen,
sondern später auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit Hilfe von Geodätischen
Koordinatensysteme konstruieren, in denen die Christoffelsymbole verschwinden.
Das folgende Lemma funktioniert insbesondere auch für nicht metrische (= nicht
Levi-Civita) Zusammenhänge.

Lemma 8.12. Auf einer Mannigfaltigkeit mit einem Zusammenhang verschwindet
die Torsion in einem Punkt p genau dann, wenn es ein Koordinatensystem um p
gibt, in dem die Christoffelsymbole in p verschwinden.

Lemma 8.13 (2. Bianchi-Identität). Für einen torsionsfreien Zusammenhang gilt

∇XR(Y,Z)U +∇YR(Z,X)U +∇ZR(X,Y )U = 0.

(Wir schreiben ∇XR(Y,Z)U ≡ (∇XR)(Y, Z)U .)

Beweis. ∇R ist ein Tensor. Daher genügt es, die Behauptung fürX = ∂
∂xi , Y = ∂

∂xj ,

Z = ∂
∂xk und U = ∂

∂xl zu zeigen. Wir benutzen bereits, dass wir ein Koodinaten-
system wählen können, in dem die Christoffelsymbole in einem festen Punkt ver-
schwinden. Weiterhin benutzen wir, dass in diesem Punkt kovariante und partielle
Ableitungen übereinstimmen. Terme, die quadratisch in den Christoffelsymbolen
sind, verschwinden dabei. Wir benutzen die Koordinatendarstellung des Riemann-
schen Krümmungstensors aus Bemerkung 6.13.

0
!
= ∂

∂xiRjk
n
l + ∂

∂xjRki
n
l + ∂

∂xkRij
n
l

= ∂
∂xi

(
∂
∂xj Γnkl︸ ︷︷ ︸

1

− ∂
∂xk Γnjl︸ ︷︷ ︸

2

)
+ ∂

∂xj

(
∂
∂xk Γnil︸ ︷︷ ︸

3

− ∂
∂xi Γnkl︸ ︷︷ ︸

1

)
+ ∂

∂xk

(
∂
∂xi Γnjl︸ ︷︷ ︸

2

− ∂
∂xj Γnil︸ ︷︷ ︸

3

)
= 0. �

Beweis von Theorem 8.10. Sei K die Schnittkrümmung. Nach Lemma 8.4 gilt

R(Y,Z)U = K · (〈Z,U〉Y − 〈Y,U〉Z).
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Es folgt

(∇XR)(Y,Z)U =∇X(R(Y,Z)U)−R(∇XY, Z)U −R(Y,∇XZ)U −R(Y,Z)∇XU
= (XK)(〈Z,U〉Y − 〈Y, U〉Z) +K(X〈Z,U〉Y︸ ︷︷ ︸

1

−X〈Y,U〉Z︸ ︷︷ ︸
2

)

+K(〈Z,U〉∇XY︸ ︷︷ ︸
3

−〈Y, U〉∇XZ︸ ︷︷ ︸
4

)

−K(〈Z,U〉∇XY︸ ︷︷ ︸
3

−〈∇XY, U〉Z︸ ︷︷ ︸
2

)

−K(〈∇XZ,U〉Y︸ ︷︷ ︸
1

−〈Y, U〉∇XZ︸ ︷︷ ︸
4

)

−K(〈Z,∇XU〉Y︸ ︷︷ ︸
1

−〈Y,∇XU〉Z︸ ︷︷ ︸
2

).

Dabei heben sich die Terme 1 und 2 aufgrund der Ricci-Identität gegenseitig
auf. Also gilt

(∇XR)(Y,Z)U = (XK)(〈Z,U〉Y − 〈Y,U〉Z).

Die 2. Bianchi-Identität liefert nun

0 =∇XR(Y,Z)U +∇YR(Z,X)U +∇ZR(X,Y )U

= (XK)(〈Z,U〉Y − 〈Y,U〉Z)

+ (Y K)(〈X,U〉Z − 〈Z,U〉X)

+ (ZK)(〈Y,U〉X − 〈X,U〉Y ).

Da wir dimM ≥ 3 angenommen haben, können wir X,Y, Z in einem beliebigen
Punkt als Orthonormalsystem wählen. Setze U := Z. Es folgt

0 = (XK)Y − (Y K)X.

Da X und Y linear unabhängig sind, folgt bereits XK = 0 = Y K. Somit ist K wie
behauptet lokal konstant. �

Das folgende Lemma taucht häufig in geometrischen Rechnungen wie z. B. bei
Flussgleichungen auf.

Bemerkung 8.14 (Vertauschen kovarianter Ableitungen). Sei T ein (1, 1)-Tensor.
(Für allgemeinere Tensoren ist auf jeden einzelnen oberen bzw. unteren Index die
hier hergeleitete Formel anzuwenden.) Sei T =

(
T ij
)
. Wir wollen wieder benut-

zen, dass wir ein Koordinatensystem wählen können, in dem Γijk in einem festen

Punkt verschwindet. Dafür wollen wir in dieser Bemerkung die ad hoc Notation
p
=
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verwenden. Es gilt

∇kT ij ≡T ij;k = T ij,k + Tmj Γikm − T imΓmkj ,

∇l∇kT ij =
(
T ij;k

)
,l

+ Tmj;kΓilm − T im;kΓmjl − T ij;mΓmkl
p
=T ij,kl + Tmj Γikm,l − T imΓmkj,l,

∇k∇lT ij
p
=T ij,lk + Tmj Γilm,k − T imΓmlj,k,

∇k∇lT ij −∇l∇kT ij
p
=Tmj

(
Γilm,k − Γikm,l

)
− T im

(
Γmlj,k − Γmkj,l

)
p
=Tmj Rkl

i
m − T imRklmj ,

∇k∇lT ij −∇l∇kT ij ≡T ij;lk − T ij;kl = Tmj Rkl
i
m − T imRklmj .

Die letzte Zeile gilt wieder allgemein, d. h. in jedem Koordinatensystem, da nun
beide Seiten wieder tensoriell sind. (Das Produkt zweier Tensoren ist wieder ein
Tensor, algebraisch das Tensorprodukt S ⊗ T .)
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