MANNIGFALTIGKEITEN

OLIVER C. SCHNURER

ZUSAMMENFASSUNG. Bei diesem Manuskript handelt es sich um Notizen zu
einer Vorlesung Mannigfaltigkeiten an der Universitit Konstanz im Sommer-
semester 2012.
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In dieser Vorlesung geht es um (abstrakte) Mannigfaltigkeiten und deren Kriim-
mung.
Wir orientieren uns hier an [1-5, 7].

1. TOPOLOGISCHE GRUNDBEGRIFFE

Definition 1.1 (Topologie). Sei X # @ eine Menge. Eine Topologie auf X ist eine
Kollektion O von Teilmengen von X, so dass

(i) e 0O, X €0,
(i) A; € 0,4 € I, impliziert |J A4; € O,
icl
(iii) Aj, Ag € O impliziert 41 N Az € O.
Die Mengen A € O heifien offene Mengen. B C X heifit abgeschlossen, wenn X \ B
offen ist.
Eine Topologie O; heifit feiner als eine Topologie Oz (und Oy heiit gréber als
01) falls Oy C Oy gllt
Sei Y C X und O eine Topologie auf X. Dann heifit Oy = {ANY : A € O}
von O auf Y induzierte Topologie.
Eine Menge B C O heifit Basis der Topologie O, falls jedes A C O Vereinigung
von Mengen in B ist.
Eine Menge S C O heifit Subbasis einer Topologie O, wenn die Kollektion aller
endlichen Schnitte von Mengen in S eine Basis der Topologie bildet.

Date: 5. September 2012.
2000 Mathematics Subject Classification. 53-01.

1



2 1. TOPOLOGISCHE GRUNDBEGRIFFE

Beispiel 1.2. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann sind die Kugeln B.(z), z € X,
€ > 0, Basis der metrischen Topologie. Die metrische Topologie des R™ besitzt eine
abzahlbare Basis.

Definition 1.3 (Umgebung, Stetigkeit). Sei (X, O) ein topologischer Raum. Sei
z € X,U C X mit x € U. Dann heifit U Umgebung von z, wenn es V' € O mit
x € V C U gibt. Die Menge aller Umgebungen von z bezeichnen wir mit U(z).

Seien (X,Ox) und (Y, Oy) topologische Réume. Eine Abbildung f : X — Y
heifit in 2 € X stetig, wenn es zu jedem V € Uy (f(x)) eine Umgebung U € U(x)
mit f(U) C V gibt. f heiit stetig, wenn f in allen Punkten z € X stetig ist. f
heilt Homdomorphismus, falls f bijektiv ist und f und f~ stetig sind.

Definition 1.4 (Initiale Topologie, Produkttopologie). Sei X eine Menge und seien
(X;,0;), 1 € I, topologische Rdume. Seien f; : X — X; Abbildungen. Dann existiert
eine grobste Topologie auf X, die Initialtopologie, so dass alle Abbildungen f; :
X — X; stetig werden. S := {f;'(4;) : A; € O;,i € I} ist eine Subbasis dieser
Topologie.

Spezialfall Produkttopologie: Ist X := X; x X5 x ... und f; die Projektion
auf den Faktor 4, so ist & := {X; x ... x X;_1 x A; x Xj41 X ...: A; C X; offen}.
Ist X =Xy x...x X, s0ist {41 x ... x A, : A; € O;} eine Basis.

Definition 1.5 (Finale Topologie, Quotiententopologie). Sei Y eine Menge und
selen (X;,0;), i € I, topologische Riume. Seien f; : X; — Y Abbildungen. Dann
existiert eine feinste Topologie auf Y, die finale Topologie, so dass alle f; stetig
werden, niamlich O := {A C Y : f; '(A) € O; fiir alle i € I}.

Spezialfall Quotientenraum: Sei (X, Q) ein topologischer Raum und ~ eine
Aquivalenzrelation auf X. Sei Z die Aquivalenzklasse von z und X := {Z: z € X}.
Definiere die Projektion p : X — X durch z — Z. Die zugehérige finale Topologie
heifit Quotiententopologie. U C X ist genau dann offen, wenn p~!(U) C X offen
ist.

Beispiele 1.6.
i) X =R,z ~y <= x—y € Z, X = R/Z. Unter h(z) = > ist X
homéomorph zu S'.
(i) S*" :i= {z e R"™ : |z| = 1}, 2 ~ y & 2z = +y. P" := S"/ ~ ist der
n-dimensionale reelle projektive Raum.

Definition 1.7 (Kompaktheit). Ein topologischer Raum (X, O) heifit tiberde-
ckungskompakt, wenn jede Uberdeckung durch offene Mengen eine endliche Teil-
iiberdeckung besitzt. Ein iiberdeckungskompakter Raum heifit kompakt, falls er ein
T5-Raum (= Hausdorffraum) ist, d.h. falls je zwei Punkte z # y € X disjunkte
Umgebungen besitzen.

Ist (X, d) ein metrischer Raum, so sind Kompaktheit, Uberdeckungskompaktheit
und Folgenkompaktheit dquivalent.

Theorem 1.8 (Tychonov). Das Produkt kompakter topologischer Riume ist kom-
pakt.

Beweis. Topologievorlesung. O

Definition 1.9 (Uberlagerung). Seien X, Y topologische Réume. Dann heifit p :
X —Y Uberlagerung, wenn
(i) p stetig und surjektiv ist,
(ii) jedes y € Y eine offene Umgebung V besitzt, so dass p~1(V) = |J, U; mit
paarweise disjunkten offenen U; C X ist und p|ly, : U; — V fiir alle i € I
Homoomorphismen sind.
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Beispiel 1.10.

(i)

X =R, Y =S! p(t) = e,

(i) p:S™ — P, p(z) = Z. ,,2-blittrige Uberlagerung®.

Theorem 1.11. Seip: X — B eine Uberlagerung. Sei Z ein topologischer Raum
und [ : Z — B eine stetige Abbildung. Ist Z einfach zusamNmenhdngend (also 2. Bi
Z =10,1] oder Z = [0,1]2), so existiert eine stetige Liftung f : Z — X mit f = pof.

Beweis. Topologievorlesung. O

2. M ANNIGFALTIGKEITEN

Definition 2.1 (Mannigfaltigkeit).

(i)

(i)

Ein topologischer Raum M heifit lokal euklidisch von der Dimension m, falls
M mit offenen Mengen iiberdeckt werden kann, von denen jede zu einer offenen
Teilmenge von R™ homéomorph ist.

Ein Paar (U, ), wobei U C M offen ist und ¢ : U — o(U) C R™ ein
Homdoomorphismus (wie oben) ist, heifit Karte von M. Eine Kollektion A von

Karten heifit Atlas von M, falls M ¢ |J U gilt.
(Usp)eA

Zwei Karten (U, @) und (V,1)) heifien C*-vertriglich, k& > 1, wenn ¢ o o~ ! :
o(UNV) = U NV) ein C*-Diffeomorphismus ist. Ein Atlas heifit von der
Klasse C*, falls je zwei seiner Karten C*-vertréglich sind.

Ist A ein C*-Atlas, so gibt es genau einen maximalen C*-Atlas Ay mit A C Ap;
er besteht aus allen Karten, welche mit den Karten von A C*-vertriglich sind.
Eine differenzierbare (C*-)Struktur auf M ist ein maximaler C*-Atlas auf M.
Ein lokal-euklidischer Hausdorff-Raum mit einer differenzierbaren Struktur
heifit differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Bemerkung 2.2.

(i)

(v)

Beispiele sind R™, S™.

Offene Teilmengen differenzierbarer Mannigfaltigkeiten sind differenzierbare
Mannigfaltigkeiten.

Teilweise fordert man zusétzlich, dass die Topologie von M eine abzdhlbare
Basis besitzt.

In der algebraischen Topologie lernt man, dass offene Teilmengen von R™ und
R™ nur dann homéomorph zueinander sein kénnen, wenn m = n gilt. Somit
ist die Dimension eines lokal euklidischen Raumes wohldefiniert.

Wir schreiben hdufig M™ fiir eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit M.

Beispiel 2.3 (Untermannigfaltigkeiten des R™*"). Eine Teilmenge M C R™*"
heiit m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit von R™+", wenn es zu jedem x €
M eine offene Umgebung U C R™*" und einen C*-Diffeomorphismus ¢ : U —
e(U) C R™*™ mit

gibt.

e(UNM)=pU)N[R™ x{0})
Ein solches M besitzt einen C*-Atlas, nimlich

A :={(UNM,p|lunn): wobei (U, ) wie oben}.

M ist lokal euklidisch von der Dimension m. Es gilt

(Ylvam) o (elunm) ™t =¥ o @ ®mxiopnewnv) € CF.

Bemerkung 2.4. Der Einbettungssatz von Whitney (vgl. z.B. eine Vorlesung
Differentialtopologie) besagt, dass jede m-dimensionale Mannigfaltigkeit (bis auf
einen Diffeomorphismus) eine Untermannigfaltigkeit des R™*™ ist, falls n > 1
geniigend grof} ist.
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Definition 2.5 (Differenzierbare Abbildungen).
Seien M, N C*-Mannigfaltigkeiten. Eine Abbildung f : M — N heit von der
Klasse C*, falls es zu jedem = € M Karten (U, ) von M und (V%) von N mit
rxeU, f(U)CV gibtund ¢o fopt e CFist.

Ist f bijektiv und f~! ebenfalls von der Klasse C*, k > 1, so heiBt f Diffeomor-
phismus von der Klasse C*.

Gibt es fiir jedes z € M eine Umgebung U, so dass f(U) offen und f|y : U —
f(U) ein Diffeomorphismus ist, so heifit f ein lokaler Diffeomorphismus.

Bemerkung 2.6.
(i) Ist f von der Klasse C*, so ist f stetig: 1 o f o ™! ist stetig, also auch
f=y¢7 oo fop oo
(ii) Ist f von der Klasse C*, so ist 1o f ot € CF fiir alle Karten (U, ¢), (V,)
der betreffenden differenzierbaren Strukturen. (Falls U klein genug ist, so dass
die Komposition wohldefiniert ist.)

Beweis. Seixz € U, f(z) € V und z := ¢(x). Nach Definition existieren Karten
(Uo, @o) und (Vo, o) mit « € Uy, f(Uy) C Vo, so dass ¢go f o apal € CF ist.
Wir wihlen eine offene Umgebung W von z mit o~ 1(W) C Uy N U und
fle™t(W)) c VNV In W gilt dann
pofop™t=(Pory)o(Yoofopyt)e(poopt) ek
———

eCk eCck eCk

(iii) Eine Karte ist eine differenzierbare Abbildung, da idop o ! dies ist.

Beispiel 2.7 (Kartesisches Produkt). Seien (M,.A), (N, B) zwei C*-Mannigfaltig-
keiten. Dann ist ein C*-Atlas auf M x N durch

{(UxV,px4): (U p) € A (V) € B}
mit (¢ x ¥)((z,y)) = (p(), ¥(y)) € R™ x R™ gegeben.

Definition 2.8 (Zuriickziehen einer differenzierbaren Struktur). Sei M ein topolo-
gischer Raum, N eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Atlas Aund h: M — N
ein Hom6omorphismus. Definiere

WA= {(hHU),poh): (Up) €A}

Bemerkung 2.9. Eine zuriickgezogene Struktur h*A ist ein C*-Atlas auf M und
h:(M,h*A) — (N, A) ist ein Diffeomorphismus.

Sei M = N = R und h(z) = 23. Sei A die Standardstruktur auf R mit der
Identitéit als Karte. Dann ist (R, h*A) # (R,.A), da h kein Diffeomorphismus von
(R, A) ist.

Beweis. Fiir die Kartenwechselabbildungen gilt
(Yoh)o(poh) ™ =pop™eC

Somit ist h*A ein C*-Atlas.
Wihle die Karten ¢ und ¢ o h. Dann gilt

poho(poh)™! =id e C*
und h ist ein Diffeomorphismus. O
Ein Atlas legt im folgenden Sinne bereits die Topologie fest:

Lemma 2.10. Sei A= {(U, )} ein Atlas auf einer Menge X (bis auf die Stetig-
keitsforderung an @), d. h. gelte
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(i) UC X, p:U—= pU) CR™ ist bijektiv und o(U) C R™ ist offen.
(ii) X = U U und fir (U,), (V,0p) € Aistpopt: oUNV)—=p(UNV)
(Up)eA
stets ein Homdomorphismus.
Dann gibt es genau eine Topologie auf X, so dass X lokal euklidisch mit A als Atlas
wird.

Beweis. Eindeutigkeit: Ist X lokal euklidisch mit Atlas A, so sind die Abbildun-
gen p: U — ¢(U) fir (U,¢) € A Homoomorphismen. Sei V. C X offen. Dann
gilt
V= UnvV=| o HeUnV)).
U Ueetnv))

(Up)eA offen im R™

Zunichst ist U NV relativ offen in U. Dann ist ¢(U NV) relativ offen in ¢(U) und
daher auch in R”.

Definiere

B:={p '(W): (U,p) € A, W C p(U) offen}.

Dann ist B in einer Basis enthalten. Weil sich aber aufgrund der obigen Gleichung
jede offene Menge als eine Vereinigung von Mengen in B darstellen lésst, ist B eine
Basis. Daher ist die Topologie eindeutig bestimmt.

Existenz: Wir behaupten, dass B Basis einer Topologie ist.

(i) X = U B, da fiir eine Karte (U, ) nach Definition ¢~ (p(U)) = U € B ist

BeB

und da nach Voraussetzung X = |J U gilt.
(Uyp)eA

(ii) Seien W; C @;(U;) offen, i = 1,2, und sei 2 € o7 '(W1) N @y ' (Wa). B ist eine
Basis der Topologie, wenn wir eine Menge A € B mit x € A C ¢ (W1) N
@5 '(Wy) finden ([6, Satz 2.7]). Setze z; := @;(x). Dann gelten 2, = @y o
@1 (21) und z; € W;. Da @o0p; * stetig ist, gibt es eine offene Menge W C R™,
so dass z; € W C Wy und g 0 o7 1 (W) C Wa. Es folgt o] H(W) C o5 ' (Wa).
Daher ist

z € o (W) C o (W) Ny (Wa)
—_——
€B
und somit ist B die Basis einer Topologie.
O

Definition 2.11 (Untermannigfaltigkeit). Sei N eine n-dimensionale differenzier-
bare C*-Mannigfaltigkeit. Eine Teilmenge M C N heiBt C*-Untermannigfaltigkeit
von N, wenn es zu jedem x € M eine Karte (U, ¢) von N mit z € U und

p(UNM) = oU) N (R™x{0}),
m < n, gibt. Die Kollektion aller (U N M, ¢|ynas) ist dann ein C*-Atlas von M.

3. TANGENTIALBUNDEL

Wir haben die folgende anschauliche Definition.

Definition 3.1. Sei M C R" eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit. Dann
wird der Tangentialraum von M in z von allen Vektoren o'(0) aufgespannt, wobei
a:(—e,e) - M C R” eine differenzierbare Kurve mit o(0) = x ist.
Bemerkung 3.2. Diesen Vektorraum kénnen wir auch als

T, M = (dp(x)) ™" (R™ x {0})
schreiben, wobei ¢ eine Karte des R™ ist, die zeigt, dass M™ eine Untermannigfal-
tigkeit ist.
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Wir wollen diese Definition auf abstrakte (= nicht immersierte) Mannigfaltig-
keiten M verallgemeinern: Sei x € M. Betrachte alle differenzierbaren Kurven
a: (—g,e) = M mit a(0) = z. Zwei solche Kurven a und S heiflen dquivalent,
wenn es eine Karte (U, ¢) um x mit

(¢0a)'(0) = (poB)(0)

gibt. Gilt diese Relation fiir eine Karte (U, ¢), so auch fiir jede andere Karte (V, )
um x:

(Woa)(0)= (o) opoa) (0)=d(tee™) (p(cl0)((woa)(0))
d(¥o ™) (p(a(0){(w o B)(0)) = (o B)'(0).

Hieraus folgt auch die Transitividt dieser Relation.

Definition 3.3. Ein Tangentialvektor im Punkt z ist eine Aquivalenzklasse [a] von
Kurven o : (—¢,e) - M mit a(0) = .
Die Menge dieser Aquivalenzklassen heiffit Tangentialraum im Punkt x: T, M.

Lemma 3.4. Ist (U, o) eine Karte, so ist fir alle x € U durch ¢, 5([a]) :== (¢ o
a)'(0) eine bijektive Abbildung ¢, , : T,M — R™, m = dim M, definiert.
Fiir zwei Karten (U, ), (V) undx € UNV gilt

Yoo @i, =d(Wop™") (p(x)) € GL(R™).
Beweis. ¢. 5 ([a]) ist wohldefiniert, denn a ~ J ist dquivalent zu (¢ o a)'(0) =
(p o B)(0). xz ist injektiv, denn @, ;([a]) = @. .([5]) bedeutet a ~ 3.
¢ o ist surjektiv: Sei v € R™. Definiere a(t) := ¢~ (p(x) + tv). Dann ist
d

= Llp@) +r)  =v.

t=0

pxa([a]) = (poa)(0)
Wir haben bereits gesehen, dass

(W oa)(0)=d(op™) (p(a(0))){(p o a)(0))
gilt. Nach Definition folgt also

Yua([a]) =d (Y oo™ ") (((0))) (ps.2([c]))
wie behauptet. o

Korollar 3.5. T, M besitzt genau eine Vektorraumstruktur, so dass alle @, , Vek-
torraumisomorphismen werden: Setze fir v, w € T,M und A € R

Ut M= 95 (0ea (V) + Ao (w)).

Nach Lemma 3.4 ist diese Definition unabhdngig von der Wahl der Karte. Bringe
Yz ouf die andere Seite und benutze die Linearitdt der Komposition ¢, 5 o 1/1;310

@*,z(v +o )\w) = ‘P*,x(v) + A@*,x(w)
=Pxz O Mi 0 Yz (W) + Apuz © w*_i 0 Yy z(v)
= P,z © 1/)?,915 (Vs ,z (W) + Ath 2 (v))
= sz (W +y A).
Definition 3.6. Die (disjunkte) Vereinigung
T™ = | J {p} x T,M
pEM

heifit Tangentialbiindel von M. Fiir U C M setze TU := | {p} x T, M.
peU
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Ist (U, ¢) eine Karte von M, so heifit die Abbildung
@ TU = p(U) x R™,
(@, 0) = (p(2), P,z (v))
die von (U, ¢) induzierte Karte von T'M.

Lemma 3.7. Ist M von der Klasse C*, so bilden die von einem Atlas induzierten
Karten einen C*~1-Atlas der Menge TM im Sinne von Definition 2.1.

Bewets.

(1) @« ist bijektiv: Aus p.((z,v)) = @« ((y, w)) folgt p(x) = ¢(y) und . z(v) =
¢4y (w) und somit = y und, nach Lemma 3.4, v = w. Die Surjektivitét folgt
ebenfalls nach Lemma 3.4.

(ii) Aus M= |J UflgtTM= |J 1TU.

(U,p)eA (U,p)eA
(iii) Zur Vertréiglichkeit: Seien (U, ¢) und (V, 1) Karten von M mit z € o(UNV)
und z = p(z), v € R™. Dann gilt nach Lemma 3.4

be 07 ((2,0) = (2,052 (0))) = (Y(@), Ve (951 (0)))
= W (¢ 7(2) d (o) ().

thy 0 ;1 ist, als Funktion von (z,v), (k — 1)-mal stetig differenzierbar.

(iv) TM ist mit diesem Atlas Hausdorffsch: Punkte (z,v) und (y,w) lassen sich
fiir x # y trennen, da M Hausdorffsch ist und fiir w # v, da dies fiir R™ der
Fall ist. (]

Korollar 3.8. Sei M eine C*-Mannigfaltigkeit, k > 1. Nach Lemma 2.10 besitzt
TM genau eine Topologie, die TM zu einer (differenzierbaren) C*~1-Mannigfaltigkeit
mit einem Atlas, der aus den von M induzierten Karten besteht, macht.

Die natiirliche Projektion p: TM — M, (z,v) — x ist von der Klasse C*~1.

Beweis. Es gilt

R™ x R™ > o(U) x R™ 2 e(U).

Wegen p1(@«(z,v)) = p1(((2), ¢x,2(v))) = @(z) und o(p(z,v)) = ¢(z) kommu-
tiert das Diagramm. Aus p; = popo @, € C™ erhalten wir p € C*~1. (]

Bemerkung 3.9.
(i) Sei U C R™ offen. Wir identifizieren TU mit U x R™ vermége [a] < o/(0).
(ii) Sei M eine Untermannigfaltigkeit von N. Fiir jedes x € M ist T,M C T, N.
Also gilt TM C TN. TM ist sogar eine Untermannigfaltigkeit von T'N.
(Ubung.)
Spezialfall N = R™: T, M ist ein Unterraum von R™, TM C TR™ = R" x
R™.

Definition 3.10 (Induzierte Abbildung der Tangentialbiindel). Seien M, N dif-
ferenzierbare Mannigfaltigkeiten (C*) und f: M — N eine Abbildung der Klasse
C*. Dann definieren wir fiir 2 € M die Abbildung

f*’z T, M —>Tf(z)N,
fea([a]) =[foa],
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wobei « : (—e,e) = M differenzierbar ist und «(0) = z gilt. Definiere
f.:TM —TN,
fel(@,0)) = (f(2), fr,2(v)).

Bemerkung 3.11. Wohldefiniertheit von f,:
Seien (U, ) und (V, ) Karten um = bzw. f(x). Seien «,3: (—€,e) — M mit
a(0) = 8(0) = x gegeben. Ist o ~ 3, so folgt (p o )'(0) = (v o 3)'(0). Es gilt
(o foa)(0)=(($ofop')opea) (0)=d(Wofer™)(p))(poa)(0)
=d (Yo fop™) (p(@)){(poB)(0)=(wofoB)(0).
Somit ist foa ~ fof.
Koordinatendarstellung von f.: Seien (U, ) und (V,v) Karten um x bzw.

f(x). In Karten hat f, , die Form d (¢ o f o ¢™1) (¢(z)), wenn wir die Kommuta-
tivitdt des folgenden Diagrammes nachrechnen kénnen:

fr,w

(3.1) T.M : Ti)N
w*,zi /// J/w*,f(ﬂ
R™ R"™

d(pofor™")(p(x))
Fir v = [a] € T, M gilt
Y (@) © fra(V) =Uu gy ([foa]) = (Yo foa)(0)= (o fop ™ opoa)(0)
=d (Yo fop™t) (p(a)){(poa)(0).

Beachte: In Koordinaten ist f. somit gerade die Ableitung der Abbildung in Ko-
ordinaten.

Bemerkung 3.12.
(i) fez: TeM — Tpz)N ist linear. (Benutze (3.1).)
(ii) Gelte ohne Einschriankung f(U) C V (in der iiblichen Notation).

TU I TV

w*i 1/ lw*

PO X R e (V) X R

Insbesondere ist f, von der Klasse C*~1, falls f von der Klasse C* ist.

(iii) Es gilt die folgende funktorielle Eigenschaft von ,,“: Sind f: L — M und
g: M — N differenzierbare Abbildungen von differenzierbaren Mannigfaltig-
keiten, so gilt (g o f)« = g« © fu.

Beweis. Sei [a] € T, L.
(9o fsallal) =lgo foal =g s@(lf e al) = gu @) (frale])) O

Definition 3.13 (Immersion, Submersion, Einbettung). Seien M, N differenzier-
bare Mannigfaltigkeiten. Sei f: M — N eine differenzierbare Abbildung.

(i) f heiBt immersiv bzw. submersiv im Punkt x € M, falls f. . : T, M — Ty N

injektiv bzw. surjektiv ist. f hat in 2 € M den Rang k, falls dies fiir f, . gilt.

(ii) f heifit Immersion bzw. Submersion bzw. eine Abbildung von konstantem

Rang k, wenn f in allen Punkten immersiv bzw. submersiv ist bzw. den Rang
k hat.
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(iii) Eine stetige Abbildung f: X — Y zwischen topologischen Riumen heifit Ein-
bettung, wenn f : X — f(X) Homéomorphismus ist, wobei f(X) die Unter-
raumtopologie tragt.

(iv) Eine differenzierbare Abbildung f zwischen differenzierbaren Mannigfaltig-
keiten heifit differenzierbare Einbettung, wenn f Immersion und Einbettung
ist.

(v) Sei f: M — N eine Immersion. f(M) heifit immersierte Mannigfaltigkeit.
Ist f zusitzlich injektiv, dann heit M := f(M) mit der Topologie und
differenzierbaren Struktur, die f : M — M zu einem Diffeomorphismus macht,
eine immersierte Untermannigfaltigkeit von N. (Die induzierten Strukturen
erhiilt man wie folgt: U C M ist offen, falls f‘l(f]) in M offen ist. Ist (U, ¢)
eine Karte fiir M, so ist (f(U),po f~1) eine Karte fiir M)

Bemerkung 3.14. Achtung, eine injektive Immersion ist i. a. keine differenzierbare
Einbettung: Sei M = (—1,27), N = R? und

f(x)_{(l,x) fir —1 <z <0,

(cosz,sinz) fir 0 < x < 2.

Bemerkung 3.15. Ist f : X — Y stetig und injektiv, X kompakt und Y Haus-
dorffsch, so ist f eine Einbettung.

Beweis. Siehe Topologievorlesung [6, Satz 9.12]. O

Das Rangtheorem aus der Analysis liefert

Theorem 3.16. Sei f : M™ — N" eine Abbildung die in jedem Punkt den Rang |
hat. Dann gibt es fir jeden Punkt p € M Karten (U, ) und (V,1) von M bzw. N
mitpe U, f(p) €V und f(U) CV, so dass

pofopt (ml,...,xm) :(1:1,...7xl,0,...,0).

Ohne Einschrinkung kénnen wir auch ¢(U) = B*(0) und (V) = B7(0) an-
nehmen.

Theorem 3.17. Sei f: M™ — N™ von der Klasse Ck, k>1.

(i) Ist f eine differenzierbare Einbettung, so ist f(M) eine Untermannigfaltigkeit
von N der Klasse C* und der Dimension m = dim M.
(ii) Istyo € N und hat f konstanten Rangl, so ist f~*(yo) = f~ ({yo}) entweder
leer oder eine Untermannigfaltigkeit der Dimension m — [.
(iii) Ist yo € N und f fiir alle x € f=(yo) submersiv, so ist f~1(yo) entweder leer
oder eine Untermannigfaltigkeit der Dimension m —n = dim M — dim N.

Bewets.

(i) Sei g € M, yo := f(xo). Seien (U, ) bzw. (V,v) Karten um x bzw. yo.
Setze zp 1= @(x0). fiz, ist injektiv. Also folgt, dass L :=d (¢ o fop™!) (20)
injektiv ist, insbesondere m < n.

Ergéinze L (R™) durch v,,41,. .., v, zu einer Basis des R™. Definiere

F(z):=vofop ' (z,....2™) + Z v, 2z eR™
l=m+1

Dann ist dF'(z9,0) bijektiv und es existiert € > 0, so dass F' : Bc(20,0) —
F(B:(z0,0)) ein Diffeomorphismus ist. Es gilt

(3.2) Flgmxgoy =t¢o fop L
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Setze V. := ¢~ 1(F(B:((20,0)))). Dann ist (V, F~! o) eine Karte um ypo.
Da f~! stetig ist, existiert eine offene Umgebung V; von 3o mit Vy C V. und
1 (Vo) € o7 (Be(20,0) NR™), wobei wir R™ und R™ x {0} identifizieren.

f

¢~ (B(20,0) NR™) cU VoV oV
b
B.(29,0) NR™ C () (V) D F(B:(20,0))

Es folgt
FIM)N Vo =Von (foe ' (B(20,0) NR™))
=VoN (v~ ' o F(B.(20,0) NR™)) nach (3.2).

(ii) Sei 29 € f~1(v0), (U, ) und (V, 1)) seien Karten um z¢ bzw. yo. Gelte ohne
Einschrinkung f(U) C V. Fiir z € (o foo )" (d(y0)) = ¢ o f~(v0)
hat d (w ofo ga’l) konstanten Rang [. Somit ist (ggf. nach Verkleinern von
U und V) die Menge ¢ (f~'(y0)) N¢(U) nach dem Rangtheorem eine Unter-
mannigfaltigkeit von R™. Da ¢! Diffeomorphismus ist, ist f~!(yo) N U eine
Untermannigfaltigkeit von M.

(iii) Lokal hat f nahe f~!(yo) konstanten Rang n. Die Behauptung folgt. O

Lokal sind Immersionen stets Einbettungen:

Theorem 3.18. Sei f: M™ — N™ eine Immersion. Dann gibt es zu jedem p € M
eine offene Umgebung U C M mit p € U, so dass f|u eine Einbettung ist.

Beweis. Wihle Karten (U, ) und (V,4) von M bzw. N mit p € U und ¢(p) =0 €
R™ so dass f :=1 o foe~t: BM(0) — B?(0) die Form

f(ml,...,xm) = (ml,...,xm70,...,0)

hat. Dann ist f : B/*(0) — B}(0) eine Einbettung. ¢: U — B*(0) und ¢: V —
B?(0) sind Diffeomorphismen. Daher ist f : U — V eine Einbettung, wenn f(U)
die Unterraumtopologie beziiglich der Menge V tragt. Da aber V' C N offen ist, ist
das dieselbe Topologie wie die Unterraumtopologie beziiglich der Menge N. Also
ist f|y eine Einbettung. O

Theorem 3.19. Sei M eine kompakte (differenzierbare) Mannigfaltigkeit der Klas-
se C*, 0 < k < co. Dann existiert n € N und eine (differenzierbare) Einbettung
f: M — R™ der Klasse C*.

Beweis. Sei m = dim M. Zu jedem Punkt 2 € M gibt es eine Karte (V,¢) mit
o(z) = 0 und B3(0) C ¢(V). Da M kompakt ist, gibt es (V1,¢1), ..., (Vi,¢;) mit

!
M= 90;1(31(0)). Sei A € C° (R™) mit 0 < A <1, A(z) =1 fiir € B1(0) und
j=1
A(z) =0 fir € R™ \ B3(0). Definiere A\;: M — R und f;: M — R™ durch

. Aoy,(x), z€Vj,
o 0, sonst,

0, sonst.

fi(x) = {)‘j(x)%(x), z eV,

Es gilt \j, f; € CF. Definiere f: M — R+ f € C* durch
fx) = (fi(x),\(),..., filx), \(z)).
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f ist injektiv: Seien z, y € M mit f(x) = f(y). Da die Mengen @;1(31 (0)) die
Mannigfaltigkeit M iiberdecken, gibt es ein jo mit A, (z) = 1. Wegen A, (y) =1
folgt z, y € Vj,. Wegen @, () = @y ()Xo (2) = fjo (%) = [o () = ¢j, (y) folgt z =
y. Nach Bemerkung 3.15 ist f eine topologische Einbettung, denn M ist kompakt
und RF ist Hausdorffsch.

Sei k > 1. Dann ist f auch eine Immersion, denn fiir x € @%1(31(0)) ist (fjo)ee =
(4o )+« injektiv, also auch f, ;. Im Fall k = 0 liefert Bemerkung 3.15, dass f eine
Einbettung ist. O

4. VEKTORBUNDEL
Vektorbiindel verallgemeinern das Tangentialbiindel.

Definition 4.1 (Vektorbiindel). Seien X, B topologische Riume, p : X — B stetig
und E ein normierter Vektorraum. Eine E-Biindelkarte ist ein Paar (U, @), wobei
(i) U C B offen ist und ®: p~}(U) — U x E ein Homdomorphismus ist.
(ii) Das Diagramm

I U)—2~UxE

ist kommutativ. Fiir y € p~!(z) (genauer: p~1({z})) erhalten wir

O(y) = (p12(y), p22(y)) = (7, a(y)).
p~!(x) heiflt Faser von z; es ist ®(p~'(z)) = {x} x E. (Aquivalent zur obi-
gen Definition erhalten wir @, := py 0 ®|,-1(,).) P, : p~'(z) — E ist ein
Homo6omorphismus.

Definition 4.2. Ein E-Biindelatlas A fiir p : X — B ist eine Kollektion von
FE-Biindelkarten, so dass
) Bc U U,
(U,®)

(i) Fiir (U, ®), (V,¥) e Amit UNV # ( gilt

(a) W, o® !: F — E ist ein [somorphismus,
(b) x +— U, o ® 1 ist stetig von U NV nach L(E) mit der Operatornorm
|IT|| := sup | Tz|.
llzll=1
Bemerkung 4.3.

(i) Sei (z,v) € U x E. Wegen ¥ o @ '(z,v) = (z,¥, 0P ' (v)) und da ¥, ®
Homoéomorphismen sind, ist # +— W, o ®; ! automatisch stetig, falls E end-
lichdimensional ist.

(ii) Wie beim Tangentialbiindel erhalten die Fasern p~!(x) eine eindeutige Vek-
torraumstruktur, so dass alle ®,: p~!(z) — E Vektorraumisomorphismen
werden: Fiir v, w € p~!(z) und X € R setzt man

V4w = 7D, (v) + AP, (w)).

(iii) Das triviale Biindel iiber B ist durch X = B x E, ®(z,v) = (z,v) gegeben.

(iv) Das Tangentialbiindel ist ein Vektorbiindel: Sei M eine differenzierbare Man-
nigfaltigkeit mit Tangentialbiindel T'M. Definiere p : TM — B = M durch
T.M3vp) =z M.Ist (U, p) eine Karte von M, so definieren wir

O:TyM=p ' (U) =Ux E=U xR™,
ToM 3> v @) = (z, 04 5(v)).

V00 =4, .0 (p;i ist ein Isomorphismus des R™, m = dim M.
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Definition 4.4 (Vektorbiindel der Klasse C*). Ist p : X — B ein Vektorbiindel und
B eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Klasse C*, so heifit ein Vektorbiindel-
altlas A = {(U, ®)} von der Klasse C*, falls fiir je zwei Karten (U, ®), (V,¥) € A
die Kartenwechselabbildung

Tod 1: (UNV)xE—=UNV)xE
von der Klasse C¥ ist.

Bemerkung 4.5.

(i) Wegen Wod®*(z,v) = (z,¥, 0 & 1 (v)), V0P " ein Vektorraumisomorphis-
mus von E, sind ¥ o ®~! € C* und (z — ¥, 0 & ') € C* Hquivalent.

(ii) Jedes Vektorbiindel der Klasse C* ist auf natiirliche Weise eine differen-
zierbare Mannigfaltigkeit der Klasse C* der Dimension dim B + dim E: Sei
A = {(U,®)} ein Vektorbiindelatlas und sei B = {(V,¢)} ein Atlas von B.
Nehme ohne Einschrankung an, dass fiir jedes (U,®) € A ein (U,p) € B
existiert; sonst ersetze U durch U NV. Als Diagramm erhalten wir

Xop ' (U)—2>UxE—Y _ou)xE
pi / lpl
P1
U 4 o(U).

Dann ist A := {(p~1(U), (¢,id) o ®)} ein C*-Atlas von X.

Definition 4.6 (Schnitte, Vektorfelder). Sei p: X — B ein Vektorbiindel. Ein
Schnitt ist eine stetige Abbildung s : B — X mit pos = id, d.h. s(z) € p~!(x) fiir
alle x € B. Die Schnitte des Tangentialbiindels einer differenzierbaren Mannigfal-
tigkeit heiflen Vektorfelder.

so(x) := 0, € p~!(z) heiBit Nullschnitt.

Bemerkung 4.7. sq ist eine (differenzierbare) Einbettung, d.h. man kann B mit
s0(B) identifizieren.

sO(U)i>U><{O}CU><E

o

U.
Dos ist die Abbildung U 3 = — (z,0) € U x E, eine Einbettung. Somit ist so : B —
s0(B) ein lokaler Homéomorphismus bzw. Diffeomorphismus. sq ist eineindeutig, da
posp = id ist und p|s,(p) ist eine stetige Inverse. Die Behauptung folgt.

Definition 4.8 (Abbildungen von Vektorbiindeln). Seien p;: X; — B;, i = 0, 1,
E;-Vektorbiindel mit dim E; < oo. Eine stetige Abbildung F' : Xy — X7 heifit
eine Vektorbiindelmorphismus, wenn F' jede Faser von X linear in eine Faser von
X, abbildet, d.h. wenn fiir jedes xg € By ein x1 € By existiert, so dass Fy, =
Flp-1(a0) = p~1(x1) linear ist.

Bemerkung 4.9.
(i) Ist sp der Nullschnitt von Xy, so ist f := p; o F o s¢ stetig. Wir erhalten das
folgende kommutative Diagramm

Xo —= X,

poi /// im

BO ? Bl.
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(ii) Ist By = By, f = id und F, ein Isomorphismus fiir jedes z, so heifit F
Vektorbiindelisomorphismus.

(iii) Das Vektorbiindel p: X — B heifit trivial, wenn es zum Vektorbiindel B x FE
isomorph ist.

(iv) Ein Vektorbiindel mit dim £ = n ist genau dann trivial, wenn es n linear
unabhéngige Schnitte sq, ..., s, besitzt, d. h. s1(x), ..., s,(x) sind fiir jedes x
linear unabhéngig.

Beweis. ,,—>*“: Seien s1,...,s, die linear unabhéngigen Schnitte. Definiere
F: BxR" — X durch F(z, (z',...,2")) == Y 27s;(x).
j=1

,<="%: Sei umgekehrt F' : B x R™ — X ein Vektorbiindelisomorphismus und
sei eq,..., ey, eine Basis des R". Setze s;(x) := F(x,e;). O

(v) Die Existenz einer Vektorbiindelkarte ® : p~'(U) — U x E impliziert, dass
p~1(U) trivial ist.
(vi) TS™ ist fiir gerades n nichttrivial, da nach dem Satz vom Igel jedes stetige
Tangentialfeld auf S™ eine Nullstelle besitzen muss.
TS™ ist fir n = 0, 1, 3, 7 trivial. Fiir alle anderen n ist T'S™ nichttrivial
(nichttriviale algebraische Topologie, J. F. Adams).

Definition 4.10 (Tensoren). Sei E ein normierter Vektorraum, dim E < oo, und E’
der Dualraum von FE, hiufig auch mit E* bezeichnet. Ein Tensor T der Stufe (r, s),
r, s € Ng x Ng \ {(0,0)}, auf F ist eine Multilinearform auf (E’)" x E®. Die Menge
aller Tensoren einer Stufe (r,s) bilden einen endlich-dimensionalen Vektorraum
E(r,s)-

Ein E("#)-Tensor heifit r-fach kontravariant und s-fach kovariant. Ein E(0)-
Tensor heiBt kontravariant, ein E(©:5)-Tensor heifit kovariant.

Wichtig wird spéter bei Tensoren insbesondere der Nachweis, dass die Auswer-
tung nur von den Eintrigen in einem Punkt und insbesondere nicht von den Ablei-
tungen der Eintrdge abhingt.

Bemerkung 4.11.
(i) Es gilt B/ = O,

(ii) Ist E normiert, so definiert ||2’|| := sup |z'(x)| eine Norm auf E’.
llzll<1

(iii) Auf E(*) definiert

|T| == sup |[T(z,....z0521,...,24)]
[EATEST
llek <1
eine Norm und damit auch eine Topologie auf E (™).
(iv) E ist kanonisch isomorph zu E” = E10) vermoge x(z') := /() fiir x € E,
x' € E'. Daher ist E(™") kanonisch isomorph zu L"(E, E), dem Raum der
r-linearen Abbildungen E" — E: Seien x; € E. Dann ist ndmlich e € E durch

T{p;z1,...,2.) =e(p) fiiralle p € F’
definiert.

Definition 4.12 (Transformation von Tensoren). Sei ¢: E — F ein linearer Vek-
torraumisomorphismus zwischen normierten endlichdimensionalen Vektorrdumen.
Definiere ¢’ : ' — E’' durch ¢'(y') := y' o ¢. Definiere py: E(™%) — F) fiir
T € E™®) durch

(p#(T)<f{7'"’f’,/‘;f17"'7f3> ::T<<pl(f{)7'"780/(f7/‘);tp_1(f1)7"'7(p_1(f8)>'
04 (T) heiBt “push-forward” von T
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Bemerkung 4.13.

(i) Diesist (im sich aus der folgenden Rechnung erklidrenden Sinne) konsistent mit
der Identifikation E = E(0) = E”: Fiir x € E ist pu(z)(f") = x(¢'(f)) =
w(fop) = (f o p)(x) = ['{plx)) = e(x)(f).

(i) py: B — F(5) st linear.

(iii) Sind ¢: E — F und ¢: F' — G Vektorraumisomorphismen, so gilt (o) =
Vg ooy, da (Yo )1 = g lot L, (hop) = ¢ ot und aufgrund einer
kleinen einfachen Rechnung.

(iv) Differenzierbarkeit von ¢ — pyu: Sei T € E™9) o ... . € L(F',E),
U1,...,%s € L(F, E). Dann ist die Abbildung

(T51, s pri 1,5 0) = T(1()s o or (i (), () € O

multilinear von E(%) x L(F', E')" x L(F, E)* nach F("*) und daher von der
Klasse C°°.

o = ot e C®(Iso(E, F),Iso(F, E)). ¢ — ¢ ist linear und daher in
—_—
CL(E,F) CL(F,E)

C>*(L(E,F),L(F',E")). Aufgrund der Kettenregel ist (T, ¢) — @xT von der
Klasse C° (E(’"’s) x Iso(E, F), F(m)).
Somit ist ¢ — @4 von der Klasse C*° (Iso(E, F),Tso (E(T’S)’ F(T,S))).

Wegen (¢ 09)x = pu 0y und idy = id ist gy stets ein Isomorphismus

und es gilt (pg)™' = (apfl)#.

Definition 4.14 (Tensorbiindel {iber einem Vektorbiindel). Sei p : X — B ein
Vektorbiindel mit allgemeiner Faser F, dim E' < oo, und Vektorbiindelkarten (U, ®),
®: p~Y(U) = U x E. Sei (r,s) € Ng x Ng \ {(0,0)}. (Erinnerung: Fiir z € B ist
p~!(z) ein Vektorraum.) Auf

X0 = | 07 @)

rEB

definieren wir eine Vektorbiindelstruktur durch die Projektion
pm®) X 5 B,
p(r,s) ((p—l(x))(r,s)> —
und den Vektorbiindelatlas
-1
Dyi (p0))(U) U x B0,
Dy (T) = (x, Py (T)).

(Erinnerung: Fiir v € p~1(x) ist ®(v) = (v, ®,(v)), wobei ®, : p~1(x) — E ein
Isomorphismus ist.)

Bemerkung 4.15.
(i) Vertriglichkeit der Karten: Sei (z,T) € U x E(™%). Es gilt

Ty o (Py) " (2, T) = (2, Vagp © (Page) " (T)) = (m,%# °(2;), (T))
_ (x (To00;h), (T)) .

Nach Definition eines Vektorbiindels ist x > ¥, 0 ®;! stetig (bzw. € C*) von
U NV nach Iso(F). Nach Bemerkung 4.13 (iv) ist

(p—>x) € COO(ISO(E),ISO (E(T’S))).
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Somit ist x — (¥, O(I>;1)# stetig (bzw. C*) von U NV nach Iso (E(’"’s)).

Nach Lemma 2.10 existiert daher genau eine Topologie auf X (%) zu dem
festgelegten Atlas, so dass alle ®» Homoéomorphismen werden. Somit ist

pn®): X 5 B
ein Vektorbiindel von der Klasse C*, falls p: X — B von der Klasse C* ist.
(ii) Spezialfall Tangentialbiindel: Das Tangentialbiindel ist p : TM — M. Die
Schnitte von p(™*) : (TM)("*) — M heifien Tensorfelder (oder kurz: Tensoren)
auf M.
Insbesondere heift das Biindel p(®): (TM)(©1) — M Kotangentialbiindel
auf M. Es wird mit T*M bezeichnet. Die zugehorigen Schnitte heiflen 1-
Formen und werden héufig mit w bezeichnet.
Weiterhin ist p(1:0: (TM)(10 — M (bis auf Isomorphie) das Tangenti-
albiindel.

5. VEKTORFELDER

Definition 5.1 (Derivation). Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann
ist CY(M) = C'(M,R) ein Vektorraum und ein kommutativer Ring mit (f-g)(z) :=
f(z)-g(z). Seipe M, v e T,M und f € C'(M). Definiere v f := f, ,(v). Entspre-
chend setzen wir fiir ein Vektorfeld X auf M
(XS)(p) = v/,
falls X (p) = (p,v) (was wir auch als ,, X (p) = v schreiben werden).
Die Operation v: C*(M) — R erfiillt

(i) v(f +9) = v(f) +v(9),
(ii) v(fg) = (vf)g(p) + f(p)vg
Eine Abbildung 6 : C'(M) — R mit diesen beiden Eigenschaften heifit Derivation
in p.
Bemerkung 5.2.
(i) Ist 0 eine Derivation in p, so ist d f = 0 fiir alle f mit f = 0 in einer Umgebung
von p.
Beweis. Gelte f = 0 in U. Wihle g € CY(M) mit g(p) = 2 und g = 1 in
MA\U.Dann gilt f = fgund in p folgt 6f = §(fg) =df2+0,alsodf =0. O
(ii) Jede Derivation in p 148t sich auf von C1(M) auf C(U), U eine beliebige Um-
gebung von p, einschrianken: Wihle (z. B. mit Hilfe einer Karte) Umgebungen

V,W vonpmit Ve W CW CUnund h € CH{M) mit h =1 auf V und
h =0 auf M \ W. Definiere fiir f € C1(U)

hf inU,
0 sonst.

5(f)=0d(f) mit f:{

Aufgrund des ersten Teiles der Bemerkung ist dies wohldefiniert.

Lemma 5.3. Ist f € C¥(B1(0)), so gibt es Funktionen f; € C*~1(B1(0)) mit

0)+ Z z' fi(z)

1 1 n
Beweis. Es gilt f(z) — f(0) = f%f tr)dt = [ > gj, tx)x' dt. Setze also f;(x) :=
0 0

1=1

O (tx) dt. O

Ot
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Korollar 5.4. Ist (U, ¢) eine Karte von M mitp € U, p(p) = 0 und o(U) = B1(0),
s0 gibt es zu f € C*(U) Funktionen f; € C*~Y(U) mit f — f(p) = > ¢' fi.
i=1

1

Beweis. Wir wenden Lemma 5.3 auf f o ¢~ an und erhalten

fop™ —fop™(0) = ;mf
=p

Wende nun ,,op“ an und setze f; :== fz o . O

Derivationen und Vektorfelder entsprechen einander:

Theorem 5.5. Zu jeder Derivation 6 in p € M gibt es genau ein v € T,M mit
Sf =vf fiir alle f € CY(M).

Beweis. Zunichst einmal verschwindet d(c) fiir jede Konstante ¢ € R, da 6(1) =
5(1-1) =46(1)-1+1-5(1) = 26(1) auch (1) = 0 impliziert. Daher folgt nach
Korollar 5.4

8(F) = 8 @) + D (3(9) £ip) + ' (p) 3(£)).
Da ¢, p: T,M — R™ ein Isomorphismus ist, gibt es genau ein v € T,M mit
@ip(v) = (6 ("),...,0(¢™)). Dies ist nach Definition #quivalent zu vy’ = §¢
fir i =1,...,m. Wir erhalten

m

vf =v Zw’ﬂ) =" (ve) filp) + > ' (p)(wfi) = 5. O
(il =1~ -

=dp? =0

Definition 5.6. Ein C*-Vektorfeld V, 0 < k < oo, auf einer Mannigfaltigkeit der

Klasse C**1 ist eine Abbildung M — TM der Klasse C* mit V(p) € T,M C TM.

Definition 5.7 (Lie-Produkt von Vektorfeldern). Seien X, Y Vektorfelder der
Klasse C! auf M. Sei f € C?(M). Definiere

o(f) =X (Y [) =Y (X[).

Wir werden gleich nachrechnen, dass o in jedem Punkt p € M eine Derivation (fiir
C?-Funktionen) definiert. Nach Theorem 5.5 existiert genau ein Vektorfeld Z mit
of = Zf fiir alle f € C?(M). Wir definieren das Lieprodukt von X und Y durch
[X,Y]:=Z.

Bemerkung 5.8.
(i) o ist eine Derivation: Die Linearitét ist klar.
Produktregel:

o(fg) =X(fYg+gYf)-Y(fXg+gX[f)
=XfYg+ fXYg+XgY [+ gXY[—-YfXg— fYXg—YgX[f—gYXS

= fo(g) +go(f).

(ii) Koordinatendarstellung von [X,Y]: Sei (U, ¢) eine Karte von M und sei
(U, ®) die zugehorige Biindelkarte von T'M, d.h. gelte ®(x,v) = (z, ¢4 2 (v))
fir v € T, M. Sei ey,...,e, die Standardbasis des R", E;(z) = (x,¢;), i =
1,...,n, seien die entsprechenden Schnitte in U x R™. Setze X; := ® ' F;.
Dann ist X;(z) = (m, ((p*)x)_lei), i=1,...,n. (X1,...,X,) heilen die zur
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Karte (U, ) gehorenden Standardbasisvektorfelder. Jedes Vektorfeld X be-
sitzt dann in U eine Darstellung X = Y A\'X; mit Funktionen \’. Fiir f €

CH(U) gilt
Xiflp = f*X\p Felpep) tei = fo (071, o @i = (Fo ™), i &

Wegen X, f = (52 (f o)) o ¢ werden die X; oft auch als 52 bezeichnet.

Es folgt
X Xif =X (( i (fow 1)>0<P>
<8m3 fo<p1)>o<p wegen o @ T =id
_ o da partielle Ableitungen
ax’ ¥ im R" kommutieren

=X, X, .

Somit ist [X;, X;] = 0 fiir die Standardbasisvektorfelder. Seien X, Y Vektor-
felder, f,\ € C?(M). Es folgt

[X,\Y]f =X(\Yf) = A\YXf=XA\Yf+AXYf—\YXF
= (XNY [+ AX,Y]f,

d.h.

[X,\Y] = (X\)Y + A[X, Y],
AX,Y] = — [V, AX] = —(YA)X + A[X,Y].

Seien jetzt X, Y beliebige Vektorfelder der Klasse C! auf U, 1 <1 < k — 1,
M € C*. Dann besitzen X und Y Darstellungen

X=>dX; md Y=Y VX
i=1 j=1
Es folgt aufgrund der obigen Rechenregeln

=[x >V = Z (X, X;]

—Z(Xb’ ) X; +b’XX) ZXbJX +Zb7 a* Xy, X

_ZXbJX +Z(bﬂ "X + Va [Xk,Xj])
=0
i Xy — Ya]
j=1

(iii) Hieraus folgt: Sind X, Y € C!, so ist [X,Y] € C'~1.
(iv) Jacobi-Identitét: Sind X, Y, Z drei C2-Vektorfelder auf M, dann gilt

[X7 [K ZH + D/a [Zv X]] + [Z7 [X’ Y]] =0.

Beweis. Ubungsaufgabe. O
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(v) Ist M von der Klasse C*°, so wird der R-Vektorraum der C°°-Vektorfelder

auf M zu einer reellen Lie-Algebra mit dem Produkt (X,Y) — [X,Y].
Allgemeiner ist eine Lie-Algebra ein Vektorraum V' iiber einem Korper K

mit einer Verkniipfung [-,-]: V x V' — V, die Lie-Klammer heifit, und die

folgenden Axiome erfiillt:

(a) Die Lie-klammer ist in beiden Argumenten linear, z.B. [Au + v,w] =
Au, w] + [v,w] fur alle A € K, u,v,w € V,

(b) es gilt die Jacobi-Identitét [u, [v,w]] + [v, [w,u]] + [w, [u,v]] = 0 fir alle
u,v,w €V,

(¢) [u,u] =0 fir alle w € V.

Bemerkung 5.9 (Koordinatenschreibweise).

(i)

(i)

(iii)

Fiir kovariante Tensoren, z. B. fiir 1-Formen w, verwenden wir untere Indices:
w;. Fiir kontravariante Tensoren, z. B. fiir Vektorfelder X, verwenden wir obe-
re Indices: X*. Fiir allgemeinere Tensoren in TM("*) benutzen wir r obere
(,kontravariante“) Indices und s untere (,kovariante) Indices.

Sei M eine Mannigfaltigkeit und seien (U, ¢) und (V; ) verschiedene Karten
fiir M mit Koordinaten x* bzw. y* und UNV # 0; genauer: ... mit Koordina-
ten (z) .... Sei X = X'2; ein Vektorfeld. Betrachte y = y(z) = 1o ¢~} (z).
Dann gilt nach Lemma 3.4

0 _ o0
dxt  Qxi Oy’

i

wobei wir % = (4,0_1)* e; und aiyj = (w_l)* e; fiir Basen ej, des R im Bild

der Karte ¢ bzw. ¥ benutzt haben. Wir schreiben dies auch als

0 _op o
oxt  Qxt Oyd’

Sei X = X¢ 62 in Koordinaten ein Vektorfeld auf M und f: M — N eine
Abbildung. Wie in Bemerkung 3.11 seien ¢ und 1 Karten fiir M bzw. N.
Definiere f :=1 o fo ™!, also f ,in Karten“, und y = f(x). Dann gilt

0\ _ xid 9
33:2) =X Ozt OyI”

(Mm—ﬂ<W

Im Spezialfall f = id werden also aus den Koordinaten X in der ,,o-Karte®

die Koordinaten X' ggj in der ,y-Karte“. Wir erhalten dasselbe Ergebnis wie
oben oder wie nach Definition 4.12, siche auch weiter unten.

Sei X ein Vektor und w eine 1-Form. Seien ¢, ¥ Kartenabbildungen. Bezeichne
mit dz!, ..., dz™ eine zu %, e % duale Basis, d. h. gelte
) _
i ) i
dz < ij) = 4;.
(Alternativ: Definiere die zu 521, ..., 52 duale Basis dp! = dal,... ,dp™ =

dz™ durch dy’(X) := X', Hieraus folgt

i 0\ _ 0 i_a(wiow’l) _&Ui _ s
dw(am)‘aﬂw—’aﬂ°¢—awow‘@'

Entsprechend zu den Basen dz!, . . . beziiglich der ¢-Karte definieren wir Basen
dy', ... beziiglich der 1)-Karte. Nach Definition 4.12 transformiert sich eine (in
»p-Koordinaten® gegebene) Form w = w;dx’ wie folgt: Sei y = 1 o o~ !(z).

Dann ist @per. 412 = d(ip o = 1) = (%). Die Inverse bezeichnen wir mit
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(‘3—2). Somit gilt

ozt | .

, J
wj By dy’.
Wir kénnen dies auch wiederum als Transformationsregel fiir dz’ lesen und
g—;”;dyj . Dies passt zur Relation fiir die Basen und dualen
Basen, denn es gilt

w=wdz’ =
erhalten dz* =

- .0 oz’ oyt 0 ,
§h=da' — = —dyf = — ="
J ¥ 9w oyk Y oz oy J
Ebenso ist w(X) invariant definiert; in Karten gilt aufgrund der obigen Rech-
nung

W(X):widein:win5;:wiX1:wiam dkaJay 0

Oz’ Oy 827 oyt
Sei nun 7" ein (1,1)-Tensorfeld. (Fiir ein (r,s)-Tensorfeld verfdhrt man mit
sdamtlichen Eintridgen entsprechend.) Wir schreiben in Koordinaten

‘,] = _— J
T; T<8x”dx )

und erhalten aufgrund der obigen Uberlegungen, die wir nach Definition 4.12
auf jedes Argument separat anwenden,
;.0 Ozt oyt 0
T=Tdi'— =T —dy* = ~.
U b Oyk Y oyt
Fiir die Lie-Klammer gilt in Koordinaten

, 8. 8
XY/ =X"—Y7 —-Y'"—X.
[X.Y] Ozt Oxt

Bemerkung 5.10 (Fluss eines Vektorfeldes). Sei X € C!, | > 1, ein Vektorfeld.
Betrachte die gewohnliche Differentialgleichung & = X o o mit

(5.1)

d = a*1t<1>,

wobei a: I — M und I C R ein offenes Intervall ist.
Ist (U, ¢) eine Karte von M mit a(I) C U, so ist (5.1) dquivalent zu

Pati (1) = 0 X (a(1))-

Wir formen beide Seiten um

e (X 09 (w(alt)))) =(poa)us(l) = (p(a(t), (¢ 0 @) (1))

(X 0 1) ist ein Vektorfeld auf o(U) und daher von der Form ¢, X o ¢~ 1(y) =
(y, Xu(y)). Daher ist (5.1) dquivalent zu (poa)'(t) = Xy (poa(t)). Nach dem Exis-
tenzsatz fiir gewohnliche Differentialgleichungen gibt es daher lokal eine Lésung: Zu
jedem py € M existiert eine offene Umgebung Uy von pg und eine offenes Intervall
I C R, 0 € I, sowie eine Abbildung F € C'(Uy x I, M), so dass

F(p,0) =p Vp e Uy,
F=XoF, wobei F(p,t)= F, (p,6)((0,1))

ist, d.h. t — F(p,t) ist eine Integralkurve von X mit Anfangspunkt p fir t = 0. F
heifit lokaler Fluss von X.

Lemma 5.11 (Eindeutigkeitssatz). Seien ay,aq: (a,b) — M Integralkurven von
X mit ay(tg) = aal(to) fiir ein to € (a,b). Dann gilt a1 = aa.
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Beweis. Setze ¢y = sup{c: a;(t) = aa(t)Vitg < ¢t < c}. Falls ¢p < b ist, folgt
a1(cp) = as(cp), weil die Kurven «; stetig sind und M Hausdorffsch ist. Sei (U, )
eine Karte von M mit o;(t) € U fir co —e <t < cg+eund € > 0 fiir ¢ = 1, 2.
Dann gilt (p o o;)'(t) = Xu(p o a;(t)) fiir diese Werte von ¢ und ¢ o a1(cg) = ¢ o
as(cp). Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes fiir gewohnliche Differentialgleichungen
folgt ¢ o a1(t) = @ o ax(t) fiir t nahe ¢y. Widerspruch zur Definition von c¢g. Die
Behauptung folgt. O

Korollar 5.12. Fir jedes p € M gibt es ein eindeutig bestimmtes mazimales offe-
nes Intervall I, mit 0 € I,, auf welchem die Integralkurve o mit a(0) = p definiert
ist, namlich die Vereinigung aller offenen Intervalle I mit 0 € I, so dass a: I — M
eine Integralkurve mit a(0) = p ist.

Bemerkung 5.13 (Erinnerung: Lebesguesche Zahl). Sei K C R™ kompakt, K C

U Us, U; offen. Dann existiert A > 0, so dass fiir alle Mengen A C R™ mit ANK # ()
iel
und diam A < A ein ¢ € I mit A C U; existiert.

Theorem 5.14 (Existenzsatz fiir den maximalen Fluss). Sei W := |J {p} x I, C
pEM

M xR und fir p e M sei F(p,-): I, — M die mazimale Integralkurve von X mit
F(p,0) = p. Dann ist W in M x R offen und F € CY(W, M). (F heifit mazimaler
Fluss von X.)

Beweis. Sei (p,t) € W, ohne Einschriinkung ¢ > 0. Nach Definition und Eindeutig-
keitssatz folgt

(5.2) F(F(p,s),t) = F(p,s +1),

da fiir festes (p, s) auf beiden Seiten die eindeutig bestimmte Integralkurve von X
mit Anfangspunkt F(p, s) fiir t = 0 steht. Aufgrund des lokalen Existenzsatzes und
aufgrund des Lemmas iiber die Lebesguesche Zahl, angewandt auf [0, ﬂ , gibt es eine
Zahl N € N und offene Umgebungen U; von F(p, %f), j=0,...,N, so dass F' auf
U; x (%f, %f) definiert und von der Klasse C! ist. Wir schreiben F}(p) = F(p,t)
und erhalten aus (5.2)
Fy (Fizsi(0) = Fyp).

Wiihle nun induktiv (absteigend) Umgebungen U} C U; von F%{(ﬁ) mit Uy, := Uy,
F%(Uj’-fl) CUj,zB U_; = Ff%(UJ'-) NU;_1. Fir p € Uj wollen wir a(p,t) :=
Fy(p) fir 0 <t < %f definieren. Es gilt fiir 0 < ¢ < %f und 0 < j7 < N mit

g o AT

2% 3

alp,t) = Ft_%z(F% ( (F%(p)) ) )

j-mal iteriert

Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes ist a(p, t) eine Integralkurve von X mit a(p,0) =
p. Somit ist F(t,p) fiir alle p € Uj und ¢ € [0, %ﬂ wohldefiniert und es gilt

Fup) = Ft_g(F% ( . (F%(p) . )) )

der Klasse CL. O
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Sei M eine Mannigfaltigkeit der Klasse C*, k > 2.
Seien V!(M) die Vektorfelder der Klasse C!, 0 < [ < k — 1 auf M. Dann ist
V(M) ein C'(M)-Modul. Es gilt némlich fiir V,W € V{(M) und f,g € CY(M).
1) f(V+W)=fV+ fIWV,
2) (f+9)V =[V+gV,
3) (f9)V = f(gV),
H1V =V
und C'(M) ist ein Ring.

NN S N

Definition 6.1 (Zusammenhang). Ein Zusammenhang auf M (der Klasse C!) ist
eine Abbildung

V:VHM) x VIFY M) = VM),
mit
(i) Vx(Y1 +Ys) = VxYi + VxYo,
(i) Vx(fY) = (Xf)Y + fVxY,
(i) Vx,+x,Y =Vx, Y +Vx,Y und
(iv) VoxY =gVxY,
wobei X, X1, Xy € VH(M), Y, Y1, Yy € VY (M), f € CHY(M) und g € CY(M).

Beispiel 6.2.

(i) Ist TM trivial, dann existieren globale Basisfelder X1, ..., X,, € C*~1. Schrei-
be Y € V(M) als Y = MX; mit M € C'. Definiere VxV := (XM)X;. Es
gilt insbesondere Vx X; = 0.

(ii) Sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit der Klasse C*. Fiir x € M sei P(z) :
R™ — T,M die orthogonale Projektion auf den Tangentialraum T, M :=
{'(0)|a: (—g,e) = M, a(0) = 2} C R™ Dann ist P : M — L(R™) von
der Klasse C*~1: Sei (U, ) eine Karte von R™ mit (U N M) = o(U) NR™.
Dann gibt es Basisfelder X1,..., X, € C*¥~1(U,R"), so dass X1,...,X,, tan-
gential zu M sind. Nach Orthonormalisierung diirfen wir ohne Einschriankung
annehmen, dass Xy, ..., X, eine Orthogonalbasis ist. Dann gilt

)Y = Z<Y’ Xj(x))rn X ().

Setze VxY(z) := P(z)dY (2)(X), wobei wir das Vektorfeld Y: M — R"™ in
eine Umgebung von M fortsepzen. Beachte, dass diese Definition nicht von der
Fortsetzung abhingt (kleine Ubung).

Bemerkung 6.3. Wir wollen die Zusammenhangsabbildung lokal in Karten dar-
stellen. Sei —i ein Standardbasisvektorfeld zu einer Karte (U, ), d.h. aufgrund

3fo<p 1 o .

(i) VxY|, hdngt nur vom Wert X (p) aub7 d.h. VxY ist tensoriell in Bezug auf X:
Dies ist dquivalent zu Vx Y|, = 0 falls X (p) = 0 gilt. Wahle eine Karte (U, ¢)
um p sowie eine Umgebung V von p mit V C U, und g € C*(M) mit g(p) = 1
und g = 0 auf M\ V. Schreibe X = A2, 2X =Y (gX\) (952)-
Setze

bisheriger Uberlegungen gil

i {g)\i auf U, P {ga?ci auf U,

0 sonst, 0 sonst.
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Dann gilt ¢>X = 3> XX, auf M und N (p) = gA\i(p) = 0. Es folgt

VxYl, = ¢*(p)VxY|, = VgxYlp = VZS&'X Z/\l )V Yl =0.
0

(ii) Analog zu Bemerkung 5.2 verschwindet VxY|,, falls Y in einer Umgebung
von p verschwindet; somit héngt V xY|, nur von den Werten von Y in einer
beliebig kleinen Umgebung von p ab.

(iii) Sei U C M offen und p € U, so ist V,)Y fiir v € T,M und Y € VIFY(U)
wohldefiniert: Wiihle nimlich Vektorfelder X und Y auf M mit X (p) = v und
Y=Y in emer Umgebung von p und setze V, Y|, :==V Y|p

(iv) Seien jetzt Ba:l e, Mm Standardbasisvektorfelder auf U. Dann gibt es ein-
deutig bestimmte Funktionen I‘”, die Christoffelsymbole des Zusammenhan-
ges, so dass

o _ 1k 0
Vo ger = FZJ@@:

in U gilt. Seien X = )\Z o

VxY :VA,-BQ M 8:1:3 Z)&ZV ,u azJ
=2 )
_Z)\l c%c“u BIJ +Z/\l ]Ffaax

i,k

:%:( Xk 3TN /) 52

=dp* <X> b

. Dann folgt

Bmilj’]) oz +/1’]V

Bemerkung 6.4 (Vektorfelder lings Abbildungen). Seien M, N Mannigfaltigkei-
ten. Jede Abbildung F' : N — TM ist von der Form F(z) = (f(x),Y(z)) mit
f=poF,p:TM — M und Y(x) € Ty,)M. Y heiit Vektorfeld lings f.

Ist Y ein Vektorfeld auf M und f: N — M eine Abbildung, so ist Y o f ein
Vektorfeld langs f.

Sei X € T,N, berechne Vy x\Y|sy. Da f: N — M ist, folgt fu,: T,N —
TypyM. Sei (U ) eine Karte von M mit ¢ = (¢, ..., ™). Setze f* = p'o f. Dann
gilt

f*’p<X> = (90_1 cpo f)*,p <X> = ((p_l)*7¢(f(p)) <(§0 o f)*,P<X>>

- (sp_l)*ma(f(p)) <Z (QOi ° f)*p <X>ei>

K2

= Z (fi)*7p {X) ((pil)*,w(f(P)) €

%

=X fi _
Il =57l s

und somit folgt fiir ein Vektorfeld Y = uk%k auf M (nach ,Kettenregel“)

N
Vi)Y ) = (Fonl X" ) +T05 (XF) 1) 5
—_———
=X(u*of)y

Dabei hingt insbesondere der Ableitungsterm nur von Y o f ab.
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Definiere daher fiir f: N — M und beliebige Vektorfelder Y'(x) € Ty M mit
Y =952 o f mit Funktionen 7 auf N und fiir Vektorfelder X auf N

0
Oxk °f

Im Spezialfall f = a: (a,b) - M, wenn f also eine Kurve ist und X = % ist, gilt

VLY = (Xp* +T0 0 f (X f1) 1)

o (.

o _ «@ _ Nk k NG, J
%Y:V Y = ((M) +Fz‘j°0‘(a)ﬂj) Ok
Definition 6.5. Ein Vektorfeld Y heif3t parallel lings einer Kurve o, wenn VY =
0 gilt.

Bemerkung 6.6. Schreiben wir Y = uk%, so ist Parallelitédt dquivalent zu dem
linearen Gleichungssystem

W +Toald,u) =0.

Theorem 6.7. Sei a: (a,b) — M eine differenzierbare Kurve. Dann bilden die
parallelen Vektorfelder lings o einen m-dimensionalen Vektorraum: Zu to € (a,b)
und v € T\ M gibt es genau ein paralleles Vektorfeld Y lings oo mit Y (to) = v.

Beweis. Die Behauptung ist nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare
Differentialgleichungssysteme innerhalb einer Kartenumgebung klar. Beachte, dass
bei linearen Systemen Existenz und Eindeutigkeit folgt, sobald die Koeffizienten
stetig sind. Ein Fortsetzungsargument liefert dann die Behauptung. O

Korollar 6.8. Sei a: (a,b) — M differenzierbar und seien to,t € (a,b). Definiere
eine Abbildung Py, ¢: Tog)M — ToyM durch

Ta(to)M SV Y(t) S Ta(t)Ma

wobei Y das lings « parallele Vektorfeld mit Y (tg) = v ist. Py, ist ein Vektor-
raumisomorphismus und es gilt Pt;,lt =P y,.

Lemma 6.9. Sei Y ein Vektorfeld lings o. Dann gilt
1
VY = lim ti(PMOY(t) =Y (t0)).

t—to T — to
Beweis. Nach Theorem 6.7 existieren m linear unabhéngige parallele Vektorfelder
Yi,..., Yy lings a. Fiir diese gilt P;+,Y;(t) = Y;(to). Schreibe Y (t) = p/ (t)Y;(t).
Es folgt Py, Y (t) = p? (t)Y;(to) und

1 . .
3 - _ — J i .
lim e (P, V(1) = Y () = fim o (#/(8) = 4 (t0) ¥ (o)

= (')’ (t0)Y; (to)
und andererseits
VY =Ve(Y)) = (W)Y + i VY,
i
wobei die letzte Gleichheit aufgrund der Parallelitéit der Vektorfelder Y; gilt. [

Definition 6.10 (Torsion und Kriimmung). Seien X, Y, Z lokal definierte Vektor-
felder. Definiere die Torsion 7" und die Kriimmung R durch

T(X,Y):=VxY -VyX — [X,Y]
und

R(X,Y)Z = vayZ — VvaZ — V[X’y]Z.
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Bemerkung 6.11. T und R sind Tensorfelder, d.h. T(X,Y)|, und R(X,Y)Z|,
héngen fiir beliebiges p € M nur von den Werten X (p), Y (p) und Z(p) ab.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass
T(fX,Y) = fT(X,Y), R(fX,Y)Z=fR(X)Y)Z,
fiir eine beliebige Funktion f gilt.

Seien nimlich X und X zwei verschiedene Vektorfelder mit X (p) = X(p).
TX,)Y) = T(f(, Y) in p ist Aquivalent zu T(X—X, Y) =0oder 3 T (X 8?0,;
i=1

0 fiir Funktionen A* mit \*(p) = 0.
Wegen T(X,Y) = —T(Y,X) und R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z geniigt es sogar,
folgendes nachzuweisen:
() T(/X,Y) = fT(X.Y),
(i) R(fX,Y)Z = fR(X,Y)Z,
(i) R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z.
Dies gilt, denn es ist
(i) T(fX,Y)=VxY = Vy(fX) - [fX,Y]
=fVxY = (Y))X - fVy X + (Y )X — fIX,Y]
(nach Bemerkung 5.8)
=fT(X,Y).
(i) R(FX,Y)Z =V xVyZ —VyVixZ — ViyxyiZ
=IVxVyZ = Vy(fVxZ) = V_(v px+sx,v1Z
=fR(X,Y)Z - (Y )\VxZ+ (Y )VxZ
=fR(X,Y)Z.
(i) RX,Y)fZ=VxVy(fZ2) - VyVx(fZ) - Vixy)(f2)
=Vx((YN)Z+ fVyZ) = Vy (XY + fVxZ)
(X, Y]H)Z - fVixynZ
=(XYNHNZ+ Y[ )VxZ+ (Xf)VyZ+ fVxVyZ
-YXN)Z - (X/)IVyZ - (Y)IVxZ - fVyVxZ
- ([X,Y]f)Z - fVixyZ
=fR(X,Y)Z. O
Bemerkung 6.12. Es ist
T\, : T,M x T,M — T, M,
R, : (T,M)* - T,M = (T,M)".
Aufgrund der Identifikation T,M = (T,M)"” kénnen wir die Torsion T als (1,2)-

Tensorfeld und den Kriimmungstensor R als (1, 3)-Tensorfeld auffassen: Sei Z’ €
(Tp,M)'. Dann ist T'(X,Y)(Z") = Z'(T(X,Y)).

Bemerkung 6.13 (Koordinatendarstellung).
Seien %, Cey % Standardbasisvektorfelder zu einer Karte (U, ¢). Dann definie-
ren wir die Komponenten TZ; und Rijlk durch
8 9o\ _ok_d
T (5 5a7) =Tijzar

und

) 8 _p 1l 8
R(axﬂﬁ) dxF = Rj; kgl -
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Da T und R Tensoren sind, gilt fiir X = Xi 6
T(X,Y)= T’“Xlw 5%
R(X,Y)Z =R;;"w XY 7" 2

x
e} ) _ o k _ 1k Jé)
T(Bm“ﬁ)_v 0 Bz7 viazl (F F )Ba:k’
ox? Oz
fé) fé) o  _ m
R(azi”@) xk —va(?v ( j’ff)a:m) Vv 8 (szaxM)
ml
__0 l 0 l
— 9zt ij oz™ +F Flmaa:l dx Flkam’” F F]mé)w .

Also gilt

I _ 9l 9 T m
Rij'y = T — 55 Th + 10 D — TG, Tl

7. METRIKEN UND LEVI-CIVITA ZUSAMMENHANGE

Der Einfachheit halber wollen wir ab jetzt unter einer differenzierbaren Mannig-
faltigkeit stets eine C'°°-Mannigfaltigkeit verstehen.

Definition 7.1. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine pseudo-Rie-
mannsche Metrik auf M ist ein (0, 2)-Tensorfeld g mit folgenden Eigenschaften

(1) glz = go ist fiir alle x € M symmetrisch,

(ii) gy ist fiir alle z € M nicht entartet, d.h. aus g,(v,w) = 0 fiir alle w € T, M

folgt v = 0.
¢ heift Riemannsche Metrik, wenn zusétzlich g, (v,v) > 0 fir alle v € T, M gilt.
Damit werden alle Tangentialrdume T, M zu Euklidischen Vektorrdumen.
Ist klar, welche Metrik wir betrachten, so schreiben wir
(v, W)z = (v, W) = gz(v,w)

fir v,w € T, M.

Bemerkung 7.2. Sei 5Z; die Standardbasis zu (U, ¢). Setze
o Gl
955 = (5ot 597 -
FﬁrX:Xi l,Y YJ folgt
(X,Y) = g;; X' X7,
(i) Die Symmetrie ist dquivalent zu g;; = gj;.

(ii) g ist genau dann nicht entartet, wenn rang(g;;) = m gilt.
(iii) g ist genau dann Riemannsch, wenn (g;;) > 0.

Beispiele 7.3.
(i) Fiir R™ mit dem Standardskalarprodukt gilt (X,Y) = X*Y7§,;. Daher ist M
mit Metrik g;; = 0;; eine Riemannsche Mannigfaltigkeit.
(ii) Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei N eine Untermannigfaltigkeit.
Dann wird N mit der auf TN eingeschrinkten Metrik eine Riemannsche Man-

nigfaltigkeit.
Dies gilt i. a. nicht fiir pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeiten.
(iii) Minkowski-Raum: R™*! mit (X,Y) = —X°Y? + > X*Y K wobei X =
k=1
(X0 X1 ..., X™)und Y = (YO, YL ..., Y™). Es ist
-1 0 --- 0
0O 1 --- 0

9= (9i5) =
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Man schreibt hiufiger L™!.
Der Lichtkegel (ohne Ursprung) ist durch

K = {X H(X0) = ST (xM)2 X0 £ 0}
k=1
definiert; Den Ursprung haben wir herausgenommen um eine Untermannigfal-
tigkeit zu erhalten. Dann ist die Einschrankung der Metrik auf K ausgeartet:
Sei speziell p = (1,1,0,...,0). Es ist (differenziere {«(t), a(t)) = 0)

LK = {X eR™: (p, X) =p°X° - pFxh :O}.
k=1

Seien also X,Y € T,K, also mit X° = X! und Y° = Y''. Dann ist
m

(X,v) =Y xty*.
k=2

Dies ist fiir m > 2 ausgeartet.
(iv) Ist g pseudoriemannsch, so definieren wir

ind g, := max{dimV: V C T, M ist ein Unterraum und
gz|vxv ist negativ definit}.

ind g, ist lokal konstant und daher auf jeder Zusammenhangskomponente kon-
stant. Ist ind g = 1, so heifit g Lorentz-Metrik.

Theorem 7.4. Sei M eine C*-Mannigfaltigkeit, deren Topologie eine abzihlbare
Basis besitzt. Dann besitzt M eine Riemannsche Metrik der Klasse C*~1.

Bemerkung 7.5. Eine Mannigfaltigkeit mit abz&hlbarer Topologie ist parakom-
pakt, d.h. jede offene Uberdeckung von M besitzt eine lokal endliche Verfeinerung,
die M ebenfalls iiberdeckt. Zu dieser Verfeinerung gibt es eine untergeordnete Zer-
legung der Eins.

Verfeinerung: Seien A und B Uberdeckungen. Dann heifit A Verfeinerung von B,
wenn fiir jedes B € B ein A € A mit A C B existiert.

Lokal endlich: Eine Uberdeckung A von M heifit lokal endlich, wenn fiir jedes
x € M eine Umgebung U € U(x) existiert, so dass U N A # () hochstens fiir endlich
viele A € A gilt.

Untergeordnete Zerlegung der Eins: Sei A eine Uberdeckung von M. Dann heifit
(Xa) ac eine der Uberdeckung A untergeordnete Zerlegung der Eins, falls folgendes
gilt:

(i) Aa € C* auf einer C*-Mannigfaltigkeit,
(ii) 0 < A4 <1,
(iii) suppAia C A,
(iV) Z )\A =1.
AcA
Beachte, dass die Summe lokal endlich ist, da die Uberdeckung lokal endlich ist.

Lemma 7.6. Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten und f: M — N
eine Immersion. Sei g eine Riemannsche Metrik auf N. Dann ist f*g, die zuriick-
gezogene (“pull-back”) Metrik, definiert durch

[ 9(X,Y) = g(fi X, £Y) oder [ g(X,Y)(p) = g(fepXlp, fxpY|p)
fiir Vektorfelder X, Y auf M eine Riemannsche Metrik auf M.

Beweis. Ubung. O
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Beweis von Theorem 7.4. Sei {(U,, vo)} eine Familie von Karten, die M iiberde-
cken. Betrachte (ohne Wechsel der Bezeichnung) eine Verfeinerung der Uberdeckung
durch die Mengen U, die eine lokal endliche Uberdeckung ist. Sei A, eine der Uber-
deckung U, untergeordnete Zerlegung der Eins.

Bezeichne § die Standardmetrik auf R™. Dann ist g, := ¢} d nach Lemma 7.6
eine Metrik auf U,. Man rechnet nun leicht nach, dass

g = Z Ao " Go oder g(p)< Z >‘ 90* pX(p)’ @*,Py(p))

eine Riemannsche Metrik auf M definiert. O

Bemerkung 7.7. Sei M C R” eine Untermannigfaltigkeit. Sei P,: R" — T, M
die orthogonale Projektion. (Erinnerung: Orthogonale Projektoren sind selbstad-
jungiert, d. h. es gilt P} = P,.) Definiere (siehe auch 6.2)

(Vo X)(2) = Pp(dX (2)(v)).
Dies ist ein Zusammenhang auf M (Ubungsaufgabe). Sei (-,-) das Standardskalar-
produkt auf R™. Seien X,Y (tangentiale) Vektorfelder auf M. Dann gilt

VX, ) = (dX (o), Y_) + (X, dY (v))

=PY =PX
= <V’UX7 Y> + <X7 V’U}/>7

d.h. fiir (-,-) und V gilt die Produktregel.

Definition 7.8. Ein Zusammenhang V auf einer pseudo-Riemannschen Mannig-
faltigkeit (M, g) heifit pseudo-Riemannscher Zusammenhang oder metrischer Zu-
sammenhang, wenn die Ricci-Identitét

Z(X,)Y)=(VzX,)Y)+ (X, VzY)
fiir alle Vektorfelder XY, Z gilt.

Bemerkung 7.9. Die Ricci-Identitét iibertrégt sich auf Vektorfelder lings Abbil-
dungen.

Beweis. Sei f: N — M eine Abbildung und X,Y Vektorfelder lings f, Z ein
Vektorfeld auf N. Sei 57+ die Standardba51s beziiglich einer Karte (V,4) von M.

Wir schreiben X = )\1 o fund Y = ,uJ o f und erhalten nach Bemerkung 6.4
VEX = (ZXN) Fro f+ N (Vizygm) o

da f.(Z) =277 gf - 08,» ist und nach Definition der Christoffelsymbole. Fiir Y erhal-

ten wir eine analoge Formel. Es folgt
Z(X.Y)=Z (N (g 557) © f)
= (ZN) W (gom 5ar) o F + N (Z1) (5o ez ) o f
+ X (fulZ) (5o pa7)) © f
(nach Kettenregel und Definition von f.(Z))
=t AN (Ve g ) o f N (e Vi 5z ) o f
- <v§X, Y> + <X, v§Y> . 0

Hiermit werden wir spéter sehen, dass o’ fiir Geoditische konstante Linge hat.

Definition 7.10. Sei (M, g) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein tor-
sionsfreier Zusammenhang der die Ricci-Identitét erfiillt heifit Levi-Civita Zusam-
menhang. Es gilt folglich
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(i) VxY - VyX = [X,Y],
(il) Z(X,Y)=(VzX,Y)+(X,VzY)
fiir alle Vektorfelder X,Y, Z auf M.
Der mit Hilfe eines Levi-Civita Zusammenhanges definierte Kriimmungstensor
heifit Riemannscher Kriimmungstensor.

Theorem 7.11. Sei (M, g) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gibt
es auf M einen eindeutig bestimmten Levi-Civita Zusammenhanyg.

Beweis. Eindeutigkeit: Sei V ein Zusammenhang mit (i) und (ii) aus Definition
7.10. Dann folgt

(7.1 2(X,Y) @ (VX Y) + (X, VY,
72) X(,2) Y (VxY, Z) + (Y, Vx2)
©(VxY, 2) + (V, V2X) + (V, [X, Z)),
73) V(ZX) Y (Vy 2 X) +(Z,Vy X)
D7,V X) +(Z,VxY) + (Y. Z), X) + (Z, Y, X)).

Als (7.1) 4+ (7.2) — (7.3) erhalten wir
Z(X,Y) + X(Y, Z) — Y{Z,X)
=2(VzX,Y) + (¥, [X, Z]) = (X, [Y, Z]) = (2, [V, X]),
(7.4) (VzX,Y)=HZ(X,)Y)+ X(Y,Z) - Y(Z,X)}
+3{=(V[X, 2)) + (X, [V, 2]) + (Z,[Y, X])}.

Da (-, -) nicht ausgeartet ist, erhalten wir die Eindeutigkeit von V.

Existenz: Es geniigt, V mit (i) und (ii) auf einer Kartenumgebung U zu kon-
struieren. Seien nimlich VY und VV Zusammenhiinge auf U bzw. V mit (i) und
(ii), so gilt aufgrund des Eindeutigkeitsteiles VY = VV auf U N V.

Sei (U, ¢) eine Karte mit Standardbasis %. Auf U ist V nach Bemerkung 6.3
durch die Christoffelsymbole I‘fj festgelegt. Diese waren iiber

_ 1Tk
V oz FU oxk

definiert. Aus

R el o
Gij = <8:E'i ’ W>
erhalten wir
F?jgkl = <V

ax“X*WundY—

o o\ _1 40 4 0 o) — k
<V% 927 W> =35 (5095t + 55 9it — gar 9ii) = gLl

Hieraus ist Ffj eindeutig berechenbar, da gx; vollen Rang besitzt.
Definiere daher den Zusammenhang V auf U wie folgt: Fiir Vektorfelder X =
A\l 61 und Y = ,uJ = setzen wir

(7.5) VxY = (Xp* + 5N ) 52

ii
r Oz Ozl [
i
ox

Aus (7.4) folgt mit Z =

axk7

wobei gklI‘ =1 (amlg]l + 3‘; il — 830,9”) und g;; = <8m” 8m3> Nach Definition
ist klar, dass I‘k = Fk gilt. Somit ist nach Bemerkung 6.13 V ein torsionsfreier
Zusammenhang und (i ) folgt.
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Nach (7.5) geniigt es nun, noch die Ricci-Identitét (ii) fiir Basisvektorfelder =2
nachzurechnen. Es gilt
)

o 9 o
<V§W’W>+<awmv

dal
_1(0 . 90 . _ 9 . 1 ) 0 . _ 90 .
=5 (307951 + 527 9a azlgu) + 3 (8;Ei 9t T 92794 ~ Fa git)
-9 4, - 0 [/ 0 O
= 92791l = By <8wj’8xl>' O

8. KRUMMUNG

Lemma 8.1 (Symmetrieeigenschaften des (Riemannschen) Kriimmungstensors).
Der (Riemannsche) Kriimmungstensor erfillt (8.1) fiir alle Zusammenhinge, (8.2)
fiir torsionsfreie Zusammenhdinge und (8.3) und (8.4) fiir Levi-Civita Zusammen-
hinge:

(8.1) R(X,Y)Z = - R(Y,X)Z,

(8.2) R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0, (1. Bianchi-Identitit)
(8.3) (R(X,Y)Z,U) = — (R(X,Y)U, Z),

(8.4) (R(X,Y)Z,U) =(R(Z,U)X,Y).

Beweis. (8.1) folgt direkt aus der Definition des Riemannschen Kriimmungstensors.

Da R ein Tensor ist, geniigt es, (8.2) (wie alle Identitdten hier) fiir Basisvektor-
felder % nachzuweisen. Fiir diese verschwindet insbesondere die Lieklammer. Es
gilt

Lol d o o)
=VaoVozgrx—VaoVaogrtVaVogz—VaoVygx
ozt Oz OxJ ozt Oxd oxk ozk oxi

o o
+V o Vo 57-VaV o g7=0,
oz ozt ozt oxk

da wir aufgrund der Torsionsfreiheit, V 5 82] V s 32” vertauschen diirfen.
Statt der Antisymmetrie in (8.3) kon?laén wir aud? nachweisen, dass
(R(X,Y)Z,Z)=0
fiir alle Vektorfelder XY, Z gilt. Aus der Ricci-Identitéit erhalten wir
Y{(Z,Z)=2(VyZ,7),
XY(Z,2) =2((VxVyZ,Z) + (Vv Z,Vx 7)),
(VxVyZ —VyVxZ Z)y=4(XY(Z,Z) - Y X(Z, Z))
=3[X,Y|Z.2) = (Vix 12, Z).
Dies war aber gerade die Behauptung.
Zu (8.4): Es gilt

G2

(R(X,Y)2,U) 2 —(R(Y, x)2,0) "2 (R(X, 2)Y,U) + (R(Z,Y)X,U),

(8.2

(R(X,Y)Z,U) &3 —(R(X,Y)U, 2Z) :)<R(Y,U)X,Z>+<R(U,X)Y,Z).

Aufsummieren liefert

2R(X,Y)Z,U) =(R(X, Z)Y,U) + (R(Z,Y)X,U)
+(R(Y, U)X, Z) + (R(U,X)Y, Z).



30 8. KRUMMUNG
Durch Umbenennen erhalten wir

2AR(Z,U)X,Y)=(R(Z,X)U,Y)+ (R(X,U)Z,Y)
+(R(U,Y)Z,X) + (R(Y, 2)U, X).

Wie man durch Anwenden von (8.1) und (8.3) sieht, stimmen in beiden Gleichungen
die Terme rechts iiberein. Die Behauptung folgt. O

Ab jetzt sei (M, g) stets eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit zugehorigem
Levi-Civita Zusammenhang.
Definiere

k(X,Y) = (R(X,Y)Y,X) = (R(Y, X)X.Y) = k(Y, X).
Wir mochten R mit Hilfe von k alleine ausdriicken. Es ist

R(X,Y + Z)(Y + Z) =R(X,Y)Y + R(X,Y)Z + R(X, 2)Y + R(X, Z)Z,
R(X+Z,Y)(X +Z)=R(X,Y)X + R(X,Y)Z + R(Z,Y)X + R(Z,Y)Z,
0=R(X,Y)Z + R(Y,X)Z.

Nach Addition erhalten wir, da sich die unterstrichenen Terme aufgrund der 1.
Bianchi-Identitéit gegenseitig auftheben

RX,Y+Z2)Y+2Z)-—RY, X+ 2)( X+ 2)
=R(X,)Y)Y -RY,X)X +3R(X,Y)Z+R(X,Z2)Z — R(Y, Z)Z,
BRIX,)Y)Z=RX, Y+2)(Y+2Z)-RY,X+2)(X+2)-RX, Y)Y
(8.5) +RY, X)X —R(X,Z)Z+ R(Y,Z)Z.
Beachte, dass das zweite und das dritte Argument auf der rechten Seite jeweils

ibereinstimmen.
Definiere

(8.4) (8.1), (8.3)

=4z

(Y, X),
wobei sich die Referenzen auf die Symmetrieen in Lemma 8.1 beziehen. Somit ist
qz (-, ) symmetrisch. Es gilt ¢z (X, X) = k(X, Z). Aufgrund der Polarisationsformel
ist
QZ(X7 Y) = %<QZ((X + Y)7 (X + Y)) - QZ(XvX) - QZ(Y7Y))
=5 (k(X +Y,2Z) - k(X,Z) - k(Y, Z)).
Nach (8.5) folgt

3<R(X7Y)Z7 U> :qY+Z(X7 U) - qX—}-Z(Y: U) - qY(Xa U)
+ax(Y,U) —qz(X,U) +qz(Y,U).

Wir kénnen also (R(-, -)-, -} mit Hilfe von k(, -) schreiben und erhalten insbesondere

Lemma 8.2. Ist R ein (1, 3)-Tensor mit den Symmetrien aus Lemma 8.1 und ist
E(X,Y) = (R(X,Y)Y, X), soist R durch k eindeutig festgelegt. Insbesondere sind
R =0 und k =0 dquivalent.
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Um das Verhalten von k(X7, X2) unter linearen Transformationen zu bestimmen

setzen wir Y; = >~ ¢;;X; und erhalten
j=1,2

k(Y1,Ys) =(R(Y1,Y2)Ys, Y1)
= (R(en1 X1 + c12X2, €21 X1 + 22 X2)ca1 X1 + 22 X2, €11 X1 + c12X2)
=}, 655 (R(X1, X2) X2, X1) + cr1c26a1¢12(R(X1, X2) X1, Xo)
+ cr2ca1021012(R(X2, X1) X1, Xo) + cr2e2122¢11 (R(X2, X1) X0, X1)
= (3 Cay + ooy — 2c11Conc19C01 ) (R(X 1, X2) X2, X1)
= det(c;j)*(R(X1, X2) X2, X1).
Betrachte Ry und k; mit

(Ry(X,Y)Z,U) = det <<X U) (X, Z>)

)
y,u) (¥.2)
:<X7U><Yv >—<X,Z><Y,U>
:<<KZ>X_ <X7Z>Y7U>a

=Ry (X,Y)Z

k1 (X,Y) = (Ri (X, Y)Y, X) = det (gi{; g}{;)

= | XIPIY]* - (X, 7).
Symmetrieeigenschaften von Rj: Nach Definition folgt direkt
Ri(X,)Y)Z =-R(Y,X)Z, (Ri(X,Y)Z,U)=—-(R(X,Y)U,2Z)
und aus der ausmultiplizierten Form (R1(X,Y)Z,U) = (R1(Z,U)X,Y). Aus
R( X, YVZ={Y,2)X —(X,2)Y
erhalten wir direkt die 1. Bianchi-Identitét:
Ri(X,Y)Z+ R\(Y,2)X + R\(Z, X)Y = (Y, Z)X — (X, Z)Y

+{(X,2)Y - (X, Y)Z
+{(X,Y)Z - (Y, Z)X =0.

Somit erfiillt Ry die Symmetrieeigenschaften aus Lemma 8.1. Weiterhin gilt nach
der Schwarzschen Ungleichung

ki(XY) = [ X[2|Y]? (X, Y)* >0
mit Gleichheit genau dann, wenn X und Y linear abhéngig sind.

Definition 8.3 (Schnittkriimmung). Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltig-
keit. Definiere die Schnittkriimmung der von den linear unabhéingigen Vektoren
X, Y aufgespannten Ebene durch

K(X,Y) (R(X, Y)Y, X)

K= & Y) ~ IXPIYP - (X, 1)

Da sich ky und k unter linearen Transformationen gleich transformieren ist die
Schnittkriitmmung wohldefiniert und héngt nur vom von X und Y erzeugten zwei-
dimensionalen Teilraum ab.

Lemma 8.4. Hdngt die Schnittkrimmung K in p € M nur von p und nicht vom
durch X und Y bestimmten zweidimensionalen Vektorraum in T,M ab, so gilt

RX,Y)Z=K -R(X,Y)Z =K -((Y,Z)X — (X, Z)Y).
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Beweis. Setze
Ro(X,)Y)Z =R(X,)Y)Z - K- -Ri(X,Y)Z.
Dann erfiillt Ry die Symmetriebedingungen aus Lemma 8.1. Fiir das zugehorige ko
gilt
ka(X,Y) = (Ro(X,Y)Y. X) = (R(X,Y)Y, X) - K - (Ri(X,Y)Y, X) = 0.
—_———
=k1(X,Y)
Die Behauptung folgt nun aus Lemma 8.2. O

Lemma 8.5. Fiir eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit M des R3 stimmen
die Schnittkrimmung K und die Gaufsche Krimmung K = A\ - Ao tiberein.

Beweis. Ubung. O

Wir wollen die Symmetrien aus Lemma 8.1 auch noch in Koordinaten aufschrei-
ben.

Bemerkung 8.6. Wir hatten

k0 . 8 9.\ 9
Rij L9zF " — R (83:1" axj) !

definiert. Setze
Rijri = grallij®1-
Dann erhalten wir
Rijii = — Rjiti = —Rijik = Riuij,
0 = Rijrt + Rjiri + Ruirj
da wir in der ersten Zeile fiir die letzte Gleichheit noch in jedem Pérchen die Rei-

henfolge gedndert haben. Die Bianchi-Identitat gilt aufgrund der obigen Symme-
trieeigenschaften auch fiir zyklische Permutationen von drei beliebigen Indices.

Definition 8.7 (Ricci- und Skalarkriimmung).

Seip € M. Dannist X — R(X,U)V fiir feste U,V € T, M ein Endomorphismus von
T, M. Wir definieren die Riccikriimmung Ric als Spur dieses Endomorphismusses
Ric(U, V) :=tr(X — R(X,U)V).

Zur Darstellung in lokalen Koordinaten: Sei Xi,..., X, eine Basis von T),M. Sei
T : T,M — T,M ein Endomorphismus. Dann gibt es eine Matrix 77, so dass
TX; = T? X; gilt. Nach Definition ist tr 7" = 7;. Um dies auf den Riemannschen

Kriimmungstensor anwenden zu koénnen, bilden wir das Skalarprodukt der Tij defi-
nierenden Gleichung mit X} und erhalten

(TXi, Xi) = T) (X5, Xp) = T g
Auch hier wollen wir wieder die Inverse der Metrik mit (g%/) bezeichnen. Wir mul-
tiplizieren mit ¢** und erhalten
(TX:, Xi)g™ =T/ gjrg™ =T/6' =T} =t T.
Wir erhalten somit fiir den Riccitensor
Ric(U, V) = g™ (R(Xs, U)V, Xy) = g™ (R(U, X)X, V')
=g (R(Xy,, V)U, X;) = Ric(V, U).
Somit ist Ric symmetrisch und es gilt
Rij = Ric (557 537) = (R(gws 50 ) 37 g ) 9
= (Rii™j 5% 52r) 9" = Rii™ jgmug™
=Rii*; = Rrijg"™ = Rigjig"".
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Wir definieren die Skalarkriimmung R als
R:= R”gz]

Bemerkung 8.8. Multipliziert man einen Tensor mit einem anderen, z. B. mit der
Metrik oder ihrer Inversen, und verringert sich so nach Anwendung der Einstein-
schen Summenkonvention die Anzahl der , freien* Indices, d. h. der Indices, iiber die
nicht summiert wird, so bezeichet man dies als Verjiingen oder Zusammenziehen.

Den Ubergang von R zu Rijkl bezeichnet man als Heben eines Indexes und
die umgekehrte Operation als Senken eines Indexes.

Bemerkung 8.9. Die allgemeine Relativitéitstheorie beschreibt das Universum als
vierdimensionale Mannigfaltigkeit mit pseudo-Riemannscher Metrik. Nach Diago-
nalisieren von g;; sind drei Eintrége der Form g;; positiv und einer negativ.

Die Einsteinschen Feldgleichungen verkniipfen den (symmetrischen) physikalisch
gegebenen Energie-Impuls Tensor 7;; mit der Geometrie der Mannigfaltigkeit

Ri; — 3Rgij = T

FEine Losung der Einsteinschen Feldgleichungen ist eine Mannigfaltigkeit, die diese
Gleichungen erfiillt.

Nach weiterer Vorbereitung wollen wir den folgenden Satz zeigen

Theorem 8.10 (Schur). Ist dim M > 3 und hingt die Schnittkrimmung K nur
vom Fufpunkt ab, so ist sie lokal konstant.

Bemerkung 8.11.
(i) Wir wollen einen gegebenen Zusammenhang auf beliebige Tensorfelder aus-
dehnen. Sei zunéchst w eine 1-Form. Dann soll die folgende Form der Pro-
duktregel gelten

X(w(Y)) = (Vxw)(Y) + w(VxY).
Daher definieren wir
(Vxw)(Y) == X(w(Y)) —w(VxY).

An der rechten Seite dieser Formel sieht man, dass Vxw (falls es ein Tensor
ist) wieder eine 1-Form ist. Wir behaupten, dass V xw dann selbst wieder ein
Tensor ist: (Vxw)(Y + Z) = (Vxw)(Y) + (Vxw)(Z) ist klar. Direkt aus der
Definition von V xw erhalten wir, dass V yw beziiglich X tensoriell ist, d. h.
es gilt

fow = fVXw,

und dass Vxw beziiglich w derivativ ist, d. h. es gilt
Vx(fw) = (Xflw+ fVxw,

fiir jeweils alle Funktionen f.
Daher geniigt es, fiir alle (glatten) Funktionen f

(Vxw)(fY) = fVxw(Y)
zu zeigen. Dies gilt, da
(Vxw)(fY) =X(w(fY)) = w(Vx(fY)) = X(fw(Y)) - w(Vx(fY))
= (X Nw) + fX(w(Y)) —w((X))Y + fVxY)
(

=fX(w(Y) - fw(VxY)) = f(Vxw)(Y).
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Allgemeiner seien Y7,...,Y, Vektorfelder, wi,...,w; 1-Formen und S ein
(¢, p)-Tensor. Dann definieren wir V xS durch die Relation

X(S(Yl,...,Yp7w17...,wq))
:VXS(Yl,...,Yp,wl,...,wq)

p
+ZS(YVI7-~-aYVifthYVia}/;H’lw"7Yp7w17"'awq>

q
+ E S(Yl,...,Yp,wl,...,wj,l,Vij,ij,...,wq).

Analog zu oben rechnet man nach, dass sich VxS tensoriell beziiglich X und
derivativ beziiglich S verhélt.
(ii) Fiur den Levi-Civita Zusammenhang einer pseudo-Riemannschen Mannigfal-
tigkeit (M, g) gilt Vg = 0, denn es ist
(Vzg)(X,Y) =Z(g(X,Y)) —g(VzX,Y) —g(X,VzY) =0
aufgrund der Ricci-Identitét.

(iii) Zur Koordinatendarstellung: Sei w = w;dz? eine 1-Form auf U. Da sich V yw
in w derivativ verhélt, gilt

Vxw = (Xwi)dxi +w; V xda'.

Somit geniigt es, V 5 da® auszurechnen. Nach Definition ist

dxT
(Vxw)(Y) = X(w(Y)) —w(Vx )
Wir wenden dies mit w = da?, X = % und Y = a =%+ an und erhalten

(7.2 o) () = (as (a%m - (Vf )
— _Flkél jk'

Dies sind die Koeffizienten in einer Darstellung beziiglich der Basis dx*. Somit
erhalten wir

V o da' = (Vadx’) (5%) da* = —T% da”.
OxJ OxJ

Also ist
Viw =V o (wde) = X7 (5w) daf — XPu Ty da®

_X] (ka ;k) dl‘k
Da wir stets fordern, dass eine Produktregel gilt, erhalten wir Ableitungsregeln
fiir allgemeine Tensoren, z. B. fiir T' = T?' d,- dax?

V oo (T)2da’) = (35 T)) 2da’ + TIV o e
oxF ozF

J ot
= (3%T}) 2 F,ﬂa 2rda? — T2 - T}, da’.
Wir benutzen auch die Schreibweise V ,9 X =V,;X. Ist klar dass es sich bei
einer Grofle wie T um einen Tensor handelt so schreiben wir auch in Kurzform
ViT} = Tjge = g T + TjTip = Ty = Tjp + TjTiy = TiThy.

Komma und Strichpunkt haben hier dieselbe Bedeutung wie in X ;; und X ;;
ganz am Anfang des Kurses. Mit Komma abgetrennte Indices bezeichnen par-
tielle Ableitungen, mit Strichpunkt abgetrennte Indices bezeichnen kovariante

—i—Tla -V o da?
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Ableitungen, also unter Verwendung eines Zusammenhanges definierte Ablei-
tungen.

Sei w eine 1-Form. V,w = wi;kdxi hat die Koordinaten wj,,. Der Ausdruck
ist tensoriell in k wenn wir ein Vektorfeld X = X* %k auf w;. ;. X kdxi abbilden.
In diesem Sinne erhalten wir durch kovariantes Ableiten aus einem (0,1)-
Tensor einen (0,2)-Tensor und entsprechend aus einem (r, s)-Tensor einen
(r,s + 1)-Tensor.

(iv) In einem Koordinatensystem, in dem in einem Punkt p die Christoffelsymbole
verschwinden, d. h. Ffj (p) = 0 gilt, stimmen kovariante und partielle Ablei-
tungen {iberein, T;;k = T;k (Achtung: Dies gilt nur in einem Punkt. Ein
nochmaliges Ableiten fiihrt gerne zu Fehlern.)

(v) Fiir eine Funktion u : M — R schreiben wir Viu =V 5 u = 3= u.
Ozt

Das folgende Lemma charakterisiert, wann es genau Karten gibt, so dass die
Christoffelsymbole in einem Punkt verschwinden. Wir werden es nicht beweisen,
sondern spéter auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit Hilfe von Geodétischen
Koordinatensysteme konstruieren, in denen die Christoffelsymbole verschwinden.
Das folgende Lemma funktioniert insbesondere auch fiir nicht metrische (= nicht
Levi-Civita) Zusammenhénge.

Lemma 8.12. Auf einer Mannigfaltigkeit mit einem Zusammenhang verschwindet
die Torsion in einem Punkt p genau dann, wenn es ein Koordinatensystem um p
gibt, in dem die Christoffelsymbole in p verschwinden.

Lemma 8.13 (2. Bianchi-Identitéit). Fir einen torsionsfreien Zusammenhang gilt

VxR(Y,Z)U + VyR(Z,X)U + V4 R(X,Y)U = 0.

(Wir schreiben VxR(Y, Z)U = (VxR)(Y, Z)U.)

Beweis. VR ist ein Tensor. Daher geniigt es, die Behauptung fiir X = %, Y = %,
Z = % und U = % zu zeigen. Wir benutzen bereits, dass wir ein Koodinaten-

system wahlen konnen, in dem die Christoffelsymbole in einem festen Punkt ver-
schwinden. Weiterhin benutzen wir, dass in diesem Punkt kovariante und partielle
Ableitungen iibereinstimmen. Terme, die quadratisch in den Christoffelsymbolen
sind, verschwinden dabei. Wir benutzen die Koordinatendarstellung des Riemann-
schen Kriimmungstensors aus Bemerkung 6.13.

!
- 0 o o
0 = WRjknl + WRM”[ + WRijnl

_ 0 o n lé] n o lé] n o 1™n o o 1n o n
=507 (507 0k — 507 L1 ) + 597 (597 Tt — 727 Tht ) + 5o (5 L5 — 205031 )
~——  ——— —— = ~——

~——

=0. O

Beweis von Theorem 8.10. Sei K die Schnittkriimmung. Nach Lemma 8.4 gilt

R(Y,Z)U = K - ((Z,U)Y — (Y,U)Z).
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Es folgt

(VxR)(Y, Z)U =Vx(R(Y, Z)U) — R(VxY, Z)U — R(Y,Vx Z)U — R(Y, Z)VxU
=(XK){(Z,U)Y — (Y, U)Z)+ K(X(Z,U)Y — X{(Y,U)Z)
—_— Y—

+ K({Z,U)VxY —(Y,U)VxZ)

- K({(Z,U)VxY = (VxY,U)Z)

- K({(VxZ,U)Y — (Y, U)VxZ)

— K((Z,VxU)Y —(Y,VxU)Z).

Dabei heben sich die Terme und aufgrund der Ricci-Identitdt gegenseitig
auf. Also gilt

(VxR)(Y, 2)U = (XK)((Z,U)Y = (Y,U)Z).
Die 2. Bianchi-Identitat liefert nun

0=VxR(Y,Z)U +VyR(Z, X)U + VzR(X,Y)U
=XK)(Z,U0)Y - (Y,U)Z)
+(YK)(X,U)Z — (Z,U)X)
+(ZE)(Y,U)X — (X, U)Y).

Da wir dim M > 3 angenommen haben, kénnen wir X, Y, Z in einem beliebigen
Punkt als Orthonormalsystem wéhlen. Setze U := Z. Es folgt

0= (XK)Y — (YK)X.

Da X und Y linear unabhéngig sind, folgt bereits X K = 0 = Y K. Somit ist K wie
behauptet lokal konstant. O

Das folgende Lemma taucht hdufig in geometrischen Rechnungen wie z. B. bei
Flussgleichungen auf.

Bemerkung 8.14 (Vertauschen kovarianter Ableitungen). Sei T ein (1, 1)-Tensor.
(Fiir allgemeinere Tensoren ist auf jeden einzelnen oberen bzw. unteren Index die
hier hergeleitete Formel anzuwenden.) Sei T = (T]’) Wir wollen wieder benut-
zen, dass wir ein Koordinatensystem wéhlen konnen, in dem F;k in einem festen

Punkt verschwindet. Dafiir wollen wir in dieser Bemerkung die ad hoc Notation L
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verwenden. Es gilt
ViT} =T}, = Tjj + T T, — T TR,
VI, = (T44), + Tl — Tt — T T
gjim<+z?qimﬁ__ﬂ;F%J’
VleT; ng,lk + T]m]:‘%m,k - T, 1k
ViVIT} = ViV Ty £ T (Ve = Thana) = T (T = Ti50)
ET7" Rt — Ti Ria™5,
ViViT) = ViV T} =T5 = Thgy = T Rit' v — T3 Rid™ 5.
Die letzte Zeile gilt wieder allgemein, d.h. in jedem Koordinatensystem, da nun

beide Seiten wieder tensoriell sind. (Das Produkt zweier Tensoren ist wieder ein
Tensor, algebraisch das Tensorprodukt S ® T'.)
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