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0. BEISPIELE

Notation 0.1.

a) Sei z € R™. In Koordinaten schreiben wir z = (z,...,2"). Sei  C R" offen,
u:Q— R

b) Ist u hinreichend oft differenzierbar, so bezeichnen wir mit Du, D?u, ..., erste,
zweite, ... Ableitungen.

Indices bezeichnen partielle Ableitungen
_ Ou o 0%u
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Fiir u: Q xR — R ist ¢ die (n + 1)-ste Variable, u(z,t), uy = % oder @ = uy.

Wir verwenden zu den Koordinatenbezeichnungen in R™ analoge Bezeichnungen

fiir vektorwertige Funktionen u :  — R¥ u = (ul,... u¥), oder u : QxR — RF,
z.B. ul = ggl Vektorwertige Funktionen werden (zuniichst) kaum auftreten.

Definition 0.2. Sei Q C R" offen, u : 2 — R k-mal stetig differenzierbar, u €
CHQ), F:R™ xR"™ " x ... xR" x R x 2 — R. Ein Ausdruck der Form

F (D*u(z), DFtu(z), ..., Du(z),u(z),z) =0
heifit Differentialgleichung k-ter Ordnung.
Beispiele 0.3. Sei 2 C R" offen.

a) Laplacegleichung, u :  — R,

Ay = iu” =0 in Q.
i=1

b) Eigenwertgleichung, u : Q — R,
Au=XMu inQ, MNeR.

¢) Wirmeleitungsgleichung, v : Q x [0,7) - R, T > 0,

Ut = Au.

d) Schrédingergleichung, v : Q x [0,7) — C, T > 0,
iug + Au = 0.

e) Wellengleichung, v : Q x [0,T7) — R, T > 0,
Ut — Au = 0.

f) Poissongleichung, v : Q — R, f: R — R,
—Au = f(u).

g) p-Laplace Gleichung, u: Q — R, p > 0,
div (|Du/P"*Du) =0, d.h.
> D; (|DulP~*D;u) =0,
i=1
wobei D; partielle Ableitungen bezeichnet, D; = %.
h) Minimalflichengleichung
D g
div | —————] =0, dh Au- "9 _q,
1+ [Dul? 1+ [Dul

wobei u’ 1= §Yu;.
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Wir verwenden hier die Einsteinsche Summenkonvention, d.h. wir summieren
iiber gleiche ,,oben“ und ,,unten“ stehende Indices von 1 bis zur Dimension n,
also

n n
u'vu; = E u'wu; = E ukékzuléljuij.
ij=1 irjikd=1

Mittlerer Kriimmungsfluss fiir Graphen (MCF)

Du
w=+/1+|Dul? -div| —mm—— | .
Dl <\/1—|—|Du|2>

Monge-Ampere Gleichung
det D*u = f(x,u, Du),

speziell: Gleichung vorgeschriebener Gauflkriimmung fiir Graphen

det D?u
s = (@)
(1+[Dul?) >
Reaktions-Diffusions Gleichung
ur — Au = f(u).

Porose Medien Gleichung
ug—Aw) =0, v>0.

Korteweg-de Vries Gleichung (KdV)

Ut + ULy + Uggy = 0.

Riccifluss (Poincaré, R. Hamilton, G. Perelman)

gij = —2R;;.

Hiufig werden Differentialgleichungen mit Randwerten (oder Anfangswerten) un-
tersucht, z. B.

Au=0 1in Q,
u=1¢ auf 0.

Bemerkung 0.4 (Untersuchte Fragestellungen).

e Existenz von Losungen,
e Eindeutigkeit der Losung,

e Stetige Abhingigkeit einer Losung von den Daten (u. a. physikalisch wich-
tig),

e Regularitit von Losungen, z. B. Differenzierbarkeit,

e schwache Losungen, d. h. Losungen u einer Differentialgleichung k-ter Ord-
nung mit u ¢ C*.

e quantitatives oder qualitatives Verhalten
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— im Unendlichen, |z| — oo, t — o0,

— in oder nahe Singularitéiten,

Beschrianktheit,

e Klassifikation aller Losungen, explizite Losungsformeln.

Die verwendeten Methoden hingen in der Regel stark von der betrachteten Glei-
chung ab.

Wir werden zunéchst insbesondere das Randwertproblem (RWP)

Au=f inQ,
u=¢  auf 00

untersuchen.

1. DIE LAPLACEGLEICHUNG UND DARSTELLUNGSFORMELN

1.1. Die Fundamentallosung. Wir folgen [2] und spéter [4]. Wir wollen n > 2
annehmen. Sonst entspricht das betrachtete Problem einer gewohnlichen Differen-
tialgleichung.

Bemerkung 1.1 (Motivation). Sei Q C R3 offen, u € C?(Q) beschreibe die Tem-
peratur in ). Wir nehmen an, dass die Temperatur zeitunabhéngig ist, dass Tempe-
ratur und lokale Warmemenge proportional zueinander sind, sowie dass die trans-
portierte Wirmemenge proportional zu | Du| ist und sich in Richtung —% bewegt.
Sei U C § glatt und beschrénkt. Die insgesamt durch 0U transportierte Warme-
menge ist (Rechne bis auf eine Konstante, bezeichne mit v die duflere Normale an

U und benutze, dass u zeitunabhiingig ist.)

0= /—(Du,u> :/—divDu (Gauflscher Integralsatz)

au
= /—Au.
U

Da U beliebig war, folgt Au =0 in Q.

U

Bemerkung 1.2 (Rotationssymmetrische Losungen). Sei u € C?(Bg \ {0}) eine
rotationssymmetrische Losung von Au = 0, d.h. es gibt v € C?((0, R)), so dass

(@) = o(r), wobei r = |z| = (i(;ﬂ)?) "

i=1

Wir leiten zunéchst eine gewo6hnliche Differentialgleichung fiir v her:

n —1/2
| i\2 9 — 1 Li
u; =v'r; =v'3 (z") Ty =0,

i=1
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wy =B L (5, - B,
ror r ror
Also gilt
- -1
0=Au=0"u;=0v"+ T
T
Entweder gilt v' = 0 auf (0, R) oder v’ # 0 auf (0, R). Im Fall v' > 0 ergibt sich

"

v n—1 n—1

O:— = 1 Y _—

o (log v)" + ——,

logv' = — (n—1)logr +loga, a >0,
’UI: a
rnfl

Ebenso erhalten wir fiir v/ < 0, dass v’ = et fiir ein @ < 0. Durch Integration

erhalten wir im Falle n = 2 aus v/ = ¢, dass v = alogr + b und im Falle n > 3 aus

T
/ a a 1

v = Sy, dass v = — ST T b, jeweils fiir ein b € R, ist.

Definition 1.3 (Fundamentallgsung). Die Funktion

1
—5- log|z], n =2,
P(z) := { § 1 1 n>3

n(n—2)w, |z|"=2"
® :R™\ {0} — R heifit Fundamentallssung der Laplacegleichung.
Hier bezeichnet w,, das Volumen von B;(0) C R", w,, = |B1(0)].

Bemerkung 1.4. Fiir  # 0 gelten die Abschétzungen

||

|D(I)| < H% und ‘D2¢($)| <
x|
mit ¢ = ¢(n).

1.2. Darstellungsformel fiir R". Sei nun n > 2. Wir benutzen die Fundamen-
tallosung zur Konstruktion von Losungen der Gleichung

—Au=f inR"™
Theorem 1.5. Sei f € C? (R™). Definiere u : R™ — R durch
u(w) = [ @@~ )(w)dy.

Rn
Dann gelten u € C?* (R™) und
—Au=f inR".

Beweis.

(i) uw € C? (R™): Wir transformieren das Integral

ulz) = / Bz~ y)f(y)dy = / B(y)f(z — ) dy.

R Rm
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Fiir h 20 und ¢; = (0,...,0,1,0,...,0), 1 an der i-ten Stelle, betrachten wir
den Differenzenquotienten

u(x—i—he}i)—u(m) :/CI)(y) {f(a:—&-hei—z)—f(x—y) dy.

R™

Wir wollen zum Grenzwert h — 0 iibergehen. Nehme an, dass |h| < 1 und
supp f C Br = Br(0).

Es gilt nun f(z + he; —y) — f(x —y) = 0, falls |x + he; — y| > R und
|z—y| > R. Dies ist fiir |y| > R+1+|x] erfiillt, denn dann gelten |z+he; —y| >
ly| — |z + he;| > |y —1— || > Rund |x —y| > |y| — || > R. Wir diirfen also
annehmen, dass der Integrand aulerhalb von B, p > 0 geeignet, verschwindet.
Da f € C! (R") ist, konvergiert

flx+he; —y) — flx—y)

h — filr —y)
fiir h — 0 gleichméfig in © — y € R™.
Es gilt, dass
he;) —
et =00 - [ o)sita -y dy
BP
he; —y) — —
+/‘I>(y) [f<x+ : z) fle=y) — filz —y)| dy
BP

und das zweite Integral konvergiert gegen 0, falls [ |®(y)|dy endlich ist. Es
BP
gilt fiir n = 2

P
/|<1><y>|dySc/uogwudyy/uogw-rdr<oo7
B, B, 0

sowie
P
/I‘P(y)\dy < 0/ lyl> " dy < c/rdr < o0
B, B, 0

im Falle n > 3. Hierbei ist ¢ eine universelle Konstante, d. h. ¢ kann verschie-
dene Werte annehmen, ist aber stets beschréankt.

Also folgt firn=1,...,n
@) = [ B it~ v)dy.
Rn

Analog erhélt man
wi(e) = [ @)yl —v)dy.
Rﬂ.

Dieses Integral ist in x stetig, also erhalten wir v € C? (R™).
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(ii) —Awu = f: Sei € > 0. ® ist singuldr. Daher spalten wir die Integration auf

Au(z) = / S(y)Asf( —y)dy

B:(0)

+ / B(y)Auf(x — ) dy
R"\B.(0)

=1+ J..

Fiir € — 0 erhalten wir I, — 0: Es gilt ndmlich

L < |D*f]] o - / B(y)| dy
B.(0)

€
c- ||D2f||c0 - [logr|-rdr < HDQfHCo g suop |[logz| -2z, n=2,
0 ,€

zE

<
e D Fllgo - [ 2" dr < o || D2F]| o - €2, n>3.
0

Aufgrund der Kettenregel (doppelt angewandt) gilt A, f(z —y) = Ay f(z —y)
und wir erhalten

J. = / B(y) A, f(x — y) dy

R"\BE(O)

_ / —(D®(y), Dy f(x —y)) dy + / 2(y) (Dyf(x — ).~ ) dy
R\ B¢ (0) B=(0)

EKE+L5-

Hierbei kommt das Vorzeichen der Normalen von der Tatsache, dass wir iiber
den Aufenraum integrieren. Die partielle Integration ist gerechtfertigt, denn
fiir |x] < ¢ hat der Integrand als Funktion von y einen kompakten Triiger.

Wir schéitzen L. wie folgt ab

¢ [|Dfllco - - [logel, n =2,

L. <c-||D : Q| <
|Le| < ¢+ [|Dfllco / @] < {c-Dflco-& n >3,
9B:(0)

}—>0 fiir e — 0.

Nach nochmaliger partielle Integration erhalten wir

K= [ 20w sa-nd- [ (D)) -y dy

R”\ B¢ (0) 0B (0)
= [ (oW ) se-na,
0B (0)

da ® in R™\ {0} harmonisch ist,

N / _nin|y|1_n <|%| ﬁ>f(x—y) dy

9B:(0)
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_ _ 1 1—n _ d
= —e "flx-y)dy
Nnwy,
dB:(0)

und wegen |0B:| = nw,e" ! kénnen wir 0 = f(x) — f(x) wie folgt hinzuad-
dieren

_ / L s (f = y) - F@) dy —f(2)

NWn,
9B (0) —0  fiir e—0

[f-I< sup |f(z—y)—f(a)l

yEBe (0)

—0— f(z) fire—0.
Daher folgt

O

Bemerkung 1.6. In der Tat gilt Theorem 1.5 auch noch fiir f € C%< (R"), nur
ist der Beweis deutlich komplizierter.

1.3. Mittelwerteigenschaft.

Theorem 1.7 (Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen). Sei @ C R™ of-
fen, w € C%(Q) sei harmonisch. Dann gilt

falls B,.(z) C Q.
Beweis.
(i) Definiere

or)= o uty)dy,

OB, (z)
Zeige zunéchst, dass ¢ konstant ist: Es gilt (mit z = y/r)
1
OB, (x) 8B,.(0) " oB.(0)
1 » 1
:7‘"*1|6Bl| / u(x +rz)r" dz = B2 / u(z +rz)dz.
8B, (0) aB1(0)
'(r) = d_ 1 / (Du(z +rz),z)dz
2= T eBy ’

9B1(0)

= <Du<y>,y;x>dy:® [ uway

OB..(x) dB,.(x)
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1
== Au(y)dy = 0,

wobei v die duflere Normale an 9B, (z) ist und wir den Divergenzsatz ver-
wendet haben. Somit ist ¢’ = 0. Also ist ¢ konstant. Da u stetig ist, erhalten
wir

P(r) = lim () = lim f u(y) dy = u(x).
9B, (x)

(ii) Es gilt aufgrund der eben erzielten Ergebnisse

r

/ | u(y) dy = / / | u(y) dy ds = u(z) / newns™L ds = wnr™u(z).

B, (z 0 0Bs(= 0  =|9Bs]|
]

Theorem 1.8 (Umkehrung der Mittelwerteigenschaft). Sei @ C R™ offen, u €
C%(Q). Fulls fiir jede Kugel B,.(x) C Q

uw) = o uly)dy

9B, (x)

gilt, so ist u harmonisch.

Beweis. Benutze die Notation des Beweises von Theorem 1.7. Ist Au # 0, so exis-
tiert B,.(z) C §, so dass (ohne Einschrinkung) Au > 0 in B, (z) gilt. Dann folgt
mit Hilfe der Rechnungen des Beweises von Theorem 1.7

1
0=¢'(r) = =—— A 0.
¢'(r) OB, | / u>
B, (x)
Widerspruch. O

Theorem 1.9. Sei Q C R" offen, u € C?(Q). Gilt fiir jede Kugel B,(x) C Q
uw) = F uly)dy
B, (z)

so ist w in Q harmonisch. Zeige dies.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Theorem 1.10 (Starkes Maximumprinzip). Sei Q@ C R"™ offen und beschrinkt,
ue C?(Q)NCY (Q) sei harmonisch. Dann gilt

(i)
maxu = maxu.
Q o0

(i) Ewistiert xo € Q mit u(zg) = maxu, so ist u auf der Zusammenhangskompo-
Q

nente von xg konstant.
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Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus der zweiten. Daher beweisen wir nur
diese.

Definiere

A= {x € Q:u(x) =u(rg) = mgxu} .

A ist relativ abgeschlossen in 2. Sei B,.(z) C Q, z € A. Es folgt

maxu =u(zr) = ][ u  (Mittelwerteigenschaft)

By (z)
< ][ Supu = sup u
Q Q

B, (x)
und Gleichheit gilt genau dann, wenn u|g ;) = sup u ist. Damit ist A relativ offen
Q

in Q. O

Theorem 1.11 (Eindeutigkeit). Sei Q C R™ offen und beschrinkt, f € C°(Q),
g € CY(09Q). Dann besitzt das Randwertproblem

Au=f inQ,
u=g auf 082

héchstens eine Losung u € C%(Q2) N CY (Q).

Beweis. Seien u und @ € C*(Q2) N C° (Q) Lésungen. Dann erfiillt w :=u — @
Aw=0 1in Q,
w=0  auf 0.

Das Maximumprinzip impliziert nun, dass w = 0 in Q) gilt. (]

1.4. Regularitidt und innere Abschitzungen.

Theorem 1.12 (Regularitit). Sei Q@ C R™ offen, u : Q@ — R stetig. Erfillt v die

Mittelwerteigenschaft u(x) = §  w fiir alle Kugeln B,.(z) C §, so istu € C*(Q).
9B ()

Wir bemerken, dass es geniigt, kleine Kugeln zu betrachten.

Beweis. Sei 7 ein rotationssymmetrischer Friedrichscher Glittungskern (“molli-
fier”). Definiere in Q. = {a € Q : dist(z,9) > ¢} die Funktionen u. := 0. * u,
wobei 1. = €7 "n (%) ist. Es gilt u. € C*°(Q.). Wir zeigen nun, dass u = u.
in Q. gilt. Hieraus folgt u € C*°(£2). Sei also z € Q.. Wir benutzen die leicht

doppeldeutige Notation n(z) = n(|x|). Es gilt

ue(x) = /ns(ar —y)u(y) dy
Q
1 |z -yl

=— 7 ( ) u(y) dy
e g
B.(x)
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0 OB, (z)

1
=—u(x) /n (f) nwpr™ Y dr - (Mittelwerteigenschaft)
5

en J
=u(x) / Ne = u(x).
B:(0)

O

Daher werden wir in Zukunft annehmen, dass harmonische Funktionen von der
Klasse C* sind.

Theorem 1.13 (Innere Abschitzungen fiir harmonische Funktionen).

Sei Q@ CR™ und u in Q harmonisch. Sei B.(x9) C Q und sei « ein Multiindex der
Ordnung k, |a| = k. Dann gilt

a Ck
[D%u(@o)l < g llulla (s, o)),

wobet

1
o =—,

wn

n+1 k

(2 nk;)

c,=—"—, keN.
Wn

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion nach k.

(i) k= 0: Aufgrund der Mittelwerteigenschaft gilt

1 1
= < .
el =| = [ u<o [

Brp(wo) Br(lﬂo)

(ii) k = 1: Aus Au = 0 und der Regularitit von u folgt auch Au; = 0. Wir

erhalten
1 2m
ui(zo)| = Ui| = —F7n (Du, €;)| = p u(v, e;)
wn (%) WnT™ |
B,./2(z0) B,./2(0) 0B;./2(z0)
< 2 e 2 Ju(yo)
L ul|pe ) = — - |u
= W™ on—1 Lo° (9B, 2(x0)) r Yo

fiir einen geeignet gewéhlten Punkt yo € 0B, /2(w0). Es gilt B, /2(yo) C €.
Also kénnen wir aufgrund der Induktionsannahme wie folgt abschétzen

on 1 ontlpy

, <t - <2 = .
Juiwo)| < = o (%)nHuHLl(Brﬂ(yO)) < oz .o
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(iif) k > 2: Sei a ein Multiindex der Ordnung k, D* = (D" )Z fiir einen Multiindex
[ der Ordnung k — 1. Wie im Beweis fiir den Fall £ = 1 erhalten wir auf einer
Kugel vom Radius

k k
[D%u(ao)| < 7 [D%] e o 1D u(wo)|

r/k(T0)) -

fiir ein geeignetes yo € 0B, ,(x0). Nun gilt B%T(yo) C Br(zp) C © und
daher nach Induktionsvoraussetzung '

k—1 n+k—1
N nk (2" n(k — 1)) k *
pouan) < EEED (BT e, o)

Nl (B, (z0))-

(2"+1nk) b

Wy Tk

O

Theorem 1.14 (Satz von Liouville). Sei u : R™ — R harmonisch und beschrinkt.
Dann ist u konstant.

Beweis. Sei g € R™ und r > 0. Es gilt

c c .
|Du(zo)| < —=7 - llullL1(B,(z0)) < . lull poe gmy — 0 fiir r — oo.

n
Es folgt |Du(xg)| = 0. Somit ist u konstant. O
Theorem 1.15 (Darstellungsformel). Sei f € C? (R™), n > 3. Dann ist jede
beschrinke Losung u € C? (R™) von

—Au=f inR"
von der Form
u(w) = [ @(w - ) sy +C

Rn
fiir eine Konstante C' € R.

Beweis. Definiere

i(0) = [ (o~ ) 1) dv
R?’L
Dann ist @ € C? (R™) eine Losung von —Au = f in R™. Fiir |z| — oo gilt ®(x) — 0
(fiir n > 3). Daher ist @ beschrankt. (Es wiirde dazu gentigen, dass ®(z) fir |z| > R
beschrinkt ist.) Sei nun u € C? (R™) eine weitere beschréinkte Losung von

—Au=f inR".

Dann ist w := u — @ beschrinkt und harmonisch, Aw = 0. Nach dem Satz von
Liouville, Theorem 1.14, folgt daher w = C' fiir eine Konstante C' € R. O

Bemerkung 1.16. Fiir n = 2 ist ®(z) = — 5= log |2 fiir [z| — 0o unbeschréinkt.
Dabher ist @ i. a. unbeschrénkt und dieser Beweis funktioniert nicht.

Theorem 1.17 (Analytizitdt). Sei Q@ C R™ offen und v : @ — R harmonisch.
Dann ist u in Q analytisch.
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Beweis. Sei xg € Q. Wir werden nachweisen, dass die Taylorreihe von u in zy in
einer Kugel um zy konvergiert. Definiere

1
ri= g dist(xg, 0Q)
bzw. r :=1 falls Q@ = R™ und
M =

T 1]l 1 By, (20))-
n

Da u € C*(Q) ist, erhalten wir M < occ.

Abschitzungen fiir Ableitungen: Wir kombinieren

(2”+1n|a|)|a‘ 1
el ClIPATENE)

|D%u(z)] <

Wn

und B,.(z) C Ba,(xg) C Q fiir x € B,.(z() und erhalten

N 2n+1n la| N
D%l oo (g, () §M< , > Jal*l.

Fir k € N gilt %kk < eF oder #quivalent dazu k* < eFk!. Also ist |afl®l < el®l]al!.
Das Multinomialtheorem liefert fiir |o| = k

kL K ! !
Also ist |a|! < nl*la!. Wir erhalten

N 2n+1n26 laf
1D u||L°C(BT(xO))<M(,r> al.

Potenzreihe: Wir behaupten, dass (zumindest) fiir |2 — x¢| < 575,53, die Taylor-

reihe
> DPulz) (x — )"

ol
«@

gegen u konvergiert. Dazu betrachten wir die Restglieddarstellung

= Yu(zo)(x — 29)®
Ry (z) :=u(x) — Z Z Dou( O)OE! 0)
k=0 |a|=k
_ Z D% (zp + t(x ;!:co))(x —x)®

lee|=N

fiir ein ¢ € [0, 1]. Dies erhiilt man durch Betrachtung der Funktion ¢(t) := u(z+t(x—
xo)), Entwicklung fiir ¢ = 0 und Auswertung bei ¢ = 1. Die obigen Abschiitzungen
fiir die Ableitungen von wu liefern

2n+1n26 N r N
|Ry(@)| <M ) ( , ) (2n+2n36>

lo|=N
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—0 fir N — oo.

Bemerkung: Die Abschitzung Y. 1 < nV erhilt man wie folgt; Analogie: N

|a]=N
Kugeln sind auf n Kérbe zu verteilen; fiir jede Kugel hat man n Moglichkeiten, also
insgesamt hochstens n---n = n® Moglichkeiten. [

1.5. Harnackungleichung.

Theorem 1.18 (Harnackungleichung). Sei Q@ C R™ offen, u : @ — R harmonisch
und u > 0 in Q. Sei U € Q offen und zusammenhingend. Dann gibt es ¢ =
c(n, Q1,9Q), so dass

supu < c¢-infu
Q1 951

gilt.
Fiir z, y € Q; folgt also
1
—u(y) < u(z) < c-uly),
d. h. die Funktionswerte von u in €y sind untereinander vergleichbar.
Beuweis. Definiere r := 1 dist(Q1,09) oder setze r = 1, falls Q = R™ ist. Seien

x,y € Q1 mit |z — y| < r. Wir benutzen die Mittelwerteigenschaft harmonischer
Funktionen und erhalten

FRT R Y

B27‘(I) Bzr(l)
1
— wp2nrn / U, da Br(y) C Bg,u)
Br(y)
1 1
“on ][ U= ﬁu(y)-
Br(y)

Somit gilt fiir alle z, y € Q1 mit |z —y| <r

Da Q; kompakt ist, gibt es endlich viele 2; € Q1,1 < i < N, so dass Q; C
N

U B, 2(w;) ist. Seien nun x, y € ; beliebig. Modifiziere einen stetigen Weg von
i=1

nach y, so dass er nur aus Geradenstiicken zwischen Punkten aus {z,y,2z1,..., 2N}
besteht. Jedes x; werde dabei hochstens einmal besucht, z. B.

$T — X1 — ... > TN — Yy .

Es gilt
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und hieraus folgt dann

1

1.6. Greensche Funktion und Darstellungsformeln auf Gebieten.

Bemerkung 1.19 (Greensche Funktion: Herleitung und Definition). Sei  C R
offen und beschrinkt, 9Q € C', u, v € C? (ﬁ)

Dann folgt aus dem Divergenztheorem die 1. Greensche Formel

/ AU+ / (Du, Dv) = / o(Du, v,
Q Q

oN

wobei wir mit v die duflere Normale an {2 bezeichnen. Wir vertauschen nun die
Rollen von u und v, subtrahieren die entsprechenden Gleichungen voneinander und
erhalten die 2. Greensche Formel

/vAu—uAv: /v(Du,y> —u{(Dv,v).
———
Q oQ gy

Sei nun x € Q und € > 0 so klein, dass B.(x) C € ist. Definiere Q. := Q \ B.(x).
Dann folgt

/ u(y)AB(y — ) — B(y — ) Au(y) dy
Q.

= / U(y)%i)(y —x) =Py - x)%(y) dy.
9.
Es gilt
(i) A®P(y —x) =0 fiir ¢ # g,

i) f @(y- x)%(y) dy — 0 fiir € — 0. Dies folgt wie bei der Abschétzung fiir
9B (z)
L. im Beweis von Theorem 1.5.

(iii) Aus der Rechnung fiir K, ebenfalls aus dem Beweis von Theorem 1.5, erhalten
wir
0P 1

@(y) = — auf 9B.(0).

Nnwpe™

Insgesamt erhalten wir also, wobei v die duflere Normale an R™ \ B.(0) oder die
innere Normale an B.(0) bezeichnet,

0]
/ u(y)g—y(y —x)dy = ][ u(y) dy — u(x) fiir e — 0.
OBc(x) dB.(x)
Weiterhin gilt

/<I>(y —z)Au(y) dz — /<I>(y —z)Au(y)dz fir €—0,
Q

Qe
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da ® in der Néhe der Singularitét integrierbar ist. Damit folgt aus dem Grenziiber-
gang € — 0

(1) @) = [y -0) 50w —ul) 5 -2 dy— [ By - 0)uly)dy

o0 Q

fiir alle u € C? (ﬁ) und alle z € Q.

Dies liefert eine Darstellungsformel fiir u, falls wir Awu in 2 sowie » und g—:j auf 02
kennen. Randwertprobleme, bei denen alle diese Daten vorgeschrieben sind, sind

aber iiberbestimmt und i. a. nicht 16sbar. Beispiel: Sei

Au=0 in ,
u=0 auf 09,
% = auf 00.

Aus den ersten beiden Gleichungen und dem Maximumprinzip folgt dass u = 0 gilt.
Also muB8 auch ¢ = 0 gelten. Fiir ¢ # 0 existiert daher keine Losung u € C? (Q)
oder u € C2(Q)NC* (Q).

Korrekturfunktion: Sei z € 2 fest. Sei ¢” = ¢®(y) die Losung des Randwertpro-
blems

Ap® =0 in €,
e =o(-—x) auf O

Bemerkung: Fiir sehr spezielle Gebiete werden wir ¢% explizit bestimmen. Das
Perronverfahren wird Losungen fiir allgemeine Gebiete liefern. Diese sind jedoch
erst einmal nur von der Klasse C?(Q) N C° (ﬁ) fiir geniigend glatte Gebiete €.
Hohere Regularitét ist zwar richtig, jedoch technisch deutlich aufwéndiger.

Nehme nun ¢% € C? (ﬁ) an. Dann liefert die 2. Greensche Formel (unter Beriick-
sichtigung des von ¢* gelésten Randwertproblems)

- [ewawdy = [0 - 5wy
(1.2) “ o o
Z/U@M;(w—¢@—@5jwdy
o0

Definiere nun die Greensche Funktion fiir das Gebiet {2 durch

G(z,y) =2y —2) —¢"(y), z#ye
Wir addieren (1.1) und (1.2) und erhalten

ute) = [ u(y)?i(w) ay— [ Glay)duty) dy

o2 Q

Nun tauchen auf der rechten Seite nur noch u|sq und Au|g auf.

Wir erhalten also
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Theorem 1.20. Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 0Q € C'. Sei u € C? (ﬁ) eine
Lésung des Randwertproblems

—Au=f in§,
u=g auf 0N)

und G die Greensche Funktion fir Q, so gilt

u() = - [ g<y>§Z<z,y> dy+ [ 1)G.) dy
Q

o0
fir x € Q.

Bemerkung 1.21. Sei z € Q. Betrachte G(z,y) als Funktion von y. Dann gilt im
Distributionssinne

—AG =9, in Q,
G=0 auf 09,

wobei d, das Diracmafl zum Punkt z ist.

Theorem 1.22 (Symmetrie der Greenschen Funktion). Sei @ C R™ offen, be-
schrankt und sei 0Q € C'. Seien x #y € Q. Sei G die zu §) gehdrige Greensche
Funktion. Nehme an, dass G € C* (1 x Q) \ A), A:= {(z,z) : x € Q}, ist. Dann
gilt

G(y,x) = G(z,y).

Beweis. Fixiere x # y € Q. Definiere fiir z € Q
v(z) :=G(x,z) fir z # x,
G(y,z) fir z #y.

w(z) :
Es gilt

Av(z) =0 fiir z # z,
Aw(z) =0 fir z #y,
w=wv=0 auf Q.

Sei £ > 0. Definiere 2, := Q\ (Be(m) UBg(y)) Fir hinreichend kleines ¢ > 0

(was wir im folgenden annehmen wollen) ist 9Q. € C'. Nach Annahme gilt v, w €
().

Die 2. Greensche Formel liefert nun

o [0
- UBV way
00,
g
- Uau Yoy U@u w@u’
0Bc(x) 9Bc(y)

wobei wir mit v die duflere Normale an ). bezeichnen.
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Nahe z ist w glatt. Wir erhalten also

/g—ljvdz <c- / v =c- / |G (z, 2)|

OB (z) OBc(x) OB (z)
<c- / |®(z — z)|dz+c- / lo*(2)] dz.
——
OB, (x) OBc(z) =beschrinkt
=1 —0 fiir e—0

Es gilt

<C:2—71’ n

I<c-e"t. {logs, n-2,}_}0 fiir e — 0.
>3

Es gilt also

0= lim / —w@ + / va—w
T N0 ov ov
OB (x) 9B:(y)

Durch Vergleich mit den Rechnungen fiir K. aus dem Beweis von Theorem 1.5
sehen wir unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass w und ¢” nahe x beschrankt
sind,

. ov . 0 -
611{1(1) wo = ?{I(l) w(z) - 0. (P(z —x) — ¢"(2)) dz
8Ba(x) 836 (J;)
= lim w(z) 0 O(z —x)dz
N Ov,
OB (x)
=w(x).
Wir schliefien also, dass w(z) = v(y) ist und somit folgt G(y,z) = G(z,y). O

Beispiel 1.23 (Greensche Funktion fiir einen Halbraum). Dies ist zunéchst eine
formale Rechnung, da ein Halbraum nicht prékompakt ist. Definiere

R%} :={(z',...,2") €R" : 2" > 0}.
Definiere Z als die Reflektion von = an OR,
Fo= (a2 —a™),
Beobachtung: Fiir € R} und y € OR"} gilt &(y — ) = ®(y — x). Die Abbildung
y+— ®(y — ) ist in M harmonisch und glatt. Wir machen den folgenden Ansatz
G(z,y) =0(y —z) — ®(y — I)
und erhalten

876‘767(1)( _I)_aj( — i)
Byn_ay”y 8y”y

B 1 {yn_xn yn_i_l.n}
nwn \ly—a®  ly—2* )
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Fiir y € OR"} erhalten wir

oG oG 2z 1

(a:,y) = _Tm($7y) =

v, Cnwn |z — oy

Aufgrund der Greenschen Darstellungsformel vermuten wir nun, dass eine Losung
des Randwertproblems

Au=0 inR7,
u=g auf OR’
fir € R? durch

22" 9(y)
uw) =2 [ Ay
nwy J |z =yl
oR™
gegeben ist.

Eindeutigkeit ist nicht zu erwarten, da fiir ¢ = 0 alle Funktionen u(z) = az™, a € R
Losungen sind.

Theorem 1.24 (Poissonsche Darstellungsformel fiir einen Halbraum). Sei g €
c’ (R"‘l) N L (R"‘l) und betrachte R"~! vermdge x +— (x,0) als Teilmenge von

R™. Definiere fiir v € R’}
2 n
u(x) == ’ / 9) dy.

nwny, |'T - y‘n
R

Dann gilt
(i) ue C>* (R7) N L> (R7),
(1) Au=0 in R7,

(iii) u € C° (M) undu = g auf ORY . Genauer gilt: Es gibt eine stetige Fortsetzung
U von u auf@ mit i = g auf OR"} .

Beweis.

a) Definiere den Poissonkern fiir R", z € R"}, y € OR"}, durch
2™ 1
K(z,y) = —— .
nwy, | —y|
Fir ¢ # y ist y — G(z,y) harmonisch. Daher ist aufgrund der Symmetrie auch
x — G(x,y) fiir x # y harmonisch. Somit ist fiir z € R} und y € OR" auch die

Ableitung
oG
r— K(z,y) = ——(x,
(z,9) 8y”( Y)

harmonisch.
b) Fiir alle z € R} gilt 1 = [ K(z,y)dy. Wir zeigen nur den einfachsten Fall
oR™
(n = 3) und lassen den Rest als Ubungsaufgabe. Es gilt

/ 223 1 d 223 1 d
3ws |z — g3 3ws ((23)2 213/2
FAEEYCETE A RS R

+ +
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43w —1/2|%°
_ _ o ((1:3)2+ 2) ’
_dwn 4w
3wz 3dr T

¢) Da K(z,y) > 0 ist und g beschréinkt ist, ist auch u beschrénkt, u € L (R7).

Die Abbildung x — K(z,y) ist fiir x # y glatt und alle Ableitungen fallen
im Unendlichen schnell genug ab. Somit ist u € C™ (R7) (Ubungsaufgabe).
Insbesondere gilt fiir z € R7}

Au(z) = / ALK (2, y)g(y) dy = 0.

oR™
(Hieraus folgt auch schon die iiber C? hinausgehende Regularitit.)

Beweisidee fiir u € C* (Rﬁ): Vergleiche Ableitung und Differenzenquotien-
ten. Auf Kompakta hat man gleichméfiige Konvergenz der Differenzenquotienten
gegen die Ableitung. Die Integralbeitrige von ,nach Unendlich* sind klein.

d) Stetigkeit bis zum Rand: Sei 2y € OR”} und € > 0. Aufgrund der Stetigkeit
von g auf OR”} gibt es § > 0, so dass fiir alle y € OR? mit |y — x| < § auch

l9(y) — g(z0)| < € gilt.

Sei nun z € R”} und |z — x| < %. Dann gilt aufgrund der Normierung

K(z,y)dy =1
oR™

fir alle x € R?

u(o) ~ g(ao)| = | [ K(ww)loty) ~ glao)] dy
OR™
< K(z,y)|9(y) — g(x0)| dy
OR"T NBs(zo)
+ / K(z,y)lg(y) — g(xo)| dy
R\ Bs (w0)
=1+ J

Aufgrund der Stetigkeit von g und der Normierung gilt

I<e- / K(z,y)dygso/K(x,y)dy:s.
OR™NBs (o) OR?Y
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Benutze nun, dass |z — 29| < $ und |y — x0| > § gelten. Hieraus folgt |z — x| <
31y — wol und |y — | > |y — @o| — |20 — 2| = |y — zo| — 3ly — wo| = 3|y — |-
Damit schitzen wir J ab

J<2 (gl - / K(z,y) dy

OR?\ B (w0)
2z™ 2n
<2-[gllpe - —— I ———
nwy, ly — zo]
ORT\ Bs (z0)

n—2

o0
n
— 1)wp—
—on+2, ||g||L°° . L/ (n )wn 1r dr
NWwy, r
o

n

<oo

—0 fiir 2™ | 0.
Es folgt somit u(z) — g(xg) fir x — xo.
(|
Bemerkung 1.25 (Greensche Funktion fiir eine Kugel). Definiere fiir x € B;(0)

die Inversion an der Einheitssphére durch
T
|2
Durch ,Erraten® erhélt man, dass die Korrekturfunktion in diesem Falle durch
¢ (y) == @(|z[(y — 2))
(fiir z # 0 und stetig fortgesetzt bis zu = 0) und die Greensche Funktion durch
G(z,y) = (y — z) — (|z|(y — 2))

gegeben sind. Fiir |y| = 1 und x # 0 sieht man durch Quadrieren direkt, dass
ly — x| = |z[ly — 7] gilt.

T T =

Fiir B,(0) betrachtet man
1 -
Gla.9) = 0y~ )~ @ Llalty - ).
Lemma 1.26 (Poissonsche Darstellungsformel fiir eine Kugel). Die Poissonsche

Darstellungsformel fiir eine Kugel B, fiir das Randwertproblem

Au=0 in B,,
u=g auf OB,

ist durch

(1.3) ulz) = / K(z,y)9(y) dy
0B

fiir x € B, mit
r? — |z|? 1

nwr |z —yl"

K(‘rvy) =

fiir x € B, und y € 0B, gegeben.
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Beweis. Ubungsaufgabe: Rechne nach, dass ¢®(y) := @ (2|z|(y — 7)), & = r? 2>

analog zu oben definiert, das Randwertproblem ' o
{Aw =0 in B, (0)
¢*(y) = @y —x) firyedB.(0)

16st. O
Theorem 1.27. Sei g € CY(0B,) und u durch (1.3) definiert. Dann gilt

(1) uw e C=(By),

(i) Au=0 in By,
(iii) w laft sich stetig auf OB, fortsetzen und erfillt dort u = g.
Beweis. Ubungsaufgabe. ([

2. PERRONVERFAHREN

Sei @ C R offen und beschréinkt, 92 € C?, g € C°(052). Wir wollen eine Funktion
u € C™®(Q)NC°(Q) finden, die das Randwertproblem

Au=0 in{,
u=g auf 09

lost.

2.1. Konvergenzsitze.

Theorem 2.1. Sei Q) C R"™ offen, u; : Q — R eine Folge harmonischer Funktionen,
die gleichmdflig gegen u konvergiert, u; = u.

Dann ist u in Q harmonisch.

Beweis. Die Funktionen u; sind harmonisch und erfiillen daher die Mittelwertei-
genschaft

w(x) = uy.
B, (x)
Aufgrund der gleichméfligen Konvergenz w; = u diirfen wir zum Grenzwert iiber-
gehen und erhalten u(z) = § w. Somit ist auch u harmonisch. (]
B, (z)

Theorem 2.2. Sei  C R™ offen. Sei (u;) eine Folge harmonischer Funktionen,
die auf jeder kompakten Menge K C Q die Abschitzung |u(x)] < ¢(K) erfiillen.
Dann gibt es eine Teilfolge der (), die in CZ,(Q) konvergiert. Der Grenzwert u
ist eine glatte harmonische Funktion.
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Beweis. Aufgrund der inneren Abschatzungen fiir harmonische Funktionen, Theo-
rem 1.13, gibt es fiir jedes K C €) eine Umgebung U mit

KCcU=K.={zreQ:dist(z,K) <e} €9

fiir ein & > 0, so dass ||wl|cr@y < ¢(k,n,U,Q,¢(U)) gilt. Nach dem Satz von
Arzela-Ascoli gibt es daher eine in K./, gleichmissig konvergente Teilfolge. Wir
nehmen daher ohne Einschriankung an, dass u; in U gleichméssig gegen eine stetige
Funktion u konvergiert. Der Limes w ist aufgrund der gleichméfigen Konvergenz in
K. /4 harmonisch.

Mit Hilfe eines Diagonalfolgenarguments in K folgt die Behauptung. O

Korollar 2.3. Sei Q2 C R" offen und beschrinkt. Sei uy : Q — R eine Folge von
Funktionen u; € C° (Q), die in Q harmonisch sind. Gelte u; = ¢; auf 0S2.

Konvergieren die Funktionen p; auf 02 gleichmifig gegen eine Funktion ¢, so
konvergieren die Funktionen w; in Q gleichmdfig gegen eine Funktion u € C> Q)N
o (Q), die in  harmonisch ist.

Beweis. Aufgrund der gleichméfigen Konvergenz ¢, = ¢ auf 92 und des Maxi-
mumprinzips folgt, dass u; = u in  gilt. Die Funktion « ist in 2 harmonisch und
damit auch glatt. (Il

Theorem 2.4 (Harnacksches Konvergenztheorem). Sei Q C R™ offen und zusam-
menhdngend. Sei u; eine monoton wachsende Folge harmonischer Funktionen. Sei
y € Q und sei u;(y) gleichmdflig beschrinkt. Sei Q' € Q. Dann konvergiert u; auf
Q' gegen eine harmonische Funktion.

Beweis. Ohne Einschrinkung nehmen wir an, dass Q' zusammenhéngend ist und
y € Q' gilt. Sei € > 0. Dann existiert ein N, so dass fir m > 1> N

0<um(y) —wly) <e
gilt. Aufgrund der Harnackungleichung, Theorem 1.18 folgt

sup [t — w] < c¢(Q,9Q) - €.
Q/
Somit konvergiert u; auf ' gegen u. Also ist » in ' harmonisch. O

Theorem 2.5. Sei Q) C R" offen. Seien w; harmonische Funktionen, die in CY ()
gegen eine Funktion u : 0 — R konvergieren. Dann konvergiert u; — w in C{ZC(Q).

Beweis. Auf kompakten Teilmengen von Q sind die Funktionen u; gleichméifig be-
schriankt. Aufgrund der inneren Abschitzungen und nach Arzela-Ascoli gibt es da-
her eine Teilfolge, die fiir beliebiges k € N in Cl’f)c gegen u konvergiert.

Falls nicht die gesamte Folge in Cf . gegen u konvergiert, gibt es Q' € Q und € > 0,
so dass fiir eine nicht umbenannte Teilfolge ||u; —u|cr () > € gilt. Aufgrund der in-
neren Abschéitzungen und Arzela-Ascoli konvergiert aber auch eine Teilfolge dieser
,Gegenbeispielfolge® in C* (') fiir beliebiges k € N. Wegen der CP -Konvergenz
ist w auch der Grenzwert dieser Teilfolge. Dies widerspricht aber der Voraussetzung

lur — ul|cr (o) > €. Somit konvergiert bereits die gesamte Folge. O
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2.2. CY-subharmonische Funktionen.
Definition 2.6. Sei 2 C R™ offen.
(i) u € C?(Q) heiBt
e harmonisch, falls —Au = 0,
e subharmonisch, falls —Au < 0,
e superharmonisch, falls —Au > 0.
(i) u e CY(Q) heifit

e subharmonisch, falls fiir jede Kugel B,(z) € © und jede harmonische

Funktion h : C%(B,(z)) N CY (Br(x)) mit u < h auf B,(z) auch u < h
in B, (z) folgt.

e superharmonisch, falls —u subharmonisch ist.
e harmonisch, falls © subharmonisch und superharmonisch ist.

Kurzfristig werden wir diese Eigenschaften mit C2-subharmonisch und C°-subhar-
monisch unterschiedlich bezeichnen.

Bemerkung 2.7.

(i) Eine C2-subharmonische Funktion ist auch C°-subharmonisch.

(ii) Eine C°-subharmonische Funktion erfiillt die Mittelwerteigenschaften

u(a) < ][ "

0B, (x)
falls B,.(z) € Q.

(iii) Die neue Definition harmonischer Funktionen ist fiquivalent zu den bisherigen.

Beweis.

(i) Dies folgt direkt aus dem Maximumprinzip.

(i) Sei h € C*°(B,(z))NC° (Br(m)) C?-harmonisch und u = h auf B,.(z). Dann
ist A durch die Poissonsche Darstellungsformel, siehe Theorem 1.27, gegeben

und diese liefert h(z) = § h. Daher folgt
9B, (z)

u(z) <h(z) = ][ h= ][ u,

OB, (z) OB, (z)
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und nach Integration von 0 bis r erhalten wir

u(@) - |By(z)] < / "

B, (x)

(iii) Es gilt: Ist eine Funktion C°-harmonisch, so erfiillt sie die Mittelwerteigen-
schaft. Demnach ist sie von der Klasse C?. Also ist sie auch C?-harmonisch.
Da schlielich eine C2-harmonische Funktion aufgrund des Maximumprinzips
auch C°-harmonisch ist, sind alle diese Definitionen fiir harmonische Funk-
tionen dquivalent.

O

Lemma 2.8. Sei Q C R™ offen und u : Q — R sei subharmonisch. (Wir spezifizie-
ren hier nicht genauer, welche Definition von subharmonisch wir voraussetzen, da
die Aussage insbesondere fiir C°-subharmonische Funktionen gilt.)

(i) Dann erfillt w das starke Maximumprinzip in Q, d.h. falls es einen Punkt
xo € Q mit u(zg) = supu gibt, so ist u in der Zusammenhangskomponente
Q

von xqo konstant.

(ii) Seien u,v € C° (ﬁ) Sei Q0 zusammenhdngend, v superharmonisch und es
gelte u = v auf 0, so gilt entweder u < v in Q oder u = v in Q und beide
Funktionen sind harmonisch.

Beweis.

(i) Benutze die Mittelwerteigenschaft.
(ii) w und —wv sind subharmonisch.

Da das Dirichletproblem auf B,.(x) fiir stetige Randwerte eine Losung h €

C>(B,(z)) N C° (Br(x)) besitzt, geniigt es, in der Definition von C°-har-

monischen Funktionen, die harmonische Funktion mit v = h auf 0B,(z) zu
betrachten.

Durch Addition der beiden harmonischen Fortsetzungen der Randwerte (die
gleich der harmonischen Fortsetzung der Summe der Randwerte ist) sehen
wir, dass u — v subharmonisch ist. Es gilt u — v = 0 auf 9Q2. Wir kénnen nun
den ersten Teil anwenden und erhalten die Behauptung.

O

Korollar 2.9. Sei Q C R" offen, u € C°(Q) erfiille eine der Mittelwerteigenschaf-
ten
u(z) < ][ u oder wu(x) < f u
By (x) 9B, (z)

fiir alle Kugeln B,.(z) € 2. Dann ist u auch C°-subharmonisch.
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Beweis. Sei B.(z) € Q und h die C?-harmonische Fortsetzung der Randwerte
ulpp,. u— h erfiillt dieselbe Mittelwerteigenschaft wie u. Der Beweis von Lemma
2.8 (i) benutzt nur die Mittelwerteigenschaft. Somit erfiillt » das Maximumprinzip.
Es folgt w —h < 0 in B,(z). Also ist u auch C°-subharmonisch. O

Bemerkung 2.10. Ist u eine C%-subharmonische Funktion, so gilt aufgrund der
Poissonschen Darstellungsformel auch die Mittelwertungleichung mit Sphéren. In-
tegrieren wir diese, so erhalten wir die Mittelwerteigenschaft fiir Kugeln. Daher sind
diese drei Definitionen dquivalent.

Lemma 2.11 (Harmonische Ersetzung). Sei Q C R™ offen. Seiu : Q — R subhar-
monisch und B € Q) eine Kugel.

Seiw: B — R die harmonische Funktion mit u = v auf 0B.
Wir definieren die harmonische Ersetzung von u in B durch
u B
Ulx) = u(z), « € B,
u(z), xe€Q\B.

Dann ist U in Q (C°-)subharmonisch.

Beweis. Sei B’ € Q eine Kugel. Sei h harmonisch in B’ und U < h auf dB’. Wir
wollen nachweisen, dass U < h in B’ gilt.

Die Funktion u ist subharmonisch. Somit gilt u < U in  (und insbesondere in B).
Wir benutzen die Annahme U < h auf 9B’ und erhalten v < U < h auf 0B’. Da
u subharmonisch ist, erhalten wir u < h in B’. Nach Definition von U folgt also
U < hin B’ \ B. Insbesondere gilt daher U < h auf 9B N B’ und somit U < h auf
O(BNB’). hund U sind harmonische Funktionen, wir schliefen also, dass U < h in
BN B’ gilt. Insgesamt erhalten wir also U < h in B’. Also ist U subharmonisch. [

Lemma 2.12. Sei Q2 C R™ offen. Seien uy,...,un in 2 subharmonisch. Dann ist
auch

u(z) = max{uy(z),...,un(z)}

in Q subharmonisch.

Beweis. Dies folgt direkt aus der Definition von ,subharmonisch®. O

Definition 2.13. Sei Q@ C R”™ offen und beschrénkt, ¢ € L>*°(92). Dann heifit
ue C° (ﬁ) eine Subfunktion oder Sublssung (fiir den Laplaceoperator —A), wenn
u subharmonisch ist und u < ¢ auf 99 gilt.

Superfunktionen sind analog definiert.

Bemerkung 2.14. Fiir gegebenes ¢ € L>°(09) sind Subfunktionen aufgrund des
Maximumprinzips kleiner als Superfunktionen.

Sei ¢; > supp, dann ist u(x) = ¢; eine Superfunktion. Sei ¢y < iangf @, dann ist
o0

u(x) = co eine Subfunktion.
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2.3. Das Perronverfahren.
Theorem 2.15. Sei 2 C R™ offen und beschrinkt. Sei ¢ € L>°(0Q). Sei
Sy 1= {u ec? (ﬁ) 1w ist Subfunktion beziiglich cp} .

Definiere

u(zx) := sup v(z).
vES,

Dann ist u in Q harmonisch.

Beweis. Aufgrund des Maximumprinzips erfiillt v € S, die Ungleichung v < sup ¢.
o0

Nach Lemma 2.12 und Bemerkung 2.14 brauchen wir nur Funktionen v € S, mit
v > inf ¢ zu betrachten, da max{v,inf ¢} € S, gilt. Diese C°-Schranken erlauben
es spiter, die inneren Abschitzungen fiir harmonische Funktionen zu verwenden.

Sei y € Q beliebig. Nach Definition von u existiert eine (von y abhéngige) Folge
Vi, v; € Sy, so dass vi(y) — u(y). Sei R > 0, so dass B = Br(y) € €. Sei V; die
harmonische Ersetzung von v; beziiglich B wie in Lemma 2.11. Es gilt V; € S,,. Die
Funktion v; ist subharmonisch. Also gilt v; < V;. Nach Definition von u gilt also

Vi(y) — u(y).

Die Funktionen V; sind nun in B harmonisch und aufgrund der inneren Abschétz-
ungen fiir Ableitungen harmonischer Funktionen konvergiert eine Teilfolge V;, auf
jeder Kugel B,(y), p < R, gleichméflig gegen eine in B harmonische Funktion v.
Vergleiche dazu nochmals Theorem 2.2.

Nach Definition von u gilt daher v < u. Es gilt auch v(y) = u(y). Wir behaupten
nun, dass in B sogar v = v gilt: Angenommen es gibt ein z € B mit v(z) < u(z).
Dann gibt es @ € Sy, so dass v(z) < %(z). Definiere wy := max{w,V;,}. Es gilt
wy, € S,. Bezeichne mit W}, die zugehdrigen harmonischen Ersetzungen in B. Dann
gilt

Wi >w, >V, — .

—_
iny

Wie oben existiert eine Teilfolge der Wy, die in B gegen eine harmonische Funktion
w konvergiert. Dann gilt in B die Ungleichung v < w < u. Andererseits ist v(y) =
w(y) = u(y). Da v und w in B harmonische Funktionen sind, gilt aufgrund des
Maximumprinzips v = w in B. Dies ist ein Widerspruch, da

v(2) <T(z) < wi(z) < Wi(z) = w(z) = v(z).
Somit gilt v = v in B und v ist in © harmonisch. O

Bemerkung 2.16. Sei 2 C R" offen und beschrénkt. Existiert eine Losung u €
C?(2) N CY (Q) des Dirichletproblems

Au=0 in {,
u=¢@ auf 09,
so ist u gerade die Perronlésung, die wir in Theorem 2.15 konstruiert haben.

I. a. ist nicht klar, ob die Perronlosung die Randbedingung erfiillt.
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Beweis. Wir beweisen nur, dass u die Perronlésung ist. Es gilt u € S,. Sei w €
S,. Dann folgt aufgrund des Maximumprinzips, dass w < u ist. Die Behauptung
folgt. O

2.4. Barrieren und Randwerte. Mit Hilfe von Barrieren zeigen wir nun, dass
die Perronlosung stetige Randwerte auf hinreichend regulédren Gebieten tatséchlich
annimmt.

Definition 2.17 (Barriere). Sei ¢ € 9. Eine Funktion w € C° (), w = we, heifit
Barriere fiir € relativ zu €, falls

(i) w in Q superharmonisch ist,
(i) w(¢) =0 und w > 0in Q\ {¢} gelten.

Bemerkung 2.18. Erfiillt w die Bedingungen von Definition 2.17 in einer Umge-
bung von &, so gibt es eine Barriere fiir £ relativ zu 2.

Beweis. Sei Definition 2.17 in QNB,.(§), r > 0, erfiillt. Seim := inf w >
(Br(§\By/2(£)NQ

0. Dann ist leicht einzusehen, dass
(SL‘) i min{m,w(x)}, S ﬁmB7‘/2(£)7
) m, xEQ\B,./g(f)

eine Barriere fiir £ relativ zu €Q ist. (Il

Die Existenz einer Barriere ist also eine lokale Eigenschaft des Randes. Definiere
daher

Definition 2.19. Ein Randpunkt heiit regulér (beziiglich des Laplaceoperators),
falls es eine Barriere zu diesem Punkt gibt.

Lemma 2.20. Sei Q) C R™ offen und beschrdinkt. Seiu eine mittels Perronverfahren
konstruierte Losung, sei & ein requldrer Randpunkt von £ und sei p in € stetig. Dann

gilt u(x) — (&) firx —&.

Beweis. Sei e > 0. Definiere M := sup |p|. Sei w eine Barriere fiir £. Aufgrund der
Stetigkeit von ¢ existiert ein 6 > 0, so dass |p(x) — ¢(§)| < € fir |z — &] < § gilt.
Fixiere k > 0, so dass kw(x) > 2M fiir |z — &| > ¢ gilt.

Nun ist ¢(€) + € + kw eine Superfunktion und ¢(§) — ¢ — kw eine Subfunktion.
Nach Definition von w gilt ¢(§) — e — kw(x) < u(x). Da eine Superfunktion iiber
einer Subldsung liegt, gilt auch u(r) < @(§) + € + kw(x). Insgesamt folgt also
lu(z) — ()] < e+ kw(zx). Fir z — & folgt w(z) — 0. Da ¢ > 0 beliebig war,
erhalten wir also u(z) — (§) fir x — &. O

Theorem 2.21. Sei Q) C R" offen und beschrinkt. Dann ist das Dirichletproblem
Au=0 in Q,
u=¢ auf 0

fiir beliebiges p € C°(09Q) genau dann in C*(Q)NCO (ﬁ) losbar, wenn jeder Rand-
punkt requldr ist.
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Beweis. ,,<=": Sei jeder Randpunkt regulédr. Dann kénnen wir Lemma 2.20 anwen-
den und erhalten, dass die Perronlosung die Randbedingung erfiillt und bis zum
Rand stetig ist.

»—": Die Losung zu ¢(x) = |z — ] ist eine Barriere zu & € 0f2. O

Definition 2.22. Sei 2 C R" offen. Dann erfiillt {2 eine duflere Kugelbedingung,
falls fiir jedes = € 99 eine Kugel B existiert, so dass {z} = BN gilt.

Q erfiillt eine gleichméfBige Kugelbedingung, falls fiir alle x € 99 Kugeln mit glei-
chem Radius verwendet werden kénnen.

Lemma 2.23. Erfiille Q in & eine dufere Kugelbedingung, {¢} = Br(y)NQ. Dann

18t
{R2—71_|x_y|2—n7 TLZS,
w(z) =

log —lmgyl, n=2

eine Barriere fiir £ € 0S).
Beweis. Klar. O

2.5. Existenzsitze.

Theorem 2.24. Sei Q C R™ offen und beschrinkt, Q) € C?%. Sei p € C°(9N).
Dann existiert genau eine Losung u € C?(Q) N C° (Q) zu

Au=0 inQ,

u=¢  auf 0.

Beweis. Sei u die Perronlésung. Die Eindeutigkeit folgt aus dem Maximumprinzip.
O

Theorem 2.25. Sei 0 C R"™ offen und beschrinkt, 0 € C?. Sei p € C°(09),
f € C2(R™). Dann ezistiert genau eine Lésung u € C*(Q) N C° (Q) zu

21 {Au:f in Q,
U= auf 0f).

Beweis. Sei v € C? (R") eine Lésung zu
Av=f inR".
(v ist nicht eindeutig bestimmt, aber das macht nichts.) Sei w € C?(Q) N C° (Q)
eine Losung zu
Aw =0 in Q,
w=¢—v auf .

Dann 16st v := w + v das Randwertproblem (2.1). Die Eindeutigkeitsaussage folgt
direkt aus dem Maximumprinzip. ([
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3. EINDEUTIGKEIT

3.1. Energiemethoden. Die Aussage des folgenden Theorems ist nicht neu, sie
folgt auch schon aus dem Maximumprinzip. Wir lernen hieran nur eine neue Me-
thode kennen.

Theorem 3.1 (Eindeutigkeit). Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 0 € C. Dann
besitzt das Randwertproblem

—Au=f inQ,
u=g auf 02

hochstens eine Losung in C? (ﬁ)

Beweis. Seien u, @ € C? (ﬁ) zwei Losungen. Definiere w := u — @. Dann folgt

Aw=0 1in Q,
w=20 auf 09.

Es folgt
O=—/w-Aw=/|Dw|2.
Q Q
Also gilt Dw = 0 in €. Somit ist w konstant. (I

Spéter werden wir lernen, wie man das nun untersuchte Funktional in geeigneten
Funktionenrdumen tatséchlich minimieren kann.

Theorem 3.2 (Dirichletprinzip). Sei Q C R™ offen, beschrinkt und 0Q € C*t.
Definiere
1
) = [ 51Dl ~wy.
Q

und

A:={weC?(Q): w=g auf 09},
wobei f € CY(Q) und g € C*(U(8)), also in C* in einer Umgebung U von 0S.
Seiu € C? (ﬁ) eine Losung zu

(3.1) —Au=f inQ,
u=g auf 0f).
Dann gilt

Iu] = 1runelvr}lf[w]

Ist umgedreht u € A ein Minimierer fir I,

I[u] = min Ifew],

so lost w das Randwertproblem (3.1).
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Beweis. ,=—*“: Sei u eine Losung zu (3.1) und sei w € A beliebig. Dann gilt

0= /(—Au — Pu—w) = /<Du,D<u —w)) — flu—w),
Q Q

wobei wir partiell integrieren durften, da u — w Randwerte Null hat. Es folgt

/|Du|2 —uf = /(Du,Dw> —wf
Q Q
< [ [Dul - |Dw| —wf
/

1 1
< / §|Du|2 + §|Dw|2 —wf.

Q
Daher gilt
1 2 1 2
§|Du| —uf < §|Dw| —wf.
Q Q

Somit minimiert v das Funktional I in A.

»<="%“: Sei nun u ein Minimum von I in .A. Wir leiten die Euler-Lagrange Gleichung
des Funktionals I her. Sei dazu v € C2°(2). Definiere

i(1) == Iu+ 7).

Fiir 7 € R gilt w + 7v € A. Somit hat ¢ fiir 7 = 0 ein Minimum. Wir werden nun
nachweisen, dass i in 7 differenzierbar ist. Also folgt i'(0) = 0. Es gilt

i(r) = / %|Du—|—7'Dv|2 —(u+TV)f

Q
1 1
= / §|Du\2 + 7{Du, Dv) + 572‘D’U|2 —(u+T0)f
Q
und daraus folgt
d
o _ . TS L
0=4(0) = 7t » 01
= /(Du,Dv} —vf = /(—Au—f)v.
Q Q
Dies gilt fiir beliebiges v € C2°(€2). Somit folgt —Au = f in Q. O

3.2. Maximumprinzipien fiir elliptische Differentialgleichungen. Wir fol-
gen [6].

Definition 3.3. Sei F (Dzu,Du, u,:z:) = 0 eine Differentialgleichung zweiter Ord-
nung. Sei F € C! (R"2 x R™ x R x Q)
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(i) Dann heifit die Differentialgleichung elliptisch, falls

- (2)

im Sinne von Matrizen.
(ii) Ist F elliptisch, so heift
u—F (DQu7 Du,uw) =0 parabolisch
und
Uy — F (D2u7 Du,u,x) =0 hyperbolisch.

Beispiel 3.4. Fiir die Differentialgleichung Au = 0 erhalten wir a* = §%. Somit
ist

o Awu = 0 elliptisch,
e 1 — Au = 0 parabolisch
e und u;; — Au = 0 hyperbolisch.

Bemerkung 3.5. Fiir dieses Kapitel wollen wir die folgenden Generalvorausset-
zungen annehmen: Sei 0 C R™ offen und beschréinkt. Sei u € C?(2) N C° (). Wir
betrachten Differentialoperatoren der Form

Lu(z) = a“u;; + biu; + cu
= 3 @ @) + 3 b @)usle) + c(z)u(a),
ij=1 i=1

wobei
(i) a¥ symmetrisch ist, d.h. a¥(z) = a?*(x) gilt.

(ii) L elliptisch ist: Es existiert A > 0, so dass
n

NEP <Y a(2)6g

i,j=1
fiir alle z € Q, £ € R™
(iii) die Koeffizienten gleichmiiflig beschriinkt sind, d. h. es gibt K > 0, so dass
|a® ()], |b* ()], |e(2)| < K
fiir alle 4, j und alle x € €.

Ein Beispiel hierfiir ist Lu = Au.

Theorem 3.6. Sei ¢ = 0 und erfiille u in Q die Differentialungleichung Lu > 0,
d. h.

aijuij + blul > 0.
Dann gilt

SuUp u = maxu.
Q o
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FEin analoges Resultat erhélt man fiir Lu < 0 und das Infimum durch Betrachten
von —u.

Beweis. Nehme zunéchst an, dass
Lu>0 inQ
gilt. In einem inneren Maximum xzg gilt
ui(xo) =0 fiir alle 4,
u;5(x0) <0 im Sinne von Matrizen.
Hieraus folgt (diagonalisiere z. B. u;;(x0))
Lu(wg) = a"u;; < 0.
Widerspruch.
Sei nun Lu > 0. Definiere fiir @ > 0 die Funktion v(z) = ar' P gilt
Lo(z) = (e a'!(z) +ab'(z) ) - v(z).
—_——  —~—
>\ HES:e

Fiir o > 1 hinreichend grof§ erhalten wir Lv > 0. Sei nun € > 0. Dann folgt
L(u + ev) > 0. Somit folgt die Behauptung fiir u 4 ev. Wir lassen nun € \, 0 und
erhalten die Behauptung fiir u. [l

Korollar 3.7. Seien f € C°(Q) und p € C°(99Q) sowie ¢ = 0. Dann besitzt das
Dirichletproblem

u=1¢@  auf 00
hichstens eine Lésung u € C*(Q2) N CY (Q).

{Luzf in §,

Beweis. Wende das Maximumprinzip auf die Differenz zweier Losungen an. (Il

Korollar 3.8. Seic <0, Lu >0 in Q, ut(z) := max{u(x),0} Dann gilt

sup uT < maxu™.

QO o
Beweis. Definiere QF := {z € Q : u(z) > 0}. In QT gilt
aijuq;j + bluz Z 0.

Somit folgt supu < A 1. Sei ohne Einschriankung QF # (). Wir erhalten
Q+

supu+ =supu < maxu < maxu+,
Q o+t a0+ a0
dau=0auf 80T NQ, 00T = (0T N Q) U (02T N IN). ([l

Theorem 3.9 (Starkes Maximumprinzip, E. Hopf). Sei ¢ =0, Lu > 0. Sei Q zu-
sammenhdngend. Nimmt u sein Mazimum im Inneren von £ an, so ist u konstant.

Gilt ¢ <0 und nimmt u sein nichtnegatives Maximum im Inneren von € an, so ist
u konstant.

Der Beweis hiervon benutzt
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Theorem 3.10 (Hopfsches Randpunktlemma). Sei ¢ < 0, Lu > 0. Sei g € 99
und gelte
(i) wist in zq stetig,
(7)) u(zg) > 0 falls ¢ £ 0,
(111) u(zo) > u(z) fir x € Q,
(iv) es gibt eine Kugel Br(y) C Q mit xy € OBgr(y).

Dann gilt
<Du(x0)7 Zo — y> > 07

falls diese Ableitung existiert.
Hier ist klar, dass (Du(zo),zo — y) > 0 gilt.

Beweis von Theorem 3.10. Nehme an, dass dBg(y)NOQ = {zo} ist. Sei 0 < p < R.
Betrachte im Annulus Bg(y) \ B,(y) die Funktion

v(zx) = e el _ e R i > 1
Es gilt
Lo(z) = {47%a" (w; — yi)(w; — ;) — 270" 835 — 29 (i — y;) + c} e 7=

_ 2
— ce VR,

Fiir fixiertes p und v > 1 hinreichend grof8 erhalten wir Lv > 0 in Br(y) \ B,(y).
Nach Voraussetzung gilt u(x) —u(zg) < 0 fir x € Br(y) C Q. Somit existiert € > 0,
so dass

u(x) —u(xo) +ev(z) <0 fir x € 0B, (y).
Auf 0BRr(y) gilt v = 0 und somit folgt dort ebenfalls u(x) — u(zg) + ev(z) < 0.
Weiterhin gilt

L(u(x) — u(zo) + ev(z)) > —c(x)u(xg) > 0.
Korollar 3.8, angewandt auf den Annulus, liefert daher

w(@) —u(zo) +ev(z) <0 fiir x € Br(y) \ By(y)-
Diese Funktion verschwindet in xq. Also folgt in xq, falls diese Ableitung existiert,
(D(u(x) —u(zo) + ev(x)),xz0 —y) >0 in z = xo.
Wir schlieflen, dass
(Du(wo), 20 = y) > —£(Dv(wo),a0 — y) = & (29R% %) > 0
gilt. Das Theorem folgt. O

Beweis von Theorem 3.9. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis. Sei u nicht kon-
stant, nehme aber in Q das Maximum m an. Sei m > 0, falls ¢ Z 0 gilt. Defi-
niere ' == {z € Q : u(z) < m} # 0. Es ist 90’ N Q # 0. Wihle y € ' mit
d(y,0) < d(y,09). Sei Br(y) die grofite Kugel in ' mit Mittelpunkt y, die noch
in Q' enthalten ist. Dann folgt u(zg) = m fiir ein xg € dBr(y) und u(z) < u(zg)
fiir z € '. Wir wenden nun das Hopfsche Randpunktlemma, Theorem 3.10, an und
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erhalten Du(zg) # 0. In zp nimmt aber u ein inneres Maximum an. Somit folgt
dort Du(zg) = 0. Wir erhalten einen Widerspruch und das Theorem folgt. ]

4. SOBOLEVRAUME

4.1." Definition und grundlegende Eigenschaften. Wir folgen [2]. Weitere gu-
te Ubersichten zu Sobolevrdumen und deren Umfeld vermitteln die Biicher von
William Ziemer [9] und Robert Adams [1].

Bemerkung 4.1. Sei Q C R” offen. p € C2°(Q) heifit Testfunktion. Sei u € C1(Q).

Dann gilt
/UQOZ' = _/u1@a

Q Q
da ¢ = 0 auf 9. Sei u € C*(Q). Dann gilt

/uDagaz (fl)la‘/Do‘wp

Q Q
fiir alle Multiindices |o| < k.

Definition 4.2 (Schwache Ableitung). Sei nunu € L{ (), 2 C R™ offen. v € L] _
heifit a-te schwache Ableitung von w, falls

/uD“¢=(—D“ﬂ/vw

Q Q
fiir alle Testfunktionen ¢ gilt. Wir schreiben D%u = v.

Lemma 4.3 (Eindeutigkeit der schwachen Ableitung). Seien v, © € L, () schwa-
che Ableitungen von u € L} (Q). Dann gilt v = .

loc

Zum Beweis benotigen wir das Lemma von Du Bois-Reymond. Wir folgen der Dar-
stellung in [3]

Lemma 4.4 (Du Bois-Reymond). Sei f € L}, (), Q C R" offen. Gilt

loc
/f¢=0
Q
fiir alle Testfunktionen ¢, so gilt f =0 fast dberall, f =0 in L}, ().

Beweis. Es geniigt, f € L'(Q) zu betrachten, Q@ C R" offen und beschrinkt. Defi-

niere i)
. 9 f(x) 7& 07

— ) 1f(@)]
g9(z) { () =0,

0, f(x)
Es gelten |g| < 1 und f-g = |f]. Da g € L>(R) ist, folgt auch g € L?(Q2). Somit
existiert eine Folge 7. € C°(2), so dass 7. — g in L?*(f2) konvergiert. Nach [8,
Theorem 3.12] konvergiert nun eine (nicht umbenannte) Teilfolge der n. dann fast
iiberall gegen g. Wir diirfen annehmen, dass die Folge 7. durch Gléattung entstanden
ist. Somit gilt
Inellz= < llgllo~ < 1.
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Aufgrund des Satzes tiber dominerende Konvergenz folgt nun

o= [ fon— [ 9= [
Q Q Q
Wir schlielen also, dass fast iiberall f = 0 gilt und erhalten f = 0 in L'(Q). d

Beweis von Lemma 4.3. Es gilt

[upte =0l [uo= 1 [ 5

Q Q Q

fiir alle Testfunktionen . Wir erhalten also

[0

Q

und somit aufgrund des Lemma von Du Bois-Reymond auch v = @ in L{ (). O

Beispiel 4.5. Sei 2 = (0,2) C R,

z, 0<a<1,
u(z) =
1, 1<z<2,

1, 0<z<1,
v(x) =
0, 1<ax<?2,

Dann ist v die schwache Ableitung von u.

Beweis. Sei ¢ eine Testfunktion

(=)

Beispiel 4.6. Sei @ = (0,2) C R,

z, 0<ax<1,
u(z) =
2, 1<zx<2.

Dann besitzt u keine Ableitung im schwachen Sinne.
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1
loc

2
[
0

1

Beweis. Nehme an, v € L
Testfunktionen ¢

2
_/w
0

wiére eine schwache Ableitung. Dann folgt fiir alle

Sei ¢, eine Folge von Testfunktionen mit 0 < ¢, <1, v, (1) =1, @ (x) — 0 fiir
x # 1. Dann gilt fiir m — oo

2 1
- fUQOnL —_— f ©m — @m(l)
0 0
0 0—-1=-1.
Daher kann es keine solche Funktion v geben. U

Definition 4.7.

(1) Seien k € N, 1 < p < 0o, Q C R" offen. Wir definieren
WkP(Q) = {u€ Li () : D*u € LP(Q) im schwachen Sinn fiir alle |af < k} .
(2) Die Raume H*(Q) := W*2(Q) und HO(Q) = L?*(Q) sind, wie wir spiter
sehen werden, Hilbertriaume.

(3) Fiir u, v € WHkP(Q) schreiben wir u = v, falls u = v in L{ (), d.h., falls
u = v fast iiberall gilt.

(4) Wir definieren die folgende Norm

OO, ugwk’p(9)7
1/p
o= | S JIDm) L 1<p <o,
lullwsn @) (algkg
> sup|D%|,  p=oo.
la|<k ©

Hier benutzen wir das wesentliche Supremum. Mit dieser Norm wird der
Raum W*P(Q) zu einem Banachraum. Dies beweisen wir spéter.

(5) u € WoP(Q), falls u € WHP(Q') fiir alle Q' € Q gilt.
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(6) Wir schreiben u,, — u in W*P(Q), falls
1t — ullwer) — 0
und u,, — u in I/VIIZCP(Q), falls
[wm — ullwrp@y — 0
fiir alle Q' € Q.

(7) Wir definieren
k,
Wer(Q) =@ .

Wir bemerken, dass es somit zu jedem u € Wéc P(Q) Funktionen u,, €
C(Q) mit u, — u in WFP(Q) gibt. Unter geeigneten Voraussetzungen
gilt fiir w € WJP(Q) auch D% = 0 auf Q fiir alle |o| < k — 1. Diese
Aussage ist nicht trivial, da 9€2 eine Nullmenge ist.

(8) HE(Q) = Wy*(Q).
Beispiel 4.8. Sei 2 = B;(0) C R,
u(z) = |z|7* fir z #0.
Fiir welche Werte von o > 0, n und p gilt u € WHP(Q)?
Fiir x # 0 gilt

—ar;
ui(z) ZMT;Q,

__lef
|DU(.T)| - |.’L'|O‘+1 .

Sei ¢ € C°(9) eine Testfunktion und ¢ > 0. Es folgt

[ e [ v ] ()

Q\B:(0) Q\B:(0) 0B:(0)

Wir erhalten

L —a n—1l—a
/w-(—m) S

B.(0) 8B.(0)
fire | 0, falls n — 1 — a > 0 gilt.

Es gelten die folgenden Integralabschéitzungen

1
|Dul < c¢- /T*Q*H”*Idr <cg,
B1(0) 0

falls —a—1+mn > 0 und

1
/ u<c- /r“””‘ldr <e,
0

B1(0)
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falls —a+mn > 0 ist. Die entsprechenden Integrale werden klein, wenn wir nur iiber
eine Umgebung des Ursprungs integrieren. Somit erhalten wir fiir ¢ | 0

/U%:—/UW

Q Q
fiir alle Testfunktionen ¢. u;(0) ist frei wihlbar. Aufgrund der Eindeutigkeit der
Ableitung ist die schwache Ableitung aulerhalb des Ursprungs gleich der klassischen
Ableitung. Die obigen Rechnungen zeigen, dass u in ganz (2 schwach differenzierbar
ist.
Wann sind v und Du € LP? Es gilt

1

/ |u|p:c~/r*a”+"*1<oo<:>fozp+n>0

By (0) 0
und
1
/ |DulP = ¢- /Tﬂw*pﬂl*l <o —ap—p+n>0.
B1(0) 0
Die letzte Bedingung ist am einschrinkendsten. Somit gilt

weWh(Q) e=a< 2L
p

und fiir p > n ist u(z) in keinem W17 (Q)-Raum.

Bemerkung 4.9. Sei y;, eine dichte Folge in B;(0). Dann ist

o0

u(@) = Y gl — = € WH(BL(0)),
k=1

falls @ < *2F. (Um einfach nachzuweisen, dass nicht nur die endlichen Summen

in WP (B1(0)) sind, benutzt man am besten die Vollstiindigkeit von W1 (B1(0)),
die wir in Theorem 4.11 zeigen werden.) Es ist also moglich, dass eine Funktion
u € WLP auf einer dichten Teilmenge unbeschrénkt wird (selbst wenn man u auf
einer Nullmenge abéndert).

Theorem 4.10 (Eigenschaften schwacher Ableitungen). Seien u, v € WFP(Q).
Dann gelten

(1) D*u € Wk=1el?(Q) und DP (D*u) = D (DPu) = D Pu fiir |a|+|3] < k.
(2) \, p € R = Au+ pv € WFP(Q) und D*(Au + pv) = AD%u + pDv.
(3) Ist ' C Q offen, so folgt u € WFP(€)).
(4) Ist ¢ € C(Q), so folgt Cu € WFP(Q) und es gilt die Leibnizregel
a
D*(Cu) = DB¢ DY Py,
(Cu)=>" < ﬁ) ¢

B<a

(3) = -

st und ! :=aq! .. - ap!.

wobei
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Beweis. (1) Sei p € C2°(Q). Dann ist auch D¢ € C°(Q). Somit gilt

/D"‘uDﬁgo :(—l)la‘/uD“"‘ﬂcp
Q Q

=(=1)lel(=1)letBl [ pathyyp
/

=(—1)/A /Da+ﬁu4p.
Q

Somit gilt D? (D%u) = D**P im schwachen Sinne.
(2) Ist klar.
(3) Ist klar.
(4) Seien |a] =1 und ¢ € C°(Q2). Dann gilt

/ CuDp = / uD?(Cp) / w(D¢)
Q Q Q
—Q/DQUCsOQ/U(D"‘C)w

=- / (CD*u+uD*¢) .
Q
Somit gilt nun
D*(Cu) = (D% + uD“C.
Der Rest folgt nun per Induktion wie fiir klassisch differenzierbare Funk-
tionen.

O

Theorem 4.11. Sei Q C R™ offen. Dann ist W*P(Q) fir k € N und 1 < p < oo
ein Banachraum.

Bemerkung 4.12. Dies ist fiir k = 0 bekannt. Dann gilt ndmlich W°?(Q) =
LP(§2).
Beweis von Theorem 4.11.

e Wir wollen zunichst zeigen, dass || - [|yyx.r(q) eine Norm ist: Es ist nur
die Dreiecksungleichung im Falle p < oo nachzuweisen. Seien also u, v €
WFP(Q). Dann gilt

1/p
||U+U||W’W(Q) = Z HDO‘U+DO‘U||’£p(Q)
la| <k
1/p
<| > (UID*ullzs + | D*v]|Ls)" ;

la| <k
da die Dreiecksungleichung in LP gilt,
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1/p 1/p
<[ Supear )+ [ e )
lo| <k loe|<k
da (R, | - ||ir) ein Banachraum ist.

=llullwrr) + [v]lwer@)-

e Zur Vollstindigkeit: Sei u,, eine Cauchyfolge in W*?(2). Dann ist auch
D“u eine Cauchyfolge in LP(Q) fiir alle |o| < k. Somit existiert fiir alle «
mit o] < k ein Grenzwert,

Dau'ln —>u(¥7
Uy, —U.

Es fehlt nun noch der Nachweis, dass die Grenzwertbildung mit dem Ab-
leiten vertauscht, also dass u, = D%u gilt. Fiir alle p € C°(Q) gilt

JumD% ___ (=1)l*! [ D*up
Q Q

JuDY ______ (—1)l [ uap.
Q Q

Die Konvergenz folgt hier, da ¢ in jedem L?-Raum ist. Somit ist D%u = u,,
und es gilt u,, — u € WP (Q).

O

4.2. Approximierbarkeit. In glatten beschrinkten Gebieten lassen sich W*»P-
Funktionen durch glatte Funktionen in der W*P-Norm approximieren.

Theorem 4.13 (Lokale Approximierbarkeit durch glatte Funktionen).
Seiu € WFP(Q), Q C R™ offen und 1 < p < 0o. Sein eine Friedrichsche Gléittungs-
funktion, n. die zugehérige Diracfolge. Sei

Q. = {z € Q: dist(z,00) > e}.

Dann ist
u® =n.xu € C(Q)
und es gilt
u® —uin WZIZCP(Q)
fiir e — 0.

Beweis. Die Regularititsaussage ist bekannt. Sei also |«| < k. Wir behaupten, dass
D%u® =n. * D% in Q.
gilt, dass also Glatten und schwaches Ableiten kommutieren. Fiir x € Q. gilt

DOuE () =D / ne(@ — y)uly)dy
Q
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:/Di‘ne(z —y)u(y)dy
Q
—(—1)l / Dz — y)uly)dy
Q

=/ns($ —y)D%u(y)dy,
Q

da y — n.(z — y) fiir festes = € Q1. eine Testfunktion ist. Somit folgt
Du () = (. * D°u) (x).
Sei nun Q' € Q. Da die Mollifizierungen in LP konvergieren, erhalten wir
D%uf — D% in LP(Q).
Also konvergiert jeder Bestandteil der Norm und es gilt auch
uf — u in WEP(Q).

O

Bemerkung 4.14. Dies funktioniert im Falle p = co nicht, da sich L*°-Funktionen

i. a. aufgrund ihrer Sprungstellen nicht durch glatte Funktionen in L approximie-
ren lassen.

Theorem 4.15 (Globale Approximierbarkeit durch glatte Funktionen). Sei Q C
R™ offen und beschrinkt, u € W*P(Q) fir 1 < p < co. Dann gibt es u,, € C*=(Q)N
WEP(Q), so dass Uy, — u in WEP(Q).

Beweisskizze.

(1) Zerlege mit Hilfe von Abschneidefunktionen w in Anteile auf ,, Zwiebelscha-
len“. Betrachte also un; statt u, wobei (1;) eine Zerlegung der Eins ist,
wobei die Tréger dieser Funktionen jeweils in einer festen Anzahl benach-
barter Zwiebelschalen enthalten sind.

(2) Approximiere dort bis auf einen Fehler % in der W*P-Norm, so dass
der Triager der Approximation maximal in zwei zusétzliche benachbarte
Schichten reicht.

(3) Die Summe der Approximationen ist lokal endlich und daher in C*°. Auf
Q' € Q schitzt man den Fehler in der Approximation mit Hilfe der Drei-
ecksungleichung gleichméBig in Q' nach oben durch § ab. Lasse nun ' /' Q
und erhalte eine bis auf 4 > 0 approximierende Funktion.

(4) Verwende nun § > 0 als Folgenindex.
(|

Bemerkung 4.16. Wir bendtigen keine Randregularitét von {2 und bekommen
dafiir nur u,, € C*(2) und nicht u,, € C> (Q).
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Theorem 4.17 (Globale Approximierbarkeit in C*° (ﬁ)) Sei 0 C R™ offen und
beschrinkt, 9Q € C'. Seien u € WkP(Q) und 1 < p < oo. Dann gibt es u,, €
C> (Q) NWkP(Q), so dass

U, — u in WHP(Q).

Beweis.

(1)

3)

Sei 2o € 99Q. Da 99 von der Klasse C! ist, existiert (nach Umbenennen
der Koordinatenachsen) eine Funktion v : R"™1 — R von der Klasse C*,
so dass

QN B, (x0) = {x € By(xo) : 2" > y(z*, ..., 2" )}
gilt. Definiere V' := QN B, j5(0).

Definiere fiir z € V und € > 0 den Punkt 2° := z + Aee,,. Da 052 von der
Klasse C? ist, existiert ein A = A\(|Dv|) > 1, so dass B:(zf) C QN B,.(z0)
gilt, falls € > 0 klein genug ist. Definiere u.(x) := u(x®) fir € V, die um Ae
in Richtung e,, verschobene Funktion. Mollifiziere und definiere v® := n.*u..
Dies ist fiir A > 1 in der Menge V wohldefiniert. Wir erhalten insbesondere
v e O (V)

Sei |a| < k. Wir erhalten
D" — D%u|| Lo vy < [[D® — D%ucl|po(vy + 1D ue — D%ul| Lo (v)-

Wie in Theorem 4.13 sehen wir, dass D*v® —D%u,. — 0 in LP gilt. Weiterhin
gilt D%, — D% — 0 in LP, da Translationen in LP stetig sind. Hieraus
folgt dann v — u in WP (V).

Wir wollen noch genauer begriinden, warum Translationen in LP fiir 1 <
p < oo stetige Abbildungen sind. Seien also § > 0 und u € LP vorgege-
ben. Wir wollen nachweisen, dass u(-) — u(- — h) — 0 fiir |h| — 0 in LP
gilt. Approximiere dazu zunéchst die Funktion w bis auf 6/3 in L? durch
eine glatte Funktion. Das Ergebnis, 4, hat einen beschréinkten Gradienten,
wobei die Schranke von der Approximation abhéngt. Dies funktioniert so
nur auf beschrinkten Gebieten. Auf unbeschriinkten Gebieten sind aber die
Beitrige zum LP-Integral auflerhalb einer groflen Kugel ohnehin klein und
konnen direkt abgeschitzt werden. Da Translationen fiir Funktionen mit
beschridnktem Gradienten in LP stetig sind, erhalten wir @(-) —a(-—h) — 0
fiir [h| — 0 in LP. Wir wéhlen nun |h| so klein, dass auch diese Differenz
durch §/3 beschriankt ist. Wir erhalten somit

[u() = ul- = R)lze <[lu() = al)l[r + [a() —al- = h)|e
+ (- = k) —u(- = h)|| e
<6/3+6/3+05/3=0.

Sei nun ¢ > 0. Da  beschrinkt ist, existieren endlich viele Punkte z{ €
90 und Radien r; > 0, so dass V; = QN B,,/»(2y) wie in (1) ist und

N _
Ncy Bri/g(m?) gilt. Wie oben gezeigt, gibt es also v; € C*° (VZ) mit
i=1

(2



44 OLIVER C. SCHNURER

N

|vi — ullwerey,) < 0. Wihle noch Vy € €, so dass @ C |J V; gilt. Nach
i=0

Theorem 4.13 gibt es vy € O (VO) mit [[vo — ullywrr vy < 0.

(5) Sei nun ¢; eine den Mengen V; untergeordnete glatte Zerlegung der Eins.

N _
Definiere v := Y ;. Es gilt v € C* (). Sei || < k. Wir erhalten die
i=0

Abschitzung

N

N
Z Cﬂ)i Z Da (Clu)
=0

=0

||Da’U — Dau”Lp(Q)

Lr(Q)

N
Z | D*(Civi) — (Ci“)HLP(Vz',)
=0

SC'Z lvi = ullwrn vy
=0

<c- (N +1)3,

wobei wir im vorletzten Schritt benutzt haben, dass die Ableitungen der
Funktionen (; gleichméfig beschrinkt sind. Die Behauptung folgt.

O

4.3. Fortsetzbarkeitssitze.

In glatten beschriinkten Gebieten lassen sich W*P(Q)-Funktionen nach R™ als
WkP (R™)-Funktionen mit kompaktem Triger fortsetzen, so dass deren Norm durch
die urspriingliche Norm abgeschétzt bleibt.

Theorem 4.18 (Fortsetzungssatz). Sei Q@ C R™ offen und beschrinkt, 00 € C*.
Sei V. C R™ offen und beschrinkt, Q0 € V. Dann gibt es eine beschrinkte lineare
Abbildung

E: WM (Q) — WP (R"), 1<p<oo,
so dass fiir u € WHP(Q) folgendes gilt
e Fu = u fast tberall in 2,
e supp(Eu) CV,
o [Eullwiemny < c(p,2,V) - [Jullwie)-

Die Funktion Eu heifit Fortsetzung von u auf R™.

Bewets.
(1) Seizg € 9N Nehme zunéchst an, dass lokal 9Q C {2 = 0} gilt. Dann gibt
es r > 0, so dass
Bt :=B,(z¢) N {z" >0} C Q,
B™ :=B,(zo) N {z" <0} CR™\ Q.
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(2) Nehme zunéchst an, dass u € C* () gilt. Definiere eine Spiegelung von

hoherer Ordnung durch

(@) = {u(x), z € BY,

—3u (9c17 L —x”) + 4u (xl, oL —%x”), r € B™.

(3) Wir behaupten zunichst, dass u € C1(B,(x)) ist. Definiere dazu u~ :

u|g- und ut := 7| g+. Fiir die Normalableitungen erhalten wir

Ou~ _ Ju 1 n—1 _ _n\ _ Ou
=3 (x,...,x , :C) 2833”

ox™ Az

(wl, v —lx").

Somit gilt auf {x™ = 0} fiir die Normalenableitungen u,, = u;}.. Auf der
Menge {z™ = 0} stimmen die Funktionswerte von u* und «~ und damit

auch die Tangentialableitungen {iberein. Somit ist w € C'(B,(zo)).
(4) Es gilt

FEllw e,z < € llullwin,

da in der Definition der Spiegelung hoherer Ordnung nie weiter als bisher
von {z™ = 0} entfernt ausgewertet wird. Da die Spiegelung eine Linear-
kombination von W!P-Funktionen ist und da das neue Argument die Norm

hochstens um eine Konstante vergroflert, folgt die Behauptung.

(5) Ist der Rand nicht eben/flach, so biegt man den Rand zunéchst flach, setzt

dann fort und transformiert anschlieSend zuriick.

(6) Dasich der Rand nicht mit einer solchen Umgebung iiberdecken 148t, zerlegt
man die Funktion zunéchst mit einer geeigneten Zerlegung der Eins und

baut das Resultat anschlieflend wieder zusammen.

(7) Durch Multiplikation mit einer Abschneidefunktion stellt man sicher, dass

der Trager der fortgesetzten Funktion nicht zu grofl wird.

(8) Wir erhalten also die Abschétzung

@l < e lullwin),

falls u € C'* (ﬁ) ist. Die Details zu den letzten Schritten sind eine Ubung.

(9) Seien nun 1 < p < oo und u € WHP(Q). Wir approximieren u durch
Funktionen u,, € C* (u) in W?(Q). Die Abbildung v — Ev := 7 ist ein
linearer Operator. Die Stetigkeit folgt dabei aus der obigen Abschitzung

fiir glatte Funktionen. Diese Abschétzung liefert aber auch

HEU,m — Eul”wl,p(Rn) S C- ||Um — UlHWl,p(Q).

Daher ist Eu,, eine Cauchyfolge in W1? (R™). Wir definieren nun u = Eu
als den Grenzwert dieser Folge. Fu ist von der Wahl der approximierenden

Folge unabhéngig und die gesuchte Fortsetzung.
(10) Der Fall p = oo ist ebenfalls eine Ubung.
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Bemerkung 4.19. Fiir 992 € C? funktioniert die obige Konstruktion auch noch fiir
W2P(Q)-Funktionen. Dabei bleibt eine C?-Funktion jedoch nicht in dieser Klasse.
Mit Hilfe von Spiegelungen hoherer Ordnung kann man analog aber auch Fortset-
zungsoperatoren fiir die Réume W¥? konstruieren. Dies bleibt als Ubung.

4.4. Spuren von Sobolevfunktionen. Wir wollen Randwerte von W!P-Funk-
tionen definieren. Diese Funktionen sind i. a. nicht stetig und 0f2 ist eine Nullmen-

ge.

Sei Q beschrinkt. Ist u € W1HP(Q) mit 92 € C1, 1 < p < oo, so besitzt u Randwerte
als LP-Funktion.

Theorem 4.20. Sei Q C R” offen und beschrinkt, 0Q € C* und 1 < p < co. Dann
gibt es einen beschrinkten linearen Operator

T: WhP(Q) — LP(09Q),
so dass Tu = ulpq, falls u € WHP(Q) N CY () ist und
| Tul|Lr a0y < c(p, Q) - lullwrr @)
fiir w e WHP(Q) gilt.

Beweis.

(1) Nehme zunéchst an, dass v € C*(Q) ist, dass 9Q in der Nahe eines
Randpunktes xo € 99 flach ist, lokal also 9Q C {2" = 0} gilt. W&hle
nun 7 > 0 so, dass By(zg) N Q@ = B.(xo) N {z™ > 0} gilt. Definiere
B:= B, j5(x) und B := B, (x0). Setze weiterhin I' := 0Q N {2™ = 0} N B
und (2%, ..., 2"71) = & € R"! = {a" = 0}, wobei das letzte Gleichheits-
zeichen die Identifikation der beiden Mengen andeutet.

Sei ¢ € C>°(B), ¢ > 0 und ¢ = 1 in B. Setze Bt := BN Q. Wir erhalten
die Abschétzung

/\u|pd:% < / ¢ |ulPdz
r {z"=0}

=— / (¢|ul?) » dz (Hauptsatz)

B+

< / 1D¢| - [l + plulP~* [ Dul¢
B+

<c- / |u|P + | Du|? (Young, ijl + 1% = 1) .

B+

(2) Fiir ein allgemeines C''-Gebiet 2, eine kleine Umgebung I' von xy € 952 in
00 erhélt man durch Aufbiegen ebenfalls

/ uf? < c- / ful? + [ Du?.
T Q
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(3) Uberdecke nun 92 mit solchen Randstiicken I', zerlege mit Hilfe einer Zer-
legung der Eins und erhalte
[ullLe o) < ¢ [lullwrr ),
falls u € C* (ﬁ) ist. Definiere T := u|aq fiir u € C* (ﬁ) Es folgt
[TullLro0) < ¢ [lullwir@),
falls u € C! (ﬁ) ist. Wir bemerken, dass T ein linearer Operator ist.
(4) Sei nun u € WhP(Q) beliebig. Sei u,, € C* () eine approximierende
Folge, also u, — u in WHP(Q). Wir erhalten
[T tm — Twil|Leaa) < ¢+ [lum — willwir@)-
Daher ist T'uy, eine Cauchyfolge in LP(9€). Wir definieren also
Tu:= lim Tu,, in L?(0Q).

m—00

Diese Definition ist unabhéngig von der approximierenden Folge .

(5) Sei schlieBlich w € WP(Q) N C° (Q2). Die in Theorem 4.17 konstruierte
Folge ist so definiert, dass sie in diesem Falle auf ganz Q gleichmiiflig gegen
u konvergiert. Daher folgt hier Tu = ulgg. Da der Grenzwert aber von der
approximierenden Folge unabhéngig ist, gilt dies auch, wenn man andere
approximierende Folgen verwendet.

O

Theorem 4.21. Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 0Q € C' und 1 < p < co. Sei
u € WHP(Q). Dann gilt

ueWyP(Q) <= Tu=0 auf 0.

Beweis.

“—7: Sei zunichst u € WP (Q). Dann gibt es nach Definition der Wy (Q)-
Funktionen eine Folge von Funktionen u,, € C°(Q2), so dass u,, — u in WHP(Q).
Fiir alle Folgenglieder gilt T'u,, = 0 auf 9Q. Da T : WhP(Q) — LP(0) ein stetiger
linearer Operator ist, folgt auch Tu = 0 auf 99.

“e=": Sei nun u € WHP(Q) und gelte Tu = 0 auf Q. Wir benutzen eine Zerle-
gung der Eins und biegen den Rand 9f lokal auf. Daher diirfen wir annehmen, dass
uwe Wh? (Ry) = WHP({z" > 0}), suppu € R} und Tu = 0 auf OR. = R" ™! gel-
ten. Wir wollen nachweisen, dass sich u in W'? (R"}) durch C2° (R )-Funktionen

approximieren lift. Es gilt Tu = 0 auf R"~!. Daher gibt es u,, € C* (M), so dass
Up — u in WP (R%),
Tty = tp|pn— — 0 in LP (R"1).

Sei nun & € R™ ! und 2" > 0. Mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung erhalten wir

"

tn (,2)] < [t (2,0 + / tgnan (2, 2) .
0



48 OLIVER C. SCHNURER

Wir betrachten die p-te Potenz dieser Ungleichung und schétzen mit Hilfe der
Holderschen Ungleichung mit den Exponenten p und %1 ab

/ [t (&, ™) |PdE <e(p / |tum (Z,0)PdE

L
" p
+c(p)-/ /1-|Du(§:,t)|dt di
Rr-1 \0
<e(p) - / o (2, 0)[Pd
Rn—1

+c(p) - (&™)t / / | Dty (2, 1)[Pd d.
0 Rn—1
Fiir m — oo gilt uy,, — 0 in LP (8Rﬁ) und u,, — w in WHP (]Rj_) Daher folgt

t
/ i, | di < e(p)r~? / / \Du(s, 7)[Pds dr.
Rn—1 0 Rn—1
Wir integrieren dies beziiglich ¢t und erhalten
t

(4.1) / / |u(z, )P dz dt < c(p )/t”’l/ / |Du(i, 7)|Pdz dr dt.

0 Rrn—1 0 Rrn—1

Definiere nun die approximierenden Funktionen mit Randwerten Null. Sei { €
C*®(R4) mit 0 < ¢ <1 und

¢=1 1in[0,1],
(=0 inRy\[0,2].
Definiere fiir x € R’} Funktionen

(@) 1= ((ma")

und
Wi () = u(x)(1 = Gm).
Es folgt
W, zm :ux"(l - Cm) - mUCI
und

Dﬁtwm :Diu(l - Cm)

Zeige nun, dass wy, — u in WP (R7) konvergiert. Es gilt w,,, — u in L? aufgrund
der Stetigkeit des Integrals beziiglich des Integrationsgebietes. Wir schéiitzen wie
folgt ab

2/m

/|Dwm—Du\P<c /|<m|P|Du|P+c<p7 //|u|p—A+B
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Wir benutzen nochmals die Stetigkeit beziiglich des Integrationsgebietes (oder den
Satz von der dominierenden Konvergenz mit entsprechend “abgeschnittenen” Funk-
tionen) und erhalten A — 0 fiir m — oo. Das zweite Integral schétzen wir mit Hilfe
von (4.1) ab

2/m t

Bgc-mp/tp—lf / |Du(&, 7)|Pdidrdt
n—1

0 0 R
2/m 2/m

<c-mP /tp—ldt : //|Du(9%,t)|pd:%dt
0

0 Rn-1

2/m

gc-/ /\Du(:ﬁ,t)|pd£dt

0 Rn-1
—0

fiir m — oo. Wir erhalten also w,, — u in WP (Rf_) Andererseits gilt w,, = 0
fiir 0 < 2™ < 1/m. Daher erhilt man durch Mollifizierung der w,, eine Folge u,, €
C2° (R%) mit wp, — win WP (R ) und es gilt (wie behauptet) u € Wyt (Ry). O

4.5. Sobolevungleichungen und Einbettungssitze. Sobolevriume betten in
andere Funktionenrdume ein. Diese Einbettungen

(WHP(Q) —?)
unterscheiden sich, je nachdem, ob
o 1 <p<hmn,
e p =n oder
e n<p< oo

gilt. Es geniigt, die entsprechenden Abschéitzungen fiir glatte Funktionen zu bewei-
sen, da diese dicht in den entsprechenden Sobolevfunktionen liegen.

4.6. Gagliardo-Nirenberg-Sobolev-Ungleichung.

Definition 4.22. Sei 1 < p < n. Der zu p konjugierte Sobolevexponent ist p* =

np 1 _ 1 1 Y ol *

Theorem 4.23 (Gagliardo-Nirenberg-Sobolev-Ungleichung). Sei 1 < p < n. Dann
gibt es eine Konstante c, die nur von p und n abhdngt, so dass

l[ull o= @y < ¢ [ Dull Lo gn)
fiir alle w € CL (R™) gilt.

Bemerkung 4.24. Aufgrund des Skalierungsverhaltens der Ungleichung bei einer
Funktionenfamilie der Form uy(z) = u(Ax) sicht man (Ubung), dass solch eine
Ungleichung nur fiir den hier angegebenen Wert von p* richtig sein kann.
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Beweis von Theorem 4.23. Sei zunédchst p = 1. Da u kompakten Tréger hat, folgt
fiir festes i € {1, ..., n} und x € R

Ii

u(z) = / u; (:171, Lt N VU L x") dy'.

— 00

Wir schlieffen hieraus zunéchst, dass
|u(z)| < / |Du (331, T ,x”)‘ dy’

gilt und erhalten somit auch

" o0 T
lu(z)] 7T < H / |Du(zt, ...yt ... 2™)|dy’
=1 \

Diese Ungleichung integrieren wir nun beziiglich der Variablen !

00 oo, o] n—1
/|u\ﬁ dxlg/H /|Du|dyi da?
—o0 “oo =1\ Z
_1_ 1
oo n—1 0 . 00 n-1
= /\Du\dyl /H /|Du|dyi da*
—o0 oo T2\ o

da im ersten Faktor nun keine z!'-Abhingigkeit mehr vorliegt

11 //|Du|dx1dyi

=2 o0 o0

n—1 n—1

< / | Dul dy*

aufgrund der verallgemeinerten Holderschen Ungleichung, angewandt auf den zwei-
ten Faktor fiir die Variable x'.

Wir fahren nun analog zu dieser Rechnung fort. Zunéchst integrieren wir beziiglich
22, ziehen wieder einen Faktor, in dem kein 22 vorkommt, nach vorne und verwen-
den dann fiir den Rest wiederum die verallgemeinerte Holdersche Ungleichung

//|u|ﬁ dat dz? < //|Du\dx1dy2

— 00 —Oo0 —00 —O0
1 1

/ /|Du|aly1 : H / /|Du|dxldyi da?
e i=3

—00 Y —0o0 —o0

1
n—1
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< //|Du|dx1dy2 . //|Du|dy1d:z:2

—00 —O0 —0o0 —O0

n—1 n—1

H ///|Du|dx1dx2dyi
=3 \ o0 00 —o0

Per Induktion erhélt man hieraus durch weitere Integrationen die Ungleichung

1

n o0 o0 n—1
/WﬁSH /~~-/|Du\dx1...dyi...d1:”
R™ =1\ o —0c0
-
~{ [1pu

Dies ist gerade die behauptete Ungleichung im Falle p =1

Hu”Lﬁ(Rn) < ||Du||L1(R")~

Sei nun 1 < p < n beliebig. Fiir v > 1 ist (wie man leicht direkt nachrechnet) mit
w auch |u|? € C! (R™). Aus der obigen Ungleichung im Falle p = 1 erhalten wir mit

Hilfe der Holderschen Ungleichung (% + pp%l = 1)

[
R™

n

-1
#) < [1hr]
Rn

= [-1up 1D

Rn

et 1/p

< - /|u‘(vfl)ﬁ . /|Du|p

R R

Wir wihlen nun v so, dass die Exponenten in den Integralen mit |u| iibereinstim-
men, also so dass

p
%_1

=(y-1

gilt. Dies ist der Fall fiir
-1
v = pn—1) > 1.
n—p
Mit dieser Wahl von v gilt dann auch

mo_ pn p )
= (y=1

und
n—1 p—1 mnp—p—np+n n—-p 1

n D on pn D*
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Wir erhalten somit die behauptete Ungleichung

Jur) <2l /wwl

R R

1/p* /p
.

O

Theorem 4.25. Sei Q C R” offen und beschrinkt, 0Q € C'. Sei 1 < p < n,
u € WHP(Q). Dann gilt u € L () und
[l o @) < e lullwre(o)

mit ¢ = ¢(p,n, ).

Beweis. Sei u eine W1 P-Fortsetzung von v mit kompaktem Tréger in R™,
[Ellwre®ey < e flullwie@)-
Da @ kompakten Triger hat, gibt es Funktionen u,, € C° (R™), so dass
Uy, — T in WP (R™) konvergiert.
Nach Theorem 4.23 folgt somit
s = wll o ) < € [ Dt — D] o -

Da. 1, eine Cauchyfolge in W2 ist, ist auch u,, eine Cauchyfolge in L~ und es gilt
U — v € LP fiir ein v € LP . Da aber beide Konvergenzen auch L{ _-Konvergenz
implizieren, stimmen die Grenzwerte iiberein und es gilt somit w,, — @ auch in
L?". Wir wenden nun nochmals Theorem 4.23 an und erhalten

Hum”LP*(R") <c- HumHWl’P(R")
Gehen wir hierbei zum Grenzwert iiber, so erhalten wir die mittlere Ungleichung
in der folgenden Ungleichungskette. Die erste Ungleichung folgt aufgrund der In-
klusion der beteiligten Gebiete und die letzte Ungleichung ist eine Konsequenz der
Fortsetzungseigenschaft von 2. Insgesamt ergibt sich also

ull Lo @) < Il Lo @ny < e+ [T@llwrp@wny < e lullwrir@),

was gerade die Behauptung des Theorems ergibt. O
Einen solchen Einbettungssatz bekommen wir auch, wenn das Gebiet nicht von der
Klasse C! ist, die Sobolevfunktion dafiir aber Randwerte Null hat.

Theorem 4.26 (Poincaréungleichung). Sei Q C R™ offen und beschrinkt. Sei
1<p<nunducW,?(Q). Dann gilt

[ull o) < ¢ [[Dulle (o)
fiir beliebiges q € [1,p*], wobei ¢ = ¢(p, q,n,Q).
Beweis. Da u € WyP(Q) ist, gibt es Funktionen u,, € C°(), die in WP(Q)

gegen u konvergieren. Setze diese durch Null nach R" fort. Benutze Theorem 4.23
und lasse m — oo. Es folgt

[ull Lo @) < ¢- [[DullLr(0)-



PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 53

Da || beschrinkt ist, bekommen wir aufgrund der Holderschen Ungleichung eine
Schachtelung der LP-Rdume und wir erhalten

lullzoy < e llullpe (o
fir 1 <gq <p" O

Korollar 4.27. Sei Q C R" offen und beschrinkt, 1 < p < n. Dann sind auf
Wo(9)

[Dullzr) und [lufwrre
dquivalente Normen.
4.7. Holderrdume.

Definition 4.28. Sei u : 2 — R stetig und beschrinkt. Wir definieren fiir 0 < o <
1 die Holderhalbnorm

[U]Co,a(ﬁ) = sup M

svea |z —y[®
TF#Y
Im Fall @ = 1 erhalten wir lipschitzstetige Funktionen.

Wir definieren die Holdernorm

lullgo.e @y = lllgo @) + (Wl go.a (@)
Der Holderraum CFe (ﬁ), k € N, besteht aus allen Funktionen v € C* (ﬁ), fiir die

die Norm
lellgro(my = D 1D7u]| o) + > P ooy
18I1<k 1Bl=k

endlich ist.

Bemerkung 4.29. Sei  C R” offen und beschriinkt. Die Riume C** sind Ba-

nachraume. Fiir 0 < a < 1 ist C%® nicht separabel, da eindimensional die Funk-

tionen u;(x) = |z — z;|* einen Abstand in C%* haben, der fiir z; — z; nicht gegen

Null konvergiert.

4.8. Morreyungleichung.

Theorem 4.30 (Morrey). Sein < p < co. Dann gibt es ¢ = ¢(p,n), so dass
Hu”cjo,«,(]Rn) S C- ||UHW1.p(Rn)

fiir alle w € C* (R™), ggf. mit unendlicher rechter Seite, gilt, wobei v = 1 — % ist.

Beweis.

(1) Fixiere eine Kugel B,.(z) C R™. Wir behaupten zunichst, dass es eine
Konstante ¢ = ¢(n) gibt, so dass

fu(y) — ua)|dy < c- /

B, (x) B,.(z)

[Du(y)|

ly — [t
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Dies sieht man wie folgt ein: Fixiere w € dB;(0). Dann gilt fiir 0 < s < r

|u(z + sw) —u(z)| = / x4+ tw)d

= /(Du(z + tw), w) dt

0

IN

/ | Du(z 4 tw)]| dt.
Integriere dies beziiglich w iiber die Sphére und erhalte
/ |u(z + sw) — u(x)| dw < / / |Du(x + tw)| dw dt.
8B1(0) 0 9B, (0)
Setze nun y := x + tw. Dann gilt ¢t = |z — y| und es folgt

D
/|(w+8w)—u |dw</t"1 / || u|n1d wdt
_

0B1(0) 9B1(0)

_ [Du(y)|
a / o=y Y

B (z)
D
|z —y|”
B.(z)

da 0 < s < r ist. Wir multiplizieren diese Ungleichung nun mit s"~!,
integrieren iiber s von 0 bis 7 und erhalten wie behauptet die Ungleichung

[ ) -ty < = [ 2,

Br(z) B ()

(2) Fixiere nun z € R™. Mit Hilfe der soeben gewonnenen Abschiitzung erhalten
wir

fu()]| = f ju(z)] dy

Bi(z)
< f () — u(y)| dy + f ()| dy
Bi(x) B (x)

Du(y
<c- / ||(|n)|1dy+c [ull 27 (1 ()
Bl(z)
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1/p =
1
<c- /|Du|p : / — =%
K |z —y["
n Bl(ill)
+c- ||’ILHLp(]Rn)
<c- HUHWLp(Rn),

wobei wir fiir die letzte Ungleichung die folgende Integralabschiatzung ver-
wendet haben

1
1 p
/ ———dy :c'/rnflr_("_l)ﬁdr
|z —y|" V5T
Bi(x) 0

1

< 00,
0

n—(n—l)#

=c-r
dan>(n-— 1);%1 genau dann gilt, wenn p > n ist. Somit folgt

sup lul < ¢ [lullwegn)-

(3) Seien nun = # y € R™ beliebig und r = |z — y|. Wir definieren W :=
B, (z) N By(y). Dann gilt

ue) ~ uly)] = f futz) - u(y)ld:
w
< luta) = u@ldz + f lu(w) - u(z) d.
w w

Wir benutzen nun wiederum den ersten Teil des Beweises und erhalten

][ lu(z) — u(2)|dz <c- ][ lu(z) — u(z)|d=

w B,.(z)

<c. / _Dul=)] .

|z — x|n—1
B, (z)
1/p 2=l
<. / Duf | - /;dz
- \x—z\("fl)zfj
B, (z) B, (z)

<c- (Tn*(nfl)%> | Dul Lo an
=C- 7“17% . HDUHLP(Rn).

Analog folgt

][|“(y) —u(z)ldz < - r'7F | Dull o ny.
w

Somit erhalten wir insgesamt

n

u(z) = u(y)l <c-r'"7 - | Dullpogn
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=c- |z —y['"% - | Dull o).
Fiir den noch nicht abgeschétzten Anteil der Holdernorm folgt also

o Jul@) —u(y))|

ot oy =2 T
<c- || Dul|Lr@ny

und es ergibt sich die Behauptung des Theorems.

O

Bemerkung 4.31. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
folgt fiir u € C'! (R™) auch noch

lullcormny < e flullwreo @mn)-

Durch leichte Modifikation des Beweises bekommt man
1/p

July) — u(@)] < e-r' 70 / | Dul?
By, ()

fir u € C(Ba,(z)), y € Br(x) und n < p < oo. Wihlen wir nun jeweils einen
stetigen Repréasentanten der hier auftretenden Funktionen so folgt die letzte Un-
gleichung durch Approximation auch noch fiir u € W1P(By,(x)).

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Bemerkung 4.32. Durch Approximation beweist man, dass die Morreysche Un-
gleichung auch noch fiir u € WHP (R™) gilt. Dabei ist zu beachten, dass die Mor-
reysche Ungleichung gleichméfige Holderschranken fiir die Funktionen der approxi-
mierenden Folge liefert. Daher kénnen wir auch fiir den Grenzwert u einen Holders-
tetigen Reprisentanten wihlen. In Zukunft werden wir stets diesen Représentanten
betrachen.

Theorem 4.33. Sei Q C R" offen und beschrinkt, 00 € C'. Sei n<p<oo,ucE
WLP(Q). Dann besitzt u einen stetigen Reprdsentanten, u* € C%7 (Q), y=1- %,
und es gilt

HU*Hco,w(ﬁ) <c-Jullwir )

mit ¢ = ¢(p,n, Q).

Bewets. Der Beweis benutzt den Morreyschen Einbettungssatz genauso, wie im
Beweis von Theorem 4.25 der Sobolevsche Einbettungssatz, Theorem 4.23, eingeht.
Details: Ubungsaufgabe. O

Fiir Funktionen, die schwache Ableitungen hoherer Ordnung besitzen, erhélt man
den folgenden Einbettungssatz. Zum Beweis wendet man einfach solange den So-
bolevschen oder Morreyschen Einbettungssatz an, bis dies nicht mehr moglich
ist.

Theorem 4.34. Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 9Q € Ct. Sei u € WkP(Q).
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Falls k < 3 gilt, dann ist u € L($2) mit
11k
qg p n

und es gilt die Abschdtzung

ullLae) < ¢ llullwrr,
wobei ¢ = c(k, p,n, Q) ist.
Falls k > % gilt, so ist

we o lE (@)

wobei
B3 sem
<1 (beliebig), = €N,
und es gilt
||u||ck,[%},lﬁ(ﬁ) S C(kap7na7’9) : ||u||W"">l”(Q)'

57

Sei k < 2. Nach Definition gilt D*u € LP(Q) fiir o] < k. Aufgrund der

Gagliardo-Nirenberg-Sobolev Ungleichung erhalten wir
HDBUHLP* @ S lullyw.p o) fiir [B] <k —1.

Somit ist

. 11
we WHF P (Q) mit — = =
P p

1
n
und

lullwe-10 (@) < - [lullwrr )
Analog folgt

=

L1 1 1
[ullwiz0mr @) < o llullw-re @) mit 25 =2 =2
Die Behauptung folgt nun per Induktion.
Sei k> 2 und 2 ¢ N. Wie im ersten Teil erhalten wir
HUHW’C—“(Q) <c- ||UHWk,p(Q)

fir L =1
r T p

l<ﬁ<l+1, l:{n].
p p

Man iiberpriift direkt, dass

pn
T n—pl

3_\1\3

- %, falls Ip < n ist. Wahle | maximal, so dass dies erfiillt ist,

ist. Nun kénnen wir die Morreysche Ungleichung anwenden und erhalten

Dou e CO1-F (@)
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fiir |a] <k —1— 1. Es gilt nach Definition von r

p
Daher ist

mit den entsprechenden Normabschétzungen.
(3) Sei k> 2 und 2 € N. Setze | = [2} —1=12 —1. Wie oben erhalten wir
P P P P

np

u € WFLT(Q) mit r = =n
n — pl

Nach der Ungleichung von Gagliardo-Nirenberg-Sobolev erhalten wir somit
Du € LI(Q) fiir alle g mit n < ¢ < cound |a| <k —1—1 =k — [g}
Nun kénnen wir den Morreyschen Einbettungssatz anwenden und erhalten
Dy e C%' 4 () mit n < ¢ < oo und |a| < k — {ﬂ — 1. Wir erhalten
somit wie gewiinscht

we P17 (@) i alle 0 <y < 1
samt entsprechender Normabschétzungen.

(]

4.9. Kompaktheitssitze. Fir 1 < p < n, p* = n"—_’;) sind die Einbettungen

WP(Q) — LP"(Q) stetig. W'P(Q) — L9(Q) ist fiir 1 < ¢ < p* sogar eine kom-
pakte Einbettung.

Definition 4.35. Seinen X, Y Banachrdume, X C Y. X ist kompakt enthalten in
Y,
X €Y,
falls
D) llzlly <c-flzllx  Vee X,
(2) jede beschriinkte Folge in X ist in Y priakompakt.

Theorem 4.36 (Rellich-Kondrachov). Sei Q C R™ offen und beschréinkt, 0Q € C*,
1 <p<n. Dann gilt

Wir(Q) e LYQ)
fir alle 1 < g < p*.

Beweis.

e Die Sobolevschen Einbettungsséitze und die Beschranktheit von € liefern
die Stetigkeit der Einbettung.

e Sei also u,, in WHP(Q) eine beschrinkte Folge. Es geniigt, eine in L9()
konvergente Teilfolge zu finden.
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e Dasich die Funktionen w,, zu W7 (R")-Funktionen mit kompaktem Triger
in einer groflen Kugel Bg fortsetzen lassen, geniigt es, solche Funktionen
mit

Sup [[um |lwip(Br) < 00
m

zu betrachten.

Wir glatten und definieren s, := 1. * u,, fiir € > 0, wobei wir annehmen
diirfen, dass supp us, € Br41 gilt.

e Wir behaupten zunéchst, dass uf, — u,, fiir ¢ — 0 in L? konvergiert und
zwar sogar gleichméBig in m.

Zum Beweis dieser Behauptung betrachten wir zunéchst glatte Funktionen
U, und erhalten

5]

“ (%) — () = / 7(0) (@ — £) — () dy
B1(0)

u

1
d
/ Z7um (x — ety) dt dy
B1(0) 0
1

=—¢ / n(y) /(Dum(:c —ety),y) dt dy.
B1(0) 0

Hieraus folgt

/|ufn(a:)—um(a:)|da:<s/ //|Dumx—5ty)\dxdtdy

Brt1 0 Br+t1

< / Dt (2)] d=.
Br+12(0)
Mittels Approximation sehen wir, dass diese Ungleichung auch noch fiir
WLP_Funktionen mit Triiger in Bg(0) gilt. Da das Maf dieser Kugel endlich
ist, folgt
||'U/fn - um||L1(BR+1) SE . ||DumHL1(BR+2)
<e-c- ||D“m||LP(BR+2)'

Da ||[Dup,||1r(By) gleichméBig beschrinkt ist, ist die folgende Konvergenz
fiir e — 0 gleichméBig in m

us, — Uy, in L*(Bry1).
Dies zeigt die Behauptung im Falle ¢ = 1. Im allgemeinen Fall ist 1 < ¢ <
p*. Daher gibt es ¥ mit 0 < 9 < 1, so dass
1 9 1-9
+

qg 1 p*
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gilt. Somit gilt auch
U 1-—
1= 7(1 + ﬂ
1 p*
und wir erhalten die folgende Interpolationsungleichung fiir LP-Rdume

1£llze = ( / fq)ﬂ” " ( / fﬁ f(lmq)l/q
()

—v
=[AIZ - IF117

In unserem Falle folgt also

9 1—9
5 = ol o,y < 50 = il iy 650 = w5 -

Der zweite Faktor auf der rechten Seite hier ist aufgrund der Gagliardo-
Nirenberg-Sobolev Ungleichung gleichméfig beschrinkt. Benutze dabei ins-
besondere, dass ||us, ||+ < [[um|| ., ist, siehe [9, Thm 1.6.1]. Im ersten Teil
dieses Teilbeweises haben wir gesehen, dass der erste Faktor gegen Null
geht. Somit erhalten wir auch u, — u,, in LY(Bgy1), gleichmifig in m,

und die Behauptung folgt.

Als néchstes behaupten wir, dass die Folge u?, fiir festes € > 0 gleichméfig

beschrankt und gleichgradig stetig ist.

Waihle dazu x € R™. Beachte fiir die nachfolgenden Rechnungen, dass bei
Gléttungen, um das L'-Integral konstant zu halten, n.(z) = Zn (£) ist.

Wir erhalten also
@< [ = )lun(w)ldy
B, (x)
C
SHUE”L‘X’(R") ) HumHLl(BRJrl(:p)) < o < 00

und

Di @I < [ |Daeta = )] Jum(w)ldy
Be(x)
Cc
<IDmell oo gy - lmll 2 (Brya @) < S < oo

Dies zeigt die Behauptung.

Sei nun § > 0. Wir behaupten, dass es eine Teilfolge u,,; der u,, gibt, so

dass
lim sup ||Umj — Umy, HL“(BR+1) <9

Jrk—o00

gilt. Sei also € > 0 so klein gewihlt, dass

”uin - um||Lq(BR+1) <

wl >
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gilt. Fixiere nun £ > 0 entsprechend. Aufgrund der oben bewiesenen gleich-
méfligen Konvergenz, konnen wir dies unabhéngig von m erreichen. Nach
Arzela-Ascoli gibt es fiir festes € > 0 eine in Bry; gleichmifig konvergente
Teilfolge g, der ug,. Insbesondere gilt fiir diese Teilfolge also

lilgsup [, = U, ILa(BRyr) = O
jsk—00

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung und (4.2) folgt also die Behauptung.

e Das Theorem folgt nun, wenn wir in der letzten Behauptung § | 0 lassen
und die Teilfolgen iterativ aus vorhergehenden (fiir eine Folge von §; — 0)
wihlen. Eine Diagonalfolge aus dieser Folge von Teilfolgen ist dann die
gesuchte Cauchyfolge in LY.

O
Bemerkung 4.37.

(1) Es gilt stets p* > p und p* — oo fiir p T n. Daher gilt
WhP(Q) e LP() V1<p<oo

fiir 0 wie oben. Im Falle n < p < oo benutzt man dazu die Morreysche
Ungleichung und ebenfalls den Satz von Arzela-Ascoli.

(2) Falls Q nur beschriinkt ist, gilt auch noch
W, P(Q) € LP(Q).

Beweis. Ubung. g

Theorem 4.38 (Poincaré). Sei die Menge Q C R™ zusammenhdingend, offen und
beschrinkt, 9Q € Ct. Sei 1 < p < co. Dann gibt es ¢ = c¢(n,p, ), so dass

|u = (wallLr) < ¢ [[DullLr ()
fiir alle uw € WP (Q) gilt, wobei

Q

Beweis. Falls dies nicht der Fall ist, finden wir ux € WP(Q), k € N, mit
lur = (ur)allLr @) > k- [Durl| e (o)
Hierzu definieren wir (Wohldefiniertheit folgt nach Annahme)

o = ur — (uk)o
[lur — (uk)Q”LI’(Q)

Nach Definition gelten (vi)o = 0 und |Jvk| zr(q) = 1. Wir erhalten nach Definition
der uy
[ Du e 1
D’Uk; P == < .
1Dv]lze e lur = (ur)allr@) K
Insbesondere sind die vy, also in W1P(Q) gleichméBig beschrinkt. Daher konvergiert
nach Rellich-Kondrachov eine (nicht umbenannte) Teilfolge,

vy — v in LP(Q).
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Auch im Limes bleiben die Eigenschaften (v)q = 0 und [[v||zr(q) = 1 erhalten. Sei
nun ¢ € C(Q) eine Testfunktion. Dann gilt

/v-Dicp:klim /vk-Digo:—klim /Divkgo:(),
Q Q Q

da Dv, — 0 in LP konvergiert. Damit ist v € WHP(Q) mit Dv = 0 fast {iberall in
Q. Also ist (Ubung) die Funktion v konstant. Wegen (v)q = 0 folgt daher v = 0 im
Widerspruch zu ||v]|r» = 1. O

Theorem 4.39 (Poincaré fiir eine Kugel). Sei 1 < p < co. Dann gibt es ¢ = ¢(n,p)
mit
lu— (0B, @)lLr (B, 2)) < ¢ 7 [|Dullze(s, (2))

fiir alle Kugeln B,.(z) C R™ und fiir alle u € WYP(B,(z)).

Beweis. Ubung. Betrachte zuniichst eine feste Kugel und skaliere dann, um die
genaue Abhéngigkeit vom Radius r zu erhalten. (I

Bemerkung 4.40. Sei v € W™ (R") N L' (R"), B.(z) C R™ und r > 0. Nach
Theorem 4.39 mit p = 1 folgt nun

][ !“_(U)Br(mﬂSC-?‘- ][ | D

B, (x) B, (x)
1/n
<c-r- ][ | Dul|™ (Holder)
B (z)
1/n
<c- / | Du|™
By ()
1/n
<c- /|Du\"
R’!L

Definiere die BMO-Halbnorm (“bounded mean oscillation”) als
oo = s § f Ju= s,
B,.(z)CR™ B.(2)

Die obige Rechnung zeigt somit, dass

[ulgmo@mn) < ¢ || Dul| pn@ny

gilt.
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4.10. Differenzenquotienten.

Definition 4.41. Sei @ C R" offen, z € ' € Q,1 < i < n und h # 0. Sei
0 < |h] < dist(€2,09) und u : Q@ — R. Definiere den i-ten Differenzenquotienten
der GoBe h durch

_u(x + he;) —u(x)
= - ;
DMy = (Dfu, ceey Dhu) .

n

Dlhu(:lc) :

Bemerkung 4.42 (Funktionalanalysis).

(1) Eine Folge uy in einem Banachraum X konvergiert schwach gegen u € X
Uk —7 U,
falls
u*(ug) — u(u)
fiir jedes beschrénkte lineare Funktional u* € X* gilt.
(2) Beispiel R™.
Beispiel in [? fiir schwache Konvergenz von e; = (0,...,0,1,0,...) ohne

~——
i—1 Stiick

Konvergenz: e; — 0, aber e; # 0. (ausfiihren).
(3) Es gilt
U — U — Ui — U.
(4) Jede schwach konvergente Folge ist beschriinkt (Banach-Steinhaus),

[lu]l < liminf [Jug]|.
k—o0

(5) Ein Banachraum heisst reflexiv, falls die kanonische Einbettung in den Bi-
dualraum ein Isomorphismus ist.
(6) Fiir 1 < p < oo und eine offenen Menge 2 C R™ gilt
(L7(9))" = LI(9)
mit L1
-4+ -=1
p q
Somit ist LP(£2) fiir 1 < p < oo reflexiv.

(7) Weiterhin ist jeder Hilbertraum reflexiv.

(8) In einem reflexiven Banachraum gilt: Jede beschrinkte Folge enthilt eine
schwach konvergente Teilfolge.

Theorem 4.43 (Differenzenquotienten und schwache Ableitungen).
(1) Sei Q C R™ offen, 1 < p < oo und u € WHP(Q). Fiir Q' € Q gibt es ein

c >0, so dass
||DhuHLP(Q/) < c-||Dul| e o)

fir alle 0 < |h| < L dist(',09).
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(2) Seil <p < oo, ue LP(Q) und Q& C R™ offen. Gibt es c > 0 und Q' € 2
mit
h
|D UHLP(Q/) <c
fiir alle 0 < |h| < L dist(Q',09), so gilt u€ WHP(Q') und

||Du||Lp(Q/) S C.

Beweis.

(1) Sei 1 < p < oo und sei u glatt. Sei z € @', 1 < i < nund 0 < |h| <
1 dist(€,09). Es gilt

1
u(x + he;) — u( /uzx—i-thezhdt
0

1
|u(z + he;) — u(x)| <|h|- / |Du(x + the;)| dt

und aufgrund der Hoélderschen Ungleichung

/|Dhu| <CZ//\DU x + the;)|P dt dx

ZQ/

:CZ//\Du(z—i-theiﬂpdmdt

I+
<c / | DulP.
Q
Da Q' von 92 mindestens Abstand 2|h| hat, folgt die Behauptung durch

Approximation.

(2) Gelte HDhuHLp(Q,) < ¢ Sei p € C°(Q) eine Testfunktion. Dann gilt die
folgende “partielle Integrationsformel”, falls |h| < ¢(¢) klein genug ist

/u(x) o(z + he;) — go(:v)dx _ / u(x) —u(x — hei)cp(x) de.

h h

Q Q
/u (ng@) =— / (D;hu) Pp.

Q Q

Nach Voraussetzung ist
. —h
ﬁl}le ||Di uHLP(Q,) < 00.
Daher existiert v; € LP(Q2') und eine Folge hx — 0, so dass

DMy — v in LP(QY).

7
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/U%:/U%

Q Q

Es folgt

=lim [ u- Dh"'
hk—>0

= lim —/D hiqy
hi—0

= lim —/D heqy
hi—0

—/Ui(p.

Ql
Somit gilt v; = u; im schwachen Sinne. Wegen der schwachen Konvergenz
ist v; € LP(Q) und wir erhalten Du € LP(€)). Da auch v € LP(Q') ist, folgt
u € WHP(Q)). Die Normabschitzung folgt aus der Unterhalbstetigkeit der
Norm.

O
Ubung 4.44.

e Zeige, dass der zweite Teil von Theorem 4.43 fiir p = 1 falsch ist.
e Lies [2, S. 279-281].
e Zeige, dass

ueWhH™® = uist gleichmiBig Lipschitz.

e Zeige, dass eine Funktion u € WP fiir p > n fast iiberall differenzierbar
ist.

5. L?2-THEORIE
5.1. Existenz. Wir benutzen Methoden der Funktionalanalysis, um eine schwache

Losung zu konstruieren.

Definition 5.1 (Generalvoraussetzungen).
Sei 2 C R™ offen und beschrinkt, 9Q € C*, L ein elliptischer Differentialoperator
zweiter Ordnung in Divergenzform

Lu=— (aij(az)ui)j + b (x)u; + d(z)u.
Wir machen folgende Annahmen
e gleichméifige Elliptizitét:
a” &g > ¢l
fiir eine Konstante ¥ > 0.

e Symmetrie: a”’ = a’”.
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e Regularitit: o™, b', d € L>=(Q), f € L*(Q).
o Koerzivitdt: Es gibt § > 0, so dass
/a”'cpi%‘ +0'pip + do® = Bllelli o)
Q
fiir alle p € HJ () gilt.
Beispiel 5.2. Koerzivitit kann man beispielsweise wie folgt {iberpriifen. Es gilt
- , 1 11
/a”%% +bipip + dp® > /19|Ds0\2 - 5lDel* + (_26|b|2 + d) ¢’
Q Q

Wiihle nun €, so dass ¥ — %5 > 0 ist. Negative quadratische Terme in ¢ lassen
sich (moglicherweise) mit Hilfe der Poincaréungleichung (Theorem 4.26) in die

| Dp|?—Terme absorbieren. Benutze schlielich die Aquivalenz der Normen aus Ko-
rollar 4.27.

Bemerkung 5.3. Im Falle einer glatten Losung uw von Lu = f bei glatten Daten
erhalten wir durch partielle Integration

/a”ui@j + bluip + dugp = /fSO
Q 0

fiir alle Testfunktionen . Durch Approximation sehen wir, dass wir dieselbe Gleich-
heit erhalten, wenn nur ¢ € H}(Q) gilt.

Dies motiviert die folgende Definition einer schwachen Lésung.

Definition 5.4 (Schwache Losung). Eine Funktion u € H}(Q) heifit schwache
Losung des Randwertproblems

Lu=f in Q,
u=20 auf 09,

wenn fiir alle Funktionen ¢ € H(Q)

/Clij'U/iQDj + b ugp + dugp = /f@
Q 0
gilt.

Wir wollen die folgenden beiden Theoreme aus der Funktionalanalysis benutzen.
Dabei bezeichnet H einen Hilbertraum, (-,-) : H x H — R das Skalarprodukt auf
H und || - || die Norm von H.

Theorem 5.5 (Rieszscher Darstellungssatz). Sei H ein Hilbertraum. Sein Dual-
raum H* ist kanonisch isomorph zu H, d. h. zu jedem f € H* gibt es ein eindeutig
bestimmtes Element u € H, so dass

f(v) = (u,v)y firaleve H

gilt. Die Abbildung f +— w ist ein linearer Isomorphismus von H* auf H.
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Das folgende Theorem folgt direkt aus dem Rieszschen Darstellungssatz, wenn die
Bilinearform symmetrisch ist, denn dann definiert die Bilinearform ein zum Stan-
dardskalarprodukt dquivalentes Skalarprodukt (im Sinne von dquivalenten Normen)
und wir kénnen hierauf direkt den Rieszschen Darstellungssatz anwenden.

Theorem 5.6 (Lax-Milgram). Sei H ein Hilbertraum, B : H x H — R bilinear,
stetig, also

| Blu,v]| < allull - [[v]l,
und koerziv, also
Bllul* < Blu,u],

fiir Konstanten o, > 0 und alle u, v € H. Sei f € H*. Dann gibt es ein eindeutig
bestimmes uw € H mit

Blu,v] = f(v) fiir allev € H.

Beweis.

(1) Sei zuniichst w € H fest. Die Abbildung v — Blu,v] ist eine stetige li-
neare Abbildung. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz gibt es somit ein
eindeutig bestimmtes w € H, so dass

Blu,v] = (w,v) fiir alle v € H.
Wir setzen Au := w.

(2) Wir behaupten, dass der Operator A : H — H linear und stetig ist. Die
Linearitit folgt aus der Bilinearitéit von B. Aus der Abschéitzung

| Aul|* = (Au, Au) = Blu, Au] < allul| - || Aul|
folgt die Stetigkeit von A.
(3) Der Operator ist injektiv, da B koerziv ist, denn
Bllull® < Blu,u] = (Au, u) < || Aul - [Ju]
impliziert S||ul| < ||Au]|.

(4) Das Bild von A ist ein abgeschlossener linearer Unterraum von H, da auf-
grund der Abschitzung S||ul| < ||Aul|| eine Cauchyfolge im Bild von einer
Cauchyfolge im Urbild herkommt.

(5) A ist surjektiv. Sonst existiert namlich ein 0 # w € (Im A)*, da Im A ein
abgeschlossener Unterraum ist und wir erhalten

Bllw|* < Blw,w] = (Aw,w) = 0.
Somit haben wir nachgewiesen, dass A ein Isomorphismus ist.
(6) Aufgrund des Rieszschen Darstellungssatzes gibt es ein w € H mit
(w,vy = f(v) fiir alle v € H.

Da A ein Isomorphismus ist, ist v := A~'w das gesuchte Element, denn es
gilt
Blu,v] = (Au,v) = (w,v) = f(v).
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(7) u € H ist eindeutig bestimmt. Seinen némlich u, & € H mit
Blu,v] = f(v) und Bla,v] = f(v) fiir alle v € H,
so folgt auch Blu — 4,v] = 0 fir alle v € H. Aufgrund der Koerzivitét
erhalten wir damit insbesondere fiir v :=u — @
0= Blu—,u—1a] > Bllu—a|?
und es folgt u = 4.

O

Theorem 5.7. Unter den Voraussetzungen von Definition 5.1 existiert genau eine
schwache Losung u des Randwertproblems

Lu=f nQ,
u=0 auf 0N2.

Beweis. Wir definieren B : H} () x H}(Q) — R durch

Blu,v] := /aijuivj + blugv + duw.
Q

Wir hatten vorausgesetzt, dass B koerziv ist. Die Stetigkeit folgt aus der Be-
schranktheit der Koeffizienten und der Cauchyschen Ungleichung. Wir erhalten die
Behauptung nun aus Lax-Milgram. O

5.2. Alternativer Existenzbeweis mit Methoden der Variationsrechnung.
Sei 2 C R™ offen und beschriinkt. Sei f € L?(£2). Wir suchen eine schwache Losung
u € W2 von

Au=f in Q,
{u =0 auf 09Q.
Dazu wollen wir
I(u) = / 11vuf? + fu
Q
unter allen Funktionen u € W, *(2) minimieren.

Wir benutzen einige Resultate aus der Funktionalanalysis:

Definition 5.8 (Schwache Konvergenz). Sei V' ein Banachraum und V* sein Du-
alraum. Dann konvergiert x,, schwach gegen z, z,, — =z, falls

(fixn) = (f,2)
fiir alle f € V* gilt.

Sei H ein Hilbertraum. Dann ist H* kanonisch isomorph zu H. Wir identifizieren
H und H*. Hier benotigen wir schwache Konvergenz nur in Hilbertrdumen.
Definition 5.9 (Separabel). Ein metrischer Raum M ist separabel, wenn es eine
abzéhlbare dichte Teilmenge gibt.

Das folgende Lemma gilt auch in Banachriumen.
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Lemma 5.10. Sei H ein Hilbertraum und x,, — x eine schwach konvergente Folge
in H. Dann gilt

||| < liminf [z,
n—oo

Beweis. Es gilt
0 < ||z — 2| = (2p — 2,70 — 2) = (T, 20) — 2(xp, ) + (2, )
=zl = 2(zn, @) + [l2a |,
Aufgrund der schwachen Konvergenz gilt (z,,, ) — (z,z) = ||2||?. Somit ist
liminf [l ||* > 2[Jz|* — [l]* = [|=]*.
n—oo
(I

Korollar 5.11. Sei Q@ C R™ offen und beschrdinkt. Sei ux — u eine schwach
konvergente Folge in WOM(Q) Dann gilt

liminf/|Vuk|2 < /|Vu|2.
k—oo
Q Q

Beweis. Auf W, *(Q) ist (die Wurzel von) [ |Vu|? eine zu [ |Vu|?>+ [ u? dquivalente
) ) )

Norm und ist vom Skalarprodukt (u,v) = [(Vu, Vv) induziert. O
Q

Theorem 5.12 (Banach-Alaoglu). Sei H ein separabler Hilbertraum und sei (),
xn, € H, eine beschrinkte Folge. Dann besitzt (x,,) eine schwach konvergente Teil-
folge. Fiir den schwachen Grenzwert gilt ||z|| < liminf ||z, ||.

Beweis. Mit Hilfe der Gram-Schmidtschen Orthogonalisierung einer abzéhlbaren
dichten Mengt erhalten wir eine Orthonormalbasis. Ist diese endlich, so ist H iso-
morph zu einem R™ und die Behauptung ist klar. Sonst ist H isomorph zu [,
dem Raum der quadratsummierbaren Folgen. Wir nehmen daher ab jetzt ohne
Einschrinkung an, dass H = [? ist.

Nach Voraussetzung ist (x,,e1) eine beschrinkte Folge in R. Nach Umbenennen
diirfen wir also annehmen, dass (x,,e;) — ! in R konvergiert. Wir wiederholen
dies mit es statt e; und erhalten ohne Einschrankung (2, e2) — 22. Nach abzihlbar
vielen solchen Schritten haben wir eine Folge, ndmlich die Diagonalfolge der obigen
Folgen, gefunden, die (x,,,e;) — ' fiir i € N erfiillt.

Wir definieren z := (2%) und behaupten, dass x € [? ist und dass z,, — z gilt.

Zunichst zeigen wir die behauptete Normabschétzung. Dazu schneiden wir die Fol-
gen nach der k-ten Stelle ab und erhalten fiir die so abgeschnittenen Folgen ,,z* die
Ungleichung
|#]] = lim inf ||, ]| < lim inf [z, .
n—oo n—oo

Mit k — oo folgt die Behauptung.

Zum Beweis der schwachen Konvergenz sei € > 0. Sei f € [? beliebig. Wir wollen
zeigen, dass |(z, — z, f)| fiir n — oo kleiner als (eine geeignete Funktion von) e
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S .
wird. Da f € [? ist, kénnen wir k& > 0 wihlen, so dass Y (f1)2 < e gilt. Wir
i=k+1
haben oben gesehen, dass ||z||, ||z,] < ¢ ist. Also ist nach Cauchy-Schwarz

k 0
(zn — 2, f)| < Z(mn_x)lfz + Z(xn_x)z]m
i=1 i=k+1
k o 1/2 o 1/2
< |2 o =)t S ( )3 <<xn—x>i>2> '(Z (fi)2> |
i=1 i=k+1 i=k+1

Der erste Term geht fiir n — oo gegen Null, da x,, — = komponentenweise gilt. Der
zweite Term ist durch

lz — 2|l - €'/ < (Jaall + llz]) - €2 < 2¢- €12

nach oben beschrinkt. Daher folgt die Behauptung. ([l

Sei nun ug, uy € I/Vol’2 (Q), eine Minimalfolge fiir I(u), d.h. es gelte

lim I(ug)= inf  I(u).
k—o0 uEW, 2 ()

Im folgenden werden wir haufiger [|Vu|> > X [u? fiir ein A = () > 0 verwen-
) )
den.

Zunichst wollen wir nachweisen, dass das betrachtete Infimum endlich ist. Es
gilt

1 1 € 1 1
Q Q Q

Q
falls € > 0 klein genug ist.

Mit einer analogen Rechnung kénnen wir die W2-Norm der u’s gleichméBig be-
schranken. Aufgrund der Minimalfolgeneigenschaft gilt

c>/f|Vuk\2 /fuk>/f|Vuk\277/ukf—/f2
z/;wk\z /\w - / I8

Q

Nun wihlen wir ¢ > 0 klein und bringen den [ f?-Term auf die linke Seite. Die
Q

Behauptung folgt. Aufgrund der Aquivalenz der Normen mit und ohne L2?-Term
auf VVO1 2 ist auch [ uZ gleichm#Big beschréinkt.
Q

Nach Banach-Alaoglu besitzt wu, also eine Teilfolge (wir benennen nicht um), die
in W12 schwach gegen u konvergiert. Nach Definition ist WO1 2 ein abgeschlossener
Unterraum von W12, Ein abgeschlossener Unterraum ist, wie man durch Testen mit
einem Vektor aus dem orthogonalen Komplement sieht, auch unter schwacher Kon-
vergenz abgeschlossen. Daher hat auch der Grenzwert u wieder Randwerte Null. Da
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W2 € L2 ist, diirfen wir weiterhin annehmen, dass diese Folge in L?(2) (schwach)
gegen u konvergiert. Somit ist

1
inf  I(w)= lim I(u,)= lim /7|Vun|2+/fun
weWy*(9) n—00 e \J 2 J

1 1
lim §|Vun|2+/fu2liminf/§|Vun|2+/fu
Q Q Q Q

v

[vul+ [fu=tw) = e 1w
Q

weW,y2(Q)
Q

Somit gilt iiberall Gleichheit. v minimiert also I in WO1 2 und die Euler-Lagrange-
Gleichung besagt gerade, dass u eine schwache Losung ist: Sei v € I/VO1 2(Q) Wir
erhalten

d
= —I
0 g (u + tv)

t=0

d

1
=213 (IVul® + 2t(Vu, Vv) + [Vol*) + fu+tfo

Q t=0
= /(Vu, Vo) + fo.
Q
5.3. Regularitat.

Bemerkung 5.13 (Motivation). Gelte —Au = f in R™. Sei u glatt und falle im
Unendlichen schnell genug ab. Dann gilt

/f2 Z/(AU)QZZ/%%‘J‘ Z—Z/um‘juj
Rn LI R

R 5 n ,J Rn
2 12
4] gn Rn

Somit folgt
Ifllcz = || D?u]| . -

Das Problem dabei ist, dass wir benutzt haben, dass v € C? ist. Dies ist spater durch
Abschétzungen von Differenzenquotienten zu rechtfertigen. Durch Differenzieren
der Gleichung und dhnliche Rechnungen kommt man auf Abschétzungen der Form

c-IDfllz = || D[

mit entsprechenden Verallgemeinerungen fiir hohere Ableitungen. Wenn man dies
lange genug fortsetzt, besteht die Hoffnung, dass man mit Hilfe der Sobolevschen
Einbettungssitze Abschitzungen fiir Ableitungen in LP fiir p > 1 und damit dann
Holderstetigkeit der Funktion u beweisen kann. Dies funktioniert fiir glatte Daten.

Hier gilt die Faustregel, dass Losungen von elliptischen Differentialgleichungen zwei-
mal hiufiger differenzierbar sind als die rechte Seite.
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5.4. Generalvoraussetzungen. Sei QO C R" offen und beschrinkt, v € HE(Q)
eine schwache Losung der Differentialgleichung Lu = f in Divergenzform,

Lu=— (aijui)j + blu,; + du,
mit
e gleichmiilig elliptischem (aber nicht notwendigerweise symmetrischem) a®,

e a7 b de L®(Q).

5.5. Innere H2-Regularitiit.
Theorem 5.14 (Innere H?-Regularitiit). Sei a¥ € C*(Q), b, d € L=(Q), f €
L2(2). Seiu € HY () eine schwache Lisung von
Lu = f in Q.
Dann ist u € H2 (Q) und fiir alle ' € Q gilt

loc

lull 2oy < ¢ (12 + lull2@)
mit ¢ =c(Q,Q, L).

Beweis.

(1) Wihle Q" € Q offen, so dass
Ve’ cn
ist und eine Abschneidefunktion ¢, so dass
(=1 in Q,
(=0 in R™\ Q"]
0<¢<L

(2) Da u eine schwache Losung ist, folgt

/aijuivj :/fv Yo € Hi(Q),
Q Q
wobei f = f — blu,; — du.
(3) Sei || > 0 klein, 1 < k < n. Wéhle
v:=-D;" (*D}u).
Das Quadrat in der Abschneidefunktion ist spéter niitzlich. Diese Wahl von
v ist durch den glatten Fall motiviert. Da aber nicht bekannt ist, dass zweite

Ableitungen von u in der Testfunktion erlaubt sind, ist diese Testfunktion
mit Differenzenquotienten notig.

A::/aijuivj,
Q

B ::/ fv.
Q

Setze
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(4) Abschitzungen fiir A:

A= / au; [Dy" (¢2Dfu)]
Q
[ ok ) (@Dh),.
Q

da Ableitung und Differenzenquotientenbildung kommutieren und mit Hilfe
“partieller Integration” fiir Differenzenquotienten

_ / a" (D) (¢*Dlu), + (Da”) u; (¢Dju) .
Q
da mit v" := v(z + hey,) die folgende “Produktregel” gilt:
D} (vw) = v"Dlw + wD}w.
Weiter folgt
A= [ a5 (D) (Dfuy) ¢

Q
+ / a? (DPu;) (D) 2¢¢ + (Dpa®) u;Diui¢? + (Dpa™) u; (Diu) 2¢¢;

Q
EAl —+ AQ.

Aufgrund der gleichméfigen Elliptizitéit folgt

Ay > 19/42 |D} Dul”.
Q

Nach Voraussetzung an die Koeffizienten folgt

| As| gc./g | Dt Du| | Ditu| + ¢ | D Du| |Du| + ¢ | Djtul| | Dy
Q

55/42 ‘DZDU|2 + g / |D2u’2 + |Dul? (Cauchy).
Q Q

Setze € = g und benutze, dass

/’Dguf §c-/|Du|2
Q

Q//
ist. Es folgt

)
|As| SE/CQ}DZDu’2+C~/|Du|2
Q Q

und

Azg/QQ\D,’;Dqu—c-/qu.
Q Q
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Abschétzungen fiir B: Zunéchst einmal gilt nach Definition und Cauchy-
scher Ungleichung

B1< [ |71l <er [s14 1D+ ol <2 [ 24 [ (72 4 + [DuP).
Q Q Q Q

(7)

Weiterhin erhalten wir nach Wahl von v

[ 108 = [ 1027 (@Dt
<c- / D (¢2D}u)|?

<c- / ‘D,’;uf +¢2 ’D,};Du’2
Q//

Sc./|Du|2—|—C2|D£Du|2.
Q

Somit folgt mit Hilfe der Cauchyschen Ungleichung
Bl<e [Eoppaf+ £ [ (124 a)+ £ [ Dur
Q Q

Q

Wir wahlen nun speziell ¢ = % und erhalten mit Hilfe der letzten beiden
Beweisteile

¥ v
¢ [1pkouf <5 [ ¢ |phouf
QY Q
§c-/(f2+u2+|Du|2)
Q

fir 1 < k < n und |h| # 0 geniigend klein. Aufgrund der gleichméBigen
Schranken an die Differenzenquotienten folgt daher

lull ey < e (1fllze + lullm o)
Durch Dazwischenschachteln einer weiteren Menge,
Qe e,
erhalten wir
||UHH2(Q’) <c- (||f||L2(Q”) + ||u||H1(Qu)) .

Bis auf die H'-Norm von u auf der rechten Seite statt der L?-Norm ist dies
gerade die gewiinschte Ungleichung. Dies wollen wir im letzten Schritt noch
korrigieren.

Sei ¢ eine neue Abschneidefunktion mit
(=1 auf Q"

supp ¢ C €,
0<(¢<1.
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Es gilt fiir alle v € HJ ()

/aijuivj = / (f — biu; — du) .

Q Q

Wir wihlen speziell v = (?u und erhalten

/aijuivj :/aijui (CZU)j

Q Q

:/aijuinCQ + 2aijui7.b<<j

Q
219/(2|Du|2—5/g2|Du\2 —c/u2.
Q Q Q

Fiir die andere Seite erhalten wir

/gfwmfmgwi/gfwmfmo&u
Q Q
§6/§2|Du|2 +ec- / (u®+ f?).
Q Q
Wir wihlen nun € > 0 klein und erhalten

g/CQ|Du\2§6/(U2+f2)
Q Q

Dies bauen wir in die Abschitzung aus dem letzten Abschnitt ein und
bekommen die gewiinschte Abschéitzung

lull g2y < e (12 + lullzze)) -
O

Bemerkung 5.15. Ist u € leoc, so konnen wir partiell integrieren und erhalten

/Lugp = /f<p fiir alle p € C°(Q).
Q Q
Hieraus folgt nach Du Bois-Reymond Lu = f fast {iberall in 2.

5.6. Hohere Regularitit.

Theorem 5.16 (Hohere innere Regularitiit). Sei 0 < m € N,
a vt d eC™(Q),
feH™(Q).
Seiu € HY(Q) eine schwache Lésung von
Lu= fin Q.
Dann ist u € H"%(Q) und fiir alle ' € Q gilt die Abschitzung

loc
ull g2y < e (1flame) + llullrz@))
mit ¢ = ¢(m,Q, Y, L).
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Beweis. Wir fithren einen Induktionsbeweis. Theorem 5.14 ist dabei der Indukti-
onsanfang.

Fiir den Induktionsschritt “m — m + 1”7 diirfen wir annehmen, dass
a, b d eC™TE(Q),
feH™ Q)
gelten und u € H'! eine schwache Losung von
Lu= fin
ist. Nach Induktionsannahme ist dann auch u € H;"*(Q) mit

ol gy < - (1F ey + ulzegen)
fiir alle Q € Q mit ¢ = ¢ (m, Q, Q7L). Wir fixieren nun
Qefen.
Sei av ein Multiindex mit |o| =m + 1, 0 € C® (Q) eine Testfunktion. Definiere
vi= (-1l Do e 0 (Q) .

Mit B wie im Beweis von Theorem 5.7 erhalten wir

Blu,v] = /fv.
Q

Durch partielle Integration und Umordnen der Terme folgt

Bla, 0] = [ fo mit @:=De H'(Q
U, v Q/v mit u e ()

und

f=Df=>" @) {— (D*?a" D%u;) . + D~ DPu; + Da*f’dDﬁu} .
534
Diese Darstellung folgt direkt aus der Leibnizformel
o)
D*(uwv) = DPuD Py,
=2 ()
Somit ist 4 eine schwache Losung von
Li= fin Q.
Nach Induktionsannahme und Definition von f folgt f € L2 (Q) mit

11

iy S ¢ Wiy + iz
Nach Theorem 5.14 erhalten wir nun

| 20y <c- (Hf‘

oy M@
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<c- (Il gmer ) + llullL2e) -
Da nun aber & = D%u mit |a| = m + 1 gilt, folgt

ull grmss(ry < ¢+ (1| amer @) + llullL2(e)) -

Theorem 5.17 (Schwache Losungen sind bei glatten Daten glatt). Seien
a, b, d eC™ (),

feC™(Q).
Sei uw € HY(Q) eine schwache Lsung von
Lu= fin Q.
Dann gilt
u e C>(Q).

Beweis. Benutze innere Abschitzungen und Einbettungssitze.

Bemerkung 5.18. Am Rand kann u aber trotzdem singulér werden.

5.7. Randregularitét. Bei glatten Daten erhalten wir u € C'*° (ﬁ)

s

Theorem 5.19 (H2-Regularitit am Rand). Sei Q C R™ offen und beschrinkt,
00 € C%. Seien ' € C' (Q), b, d € L™(Q) und f € L*(Q). Sei u € H}(Q) eine

schwache Losung des Randwertproblems

Lu=f 1in§,
u=0 auf 02,

so gilt u € H?(Q)) mit der Abschitzung

lull 20y < ¢ (12 + lull2@)) »
wobei ¢ = ¢(Q, L).

Bemerkung 5.20. Ist u € H} die einzige Lésung des Randwertproblems, so gilt

aufgrund der Abschéitzungen an die Inverse sogar

lullzr2(0) < ¢ | fllz2(0)-

Der Operator kann aber einen nichttrivialen Kern in besitzen. Dann wird solch eine

Abschétzung falsch. Details finden sich in [2, Kapitel 6.2.3, Theorem 6].

Beweis von Theorem 5.19.

(1) Betrachte zunichst die aufgebogene Situation. Sei @ = B;(0) "R’ . (Auf

kleineren Kugeln funktioniert die Abschitzung analog.) Definiere V :=
Bi/2(0) "R, Sei ¢ > 0 klein und ¢ eine glatte Abschneidefunktion, so

dass
(=1 auf By /2(0),
(=0 auf R™ \ B1_(0),
0<¢<1L

Dann ist ¢ = 1 auf der Menge V und es gilt ( = 0 in einer Umgebung des

nicht ebenen Teiles von 0f2.
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(2) Da u eine schwache Losung ist, folgt

Blu,v] = /fv
Q

fiir alle v € Hg(£2). Wir definieren
fi=f—0bu —du

/aijuivj :/fv.
Q Q

(3) Sei nun |h| > 0 klein. Definiere fiir 1 <k <n-—1

v = —D,;h ((2D2u) .

und erhalten

Fiir x € Q erhalten wir also

v(z) =— %D;h (CQ(x)[u(x + hey) — u(x)])
:% (¢P(x = hep)u(z) — u(z — hey)] — ¢ (x)[u(z + hex) — u(x)]) .

Es gilt v = 0 im Spursinn auf {2 = 0} und ¢ = 0 in einer Umgebung des
sphiirischen Teiles von 9. Daher ist v € H} (). Somit ist v eine zuliissige
Testfunktion und wir erhalten

Az/aijuivj:/fvEB.
Q

Q

(4) Analog zum Beweis der inneren Regularitit (Details: Ubung) erhalten wir

A zg/&‘ | D} Du” —c/|Du|2,
Q Q

|B| gg/@ |D,@Du]2 +c/ (f*+u® +|Dul?),
Q Q
/}DZDu’Q Sc/ (f? +u*+ [Dul?).
\%4 Q

Daher erhalten wir wie beim Beweis der inneren Regularitat

S Numilieeny < e (1f ) + lullm @) -

k1
k+1<2n

(5) wpp-Abschitzungen: Aufgrund der inneren Abschitzungen gilt
Lu = f fast iiberall in Q.

Da a € C! ist, kénnen wir die Differentialgleichung in nicht-Divergenz-
form umschreiben als

—aYugj + bu; + du = f
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mit b := b’ — a;. Wir erhalten
A" Upy = — E aui; + b'u; +du— f
i+j<2n
ohne Summenkonvention auf der linken Seite. Wegen der gleichméfBigen

Elliptizitat ist ™ > 9 > 0 und wir erhalten aufgrund der obigen Ab-
schatzungen

ftnn] e | Y fuss| + [Dul + [ul + | f] ],
i+j<2n
lull 2vy <+ (1f |22y + llull @)
<c- (Ifll2) + llullL2 o)) »
wobei wir im letzten Schritt die H'-Norm wie am Ende des Beweises von

Theorem 5.14 insbesondere durch die L?2-Norm abgeschétzt haben. Es gilt
ue H*(V).

o

Betrachte nun ein allgemeines Gebiet (2. Nach Umbenennen der Koordina-
ten gilt fiir zg € 9N fiir ein r > 0

QN B,(z0) = {x € By(zg): 2" >w (ml’ e ‘,En—l)}’

wobei w : R"~! — R eine C2-Funktion ist. Gelte ohne Einschrinkung zq =
(0, ..., 0, 7). Wir definieren nun die Aufbiegetransformation ® durch

y'i=a' fiir i < n,
y" =" —w (xl, cee x”_l) ,
y =:®(x)
und ihre Inverse ¥ durch z =: ¥(y).
Sei nun s > 0 so klein, dass
Q= B;(0)Nn{y" >0} C (2N B, (x0))
ist. Definiere weiterhin

V' = Bg/2(0) N {y" >0}

und
o' (y) == u(¥(y)) fiir y € Q.
Es gilt
u' € HY(Y)
und

u' =0 auf 90 N {y" = 0}.
Dies folgt, das die Transformation die H'-Norm glatter Funktionen auch

hochstens um eine Konstante dndern kann. Die Gleichheit auf dem Rand
gilt im Spursinne und folgt aufgrund der Normabschétzung fiir den Spur-
1

——H!
operator und da H} = C®" ist.
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Wir behaupten, dass «’ eine schwache Losung der Gleichung
L'u' = f in &
ist, wobei
f'y) =f(2(y)),
L' = — (a™u), + ) + d',
mit Ableitungsindices beziiglich y

y) =a" (U (y)) 2y DL,
b (y) =b" (U (y)) @5 (L (y)),
d'(y) :=d(¥(y)).

Ist o' € HY(Q) und B'[-, ]

akl(

)

die zu L’ gehérige Bilinearform, so gilt
/a/klul UZ er/ku;cv/ +d'u/v’
Q/
Definiere v(x) := v'(®(z)). Wir erhalten
B'[u, '] :/a’klui\PZvj\I/{—l—/b’kui\II};v—i—/d’uv.
Q Q Q
Es gilt aufgrund der Kettenregel, auf ¥ o & = Id angewandt,
ML = 0" Rl UL W) = o
Es gilt
uf, = u; Ut
Weiterhin folgt
YR = bR = b
Da |det D®| =1 ist, folgt nach Variablentransformation
B’[u',v’]:/a w;v; + buv + duv = Blu, v] /fv—/f
Q

Daher 16st v’ in ' die Gleichung L'v’ = f’ im schwachen Sinne.

Da @ ein Diffeomorphismus ist, kénnen wir die Elliptizitdt der transfor-
mierten Gleichung wie folgt zeigen. Seien y € Q' und £ € R™. Dann gilt

2
a™ (y)&& = a" (W (y))PFPLEE > 0 - [@F&|™ > '€
Da ® und ¥ € C? sind, ist auch a’* € C*.

Wir kénnen also die Resultate fiir den aufgebogenen Rand anwenden und
erhalten

' 72y < ¢ (1 2y + 14|z @ry) -

Durch Riicktransformation erhalten wir (unter Benutzung von 9Q € C?)
fiir V:= ¥ (V')

lullz2vy < e+ (Ifllz2@) + llullz2@) -
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Ein Uberdeckungsargument fiir eine Randumgebung und innere Abschéitz-
ungen liefern nun die behauptete Ungleichung.

O

Theorem 5.21 (Hohere Randregularitit). Sei Q@ C R™ offen und beschrinkt, 092 €
C™m*2. Seien m € N,

a’, ', deCc™tt (Q),
feH™(8).
Seiu € Hi eine schwache Lésung des Randwertproblems
Lu=f inQ,
u=20 auf 0N.
Dann ist u € H™F2(Q) und es gilt die Abschiitzung
[l mszg0y < ¢ (If Lm0y + llullc2(o))
mit ¢ = ¢(m,Q, L).

Beweis. Dies ist ein Induktionsbeweis wie beim Beweis der héheren inneren Regu-
laritdt. Benutze hierzu die Randabschitzungen. O

Bemerkung 5.22. Wie in Bemerkung 5.20 kénnen wir auch hier wieder die L2-
Norm weglassen, wenn die Losung eindeutig bestimmt ist. Ist m grofl genug, hat
man eine klassische Losung und man kann ||u| 2 < |Ju||p~ unter geeigneten Vor-
aussetzungen auch mit Hilfe des klassischen Maximumprinzips beschrianken.

Theorem 5.23 (Glattheit bei glatten Daten). Sei Q C R™ offen und beschrinkt,
Q) € C°. Seien weiterhin

a’, b, d eC™ (Q),
feC™(Q).
Sei u € H}(Q) eine schwache Losung des Randwertproblems

Lu=f nQ,
u=0 auf 0S2.

Dann gilt u e C* (ﬁ)

Beweis. Es gilt u € H™ () fiir alle m € N. Wende nun die Einbettungssitze an. O

6. EIGENWERTE DES LAPLACEOPERATORS

6.1. Existenz und Basiseigenschaften. Wir folgen [6, S. 231 ff.]. Sei hier stets
Q C R™ offen, beschriinkt und zusammenhéngend, Q) € C*°. Bezeichne hier (-, -)
das Skalarprodukt in L?(Q2).
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Theorem 6.1. Der kleinste Figenwert des Laplaceoperators bei Dirichletrandwer-
ten ist gegeben durch

[ 1Dup Du.Du)
A= inf 2 = inf (u,iu > 0.
uwEHS (2) fu2 uwEHS (2) (u,u)
uZ0 Q uZ0

Es gibt u e C* (ﬁ), u >0 1in §, so dass

Au+ u=0 1inQ,
u=20 auf 0N2.

A1 ist ein Figenwert der Vielfachheit eins.

Beweis. Es gilt
(Du, Du)

A= inf ——* = inf (Du,Du).
w€HJ () <u,u> uwEH(Q)
w20 [t

Das Infimum ist nichtnegativ. Somit gibt es eine Minimalfolge
U; € Hol
mit |lu;]|r2 = 1, d. h. es gilt
(Du;, Du;) — Aq.

Da somit ||lu;|| gleichméBig beschrinkt ist, gibt es nach dem Rellichschen Kom-

paktheitssatz eine in L? konvergente Teilfolge. Wir diirfen also ohne Einschrankung
annehmen, dass

w; — win L?
gilt mit ||lul|z = 1.
Da )\; das Infimum des Raleigh Quotienten ist, folgt

1D (ug +w) |72 > Atlluk + w|7-.

Es gilt die Polarisationsformel

1D (ur, = w)l[Z2 + 1D (ur + w)|72 = 2] Du]| 2> + 2/ Dua[7-

Kombination der beiden letzten Formeln liefert, da u, + u; — 2u fiir k, | — oo,
| Duy, — D72 <2[| Dug||72 + 2| Dugll72 — M flug, + w7
— 20 20 — A - 4ful)3e
=0.

Damit ist uy auch eine Cauchyfolge in Hg (2) und wir erhalten
(Du, Du)
——— = A1
(u, u)

Nach Theorem 4.26 gilt A\; > 0.
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Sei nun ¢ € H{(2) beliebig. Ist |t| so klein, dass der Nenner im folgenden Bruch
nicht verschwindet, so gilt
(D(u+t0). D(u+te)) |
(uttputte)

oder

0 <(D(u+tp), D(u+tp)) — A {u+ to, u + tp)
:/|Du|2+2t/(Du7D4p>—|—t2/|D<p|2
Q Q

Q

—Al/u2—/\12t/u<p—)\1t2/<p2.

Q Q Q
mit Gleichheit fiir ¢ = 0. Aufgrund der Minimalitét der rechten Seite fiir ¢ = 0
verschwindet also ihre Ableitung an der Stelle t = 0

0= /(Du,Dgo) —Al/ugo.

Q Q
Somit ist u eine schwache Losung von
Au+ A u=0 in Q,
u=20 auf 0.

Aufgrund der L?-Regularitétstheorie fiir schwache Losungen aus Kapitel 5.3 erhal-

ten wir daher u € C*° (Q)

e u > 0: Definiere 4 := max{u,0} und v~ := min{w, 0}. Es gilt (nicht vollkommen
trivial)

Dut — {Du Eit.in {u >0},
0 f.ii. in {u < 0}.
Wir erhalten also
A1 =(Du, Du) = (Du™, Du™) + (Du~, Du™)
>A{u,ut) + A (u”,u”) nach Definition von \;
=A1{u, u) = A1.
Somit gilt iiberall Gleichheit, also
(Du*, Du®) = Ay (u™, u™)
und u® ist eine schwache Losung des Randwertproblems
{—Aui = \ut in Q,
ut =0 auf 09).

Wir erhalten —Aut > 0 in Q. Aufgrund der L2-Regularititstheorie ist ut eine
klassische glatte Loésung. Aufgrund des Maximumprinzips gilt daher u* > 0 oder
ut =0 in Q. Analog schliet man fiir = und erhélt (ggf. nach Multiplikation mit
—1) u>0.

e Vielfachheit= 1: Sind « und v linear unabhiingige Eigenvektoren (=Eigenfunkti-
onen) zum Eigenwert A1, so wechselt eine geeignete Linearkombination davon in 2
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das Vorzeichen und bleibt FEigenvektor zum Eigenwert A; im Widerspruch zur oben
bewiesenen Positivitidt der ersten Eigenfunktion. ([

Theorem 6.2. Seien (A, u;), 1 < i <k die ersten k Eigenwerte und Eigenfunk-
tionen (mit Vielfachheit). (Diese sind wie iblich bei Eigenwerten mit Vielfachheit
nicht eindeutig bestimmt.) Dann ist

Du, D
Mg = inf PwDw

0ZueH(Q) <u, u)
(u,u;)=0,1<i<k

Es gibt ugy1 € C* (ﬁ), so dass

Aupyr + Agr1up+1 =0 in Q,
Ug+1 =0 auf ON).

gilt.

Beweis. Ubungsaufgabe. Beachte, dass die Eigenschaft, schwache Losung zu sein,
zum Teil schon aus der Orthogonalitéitsbedingung folgt. (]

Theorem 6.3. Es gibt abzihlbar viele Eigenwerte A\, des Laplaceoperators und es
gilt
A, — 00 fiir k — oo.
Die FEigenfunktionen wuy, bilden (bei Konstruktion wie oben und nach Normierung)
eine Orthonormalbasis in L*(Q) und es gilt
o0
v = Z(v, wg)u; fir alle v € L?,

i=1

(v,v) = Z(v,uZ')Q fiir alle v € L?,

N
Il
=

(Dv, Dv) = Ni(v,u)? fiir alle v € Hp.

I>F

©
I
—

Beweis. Falls A\, < ¢ fiir unendlich viele k gilt, so folgt
||Duk||L2 S C.

Nach Rellich konvergiert daher eine Teilfolge in L2. Dies ist aber nicht moglich, da
nach Konstruktion (ug,u;) = 0 fiir k # [ gilt und somit

lug — w2 = V2 4 0.
Definiere
Hy, o= {veH: (vu;) =0fiiri <m-—1}.
Sei zuniichst v € L2 N HE = H}. Definiere
Bi = (v, u;),

Um = Z ﬁiuiv

i<m
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Wy 7=V — Uy

Dann ist w,, die L?-Orthogonalprojektion von v auf Hp 1, vy ist orthogonal zu
H,, 1. Also gilt fiir i <m

(W, u;) =0,
(DWyypy DWyy) 2 A1 (Wi, Wi ).
Sei u;, ¢ < m, ein Eigenvektor. Dann folgt mit partieller Integration
(Dwp, Dug) = Ai{ug, wp,) =0,
also sind auch die Ableitungen orthogonal zueinander. Somit erhalten wir
(Wi, W) = (0,0) — 2(0, V) + (U, U )
0,0) — 2{Wp + U, V) + (Vs O )

=
= <v7v> - <’Um,1}m>,
-

(6.1) (DWyy, Dwyy) = (Dv, Dv) — (D, Dvyy,)
und
1
(Winy W) < (Dwyy, Dw,y,)
)\m+1
< (Dv, Dv).
m—+1

Somit gilt w,, — 0 in L? und wir erhalten die folgende in L? konvergente Summe

oo
v= Z(v, U ) U
i=1

Fiir allgemeines v € L? erhalten wir nun diese Formel durch Approximation in
L? durch Hi-Funktionen. Gilt némlich v* — v in L2, so folgt gleichméfig fiir alle
N>1

2 N

=Y o=k, u)[* < o - o[},

L2 =1

N

Z <v — vk,ui>ui

i=1

da die Eigenfunktionen u; orthonormal zueinander sind. Damit erhalten wir

N N N N

Z(U,ui>ui —0 < Z(v, wgyu; — Z(vk,m)ui + Z(vk7ui>ui —

i=1 12 i=1 i=1 12 i=1 12
N

< o=l +

Z(vk,ui>ui —v

i=1

L2
Nun fixieren wir zuniichst k groB, so dass der erste Term klein wird. Da v* € H}
ist und wir k fixiert haben, wird der zweite Term aufgrund der obigen Rechnungen
fiir N — oo klein. Somit approximiert die Summe auch beliebige v € L? beziiglich
der L?-Norm. Die u; sind also eine Orthonormalbasis fiir L2.

Weiterhin erhalten wir
N

Z(v,ui>ui —v

i=1

0= lim
N—oo

L2
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N
lim EvuZ —22 v,u;)? 4 (v,v)
N—o0 \ 4
=1
N
= lim g v uz .
N—o0 .
=1

Somit folgt

Fiir v € H} gilt

= Z Bi Du;.

i<m
Aufgrund der Orthogonalitiitsbeziehung der Du; in L? und (6.1) folgt
(Dv, Dv) > (Duy, Duy,) = Y B7(Dug, Dug) = Y B
i<m i<m
Da alle \; positiv sind, ist der letzte Ausdruck, als Folge in m aufgefasst, absolut
konvergent. Somit gilt fiir m < n

| Dw,, — Dw,||32 = (Dwy, — Dwy,, Dw,, — Dwy,) = (Dv, — Dv,,, Dv, — Dv,)

:HDvn_Dva%? = Z )‘zﬂ?_’o

i=m—+1

fiir m, n — oo. Somit sind Dw,,, und Dv,, Cauchyfolgen in L?. Also konvergieren
Wy, und v, in H&. Die Grenzwerte stimmen mit den L?-Grenzwerten iiberein und
ist somit Null bzw. v. Somit folgt analog zu oben

(Dv, Dv) Z/\ 3
fiir alle v € Hy. O

6.2. Separation der Variablen. Sei Q2 C R™ offen und beschrinkt, 0f) sei glatt.
Seien ug, u; € L?(2). Wir wollen die Anfangswertprobleme
4—Au=0 in x[0,00),
(6.2) u=0 auf 90 x [0, 00),
u(-,0) =uy inQ
und
ugg — Au =0 in Q X (—00,00),
u=0 auf 9 x (—o0, 00),
u(-,0) =wuy inQ,
Ut(',O) = U1 in Q

(6.3)

l6sen. Dabei beschreibt die Warmeleitungsgleichung (6.2) die Wérmeverteilung in
einem Korper 2 als Funktion der Zeit, wenn die Auflenfléichen eine konstante Tem-
peratur haben. Die Wellengleichung beschreibt die Auslenkung der Membran einer
wenig ausgelenkten Trommel.
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Wirmeleitungsgleichung. Um die Gleichung (6.2) zu 16sen, machen wir den An-
satz u(x,t) := f(t)v(x), nehmen u # 0 (fiir die Herleitung) an, und erhalten
1 v d f 1 d 1
—(bt—Au)=— - —f— =Av==-—f— —Av.
G ) =5 g f = iphv= g g f = gAY
Wir haben also die Abhéngigkeit von den beiden Variablen separiert. Gleichheit
gilt somit, wenn —%% f und _UA” beide mit einer gegebenen Konstanten A iiber-
einstimmen.

Eigenfunktionen u des Laplaceoperators auf €2 mit Randwerten Null zu einem Ei-
genwert A

—Au =M u in Q,
u=20 auf 0f)

gibt es nur fiir eine diskrete Menge von positiven Konstanten A. Sei (u;, A;) ein
solches Tupel.

Die Differentialgleichung —%% f = X besitzt fiir beliebiges A € R die Losung f(t) =
f(0)e A,

Nun 16st w(x,t) := Bie*itu;(z) die Wirmeleitungsgleichung
w—Aw=0 1in Q,
w=0 auf 0.

Linearkombinationen von Losungen der Wérmeleitungsgleichung sind wieder Losun-
gen. Somit ist auch

N
u(z,t) = Zﬁie*&tui(x)
i=1

eine Losung der Warmeleitungsgleichung (6.2).

Ist ug € L?(Q) beliebig, so gibt es nach Theorem 6.3 Konstanten 3; := (uq, u;) fiir
1 € N>1, so dass

o0
ug = Z Biti;.
i1

Mit zusétzlicher Arbeit kann man nachweisen, dass nun
(6.4) u(z, t) == Zﬂie*&tui(x)
i=1

in einem geeigneten Sinne das Anfangswertproblem (6.2) fiir positive Zeiten 15st.
Fiir positive Zeiten ist die Losung glatt. Fiir ¢ = 0 erh&lt man jedoch i. a. nur eine
L?-Funktion.

Diese Probleme bei t = 0 wollen wir fiir den Rest der Betrachtungen von (6.2) und
(6.3) nicht weiter verfolgen.

Wir beobachten, dass hohe Frequenzen (grofie Eigenwerte) in (6.4) schneller abklin-
gen als tiefe. Weiterhin kann man einen gemeinsamen Faktor e~*1* ausklammern
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und sieht, dass u(z,t) mindestens mit dieser Rate gegen Null konvergiert. Im ge-

nerischen Fall, wenn 31 = [wou; # 0 ist, kann man die Losung reskalieren. Es gilt
Q
dann

1

ﬁ—ekltu(x,t) — uy(x) fiir t — oo.
1

Somit verteilt sich die Wéarme fiir grofle Zeiten immer gleichméafiger in dem gege-

benen Kérper und das Profil der Temperaturverteilung approximiert (nach Reska-

lieren) generisch die erste Eigenfunktion. Ist 61 = ... = B;—1 = 0, so approximiert

man entsprechend die k-te Eigenfunktion.

Wellengleichung. Hier fiihrt ein Ansatz u(z,t) = f(t)v(x) zu

1 1 Av
— —Au) == fyu— —
w (Utt U) ff tt v
zum Gleichungssystem

1 Av
*?ftt =)A= 0

Losungen u; des rechten Teiles kennen wir bereits. Losungen des ersten Teiles sind
gegeben durch

f(t) = o cos (\/)\Tt) + j)% sin (\/)\Tt) .

Der formale Ansatz

u(z,t) = i (ai cos (\/)\Tt) + \5)% sin (ﬁt)) u; ()

fiihrt also zu

u(z,0) = iai cos <\/)\7t) u;(x),
i=1
ut(x,0) = i B; sin (\/)\Tt> u;(x).

Da die u; eine Orthonormalbasis von L? bilden, kénnen wir damit das Anfangs-
wertproblem (6.3) zumindest formal 16sen. Im Unterschied zu (6.2) existiert solch
eine Losung fiir alle Zeiten, wihrend im parabolischen Fall eine Losung fiir negative
Zeiten im allgemeinen nicht existiert, da die Exponentialfaktoren sofort die Kon-
vergenz der Reihe zerstoren; die riickwértige Warmeleitungsgleichung ist allgemein
nicht 16sbar.

Anschaulich bedeutet die angegebene Losung, dass die betrachtete Membran eine
Uberlagerung von Eigenschwingungen ausfiihrt. In der Musik bezeichnet man )\
als Grundton und A; als Obertone. Diese sind von der Geometrie des Instrumentes
abhéngig.

Im Falle endlicher Summen liegt eine klassische Losung vor und die formalen Rech-
nungen werden sofort rigoros.
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7. MAXIMUMPRINZIPIEN FUR PARABOLISCHE GLEICHUNGEN

Wir folgen [7].

Theorem 7.1 (Hopfsches Randpunktlemma). Sei  C R™ offen und beschrankt,
0N € C?. SeiT > 0. Seien a™, bP € L>®. Sei a’ ohne Einschrinkung symmetrisch.
Nehme an, dass ein 9 > 0 existiert, so dass iberall in Q x (0,T)

a'lg;; > 9|€* fiir alle € € R™
gilt. Erfille u e C?*(2 x (0,T7))NC*(Q x [0,T]) (in t wirde auch C* geniigen) die
parabolische Differentialgleichung

Lu = f% + au;j + blu; > 0.
Gelte u < M in Q x (0,T) und u(xo,to) = M fir ein xo € OQ und ein to € (0,T).
Sei v die duflere Normale an 02. Dann gilt

<Du, 1/>(l‘0, to) > 0.

Beweis. Da 00 € C? ist, erfiillt Q) eine innere Kugelbedingung. Es existiert also

ein Ball B, (z1) C ©, so dass 0B, (x1) N0 = {x¢} gilt. Gelte ohne Einschriankung
r < tg.

Wir betrachten nun die Mengen
D := BT(.’El, to) N BT/2($07t0) N {t < to},
C':=0Dn Br(l‘l, to) N {t < to},
C":=0Dn Br/g(xo,to) N {t < to},

wobei wir mit B in diesem Kapitel andeuten wollen, dass es sich dabei um Bélle in
R™ x R handelt.

Es gilt
(i) u< M auf C”, u= M in (x9,t) und
(ii) es existiert n > 0, so dass u < M —n auf C’ ist.
Definiere
v(z,t) == exp (—aflz — z1|* + (t — t0)?]) — exp(—ar?)
und erhalte
v; = exp(—al...])(—2a(x — x1);),
vi; = exp(—al...]) {(—2a(x — 21);)(—2a(z — z1);) — 20,5},
0 = exp(—al...])(—2a(t — ty)).
Hieraus ergibt sich
Lv =2aexp(—al...])
. {2aaij(m —x1)i(x — 1) — aijéij — bz —x1); + (t — to)}
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>0 inD fira>1.

Definiere w := u+ v mit einer noch geeignet zu fixierenden Konstanten 0 < ¢ < 1.
Es gilt stets
Lw=Lu+¢eclv>0 inD.

Fiir geniigend kleine ¢ > 0 gilt w < M auf C'. Auf dB,(x1,ty) D C” gilt v = 0.
Somit erhalten wir w < M in C” mit Gleichheit in (xq, o).

Wir behaupten nun, dass w < M in D gilt: Im zeitlich ersten Punkt in D mit

w = M (der aufgrund der obigen Uberlegungen nicht auf dem parabolischen Rand

von D liegen kann) gilt % > 0, wi; < 0 im Sinne von Matrizen und w; = 0 fiir alle

i. Hieraus folgt in diesem Punkt Lw < 0. Widerspruch. Die Behauptung folgt.
Da in (xg,to) aber w = M gilt, erhalten wir dort

0 <(Dw,v) = (Du,v) +e(Dv,v),
—

(Dv,v) = <Dv, Tom
w0 — a1

> = —2aexp(—qal...])|zo — x1| < 0.

Hieraus folgt
(Du,v)(xo,to) >0.

Lemma 7.2. Sei L wie in Theorem 7.1 und u € C? erfiille in
Ky ={(@t):|lz—a1°+({t—t1)> <R, t <ty }

die Ungleichung Lu > 0. Gelte u < M in Ky, N {t < t1} und u(xy,t1) > u(x,ty)
fiir alle . Dann folgt u(x1,t1) < M.
Beweis. Nehme an, dass doch u(zy,t1) = M gilt.
Definiere fiir eine noch zu fixierende Konstante oo > 0

D :={(z,t) € Ky, : |z — x1> + a(t — t1) < 0},

C":= (0K, N D)\ {(z1,t1)},
und

C":=0DNK;, ={(2,t) € Ky, : |x —x1)> + at —t;) = 0}.
Definiere weiterhin

v(z,t) ==exp (—[lz — 21> + ot — t1)]) — 1.
Dann gilt
Lv = exp(—[...]) - {4a" (z — z1)i(x — 21); — 2a"76;; — 20" (x — 21); + o} .

Fixiere a > 1, so dass Lv > 0 in K := K, gilt.

Nach Voraussetzung gilt u < M auf C’. Daher gibt esp > 0 so dass u < M —n
auf C' gilt. Definiere w(z,t) := u(x,t) + ev(x,t) fiir ein noch zu fixierendes € mit
0 < e < 1. Da auf C” nach Definition v = 0 gilt, gibt es ein € > 0, so dass

(i) Lw=Lu+¢eLv>0in D,
(i) w=u+ev < M auf C’,
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(ili) w=e+ev < M auf C".

Da w(xy,t1) = M ist, w am Rand C"UC” die Ungleichung w < M erfiillt und
wegen Lw > 0 in D nimmt auch die Funktion w = w|5 ihr Maximum in (x,¢;) an.
Wir erhalten dort %—Tf > (0 und % = —a < 0. Somit ist % > —5% > 0. Aufgrund
der vorausgesetzten Maximalbedingung an wu folgt aber dort auch u; = 0 fiir alle ¢
und u;; < 0 (im Sinne von Matrizen). Somit erhalten wir Lu < 0. Widerspruch. O

Lemma 7.3. Sei L wie in Theorem 7.1, & C R" sei offen. Sei 0 < T < oo
und sei u € C%(Q x (0,T)). Erfiille u die Ungleichung Lu > 0 in Q x (0,T). Sei

sup u= M. Sei K eine Kugel, K C Q x (0,T). Gelte u < M in K und u =M
Qx(0,T)
fiir einen Punkt P auf OK. Dann ist P der Nord- oder der Sidpol.

Beweis. Sei K = Bg((z,t)). Wir diirfen annehmen, dass ul nur in P den Wert
M annimmt, sonst betrachten wir eine kleinere Kugel. Sei P = (x1,¢1). Es geniigt,
die Annahme 7 # % zu ecinem Widerspruch zu fithren. Wahle Ry < |27 — Z|.
(Dies funktioniert in den Polen nicht.) Verkleinere R; — falls nétig — so dass K :=
B}gl((ml,tl)) € 2 x (0,7) ist. Seien C' := dBg, ((z1,t1)) N Br((z,%)) und C” :=
OBg, ((1,t1))NCBR((z,7)). Dain K die Ungleichung M > u gilt und da Gleichheit
in K nur in P eintritt, existiert ein n > 0, so dass u < M —n auf ¢’ und u < M
auf C"" C Q x (0,T) gelten. Definiere

v(z,t) ==exp (—a[lz — 2> + (t — 1)?]) — exp (—aR?).
Wir erhalten
Lv = 2ae 1. {200 (z — 2)i(x — 2); — a5y — b (z —T); + (t — 1)} .

In K gilt |z — | > |z1 — Z| — Ry > 0. Fiir @ > 1 hinreichend grof§ erhalten wir
daher
Lv>0 in K.

Definiere w(z,t) := u(z,t) + ev(z,t) fiir € > 0. Da v < M — n auf C’ gilt, gibt es
ein € > 0, so dass noch

w=u+ev<M auf C’
gilt. Auf dem ,offenen* Sphirenteil C” ist v negativ. Da dort aber u < M gilt,
erhalten wir auch auf C” die Ungleichung

w=u+ecv <M.
Zusammengenommen ist w < M auf 0K erfiillt. Nach Definition war v = 0 auf
OK. Somit ist
w(xy, t1) = u(zr1,t1) +ev(zy, t1) = w(zy, t1) = M.
Dies ist ein Widerspruch, denn es gelten Lw > 0 in K7 und w < M auf 0K;. Das
Lemma folgt. O

Lemma 7.4. Sei Q C R™ offen und zusammenhdngend, T > 0. Sei L wie in
Theorem 7.1 und u € C*(Q2 x (0,T)) erfiille die Ungleichung Lu > 0. Gelte u < M
in Qx (0,T) und
u<M in(x1,t1) € 2 x(0,T).
Dann gilt
u< M auf Qx{t1}.
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Beweis. Es geniigt, zu zeigen, dass es kein (zusammenhéngendes) Geradenstiick [
in Q x (0,7) geben kann, so dass

(zo,t1) €1, (21,t1) €1,
U(xo,tl):M, U(Z’l,tl) < M.
Definiere
do := min {|z1 — 20|, 2 dist({((1 — Nz + Az1,t1) : 0 <A <1}, 0(2 % (0,7)))},
wobei der zweite Term gleich dem halben Abstand der Verbindungsstrecke von
(x0,1) nach (z1,%;) bis zum Rand ist. Definiere
21—
Yr = 2o + T - 17‘%
|1 — ol
fir 0 < 7 < |z1 — 20|, also einen Punkt auf dieser Verbindungsstrecke. Zunéchst
diirfen wir ohne Einschrinkung u(y,,t1) < M fir 0 < 7 < |z7 — 2| annehmen,
denn sonst verschieben wir zy solange auf x; zu, bis dies erfiillt ist. Definiere fiir
T < dy
d(r) == dist((y-, t1), {u = M}).
Da u(zo,t1) = M ist, erhalten wir d(7) < 7. Nach Lemma 7.3 liegt der jeweils
nichste Punkt mit uw = M direkt iiber oder direkt unter (y.,t1), es gilt also

u(yr,t1 +d(1)) =M oder u(y,,t; —d(r)) =M.
Aus
[(Yrts,t1) — (Yr, t1 £ d(7))] = /d(T)? + 62.
folgt
2
(7.1) d(r+6) < VAMZ 162 < d(r) + Qj()

Die zweite Ungleichung folgt dabei sofort durch Quadrieren, da d(7) nach Annahme
fiir t > 0 strikt positiv ist. Ebenso folgt d(7 + 6)? + 6% > d(7)%. Hieraus erhalten
wir d(1 4 0) > +/d(7)% — 2 fiir § > 0 so klein, dass die Differenz unter der Wurzel
positiv ist. Fixiere 7 > 0 und 6 > 0, so dass 0 < ¢ < d(7) ist. Wir unterteilen das
Intervall (7,7 + §) in kleine Teilintervalle und erhalten aus (7.1)

, . 52
dr+ &) —d(r+ L6 € ————
52 52
< 2 = 2 2 _ 52
2m2y/d(t)? — (#) 52 2m?\/d(7)* =4
fir y =0,...,m— 1. Wir summieren diese Ungleichung auf. Es tritt eine Teleskop-

summe auf. Diese vereinfacht sich zu

d(r +6) — d(7) < &

= 2n\/d(T)? — 6%

d(t +9) <d(r) fir § > 0 klein genug,

d ist also monoton fallend. Andererseits gilt d(7) < 7. Somit ist d(7) = 0 fiir alle
0 <7 <dp. Daher ist u(y,,t1) = M fiir 0 < 7 < dj. Dies steht im Widerspruch zur
Annahme u(y-,t1) < M fir 0 < 7 < |z1 — xo|. (Alternativ kénnten wir auch das

Mit n — oo folgt
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obige Argument iterieren und erhielten dann aus u(x1,t1) = M einen Widerspruch.)
(Il

Theorem 7.5 (Starkes Maximumprinzip). Sei Q C R™ offen, beschrinkt und zu-
sammenhingend sowie 0 < T < co. Seien a', b* € L™ und gelte die Elliptizitits-
bedingung

a&;&; > 9IE* fir alle £ € R™
fiir ein 9 > 0. Erfille w € C*(Q x (0,7)) N C° (Q x [0,T]) die parabolische Diffe-

rentialgleichung

9 3 .

Lu= —8—1; +au;; + b'u; > 0.

Seiu < M in Q x [0,T]. Gibt es (zg,t0) € Q x (0,T) mit
u(if()ﬂfo) = M7

so folgt
u=M in Qx[0,t].

Beweis. Aus Lemma 7.4 erhalten wir
u=M inQx {to}.
Angenommen, es gibt (z1,t1) € Q x (0,t9) mit u(xy,t1) < M. Sei
T :=sup{t < to : u(x1,0) < M fiir alle o € (¢1,1)}.
Dann ist u(z1,7) = M. Da u(x,t) < M fiir t; <t < 7 gilt, folgt nach Lemma 7.4
u<M in QX [t;,7)
und nach Lemma 7.2 erhalten wir auch u(x1,7) < M. Widerspruch. O
Theorem 7.6 (Maximumprinzip). Sei Q@ C R"™ offen und beschrinkt. Sei 0 <

T < co. Sei L wie in Theorem 7.5. Erfiille u € C*(Q x (0,T)) N C° (2 x [0,T7]) in
Q x (0,T) die Differentialgleichung Lu = 0, so gilt

infi u< inf u< sup u< sup w,
P(£2x(0,T)) Qx(0,T) Qx(0,T) Px(0,T))

wobes
P(Qx(0,7)) := (2 x{0})U(9Q x [0,T7])
der parabolische Rand des Gebietes Q2 x (0,T) ist.

Beweis. Dies folgt direkt aus Theorem 7.5, kann aber auch direkt mit einem einfa-
cheren Beweis — dhnlich wie das elliptische Maximumprinzip — gezeigt werden. [

Theorem 7.7 (Eindeutigkeit). Unter den Voraussetzungen von Theorem 7.6 sind
Lésungen von Lu = 0 eindeutig durch ihre Werte auf (Q x {0}) U (092 x [0,T])
bestimmdt.

Beweis. Wende das Maximumprinzip auf die Differenz von zwei Losungen an. [
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Theorem 7.8 (Maximumprinzip auf R™). Sei 0 < T < oo und
ue C?(R" x (0,7))NC° (R x [0,7]).
Lést u das Anfangswertproblem
{u =Au inR" x (0,7T),
u=g auf R™ x {0}
und gibt es Konstanten a, A > 0, so dass
u(z,t) < A- ealzl”

ist, so gilt

Sup w =supg.
R”x[0,T] R

Beweis. Es geniigt, u < sup g auf einem kleinen Zeitintervall (0,T) zu zeigen, so
dass 4aT < 1 gilt. Wir nehmen daher ohne Einschrankung 4a7" < 1 an. Wihle
1

e > 0, so dass 4a(T + ¢) < 1 gilt und definiere v > 0 durch 1T = e+ Fir

y € R” und p > 0 definieren wir

3 1 [z —yl?
ol ) =@, t) = o e P <4(T+€—t)> '

Behauptung: Es gilt v = Aw.

Dafiir geniigt es, nachzuweisen, dass
2
(T — 2 e (12 Y
w = ( ) exp ( 7= 1)

die Wirmeleitungsgleichung erfiillt. (Man kénnte auch y = 0 annehmen.) Wir be-
merken, dass dies (bis auf unwichtige Konstanten) gerade die Fundamentallésung
der Warmeleitungsgleichung ist. Es gilt

. g(T — )2 oxp(o ) + (T —£)™/2  exp(...) - 4|(33T—_yt|)2’
w; = (T —t)""/? . exp(...) - H7
—_ —n/2 2( _y)l 2(x_y)j
wiy = (T =07 exp() - Gy Gy
+(T =) exp(...) - 4(22;5175)

—qyl? —yl2 1
b— Aw = ) (T2 e~y lz -yt L =0.
w w=-exp(...)( t) {2+4(T—t) AT =1 2(5 i 0

Setze r := |z — y| und betrachte v fiir grofle Werte von r. Es gilt

M 2
U(l‘,t) =u(x,t) — m . eTTHe—1D)
< A6a|I|2 — K . 64(7273—5)

(T +e)n/?
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nach Voraussetzung an v und da beide Faktoren einzeln durch Weglassen von ¢
kleiner werden

<A e WD (a4 ) el

aufgrund der Dreiecksungleichung und nach Definition von ~y. Fiir > 1 wird dies
beliebig klein, insbesondere kleiner als sup g. Somit ist v < sup g auf dBr(y)x (0,7T),
falls R > 1 grofi genug ist. Weiterhin gilt aber v < supg in R™ x {0}. Aufgrund
des parabolischen Maximumprinzips folgt also

v<supg in Bg(y) x (0,T).

Wie wir oben gesehen haben gilt diese Ungleichung aber auch aufierhalb von Bg/(y).
Also erhalten wir {iberall
v < supg.

R héngt zwar von u ab, aber die obige Abschéitzung ist von R unabhéingig. Lasse
also 1\, 0. Es folgt

u < supg.
O
Theorem 7.9 (Eindeutigkeit mit Energieabschiitzungen). Sei Q C R™ offen und

beschrinkt, 90 € C*. Dann gibt es hichstens eine Losung u € C? (Q x [0,T]) des
Randwertproblems

u=gqg aufP(Q X (OvT))7

wobei wiederum P(Q x (0,T)) := (2 x {0}) U (92 x (0,T)) der parabolische Rand
188.

{u =Au inQx(0,7T),

Beweis. Die Differenz w zweier solcher Losungen erfiillt

w=Aw inQx(0,T),
w=0 auf P(Q2 x (0,7)).

Definiere
e(t) :/w2(x,t), 0<t<T
Q
Es gilt
d
o (t):2/w-w=2/w-Aw:—2/|Dw|2go.
Q Q Q
Damit ist e(t) < e(0) = 0 und wir erhalten w = 0 in  x [0, T]. O

Da die Warmeleitungsgleichung die Entwicklung der Temperaturverteilung unter
idealisierten Bedingungen beschreibt, besagt das folgende Theorem, dass die gleiche
Temperaturverteilung am Ende nur entstehen kann, wenn diese Verteilung auch
schon am Anfang gleich war.
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Theorem 7.10 (Riickwiirtige Eindeutigkeit). Sei Q C R™ offen und beschrinkt,
00 e Ct und 0 < T < co. Seien u und i glatte Lisungen von

w=Au, w=Au inQx(0,T),

u=g, uU=4g auf 0 x (0,T).

(Die Randbedingung wird also nur an den ,seitlichen Rand gestellt.)
Gilt uw(z,T) = @(x,T) firz €, so folgt u=1u in Q x (0,T).

Beweis. Setze w := u — o und

Wie im Beweis von Theorem 7.9 folgt

ét) = —2/\Dw\2

Q

und daraus ergibt sich

8(t) = —4Q/<Dw7Du';>—4Q/Aw~w—4Q/(Aw)2,

denn aufgrund der Randbedingung ist w = 0 auf €2 und wir diirfen ohnen Rand-
term integrieren. Wegen w = 0 auf 9Q x (0,7T) erhalten wir

1/2 1/2

Jipur == [wsws| [wr] | [awy

Q Q Q Q

und somit
2
(e(t)? =4 /|Dw\2 < 4/w2 . /(Aw)2 =e(t) - é(t).
Q Q Q
Falls die Behauptung nicht gilt, gibt es [t1,t3] C [0,7] mit
e(t) >0 firt; <t<ty unde(tz)=0.

Definiere

ft) :=loge(t) fiirt; <t <to.
Wir erhalten ) ) o

f: ¢ und f: 766_2(6) >0

e e

aufgrund der obigen Rechnung. Dies bedeutet, dass f im Intervall (¢1,¢2) konvex
ist. Somit gilt insbesondere

f(A=m)tr+7t) < (L =7)f(t2) + 7f(2)

fir t1 <t <ty und 0 < 7 < 1. Wir wenden die Exponentialfunktion auf diese
Ungleichung an und erhalten nach Definition von f

e((1 =7)ty +7t) < e(t) ™" -e(t).
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Da die Funktion e samt ihren Ableitungen fiir glatte Losungen in t stetig ist, erhal-
ten wir

0 S 6((1 - T)tl + TtQ) S e(tl)l_T . 6(t2)T.
Da aber e(t2) = 0 ist, folgt e = 0 in ganz (¢1,t3). Widerspruch. O

8. DIE WELLENGLEICHUNG

Theorem 8.1 (Eindeutigkeit). Sei Q C R"™ offen und beschrdnkt, 02 € Ct, und
0<T < oco. SeiueC? (ﬁ X [O,T]) eine Losung des Anfangswertproblems

uy —Au=f inQx(0,7T),
u=g auf (09 x (0, 7)) U (22 x {0}),
up = h auf @ x {0}.

Dann ist u die einzige Losung mit dieser Differenzierbarkeit.

Beweis. Sei u eine weitere solche Losung. Definiere w := u — @ und die Energie

e(t) = %/w?(w,t) + |[Dw(x,t)|* dx
Q

fiir 0 <t < T. Es gilt mit partieller Integration und aufgrund der Differentialglei-
chung

%e(t) = /wt cwyy + (Dw, Dwy) dx = /wt(wtt — Aw)dw = 0.

Q Q

Randterme treten bei der partiellen Integration nicht auf, denn aus w = 0 auf
002 x (0,T) folgt dort auch w; = 0. Somit gilt e(t) = e(0) = 0 aufgrund der gleichen
Anfangsdaten; es ist w(-,0) = 0. Wir erhalten w; = 0 und Dw = 0. Also folgt w = 0
und daher u = . |

Theorem 8.2 (Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit). Sei u € C? eine Ldsung
von

upy —Au =0 in R™ x (0,00).

Sei zg € R™ und sei tg > 0. Gilt u = uy = 0 in By, (z9) x {0}, so folgt w =0 im
Kegel
Ci={(z,t) : 0<t<tq, |v—a0| <to—t}.

Durch Betrachten der Differenz erhalten wir: Besitzen zwei Losungen (entsprechen-
der Regularitét) gleiche Anfangswerte in By, (o), so stimmen diese in C iiber-
ein.

Beweis. Definiere

e(t) == % / u?(z,t) + |Du(z, ) do

Bto—t(zo)
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fir 0 <t < ty. Das Integrationsgebiet ist zeitabhéngig. Daher benutzt man zum
Differenzieren beispielsweise

to—t
/ :/ / . dH" dp.
Bto,t(xo) 0 BB,,(IO)

Es gilt fiir 0 <t <ty

d 1
%e(t) = / ugtiyy + (Du, Dug) — 3 / (uf + |Dul?)

Bt —t(z0) 9Bt —t(x0)

ou 1
Big—t(z0) OBty —1t(0) OBtq—t(z0)
ou 1 1
= / (ayut — 5“752 — 2|DU2> < O,
aBtoft(:Eo)

denn es gilt

ou
)

1 1
o, | < [Dul - Jus| < Sludl® + 5| Duf.

Somit ist e(t) < 0 fiir alle 0 < ¢ < tg. Wie im letzten Beweis gelten daher u; = 0
und Du = 0 in C. Somit folgt in der Menge C' die Behauptung v = 0. g

ANHANG A. DIVERGENZSATZ

Theorem A.1 (Divergenzsatz). Sei @ C R™ offen und beschrinkt, Q2 von der
Klasse O, € € C1 (ﬁ, R”). Dann gilt

/divg = /(f,u).
Q o0

Beweis.

a) Wir schreiben z = (£,2™) mit & = (2',...,2" ). Sei p € C* (R™!), f €
C! (R™). Es gilt fiir i <n

(&) »(z)
D, / f(&,2") da” = / Dif(#,a") de" + f(p(@),2") Dio(2).
0 0

b) div¢ := D;£" ist unter linearen invertierbaren Transformationen und Transla-
tionen invariant.

Dies ist fiir Translationen klar.
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ir erhalten
o - oz a0 , .,
pirt ~ o gar (1S)
k
= %af%fl, da a}, ortsunabhingig
oo o
07 Ozl Ox*
0
_ sk l
=4 Wﬁ (Kettenregel)
0 .
= ng = div¢.

c) Uberdecke © durch endlich viele offene Mengen V;, so dass jede dieser Mengen
entweder ganz in 2 liegt oder einer Menge U wie folgt enthalten ist:

Nach einer geeigneten Rotation gibt es ein offenes und beschrinktes ¥ C R" ™!,
so dass U = ¥ x (0,2). Es gibt o € C* (R"™1), £ < ¢ < 2, mit {(&,2") : 2" <
p(@),z e X} =U0UnQ, {(&,2") : 2™ = p(&), T € B} = graphp|ys = U N 09,
{(&,2™) : 2" > p(2), 2 € £} = U NCQ.

d) Sei 7; eine endliche, {V;} und CQ untergeordnete Zerlegung der Eins. (Existenz-
beweis iiber CS°-Funktionen, die auf Bj(0) positiv und auferhalb von Ba(0)
gleich 0 sind und mit Hilfe der Lebesgue-Zahl.)

e) Reduktion auf Vektorfelder £ mit Tréiger in einem V;:

[aive - /d <gz>

Q
N
=3 | divien) - 3 | dvten
i=lq i=lyho

Nehme nun an, dass der Divergenzsatz auf Gebieten U wie oben schon gezeigt
sei. Dann folgt, da &n; auf (0% x [0,2]) U (X x {0}) U (2 x {2}) verschwindet,

/dws Z/ (&)

=ly. o0

Z/ZU¢<§7V>:/<§7”>'
o9

an =1

f) Wir diirfen also annehmen, dass & kompakten Tréiger in U hat. Wir benutzen
schliefilich den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, dass das Vo-

2 75 ; (=D¢,1)
lumenmaf} auf 9Q lokal durch /1 + |Dyp|2dZ gegeben ist, dass EDrE die

dufere Einheitsnormale an 02 ist und suppé € U.

/divg: Q/Digi

Q
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w(Z)
= / / D;& da™ di

> 0
(@), _4 #(2)
:/ / ZDifidm”dﬁ—&—/ / D, " dx™ di
r o =1 0

1 @ (%)

N / D / €(@,2") da" — &' (&, p()) Dig(#) p di
b

ANHANG B. HOLDERRAUME

Die im folgenden definierten Rdume C" (ﬁ) und C* (ﬁ) sind Banachrdume.
Definition B.1 (Hélderrdume). Sei  C R™ offen, u : 2 — R. Es ist
(i) u e C°(9Q), falls u sich stetig bis zum Rand fortsetzen 148t und

lullcoq) = sup |u| < oo.
zeN

(i) u € C¥(Q), k € N, falls D*u € C° (Q) fiir alle || < k und

llullck ) = Z sup | D%u| < oo.
jaf <k "¢

(iii) u € %« (ﬁ), 0<a<l,fallsueCO (ﬁ) und

[u(z) — u(y)|
lu|lcoaq) = Jullcoqy + sup —————=
@ “@ TAYEQ |$ _y‘a

= ||u||CO(Q) + [u]co,a(g) < 0.
(iv) u € Ok« (ﬁ), EeN,0<a<l,falsueCF (ﬁ) und

[ullor.a(qy = l[ullor @) + Z [Dau]co,a(sz) < 0.
|a|=k
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(v) ue C**(Q), keN, 0< o<1, fals u e C (V) fiir alle Q' € Q. CF(Q)
ist kein Banachraum.

Fiir 0 < a < 1 heifien die Riume C** Hélderrdume. || - ||gr.« heifit Holdernorm,
[]co.« heifit Holderhalbnorm.

Beispiel B.2. Sei @ C R mit @ = (—1,1) und 0 < a < 1. Dann ist u(x) := |z|*
holderstetig. Es ist u € C%(Q).

ANHANG C. ZERLEGUNG DER EINS

Definition C.1.

(i) Eine Familie (U;);er mit U; C R™ heiBt Uberdeckung einer Menge 2 C R™,
falls @ © |J U; gilt.
iel
(ii) Seien (U;)ier und (V;)ics Uberdeckungen. Dann heiBt (V;);jc; Verfeinerung
von (U;)er, falls es fiir jedes j € J ein ¢ € I gibt, so dass V; C U ist.

(iii) Sei (U;)ier, U; € R™, eine Uberdeckung. Dann heifit die Uberdeckung lokal
endlich, wenn es fiir jeden Punkt z € R™ ein r > 0 gibt, so dass

Br (I) N Uz 7é @
nur fiir hochstens endlich viele 7 € I gilt.

Bemerkung C.2.

(i) In diesem Kapitel werden wir nur Uberdeckungen durch offene Mengen be-
trachen ohne die Offenheit jeweils neu zu fordern.

(ii) Wie beschrinken uns hier in der Darstellung auf Teilmengen des R™. Auch
in parakompakten Rdumen (in denen nach Definition offene Uberdeckungen
lokal endliche Verfeinerungen besitzen) gibt es Zerlegungen der Eins. Mannig-
faltigkeiten sind parakompakte Riume.

(iii) Da wir hier nur Teilmengen des R™ betrachten, konstruieren wir stets glatte
Zerlegungen der Eins.

Lemma C.3. Es gibt u € C° (R™) mit 0 < u, u > 0 in B1(0) und suppu € B2(0).

Beweisskizze. Definiere

1 _
{e = Jal < V.
u(z) :=

0 sonst.

Per Induktion sieht man, dass alle partiellen Ableitungen von u in B /(0) von der

P( 1, m")

Form Wu(x) fiir ein geeignetes k € N und eine Polynom P sind. Daher ist
u € Cg° (R™). Die anderen Behauptungen sind klar. O

Lemma C.4. Sei (U;);er eine Uberdeckung des R™. Dann gibt es Folg‘(‘zn z € R”
und r, > 0, k € N, so dass (By,(x))ken und (Bazy,(xr))ren der Uberdeckung
(Uy)ier untergeordnete lokal endliche Verfeinerungen und Uberdeckungen des R™
sind.
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Beweis. Sei x € R™ beliebig. Da die Mengen U; den gesamten R”™ iiberdecken und
offen sind, gibt es ein 7 = r(x) > 0 mit r(x) < 1undein i € I, so dass By, (4 (x) C U;
ist. Alle diese Bélle iiberdecken den R™.

Definiere fiir k € N die Annuli Ay := By (0) \ Bx—1(0). Diese sind kompakt. Somit
gibt es fiir jedes k endlich viele Bélle B,(,)(x), die Ay, iiberdecken. Die Folge aller
hier ausgewihlten Punkte z; und Radien r; leistet das Gewiinschte. (I

Definition C.5 (Zerlegung der Eins). Sei (U;);cr eine Uberdeckung von A C R™.

(i) Eine Zerlegung der Eins (zur Menge A) ist eine Familie (7,) ;e von Funktionen
n; : R — R mit 0 < n; fiir alle j € J und

> ni(z) =1

jeJ
fir alle x € A.

(ii) Eine Zerlegung der Eins (n;);ecs heifit glatt, falls n; € C°° (R™) fiir alle j € J
gilt.

(iii) Eine Zerlegung der Eins (1;);c s heiBt der Uberdeckung (U;);er untergeordnet,
wenn es fiir jedes j € J ein 7 € I gibt, so dass suppn; C Uj ist.

Theorem C.6. Sei (U;)icr eine offene Uberdeckung des R™, d. h. eine Uberdeckung
durch offene Mengen. Dann gibt es eine glatte, der Uberdeckung (U;);er unterge-
ordnete Zerlegung der Eins.

Beweis. Sei B, (xy) eine Folge von Billen wie in Lemma C.4. Wir definieren C2°-

Funktionen
- T — Tk
Me(x) = u < > ,
Tk

wobei u wie in Lemma C.3 ist. Nach Konstruktion gibt es zu jedem k& € N ein

(nicht notwendigerweise eindeutig bestimmtes) ¢ € I, so dass supp i (z) C U; ist.

Fiir festes ¢ € I summieren wir alle diese Funktionen 7, auf und erhalten Funktionen

fl;. Aufgrund der lokalen Endlichkeit der Uberdeckung sind diese Summen glatt und

erfiillen alle geforderten Eigenschaften bis auf die Normierung. Daher definieren wir
(z) = 0i ()

I EY
i€l
und erhalten Y 7, =1 in R™. O
i€l

Korollar C.7. Sei A C R™ abgeschlossen und (U;)icr eine offene Uberdeckung von
A. Dann existiert eine der Uberdeckung (U;);cr untergeordnete Zerlegung der Fins
zur Menge A.

Beweis. Setze Uy := R™ \ A. Dann iiberdecken Uy und (U;);cr den gesamten R™.
Seien 1o und (1;);er die in Theorem C.6 zu dieser Uberdeckung konstruierten Funk-
tionen. Dann bilden (7;);c; die geforderte Zerlegung der Eins zur Menge A. (]
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