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1. BEISPIELE
Wir benutzen insbesondere [1] aber auch [2, 3, 4, 5].
Notation 1.1.
(i) Sei z € R™. In Koordinaten schreiben wir z = (z,...,2"). Sei Q C R" offen,

u: Q) —R.

(i) Ist u beziiglich z € Q hinreichend oft differenzierbar, so bezeichnen wir mit

Du, D?u, ..., erste, zweite, ... Ableitungen.
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Indices bezeichnen partielle Ableitungen
ou 0u

YT ari T Qgigei’
Fiir u: Q xR — Rist ¢t die (n+ 1)-ste Variable, u(x,t), u; = %7: oder U = uy.
Wir verwenden zu den Koordinatenbezeichnungen in R™ analoge Bezeich-

nungen fiir vektorwertige Funktionen u : @ — R¥ u = (u',... u¥), oder

uw: QxR >R 2B ul = gzl Vektorwertige Funktionen werden (zunéchst)
kaum auftreten.

Definition 1.2. Sei Q C R” offen, u :  — R k-mal stetig differenzierbar, u €
CHQ), F:R™ xR"™ " x ... xR" x R x 2 — R. Ein Ausdruck der Form
F (D*u(z), DFtu(z), ..., Du(z),u(z),z) =0

heifit (fiir n > 2) partielle Differentialgleichung k-ter Ordnung.

F kann auch lediglich auf einer offenen Teilmenge definiert oder vektorwertig
sein. Auch wenn u nicht klassisch differenzierbar ist, spricht man von partiellen
Differentialgleichungen.

Definition 1.3 (Typeinteilung fiir Differentialgleichungen zweiter Ordnung). Sei
FeC' (R xR" xR x Q).

(i) Eine Differentialgleichung F (D?u, Du,u,-) = 0 zweiter Ordnung mit F =
F(rij,pi, %, x) heit (in x entlang einer Losung w) elliptisch, falls die Ableitung
(aij)w = (aaTi(D2u(x),Du(:v),u(m),x))i ~ symmetrisch und positiv definit
ist. Die Zusétze kann man streichen, wenn dies fiir alle z bzw. u gilt. Der
Operator u — F (D?*u, Du,u,-) heift in diesem Fall elliptisch.

(ii) Sei F elliptisch. Dann heifst die Differentialgleichung @« = F (DQU,Du,u, )
parabolisch.

(iii) Sei F' elliptisch. Dann heifit die Differentialgleichung u; = F (D2u, Du, u, )
hyperbolisch.

Beispiel 1.4. Eine Differentialgleichung der Form
Z aijuij —|—Zbluz +du = f
i,j=1 i=1
heift elliptisch, falls a”/ symmetrisch ist und a™ > 0 erfiillt, d. h. positiv definit ist.

Beispiele 1.5. Sei 2 C R™ offen.
a) Laplacegleichung, u: Q — R,

Ay = Zu“ =0 in Q.
i=1

Diese Differentialgleichung ist elliptisch, da c’?TZ = §Y gilt.
b) Eigenwertgleichung, u : Q — R,
Au=Xdu in€Q, IeR.
¢) Wirmeleitungsgleichung, u : Q x [0,7) - R, T > 0,
u = Au.

Diese Differentialgleichung ist parabolisch.
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d) Schrodingergleichung, u: Q x [0,7) — C, T > 0,

Y:Ut + AU = 0
e) Wellengleichung, v : Q x [0,7) —» R, T > 0,
Ut — Au = 0.

Diese Differentialgleichung ist hyperbolisch.
f) Poissongleichung, v : Q - R, f: R = R,
—Au = f(u).
g) p-Laplace Gleichung, u : Q@ — R, p > 0,
div (|Du[P~*Du) =0, d.h.

> D; (|DulP~?D;u) =0,
i=1

1o}

wobei D; partielle Ableitungen bezeichnet, D; = 57;.

h) Minimalflichengleichung

Du ugjutud
V|{——| =0, d.h Au—wizz(),
/1 +|Dul? 1+ |Dul
wobei u := §Yu;.
Wir verwenden hier die Einsteinsche Summenkonvention, d. h. wir summieren
iiber gleiche ,,oben“ und ,unten* stehende Indices von 1 bis zur Dimension n, also

uijutul = i Wi Uil
ij=1
i) Mittlerer Kriimmungsfluss fiir Graphen (MCF)
. . Du
@ = +/1+ [Dul? - div (W) .
j) Monge-Ampére Gleichung
det D*u = f(x,u, Du),

speziell: Gleichung vorgeschriebener Gauftkriimmung fiir Graphen

det D?u
T o nxz T f (x’ u)
(14 |Dul?)2
k) Reaktions-Diffusions Gleichung
ug — Au = f(u).

1) Porése Medien Gleichung
uw—AW)=0, ~v>0.
m) Korteweg-de Vries Gleichung (KdV)
Ut + Uy + Uggy = 0.
n) Riccifluss (H. Poincaré, R. Hamilton, G. Perelman)

gij = —2Ri;.
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Hiufig werden Differentialgleichungen mit Randwerten (oder Anfangswerten) un-
tersucht, z. B.

Au=0 in Q,
u=1¢ auf Q.

Bemerkung 1.6 (Untersuchte Fragestellungen).
e Existenz von Lésungen,
e Eindeutigkeit der Losung,
e Stetige Abhéngigkeit einer Losung von den Daten (u. a. physikalisch wich-
tig),
e Regularitdt von Losungen, z. B. Differenzierbarkeit,
e schwache Losungen, d. h. Lésungen u einer Differentialgleichung k-ter Ord-
nung mit u ¢ C*.
e quantitatives oder qualitatives Verhalten
— im Unendlichen, |z| — oo, t — oo,
— in oder nahe Singularititen,
— Beschranktheit,

Klassifikation aller Losungen, explizite Losungsformeln.

Die verwendeten Methoden héngen in der Regel stark von der betrachteten Glei-
chung ab.
Wir werden insbesondere Randwertprobleme (RWP) wie

Au=f inQ,
U= auf 00,
parabolische Anfangs- und Randwertprobleme wie
=Au inQx[0,7),
u=¢ auf (02 x[0,7))U(Q x {0})
oder hyperbolische Cauchyprobleme wie
Ut = Au in R” x [O,T),
(u,ue) = (po, 1) auf R" x {0}

untersuchen.
In der Vorlesung werden wir lernen, die elliptische und die hyperbolische Glei-
chung zu 16sen und erste Eigenschaften der Losungen herleiten.

2. LINEARE PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ERSTER ORDNUNG
Wir betrachten ein Transportproblem.

Theorem 2.1. Sei b: R" x [0,00) — R" in C} ., f € C} . sowie g € C}) .. Sei u
eine Cl -Losung der Differentialgleichung

1) {u+ (b,Du) = f inR™ x (0,0),

u(-,0)=g auf R™.



PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 5

Dann gibt es eine Losung @: R™ x [0,00) — R"™ des Anfangswertproblems

{sb(x,t) = b(p(a,t),t)  fiir (z,t) € R" x [0, 00),

o(z,0) =z firx e R®
und es gilt
(22) u(p(z.0).0) = 9(o) + [ fpla.7).7)dr.
0

Beweis. Die eindeutige Losbarkeit der gewohnlichen Differentialgleichung fiir ¢ ist
bekannt.
Sei u eine Losung von (2.1). Dann erhalten wir

S u(e(@,1),t) = (Dulp(z,1),1), o2, 1)) +u(p(z,1),t) = f(p(2,1),1).

Integration liefert (2.2).
Beachte, dass eine Funktion w, die (2.2) erfiillt, auch die Randbedingung u(-,0) =
g erfiillt. O

In einer Situation, in der ¢(-,t): R™ — R™ explizit invertierbar ist, konnen wir
mit (2.2) auf die Losbarkeit schliefsen.

Theorem 2.2. Unter den Voraussetzungen von Theorem 2.1 mit f, g € C}. . exis-

tiert im Falle eines konstanten Vektorfeldes b(x,t) = b fiir alle (z,t) € R™ x [0, 00)
eine eindeutig bestimmte Losung u, die durch

u(z,t) = gz —tb) + /f(x + (1 —t)b, ) dr.
0

gegeben ist.
Beweis. In diesem Fall gilt p(x,t) = 2 + tb. Wir erhalten also nach Theorem 2.1

t
u(x + th,t) =g(x) + /f(ac +7b,T)dT
0
oder

u(z,t) =gz —tb) + / fl@+ (r—=t)b,7)dr.
0

Jede Losung muss nach Theorem 2.1 diese Gestalt haben. Wir erhalten fiir dieses
U

w(x,t) + (Du(z,t),b)

=(Dg(x — tb), —b) + f(z,1) +/<Df(x+ (tr—=1t)b,7),=b)ydr
0

+ (D, —th),b) + / (Df(x + (r — t)b, 7). b) dr
0
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=f(z,1).
Weiterhin erfiillt v die Anfangsbedingung u(-,0) = g. Somit ist u eine Losung. O

3. DIE LAPLACEGLEICHUNG UND DARSTELLUNGSFORMELN

3.1. Die Fundamentallésung. Wir wollen n > 2 annehmen. Sonst entspricht das
betrachtete Problem einer gewdhnlichen Differentialgleichung.

Bemerkung 3.1 (Motivation). Sei Q C R? offen, u € C?(€2) beschreibe die Tem-
peratur in ). Wir nehmen an, dass die Temperatur zeitunabhéngig ist, dass Tempe-
ratur und lokale Warmemenge proportional zueinander sind, sowie dass die trans-
portierte Warmemenge proportional zu | Du| ist und sich in Richtung —% bewegt.
Sei U € ) glatt und beschrinkt. Die insgesamt durch QU transportierte Warme-
menge ist (Rechne bis auf eine Konstante, bezeichne mit v die dufiere Normale an

U und benutze, dass u zeitunabhingig ist.)

0= /7<Du, v) = /fdiv Du  (Gaufischer Integralsatz)
U U

- [~

U
Da U beliebig war, folgt Au =0 in .

Definition 3.2. Sei Q C R" offen. Sei u € C?(£2). Dann heift u (in ) harmonisch,

falls
0=Au= Z (1773
i=1

in Q gilt.

Bemerkung 3.3 (Rotationssymmetrische Lésungen). Sei u € C?(Bg \ {0}) eine
rotationssymmetrische Losung von Au = 0, d.h. es gibt v € C?((0, R)), so dass

n 1/2

u(z) = v(r), wobei r = |z| = (Z(zz)z

Wir leiten zunéchst eine gewghnliche Differentialgleichung fiir v her:

" —1/2
/ /1 i\2 1 Li
U; =vr; =05 20, = v —
=t (D) e
=1
Ti T 1 T T
ul-j :?)//JJ +’Ulf (5” — ij) .
ror r ror
Also gilt
. n—1
0=Au=0u;=0"+v——.
T

Entweder gilt v' = 0 auf (0, R) oder v' # 0 auf (0, R). Im Fall v/ > 0 ergibt sich

—1 —1
L — (logv) + —,
'

logv' = — (n—1)logr +loga, a >0,

"
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a
’U/ = —.
Tnfl

Ebenso erhalten wir fiir v* < 0, dass v = =% fiir ein a < 0. Durch Integration
erhalten wir im Falle n = 2 aus v' = ¢, dass v = alogr + b und im Falle n > 3 aus
v = Sy, dass v = %HM%Q + b, jewelils fiir ein b € R, ist.

Definition 3.4 (Fundamentallosung). Die Funktion

1
—5- log|z], n=2,
P(z) = { § 1 1 n>3

n(n—2)w, |z|"=2"
® : R™\ {0} — R heifst Fundamentallosung der Laplacegleichung.
Hier bezeichnet w,, das Volumen von B;(0) C R", w, = |B1(0)|.

Bemerkung 3.5. Fiir  # 0 gelten die Abschidtzungen
|D® () und  |D*® ()| < —

< o
= ot = el
mit ¢ = ¢(n).
3.2. Darstellungsformel fiir R™. Sei nun n > 2. Wir benutzen die Fundamen-
talldsung zur Konstruktion von Losungen der Gleichung
—Au=f inR"™
Theorem 3.6. Sei f € C%(R"). Definiere u: R™ — R durch
u(e) = [ Bz 1) do
Rn
Dann gelten u € C}_ (R™) und
—Au=f inR™
Bewess.
(i) uw e C}, (R™): Wir transformieren das Integral

u(e) = [0 - i@y = [ @w)f -y
R» R
Fir h 420 und ¢; = (0,...,0,1,0,...,0), 1 an der i-ten Stelle, betrachten wir
den Differenzenquotienten

u(z + he;) — u(x) :/q)(y) {f(m+h61y)f(xy)

W 0 dy.

Wir wollen zum Grenzwert h — 0 iibergehen. Nehme an, dass |h| < 1 und
supp f C Br = Br(0).

Es gilt nun f(x + he; —y) — f(z —y) = 0, falls |z + he; —y| > R und
|z—y| > R. Dies ist fiir |y| > R+ 1+ || erfiillt, denn dann gelten |z+he; —y| >
ly| — |+ he;| > |yl —1—|z| > Rund |z —y| > |y| — |x| > R. Wir diirfen also
annehmen, dass der Integrand aufserhalb von B,, p > 0 geeignet, verschwindet.
Da f € C! (R") ist, konvergiert

f($+hei_z)_f($_y)_>fi(x_y)

fiir h — 0 gleichméfig in x — y € R™.
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Es gilt, dass

(i)

LRI o) fite -y dy
BP
+ /<I>(y) [ﬂx Thei z) —S@=Y) g ay
B

P

und das zweite Integral konvergiert gegen 0, falls [ |®(y)|dy endlich ist. Es
BP
gilt fiir n = 2

P
/|<1><y>|dysC/|1og|y\|dy3c/\logr|-rdr<oo,
B, B, 0

sowie

P
[1ewiay<e [loPray<e [rar <o
B, B,

0

im Falle n > 3. Hierbei ist ¢ eine universelle Konstante, d. h. ¢ kann verschie-
dene Werte annehmen, ist aber stets beschrankt.
Also folgt firn=1,...,n

wil) = / S(y)file — y)dy.

Analog erhélt man

i () = / (y)fis (z — y) dy.
J

Dieses Integral ist in z stetig, also erhalten wir u € C?,_ (R").

—Au = f: Sei € > 0. ® ist singuldr. Daher spalten wir die Integration auf
Buw) = [ @it -y)dy
B:(0)
v [ ewAsa -y dy
R\ B, (0)
=1+ J..

Fiir ¢ — 0 erhalten wir I. — 0: Benutze den Satz von der dominierten Kon-
vergenz. Alternatives Vorgehen: Es gilt

L <c- |D*f]] o - / B(y)| dy

B.(0)
c- ||D2f||co -f€|logr| crdr<c- HDQJCHC0 -e- sup |logz|-z, n=2,
0 z€(0,¢)

<
e Do [ 2" dr < o || D2F]| o - €2, n>3.
0
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Aufgrund der Kettenregel (doppelt angewandt) gilt A, f(z —y) = A, f(z—y)
und wir erhalten

J. = / B(y)A, f(x — y) dy

R™\ B¢ (0)

_ / —(D®(y), Dy f(x —y)) dy + / 2(y) (Dyf(x —v). ~ k) dy
R\ B (0) 80

EK5+L5-

Hierbei kommt das Vorzeichen der Normalen von der Tatsache, dass wir liber

den Aufenraum integrieren. Die partielle Integration ist gerechtfertigt, denn

fiir |z| < ¢ hat der Integrand als Funktion von y einen kompakten Trager.
Wir schétzen L. wie folgt ab

¢ [[Dfllco - e [logel, n =2,

—0 fire—0.
C'||Df||C°'€7 77‘23’

Lo < IDflco - / |<I>|s{
9B (0)

Nach nochmaliger partielle Integration erhalten wir

K. = /)Aﬂ(y)-f(w—y)dy— | (Dot -t) fe - v)ay

R”\ B, (0 0B (0)

_ / <Dy<I>(y), ﬁ> flz—y)dy,

0B:(0)

da ® in R™\ {0} harmonisch ist,

- / 7nin|y|lfn<ﬁﬁ>f(ﬂffy)dy

8B.(0)
1 1—-n
= ———c "f(z—y)dy
W,
8B.(0)

und wegen |0B:| = nwpe™ ! kénnen wir 0 = f(z) — f(x) wie folgt hinzuad-
dieren

B / — Ll (f(x —y) — () dy— (@)

nWn,
9B (0) —0  fiir e—=0

[[.1< sup [f(z—y)—f(2)]

yEBe (0)

—0— f(z) fire—0.
Daher folgt
Au(z) = —f(x). O

Bemerkung 3.7. In der Tat gilt Theorem 3.6 auch noch fiir f € C2* (R™), nur
ist der Beweis deutlich komplizierter.
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3.3. Mittelwerteigenschaft.

Theorem 3.8 (Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen). Sei Q C R™ of-
fen, u € C?(Q) sei harmonisch. Dann gilt

falls B,.(z) C Q.

Beweis.
(i) Definiere

or)i= o uty)dy,
OB (x)
Zeige zunichst, dass ¢ konstant ist: Es gilt (mit z = y/r)

o= f = f e+ 9)dy = [ vy

OB (x) 0B,(0) 0B,(0)
1 .
= 105, / u(x +rz)r""dz = 5| / u(z +rz)dz.
8B (0) 9B1(0)
"(r) = do 1 / (Du(x +r2),2)dz
2= T 0By ’
9B1(0)
wp | (e ) dy= e [ Dt
= u = —-— u v
1|98, v Y= 19B,] ynvirey
9B, (z) 9B ()
1
= A dy=20
B (x)

wobei v die Auftere Normale an 9B,.(x) ist und wir den Divergenzsatz verwen-
det haben. Somit ist ¢’ = 0. Also ist ¢ konstant. Da u stetig ist, erhalten
wir
p(r) =l pl0) =l uly) dy = u(z)
9B (=)

(ii) Es gilt aufgrund der eben erzielten Ergebnisse
u(y) dy = dyds = a8 ds = wru(T).
/ (y) dy / / u(y) dyds = u(z) | nwps s = wpr"u(x)
By(z) 0 0B (x) 0 =|9Bs] O

Theorem 3.9 (Umkehrung der Mittelwerteigenschaft). Sei Q@ C R™ offen, u €
C?(2). Falls fiir jede Kugel B,.(z) C Q

u(z) = f uly) dy
OB, (x)

gilt, so ist u harmonisch.
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Beweis. Benutze die Notation des Beweises von Theorem 3.8. Ist Au Z 0, so exis-
tiert B,(z) C €, so dass (ohne Einschréankung) Au > 0 in B,(z) gilt. Dann folgt
mit Hilfe der Rechnungen des Beweises von Theorem 3.8

Widerspruch. O

Theorem 3.10. Sei Q C R™ offen, u € C?(Q). Gilt fiir jede Kugel B,.(x) C

u(z) = f u(y) dy,
B, (z)

so ist u in ) harmonisch. Zeige dies.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Theorem 3.11 (Starkes Maximumprinzip). Sei Q@ C R" offen und beschrinkt,
ue C*Q)NCY(Q) sei harmonisch. Dann gilt
()
max ¢ = max .
Q Q.

(i) Ewistiert xo € Q mit u(zg) = maxu, so ist u auf der Zusammenhangskompo-
Q

nente von xqg konstant.

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus der zweiten. Daher beweisen wir nur
diese.
Definiere
A= {x € Q:u(z) =u(xg) = maxu} .
Q

A ist relativ abgeschlossen in 2. Sei B,.(z) C Q, = € A. Es folgt

maxu =u(z) = ][ u  (Mittelwerteigenschaft)

Q
B,.(x)
< ][ supu = sup u
Q Q

B, (x)
und Gleichheit gilt genau dann, wenn u|g, (;) = sup u ist. Damit ist A relativ offen
Q

in Q. O

Theorem 3.12 (Eindeutigkeit). Sei Q C R™ offen und beschrinkt, f € C°(Q),
g € CY(09Q). Dann besitzt das Randwertproblem

Au=f inQ,
U=y auf 082

hichstens eine Lésung u € C%(2) N C° (Q).
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Beweis. Seien u und @ € C*(2) N C° (Q) Lésungen. Dann erfiillt w :=u — @
{Aw =0 in €,
w=20 auf 09).
Das Maximumprinzip impliziert nun, dass w = 0 in Q gilt. ([
3.4. Regularitédt und innere Abschitzungen.

Theorem 3.13 (Regularitit). Sei Q C R™ offen, u : Q — R stetig. Erfillt u die

Mittelwerteigenschaft u(z) = §  w fir alle Kugeln B,.(z) C Q, so istu € C*=(Q).
OB, (x)

Wir bemerken, dass es geniigt, kleine Kugeln zu betrachten.

Beweis. Sein ein rotationssymmetrischer Friedrichscher Gléttungskern (“mollifier”)
mit suppn C Bi(0). Definiere in Q. := {& € Q : dist(z, Q) > e} die Funktionen
Ue = N * u, wobei 7. := &~ " (f) ist. Es gilt u. € C*°(£.). Wir zeigen nun, dass
u = ue in Q. gilt. Hieraus folgt u € C°°(£). Sei also z € Q.. Wir benutzen die
leicht doppeldeutige Notation n(z) = n(|z|). Es gilt

ue(z) = /ne(af —y)u(y) dy

Q

=€in / U (@) u(y) dy

B: ()

=[O [ ]

0 OB, (x)

=u(x) / Ne = u(x). O
B.(0)
Daher werden wir in Zukunft annehmen, dass harmonische Funktionen von der

Klasse C*° sind.

Theorem 3.14 (Innere Abschitzungen fiir harmonische Funktionen).

Sei Q C R™ offen und w in Q harmonisch. Sei B.(xg) C Q und sei a ein Multiindex
der Ordnung k, |a| = k. Dann gilt

a Ck
|D%u(zo)| < WHUHL%BT(IO)%

wobei
1
co = —,
Wn,
(27+1nk)"
c,=——, keN.

w n

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion nach k.
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(i) k= 0: Aufgrund der Mittelwerteigenschaft gilt

e = | [ < [
u\x = u Uul.
0 Wpr™ T wprh

B..(x0) By (o)
(ii) & = 1: Aus Au = 0 und der Regularitdt von u folgt auch Awu; = 0. Wir
erhalten
1 an
lui(x0)| = u;| = — (Du,e;)| = — ulv, e;)
wn (5) WnT
By.2(z0) B,.2(z0) 0B 2(z0)
n w,nrnl 2n
<l @, sz = - lsyo)

fiir einen geeignet gewdhlten Punkt yo € 0B, 2(x0). Es gilt B, 2(yo) C Q.
Also kénnen wir aufgrund der Induktionsannahme wie folgt abschitzen
s 1 < 2" tn
|ui(zo)| < 7m||u\|Ll<BT/2(yo)> < o e, o-
(iii) k& > 2: Sei « ein Multiindex der Ordnung k, D%w = (DB) w; fur einen Mul-
tiindex B der Ordnung k — 1. Wie im Beweis fiir den Fall k = 1 erhalten wir
auf einer Kugel vom Radius

k
[Du(wo)] < == D%l e o

nk
ey = - [P7uwo)]

fiir ein geeignetes yo € 0B, /(x). Nun gilt B%T(yo) C By(z9) C © und
daher nach Induktionsvoraussetzung
k—1 n+k—1
N nk (2" 'n(k — 1)) k *
Dou(eg) < I () s )

@ink)”
ol ey _

Theorem 3.15 (Satz von Liouville). Seiu : R™ — R harmonisch und beschrankt.
Dann ist u konstant.

Beweis. Sei xp € R™ und r > 0. Es gilt

c c .
|Du(xg)| < e lull £1(B, (z0)) < . l|lul| o mny — 0 fiir 7 — oo.

Es folgt |Du(x)| = 0. Somit ist u konstant. O
Theorem 3.16 (Darstellungsformel). Sei f € C? (R"), n > 3. Dann ist jede

beschrinkte Lésung u € CZ . (R™) von
—Au=f inR"
von der Form
u(e) = [ Bz =) dy+ €
Rn
fiir eine Konstante C' € R.
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Beweis. Definiere

(o)1= [ (o~ ) f(w) dv
R
Dann ist @ € C?, (R") eine Losung von —Au = f in R”. Fiir |z| — oo gilt ®(x) — 0
(fiir n > 3). Daher ist @ beschrénkt. (Es wiirde dazu geniigen, dass ®(z) fir |z| > R

beschriinkt ist.) Sei nun u € C7 , (R™) eine weitere beschrinkte Losung von

~Au=f inR"

Dann ist w := u — 4 beschréinkt und harmonisch, Aw = 0. Nach dem Satz von
Liouville, Theorem 3.15, folgt daher w = C fiir eine Konstante C' € R. (Il

Bemerkung 3.17. Fiir n = 2 ist ®(z) = — = log |2 fiir [z| — oo unbeschréinkt.
Daher ist @ i.a. unbeschrinkt, nimlich genau dann, wenn [ f # 0 gilt, und dieser
Beweis funktioniert nicht.

3.5. Harnackungleichung.

Theorem 3.18 (Harnackungleichung). Sei Q@ C R™ offen, u : Q@ — R harmonisch
und u > 0 in Q. Sei Q1 € Q offen und zusammenhdngend. Dann gibt es ¢ =
c(n, Q1,9Q), so dass

supu < c¢-infu
Q1 951

gilt.
Fiir x, y € ; folgt also
1
“u(y) < u(e) < e uly),
d. h. die Funktionswerte von u in €y sind untereinander vergleichbar.

Beuweis. Definiere r := 1dist(Q1,09Q) oder setze r = 1, falls Q = R" ist. Seien
x,y € Q1 mit |z — y| < r. Wir benutzen die Mittelwerteigenschaft harmonischer
Funktionen und erhalten

u(z) = ][ uzwn;"r”' / U

BQT(fIf) BQT(Z')
1
2 / u, da B.(y) C Bay(a)
Br(y)
1 1
~on ][ u= 27“@)
Br(y)

Somit gilt fiir alle z, y € Oy mit |z —y| <r

. 1
2uly) > ula) > ouly)
Da Q; kompakt ist, gibt es endlich viele z; € Q;, 1 < i < N, so dass Q; C
N
U B, /3(z;) ist. Seien nun z, y € Q beliebig. Modifiziere einen stetigen Weg von
i=1

z nach Yy, so dass er nur aus Geradenstiicken der Lange < r zwischen Punkten aus
{z,y,21,...,xN} besteht. Jedes z; werde dabei hichstens einmal besucht, z. B.

W =T — ... = TN — Y.
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Explizit funktioniert das wie folgt: Sei v : [0, 1] — Q; ein stetiger Weg mit v(0) = x
und v(1) = y. Dann gibt es aufgrund der gleichméRigen Stetigkeit von «y ein k € N ¢

mit
l I+1 r .
J _ < — =0,... — L.
"y<k> 7( 3 >‘_3 firl=0,...,k—1

Sei z; ein Punkt aus der Menge {z,y,z1,...,2x} C 1 mit minimalem Abstand
N

zZu 7y (é) fiir { =0,...,k Wegen Q; C | B, 3(w;) folgt |zl - (é)f < g fiir alle .
i=1

Es gelten zp = x und 2z = y. Weitherhin gilt fiir alle 0 <1 < k

l l [+1 [+1
|21 — 2141 < Zl—’Y(k)‘ + "Y (k) —’Y<k )’4‘"}’ (k ) — 2141
ST,
-3 3 3
Gibt es | < m mit z; = z,,, so konnen wir die Punkte 241, 2142, ..., 2m—1 ersatzlos

streichen und erhalten wie gewiinscht eine Teilfolge (2, )Jo<i<ar von M +1 < N 42
Punkten mit

2, =%, 2z, =Yy und |Zli - Zli+1| <r

firalle0 <i< M —1.

Es gilt
1
u(z) > (),
1
u(xy) > 2—nu(x2), ce
und hieraus folgt dann
1

3.6. Greensche Funktion. Wir folgen [3].

Lemma 3.19 (Greensche Formeln). Sei Q C R" offen und beschrinkt mit 9 € C1.
Seien u,v € C? (ﬁ) Dann gelten
(i) [vAu+ [(Du,Dv) = [ v(Du,v), die 1. Greensche Formel, und
o ) 89
(i) [vAu—uAv= [ v(Du,v) —u(Dv,v), die 2. Greensche Formel.
Q S——

oN
—=9v
— v

Dabei bezeichnet v die dufsere Normale an Of).

Beweis.
(i) Wende den Divergenzsatz auf vDu an.

(ii) Vertausche in der ersten Greenschen Formel die Rollen von « und v und bilde
die Differenz. O

Da die Fundamentalldsung x — ®(z — y) singulér ist, konnen wir sie fir y €
Q nicht direkt in die Greenschen Formeln einsetzen. Schneiden wir jedoch einen
kleinen Ball heraus, erhalten wir
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Theorem 3.20 (Greensche Darstellungsformel). Sei Q C R™ offen und beschrankt
mit 9Q € C*. Seiu € C? (ﬁ) . Seiy € Q. Dann gilt

ou 0P

utn) = [ (26 - 0Ge) - w0 Ga =) ) do - [ ala - y)Autes
o0 Q

Hierbei sind simtliche Ableitungen beziiglich der Variablen x.

Beweis. Sei p > 0 so klein, dass B,(y) C § gilt. Dann erhalten wir unter Bertick-
sichtigung von A®(x — y) = 0 fiir x # y aus der zweiten Greenschen Formel

/ Bz — y)Au(z) dz / (@(a: _ y)%@) _ u(x)%‘f(w - y)> dz

Q\B,(y) oQ
Ju 0P
w [ (o= ngee - u@ e ) de
0B, (y)
wobei sich sémtliche Ableitungen auf die Variable x beziehen und v stets die dufsere
Normale an Q\B,(y) ist. Wir erhalten fiir p \, 0

| oG-vg@dr| = e [ S <100 sup [Dul 0

9B, (y) ’ o5y Be)
sowie
od , 1
/ u(:v)a(x—y) de = —d'(p)- / u(z)de = T / u(x) de — u(y).
9B,(y) 9B, (y) 9B,(y)

Mit p \, 0 erhalten wir also wegen |®| € L}

loc

utn) = [ (#6050 ~ w5 o =) ) do ~ [ 0l = g)duta) do
o Q
fiir y € Q. g

Bemerkung 3.21.
(i) — [ ®(x—y)f(x)dx (fiir geeignete integrierbare Funktionen f) heift Newton-
Q

sches Potential von f.
(i) Gilt u € C2(R™), so folgt aus der Greenschen Darstellungsformel

u(y) = —/<I>(x —y)Au(x) dx.
Rn
(iii) Ist u harmonisch, so verschwindet [ ... in der Greenschen Darstellungsformel
Q

und u 148t sich mit Hilfe der Randintegrals | ... darstellen.
oQ

Bemerkung 3.22. Gelte die Greensche Darstellungsformel und sei h € C1(Q) U
C?(92) mit Ah = 0 in Q. Dann folgt aus der zweiten Greenschen Formel

oh Ju
o0

Q
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Wir definieren G(x, y) := ®(x—y)+h(z), addieren die Greensche Darstellungsformel
und erhalten

ou oG
utn) = [ (GlanGete) o) ton ) do - [ Glog)duta) do
o0 Q
Gilt fiir festes y € Q bereits G(x,y) = 0 fir alle € 09, so folgt
(3.1) uty) = [ ) 5 ) do— [ Gl Bute) do
o0 Q

Bemerkung 3.23. Da h als harmonische Funktion bei festem y und somit vorge-
gebenen Randwerten eindeutig bestimmt ist, ist G eindeutig bestimmt. Existiert G
bzw. h, so kénnen wir durch (3.1) eine harmonische Funktion u € C1(2) N C?(Q)
darstellen.

Fiir eine Kugel Br = Br(0) € R™ gilt
Lemma 3.24. Seiy € Bg. Wir definieren
2 .
5= | wEy Jiry#0,
oo fiury=0.
Wir definieren weiterhin fir x € Br\{y}
—y) = (M — 5
9. o2
O(|2]) — ®(R), y=0.

Dann ist G(x,y) die Greensche Funktion fir Br. Es gelten G(xz,y) = G(y,x) und
G(z,y) > 0, fiir alle x,y € Br mit x # vy, falls wir die Funktion G stetig auf
(BR X FR) \ A (373) fortsetzen.

Beweis.
(i) Wir bemerken zunichst, dass 7 §£ Bgr(0) fir y 6 Bgr(0 ) gilt.
(ii) Fir y &~ 0 erhalten wir %”33 -7 = % ’ Iy\Qy A R y—|2|y| R. Somit ist
G fiir y = 0 stetig.
(i) Aus
lol, Iyl R R
Rt = |2[? = 2—=(z, y) + 7 [yI?
lyl? [y[*
|=[?[y[?
:\/ o 2(x,y) + R?
folgt

(52 Glew) = (VREEF P =200 - <I>< 'xﬂé"g—m,ywm)

fiir x,y € B mit x # y.
(iv) Aus der Definition von G sehen wir direkt, dass A, (G(z,y) — ®(|x —y|)) =
fiir y # 0 gilt. Fiir y = 0 ist dies nach Definition klar.
(v) Fiir y € Bg gilt § € Bg. Somit ist h(z) = G(z,y) — ®(|z — y|) in C> (Bg).
(vi) Aus (3.2) folgt G(z,y) = 0 fir |x| = R. Somit ist G die Greensche Funktion.
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(vil) Fir y € Bg gilt G(z,y) — 400 fir x — y. Da G(-,y) = 0 auf 0Bg gilt und
G(-,y) in Bg\{y} harmonisch ist, folgt G(-,y) > 0 in Br\{y}.
Die Symmetrie G(z,y) = G(y, z) folgt direkt aus (3.2).

Die Darstellungsformel aus dem folgenden Resultat werden wir in Theorem 3.27
benutzen um das Drichletproblem fiir harmonische Funktionen zu l6sen.

Lemma 3.25. Seiu € C? (BR) harmonisch. Dann gilt
R? — Jy|? / u(z)
u(y) = dx.
(y) nwn R |$ - y|n
dBr

Beweis. Fir die Greensche Funktion G eines Balles folgt durch Ableiten von (3.2)
beziiglich z fir || = R

5= = (p.)

. zly® 1>
— /(o)) CES R v )
2 2 _ -
Ve + Ty[2 = 2(z,y) \/H;#—?@,y)-i-RQ

.’L'2' 2
e (w () - <w>> 1

NG, |z —y| lz -yl R
-1
- - R2 _ 2 .
nwy|r — y|"R ( [vF°)
Die Behauptung folgt nun direkt aus (3.1). O

Insbesondere haben wir die folgende Normierung des hier auftretenden Integral-
kernes:

Korollar 3.26. Seiy € Bg. Dann gilt

R? —|y|? 1
1= 1y / dz
nwp R |z —y|?

OBRr

Beweis. Benutze u = 1. O

3.7. Poissonsche Integralformel fiir eine Kugel.
Theorem 3.27. Seien R > 0 und Br = Br(0) C R™. Sei ¢ € C°(0BR). Definiere
R?—|z|? f e(y) dy fir v € Bg,

u(x) == et OB le=yl”

o(z) fiir x € OBg.

Dann ist u € C?(Bgr) N C°(Br) und u lést das Randwertproblem
Au=0 in Bg,
u=¢  auf OBg.

Aufgrund des Mazimumprinzips ist u in Br beschrinkt. Mit Hilfe der inneren Ab-
schatzungen und gemdf$ einer Ubungsaufgabe ist u damit sogar reell analytisch:

u = CW(BR)

Beweis.
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(i) Differenzierbarkeit: Die Glattheit von u folgt direkt aus dem Satz tiber die
Differenzierbarkeit von Parameterintegralen, da fiir x € Br_. der Integrand
und partielle Ableitungen des Integranden nach x gleichméfig beschrankt sind
und eine entsprechende Argumentation auch fiir héhere Ableitungen gilt. Es

folgt
0 (R*—z[> o)
ui(@) = / ox? < nwpR |z — y|”> d

OBRr

und eine entsprechende Formel gilt auch fiir héhere Ableitungen.
(ii) w ist harmonisch: Es geniigt, fiir |y| = R zu zeigen, dass
B R2 o |1,|2

[z —y|"

k(x)

fiir  # y eine harmonische Funktion ist. Es gilt
R? — |22
T
ki(w) = = 2aile —y| ™" + (R® = |2*) (=n)|z — y| 7" 72 (2i — v2),
kij(z) = — 20;]z —y|™"
= 2a;(—n)|z —y| 7" (x5 — y))
— 2a(—n)|z —y| 7" (2 — i)
+(B? = [2?) (=n)(=n = 2|z — | 7" (zi — i) (x5 — ;)
+ (R = [a]*) (=n)| — y| 7" 264,
| — y|" 2 Ak(z) = — 2n|z — y[* + dn(z, 2 — y)
+ (R2 - |:17|2) n(n+2) — (R2 — |:17|2) n?
=2n (—|z* + 2(z,y) — ly1* + 2|z* = 2(z,y) + |y]* — |2[*)
=0.

k(z)

Somit ist £ und damit u fiir x € Br harmonisch.

(iii) uw e C? (?R): Sei g € 0BR und € > 0. Dann existiert aufgrund der Stetigkeit
von p ein 6 > 0, so dass fiir alle y € B mit |y—x¢| < 0 auch |p(y) —¢(zo)| <
e gilt. Sei € Br. Dann folgt aufgrund der Normierung des Integralkernes

R? — |z / p(y) — (o)

u(@) —u(zo) = u(x) — p(x0) =

nw, R |z — y|™
OBrRr
Somit folgt
R? — |af? |o(y) — e(xo)]
- < T YY) — PATo)l
u(o) — ua) < =2 "
{y€O0BR:|zo—y|<d}

LB el / lo(v) — e(zo)l

nwp R |z —y|?

{y€0BR:|mo—y|>4}
= I]_ + IQ.
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Nochmals aufgrund der Normierung des Integralkernes und wegen der Stetigkeit
von ¢ folgt

L <e.
Ist |2 — wo| < 3, so folgt fiir y mit |xg —y| > 6
o312 o — ] — la— o] 2 3.
Wir setzen M = 211;2 |o| und erhalten I < %QM (2)" |0Bg| — 0 fiir @ — @0,
da dann |z| — R gilt. Somit ist v auf Bp stetig. O

4. PERRONVERFAHREN

Sei @ C R™ offen und beschrinkt, 9 € C?, g € C°(99). Wir wollen eine
Funktion u € C*°(2) N CY () finden, die das Randwertproblem

Au=0 1in Q,
u=g auf 02
16st.
4.1. Konvergenzsitze.

Theorem 4.1. Sei Q2 C R” offen, u; : 0 — R eine Folge harmonischer Funktionen,
die gleichmdfig gegen u konvergiert, u; = u.
Dann ist w in  harmonisch.

Beweis. Die Funktionen wu; sind harmonisch und erfilllen daher die Mittelwertei-

genschaft
w(z) = ][ uy.

By (x)
Aufgrund der gleichméfigen Konvergenz u; = u diirfen wir zum Grenzwert iiber-
gehen und erhalten u(z) = f w. Somit ist auch u harmonisch. O
B, (x)

Theorem 4.2. Sei Q C R™ offen. Sei (u;) eine Folge harmonischer Funktionen,
die auf jeder kompakten Menge K C § die Abschitzung |ui(x)| < ¢(K) fir alle
l € N und alle x € K erfillen. Dann gibt es eine Teilfolge der (w;), die in CZ ()
konvergiert. Der Grenzwert u ist eine glatte harmonische Funktion.

Beweis. Aufgrund der inneren Abschétzungen fiir harmonische Funktionen, Theo-
rem 3.14, gibt es fiir jedes K C ) eine Umgebung U mit

KcU=K,={xeQ:dist(z,K) <e} C Ky €Q

fiir ein € > 0, so dass [Ju|lcr@y < c(k,n,U,Q,c(Ka)) gilt. Nach dem Satz von
Arzela-Ascoli gibt es daher eine in K./, gleichmissig konvergente Teilfolge. Wir
nehmen daher ohne Einschrankung an, dass u; in U gleichméssig gegen eine stetige
Funktion u konvergiert. Aufgrund der inneren Abschitzungen erhalten wir in K /4
auch die Konvergenz der Ableitungen. Der Limes u ist aufgrund der gleichméfigen
Konvergenz (oder aufgrund der Konvergenz der Ableitungen) in K. /4 harmonisch.

Mit Hilfe eines Diagonalfolgenarguments in K folgt die Behauptung. O
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Korollar 4.3. Sei Q C R" offen und beschrinkt. Sei u; : Q — R eine Folge von
Funktionen u; € C° (ﬁ), die in Q harmonisch sind. Gelte u; = ¢; auf 0N2.

Konvergieren die Funktionen ¢; auf 02 gleichmdf$ig gegen eine Funktion ¢, so
konvergieren die Funktionen u; in Q gleichmdfig gegen eine Funktion u € C°°(2)N
o (ﬁ), die in  harmonisch ist.

Beweis. Aufgrund der gleichméRigen Konvergenz ¢, = ¢ auf 99 und des Maxi-
mumprinzips folgt, dass u; = u in € gilt. Die Funktion « ist in 2 harmonisch und
damit auch glatt. ([

Theorem 4.4 (Harnacksches Konvergenztheorem). Sei Q C R™ offen und zusam-
menhdngend. Sei u; eine monoton wachsende Folge harmonischer Funktionen. Sei
y € Q und sei ui(y) gleichmafig beschrinkt. Sei Q' € Q. Dann konvergiert u; auf
Q' gleichmdfig gegen eine harmonische Funktion.

Beweis. Ohne Einschrinkung nehmen wir an, dass ' zusammenhingend ist und
y € Q' gilt. Dazu vergrofern wir das Gebiet etwas und verbinden dann die entstan-
denen endlich vielen Zusammenhangskomponenten. Sei € > 0. Dann existiert ein
N,sodass firm>[1>N

0 <um(y) —wly) <e
gilt. Aufgrund der Harnackungleichung, Theorem 3.18 folgt

sup |t — w] < c¢(Q,Q) - €.
Q/

Somit konvergiert u; auf ' gleichméafig gegen u. Also ist w in £’ harmonisch. O

Theorem 4.5. Sei Q) C R" offen. Seien u; harmonische Funktionen, die in CY ()
gegen eine Funktion u: Q — R konvergieren. Dann konvergiert u, — u in CF ().

Beweis. Wende die inneren Abschiatzungen auf u; — u an. ([

4.2. CY-subharmonische Funktionen.

Definition 4.6. Sei 2 C R" offen.
(i) u € C%(Q) heikt
e C?-harmonisch, falls —Au = 0,
e (C2-subharmonisch, falls —Au < 0,
e C?-superharmonisch, falls —Au > 0.
(i) u € C%Q) heikt
e (CY-subharmonisch, falls fiir jede Kugel B,.(x) € Q und jede harmonische
Funktion h : C?(B,(z)) N C°(B,(x)) mit u < h auf dB,(z) auch u < h
in B, (x) folgt.
e C°-superharmonisch, falls —u subharmonisch ist.
o C%-harmonisch, falls v subharmonisch und superharmonisch ist.
(iii) u € C°(Q) heikt
e Sphéren-subharmonisch, falls u(z) < { wu fiir alle B,(z) € Q gilt.
0B, (z)
e Ball-subharmonisch, falls u(z) < f fiir alle B,(z) €  gilt.
B, (x
e Die Begriffe Sphéren—superharmoniécl)l, Sphéaren-harmonisch, Ball-super-
harmonisch und Ball-harmonisch sind analog definiert.
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Wir werden diese Eigenschaften nur solange unterschiedlich bezeichnen, bis wir
einige Aquivalenzen gezeigt haben.

Bemerkung 4.7. Bei C°-subharmonischen Funktionen geniigt der Vergleich mit
der harmonischen Fortsetzung h der Randwerte, die nach Theorem 3.27 existiert.
Samtliche andere Funktionen H mit H > h = u auf 0B, (x) erfiillen im Inneren
namlich H > h.

Lemma 4.8. Sei Q C R" offen. Sei u: Q& — R Sphdren- oder Ball-subharmonisch.
Dann erfillt u das starke Mazimumprinzip, d. h.
(i) fiir jede offene Teilmenge Q' € Q nimmt u sein Maximum auf dem Rand an
und
(i) ist Q' zusdtzlich zusammenhdngend und nimmt u sein Maxzimum im Inneren
von ' an, so ist ulg: konstant.

Beweis. Gehe genau wie im Beweis von Theorem 3.11 vor. Statt der Mittelwertei-
genschaft geniigt es dort, dass u Sphéren- oder Ball-subharmonisch ist. (]

Korollar 4.9. Sei Q C R™ offen, zusammenhdngend und beschrinkt. Seien u,v €
CO (ﬁ) Sei u eine C-subharmonische Funktion und v eine C°-superharmonische
Funktion. Gelte w = v auf 0. Dann gilt entweder v < v in 0 oder u = v. Im
zweiten Fall sind beide Funktionen harmonisch.

Beweis. Ubung. ]

Lemma 4.10. Sei Q C R" offen. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) u ist C°-subharmonisch,

(ii) w ist Sphdren-subharmonisch,

(iii) w ist Ball-subharmonisch.

Beweis. ,,(i) = (i) Sei B,(x) € . Sei h die harmonische Fortsetzung von
u|pp, () nach By(z) aus Theorem 3.27, d.h. sei h € C°°(B,(z)) N C°(B,(z)) und
gelte

Ah =0 in B.(z),

h=u  auf 0B,(x).
Nach der Poissonschen Darstellungsformel aus Theorem 3.27 folgt h(z) = f h.

OB, (z)
Da u eine C?-subharmonische Funktion ist und u = h auf 9B,.(x) gilt, folgt weiter-
hin
u(z) < h(z) = ][ h= ][ u.
9B, (x) OB, (x)
Somit ist u Sphéren-subharmonisch.
,»(il) = (iil)*: Wir integrieren

/ u(z)dy < / u(y) dy

OB, (x) 9B, (z)

von p = 0 bis p = r und erhalten wegen

r

/f(y)dy:/ / fly)dydp
)

B, (z 0 9B, (x)
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[ wway< [ uway

B, (x) B, (x)

die Ungleichung

Umordnen ergibt die Behauptung.

»(iii) = (i)*: Sie h die harmonische Fortsetzung der Randwerte u|yp, (). Dann
erfilllt u — h dieselbe Mittelwerteigenschaft wie u. Wir kénnen also Lemma 4.8
anwenden und erhalten v < h in B,(z). O

Bemerkung 4.11.

(i) Sei u eine C?-subharmonische Funktion. Dann ist u Sphéren-subharmonisch.
(ii) Eine C°-subharmonische Funktion braucht nicht von der Klasse C? zu sein.

Beweis.
(i) In Theorem 3.8 haben wir allgemein fiir u € C? gezeigt, dass

=g f =g [ st

OB, (z) B, (z)

gilt. Fiir eine subharmonische Funktion (—Awu < 0) ist ¢ also monoton wach-
send und es gilt li{‘% ©(r) = u(z). Die Behauptung folgt.
T

(ii) Betrachte x — |z|. Eindimensional ist klar, dass dies ein Gegenbeispiel ist.
Hoherdimensional kann man analog zu Lemma 4.14 argumentieren. O

Lemma 4.12. Sei Q C R" offen. Sei u in C°(2). Dann sind die folgenden Aussa-
gen dquivalent:
(i) u ist C*-harmonisch,
(ii) u ist C°-harmonisch,
(iii) w ist Sphdren-harmonisch und
(iv) w ist Ball-harmonisch.

Beweis.

(a) C2-harmonisch impliziert die drei letzten Bedingungen, die nach Lemma 4.10
dquivalent zueinander sind.

(b) Theorem 3.13 besagt, dass Funktionen, die eine dieser drei Bedingungen er-
fiillen, glatt sind. Theorem 3.9 impliziert dann, dass u auch C?-harmonisch
ist. (]

Alternativbeweis.

(a) Nach Bemerkung 4.11 erfiillt eine C?-Funktion jede der anderen nach Lemma
4.10 dquivalenten Definitionen.

(b) Sei u eine C°-harmonische Funktion. Sei B,(z) € © und h die harmonische
Fortsetzung der Randwerte u|yp, () nach B,(z), vgl. Theorem 3.27. Dann folgt
nach Definition einer C°-harmonischen Funktion v = h in B,(z). Somit ist
u € C?. Nach Theorem 3.9 erhalten wir —Au = 0.

(c) Die restlichen Aquivalenzen folgen nach Lemma 4.10. g

Lemma 4.13 (Harmonische Ersetzung). Sei Q) C R™ offen. Seiu : Q@ — R subhar-
monisch und B € () eine Kugel.
Seiuw: B — R die harmonische Funktion mit ©w = u auf OB.
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Wir definieren die harmonische Ersetzung von w in B durch

_Ja(x), =eB,
Ulz):= {u(m), x €N\ B.

Dann ist U in 0 (C°-)subharmonisch.

Beweis. Sei B’ € Q eine Kugel. Sei h harmonisch in B’ und U < h auf dB’. Wir
wollen nachweisen, dass U < h in B’ gilt.

Die Funktion u ist subharmonisch. Somit gilt v < U in Q (und insbesondere in
B). Wir benutzen die Annahme U < h auf 9B’ und erhalten v < U < h auf 0B’.
Da u subharmonisch ist, erhalten wir v < h in B’. Nach Definition von U folgt also
U < h in B\ B. Insbesondere gilt daher U < h auf 9B N B’ und somit U < h auf
0(BNB’). hund U sind harmonische Funktionen, wir schliefen also, dass U < h in
BN B’ gilt. Insgesamt erhalten wir also U < h in B’. Also ist U subharmonisch. O

Lemma 4.14. Sei Q C R™ offen. Seien uy,...,un in 2 subharmonisch. Dann ist
auch
u(z) := max{ui(x),...,un(x)}

in Q subharmonisch.
Beweis. Dies folgt direkt aus der Definition von ,subharmonisch®. ([

Definition 4.15. Sei Q@ C R”™ offen und beschrinkt, ¢ € L*°(9€). Dann heifst
ue C° (ﬁ) eine Subfunktion oder Sublosung (fiir den Laplaceoperator —A), wenn
w subharmonisch ist und u < ¢ auf 09 gilt.

Superfunktionen sind analog definiert.

Bemerkung 4.16. Fiir gegebenes ¢ € L>°(99) sind Subfunktionen aufgrund des
Maximumprinzips kleiner als Superfunktionen.
Sei ¢1 > sup g, dann ist u(z) = ¢; eine Superfunktion. Sei ¢y < ianfg ©, dann ist
a9

u(x) = co eine Subfunktion.

4.3. Das Perronverfahren.

Theorem 4.17. Sei Q2 C R™ offen und beschrinkt. Sei p € L>=°(0Q). Sei
Sy 1= {u eC” (ﬁ) : w ist Subfunktion beziiglich <p} .

Definiere

u(zx) == sup v(z).
vES,

Dann ist u in Q harmonisch.
Beweis. Aufgrund des Maximumprinzips erfiillt v € S, die Ungleichung v < sup ¢.
o0

Nach Lemma 4.14 und Bemerkung 4.16 brauchen wir nur Funktionen v € S, mit
v > inf ¢ zu betrachten, da max{v,inf ¢} € S, gilt. Diese C”-Schranken erlauben
es spéter, die inneren Abschétzungen fiir harmonische Funktionen zu verwenden.

Sei y € Q beliebig. Nach Definition von u existiert eine (von y abhéngige) Folge
v, v; € Sy, so dass v;(y) — u(y). Sei R > 0, so dass Br(y) € 2 gilt. Sei V; die
harmonische Ersetzung von v; beziiglich Br(y) wie in Lemma 4.13. Es gilt V; € S,,.
Die Funktion v; ist subharmonisch. Also gilt v; < V;. Nach Definition von v gilt
also Vi(y) — u(y).
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Die Funktionen V; sind nun in Bg(y) harmonisch und aufgrund der inneren Ab-
schiatzungen fiir Ableitungen harmonischer Funktionen konvergiert eine Teilfolge
Vi, auf jeder Kugel B,(y), p < R, gleichméfiig gegen eine in Bg(y) harmonische
Funktion v. Vergleiche dazu nochmals Theorem 4.2.

Nach Definition von u gilt daher v < u. Es gilt auch v(y) = u(y). Wir behaupten
nun, dass in Bgr(y) sogar u = v gilt: Angenommen es gibt ein z € Br(y) mit
v(z) < u(z). Dann gibt es @ € S, so dass v(z) < u(z). Definiere wy, := max{@, V;, }.
Es gilt w, € S,. Bezeichne mit W}, die zugehorigen harmonischen Ersetzungen in
Bg, (y) mit z € Bg, (y) C Br(y). Dann gilt in Bg, (y)

Wi >w, >V, —v.
H‘/_/
iny
Wie oben existiert eine Teilfolge der Wy, die in Bg, (y) gegen eine harmonische
Funktion w konvergiert. Dann gilt in Bg, (y) die Ungleichung v < w < w. Anderer-
seits ist v(y) = w(y) = u(y). Da v und w in Bg, (y) harmonische Funktionen sind,
gilt aufgrund des Maximumprinzips v = w in Bpg, (y). Dies ist ein Widerspruch, da
v(2) <u(2) < wi(z) < Wi(z) = w(z) = v(2).
Somit gilt © = v in B und u ist in © harmonisch. O
Bemerkung 4.18. Sei 2 C R" offen und beschrénkt. Existiert eine Losung u €
C?(92) N CY (Q) des Dirichletproblems
Au=0 1in Q,
u=¢ auf 0Q,
so ist u gerade die Perronlésung, die wir in Theorem 4.17 konstruiert haben.

I. a. ist nicht klar, ob die Perronlésung die Randbedingung erfiillt.

Beweis. Wir beweisen nur, dass u die Perronldsung ist. Es gilt u € S,. Sei w €
S,. Dann folgt aufgrund des Maximumprinzips, dass w < u ist. Die Behauptung
folgt. O

4.4. Barrieren und Randwerte. Mit Hilfe von Barrieren zeigen wir nun, dass
die Perronlosung stetige Randwerte auf hinreichend reguléren Gebieten tatséchlich
annimmt.

Definition 4.19 (Barriere). Sei ¢ € 9. Eine Funktion w € C° (), w = we, heit
Barriere fiir £ relativ zu 2, falls

(i) w in © superharmonisch ist,

(i) w(¢) =0und w > 0in Q\ {£} gelten.

Bemerkung 4.20. Erfiillt w die Bedingungen von Definition 4.19 in einer Umge-
bung von £, so gibt es eine Barriere fiir £ relativ zu (.

Beweis. Sei Definition 4.19 in Q N B,(£), r > 0, erfiillt. Wir wollen annehmen,
dass r > 0 so gewahlt ist, dass die Menge, iiber die wir nun das Infimum nehmen,

nichtleer ist. Sei m := inf w > 0. Dann ist leicht einzusehen, dass
(Br(&)\Br/2(€))NQ
@(l’) — min{maw('r)}a S QQBT/Q(g)v
m, T € Q\Br/Z(g)

eine Barriere fiir £ relativ zu (Q ist. O
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Die Existenz einer Barriere ist also eine lokale Eigenschaft des Randes. Definiere
daher

Definition 4.21. Ein Randpunkt heifst regulér (beziiglich des Laplaceoperators),
falls es eine Barriere zu diesem Punkt gibt.

Lemma 4.22. Sei Q) C R™ offen und beschrinkt. Sei u eine mittels Perronverfahren
konstruierte Losung, sei & ein reguldrer Randpunkt von Q und sei ¢ in £ stetig. Dann

gilt u(x) — (&) fiirx — €.

Beweis. Sei € > 0. Definiere M := sup |p|. Sei w eine Barriere fiir £. Aufgrund der
Stetigkeit von ¢ existiert ein ¢ > 0, so dass |p(z) — ¢(&)| < € fir |z — & < 0 gilt.
Fixiere k > 0, so dass kw(x) > 2M fir |z — &| > ¢ gilt.

Nun ist p(€) 4+ € + kw eine Superfunktion und ¢(§) — ¢ — kw eine Subfunktion.
Nach Definition von u gilt ¢(§) — & — kw(x) < u(x). Da eine Superfunktion iiber
einer Subldsung liegt, gilt v(z) < (&) +¢&+ kw(x). Wir gehen zum Supremum iiber
und erhalten u(z) < ¢(&)+e+kw(x). Insgesamt folgt also |u(z) —p(§)| < e+kw(z).
Fiir ¢ — & folgt w(x) — 0. Da € > 0 beliebig war, erhalten wir also u(z) — ¢(&)
fir z — &. O

Theorem 4.23. Sei Q C R"™ offen und beschrinkt. Dann ist das Dirichletproblem

Au=0 1inQ,
u=1¢@  auf 0N

fiir beliebiges o € C°(0Q) genau dann in C*(Q) N C° (Q) losbar, wenn jeder Rand-
punkt regquldr ist.

Beweis. ,,<=": Sei jeder Randpunkt reguldr. Dann kénnen wir Lemma 4.22 anwen-
den und erhalten, dass die Perronlosung die Randbedingung erfiillt und bis zum
Rand stetig ist.

»==": Die Losung zu ¢(x) = |z — | ist eine Barriere zu & € 0f). O

Definition 4.24. Sei Q C R"” offen. Dann erfiillt 2 eine dufsere Kugelbedingung,
falls fiir jedes o € 9 eine Kugel B existiert, so dass {z} = BN Q gilt.

Q erfiillt eine gleichméfige Kugelbedingung, falls fiir alle z € 992 Kugeln mit
gleichem Radius verwendet werden kdnnen.

Lemma 4.25. Erfiille Q in & eine dufere Kugelbedingung, {¢} = Br(y)NQ. Dann
151

R27n - |‘:C - y|27n’ n > 3a

eine Barriere fir £ € 0S).
Beweis. Klar. O

4.5. Existenzsatze.

Theorem 4.26. Sei Q C R"™ offen und beschrinkt, 0 € C%. Sei p € C°(09).
Dann existiert genau eine Lésung u € C*(Q) N C° () zu

Au=0 1inQ,

u=1¢  auf 0.
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Beweis. Sei u die Perronlosung. Die Eindeutigkeit folgt aus dem Maximumprinzip.
O

Theorem 4.27. Sei 0 C R™ offen und beschrinkt, 90 € C?. Sei p € C°(09),
f € C2(R™). Dann egistiert genau eine Lisung u € C*(Q) N C° (Q) zu

{Au:f in Q,

(4.1) U= auf 0.

Beweis. Sei v € C% (R") eine Lésung zu
Av=f inR".

(v ist nicht eindeutig bestimmt, aber das macht nichts.) Sei w € C2(Q) N C° (Q)
eine Losung zu

Aw =0 in Q,
w=¢—uv auf d.

Dann 16st v := w + v das Randwertproblem (4.1). Die Eindeutigkeitsaussage folgt
direkt aus dem Maximumprinzip. [

5. MAXIMUMPRINZIPIEN
5.1. Maximumprinzipien fiir elliptische Differentialgleichungen.

Bemerkung 5.1. Fiir dieses Kapitel wollen wir die folgenden Generalvorausset-
zungen annehmen: Sei 2 C R™ offen und beschréinkt. Sei u € C?(2) N C? (©2). Wir
betrachten Differentialoperatoren der Form

Lu(x) = a"uj + biu; + du
— Z a¥ (z)uij(x) + Z b (@) (x) + d(z)u(z),

wobei
(i) a¥ symmetrisch ist, d.h. a¥ (z) = a7 (x) gilt.
(ii) L gleichmafig elliptisch ist: Es existiert A > 0, so dass

NEP <Y a ()6

i,j=1
fir alle z € Q, £ € R™.
(iii) die Koeflizienten gleichméfig beschrinkt sind, d. h. es gibt K > 0, so dass
|a® ()], [b* ()], |d(=)| < K
fiir alle 4, j und alle = € Q.
Ein Beispiel hierfiir ist Lu = Au.

Theorem 5.2. Sei d = 0 und erfille u in Q die Differentialungleichung Lu > 0,
d. h.

aijuij + blu; > 0.
Dann gilt

SUp U = mMaxu.
Q o
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Ein analoges Resultat erhélt man fiir Lu < 0 und das Infimum durch Betrachten
von —u.

Beweis. Nehme zunéchst an, dass
Lu>0 in )
gilt. In einem inneren Maximum xg gilt
u;(xzg) =0 fiir alle 4,
u;j(x0) <0 im Sinne von Matrizen.
Hieraus folgt (diagonalisiere z. B. u;;(z0))
Lu(wg) = a"u;; < 0.
Widerspruch.
Sei nun Lu > 0. Definiere fiir o > 0 die Funktion v(z) = ¢®'. Es gilt
Lv(z) = (o®a'(z) +a b (2) ) - v().
~—— —~—
>x <K

Fiir @ > 1 hinreichend grofs erhalten wir Lv > 0. Sei nun ¢ > 0. Dann folgt
L(u + ev) > 0. Somit folgt die Behauptung fiir u + ev. Wir lassen nun & N\, 0 und
erhalten die Behauptung fiir u. O

Korollar 5.3. Seien f € C°(Q) und ¢ € CO(0) sowie d = 0. Dann besitzt das
Dirichletproblem

Lu=f inQQ,
u=1¢  auf o

hichstens eine Lésung u € C%(2) N C° (Q).
Beweis. Wende das Maximumprinzip auf die Differenz zweier Losungen an. O
Korollar 5.4. Seid <0, Lu >0 in Q, u™ (x) := max{u(z),0} Dann gilt

sup ut < max u'.
o0

Q
Beweis. Definiere Q1 := {z € Q : u(z) > 0}. In QT gilt
aijuij + bluz Z 0.

Somit folgt supu < %135 u. Sei ohne Einschrinkung QF # (). Wir erhalten

O+
supu+ =supu < maxu < maxu+,
Q o+ a0+ a0
da u =0 auf 90T NQ, 90T = (00T N Q) U (90T N oN). O

Theorem 5.5 (Starkes Maximumprinzip, E. Hopf). Sei d =0, Lu > 0. Sei Q zu-
sammenhdngend. Nimmt u sein Mazimum im Inneren von  an, so ist u konstant.

Gilt d < 0 und nimmt u sein nichtnegatives Mazimum im Inneren von € an, so
ist u konstant.

Der Beweis hiervon benutzt

Theorem 5.6 (Hopfsches Randpunktlemma). Seid < 0, Lu > 0. Sei zg € 0Q und
gelte

(i) u ist in xq stetig,
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(i) u(xzo) >0 falls d £ 0,
(ii3) u(zg) > u(zx) fir x € Q,
(iv) es gibt eine Kugel Br(y) C  mit zo € O0Bgr(y).

Dann qilt
(Du(zg),z0 —y) > 0,

falls diese Ableitung existiert.

Hier ist klar, dass (Du(zg),zo — y) > 0 gilt.

Beweis von Theorem 5.6. Nehme an, dass 0Bg(y) N0 = {xp} ist. Sei 0 < p < R.

Betrachte im Annulus Bgr(y) \ B,(y) die Funktion
v(x) = L e L TR
Es gilt

Lo(z) = {472aij(xi —yi)(z; —y;) — 2vaij(5ij — 2'ybi(a:i —yi) + d} eyl

—de "R,

Fir fixiertes p und v > 1 hinreichend grof erhalten wir Lv > 0 in Br(y) \ B,(y).
Nach Voraussetzung gilt u(z) —u(z¢) < 0 fiir x € Br(y) C Q. Somit existiert € > 0,
so dass

u(x) —u(xo) +ev(z) <0 fir x € 0B, (y).
Auf 0Bg(y) gilt v = 0 und somit folgt dort ebenfalls u(x) — u(zg) + ev(z) < 0.
Weiterhin gilt

L(u(z) — u(zo) + ev(z)) > —d(x)u(xg) > 0.

Korollar 5.4, angewandt auf den Annulus, liefert daher

u(z) —u(xo) +ev(z) <0 fir z € Br(y) \ B,(y).
Diese Funktion verschwindet in xg. Also folgt in xg, falls diese Ableitung existiert,
(D(u(x) —u(zo) +ev(x)),xz0 —y) >0 in z = xo.
Wir schliefen, dass
(Du(xo), g — y) > —e(Dv(x9), 2o —y) = € (2'yR2e_’VR2) >0
gilt. Das Theorem folgt. O

Beweis von Theorem 5.5. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis. Sei u nicht kon-
stant, nehme aber in 0 das Maximum m an. Sei m > 0, falls d # 0 gilt. Defi-
niere Q' == {x € Q : u(z) < m} # 0. Es ist 9 N Q # 0. Wahle y € Q' mit
d(y, 0QY) < d(y,0Q). Sei Br(y) die grofte Kugel in ' mit Mittelpunkt y, die noch
in Q' enthalten ist. Dann folgt u(zg) = m fiir ein 2y € dBr(y) und u(x) < u(zg)
fiir x € . Wir wenden nun das Hopfsche Randpunktlemma, Theorem 5.6, an und
erhalten Du(zg) # 0. In 2o nimmt aber u ein inneres Maximum an. Somit folgt
dort Du(zg) = 0. Wir erhalten einen Widerspruch und das Theorem folgt. O
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5.2. Parabolisches Maximumprinzip.

Definition 5.7. Sei 2 C R™ offen und beschriankt und sei T' > 0. Dann definieren
wir den parabolischen Rand von © x (0,T) durch

P(Qx (0,7)) := (2 x {0}) U (092 x [0,T)).

Wir beweisen nur das schwache parabolische Maximumprinzip fiir zylinderfor-
mige Gebiete.

Theorem 5.8. Sei T > 0. Seien L, Q wie in Bemerkung 5.1, jedoch auf Q x (0,T)
statt auf Q definiert. Gelte d = 0. Erfiille

u€ C*Qx (0,7)NC%((2x (0,T)) UP(Q x (0,T)))
die Differentialungleichung
@< Lu inQx(0,7T).

Dann gilt
sup u < sup  u.
Qx(0,T) POQx(0,T))
Varianten mit d # 0 und @ — Lu < f mit f < ¢ erhélt man daraus als Ubung.

Beweis. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Ist die Behauptung nicht erfiillt, so
gibt es ein € > 0, so dass die Behauptung fiir u. := u — et ebenfalls verletzt ist. Die
Funktion u, erfiillt die Ungleichung @, — Lu. =4 — Lu —e < 0 in 2 x (0,7). Da
die angegebene Ungleichung fiir u. statt u verletzt ist, gibt es (xqg,tp) € Q x (0,7T)
mit

Ue (.2?0, tO) > sup Ug -
P(x(0,T))

Ohne Einschrankung diirfen wir annehmen, dass u. (2o, o) > ue(z, t) fur alle (z,t) €
Qx (0, to] gilt. Sonst kdnnen wir némlich einen Punkt mit demselben Funktionswert
zu einem fritheren Zeitpunkt wihlen, fiir den diese Ungleichung gilt.
Wir erhalten in (xg,%o) nach Wahl dieses Punktes die Ungleichungen . > 0,
(ue); =0 und (us);; < 0. Somit folgt
0 < e —a"(u)i; — b'(ue)i < 0.

Widerspruch. O

6. HILBERTRAUMMETHODEN

6.1. Die Laplacegleichung — Eindeutigkeit. Die Aussage des folgenden Theo-
rems ist nicht neu, sie folgt auch schon aus dem Maximumprinzip. Wir lernen hieran
nur eine neue Methode kennen, die Energiemethode.

Theorem 6.1 (Eindeutigkeit). Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 02 € C. Dann
besitzt das Randwertproblem

—Au=f in§,
u=g auf 092

héchstens eine Lisung in C? (ﬁ)
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Beweis. Seien u, i € C? (ﬁ) zwei Losungen. Definiere w := u — @. Dann folgt

Aw=0 1in Q,
w=20 auf 0f.

Es folgt
0:—/w-Aw:/|Dw|2.
Q Q
Also gilt Dw = 0 in Q. Somit ist w konstant. Aufgrund der Randwerte folgt w =
0. O

6.2. Die Laplacegleichung — Schwache Existenz. Wir benutzen Methoden der
Funktionalanalysis, um eine schwache Losung zu konstruieren.

Definition 6.2 (Generalvoraussetzungen).
Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 9Q € C*, L ein elliptischer Differentialoperator
zweiter Ordnung in Divergenzform

Lu=— (aij(x)ui)j + b (2)u; + d(x)u.

Wir machen folgende Annahmen

e gleichmaifige Elliptizitét:

aiig; > Ole?
fiir eine Konstante ¥ > 0.

e Symmetrie: a¥ = a’?.

e Regularitiit: o/, b', d € L>®(Q), f € L*(Q).

e Koerzivitéit: Es gibt § > 0, so dass

/aiﬂpi%‘ +b'pip +do* > Bllelli o)
Q
fiir alle p € H}(Q) gilt.

Beispiel 6.3. Koerzivitdt kann man beispielsweise wie folgt iiberpriifen. Es gilt

» ) 1 11
/a”%‘@j + b'pip + dp® > /19|D‘P\2 - §E\D<P|2 + (—2€|b|2 + d) ©°.
) )

Wihle nun ¢, so dass ¢ — %5 > 0 ist. Negative quadratische Terme in ¢ lassen sich
(moglicherweise) mit Hilfe der Poincaréungleichung (||ulp2z < ¢ |[[Dul|r2) in die
| Dg|?—Terme absorbieren. Benutze schlieklich die Aquivalenz der Normen ||ul| 1,2

und || Dul| > auf Hy.

Bemerkung 6.4. Im Falle einer glatten Losung uw von Lu = f bei glatten Daten
erhalten wir durch partielle Integration

/aijuiwj + bugp + dup = /f@

Q Q

fiir alle Testfunktionen ¢. Gilt dies fiir alle Testfunktionen, so folgt umgekehrt auch
Lu = f. Durch Approximation sehen wir, dass wir dieselbe Gleichheit erhalten,
wenn nur ¢ € H}(Q) gilt.

Dies motiviert die folgende Definition einer schwachen Losung.
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Definition 6.5 (Schwache Losung). Eine Funktion u € H}(Q) heift schwache
Losung des Randwertproblems

Lu=f in Q,
u=20 auf 09,

wenn fiir alle Funktionen ¢ € H}(Q)

/a”ui@j + bluip + dup = /fSO
Q Q
gilt.

Wir wollen das folgende Theorem aus der Funktionalanalysis benutzen. Es folgt
direkt aus dem Rieszschen Darstellungssatz, wenn die Bilinearform symmetrisch ist,
denn dann definiert die Bilinearform ein zum Standardskalarprodukt dquivalentes
Skalarprodukt (im Sinne von dquivalenten Normen) und wir kénnen hierauf direkt
den Rieszschen Darstellungssatz anwenden.

Theorem 6.6 (Lax-Milgram). Sei H ein Hilbertraum, B : H x H — R bilinear,
stetig, also
| Blu, v]| < allull - [[v]l,
und koerziv, also
Bllul® < Blu, ],
fiir Konstanten o, 8 > 0 und alle u, v € H. Sei f € H*. Dann gibt es ein eindeutig
bestimmtes u € H mit

Blu,v] = f(v) fir allev € H.

Beweis.
(i) Sei zunéchst w € H fest. Die Abbildung v — Blu,v] ist eine stetige lineare
Abbildung. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz gibt es somit ein eindeutig
bestimmtes w € H, so dass

Blu,v] = (w,v) fur alle v € H.

Wir setzen Au := w.
(ii) Wir behaupten, dass der Operator A : H — H linear und stetig ist. Die
Linearitét folgt aus der Bilinearitdt von B. Aus der Abschétzung

lAul* = (Au, Au) = Blu, Au] < allul| - | Aul|
folgt die Stetigkeit von A.
(iii) Der Operator ist injektiv, da B koerziv ist, denn
Bllull* < Blu,u] = (Au,u) < [|[Aul - [Ju]
impliziert S|lu|| < || Au]|.

(iv) Das Bild von A ist ein abgeschlossener linearer Unterraum von H, da auf-
grund der Abschétzung Sllu|| < ||Au| eine Cauchyfolge im Bild von einer
Cauchyfolge im Urbild herkommt.

(v) A ist surjektiv. Sonst existiert nimlich ein 0 # w € (Im A)1, da Im A ein
abgeschlossener Unterraum ist und wir erhalten

Bllw|]? < Blw,w] = (Aw,w) = 0.

Somit haben wir nachgewiesen, dass A ein Isomorphismus ist.



PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN I 33

(vi) Aufgrund des Rieszschen Darstellungssatzes gibt es ein w € H mit
(w,v)y = f(v) fir alle v € H.
Da A ein Isomorphismus ist, ist u := A~ !'w das gesuchte Element, denn es
gilt
Blu,v] = (Au,v) = (w,v) = f(v).
(vil) u € H ist eindeutig bestimmt. Seinen ndmlich u, @ € H mit
Blu,v] = f(v) und B[a,v] = f(v) fir alle v € H,

so folgt auch Blu—a,v] = 0 fiir alle v € H. Aufgrund der Koerzivitéit erhalten
wir damit insbesondere fiir v :=u — @

0= Blu—i,u—a] > Bllu—a?
und es folgt u = 4. O

Theorem 6.7. Unter den Voraussetzungen von Definition 6.2 existiert genau eine
schwache Losung u des Randwertproblems

Lu=f inQ,
u=20 auf 0N2.

Beweis. Wir definieren B : H} (Q) x H}(Q) — R durch

Blu,v] := /aijuivj + blugv + duw.
Q

Wir hatten vorausgesetzt, dass B koerziv ist. Die Stetigkeit folgt aus der Be-
schranktheit der Koeffizienten und der Cauchyschen Ungleichung. Wir erhalten die
Behauptung nun aus Lax-Milgram. |

6.3. Die Wirmeleitungsgleichung.

Theorem 6.8 (Eindeutigkeit mit Energieabschitzungen). Sei Q C R™ offen und
beschrinkt, 0Q € C' und sei T > 0. Dann gibt es héchstens eine Lisung

ueC?(Qx[0,77)
des Randwertproblems
=Au inQx(0,T),
u=g auf P(Q x (0,7)),

wobei wiederum P(Q x (0,T)) := (2 x {0}) U (02 x (0,T)) der parabolische Rand
ist und g als Einschrinkung von u definiert ist.

Beweis. Die Differenz w zweier solcher Losungen erfiillt
{w =Aw in Qx (0,7),
w=0 auf P(Q2 x (0,7)).
Definiere
e(t) = /wg(x,t), 0<t<T.
Q
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Es gilt
d
%e(t)=2/w-w=2/w-Aw=—2/|Dw|2SO.
Q Q Q
Damit ist e(t) < e(0) = 0 und wir erhalten w =0 in Q x [0, T]. O

Theorem 6.9. Sei Q@ C R" offen und beschrinkt, 02 € C' und sei T > 0. Sei
u e C? (Qx[0,T]) eine Lisung des Randwertproblems

w=Au inQx(0,7),
u=0 auf O x (0,T).

Dann fallt ||u(-,t)||L2 exponentiell schnell ab.

Beweis. Definiere wieder e(t) := [Ju(-, t)||2,. Setze

[ |Dul?
A= inf %

L
A

Aufgrund der Poincaréschen Ungleichung gilt A > 0. Mit Hilfe der Rechnung aus
Theorem 6.8 erhalten wir

d
£ elt) = —2/|Du\2 < —2)\/ 2 = —2)e(t).
Q Q

Wir erhalten den behaupteten exponentiellen Abfall: ||u(-,#)||z2 < e=*||u(-,0)| 2.

6.4. Die Wellengleichung.

Theorem 6.10 (Eindeutigkeit). Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 9Q € C*, und
0<T < oo. SeiueC? (ﬁ X [O,T]) eine Lisung des Anfangswertproblems

ug —Au=f inQx(0,7T),
u=g auf (09 x (0, 7)) U (22 x {0}),
up = h auf Q x {0}.

Dann ist u die einzige Lésung mit dieser Differenzierbarkeit.

Beweis. Sei u eine weitere solche Losung. Definiere w := v — @ und die Energie

e(t) == %/w?(xﬂf) + |Dw(z,t)|* dzx
Q

fiir 0 <t < T. Es gilt mit partieller Integration und aufgrund der Differentialglei-
chung

%e(t) = /wt ~wy + (Dw, Dwy) do = /wt(wtt — Aw)dz = 0.

Q Q
Randterme treten bei der partiellen Integration nicht auf, denn aus w = 0 auf
00 x (0,T) folgt dort auch w; = 0. Somit gilt e(t) = e(0) = 0 aufgrund der gleichen
Anfangsdaten; es ist w(-,0) = 0. Wir erhalten w; = 0 und Dw = 0. Also folgt w = 0
und daher u = u. (]
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Theorem 6.11 (Energieerhaltung). Seiu € C3(R™ x [0,T]) eine Lisung von uy =
Au in R™ x [0,T] mit T > 0. Dann ist

e(t) ::/|Utl2(~,t)+|VUI2(',t)
RTL
unabhdngig von t.
Beweis. Es gilt aufgrund der Differentialgleichung und mit partieller Integration

%e(t) = /2ututt + 2(Vu, Vuy) = /2utAu — 2Auu; = 0. O

R™ R™
Theorem 6.12 (Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit). Sei u € C? eine Lisung
von
ugg — Au=0 in R" x (0,00).
Sei zg € R™ und sei tg > 0. Gilt u = uy = 0 in By, (z9) x {0}, so folgt w =0 im
Kegel
C:={(z,t) : 0 <t <ty |x—x| <tog—t}

Durch Betrachten der Differenz erhalten wir: Besitzen zwei Losungen (entspre-
chender Regularitét) gleiche Anfangswerte in By, (2g), so stimmen diese in C' {iber-
ein.

Beweis. Definiere

/ W2(2,t) + |Dulz, ) dz

Bty —t(x0)

e(t) :== %

fiir 0 < t < tg9. Das Integrationsgebiet ist zeitabhéingig. Daher benutzt man zum
Differenzieren beispielsweise
to—t
/ e / / . dH"tdp.
Btoft(wo) 0 8Bp((l?0)

Es gilt fiir 0 <t < tg

d 1
%e(t) = / ugyy + (Du, Dug) — B / (uj + |Dul?)
Bt —t(z0) 9Bt —t(x0)
ou 1
Biy—t(wo) 9B —t(x0) OByt (o)
ou 1 1
aBtoft(:Eo)

denn es gilt

on,
P
Somit ist e(t) < 0 fiir alle 0 < ¢t < 5. Wie im letzten Beweis gelten daher u; = 0

und Du = 0 in C. Somit folgt in der Menge C' die Behauptung v = 0. (]

1 1
<Dl - ug] < Slwaf? + | Duf?.




36 OLIVER C. SCHNURER

Bemerkung 6.13. Fiir Losungen u € C? der gleichmiiRig hyperbolischen Diffe-
rentialgleichung

Uy = aijuij +bu; +du  in R™ x (—00,00),
deren Koeffizienten a*, b’, d samt ihren ersten Ableitungen (beziiglich z und t)

gleichméfig beschriankt sind, kann man ebenfalls zeigen, dass die Ausbreitungsge-

schwindigkeit endlich ist, indem man
1 g
e(t) = 3 / e M (uf + aYuu; + Ku?)
By(tg-1)

fiir geeignete v, u, k € R betrachtet.
Beweis. Ubung. (]

7. DIE DARSTELLUNGSFORMEL FUR DIE WARMELEITUNGSGLEICHUNG

Bemerkung 7.1 (Physikalische Herleitung). Ist der Warmefluss proportional zu
—Du, so erhalten wir fiir beliebige C'-Gebiete V und die Temperatur u aus der
Anderung der Warmemenge in V'

%/uz/(Du,u):/Au.
% oQ v
Somit gilt u = Au.

Definition 7.2. Die Funktion

O(xz,t) := W@

fir x € R™ und t > 0 heifst Fundamentallésung der Warmeleitungsgleichung o =
Au.

1 1=

at

Lemma 7.3. Die Funktion ® erfillt die Wdarmeleitungsgleichung.

Beweis. Definiere )
||
4t

w(z,t) :=t""2e"

Dann gelten

|2 2 22 2
W= — gt_"m_le_@t + ﬁt_fe_lﬂ = ( i + 2] )w7

412 2t 42

2.’131‘ ZT;
w; = — W= ——w,

4t 2t

- l‘il‘j . (5£
Wi = ( 4t 2t> “
2

Aw = ﬂ - w = w.

4t 2t O

Die Normierung in der Definition der Fundamentallosung erklért sich aus dem
Lemma 7.4. Fir jedest > 0 gilt

folgenden
/ d(-,t) =1.

Rn
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Beweis. Aus der Analysis ist bekannt, dass

2 )

/e_‘”2 de | = /e_(“;Q"'yz) dx dy = /6_7'227rr dr
0

R R2

rd
=—7T/$€7T2d7‘=7r
0

gilt. Wir haben in der Rechnung Polarkoordinaten benutzt.

Mit der Variablentransformation z = % und ,,dz’ = /4t dz* erhalten wir

T

7/e\|dz

1 142 ny\2 1 2
= “E eV de= | —= [ e ™ de| =1. O
71_”/2/6 = .
\f}R

Rn

[ 20t =G /

R™

Mit Hilfe der Fundamentallésung konnen wir das Anfangswertproblem fiir die

Wirmeleitungsgleichung auf dem R I6sen.

Theorem 7.5. Sei g € L™ (R™) N C° (R™). Definiere

u(w,t) = /‘P(fﬂ —y,0)g(y) dy = W/ez7*3l2g(y) dy

R Rn

fir x € R™ und t > 0. Dann gelten
(i) ue C™ (R x (0,00)),
(ii) @ — Au =0 in R™ x (0,00) und
(i) ( )hr{n 0 u(z,t) = g(xo) fir beliebige Punkte xog € R".
z,t)—(zq,0),

zER™, t>0

Beweis.

(a)

. 2
Die Funktion (z,t) — ﬁe_% ist in C> und séimtliche Ableitungen sind

auf R™ x [§,00) fiir beliebiges § > 0 gleichméRig beschriankt. Fiir |z| — oo
fallen die Funktion ® und sdmtliche Ableitungen schnell genug ab, so dass
u € C™ (R™ x (0,00)) gilt und die Ableitungen durch Ableitungen des Integra-
tionskernes ® dargestellt sind. (Details: Ubung.)

Wir erhalten

u(x,t) — Au(z,t) = / <<I> - Amq)) (xr—y,t)-g(y)dy =0,
R’n
da ® die Wiarmeleitungsgleichung erfiillt.
Sei g € R™ beliebig. Sei ¢ > 0. Wihle § > 0, so dass |g(y) — g(zo)| < € fiir
alle y € R™ mit |y — zo| < § gilt. Gelte |z — 20| < §. Dann erhalten wir nach
Lemma 7.4

() — g(zo)| = / Bz — y.t)(g(y) — g(z0)) dy

R
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< / (x — y.1) [g(y) — g(zo)| dy
—_———
Bg(ajo) SE

<e
v [ e ntlg) - gl
R"\Bs(x0)
Aus |z — 20| < & schlieRen wir fiir y mit |y — zo| > 0

1
[y = ol < Iy — ol + fo = 0] < Iy = al + 5]y wol.
——

<

o

Also ist |y — | > |y — xo| und wir erhalten

1 lz—y|?
— < 0o - - .e t
uant) = gloo) <e+ 2ol [ e Ty
R"\B(;(IO)
2||g||Loo 1 _ly=aql?
R”\Bs(zo)
2Agl~ [ 1 .2
:”umn/z'/tm'@ e
)
—e+0

fiir t \( 0. Beachte dazu, dass

2 2 2 52 2

e 160 — ¢ 831 .o B3 < @ B3 . 52

fiir 0 < t <1 gilt. Benutze nun den r-abhéngigen Faktor um die Endlichkeit des
Integrals zu zeigen. Der t-abhéngige Faktor sorgt dann fiir die Konvergenz. [

Auch fiir & — Au = f bekommen wir eine Losung. Wir kénnen hier den Fall
u(+,0) = 0 behandeln und fiir andere Anfangswerte die Losung aus Theorem 7.5
addieren.

Theorem 7.6. Sei f € CZ1(R" x [0,00)). Definiere

u(z,t) :/t/q)(xy,ts)f(y,s)dyds

0 R

t
1 _le—yl?
| gy [ dws was
0

Rn

Dann gelten
(i) we CEL (B" x (0,00)),
(i) & — Au = f in R™ x (0,00) und
(4ii) lim  w(z,t) =0 fir beliebige xo € R™.

(z,t)—~(z,0),
TER™, t>0

Beweis.
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(i) Die Funktion @ ist in (0, 0) singulér. Daher gehen wir &hnlich wie in Theorem
3.6 vor.

Mit Hilfe einer Variablentransformation erhalten wir

UWJFi//@@ﬁ%f@—%t—$@M&

0 Rm»

Es gilt f € C%!. Nach dem Satz von der dominierten Konvergenz diirfen wir
unter dem Integral differenzieren und erhalten fiir ¢ > 0

i) = [ [ Fo—yt-9dyas+ [ 2.0 1 y0)dy

0 R» R

uij<x,t>=/t/q><y,s>~ FF (o~ yt— s)dyds.

Oxixd
0 Rn

Eine analoge Formel gilt auch fiir die ersten Ableitungen von u. Somit ist
ue CHl

loc*
(ii) Aus den obigen Formeln fiir Ableitungen von u erhalten wir fiir £ > 0

(i — Au)(z, 1) = //¢<y,s> {(5-a) fa=wt-5} ayas

0 R®

+/<1><y,t>-f<x—y,o>dy

/
_ jé@(y,s){(_i —Ay> f(m—y,t—s)} dy ds
; O/ERM,S){(_; S P

+/@@J%f@—yﬁﬂy
R’ﬂ
= +J +K.

Es gilt nach Lemma 7.4

[Je] < |1 fllcza -//@(y,s) dyds < ce.

0 R»
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Fiir positive Zeiten ist ® reguldr und f hat kompakten Triager. Somit erhalten
wir mit partieller Integration in beiden Variablen

ZRZ{@‘Ay> ) S

=0

—3/@@@yfm—y¢—@dy—/@@J»f@—yﬁww

R Rn

=K

Kombinieren wir dies, so erhalten wir fiir ¢ > 0

i(e,8) — Auf,t) = i [ D(3.) - flo— ot~ ) dy = fa.).
€
R’VL
Dabei folgt die letzte Gleichheit wie im Beweis von Theorem 7.5.
(i) Aus |Ju(-,t)||pee < t-||fllL — 0 fiir ¢ \, 0 folgt die letzte Behauptung. O

Bemerkung 7.7.
(i) Selbst das Anfangswertproblem

= Au in R™ x (0, 00),
u(-,t) =0 in C? _fiir t \,0

loc

ist nicht eindeutig l6sbar.
(ii) Bei der in Theorem 7.5 angegebenen Losung der Warmeleitungsgleichung gilt

[u- D)l o < flul-, 0)]| e,

wenn wir u stetig bis t = 0 fortsetzen.

(iii) Da @ iiberall positiv ist, besitzt die Warmeleitungsgleichung eine unendliche
Ausbreitungsgeschwindigkeit: Addition einer nicht-negativen Funktion 0 #
sop € C9(B1(0)) vergrofert u(z,t) fiir alle x € R™ und alle ¢t > 0 fiir die aus
der Faltung mit ® entstandenen Losung .

8. DIE WELLENGLEICHUNG

Bemerkung 8.1 (Physikalische Herleitung). Die folgende Herleitung funktioniert
eindimensional gut. Ohne genaue Erkldrung benutzen wir die aus dem Schulunter-
richt Physik iibliche Notation.

Wir betrachten Federn mit gleichen Massestiicken zwischen ihnen, die in einer

Reihe hintereinander liegen und miteinander verbunden sind. Das Hookesche Ge-
Al

setz lautet F' = D - Al. Integration liefert fiir die Energie E = [ F = 1D(Al)%
0

Wir wollen nun sehen, wie sich die Federkonstante &ndern muss, wenn wir die Feder
gedanklich in kleinere Federn zerlegen, die jedoch den gleichen Effekt wie die ur-
spriingliche Feder haben sollen. Da sich die gespeicherte Energie nicht dndert, gilt
fiir die Federkonstanten D(1) einer solchen Feder der Linge 1 und der Federkon-
stanten D(1/2) einer solchen Feder der Linge 1/2 wegen

1 1 AN
E = 5D(l)(Al)2 = 5D(1/2) - <2) )
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die Beziehung D(1) = D(1/2) - 3. Entsprechend erhalten wir D(I/N) = ND(l) =
ND. Sei u(k) = u(k,t) die Auslenkung an der Stelle k. Dann erhalten wir wegen
F = ma und da sich die Kraft auf die Stelle k zwischen zwei Federn als Differenz
der Krafte nach rechts und nach links ergibt

~ii(k) =F(k) = D <]i[) [u (k+ i) —u(kz)] -D <]i7) [u(k:) —u (k = leﬂ
:D(l)u(kﬂrﬁ)72ui(k)+u(k—%).

Mit N — oo erhalten wir rechts im Grenzwert die zweite Ableitung von u, also
insgesamt
mii = D()ugy.

Lemma 8.2 (Losung der eindimensionalen Wellengleichung). Seien g € C?_.(R)
und h € CL (R). Dann ist das Anfangswertproblem

Ut — Uge =0 in R X (—00,00),

u(,0)=g  aufR

ur(+,0) =h auf R
losbar und es gilt

x+t

u(et) = sloe+1)+ oo~ 0] + 5 [ by dy

r—1

Interessanter als diese Formel ist jedoch, dass man dies auf das Losen von zwei
Transportgleichungen zuriickfithren kann, da

O _ON(O 0N, —u _
ot or)\ot " ogp)t T T e

gilt. So leitet man auch die obige Formel her.

Beweis. Dies folgt direkt aus

ur(z,t) =5(g'(x +1) — g'(x = 1)) + 5(h(z + 1) + h(z — 1)),

u(@,t) =3(g" (@ +1) +¢"(x = 1)) + (W (z + 1) = B (z — 1)),

ue (@, 1) = 5(g ’(w+t)+g(x—t))+%(h( +1) = h(z — 1)),
Ugs(2,1) = 5(g"(x + 1) + ¢"(x = 1) + 5(W (w + 1) = W (z — t)). U

Theorem 8.3. Seiu € C} (R? x (—00,00)) eine Lisung von

ugg — Au=0 inR3 x (—o0,00),
W(,0)=g  aufR?,
ut(+,0) =h auf R3

mit g € C3 (Rg) und h € C3 (R3) Dann gilt firt > 0 die Kirchhoffsche Formel

u(w,t) = ][ th(y) +9(y) + (Dg(y),y — z) dy.
OB (z)
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Herleitung der Kirchhoffschen Formel. Statt das Theorem direkt zu beweisen lei-
ten wir die Formel her. Dabei spezialisieren wir am Anfang noch nicht auf den Fall
n = 3. Setze

Uz,rt) = ][ u(y,t) dy,
0B, (z)

sowie

Gar)i= o gwdy wd Her) = by
9B, (z) 9B, (z)
Dann gelten U(z,7,0) = G(x,r), U(z,r,0) = H(z,r) fir alle z € R™ und alle r > 0
sowie die Euler-Poisson-Darboux Gleichung

(8.1) Uyp — U, — 22U, =0 fiir (2,7,t) € R x (0, 00)%

™

Fiir die Herleitung von (8.1) sei an |B,| = w,r", |0B,| = nw,r"~! erinnert. Wir
B4

werden mehrfach die Variablentransformation y = 2 +rz mit ,,dy’ = r dz* verwen-
den. Es gilt

1
U(x,rt) = ) dy = —— - +rz,t)dz,
@r= £ = e [ uetrands
B (x) 9B (0)
1
Uert) =g [ (Dule e,z d:
0B1(0)
:;. / <Du(y t) y—w> dy
|0By] - 1 o
OB, (x)
L 1B,| /
— . Au ’t dy = . Au ,t d
9B, (y,t) dy 9B, (y,t) dy
By (z) B (x)
1
== ][ Au(y.t)dy =~ / Au(y,t) dy
n n w,r"
B (x) B (x)
r
= Au(x +rz,t)dz,
n| B / ( )
B1(0)

wobei wir die letzten Schritte nur zum Weiterrechnen benétigen.

1
Upr(z,r t) = . ][ Au(y,t)dy + ﬁ . / (DAw(z + rz,t),z) dz

B, (x) B1(0)

1 r

=_. . y—z
B, (x) B, (z)
|
=I

Den letzten Integranden schreiben wir kiinstlich als Divergenz

divy (2 - Au(y, 1) = ; - Au(y,t) + (DAu(y, ), =)
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Damit erhalten wir

Upr(x,rt) = ! L. / divy (2 Au(y,t)) — ; - Au(y,t) dy

n  n|By|
By (x)
I  r|0B,] 1 / 1 /
=—+ — Au(y,t)dy — —— - Au(y,t)d
n " wlB,] OB Wb = (5] (w0 dy
—— 9B, (x) Br(z)
=1
1
= ][ Au(y,t)dy — (1 - > . ][ Auly,t) dy.
n
9B, (z) B ()
Damit erhalten wir
-1 1
Utt_UTT‘_nTUT': ][ Ut — ][ AU"‘ (1_’]’],) . ][ Au
OB, (z) OB, (x) B, (x)
_n-b T ][ Au =0,
r n

da u die Wellengleichung erfiillt.

Sei nun speziell n = 3. Wir fixieren € R" und unterdriicken die Abhéngigkeit
von z in der Notation. Definiere U(r,t) = U(z, r,t) :=rU(z,1,t), G(r) = G(a,r) :=
rG(z,r) und H(r) = H(x,r) == rH(x,r). Dann gilt

ﬁtt — 0rr =0 in (0, 00)27
U(-,0) =G auf (0, 00),
Uy(-,00=H auf (0,00),
U=0 auf {0} x (0, 00).

Lediglich die erste Gleichung ist nichttrivial. Sie folgt aus (8.1) und n = 3:

ﬁtt - 07"7“ :rUtt - (TU)’I"T’ =T (Urr + %Ur) - (U + TUT‘)T
— Uy + 20, — Uy — Uy — 1Uyr = 0.

Man kann nun analog zum Beweis von Lemma 8.2 vorgehen und eine Spiegelungs-
technik mit ungerade gespiegelten Anfangsdaten G und H benutzen. Nehme an,
dass G und H entsprechend gespiegelt sind. Dies liefert

t+r

ﬁ(r,t)z%(é(r—l—t) t—r /H

Alternativ rechnet man direkt nach, dass dies eine Losung ist. Beachte dazu, dass
Uy(-,0) = H gilt, da G, eine gerade Funktion ist.

Momentan ist nicht klar, dass es neben U keine weitere Losung geben kann.
Deshalb iiberpriifen wir im néchsten Abschnitt noch, dass die hergeleitete Formel
tatsdchlich eine Losung liefert. Diese ist dann nach Theorem 6.12 eindeutig be-
stimmt. Nach Definition von U gilt u(z,t) = }{‘% U(x,r,t). Also erhalten wir

u(,t) = lim T
T T
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~ ~ t+r
. Gz, t+r)— Gz, t—r) 1 -
= lim o b /H(x,p)dp
t—r
_ 6@ L ey = 12900 | G ) 4 H (1),
ot ot
Rechnungen analog zu oben ergeben
1
Gz, t) = ][ dy = —— - / T +tz)dz,
(z,1) 9(y) dy 5] 9( )
OB (z) 9B1(0)
gG(z t) = 1 / (Dg(x +tz),z)dz = ][ (Dg(y), *5%) dy.
ot ’ |0By] ’ Tt
9B1(0) 9By (x)

Zusammengenommen erhalten wir gerade die in Theorem 8.3 behauptete Kirch-
hoffsche Formel. O

Beweis der Kirchhoffschen Formel. Sei u wie in der Kirchhoffschen Formel defi-
niert. Wir behaupten, dass u dann eine C?-Losung des Anfangswertproblems ist.
Die Darstellungsformel folgt dann aus der eindeutigen Losbarkeit des Anfangswert-
problems; die wir aus dem Satz {iber die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit,
Theorem 6.12, erhalten.

(i)
(i)

(iii)

Wir benutzen y = z + tz, g—i’; = t6} und spater ts2g(x +tz) = 32 g(x + t2).
Sei n = 3.
Es gilt
uet) = F th(s) +900) + (Dg(w).y ) dy
OBy (x)
tnfl
=T / th(z +tz) + glx +tz) + (Dyg(x + t2),t2) dz
" 9B1(0)
= ][ th(z +tz) + gl + tz) + t(Dyg(x + t2), 2) dz,
0B1(0)
ug(x,t) = ][ h(z +tz) + (D h(x + tz), 2)
0B1(0)
+ ][ 2(Dyg(x +t2), 2) + tD2g(x + t2)(z, ) d=.
0B1(0)

Damit sind w und u; bis t = 0 stetig und erfiillen dort v = ¢g und u; = h.

Die Differentialgleichung werden wir nur fiir glatte Funktionen g und h nach-
rechnen. (Wir benétigen fiir die Herleitung g € C_ bzw. h € C} .) Die
Behaupung erhalten wir dann durch Approximation: Approximieren die glat-
ten Funktionen g. und h. die Funktionen g bzw. h in C}  bzw. C? ., so
erfiillen (wie wir noch zeigen werden) die iiber die Kirchhoffsche Formel de-
finierten Funktionen u. die Wellengleichung. Es gilt, wie man direkt aus den
noch folgenden Formeln fiir die Ableitungen von u abliest, dass u. — u in
C? .. (R™ x [0,00)) konvergiert. Damit erfiillt auch u die Wellengleichung.

loc
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(iv) Seien g, h € C7%. (R™). Betrachte zunéchst den Fall g = 0 und dann den Fall
h = 0. Gilt in beiden Féllen, dass die mit Hilfe der Kirchhoffschen Formel defi-
nierte Funktion u die Wellengleichung erfiillt, so erhalten wir die Behauptung

aus der Linearitat. Sei also

u(zx, t) == ][ th(y) dy.

OBy ()
Dann folgt
u(z,t) = ][ th(z +tz)dz,
0B1(0)
ug(x,t) = ][ h(z + tz) + t{Dh(x + tz), ) dz,
0B1(0)
ug(x,t) = ][ 2(Dyh(z +t2), 2) +tD2h(z + t2)(z, 2) dz,
0B1(0)
Ugi(x,t) = ][ thyi(x + t2) dz,
0B1(0)
Ugigi (T,1) = thyizi(x +tz)dz.
9B1(0)

Wir setzen f(z) := h(x +tz). Wegen ta?:i hz+tz) = %h(x +tz) ist hyi(z +
tz) = % fi(z). Wir heben im Folgenden Indices mit Hilfe des Kroneckerdeltas
um die Einsteinsche Summenkonvention anwenden zu konnen. Es folgt

1 ) o
= 5 ][ 2fiz" + fi;2"2 dz,

8B1(0)
zj[Afdz—f][Afzz]dz
9B (0) 0B1(0)
t(utt — Amu) = ][ <2f.7 + fg i fllz]) Zj dz
9B1(0)
1 ) . o
_ / (2f3 +fia f;zﬂ) dz
nwn, J
B1(0)
= 2f 1 + fl2+ F0L — flLA — f1 80 dz=0.
nwy, N
B1(0) =3

Damit gilt uyy = Aw fiir alle ¢ > 0. Aus Stetigkeitsgriinden gilt dies auch bis
t=0.
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(v) Im Fall h = 0 setzen wir f(z) := g(x + tz) und erhalten analog zu oben

ule t) = ][ 9(y) + (Dg(y),y — ) dy

OB (z)
= gl t) +HDagla + 12).2) d,
0B1(0)
up = ][ 20,1 (1 +12)2" + tgpigi (v +t2)2' 27 dz,

0B1(0)

Ugy = ][ 30pipi (T 4 12)20 27 + tgyigipe (T + 12)2027 27 dz,
0B1(0)

Ugyi = ][ Gt (T 4 t2) + tgpipr (z + t2)25 dz,

0B1(0)

Upigi = ][ Juwigi (T +12) + tggigigr (T + tz)zk dz,

0B1(0)
Agu= ][ Apg(x +tz) + tAyges (x4 t2)2" dz,
0B1(0)
Uy = 7 ][ Sfijzizj + fijkzizjzk dz,
0B1(0)
1 iy g g
Agu = 7 fi + fi;77 dz,
0B1(0)
2 (ugy — Agu) = ][ (3fF2" + Z@z’zj — fig* — fsz]zk) 2 dz
9B1(0)
1 i ij i i j
= / (Sfikz +fi’§-z 20— fik — fijz]zk)k dz
B1(0)
1 . o .
—_— - ][ 3f,fiz’ + 3]",2C + f,fijzzzj + 2f,]§izl dz
B1(0)
o o fit -l f - fih - af di =0,
n
B1(0)

Beachte, dass wir beim Ausdruck fiir Au ein z¥z, auch dort hinzugefiigt ha-

ben, wo bereits ein 2/ stand. Sonst heben sich die Terme spéter nicht so direkt
gegenseitig auf.
Auch hier gilt vy = Au wieder aus Stetigkeitsgriinden bis ¢ = 0. (]

Bemerkung 8.4.
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(i) Theorem 8.3 besagt insbesondere, dass u(z,t) nur von Werten auf 0B;(x) zur
Zeit t = 0 abhéngt. Solch eine Aussage gilt fiir alle ungeraden Raumdimen-
sionen und heiftt Huygenssches Prinzip.

(ii) Die Wellengleichung in R? kann man vermége @ (¢', 22,23, t) := u (2!, 2%,t)
auf die Wellengleichung in R? zuriickfiihren. Dies liefert, siehe [1], bei hinrei-
chender Regularitét fiir eine Lésung von

ug = Au in R™ x (0, 00),
u(-,0) =g auf R™,
ut(+,0) = h auf R™

fir n = 2 die Formel

_ 1 [ tg(y) +t*h(y) + H(Dy(y).y — x)
u(z,t) = 5 ][ NSTErE dy.

By (x)

(iii) Ahnliche Ansitze funktionieren in héheren Dimensionen, sind aber etwas tech-
nisch.

ANHANG A. DIVERGENZSATZ

Theorem A.1 (Divergenzsatz). Sei @ C R™ offen und beschrinkt, O von der
Klasse C', € € C* (ﬁ, ]R”). Dann gilt

Jdiv{ zaég,w.
Beweis.

a) Wir schreiben z = (2,2") mit & = (z!,...,2"71). Sei ¢ € C* (R"71), f €
C! (R™). Es gilt fiir i <n

@ (&) o(&)
D; / f(&,z")dz™ = / D;f(z,z")dx" + f(p(&),2")D;ip().
0 0
b) div¢ := D;£° ist unter linearen invertierbaren Transformationen und Transla-

tionen invariant.
Dies ist fiir Translationen klar. _ ‘ 4
Sei 7/ = alx’ eine lineare Transformation. Dann gilt 9Z; = a] und & = a¢’.
Wir erhalten

k
755" = g ()
_ 273; af% §l7 da a}; ortsunabhangig
oxF 9zt o9
~ 97 o @5

o) .
= Wﬁk =divé.
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c¢) Uberdecke Q durch endlich viele offene Mengen V;, so dass jede dieser Mengen
entweder ganz in ) liegt oder einer Menge U wie folgt enthalten ist:

Nach einer geeigneten Rotation gibt es ein offenes und beschrinktes > C
R"™!, so dass U = ¥ x (0,2). Es gibt o € C* (R"71), 2 < ¢ < 2, mit {(£,2") :
" < (&), & € B} =UNQ, {(Z,2") : 2™ = p(Z), & € X} = graph ¢|s = UNIL,
{(&,2™) : 2" > p(2), 2 € B} = UNLQ.

d) Sei n; eine endliche, {V;} und CQ untergeordnete Zerlegung der Eins. (Existenz-
beweis iiber C2°-Funktionen, die auf B;(0) positiv und auferhalb von Bs(0)
gleich 0 sind und mit Hilfe der Lebesgue-Zahl.)

e) Reduktion auf Vektorfelder £ mit Trager in einem V;:

Jdivf: [ (fz)

N

Z / divien) =Y~ [ divien).
i=1g

i=ly 0

Nehme nun an, dass der Divergenzsatz auf Gebieten U wie oben schon gezeigt
sei. Dann folgt, da &n; auf (0% x [0,2]) U (X x {0}) U (2 x {2}) verschwindet,

= 1Vman
/Zm & v f/é, )
o =1 o9

f) Wir diirfen also annehmen, dass & kompakten Trager in U hat. Wir benutzen
schlieflich den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, dass das Vo-

244 ; (=D¢,1)
lumenmafs auf 9Q lokal durch /1 + |Dyp|2dZ gegeben ist, dass i IDoE die

dufiere Einheitsnormale an 0f2 ist und suppé € U.

/divg: /Digi

Q
©(2)

//Df’dac dz
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e o) + €&, p(8)) di

=1

-/
/ <g (Do) >¢mdm

\/1+|D

| ten - /<s,u>.

a0NU a0 O

ANHANG B. POLARKOORDINATEN

Definition B.1. Sei  C R""! offen und beschrinkt, w € C* (ﬁ) und sei f €
CO (graph w). Setze M := graphw. Dann definieren wir

[ £i= [ @) VIF Do da.
M Q

Nehme an, dass M = M{UM, ...UMy fiir messbare Mengen M;, gilt und dass
fiir jede Menge My, in einem Graphen graph (wi|q, ), wr: Qx — R wie oben w, ggf.
mit umbenannten Koordinaten, enthalten ist. Dann definieren wir

/f—z/fok

k=1¢

Bemerkung B.2.
(i) Ist M noch auf andere Art und Weise als Graph darstellbar, so liefert das
Integral fiir beide Darstellungen denselben Wert.
(ii) Es geniigt, dass w Lipschitz stetig ist.
(iii) Wie im R™ kann man auch hier die Menge L!'(M) einfiihren. Betrachte da-
zu die Menge der Funktionen f: M — R, so dass Q; 3 = — f(z,w(x)) -
1+ |Dwl|2(x) € L1(€2) ist.

(iv) Ist w € C*(Q), so verwenden wir dieselbe Definition, falls f integrabel ist.
Theorem B.3 (Polarkoordinaten). Sei R > 0 und f € L*(B%(0)). Dann gilt

[r-] ] oo

B7(0) 0 8B,(0)

Beweis. Wir gehen wie folgt vor: Es geniigt, {™ > 0} zu betrachten. Wir transfor-
mieren Halbsphédren auf Hyperebenen, wenden Fubini an und transformieren dann
wieder zuriick.
(i) Definiere B} (0) := {(#,2") € Br(0): 2™ > 0} und (0B,(0))* :=
0B,.(0): 2" > 0}. Wir schreiben auch B} (0) = B}, und (9B,(0))* =
Dann geniigt es,

zu zeigen. Die volle Behauptung erhélt man daraus, indem man die Aussagen
iiber die obere und untere Halbkugel bzw. obere und untere Hemisphéren
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zusammensetzt. Dann fehlt nur noch eine Nullmenge {(Z,2™) € Br(0): 2" =

0}.
Definiere ®: B} (0) — R"~! x (0, R) durch

O (3, n") = ( 2] + (33”)2) = (2,2").

xin’
Schreibt man in eine zusétzliche mittlere Komponente noch eine 1, so ist
(2,2") — (Z,1) gerade die radiale Projektion auf die affine Hyperebene
{z™ = 1}. Die letzte Komponente gibt den urspriinglichen Abstand zum Ur-
sprung an.

® ist ein Diffeomorphismus. Die Inverse ist durch die folgende Zuordnung
gegeben:

Z" -z z"
oz, = , =(z,z").
(&.2%) <\/1+|2|2 \/1+2|2> (#27)

Dies zu kontrollieren ist eine einfache kleine Rechnung:

2" 3 \/|5:|2+(m")2~w%

n \/ﬁ
: FEF @) _ .

VITER g (2]

:[i'7

Es gilt

8@ ej $j .
- = —_— ], 7 <mn,
da7 — \am' P + (@)

0P z Ty
ozn ()2 Jz]2 + ()2 )’
B T
det D® =det o VIE+(am)?

INCDE \/|gz|2£(zn)2

Um diese Determinante zu berechnen addieren wir so viel der ersten Zeilen
zur letzten, dass das Késtchen links unten verschwindet. Mit

Tn Kl _ @)+ ap VIE? A (2n)?

+ = =
22+ (2m)? - any]a 4 (@) any/22 o+ (2)? zr

folgt

VP @) VTR

det D® = ,
(xn)n (Zn)nfl

da
()" Co ! o

VEP+ @) JItER \/<z">2|2\2 CO e i

1422 1+[2[2
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Aus der allgemeinen Transformationsformel

. 1
! f@iz= [ 1@

()

mit x = ¢(z) erhalten wir in diesem Fall

) s on (Zn)nfl
/f(y)dy— / f(\/1+|2|2’\/1+|2|2> \/1+|2‘2n dz
B

R?=1x(0,R)

// <\/1+|z2 \/1+|z|2>'\/%"dwr

iy

0 (9B,)*

Dabei haben wir zwischendurch aus 2 € R"~! ein 2z € R*~! gemacht.

(ili) Um die behauptete Gleichheit (ohne die Integration iiber r) nachzuweisen,
transformieren wir wieder zuriick (wobei wir in Gedanken wieder die mittlere
Zusatzkomponente 1 benutzen) und projizieren anschliefend auf die ersten
n — 1 Komponenten: Definiere fiir festes 0 < r < R einen Diffeomorphismus
¢: R"1 — B"=1(0) durch

p(z) =

rz
N

Es gilt fiir das zweite Argument von f

x.

r ) r2|z|?

=/r? —|z|%

VIt 1+ |22
Weiterhin gilt
0o’ 7} rz'z; T . .
- = — = (05 (14 [2?) = 2%25)
0z 1+ P iR VIFRE
n—1 2
T n—1 |z|
detDp = (14 ]P .<1 )
ENPER ( ) 1+ |22
rnfl 1 rnfl

T+ |2 (n—1) 1-~-|Z|2 /1+|Z‘2(”+1)

Damit erhalten wir fiir den obigen Integranden

/f Tz T rnl 0
LWV VT RR ) VTR

- (n+1)
n—1 1 2

= [ (e e
VARSER "

B 1(0)
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= / b (x, = |x|2) 1+ |22 da.

B 1(0)

Daraus folgt die Behauptung, wenn wir fiir w: B?~1(0) — R mit w(z) =
\/72 — |z]2 nachweisen, dass /1 + |Dw|? = /1 + |z|? gilt. Dies folgt aber aus

0 0 —x;
= 2 _ -
o) = gV =

x|?
D 2 _ |
IDule) = 0
2 2
2 _ r _ r _ 2
1+ |DWI (.13) = 2 _ |{E|2 = 2 r2|z[2 T 1+ ‘Z| .

1+[z[ U

Im Zusammenhang mit Polarkoordinaten tritt auch haufiger das folgende Lemma
auf.

Lemma B.4. Seir >0 und sei f € Ll(aB . Dann gilt

fl@)de =r"" / f(rz)dz.
8B, (0) 8B (0)
Beweis. Nach Definition gilt
/ f(z) /14 |Dw|?dx
oB1(0) Br=(0)

mit w: B271(0) = R, w(z) = /2 — |z]2. Es gilt

0 0 —;
- 2 _|pl2 = %

axz—“@) eV =

1+ |Dw® =1

/ fdo= [ i)

9B.(0) Br1(0)
/ frz)
By L(0)
daL1 IZ—l—l—\Dw|2 fiir r =1 gilt. O
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