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1. A PRIORI ABSCHATZUNGEN FUR LOSUNGEN DER
WARMELEITUNGSGLEICHUNG

Die néchsten Kapitel beschéftigen sich mit Anwendungen des parabolischen Maxi-
mumprinzips.

1.1. Globale Abschitzungen. Mit Hilfe der Darstellungsformel kénnen wir ei-
ne Losung der Wirmeleitungsgleichung explizit hinschreiben. Daraus folgen auch
Darstellungsformeln fiir Ableitungen, die es erlauben, Schranken fiir die Ableitung
herzuleiten. Eleganter und auch leichter auf andere Gleichungen iibertragbar ist
jedoch die folgende Methode, solche Abschéitzungen herzuleiten.

Theorem 1.1. Sei u : C°° (R™ x (0,00)) N L*>® (R™ x [0,00)) eine Ldsung der
Wirmeleitungsgleichung
= Au inR" x (0,00)
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2 OLIVER C. SCHNURER

mit u(z + p,t) = u(x,t) fir alle (x,t) € R™ x [0,00) und alle p € Z", also eine
periodische Lisung. Dann gilt

1
| Du(z,t)] < 7 [[wll os (& x {0})

fir (xz,t) € R™ x (0,00).

Die Periodizitdt haben wir nur angenommen, um das Maximumprinzip anwenden
zu konnen.

Beweis. Sei e > 0. Wir definieren

we(z,t) == u*(x,t) + (t — €)|Du(x, t)|?
fiir (z,t) € R™ x [g,00). Die Konstante ¢ bendtigen wir nur, da ¢ - [Du(z, t)|? fiir ¢
nahe 0 unbeschriankt werden kénnte.

Wir behaupten, dass

1.1 1)< < lutl| oo g < lll 7 oo s
(1.1) we (z )_Rgaé}ws < lull Lo mrx[0,00)) < [l Lo ®n x 0})

fiir (z,t) € R™ X [, 00) gilt. Die zweite Ungleichung ist offensichtlich, die dritte eine
direkte Folgerung aus dem Maximumprinzip. Hieraus folgt:

(t = )| Du(w, ) < u?(x,t) + (¢ — )| Du(@, )* < [ullfe g« fop)

und somit
1

| 1,00 (R
m” ||L (R™x{0})
fiir (z,t) € R"x (¢, 00). (Man sieht, dass wir fiir u?(z, t) nahe bei ||ul|? eine bessere
Abschétzung bekommen kénnten.) Mit £ N\ 0 erhalten wir hieraus die Behauptung
des Theorems.

|Du(z,t)| <

Wir beweisen nun Behauptung (1.1): Dazu berechnen wir w. — Aw,. Es gilt
we(z,t) =u*(z,t) + (t — &) [Du(x, )|,
e =2ut + |Dul® + 2(t — e)uF iy,
we; =2uu; + 2(t — )u” ups,
Weij =2U U5 + 2u; u; + 2(t — 5)ukukij +2(t — s)ufuki,
e — Aw, =2u(t — Au) + |Du)® — 2| Dul® + 2(t — &) uF (it — Au)y
ot — o) [’
<0.

Die Behauptung folgt nun aus dem Maximumprinzip. (Il

Theorem 1.2. Sei u eine periodische Losung der Wirmeleitungsgleichung auf R™
wie in Theorem 1.1. Sei tg > 0. Dann gilt

1
|D?u(x,t)| < ﬁ“DUHLw(Rnx{to})

fir alle (z,t) € R™ x (g, 00).
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Beweis. Betrachte
w(x, t) == |Du(z, t)|* + (t — to) - ‘DQu(Jc,t)‘z

und argumentiere analog zum Beweis von Theorem 1.1. Die Details dazu lassen wir
als einfache Ubung.

Alternativ kann man benutzen, dass jeder der Funktionen ug, k € {1,...,n},
die Wirmeleitungsgleichung erfiillt, Theorem 1.1 anwenden und die resultierenden
Abschitzungen aufsummieren. O

Entsprechende Verallgemeinerungen gelten auch fiir hohere Ableitungen. Kombi-
niert man mehrere solche Abschitzungen, so folgt fiir (z,t) € R™ x (0,00), m € N5
und 7 :=t/m

| D™ u(x,t)| = | D™ u(x, mT)]

1,

< NG |D 1“||Loc(Rnx{(m—1)T})
1

< = |D 2uHL°°(]R"><{(m—2)T})

m/2

1 m
S e S WHUHL&(RHX{O}) = WHUHLDO(Rnx{O})

1.2. Lokale Abschitzungen. Als Vorbereitung fiir die lokalen Abschétzungen
bendtigen wir

Lemma 1.3. Sei ¢ € C%(R") mit » > 0. Dann gilt in allen Punkten mit ¢ > 0

D 2
';j" < 2| D% .

2
Beweis. Sei € > 0. Wir mo6chten |D_f|5 beschranken. Durch Einschrinken auf eine

Gerade konnen wir ohne Einschrankung n = 1 annehmen. Sei

12
_ ¥
w

pte
In einem Punkt, in dem w maximal ist, gilt

2009 (0 te) — o

0=w

(p+e)?
und daher
290” — L/Q
p+e
und somit w < 2||D?¢||, ... Mit & \, 0 folgt die Behauptung. O

Theorem 1.4 (Innere Abschétzungen). Sei
u € OS(BR X (07T)) N CO(BR X [07TD7

mit R, T > 0, eine Ldsung der Wirmeleitungsgleichung in Br x (0,T). Sei ¢ €
C2(Bgr x [0,T]) mit ¢ > 0. Definiere fiir A\ > 0

w = to|Dul? 4+ M.
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Dann ezisiert A\g = Ao(T, ||¢||c2), so dass fiir A > Ao

sup w < sup w
Brx[0,T] P(Br*(0,1))

gilt. Insbesondere gilt also

to| Dul> < X-J[ull7 e (p(Brx(0.7))
in Br X [O,T]

Beweis. Wir lassen es wieder als Ubung,
(t — )| Dul* + \u?

und spéter den Grenzwert € N\, 0 zu betrachten und arbeiten wieder direkt mit w.
Es gilt in Punkten mit ¢ > 0

w = to|Dul?® + \u?,
w = | Du|? + t| Dul? + 2tout iy, + 2 i,
w; =t | Du|? + 2tpuFug; + 2 uu;,
wij =tpij|Dul?® + 2tpiutuy; + 2t uFug
+ 2t90u§'uki + 2t<pukukij + 2D usuy + 2 vy,
s~ Auw = gl Duf? + (g — Ag)|Du?
+ 2tu® (i — Au)y — 4t ulug;
— 2| D?u|” — 2\ Duf? + 2\ u(it — Au)
< | Du|? + te(p)|Dul?
— 2t | D*ul® — 2| Dul?
< (o + te(p) — 23)[Duf* < 0,

wobei wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung benutzt und A > Ao(7, ||¢]|c2)
angenommen haben. In Punkten mit ¢ = 0 gilt wegen Dy = 0 ebenfalls

W — Aw < te(p)|Dul?* — 2\ Dul? + 2 u(i — Au) < 0.

Die Behauptung folgt nun aus dem Maximumprinzip. Il

Entsprechende Abschétzungen gelten auch fiir hohere Ableitungen von wu.

2. L2-THEORIE

2.1. Variationeller Existenzbeweis. In der Funktionalanalysis haben wir mit
Hilfe des Satzes von Lax-Milgram die Existenz einer schwachen Losung gezeigt.
Hier fithren wir noch einen alternativen Existenzbeweis.
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Sei 2 C R™ offen und beschrinkt. Sei f € L?(£2). Wir suchen eine schwache Losung
u € W2 von

Au=f inQ,
u=20 auf 09,

d.h. ein u € Wy"*(Q) mit

/(Vu, V) + fo =0 fiir alle p € Wy (Q).
Q

(Vergleiche dies mit der Definition der schwachen Ableitung. Auch hier geniigt es,
die Gleichheit fiir ¢ € C2°(£2) zu fordern, da sie sonst durch Approximation folgt.)
Dazu wollen wir

I(u) :== %|Vu|2 + fu
/

unter allen Funktionen u € W, *(2) minimieren.

Sei g € W2(Q). Minimiert man nun I unter allen Funktionen u mit u — g €
VVO1 ’Z(Q), so kann man auch noch eine Randbedingung u = g erhalten.

Lemma 2.1. Sei Q C R™ offen und beschrinkt. Sei ux, — u eine schwach konver-
gente Folge in Wol’Q(Q). Dann gilt

liminf/|Vuk|2 Z/|Vu|2.
k—o0
Q Q

Beweis. Auf W, *(Q) ist (die Wurzel von) [ |Vu|? eine zu [ |Vu|?>+ [ u? dquivalente
) ) )

Norm und ist vom Skalarprodukt (u,v) = [(Vu, Vv) induziert.
Q

Sei X ein Banachraum und seien || - ||y und || - ||2 zwei dquivalente Normen auf X.
Dann konvergiert eine Folge genau dann schwach beziiglich der Norm || - ||1, wenn
sie beziiglich der Norm || - ||2 schwach konvergiert: Da die Normen dquivalent sind,
stimmen die stetigen Funktionale auf X fiir beide Normen iiberein.

Die Behauptung folgt nun aus der Unterhalbstetigkeit der Norm bei schwacher
Konvergenz. (I

Einfacher wére es, wenn wenn [ |Vu|? beziiglich der schwachen Topologie stetig
Q
wire, denn dann gilte Gleichheit in
lim /|Vuk|2 # [ |Vul®
k—o0 i a.
Q Q

Unterhalbstetigkeit des Funktionals geniigt jedoch um einen Minimierer zu fin-
den.

Sei nun (ug )y, ur € Wy'>(Q), eine Minimalfolge fiir (), d. h. es gelte

lim I(ug) = inf  I(u).
k—o0 ueWy % (2)
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Im folgenden werden wir héufiger [|Vu|? > X [u? fiir ein A = A(Q) > 0 verwen-
Q Q
den.

Zunichst wollen wir nachweisen, dass das betrachtete Infimum endlich ist. Es
gilt

1 1 € 1 1
](u):/§|Vu|2+fuZ 5/\/u2—§/u2—2*€/f2 Z_EHJCHQLQ(Q) > —00,
Q Q Q Q

falls € > 0 klein genug ist.

Mit einer analogen Rechnung koénnen wir die W'2-Norm der u;’s gleichméBig be-
schrianken: Aufgrund der Minimalfolgeneigenschaft gilt

c>/f|Vuk|2 /fuk>/f|Vuk\277/ukf—/f2
z/gwuuz /\Vu - / =1

Q

Nun wihlen wir ¢ > 0 klein und bringen den [ f?-Term auf die linke Seite. Die
Q

Behauptung folgt. Aufgrund der Aquivalenz der Normen mit und ohne L2?-Term
auf W% ist auch [u? gleichmiBig beschriinkt.
Q

Nach Banach-Alaoglu besitzt u, also eine Teilfolge (wir benennen nicht um), die
in W12 schwach gegen u konvergiert. Nach Definition ist WO1 2 ein abgeschlossener
Unterraum von W12, Ein abgeschlossener Unterraum ist, wie man durch Testen mit
einem Vektor aus dem orthogonalen Komplement sieht, auch unter schwacher Kon-
vergenz abgeschlossen. Daher hat auch der Grenzwert u wieder Randwerte Null. Da
Wy € L? ist, diirfen wir weiterhin annehmen, dass diese Folge in L?(Q) (schwach)
gegen u konvergiert. Somit ist

inf I(w) = lim I(w) = lim /%\Vuk|2+/fuk

weW,2(Q) k—o0 2 2
. 1 2 o 1 2
= lim [ =|Vup|*+ [ fu>liminf [ =|Vug|*+ [ fu
k— o0 2 k—o0 2
Q Q Q Q

Y%

[lvul+ [fu=tw) = mt 1w

weEW ()
Q Q

Somit gilt iiberall Gleichheit. © minimiert also I in WO1 2 und die Euler-Lagrange-
Gleichung besagt gerade, dass u eine schwache Losung ist: Sei v € I/VO1 2(Q) Wir
erhalten

d
= —I
0 p (u + tv)

t=0

_d /% (IVul? + 26(Vu, Vo) + [Vol?) + fu+ tfo

Q t=0
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= /(Vu,Vv) + fo.

Q

Damit haben wir folgendes bewiesen:

Theorem 2.2. Sei Q C R” offen und beschréinkt, f € L?. Dann g¢ibt es ein u €
Wy (), das das Funktional

I(u) = /%|Vu|2 + fu
Q

minimiert und u ist eine schwache Lisung von
Au=f inQ,
u=20 auf 0.
2.2. Regularitit.

Bemerkung 2.3 (Motivation). Gelte —Au = f in R". Sei u glatt und falle im
Unendlichen schnell genug ab. Dann gilt

/f2 Z/(AU)2 = Z/unuu = —Z/uu’ﬂj
A

Rn R i,j Rn
2 12
= E /uijuij :/|D u| .
1;7‘7. R’Hr Rn

Somit folgt
Ifllze = | D*u] . -

Das Problem dabei ist, dass wir benutzt haben, dass v € C3 ist. Dies ist spéter durch
Abschétzungen von Differenzenquotienten zu rechtfertigen. Durch Differenzieren
der Gleichung und dhnliche Rechnungen kommt man auf Abschétzungen der Form

c-|IDfllz2 = || D[ .

mit entsprechenden Verallgemeinerungen fiir hthere Ableitungen. Wenn man dies
lange genug fortsetzt, besteht die Hoffnung, dass man mit Hilfe der Sobolevschen
Einbettungssétze Abschitzungen fiir Ableitungen in L? fiir p > 1 und damit dann
Holderstetigkeit der Funktion u beweisen kann. Dies funktioniert fiir glatte Daten.

Hier gilt die Faustregel, dass Losungen von elliptischen Differentialgleichungen zwei-
mal hiufiger differenzierbar sind als die rechte Seite.
2.3. Generalvoraussetzungen. Sei QO C R" offen und beschrinkt, u € H(Q)
eine schwache Losung der Differentialgleichung Lu = f in Divergenzform,
Lu=— (aijui)j + biu; + du,
mit
e gleichmiilig elliptischem (aber nicht notwendigerweise symmetrischem) a*,

e al b, de L>*(9Q).
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2.4. Innere H?-Regularitiit.

Theorem 2.4 (Innere H?-Regularitiit). Sei o™/ € CY(Q), f € L?(Q). Sei u €
HY(Q) eine schwache Lésung von

Lu= fin Q.
Dann ist u € H2 (Q) und fiir alle offenen Teilmengen ' € Q gilt

loc

Jull 20y < e (12 + llullL2@))
mit ¢ = c(Q,Q, L).

Beweis.

(1) Wihle Q" € Q offen, so dass

Ve cn
ist und eine glatte Abschneidefunktion ¢, so dass
(=1 in Q]
(=0 in R™\ ",
0<¢<1L

(2) Da u eine schwache Losung ist, folgt

/aijuivj z/fv Yo € Hi(Q),
Q Q
wobei f = f — blu,; — du.
(3) Sei |h| > 0 klein, 1 < k < n. Wéhle
v:=-D;" (*Dlu).

Das Quadrat in der Abschneidefunktion ist spéter niitzlich. Diese Wahl von
v ist durch den glatten Fall motiviert. Da aber nicht bekannt ist, dass zweite
Ableitungen von w in der Testfunktion erlaubt sind, ist diese Testfunktion
mit Differenzenquotienten nétig.

A= /aijuivj,
Q
B::/fv.
Q

Setze

(4) Abschitzungen fiir A:

A== [ au; (D" (@D},
Q

/DZ (aijui) (§2D’,;”u)j ,
Q
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da Ableitung und Differenzenquotientenbildung kommutieren und mit Hilfe
“partieller Integration” fiir Differenzenquotienten

_ / a" (D) (¢*Dlu), + (D}a”) u; (¢Dju)
Q
da mit v"(z) := v(z + hey) die folgende “Produktregel” gilt:
D} (vw) = v"Dlw + wD}w.

Weiter folgt

A= [ @ (Dfws) (Dhws) ¢

Q

+ / a" (Dlu;) (D) 20, + (Da™) wiDfu; ¢ + (Dla?) us (D) 26¢;

Q

EAl +A2

()

Aufgrund der gleichméBigen Elliptizitat folgt

Ay > 19/42 | D} Dul®.
Q

Nach Voraussetzung an die Koeffizienten folgt fiir 0 < ¢ < 1, wobei wir
€ <1 ohne Einschrinkung annehmen,

|As| gc./g | Dy Dul | Du| + ¢ | DR Du| |Du| + ¢ | Djul | Dul
Q

SE/C2 |D,’;Du|2 + g / ‘D2u|2 + |Du|? (Cauchy).
Q Q7

9

Setze € = 5

und benutze, dass

/|D2u|2 §c~/|Du|2
Q" Q
ist. Es folgt

W
| As| §§/C2’D,@Du|2+c-/\Du|2
Q Q

und

9
AZ§/C2|D’,§Du|270'/\Du|2.
Q Q

Abschétzungen fiir B: Wir nehmen weiterhin ohne Einschriankung 0 < e <1
an. Zunéchst einmal gilt nach Definition und Cauchyscher Ungleichung

B1< [ |71l <er [+ 1Du + ol <2 [ 242 [ (72 42+ 1DuP).
Q Q Q

Q
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Weiterhin erhalten wir nach Wahl von v
[ 1k = [ 102 (@Dt
Q Q
<c- / 1D (¢2D}u)|”
Q
h, |2 2 | yh 2
- [ 1Dkl + ¢ DDy
Q//

<c- / |Du|? + ¢? }D;@Dul2 .

Somit folgt

|B| gg/g2\D2Du|2+§/(f2+u2) +§/|Du|2.
Q Q

Q

6) Sei ohne Einschréinkung 9 < 1. Wir withlen nun speziell ¢ = £ und erhalten
( 1

mit Hilfe der letzten beiden Beweisteile

Z/‘DZDu}Q g%/gQ\D,@Duf
Q/ Q

§c~/(f2 +u® + [Dul?)

Q

fir 1 < k < n und |h| # 0 geniigend klein. Aufgrund der gleichmé#Bigen
Schranken an die Differenzenquotienten folgt daher

lullzry < e (1flle2 ) + llullm@)) -
Durch Dazwischenschachteln einer weiteren Menge,
VeQeq,
erhalten wir
lullmary < e (1) + lell ey ) -

Bis auf die H'-Norm von u auf der rechten Seite statt der L?-Norm ist dies
gerade die gewiinschte Ungleichung. Dies wollen wir im letzten Schritt noch
korrigieren.

(Alternativ zu diesem letzten Schritt kann man auch benutzen, dass (bei
geniigend regulir gew#hlten Gebieten) insbesondere die erste der Einbet-
tungen H? — H'! < L? kompakt ist und wir somit eine Abschitzung der
Form

wllr < € flwlla + cle) - w2

haben.)
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(7) Sei ¢ eine neue Abschneidefunktion mit
(=1 auf €,
supp ¢ C
0<¢<L
Es gilt fiir alle v € HJ ()

/aijuivj = / (f — blu; — du) .

Q Q

Wir wihlen speziell v = (?u und erhalten

/aijuivj = /aijui (Czu)j

Q Q

= /aijuiujQQ + 2aijuiuCCj

Q
219/(2|Du|2 —5/(2|Du|2— f/u?
€
Q Q Q

Fiir die andere Seite erhalten wir

/(f—biui—du)v:/(f—biui—du)42u

Q

Wir wihlen nun € > 0 klein und erhalten

g/<2lDu\2§c-/(u2+f2)-
Q

Q

Q
<e [ GIDul® +ce)- | (v*+ 7).
[t

11

Dies bauen wir in die Abschéitzung aus dem letzten Abschnitt ein und

bekommen die gewiinschte Abschéitzung

lull g2y < ¢ (122 + llull2@)) -

Bemerkung 2.5. Ist u € Hfoc, so konnen wir partiell integrieren und erhalten

/Lugp = /fcp fiir alle ¢ € C°(Q).
Q

Q

Hieraus folgt nach Du Bois-Reymond Lu = f fast {iberall in .

2.5. Hohere Regularitit.

Theorem 2.6 (Hohere innere Regularitét). Sei 0 < m € N,

'l b, deC™ Q)
feH™Q).

Seiu € HY(Q) eine schwache Lésung von

Lu= fin Q.

O
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Dann ist uw € H () und fiir alle Q' € Q gilt die Abschitzung

ull sz (ry < ¢ ([l am @) + lullL2 )
mit ¢ = ¢(m,Q, Q' L).

Beweis. Wir fithren einen Induktionsbeweis. Theorem 2.4 ist dabei der Induktions-
anfang.

Fiir den Induktionsschritt “m — m + 1”7 diirfen wir annehmen, dass
a’, b, d e C™2(Q),
feH™ Q)
gelten und u € H'! eine schwache Losung von
Lu= fin Q

ist. Nach Induktionsannahme ist dann auch u € H;"*(Q) mit

[ll ey < € (1 lzm ) + lullz2 o))
fiir alle Q € Q mit ¢ = ¢ (m, Q, Q7L). Wir fixieren nun
Qee.
Sei o ein Multiindex mit |o| =m + 1, 0 € C® (Q) eine Testfunktion. Definiere
vi= (~1)elpeg e o= (Q)
Definiere B : H}(Q) x H}(2) — R durch

Blu,w] := /aijuiwj + bluw + duw.
Q

Blu,v] = /fv.
Q

Durch partielle Integration und Umordnen der Terme folgt

Wir erhalten

B[ﬂ,ﬁ]:/fﬁ mit @:= D% e H! (Q)

und

Fi=Dof - Z( ){ (D*Pa DPuy), +Da"3b"D5ui+D"‘_ﬁdD5u}.
5za
Diese Darstellung folgt direkt aus der Leibnizformel
!
D%(uv) = DPuD By,
w=3()

Somit ist @ eine schwache Losung von

Lu =

=
=]
joll
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Nach Induktionsannahme und Definition von f folgt f € L2 (Q) mit
I
Nach Theorem 2.4 erhalten wir nun

Ilizmiory e <Hf’ () ”f‘ﬂ(ﬂ)>
<c- (1 f 1 amer ) + lullr2)) -

(@) < e (Iflamvr@) + lullzz@) -

Da nun aber & = D®u mit |a| = m + 1 gilt, folgt

ull grmsary < ¢« (|| mer @) + llullL2(e)) -

Theorem 2.7 (Schwache Losungen sind bei glatten Daten glatt). Seien
a’d, b, d e C™(9),

felC>(Q).
Seiu € H*(Q) eine schwache Lésung von
Lu= fin Q.
Dann gilt
u € C(Q).

Beweis. Benutze innere Abschéitzungen und Einbettungssitze.

Bemerkung 2.8. Am Rand kann u aber trotzdem singuléir werden.

2.6. Randregularitit. Bei glatten Daten erhalten wir u € C'* (ﬁ)

13

Theorem 2.9 (H?-Regularitit am Rand). Sei Q@ C R"™ offen und beschrinkt,
o0 € C?. Seien a’¥ € C* (Q), b, d € L>™(Q) und f € L*(Q). Sei u € H}(Q) eine

schwache Losung des Randwertproblems

Lu=f nQ,
u=20 auf 09,

so gilt u € H?(Q) mit der Abschitzung

lull 20y < ¢ (12 + lullz@)) »
wobei ¢ = ¢(Q, L).

Bemerkung 2.10. Ist u € H} die einzige Lésung des Randwertproblems, so gilt

aufgrund der Abschitzungen an die Inverse sogar

llullzr2(0) < ¢ [ fllz2(0)-

Der Operator kann aber einen nichttrivialen Kern in besitzen. Dann wird solch eine

Abschétzung falsch.



14 OLIVER C. SCHNURER

Beweis. Wir zeigen die Aussage fiir den Fall, dass das Randwertproblem

Lu=f in Q,
u=20 auf 0f)

fiir jedes f € L?(Q) eine Losung besitzt. (Beachte, dass die Eindeutigkeit der Losung
unabhéngig von f und #dquivalent zu ker L # {0} ist.) Wire die Aussage falsch, so
wire L=! 1 L2(Q) — H?(Q), f ~ u, nicht stetig. Es giibe also Folgen (fk)k und
(ig)p mit |}fk||L2(Q) =1 und ||| g2y — oo, wobei Gy € H?(2) N H(Q) die
Losung von Luy, = fk ist. Wegen der Abschitzung

[ullz@) < ¢ (1fll2@ + llull2@)

(aus Theorem 2.9) folgt auch ||| z2(q) — co. Nach Umnormierung erhalten wir
Folgen (ug)r und (fx)r mit |lugl/z2() = 1 und || fxl[z2() — 0. Nach Theorem 2.9
folgt ||uk||g2(q) < ¢. Eine nicht umbenannte Teilfolge erfiillt uy — w in H?(Q). Fiir
diese Teilfolge erhalten wir nach Rellich uj, — u in H}(Q) und in L?(Q) mit einem
u € H? Es gilt llull2(0) = 1. Nun koénnen wir aufgrund der H'-Konvergenz in
der schwachen Formulierung zum Grenzwert iibergehen. Somit ist u eine schwache
Losung von Lu = 0 mit u € H}(Q). Aufgrund der eindeutigen Losbarkeit des
Randwertproblems folgt v = 0. Dies widerspricht aber ||ul|z2(q) = 1.

Die Stetigkeit von L' ist genau die behauptete Abschitzung. O

Beweis von Theorem 2.9.

(1) Betrachte zunéchst die aufgebogene Situation. Sei Q@ = B;(0) NR%. (Auf
kleineren Kugeln funktioniert die Abschétzung analog.) Definiere V' :=
Bi/2(0) "R, Sei € > 0 klein und ¢ eine glatte Abschneidefunktion, so

dass
(=1 auf By /2(0),
(=0 auf R™ \ B1_.(0),
0<¢< 1

Dann ist ( = 1 auf der Menge V und es gilt ( = 0 in einer Umgebung des
nicht ebenen Teiles von 0.

(2) Da u eine schwache Losung ist, folgt

B[u,v]!fv

fiir alle v € Hg (). Wir definieren
fi=f—0bu —du

/aijuivj :/fv.
Q Q

(3) Sei nun |h| > 0 klein. Definiere fiir 1 <k <n-—1
vi= —D,;h (CQDZU) .

und erhalten
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Fir x € Q erhalten wir also

o(@) = = D (@l + hew) - u(z)])
_ % (¢ (@ — hey)[u(e) — u(x — hey)] = C(@)[ulz + hey) — u()]) -

Da u und somit auch ¢2u durch Funktionen mit kompaktem Triger ap-
proximierbar ist, gilt v = 0 im Spursinn auf {z"™ = 0} und ¢ = 0 in einer
Umgebung des sphirischen Teiles von 9Q. Daher ist v € H}(Q2). Somit ist
v eine zuldssige Testfunktion und wir erhalten

AE/aijuin:/fUEB.
Q Q

(4) Analog zum Beweis der inneren Regularitiit (Details: Ubung) erhalten wir

9
A Z§/C2 |D2Du|2—c/\Du|2,
Q Q

0
Bl < /42 |D,’;Du\2 + c/ (f*+u® + [Dul?),
Q Q
/|D,};Du|2 Sc/ (f2 +u?+ |Du|2) .
v Q
Daher erhalten wir wie beim Beweis der inneren Regularitét
S Numilizeny < e (1f 2 + lullmi ) -

k,l
k+1<2n

(5) Unn-Abschitzungen: Aus der Funktionalanalysis wissen wir: u € H'(Q) und
¢ € C%(9) impliziert Cu € H'(Q2). Als Ubung lassen wir, sich zu iiberlegen,
dass dies auch noch im Falle ¢ € C! (ﬁ) gilt.

Aufgrund der inneren Abschéitzungen gilt

Lu = f fast iiberall in (2.
Da a € C! ist, kénnen wir die Differentialgleichung in nicht-Divergenz-
form umschreiben als

—aYugj + bu +du = f
mit b = b — agj . Wir erhalten

A" Uy, = — Z aug; + biu; + du — f
i+j<2n

ohne Summenkonvention auf der linken Seite. Wegen der gleichméfigen

Elliptizitat ist a™ > 9 > 0 und wir erhalten aufgrund der obigen Ab-
schitzungen

ltnn| <o [ D7 Juigl + | Dul + [u] + |f] | ,
i+j<2n
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lull 2oy <c- (1f ez + llulla@) -
lull z2ovy <c- (1fl2@) + llullL2@) »

wobei wir im letzten Schritt die H'-Norm wie am Ende des Beweises von
Theorem 2.4 insbesondere durch die L?-Norm abgeschiitzt haben. Es gilt
ue H2(V).

Betrachte nun ein allgemeines Gebiet 2. Nach Umbenennen der Koordina-
ten gilt fiir xg € 0N fiir ein r > 0

QN B, (z0) = {z € By(w0) : 2" >w (2", ..., 2" ")},

wobei w : R"~1 — R eine C2-Funktion ist. Gelte ohne Einschrinkung zq =
(0, ..., 0, 7). Wir definieren nun die Aufbiegetransformation ® durch

y' =gt fiir i < n,
Yyt =" —w (xl, e x”fl) ,
y = (z)
und ihre Inverse ¥ durch x =: ¥U(y).
Sei nun s > 0 so klein, dass
Q= B,(0) N {y" >0} C (2N B,(x0))
ist. Definiere weiterhin

V= B,5(0) N {y" > 0}

und
U (y) == u(¥(y)) fiir y € Q.
Es gilt
u' € HY(Q)
und

u' =0 auf 9Q N {y" = 0}.
Dies folgt aus den Spurabschétzungen fiir Sobolevfunktionen, da die Trans-
formation die H'-Norm glatter Funktionen auch héchstens um eine Kon-
stante dndern kann. Die Gleichheit auf dem Rand gilt im Spursinne und

folgt aufgrund der Normabschitzung fiir den Spuroperator und da H} =
1

H*
C® st

Wir behaupten, dass «’ eine schwache Losung der Gleichung
L'y = f in O
ist, wobei
f'y) =f(T(y)),
L'y = — (a'kluk)l + Rl + d'
mit Ableitungsindices beziiglich y
a™(y) = a" (U (y)) D (¥(y) @ (¥(y)),
D (y) = (T () PE(T(y),
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d'(y) = d(¥(y))-
Ist o' € H}(Q') und B'[-,+] die zu L’ gehorige Bilinearform, so gilt
B'[u,v'] = /a’klu;v{ + vFuf’ + d'u'v'.
&
Definiere v(z) := v'(®(x)). Wir erhalten
B'[u, '] :/a’klui‘IlZvj\I/{—i—/b'kui };v—l—/d’uv.
4% o) (o)
Es gilt aufgrund der Kettenregel, auf ¥ o & = Id angewandyt,
P TR I SRR TR
Es gilt
uf, = u; U
Weiterhin folgt
VRUE = pr Rl = bl
Da | det D®| = 1 ist, folgt nach Variablentransformation
B[, v'] = /aijuivj + bluv + duv = Blu,v] = /fv = /f’v’.
Q Q (o)

Daher 16st v’ in € die Gleichung L'vw’ = f’ im schwachen Sinne.

(9) Da @ ein Diffeomorphismus ist, kénnen wir die Elliptizitéit der transfor-
mierten Gleichung wie folgt zeigen. Seien y € ' und £ € R™. Dann gilt

2
a™ (y)Er& = a" (W (y))@FPLEE > 0 - [@F&|™ > '€
Da ® und ¥ € C? sind, ist auch a’*' € C'.

(10) Wir koénnen also die Resultate fiir den aufgebogenen Rand anwenden und
erhalten

W' g2 vy < e (1 2y + 10|22 a) -
Durch Riicktransformation erhalten wir (unter Benutzung von 9Q € C?)
fir V=9 (V")
ull 2oy < e (1fllz2@) + lullze @) -

Ein Uberdeckungsargument fiir eine Randumgebung und innere Abschéitz-
ungen liefern nun die behauptete Ungleichung. O

Theorem 2.11 (Hohere Randregularitit). Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 09 €
C™+2, Seien m € N,

al, b, d 0™ () |
feH™(Q).
Seiu € HE eine schwache Lésung des Randwertproblems

Lu=f 1in§,
u=20 auf 0.
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Dann ist u € H™2(Q) und es gilt die Abschiitzung

[l rms2(0) < ¢ (If Lm0y + llullL2(o))
mit ¢ = c¢(m, 2, L).

Bewets. Dies ist ein Induktionsbeweis wie beim Beweis der hoheren inneren Regu-
laritdt. Benutze hierzu die Randabschitzungen. O

Bemerkung 2.12. Wie in Bemerkung 2.10 kénnen wir auch hier wieder die L2-
Norm weglassen, wenn die Losung eindeutig bestimmt ist. Ist m grofl genug, hat
man eine klassische Losung und man kann ||ul|pz < ¢ - |ju||p~ unter geeigneten
Voraussetzungen auch mit Hilfe des klassischen Maximumprinzips beschranken.

Theorem 2.13 (Glattheit bei glatten Daten). Sei Q C R™ offen und beschrinkt,
Q) € C*. Seien weiterhin

a’, b, deC> (),
feCc>(Q).
Seiu € HE(Q) eine schwache Lésung des Randwertproblems

Lu=f inQ,
u=20 auf 0S.

Dann gilt u e C* (ﬁ)

Beweis. Es gilt u € H™ () fiir alle m € N. Wende nun die Einbettungssétze an. [

3. EIGENWERTE DES LAPLACEOPERATORS

3.1. Existenz und Basiseigenschaften. Wir folgen [6, S. 231 ff.]. Sei hier stets
2 C R™ offen, beschriankt und zusammenhéngend, 92 € C*°. Bezeichne hier (,-)
das Skalarprodukt in L?().

Theorem 3.1. Der kleinste Eigenwert des Laplaceoperators bei Dirichletrandwer-
ten ist gegeben durch

[ Duf -
Moo= oif = gy PwDW
vend@ [ u? wenj(@  {u,u)
uZz0 Q wZ0

Es gibt u € C (ﬁ), u >0 in §, so dass

Au+ X u=0 1inQ,
u=0 auf 0S2.

A1 ist ein FEigenwert der Vielfachheit eins.

Beweis. Es gilt

Du, D
Ay = inf w: inf (Du, Du).
ueH} () <u,u> ueH(Q)
uz0 lull 2 =1
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Das Infimum ist nichtnegativ. Somit gibt es eine Minimalfolge
U; € Hé
mit ||u;||zz = 1, d. h. es gilt
<D’U,i, Du1> — )\1.
Da somit |Ju;]|g; gleichmiBig beschrinkt ist, gibt es eine (nicht umbenannte) Teil-
folge mit u; — w in H}(Q). Nach dem Rellichschen Kompaktheitssatz konvergiert

diese Teilfolge in L?: Es gilt
w; — win L?
mit [[ufl 2 = 1.

Da A; das Infimum des Raleigh Quotienten ist, folgt

1D (u +w) |72 = Atllus + wl|7-.

Es gilt die Parallelogrammgleichung
1D (ur, — )l + 1D (ur + w)|[72 = 2] Du |72 + 2/ Dui|7-

Kombination der beiden letzten Formeln liefert, da u, + u; — 2u fiir k, | — oo,
|Dux — D[22 <2|| Dugl|72 + 2l Dull72 — Mg + w7

— 2+ 20 — N\ 4||U||%2
=0.

Damit ist uy auch eine Cauchyfolge in Hg (2) und wir erhalten
(Du, Du)
(u,u)

Aufgrund der Poincaréschen Ungleichung gilt Ay > 0.

=\

Sei nun ¢ € HJ(2) beliebig. Ist [t| so klein, dass der Nenner im folgenden Bruch
nicht verschwindet, so gilt
(D(u+t9). Dlu+ 1)) _ |
(uttputte)  —

oder

0 <(D(u+tp), D(u+te)) — A\ {u+to,u+ tp)
:/|Du|2+2t/<Du7D<p>+t2/|D<p|2

Q Q Q
—Al/ug—)\ﬂt/ugo—)\th/(pz.
Q Q Q

mit Gleichheit fiir ¢ = 0. Aufgrund der Minimalitdt der rechten Seite fiir ¢ = 0
verschwindet also ihre Ableitung an der Stelle t =0

0:/<Du,D<p>—)\1/u<p.

Q Q
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Somit ist u eine schwache Losung von

Au+ M u=0 in Q,
u=20 auf 0N.

Aufgrund der L?-Regularitétstheorie fiir schwache Losungen aus Kapitel 2.2 erhal-

ten wir daher u € C*° (Q)
e u > 0: Definiere 4 := max{u,0} und v~ := min{w, 0}. Es gilt (nicht vollkommen
trivial)

Dut — Du f.i. in {u > 0},
10 fiiin {u <0}

Wir erhalten also
A1 =(Du, Du) = (Dut, Du™) + (Du™, Du™)
> (ut,u™) + A\ (u”,u”) nach Definition von A
=A1{u, u) = A1.
Somit gilt iiberall Gleichheit, also
(Du®, Dut) = Ay (ut, ut)
und u* minimiert das Funktional und ist deshalb eine schwache Losung des Rand-
wertproblems
—Aut = \ut  in Q,
{ui =0 auf 09).

Aufgrund der L2-Regularitétstheorie ist ut eine klassische glatte Losung. Wir er-
halten —AuT™ > 0 in Q. Aufgrund des Maximumprinzips gilt daher vt > 0 oder
ut =0 in . Analog schlieft man fiir v~ und erhilt (ggf. nach Multiplikation mit
—1) u>0.

e Vielfachheit= 1: Sind « und v linear unabhiingige Eigenvektoren (=Eigenfunkti-
onen) zum Eigenwert A1, so wechselt eine geeignete Linearkombination davon in {2
das Vorzeichen und bleibt Eigenvektor zum Eigenwert A; im Widerspruch zur oben
bewiesenen Positivitidt der ersten Eigenfunktion. ([l

Theorem 3.2. Seien (\;, u;), 1 <i <k, die ersten k Eigenwerte mit Ay < ... <\,
und Figenfunktionen (mit Vielfachheit). (Diese sind wie iblich bei Eigenwerten mit
Vielfachheit nicht eindeutig bestimmt.) Dann ist der néichste Eigenwert

Du, D
Mg = inf PwDw

0ZueH(Q) <u, u)
(u,u;)=0,1<i<k

Es gibt ugy1 € C (ﬁ), so dass

Augir + Apr1uks1 =0 in §,
ug+1 =0 auf 0f).

gilt.

Beweis. Ubungsaufgabe. Beachte, dass die Eigenschaft, schwache Lésung zu sein,
zum Teil schon aus der Orthogonalitéitsbedingung folgt. (]
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Theorem 3.3. Es g¢ibt abzdihlbar viele Eigenwerte N\, des Laplaceoperators mit
Dirichletrandwerten und es gilt

A = oo fir k — oo.

Die Eigenfunktionen uy bilden (bei Konstruktion wie oben und nach Normierung)
eine Orthonormalbasis in L*(Q) und es gilt

oo

v = Z(U, wi)u; fir alle v € L?,
i=1

(v,v) = Z@;W)Q fiir alle v € L?,
i=1

(Dv, Dv) = Z Ni(v,u)? fiir alle v € Hp.
i=1
Istv e HY(Q), so gilt

auch in HE(Q).

Beweis. Falls A\ < ¢ fiir unendlich viele k gilt, so folgt
|1Dugl|r2 < ec.

Nach Rellich konvergiert daher eine Teilfolge in L?. Dies ist aber nicht moglich, da
nach Konstruktion (uy,u;) = 0 fiir k # [ gilt und somit

g, — w2 = V2 4 0.

Definiere
H,, = {veH: (vu;) =0fiiri <m-—1}.
Sei zuniichst v € L2 N Hi = H}. Definiere

ﬁi = <’U7’U,7;>,
Um = Z Biuiv
i<m

Wy '=V — Upy.

Dann ist w,, die L?-Orthogonalprojektion von v auf H,, 1, v, ist orthogonal zu
Hppp1. Also gilt fiir i <m

(Wi u;) =0,
(DWyyy Dwpy) 2> A1 (Wi, Wi )
Sei u;, ¢ < m, ein Eigenvektor. Dann folgt mit partieller Integration
(3.1) (Dwp, Dug) = Ai(ug, wp) =0,
also sind auch die Ableitungen orthogonal zueinander. Somit erhalten wir
(Winy W) = (0, 0) = 2(0, V) + (Vyn, V)

={(0,0) — 2{Wm + Vm, Vm) + (U, O



22 OLIVER C. SCHNURER

= <U,U> - <Umv Um>7

(3.2) (DWyy, Dwyy,) = (Dv, Dv) — (D, Dvp,)
und
1
(Win, W) < (Dwyn, Dwy)
Am,+1
1
< Dv, Dv) < v — 0.
< 5o (D.D0) < ol

Somit gilt w,, — 0 in L? und wir erhalten die folgende in L? konvergente Summe
o0
v = Z(v,ui>ui.

i=1

Fiir allgemeines v € L? erhalten wir nun diese Formel durch Approximation in L?
durch H}-Funktionen. Als Vorbereitung zeigen wir: Gilt v* — v in L? mit v* € H},
so folgt gleichméBig fiir alle NV aufgrund der Besselschen Ungleichung

N 2

Z<v — vk,ui>ui

i=1

fon = okl =

N 2 2
=D _[(w=v"un[ < flo—v*,
2 1=1

da die Eigenfunktionen u; orthonormal zueinander sind. Damit erhalten wir

L

lo = onllzz < Jlo—=v¥| o + [0 = Rl 2 + [0 —on
—_———
<llv=v¥|l 2

Nun fixieren wir zundchst k grofl, so dass der erste Term klein wird. Damit ist
auch der dritte Term abgeschiitzt. Da v* € H} ist und wir k fixiert haben, wird der
zweite Term aufgrund der obigen Rechnungen fiir N — oo klein. Somit approximiert
die Summe auch beliebige v € L? beziiglich der L?-Norm. Die u; sind also eine
Orthonormalbasis fiir L2.

Weiterhin erhalten wir
2

0= lim
N—oo

N
Z(v,ul)ui —v
i=1

L2

= lim

=X
(

N
<'U,”U> - Z<U>ui>2> .

i=1

M=

N
(v, u;)? — QZ(U,UJQZ + (v, v))

=1

Il
_

= lim
N—o0

Somit folgt

o0

(v,0) =D _(v,u)”.
i=1
Fiir v € H} gilt
Dvm = Z ﬁlDul

i<m
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Aufgrund der Orthogonalitétsbeziehung der Du; in L2, d.h. (Du;, Duj) = 0 fiir
i # j (Rechnung dazu wie in (3.1)), folgt

(3.2)
(Dv,Dv) > (Dvp, Dvp) = > BZ{Dus, Dug) = Y BN

i<m i<m

Da alle \; positiv sind, ist der letzte Ausdruck, als Folge in m aufgefasst, absolut
konvergent. Somit gilt fiir m < n wegen Dw,, — Dw,, = Dv,, — Du,,

| Dw,, — Dwy |32 =Dy — Dug 7. = > Aiff =0
1=m-+1
fiir m, n — oo. Somit sind Dw,, und Dv,, Cauchyfolgen in L?. Also konvergieren

Wy, und vy, in Hy. Die Grenzwerte stimmen mit den L?-Grenzwerten iiberein und
ist somit Null bzw. v. Somit folgt analog zu oben

(Dv, Dv) Z)\ZBQ

fiir alle v € Hg. O

3.2. Separation der Variablen. Sei Q C R" offen und beschrinkt, 0f) sei glatt.
Seien ug, u1 € L?(2). Wir wollen die Anfangswertprobleme

t—Au=0 inQ x [0,00),
(3.3) u=0 auf 9 x [0, 00),
u(-,0) =wup in

und

Uy —Au =0 in Q X (—00,00),
u=0 auf 90 x (—o0, 00),
u(-,0) =uo  inQ,

ut(,0) =uy in Q

(3.4)

16sen. Dabei beschreibt die Warmeleitungsgleichung (3.3) die Wérmeverteilung in
einem Korper 2 als Funktion der Zeit, wenn die Auflenflichen eine konstante Tem-
peratur haben. Die Wellengleichung beschreibt die Auslenkung der Membran einer
wenig ausgelenkten Trommel.

Wirmeleitungsgleichung. Um die Gleichung (3.3) zu lésen, machen wir den
Ansatz u(z,t) == f(t)v(x), nehmen an, dass wir durch v and f in der Herleitung
(formale Rechnung) teilen diirfen, und erhalten

L N
— (- Au)=— - -—f— = - —f—;

u f dt v f f dt
Wir haben also die Abhéingigkeit von den beiden Variablen separiert. Gleichheit
gilt somit, wenn f%% f und *UA” beide mit einer gegebenen Konstanten A {iber-
einstimmen.
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FEigenfunktionen u des Laplaceoperators auf €2 mit Randwerten Null zu einem Ei-
genwert A

—Au=Mu in Q,
u=20 auf 0f)

gibt es nur fiir eine diskrete Menge von positiven Konstanten A. Sei (u;, A\;) ein
solches Tupel.
Die Differentialgleichung —%% f = A besitzt fiir beliebiges A € R die Losung f(t) =
F(0)e=.
Nun 16st w(x,t) := Bie " tu;(x) die Wirmeleitungsgleichung

w—Aw=0 1in Q,

w=0 auf 0.

Linearkombinationen von Losungen der Wirmeleitungsgleichung sind wieder Losun-
gen. Somit ist auch

N
u(z,t) = Zﬁie_kitui(x)
i=1

eine Losung der Warmeleitungsgleichung (3.3).

Ist up € L?(Q) beliebig, so gibt es nach Theorem 3.3 Konstanten f3; := (uq, u;) fiir
1 € N>, so dass

oo
ug =Y Biui.
i=1

Mit zusétzlicher Arbeit kann man nachweisen, dass nun
(3.5) u(z,t) = Zﬁie*&tui(x)
i=1

in einem geeigneten Sinne das Anfangswertproblem (3.3) fiir positive Zeiten 15st.
Fiir positive Zeiten ist die Losung glatt. Fiir ¢ = 0 erh&lt man jedoch i. a. nur eine
L2-Funktion.

Diese Probleme bei ¢ = 0 wollen wir fiir den Rest der Betrachtungen von (3.3) und
(3.4) nicht weiter verfolgen.

Wir beobachten, dass hohe Frequenzen (grofie Eigenwerte) in (3.5) schneller abklin-

gen als tiefe. Weiterhin kann man einen gemeinsamen Faktor e~** ausklammern

und sieht, dass u(x,t) mindestens mit dieser Rate gegen Null konvergiert. Im ge-

nerischen Fall, wenn 31 = [wou; # 0 ist, kann man die Losung reskalieren. Es gilt
Q

dann

1
—eMby(z,t) — uy(z) fiir t — oo.

B
Somit geht die Temperatur fiir grofle Zeiten gleichméfig gegen Null und nach Res-
kalieren approximiert das Profil der Temperaturverteilung approximiert generisch
die erste Eigenfunktion. Ist 8 = ... = B;_1 = 0, so approximiert man entsprechend
die k-te Eigenfunktion.
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Wellengleichung. Hier fiihrt ein Ansatz u(x t) = f(t)v(z) zu
1 Av

E(Utt - AU) ?ftt -

zum Gleichungssystem
Av
—\=_=
—fa=A=-5

Losungen u; des rechten Teiles kennen wir bereits. Losungen des ersten Teiles sind

gegeben durch
f(t) = a; cos (\Ft) ﬂz - sin (ft)

Der formale Ansatz

=3~ (acos (VAE) + s (VAR) ) i)

i=1
fithrt also zu

0) = Z a;ui(T)
0) = Z Biui ()

Da die u; eine Orthonormalbasis von L? bilden, kénnen wir damit das Anfangs-
wertproblem (3.4) zumindest formal 16sen. Im Unterschied zu (3.3) existiert solch
eine Losung fiir alle Zeiten, wihrend im parabolischen Fall eine Losung fiir nega-
tive Zeiten im allgemeinen nicht existiert, da die Exponentialfaktoren sofort die
Konvergenz der Reihe zerstoren; die riickwirtige Wérmeleitungsgleichung ist im
Allgemeinen nicht l6sbar.

Anschaulich bedeutet die angegebene Losung, dass die betrachtete Membran ei-
ne Uberlagerung von Eigenschwingungen ausfiihrt. In der Musik bezeichnet man
A1 als Grundton und A;, i > 1, als Obertone. Diese sind von der Geometrie des
Instrumentes abhéngig.

Im Falle endlicher Summen liegt eine klassische Losung vor und die formalen Rech-
nungen werden sofort rigoros.

4. MAXIMUMPRINZIPIEN FUR PARABOLISCHE GLEICHUNGEN
Wir folgen [7, 8].

4.1. Schwaches Maximumprinzip. In diesem Kapitel verallgemeinern wir Re-
sultate, die wir bereits auf zylinderférmigen Gebieten kennen.

Definition 4.1.

(i) Sei (wg,t9) C R"*! beliebig. Sei r > 0. Dann definieren wir den parabolischen
Zylinder @, (zo,to) durch

Qr(z0,t0) = {(x,t) ER" X R: |z — 0| <7 und tg — r® < t < to}.
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(i) Sei Q C R™*! eine beliebige offene Menge. Dann definieren wir den paraboli-
schen Rand P2 durch

PO = {(x,t) € 00: Q. (x,t) ¢ O fiir alle r > 0}.

(iii) Sei 2 C R"*! offen. Dann besteht das parabolische Einflussgebiet des Punktes
(0,t0) € Q aus allen Punkten (x1,%1), so dass ein stetiger Weg ~: [0,1] —
Q\ PQ mit v(0) = (zo,tp) und y(1) = (z1,t;) existert, so dass t — y"T1(¢)
monoton fallend (= nichtwachsend) ist, d.h. die Zeit ¢ ist entlang von v mo-
noton fallend: v 1 (t5) < 4" HL(ty) fiir alle 0 <t <ty < 1.

Theorem 4.2 (Schwaches Maximumprinzip). Sei Q C R"™! offen und beschrinkt.
Definiere den parabolischen Operator L durch

Lu = —i + a“uj + biu; + du

mit a¥ b, d € L*®, 1 < 4,j < n. Sei a” gleichmdifig elliptisch, d. h. es gebe ein
9 >0 mit

a¢;&; > 9IE? fir alle € € R™.

Gelte ohne Einschrinkung a = a’*. Sei u € C*1(Q) N C° (Q) eine Lésung von
Lu >0 in Q.

(a) Ist d =0, so gilt

supu < sup u.
Q PQ

(b) Falls d <0 in {(z,t) € Q: u(z,t) > 0} gilt, erhalten wir
sup u < sup max{u,0}.
Q PQ
(c) Ist d € L™ beliebig und supu < 0, so folgt
PQ

supu < 0.
Q

Das Resultat gilt auch, wenn ¢ in Q nicht nach oben beschrinkt ist: Man appro-
ximiert in diesem Fall  durch Gebiete Q N {(x,t): ¢t < T} und ldsst am Ende
T — o0.

Beweis.

(i) Gelte zunéchst d = 0 und Lu > 0 in Q. Wire die Behauptung (a) verletzt,
so gibe es € > 0 und (wg,t9) € Q\ PQ mit u(xg,t9) = supu + £ und
PQ

u(z,t) < u(xg,to) fir alle (z,t) € Q mit ¢t < ¢g. Zusiitzlich diirfen wir oh-
ne Einschrinkung annehmen, dass u(x,t) < u(zg, to) fiir (x,t) € Q mit ¢ < ¢y
gilt. Wir unterscheiden zwei Félle.

(I) Ist (zo,t0) € Q, so gilt dort @ > 0, u;; < 0 und u; = 0. Somit erhalten
wir dort Lu < 0. Widerspruch.



(ii) Sei nun d = 0
Ungleichung L(u — te) > 0 in . Mit (i) erhalten wir

(iii)
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(IT) Da dieser Beweisteil zwar kompliziert aussieht, aber auf einer einfachen

Idee beruht, beschreiben wir unser Vorgehen zunéchst einmal in Wor-
ten: Wir wollen wie in (iI) einen Widerspruch zeigen. Dazu betrachten
wir vor tg in der Zeit abgeschnittene Gebiete {t <ty — %} und erhalten
fiir diese Gebiete Maximalpunkte (z;,t;). Fiir i — oo erhalten wir eine
konvergente Teilfolge mit Limes (z*,t*) € 9Q \ PQ und t* = ¢¢. Ein
kleiner parabolischer Zylinder um den Limespunkt liegt in 2. Die Ma-
ximalpunkte (z;,¢;) liegen auch in diesem Zylinder und somit kénnen
wir wie in (iI) vorgehen und erhalten ebenfalls einen Widerspruch.

Ist (zo,t0) € Q\ Q, so erhalten wir mit Hilfe von e sogar (zo,ty) €
O\ PQ. Somit gibt es r > 0 mit Q,(xg,t9) C Q. Definiere T; := tg — %
und Q; = {(z,t) € Q:¢t < T;}. Wir nehmen ohne Einschrinkung
an, dass i so grof ist, dass €; # 0 gilt. Wihle (z;,t;) € €; mit
u(zi,t;) = supu und u(x,t) < u(z,;,t;) fir alle (z,t) € Q; mit t < ¢;.
Aufgrund der obigen Uberlegungen gilt dann (z;,¢;) € 9. Da u in
Q stetig ist und Q,(wo,t0) C Q gilt, folgt 'llm u(xg, t;) = u(wo, to). Da

Q kompakt ist, konvergiert eine Teilfolge von ((x;,%;))ien. Ohne Ein-
schriinkung gelte fiir die gesamte Folge (z;,t;) — («*,t*). Wir erhalten
u(x*, t*) = u(xo, to) und u(z, t) < u(z*,t*) fir alle (z,t) € Q mit ¢ < ¢*.
Aufgrund der obigen Uberlegungen gilt (z*,*) € 9Q\PQ (,& Q“haben
wir oben bereits gezeigt und nach Wahl von ¢ folgt auch ,,¢ PQ“). Somit
gibt es ein § > 0 mit Qs(z*,t*) C Q. Wir bemerken, dass t; < ty nach
Konstruktion gilt, also auch t* < g, und wegen u(z*, t*) = u(xg, to) und
der Wahl von (z9, o) mit u(x,t) < u(zg, to) fiir t < to folgt to = t*. Da-
mit ist aber aufgrund der Konvergenz (z;,t;) — (x*,t*) und ¢t; < t* = ¢
auch (z;,t;) € Q, falls i gro} genug ist. In (z;,¢;) gilt jedoch @ > 0,
ui; < 0, u; = 0 im Widerspruch zu Lu > 0.

und Lu > 0. Dann erfiillt u — te fiir beliebige ¢ > 0 die

sup(u — te) < sup(u — te).
Q PQ

Mit e N\, 0 folgt die Behauptung (a).

Gelte nun d < 0 in {(z,t) € Q: u(x,t) > 0}. Wir definieren

Q= {(x,t) € Q: u(x,t) >0}

und Low = —1i 4 a”w;j + biw;. Ist Q = 0, so ist die Behauptung (b) klar. Sei
also Q # (). Dann gilt in Q nach Voraussetzung 0 < Lu = Lou + du < Lou.
Wir wenden nun (i) mit Q und Ly an und erhalten wegen PQ C PQ U
{(z,t): u(x,t) = 0} (benutze eine Fallunterscheidung v > 0 und v = 0) die
Behauptung (b):

supu < supu < sup u = supmax{u,0}.
Q & Pa PO
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(iv) Fiir den Beweis von (c) wihlen wir & > 0 mit |d| < k und definieren w(z, t) :=
u(x,t) - e F. Mit w = ue ™ — kue % = 1e* — kw folgt
0 <(Lu)-e ™
= (—u + aijuij + blu; + du) ekt
= —w+ aijwij + blw; + dw — kw
= Lw,
wozUu Wwir 3
Lv:=—0+a"v;; +bv; + (d—k)v
definieren. Wegen d—k < 0 kénnen wir (b) auf Lw > 0 anwenden und erhalten

supu(-,t)e F < supu(-,t)e " <0.
Q PO
Die Behauptung folgt. O

4.2. Hopfsches Randpunktlemma.

Theorem 4.3 (Hopfsches Randpunktlemma). Sei Bt (20,t0) C R™ . Sei tg —
ro < t1 < to+ 7. Definiere Q= {(z,t) € Bt (w0, t0): t < t1}. Seiu € C*H(Q)N
CO (ﬁ) eine Losung der Differentialungleichung

Lu:=—u+ a”uij +bu;+du>0 inQ

mit a¥,b',d € L, symmetrischem a und einem ¥ > 0, so dass a”&;&; > V|¢|?
fir alle £ € R™ dberall in Q gilt. Gelte w < M in QU {(z,t1): |z — zo| < |x1 — 20|}
und u(zy,t1) = M fir ein x1 mit (x1,t1) € QB?O+1(x0,to). (Somit gilt xog # x1.)

(i) Sei d = 0. Falls u in (x1,t1) differenzierbar ist, ist jede nach auflen weisen-
de Richtungsableitung von w positiv, d. h. fir die zugehorige Richtung & gilt
(€, (z1 — w0, t1 — t0)) > 0 und €™ > 0, insbesondere gilt also

<D’U,(£L’1,t1),1’1 — ZL’()> > 0.
Allgemein gilt fiir jedes 6 > 0

u(xy, t1) — u(x, t)

B lim inf > 0.

Q\{(z1,t1)}3(=,t) > (x1,t1) |(1’1,t1) — (.’E,t)|
(z,t)—(w3,t1) (zg,tg)—(=1,t1) >>5
[(x,t)=(z1,t1)[" [(@o,to) —(z1,t1)]

(ii) Ist d <0, so gilt dieselbe Aussage falls u(xq,t1) > 0 ist.

(#i) Ist u(x1,t1) =0, so gilt dieselbe Aussage auch ohne eine Vorzeichenbedingung
an d.

Beweis. Indem wir statt B,,(zo,%o) einen etwas kleineren Ball betrachten, der in
(z1,t1) dieselbe Tangentialebene hat, diirfen wir ohne Einschrinkung annehmen,
dass u < M in Q\ {(x1,t1)} gilt. Sei r > 0 mit |zo — 1| > 2r. Definiere

D := B?+1($17t1) nQ
sowie den Abschluss des Teils des parabolischen Randes von D in 2

0;D:=0DNAQ
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und den Teil des parabolischen Randes von D auflerhalb von 2
6aD =90DN 8Bf0+1(a:o, to).
Es gilt PD = 0;D U 9,D. Da wir Bﬁoﬂ(xo,tg) anfangs gegebenenfalls verkleinert

haben folgt w < M auf 0;D. Somit gibt es n > 0 mit u < M —n auf 0;D. Weiterhin
gilt u < M auf 9,D.

Definiere fiir a > 0 die Hilfsfunktion
’U(LC,t) = eia(|$7w0|2+(t*t0)2) _ e—ozrg.

Dann gilt v = 0 unabhéingig von der Wahl von o auf 0B (z9,t0) D 9, D. Die
Funktion v erfiillt die Differentialungleichung

Lu = Qae—a(lf—ro\z-F(t—to)z),
. <(t — to) —+ 2aa™! (IZZ — IL’Q)Z(IE — $0)j — a”éij — bZ(IL’ — mo)i + 204d>

. _ —a’!‘2
+d ()
<0 N——
<0

>0
fiir « > 1 in D, falls d < 0 (oder d = 0) gilt. Fixiere o > 1 entsprechend.

Gelte also zunéichst d < 0. Es gibt ein € > 0, so dass w := u+ev—M die Ungleichung
w < 0 auf 9,D (da dort v verschwindet) und auf 9;D (falls € > 0 klein genug ist)
erfiillt. Weiterhin gilt

Lw=Lu+eLv—dM >0+¢-0—du(zy,t1) > 0.

Somit folgt aufgrund des schwachen Maximumprinzips w < 0 in D. Mit w(x1,t;) =
0 erhalten wir

w(zy,t1) — w(x,t)

_ lim inf > 0.
O\ {(21.1)}3 (2,6 > (21,t1) [(z1,t1) — (z,t)]
< (@t)=(xy.ty) (xq.tg)=—(wy.ty) >>5
@0 = (21,601 T(@0.t0) = (=1,51)]
Nun gilt
Jimn sup v(xy,t1) —v(x,t)
D\ {(21,t1)}3 (@) > (@1,t1) |(z1,t1) = (,1)]
< (z,)=(x3,t1) (zq.tg)—=(x1.t1) >>5
[(@,t)—=(z1,t1)[ " [(zg,to) — (@1, t1)]
< sup <—(DU,1'1)(J,‘1,1§1), (577»
(&, 7)E(R™ XR)NS™
(e Ee=tat)>s
(man kénnte auch noch 7 > 0 fordern)
= — 20e(lm—molP+(ti-t0)?) . inf (=(@1 — w0, t1 — t0), (€, 7))

(¢, 7)€ (RN XR)NE™
(zg,tg)—(x1,t71)
<(5’>* [(=0.t0)= (21t >>‘5

>0
<0.

Somit folgt die Behauptung im Falle d = 0 oder d < 0.
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Ist M = 0 und d beliebig, so definieren wir fiir ein k& mit k& > sup |d| den Differen-
Q

tialoperator L durch

Lu := —t + a”u;j + bu; + (d — k)u.

Es gilt ~
Lu= Lu — k u >0.
O~
>0 >0 <0
Wegen d — k < 0 folgt die Behauptung damit aus dem Fall ,d < 0“. (|

Das folgende Korollar heifit ebenfalls Hopfsches Randpunktlemma.

Korollar 4.4 (Hopfsches Randpunktlemma). Sei Q C R™ offen und beschrinkt,
o0 e C? (CV1 geniigt auch). Sei T > 0. Seiuw € CFH(Q x (0,T7))NC° (Q x [0,T])
eine Losung der Differentialungleichung
Lu:=—u+ aijuij +bu; +du>0 inQ

mit a', b', d € L>, symmetrischem a* und einem 9 > 0, so dass a"&;&; > V|¢|?
fiir alle & € R™ dberall in Q gilt. Gelte w < M in Q x (0,T) und u(z1,t1) =
M fiir ein (z1,t1) € OQ x (0,T]. Dann gelten die Folgerungen wie im Hopfschen
Randpunktlemma 4.3, wobei xg der Mittelpunkt einer inneren Kugel zu 2 ist, d. h.
es gelte By(xg) C Q, 0B (x0) N0 = {z1} fir ein r > 0, und Q dort in der

Folgerung durch 2 x (0,t1) und ‘(zo’to)f(ml’tl)

m durch —v (I/ = duﬂere Normale) zZU

ersetzen sind.
Beweis. Benutze das Hopfsche Randpunktlemma, Theorem 4.3. (]

4.3. Harnackungleichung. Fiir Operatoren, die nicht in Divergenzform sind, er-
halten wir die folgende Harnackungleichung.

Theorem 4.5 (Harnackungleichung). Seien R, T > 0. Definiere
Q:={(z,t) R : [z <R, -T <t<0}.
Seiu e CEH(Q)NCO (@) mit uw > 0 in Q eine Lisung der Differentialungleichung
Lu=—u+ aijul-j +blu; +du <0
in @ mit a¥, b',d € L™ und a&;&; > NE? fir alle & € R™ diberall in Q fir ein
A > 0. Seienh>0und0<€<%mit
u>h in B.g(0) x {-T}.
Dann gibt es k = K (R, T, A, ’

ainLw ’ HbiHLoo ) ”dHLOO) >0, so dass

h
’LL>8K§ m BR/Q(O)X{O}

gilt.

Beweis. Definiere

Yo ::R2+(1—52)~R2-%
und

Y1 = — |z
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Definiere fiir ein noch zu wihlendes ¢ > 2 die Funktion 1 := 9$1; ?. Setze
Q= {(z,1) € Q: vo > |z|*}.
Dann ist ¢ € 02?1(63).

Wir méchten nun zeigen, dass es ¢ = ¢ (R, T, A, ainLoo, fbiHLOC Adllr=) > 1
gibt, so dass die Ungleichung L) > 0 in Q gilt. Dort erhalten wir

¥ =i, Y,
R? R2

¥ =201 (1 - %) — i (1 €%

Yy =211y 1 (—2x;),
Vij = 2o 1(—22:)(—2x5) + 211, 1 (—2635),
R? 7 R?

Do =v5 (alt - ) 0 20 - &)

+ 8a“ zixj — 4a §;0p1 — Abixiahy + dw%)

und mit £ := %

2

>0 (d- e -0 - T

y ; vi |2 |2>
—4a"0;;& — 4b'x; € +d— + 8\
i€ 3 ™ ™

Wegen || < |1hg| < R? und 0 < £ < 1 erhalten wir mit der Konstanten

O e s ldllz)

c=c(RT,[a”] .,
die Abschéitzung
q R?

Lip > i1 (52 —cf+ 8)\|x2)
-0 2T (I

Wir unterscheiden nun die Fille £ > % und & < %: Ist1>&> %, so sind die beiden

ersten Terme auf der rechten Seite fiir ¢ > 41§2T nichtnegativ und wir erhalten L) > 0

inQ.Ist0<¢< 1 so folgt aus 1 >¢= % = %;7?‘2 die Ungleichung %1/10 < |x|?

oder 122 > 1 . In diesem Falle ist

Yo
2
L >yl (31;52 - cﬁg ; 4)\>
R2 2 2
>y~ (q - 4§\>>0

falls ¢ > 55 R2 gilt. Wir dﬁrfen ohne Einschrankung A < 1 und ¢ > 1 annehmen

und erhalten fiir ¢ > 2L die Ungleichung Ly > 0 in Q.

)\R2

Auf PQN {t > —T} gilt ¥ = ¢y = 0. Auf PQ N {t = —T} gelten ¢y = eR?,
Y1 = e2R? — |z|? und somit |z| < eR. Definiere 1 := h(¢R)??~*y. Dann gilt auf
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PQ N {t=—T} die Ungleichung

§=h-(eR . (2R — [2[) - (2°R?) " < h < u.
Auf dem Rest von PQ gilt 0 = ¥ < u ebenfalls. Somit folgt
{L@u) >0 in0,

P—u<0 auf PQ.

Aufgrund des schwachen Maximumprinzips erhalten wir ) —u < 0in Q. Fiir t = 0
und |z| < £ folgt
u > = h(eR)* ) = h(eR)* iy
—h(eR)*™* (R* — |2[?)* R~

9 1
> pe2a—4 p—4 4 Dpe2a—4
> he R 16R 2 5he
Mit k = 2q — 4 erhalten wir somit die Behauptung. (Il

4.4. Striktes Maximumprinzip. Als Vorbereitung zeigen wir zunéichst eine Ver-
sion des strikten Maximumprinzips fiir zylinderférmige Gebiete.

Lemma 4.6. Seien R, T > 0. Sei Q = B3r(0) x (=T,0) C R**. Seiu € CHHQ)N
o (ﬁ) eine Losung der Differentialungleichung
Lu= —u+aijUij +bu; +du<0 inQ

mit a7, b, d € L und a¥&;&; > V|E|? fir alle & € R™ diberall in Q fiir ein 9 > 0.
Gelte u > 0 in Q und u(0,0) = 0. Dann gilt w=0 in Br(0) x [-T,0].

Beweis. Falls nicht, so existiert (zg,%9) € Br(0) x (=T,0) mit u(zg,%o) > 0. Da
u stetig ist brauchen wir den Fall tq € {—T,0} nicht zu betrachten. Aufgrund der
Stetigkeit von u existieren h > 0 und % >¢e > 0mit u > h in Bacg(zo) X {to}-
Nach Lemma 4.5, angewandt auf @ = Bagr(xo) X [to, 0], gibt es k > 0, so dass

u > 5”‘5 in Bgr(xzo) x {0}
gilt. Wegen 0 € Br(z¢) und
h
0=u(0,0) =" >0
erhalten wir einen Widerspruch. Somit folgt v = 0 in Br(0) x [0,T]. O
Das Argument ldsst sich induktiv anwenden und liefert v = 0 in der Menge Bsg(0) x

(—T,0).

Damit erhalten wir das strikte parabolische Maximumprinzip fiir allgemeine be-
schréankte Gebiete.

Theorem 4.7 (Striktes parabolisches Maximumprinzip). Sei Q C R**! offen und
beschrinkt. Seiu € C%1(Q) N C° (ﬁ) eine Losung der Differentialungleichung

Lu:—quaijuijeriuieruZ() imn
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mit a¥, b', d € L und gelte fiir ein 9 > 0 diberall in Q die Elliptizititsbedingung
ag;E; > V€ fir alle € € R™.

Sei (zo,tp) € Q\ PQ mit

(i) Ist d =0 oder
(i) d <0 und u(zg,to) > 0 oder
(#ii) d beliebig und u(xo,to) = 0 oder
(iv) Lu > d- M, aber nicht notwendigerweise Lu > 0,

so ist u im parabolischen Einflussgebiet von (xg,to) konstant.

Beweis. Wir zeigen die Aussage nur letzten Fall. In allen anderen Féllen folgt die
Behauptung direkt daraus.
Definiere w := M — u. Dann gilt mit Lw = Low + dw
Lw=dM —Lu<0 in .

Es gilt w > 0 mit Gleichheit in (xq, to).
Sei y: [0, 1] — € eine Kurve wie in der Definition des parabolischen Einflussgebietes
eines Punktes mit v(0) = (zg, tp). Schreibe vy(a) = (zq4,tq). Wir behaupten, dass
w(y(t)) = 0 fiir alle t € [0,1] gilt. Da w o v stetig ist, gilt w(v(t)) = 0 auf einer
abgeschlossenen Teilmenge von [0,1]. Sei a € [0,1] maximal, so dass w(y(t)) =0
auf I :=[0,a] gilt. Wir behaupten, dass a = 1 ist. Benutze, dass

Lw <0 in Q,

w >0 in Q,

w=0 in (x4,t4)
gelten. Wegen (24,t,) € Q\PQgibt es R > 0und T > 0 mit Bsg(z4) X (ta—T,ta) C
Q2. Dort gilt insbesondere Lw < 0. Nach Lemma 4.6 folgt w =0 in Br(z,) X (tq —

T,t,). Da die Zeitkomponente 4" 1(¢) in ¢ nichtwachsend ist, widerspricht dies der
Maximalitéit von a. U

Theorem 4.8 (Maximumprinzip auf R™). Sei 0 < T < oo und
ue C?*(R" x (0, 7)) NC*(R™ x [0,T]).
Lost u das Anfangswertproblem
{u =Au inR" x (0,T),
u=g auf R™ x {0}
und gibt es Konstanten a, A > 0, so dass
u(z,t) < A- ealzl”

ist, so gilt

sup u =supg.
R” % [0,T) R™
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Beweis. Es geniigt, u < sup g auf einem kleinen Zeitintervall (0,7") zu zeigen, so
dass 4aT < 1 gilt. Wir nehmen daher ohne Einschriankung 4a7 < 1 an. Wihle
1

e > 0, so dass 4a(T + ¢) < 1 gilt und definiere v > 0 durch T — et Fiir

y € R® und p > 0 definieren wir
p |z —y?
t) = t) — —— . = JL )
v t) =u@t) - G e wP(MT+5ﬂ>
Behauptung: Es gilt v = Awv.

Dafiir geniigt es, nachzuweisen, dass

wzaﬂ%Y”2@W<K;yz)

die Wirmeleitungsgleichung erfiillt. (Man konnte auch y = 0 annehmen.) Wir be-
merken, dass dies (bis auf unwichtige Konstanten) gerade die Fundamentallssung
der Wéarmeleitungsgleichung ist. Es gilt

W= g(T — t)_"/Q_1 cexp(...)+ (T — t)_"/2 ~exp(...) - 4|(xT_—yt|)2’
w; = (T —t)"™/? . exp(...) - M7
_ —n/2 2 —y)i 2z —y),
wij = (T —t) /ﬁmQJ-MT_O-MT_ﬂ
+(T =)™ exp(...)- 45?? n

no o le—yP Jr-y? 1,
i - I
s tuT—p ar—¢ 2°%

Setze 1 := |z — y| und betrachte v fiir grofile Werte von r. Es gilt

W — Aw = exp(...)- (T —t)""/*71. {

H 2

v(z,t) =u(z,t) — m . eAT+e—D
a|aC|2 _ L . 77'25
< Ae T 7 o2 e3(T+e)

nach Voraussetzung an u und da beide Faktoren einzeln durch Weglassen von t
kleiner werden

<A-edlyl+n)? _ w(4(a+~))"? - elaty)r?
aufgrund der Dreiecksungleichung und nach Definition von «y. Fiir 7 > 1 wird dies
beliebig klein, insbesondere kleiner als sup g. Somit ist v < sup g auf dBr(y)x (0,7T),
falls R > 1 grofi genug ist. Weiterhin gilt aber v < sup g in R™ x {0}. Aufgrund
des parabolischen Maximumprinzips folgt also
v<supg in Bg(y) x (0,T).

Wie wir oben gesehen haben gilt diese Ungleichung aber auch aufierhalb von Bg(y).
Also erhalten wir {iberall

v < supg.
R héngt zwar von u ab, aber die obige Abschéitzung ist von R unabhéingig. Lasse

also pu ™\, 0. Es folgt
u < supg. O
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Da die Wirmeleitungsgleichung die Entwicklung der Temperaturverteilung unter
idealisierten Bedingungen beschreibt, besagt das folgende Theorem, dass die gleiche
Temperaturverteilung am Ende nur entstehen kann, wenn diese Verteilung auch
schon am Anfang gleich war.

Theorem 4.9 (Riickwiirtige Eindeutigkeit). Sei @ C R™ offen und beschrinkt,
0N eC! und 0 < T < co0. Seien u und i glatte Lésungen von

w=Au, w=Au inQx(0,T),
u=g, U4=g auf 0 x (0,T).

(Die Randbedingung wird also nur an den ,seitlichen Rand gestellt.)

Gilt u(z,T) = (z,T) fir xz € Q, so folgt u=1a in Q x (0,T).

Beweis. Setze w := u — 4 und

Q
Es folgt
é(t) = —2/wu’;=—2/wAw=/|Dw|2
Q Q Q

und daraus ergibt sich

ét) = —4/(Dw,Du’1>:4/Aw-u’;:4/(Aw)2,
Q Q Q

denn aufgrund der Randbedingung ist w = 0 auf 92 und wir diirfen ohnen Rand-
term integrieren. Wegen w = 0 auf 9Q x (0,T) erhalten wir
1/2 1/2

!DU/Q——/w~Aw< /w2 . /(Aw)2

Q Q Q

und somit
2

(e(1)* =4 /IDw\2 §4/w2-/(Aw)2 — e(t) - E(t).
Q Q 3
Falls die Behauptung nicht gilt, gibt es [t1,t2] C [0,7] mit
e(t) >0 firt, <t<ty, unde(ty)=0.

Definiere
f(t) :=loge(t) firt; <t <to.
f= ¢ und  f = et (e) _2(é)2
e e
aufgrund der obigen Rechnung. Dies bedeutet, dass f im Intervall (¢1,¢2) konvex
ist. Somit gilt insbesondere

S =7t +7t) < (1 =7)f(t1) + 7 (1)

Wir erhalten
>0
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fir t1 <t <ty und 0 < 7 < 1. Wir wenden die Exponentialfunktion auf diese
Ungleichung an und erhalten nach Definition von f

e((1 =7ty +7t) <e(t)™ 7 -e(t).
Da die Funktion e samt ihren Ableitungen fiir glatte Losungen in ¢ stetig ist, erhal-
ten wir
0 <e((1—7)t1 +7tz2) <e(t1)'™ 7 -e(ta)”.
Da aber e(ta) = 0 ist, folgt e = 0 in ganz (¢, t3). Widerspruch. O

5. DIE MATRIXHARNACKUNGLEICHUNG

Definition 5.1. Sei N = (Nij)lfi,jgn mit Ni]‘ = Nij(Mkl) = Nij((Mkl)lgk,lgn)
fir symmetrische Matrizen M = (M;;)1<; j<n symmetrisch. Dann erfillt N die
Null-Eigenvektor-Bedingung, falls aus M;;&7 = 0 fiir 1 <4 < n auch N;;£%¢ >0
folgt.

Ist N zusétzlich orts- und zeitabhéingig, so erfiillt N die Null-Eigenvektor-Bedin-
gung, falls N(-,z,t) sie fiir alle (z,t) erfiillt.

Theorem 5.2 (Maximumprinzip fiir Tensoren). Sei T' > 0. Sei M = (M;;)1<i j<n
mit M;; € CO(R™ x [0,T)) N C*(R™ x (0,7)), 1 < i,j < n, symmetrisch und
periodisch mit M;;(x) = M;;(y) firx —y € Z". Sei u = (uk)1<k<n mit uk €
L (Rn X [O,T)) Sei N = (Nij(Mklaxat))lﬁi,jﬁn mit

Nij € CH(R™" x R" x [0,7))
symmetrisch, in R™ eine Z™-periodische Funktion und erfille die Null-Eigenvektor-
Bedingung. Gelte

9 P o
aMij = AM” +UkwMij -+ Nij(Mkh ) in R" x (O,T)

Gilt M;;(-,0) = 0, so folgt M;;(-,t) =0 fir0 <t <T.

Beweis. Seien €,6 > 0. Wir wihlen diese Konstanten spéiter noch geeignet. Definiere

Mij = Mij + - (5 + t)5w
Wir betrachten die Differentialgleichung auf einem Zeitintervall [0, 7] fiir ein be-
liebiges 0 < 7 < T. Es geniigt, das Theorem fiir beliebige 7 < T' zu zeigen. Wir
schreiben nun wieder [0, 7] statt [0, 7]. Aufgrund der Periodizitét in z und der Kom-
paktheit von [0, T] gelten |M;;(z,t)| < ¢ und |N;;(My(z,t), z,t)] < c. Wir wollen

zeigen, dass M;; = 0 gilt und lassen dann ¢ ™\, 0.

Als Differentialgleichung fiir MZ—J— erhalten wir in R™ x [0, T
0 - 0
Z ==
ot ot

0
= AMij + ukWMij + Nij (Mkl, ) + 851']‘

= ANI; + uk%z\%]« + Ny (Mij, ) + (Nij(Mkl, ) — Ny (MM, )) + b,

Mij + 651'3'
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Nij; (Mkl, ) erfiillt die Null-Eigenvektor-Bedingung, aber fiir die zusétzliche Diffe-
renz benotigen wir die Abschitzung

Nij (Mg, ) — Nij (Mija )’

1
d .
- /fNij (UMkl+(1 —U)Mkl,-) do
0

1
ON;; - -
= /arklj (O'Mkl+(1—0'>Mkla') do - (Mkl_Mkl)
0
18N
< i e
< /aﬁcz( Ydo|-c(n)-e-(6+1)
0
<c-e-(0+41)

Somit erhalten wir

a0 ~ . 0 ~ -

&Mij = AMij + uk@Mlj + Nij (Mkh ) + Eéij —cCc-€- ((5 + t)éij.
Wir nehmen nun an, dass 0 < ¢t < § gilt und fixieren § > 0 mit ¢- 2§ < % Somit
gilt ed;; — c2(8 +1)8;; = $d;;. Wir zeigen anschlieBend dass M;; %= 0 fiir 0 <t < §
gilt. Mit € N\, 0 folgt dann auch M;; »= 0 fir 0 < ¢ < §. Dies wenden wir endlich oft
an und erhalten M;; = 0 fur 0 <¢ <1T.

Da Mij(x,O) fir x € R™ strikt positiv ist (]\Zfij > 0), gilt entweder Mij > 0
in R™ x [0,4] oder es gibt (aufgrund der Periodizitéit) (zo,%0) € R™ x (0,T] mit
M;(x,t) = 0 fiir alle (x,t) € R*x[0,t0) und € € R” mit |¢] = 1 und M;;(zo, to)&7 =
0 fiir alle 1 < i < n. Fixiere dieses £ und definiere f(x,t) := M;;(z,t)¢*¢/. Dann
erfiillt f die Differentialungleichung

0 0~ i
— f = _—DM..£'¢I
o] =2 M€

~ 0 -~ ~ 1 icj

> (AMU + uk@sz + Ny; (Mkz, ) + 255ij> ¢
0 - iej o, 1

:Af‘f'uk@f"'Nij (Mkl,'> £+ 3¢

Mit der Null-Eigenvektor-Bedingung und da (xg,%p) der erste Punkt mit einem
Null-Eigenvektor ist, folgt in (zq, to)

0 0 - 1

—f> Af +ub —f+ Ny (MM,') S

ot ~— oxk 2
——

>0

<0 =0 >0

Widerspruch. O
Theorem 5.3 (Harnackungleichung mit Matrizen). Sei T' > 0. Sei

u € CH2(R™ x (0,7)) N C% (R™ x [0,T))
eine Losung der Wiarmeleitungsgleichung

w=Au inR" x (0,T)
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mit u(-,0) >0, u(-,0) £ 0 und
u(z,t) =u(y,t) firec—yeZ"” undt>0.
Dann gilt
Usj — %uiuj + %51-]- =0 mR"x(0,7T).

Beweis. Definiere
) 1 u
Mij = Uiy — Euiuj + 26“
fir (z,t) € R™ x (0,T). Aufgrund des strikten Maximumprinzips gilt u(x,t) >

0 fur ¢ > 0, M;; ist also wohldefiniert. Sei ¢ > 0. Dann erfiillt auch u + ¢ die
Voraussetzungen. Definieren wir M mit u + € statt u, so ist “J{E 0;; aufgrund der

vorausgesetzten Regularitdt und % <c- HDQUH 1o flir 0 <t =0 der dominante
Term in M;; und es folgt M7 = 0, falls £ > 0 klein genug ist. Es geniigt nun zu
zeigen, dass M (z,t) = 0 fiir (z,t) € R" x (0,T) gilt. Mit £ N\ 0 fiir festes (=,t,¢)
folgt dann die Behauptung. Aus Bequemlichkeit schreiben wir ab jetzt wieder u
statt u + €.

Wir wollen das Maximumprinzip fiir Tensoren anwenden und berechnen dazu die
Evolutionsgleichung von M;;. Es gilt

. . 1. 1. 1 . U U
Mij =Uij + ﬁuuiuj — EU,”LLJ' — Euiuj + ¥5” — ﬁgij’
0
M, =—=M;;
ij, Ok i
1 1 U,
=ik + UK — Uikl UilE —dij,

]. 1 1 Ukl
Mzg kl = Uijkl + uk‘luluj uuzklu] - auiujkl + £ 5ij

1 1

_ 2u3 UiU;Up Uy + ukulluj + 2 — URUU; + ulkujul

1 1

— —UikUs + Uzujkul — Ui Ujk,
u u
y 2

M;; — AM;; = 52] —|— |Vu| Uity —
= N

’L]'

2 2

k k ki
—SUTURU; — U U Ui + — U0 Uy
u? T2 TR ’

Wir méchten nun nachweisen, dass IV;; die Null-Eigenvektor-Bedingung erfiillt. Sei
dazu £ € R™ mit |¢| =1 und M;;&7 =0 fiir 1 <i < n, also
1
0= szf _ung - 7“1’“]6 + 6135]

oder

& = luiu'fj L

J o i 7 i

Es gilt

4 ) 2 . )
Nj&d = — = + *|VU\ (Vu,€)? — ﬁukukjfj (Vu, &) + afluikfskluljfj
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U 2
=—u" @WU\Z(VMQZ
4 (1 9 U ;
- S (Vg - 2o )

+ % (iukwu, €) — ’;‘%gi) sH <iul<Vu,§> = 1;5”51')
= VU (V0 6)” — VU (V0,6 4 (V)
V(T € — (Vw6 + o
=5 >0.
Somit folgt die Behauptung aus dem Maximumprinzip fiir Tensoren. O
Theorem 5.4 (Differentielle Harnackungleichung). Sei T' > 0. Sei
u € CH2(R™ x (0,7)) N C%L(R™ x [0,T))
eine Losung der Wiarmeleitungsgleichung
w=Au inR" x (0,T)
mit u(-,0) >0, u(-,0) Z 0 und
u(z,t) = u(y,t) fire—ye€Z"” undt > 0.
Dann gilt
G — w n n-u

— >0 nR"x(0,7).
U t

Beweis. Bilde die Spur in der Harnackungleichung fiir Matrizen, Theorem 5.3, und
benutze . = Au. O

Damit kénnen wir die Abfallrate von u in einem festen Punkt beschréinken.
Korollar 5.5. Sei T > 0. Sei

u € CH (R x (0,T)) N C%(R™ x [0,T))
eine Losung der Wiarmeleitungsgleichung

w=Au inR"x (0,T)

mit u(-,0) >0, u(-,0) Z 0 und

u(z,t) = u(y,t) fire—ye€Z"” undt > 0.
Seien 0 < t1 <ty <T. Dann gilt fiir alle x € R™

M%b)Zu@JQc(h>a

to

Beweis. Wir verwenden die Abschitzung aus Theorem 5.4 und erhalten fiir alle
x € R" die Differentialungleichung @ + ** > 0. Eine Losung der zugehorigen Diffe-
rentialgleichung ist durch c¢-¢~" gegeben, insbesondere 16st also ¢ — u(z,t1) - (%)n
die Differentialgleichung. Da eine Losung der Gleichung bei gleichem Anfangswert
zur Zeit tq fiir t > t; unterhalb einer Losung der Ungleichung liegt, folgt die Be-

hauptung. [
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Wir konnen auch die Funktionswerte in verschiedenen Punkten miteinander ver-
gleichen:

Korollar 5.6. Sei T > 0. Sei
u e CH2(R™ x (0,7)) N C%L(R™ x [0,T))
eine Losung der Wiarmeleitungsgleichung
@=Au inR" x (0,T)
mit u(-,0) >0, u(-,0) £ 0 und
u(z,0) =u(y,0) firx—yelZ".
Seien 0 < t1 <ty <T. Dann gilt fir alle x1, x5 € R"

t\" lzg—wq|?
u(we, to) > u(xy,t1) - (tl) ce ta—tr |
2

Beweis. Wir definieren
f(s) i=u((1 — s)xy + sza, (1 — s)t1 + sta)
fiir s € [0,1] und erhalten mit Theorem 5.4

%f(s) =(Vu(...),zo —x1) +a(...) (t2 —t1)

[Vul*>  n-u

2<Vu,m2—x1>+(t2—t1)- ( ), tz(l—S)tl—FStQ,

U t
|Vul? |rg — 212 [Vul? n-u
> ity —ty) - 2w (b — ) - - (tp—t
= " (t2 —t1) P— u+ (t2 —t1) ” ; (t2 —t1)
|22 — 21]? n- f(s)
= -2 T s - — ().
t2 — tl f(S) (]. — S)tl —+ Stg ( 2 1)
Man rechnet direkt nach, dass (die mit Hilfe von SAGE gefundene Funktion)
_ \12711\2,8
e to—t1
s+ konst. - = g(s)

(tl + S(tg — tl))n
eine Losung der zugehorigen Differentialgleichung ist. Wir wihlen die Konstante
als u(x1,t1) - t7, so dass g(0) = u(x1,t1) gilt. Aufgrund der Differentialungleichung
gilt f(s) > g(s) fiir alle s € [0, 1]. Mit u(xe,t2) = f(1) > g(1) folgt daraus

tq T lwp-e)?
w(xg,t2) > u(wy,ty) - ™ e Tia—tr
2

wie behauptet. ([l

6. KONVERGENZ GEGEN TRANSLATIERENDE LOSUNGEN

Theorem 6.1. Sei 2 C R" offen, beschrinkt, zusammenhingend und gelte OS2 €
C™. Sei F € C>® (R™" xR" x Q). Sei u € C* (2 x[0,00)) eine Lisung der
gleichmdfig parabolischen Differentialgleichung

u(z,t) = F (D*u(z,t), Du(z,t),z)  fir (z,t) € Q x [0,00).

Gelte
(Du,v) = o(x) auf 0§ x [0, 00)
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fiir ein @ € C*° (R™). Wir nehmen die folgenden a priori Schranken an: Es gelten
lu(z,t)| <c-(14+t) und

ok
wD u
Dann gibt es eine glatte translatierende Lésung, d. h. eine Funktion U: Q xR — R,
so dass U € C™ ist,

V =U(z,t) = F (D?U(z,t),DU(x,t),z) in QxR

sowie (DU (z,t),v) = p(z) fir (z,t) € 00 x R mit einer Konstanten V € R gelten.
U ist bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt.

<c(k,o) fir alle k>0, a mit k+ |a] > 0.

Weiterhin konvergiert u fiir t — oo gegen eine translatierende Lésung, d. h. es gibt
eine Konstante h € R mit

fiir beliebige feste k € N. Gibt es eine Konstante A > 0 mit
||U(~,t) - U('vt) - h”co(Q) <c- 67)‘t

fiir alle t > 0, so fallen die héheren Ableitungen ebenfalls exponentiell mit fast
derselben Rate ab: Fire >0 und k € N gilt

(1) =U(-,t) = hllorq) < clk,€) cem(Ae)t
fiir alle t > 0.

Bemerkung 6.2.

(i) Gleichméifige Parabolizitédt bedeutet hier (5971; = 905 fur ein ¥ > 0.

(ii) Dies ist eine recht allgemeine Aussage iiber das Langzeitverhalten von Losun-
gen in einer Situation in der es translatierende Losungen geben konnte (ins-
besondere treten keine expliziten Abhéngigkeiten von ¢ und w auf). Um die-
ses Resultat anwenden zu kénnen sind insbesondere die angegebenen a priori
Schranken zu zeigen.

Wir beweisen Theorem 6.1 in einzelnen Schritten.

Beweis von Theorem 6.1.

(i) Differentialgleichung fiir die Differenz: Sei ty > 0 beliebig. Definiere
w(z,t) :=u(z,t +to) — u(z,t).

Konnen wir zeigen, dass diese Grofle fiir t — oo gegen eine Konstante konver-
giert, so haben wir beinahe gezeigt, dass u gegen eine translatierende Losung
konvergiert. Daher untersuchen wir diese Grofle.

Seien allgemeiner u; und ug zwei glatte Losungen von
{u =F (D2u7Du,x) in  x [0, 00),
(Du,v) = ¢ auf 99 x [0, 00).
Dann folgt fiir w := uy — usg
wW=u — Uy =F (D2u1,Du1,ac) - F (DQUQ,DUQ7.'L')
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1
= /agF (tD*uy + (1 — 7)D*ug,7Duy + (1 — 7)Dug, z) dr
T
0
/ oF / oF
= / arij ( . ) dr ~(u1,ij - U27ij) + / 8]?2‘ ( . ) dr ~(u17i - UQVZ‘)
0 0
(S — —_——
=:a% (z,t) =:bi(z,t)

= aijwij + bzwz
Als Randbedingung erhalten wir
(Dw,v) = (Duy,v) — (Dug,v) =0 auf 9Q x [0,00).
—_———  ——
=¢ =¢
Sei ab jetzt wieder w(z,t) := u(x,t + to) — u(z,t) fir ein festes to > 0.

)
Wir wollen zunéchst zeigen, dass w(-,t) fiir ¢ — oo gegen eine Konstante h
konvergiert. Dann ist u(x,t+tg) ~ u(x,t) + h fiir grofe ¢. Somit ist u beinahe
eine , diskret translatierende Losung*.

max w(-, t) ist strikt fallend: w erfiillt
W = aw;; + blw; in Q x [0,00),
(Dw,v)y =0 auf 9 x [0, 00).
Somit gilt aufgrund des Maximumprinzips sup w(-,¢1) > supw(-,t2) fiir alle
Q Q

0 < t; < to. Aufgrund des strikten Maximumprinzips und des Hopfschen
Randpunktlemmas ist ¢ — supw(-,¢) strikt monoton fallend oder w ist in
Q

Q x (0, 00) konstant.

Mit einem analogen Beweis erhalten wir, dass t — igf w(-,t) strikt wachsend

oder w konstant ist. Somit ist

t — oscw(-,t) :=supw(-,t) —inf w(-,t)
Q Q Q

strikt fallend oder identisch Null.

Es gilt osc w(-,t) — 0: Falls nicht, so ist ¢t — oscw(,?) strikt fallend und

konvergiert fiir t — oo gegen £ > 0. Dies fithren wir zu einem Widerspruch
indem wir eine Losung der Differentialgleichung derselben Form wie fiir w
konstruieren, deren Oszillation fiir alle Zeiten konstant € > 0 ist.

Sei zy € 2 und sei ty — oo eine beliebige Folge. Betrachte
w(z,t +tg) —u(zo,tp) und w(z,t+to+ tx) — ulzo, to + tr)

fiir (z,t) € Q x [~tg,00). Sémtliche I-te Ableitungen dieser Funktionen sind
fiir |I] > 1 nach Annahme gleichmiig in & durch Konstanten ¢; beschrénkt.
Auch die Funktionswerte sind in Q x [T, T fiir beliebige T' > 0 gleichmiiBig in
k beschrankt: Aufgrund der Voraussetzungen an €2 gibt es fiir je zwei Punkte
z,y € Q einen Weg v € C1([0,1],Q2) mit v(0) = z, y(1) = y und L(v) < ¢(Q).
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Seien (z,t) € Q x [-T,T] und t; > T beliebig. Sei v ein solcher Verbindungs-
weg in 2 von x nach xy. Dann gilt

|u(z,t + t) — u(zo, tr)]
< |u(x t4tn) —w(w, ty)| + |u(e, ty) — u(zo, tr)|

1
0 0
t

w(x, s+ ty) ds| + /(Vu(*y(s),tk),’y(s»ds

0
<t-sup || + L(y) - sup [Du|
< T -sup |4] + ¢(Q) - sup | Dul.

I
o\

Eine entsprechende Abschétzung gilt auch fiir die zweite Funktionenfolge. So-
mit erhalten wir auf beliebigen kompakten Teilmengen von Q x (—o0,00)
fiir beide Funktionenfolgen in k gleichmiBige C'-Abschitzungen fiir beliebige
I € N und damit auch fiir Ableitungen, die Zeitableitungen beinhalten, wo-
bei wir stets annehmen, dass k so grof} ist, dass beide Funktionenfolgen dort
definiert sind. Nach Arzela-Ascoli gibt es somit eine mit Hilfe eines Diago-
nalfolgenargumentes konstruierte Teilfolge der (¢ )k, die wir wieder mit (¢ )

bezeichnen, so dass
u(z,t +t) — u(zo, t) =0 (x,1)
und
u(z,t +to + ti) — u(zo, to + t) — @' (z,t)

lokal gleichmiflig in Q x (—o0,00) in C! fiir beliebige I € N, ebenso fiir Zeit-
ableitungen, gegen glatte Funktionen 4>, %'°°: Q x (—o00,00) — R konver-
gieren. Aufgrund der glatten Konvergenz sind auch @* und 40> Lésungen
der Differentialgleichung fiir u. Definiere @ := @' — 4°°. Wir behaupten,
dass oscw(+,t) = e fiir beliebige ¢ € R gilt. Es gilt ndmlich

ogcﬁ)(-,t)
osc (@20 (- t) — a> (-, 1))

sup (@ (@' (z,t) — a™(x,t)) — inf (@ (@' (y,t) — > (y, 1))

sup lim {(u(x,t+ to + tx) — u(zo, to + tx)) — (u(x, t + tg) — u(xo,tr))}
zeQ k—o0

—inf lim {(u(y,t+to + tx) — u(zo, to + 1)) —

yeEN k—o0 u(y7t+tk) *U(l’o,tk))}

( (
( (

lim sup {(u(z,t+to + tx) — u(zo, to + tr)) — (u(z, t + tg) — u(zo, tr))}
( (

k—00 2cQ

— lim mf {(uly,t +to + tx) — u(zo, to + tx)) —

U(y,t + tk) - u(x()vtk))} )
k—o0 ye
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da die Ausdriicke in den geschweiften Klammern fiir £ — oo gleichméfig in x
bzw. y konvergieren,

k—oo | ze

= lim {Sup(u(%t + to + k) — u(@,t + tx)) — u(@o, to + tr) + w(zo, tk)

AL o+ 0+ 1) = (4 0)) + s o+ ) — o, 1) |

lim {sup(u(x, t+to+tg) —ulx, t+tg))
k—oo | zeO

- nf a0+ 1) — (ot -+ 10)
= lim oscw(:,t + tx)
k—oo Q

=e.
Dies ist ein Widerspruch. Ist ndmlich w nicht konstant, so ist sup w(:, ) strikt

Q
fallend und igfw(, t) strikt wachsend. Somit folgt osc w(-,t) — 0 fur t — oo.

(iv) Existenz einer diskret translatierenden Lésung: Es gilt fiir beliebige
xz €

igfw(~, t) <ulx,t+to) —u(x,t)
=w(z,t)
< supuw(-, 1)
Q

= ogcw(-,t) +1Iéfw(~,t)

——
—0,t—00

Definiere

L. . Lo
Vo = % tll)r(r)lo 1gfw(-,t) =% tll)f{)lo sgp w(-, t).

Somit erhalten wir fiir t — oo
w(-,t) =u(-,t+tg) —u(-,t) = to- Vo in CO(Q).

(Das folgende Argument wiederholt nur die bereits oben hergeleitete Konver-
genz u(z,t + ty) — u(zwo, tp) — 4 (x,t) mit der Bezeichnung u°(z,t) fiir den
Grenzwert:) Sei nun (t;), eine beliebige Folge mit ¢, — oo. Betrachte fiir
festes g € ) die Funktionen

Q X [~t,00) 3 (z,t) = u(x, t +t1) — u(zo, tr).

Wie eben erhalten wir lokal in  x (—00, o) in jeder C'-Norm in k gleichmiBige
a priori Abschitzungen. Nach Arzela-Ascoli erhalten wir eine wieder mit (¢ )
bezeichnete Teilfolge von (¢ ), so dass diese Funktionen lokal in © x (—oc0, 00)
in jedem Raum C! gegen eine glatte Funktion u®: Q x (—o00, 00) — R konver-
gieren:

u(z,t +ty) — u(zo, ty) — u’(z,t).
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Aufgrund der glatten Konvergenz 16st u® dieselbe Differentialgleichung (inclu-
sive Randbedingung) wie u. Es gilt fiir beliebige (x,t) € Q x (—00, 00)

ul(z,t +to) —ul(z,t) = lim (u(x,t 4 to + tr) — u(xo, ty))

k—oc0
— lm (u(x,t + tx) — u(zo, tg))
k—oc0
= lim (u(z,t +to + tx) — u(z, t + tg)
k—oco
+ U([L‘o, tk) - U(:L'o, tk))
= lim (u(z,t +to + tr) — u(x,t + ty))
k—o0
= tlggo(u(%t +t9) —u(z,t))
=tg - V().
Somit ist u° eine ,,diskret translatierende Losung®.

(v) Existenz einer translatierenden Lésung: Wir haben bisher aus (u,to)
eine diskret translatierende Losung u” konstruiert. Sei nun #; > 0. Wir werden
spéater tg und t; als inkommensurable Zahlen wéhlen, z.B. tg = 1 und ¢; =
V2. Wie aus (u, to) erhalten wir, ausgehend von (u®, 1), eine glatte diskret
translatierende Losung u': Q x (—o0o0,00) — R, d.h. es gibt V; € R mit

u(z,t+t1) = u'(z,t) + 1 V3

fiir alle (z,t) € Qx (—00, ). Diese Konstruktion ist ein klein wenig einfacher,
da u® bereits auf Q x (—oo,00) definiert ist. Die Eigenschaft, beziiglich to
diskret translatierend zu sein, geht bei der Konstruktion nicht verloren. Somit
erhalten wir per Induktion

ul(z,t + kt)) = u'(z,t) + kt;V;
fiir i = 0,1, alle (z,t) € Q x (—00,00) und alle k € Z.
Wir behaupten, dass Vy = Vi gilt. Sei dazu § > 0 klein und 7" > 0 gro8.
Dann gibt es ng,n1 € N mit noto, n1t1 > T und |noto —nqt1| < 6. Es folgt fiir
beliebige (z,t) € Q x (o0, 00)

§-sup|i| > |u'(z,t + noto) — u' (@, t + nity)|

= ”u,1 (:U, t) + notoVo — ’U,l(l‘, t) — nlthl‘

= |notoVo — nat1 Vi

= |notoVo — notoVi + noto Vi — nit1 Vi

>noto - [Vo — Vi| = |noto — nata] - [VA|

>Vo=Wi|-T—06- |Vl
Diese Abschétzung kann fiir 77 — oo nur richtig sein, falls Vo = V1 gilt.
Definiere V := Vj = V;. Wir erhalten also fiir k,I € Z und (z,t) € Q X
(_OO’ OO)

ul(z,t + kto 4 1ty) = ul(x,t) + (kto +1t,) - V.

Wir behaupten, dass u': Q x (—00,00) — R eine mit Geschwindigkeit V'

translatierende Losung der Differentialgleichung ist. Sie dazu 7 € R beliebig.
Sei ((ki,1;))ien C Z x Z eine Folge mit k;tg + l;t1 — 7 fiir ¢ — co. Dann
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erhalten wir aus der Stetigkeit von u! durch Grenziibergang in der letzten
Gleichung
ut(z,t +71) = ul(z,t) +7V.
Somit ist u! eine glatte translatierende Losung.
Eindeutigkeit der translatierenden Lésung: Seien U, U translatierende
Losungen mit Geschwindigkeiten V' bzw. V. Sei ¢ > 0, so dass
U(z,0) — ¢ < U(z,0) < U(z,0) + ¢

fir alle x € Q gilt. Dann gilt eine entsprechende Ungleichung aufgrund des
Maximumprinzips auch fiir alle ¢ > 0. Wir erhalten

Ulz,t) — ¢ <U(x,t) < Uz, t) + ¢,
U(z,0)+tV — ¢ <U(z,0) +tV < U(x,0) + tV + ¢,
U(z,0) = U(z,0) —c <t- (V—f/) < U(x,0) = U(x,0) + ¢,
t |V =V]<||U0)| o + 1UC,0)]| Lo +c.
Mit t — oo folgt V = V.

Fixiere nun ¢t € R und definiere fiir z € Q

w(z) :=U(x,t) — Ul(x,t).
Dann erfiillt w eine elliptische Differentialgleichung der Form
{0 = aw;; + b'w; in Q,
0= (Dw,v) auf 09Q.
Somit ist w aufgrund des strikten Maximumprinzips und des Hopfschen Rand-

punktlemmas konstant. Daher sind translatierende Losungen bis auf additive
Konstanten eindeutig bestimmt.

Konvergenz gegen eine translatierende Losung: Sei U eine translatie-
rende Losung. Dann 16st w := u — U eine parabolische Differentialgleichung
der Form

0= (Dw,v) auf 99 x [0, 00).

In dieser Situation haben wir bereits gesehen, dass

{w = aijwij +blw;  in Q x (0, 00),

t — supw(-,t)
Q
monoton fallend,
t — inf w(-,?)
Q
monoton wachsen ist und dass
o) —
osc w(-,t) =0
gilt. Somit konvergiert

u(-,t) = U(-,t) = w(-,t) = 75lim infw(-,t) = lim supw(-,t)

—o00 Q t—oo

fiir t — oo in C°(9). Wir definieren

h:= lim supw(-,t)

t—oo
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und erhalten
llu(-yt) = U(-,t) — h“CO(Q) —0
fir t — oo.

Glatte Konvergenz gegen eine translatierende Losung: Dies folgt di-
rekt aus Lemma D.4. Dies liefert die Konvergenz der rdumlichen Ableitungen.
Da sich die Zeitableitungen und kombinierte rdumliche und zeitliche Ablei-
tungen mit Hilfe der differenzierten Gleichung und rédumlichen Ableitungen
ausdriicken lassen, konvergieren auch diese. (Es stort nicht, dass wir statt
t — oo nur eine Folge kK — oo betrachten; man kann das Resultat ndmlich auf
eine Gegenbeispielfolge u(-, ¢) anwenden.)

Beachte: Statt Lemma D.4 kann man alternativ auch Arzela-Ascoli und die
Eindeutigkeit des Grenzwertes in C° benutzen.

Exponentielle Konvergenzraten: Dies folgt aus den Resultaten aus Kapi-
tel D, speziell Lemma D.5. d

ANHANG A. ERGANZUNG: ANALYTIZITAT HARMONISCHER FUNKTIONEN

Theorem A.1 (Analytizitit). Sei Q C R™ offen und u :  — R harmonisch. Dann
ist w in Q0 analytisch.

Beweis. Sei zy € Q. Wir werden nachweisen, dass die Taylorreihe von u in z in
einer Kugel um g konvergiert. Definiere

bzw

1
ri=g dist(xg, 0)

.r:=1 falls Q = R™ und

1

wWp ™

M =

1]l L1 By, (o)) -

Da u € C*°(Q) ist, erhalten wir M < oco.

Abschitzungen fiir Ableitungen: Wir kombinieren

und

Fir
Das

(2” 1n|a|)| L
4 ||UHL1(B(w))
,rn |(X‘ 4

D“ <
ID*u(a)] <

B,.(x) C Ba,(x¢) C Q fiir € B,(x¢) und erhalten

N 2n+1n lof N
D UHLC’C(BT(:DO)) SM( r ) ~\a|‘ .

k € N gilt LkF < e* oder dquivalent dazu k* < eFkl. Also ist |afl®l < elol|a]!.
Multinomialtheorem liefert fiir |a| = k

=0+ D)= HZM

Also ist |a]! < nl*la!. Wir erhalten

N 2n+1n2e o]
1Dl Lo (B, (zg)) < M () al.
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Potenzreihe: Wir behaupten, dass (zumindest) fiir |2 — 20| < 53532

n3e
reihe Do
> e o)

al

die Taylor-

(e}
gegen u konvergiert. Dazu betrachten wir die Restglieddarstellung

= u(zo)(x — 20)*
Ry(e) =ua) - Y 37 Prmole =)
k=0 |a|=k '
_ Z D% (zp + t(z ;!xo))(m —x9)

lal=N

fiir ein ¢ € [0, 1]. Dies erhélt man durch Betrachtung der Funktion g(t) := u(z+t(x—
Zo)), Entwicklung fiir ¢ = 0 und Auswertung bei ¢ = 1. Die obigen Abschétzungen
fiir die Ableitungen von wu liefern

ontip2e\ N r N
lRN<x>|<M|ZN( ) ()
al=
N N
1 1 M
-M ) <mN (=) =2
5 ) w2 -2
—0 fir N — oo.

Bemerkung: Die Abschitzung > 1 < n® erhilt man wie folgt; Analogie: N

|a|=N
Kugeln sind auf n Kérbe zu verteilen; fiir jede Kugel hat man n Moglichkeiten, also
insgesamt hochstens n---n = n® Moglichkeiten. [l

ANHANG B. HOLDERRAUME

Die im folgenden definierten Rdume C" (ﬁ) und C* (ﬁ) sind Banachrdume.
Definition B.1 (Holderrdume). Sei @ C R™ offen, u : 2 — R. Es ist
(i) u e C°(9Q), falls u sich stetig bis zum Rand fortsetzen 148t und

lull o) = sup |u| < oco.
zeN

(i) uw e C*(Q), k € N, falls D*u € C° (Q) fiir alle || < k und

lullcxq) == Z sup | D%u| < 0.
lal<k e

(iii) w e C%* (Q), 0 < a < 1, falls u € C° (Q) und

u(z) — u(y)|
U o = ||u + sup ———MM = ||u =+ |u|co,a < 0.
[[ul[co () [ HCO(Q) #ylﬁéﬂ z — gl | ||CO(Q) [ulco ()
(iv) u € Ok« (ﬁ), keN,0<a<l,fallsueCk (ﬁ) und

[ull gre @y = ullor@) + Z [D%u] 0,0y < 00
la|=k
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(v) ue C**(Q), keN, 0 < a<l, fals u e CH (V) fiir alle Q' € Q. CF(Q)
ist kein Banachraum.

Fiir 0 < a < 1 heifien die Riume C** Hélderrdume. || - ||gr.« heift Holdernorm,
[]co.« heifit Holderhalbnorm.

Beispiel B.2. Sei @ C R mit @ = (—1,1) und 0 < a < 1. Dann ist u(x) := |z|*
holderstetig. Es ist u € C%(Q).

ANHANG C. ZERLEGUNG DER EINS

Definition C.1.

(i) Eine Familie (U;);er mit U; C R™ heiBt Uberdeckung einer Menge 2 C R™,
falls @ © |J U; gilt.
iel
(ii) Seien (U;)ier und (V;)ics Uberdeckungen. Dann heiBt (V;);jc; Verfeinerung
von (U;)er, falls es fiir jedes j € J ein ¢ € I gibt, so dass V; C U ist.

(iii) Sei (U;)ier, U; € R™, eine Uberdeckung. Dann heifit die Uberdeckung lokal
endlich, wenn es fiir jeden Punkt = € R™ ein r > 0 gibt, so dass

Br (I) N Uz 7é @
nur flir hochstens endlich viele ¢ € I gilt.

Bemerkung C.2.

(i) In diesem Kapitel werden wir nur Uberdeckungen durch offene Mengen be-
trachen ohne die Offenheit jeweils neu zu fordern.

(ii) Wie beschrinken uns hier in der Darstellung auf Teilmengen des R™. Auch
in parakompakten Rédumen (in denen nach Definition offene Uberdeckungen
lokal endliche Verfeinerungen besitzen) gibt es Zerlegungen der Eins. Mannig-
faltigkeiten sind parakompakte Riume.

(iii) Da wir hier nur Teilmengen des R™ betrachten, konstruieren wir stets glatte
Zerlegungen der Eins.

Lemma C.3. Es gibt u € C° (R™) mit 0 < u, u > 0 in B1(0) und suppu € B2(0).

Beweisskizze. Definiere

1 _
{e = Jal < V.
u(z) =

0 sonst.

Per Induktion sieht man, dass alle partiellen Ableitungen von u in B /(0) von der

P( 1, m")

Form Wu(x) fiir ein geeignetes k € N und eine Polynom P sind. Daher ist
u € Cg° (R™). Die anderen Behauptungen sind klar. O

Lemma C.4. Sei (U;);er eine Uberdeckung des R™. Dann gibt es Folg‘(‘zn z € R”
und 1, > 0, k € N, so dass (By,(x))ken und (B, (xr))ren der Uberdeckung
(Uy)ier untergeordnete lokal endliche Verfeinerungen und Uberdeckungen des R™
sind.
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Beweis. Sei x € R™ beliebig. Da die Mengen U; den gesamten R”™ iiberdecken und
offen sind, gibt es ein 7 = r(x) > 0 mit r(x) < 1undein i € I, so dass By, (4 (x) C U;
ist. Alle diese Bélle iiberdecken den R™.

Definiere fiir k € N die Annuli Ay, := By(0) \ Bx—1(0). Diese sind kompakt. Somit
gibt es fiir jedes k endlich viele Bélle B, (,(x), die Ay iiberdecken. Die Folge aller
hier ausgewéhlten Punkte z; und Radien r; leistet das Gewiinschte. ([l

Definition C.5 (Zerlegung der Eins). Sei (U;);es eine Uberdeckung von A C R”.

(i) Eine Zerlegung der Eins (zur Menge A) ist eine Familie (7);) e von Funktionen
n; : R — R mit 0 < n; fiir alle j € J und

D nila) =1
jeJ
fiir alle z € A.
(ii) Eine Zerlegung der Eins (n;);cs heifit glatt, falls n; € C*° (R™) fiir alle j € J
gilt.
(iii) Eine Zerlegung der Eins (1;);cs heiBt der Uberdeckung (U;);e; untergeordnet,
wenn es fiir jedes j € J ein ¢ € I gibt, so dass suppn; C U; ist.

Theorem C.6. Sei (U;);cs eine offene Uberdeckung dgs R™, d. h. eine Uberdeckung
durch offene Mengen. Dann gibt es eine glatte, der Uberdeckung (U;);er unterge-
ordnete Zerlequng der Fins.

Beweis. Sei By, (z1) eine Folge von Béllen wie in Lemma C.4. Wir definieren C2°-

Funktionen
- T — Tk
e(z) == u ( > ,
Tk

wobei u wie in Lemma C.3 ist. Nach Konstruktion gibt es zu jedem k& € N ein
(nicht notwendigerweise eindeutig bestimmtes) i € I, so dass supp 7 (x) C U; ist.
Fiir festes ¢ € I summieren wir alle diese Funktionen 7;, auf und erhalten Funktionen
fl;. Aufgrund der lokalen Endlichkeit der Uberdeckung sind diese Summen glatt und
erfiillen alle geforderten Eigenschaften bis auf die Normierung. Daher definieren wir

J(z) = msx)

> i)

iel
und erhalten > 7; =1 in R™. O

iel

Korollar C.7. Sei A C R” 'qbgeschlossen und (U;)ser eine offene Uberdeckung von
A. Dann existiert eine der Uberdeckung (U;);cr untergeordnete Zerlegung der Eins
zur Menge A.

Beweis. Setze Uy := R™ \ A. Dann iiberdecken Uy und (U;);c; den gesamten R™.
Seien 79 und (n;);cr die in Theorem C.6 zu dieser Uberdeckung konstruierten Funk-
tionen. Dann bilden (7;);e; die geforderte Zerlegung der Eins zur Menge A. [
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ANHANG D. INTERPOLATIONSUNGLEICHUNGEN

Eindimensional erhalten wir das folgende Resultat.
Lemma D.1. Sei u € C? auf [0,00) oder R. Dann gilt
IDulZoe <32 |lullze - || D?ul| . |

falls auf der rechten Seite nicht 0 - co steht.

Beweis. Wir fiihren den Beweis in dem Fall, dass simtliche Normen endlich sind
und iiberlassen den Rest als Ubung.

Wir nehmen ohne Einschrinkung an, dass Du(0) > £||Dulz~ = 1M gilt. Damit

erhalten wir fiir alle z mit 0 < z < W die Abschitzung
Du(z) = Du(0) ]DQ wyar> - M [Pl 1y,
I B N P
Daraus erhalten wir
M M
2 Jul|pe > |u <> — u(O)‘ > inf Dy —————
4+ ||D?ul| o OSt<To2u] 4[| D?ul|
M M
P R—
T4 4D e
Umordnen liefert die Behauptung. (]

Dies gilt mit denselben Konstanten auch héherdimensional. Man schréinkt die be-
trachtete Funktion u einfach auf eine Gerade im Definitionsgebiet ein.

Schrankt man die Funktion u auf eine gekriimmte Kurve ein, so erhédlt man eine
Interpolationsungleichung fiir beschrinkte Gebiete.

Theorem D.2. Sei Q C R" offen beschrinkt und mit C*-Rand. Sei u € C? (ﬁ)
Dann gilt
IDulfe < e(@)- flullze - (| D*]| o + [ Dull <)

Beweisskizze. Zu jedem Punkt z € Q und jedem Vektor & € S"~! gibt es eine Kurve
7:[0,00) = Q@ mit |7/(¢)] <1, 7(0) = = und 7/(0) € {££}, so dass [|7"[|~ < ()
gilt. Ab hier handelt es nun um einen normalen Beweis.

Nach Kettenregel erhalten wir
(wo)'(t) = Du(v(t)) (v (),
(uo7)"(t) = D*u(y(1)) (7' (£),7 () + Du(v(£)) (" (1)),
[(wo) ()] < [Du(~(t))],
[(wo )" ()] < [D*u(y(t))| + () - [Du(y(t))].

Wir wenden nun Lemma D.1 auf die Funktion uo~ an, wobei wir « so wihlen, dass
|(uov)'(0)| = 4 sup |Dul ist. Die Behauptung folgt. O
Q
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Hieraus koénnen wir eine additive Variante der Interpolationsungleichung erhal-
ten.

Lemma D.3. Unter den Voraussetzungen von Theorem D.2 gilt
c(©)
ullcr) < e - llullc2) + ?HUHCO(Qy

Beweis. Wende die skalierte Youngsche Ungleichung auf

[uller < e(Q) - Vulleo - Vlullea

an. O

Gilt eine additive Interpolationsungleichung und die Vorfaktoren lauten ¢ und £,

Vlullgo
Viullgz”

Das folgende Lemma zeigt, dass aus C%-Konvergenz und gleichmiifliigen Schranken
bereits glatte Konvergenz folgt.

Lemma D.4. Sei Q C R" offen und beschrinkt mit C?-Rand. Sei uj: Q — R,
k € N, eine Folge glatter Funktionen mit

so folgt hieraus auch eine multiplikative Form: Wahle € =

l[urllco@) — 0

fiir k — oo und ||lug||ci (o) < ¢ fiir alle k € N. Dann folgt
lukllci) =0

fiir k — oo und beliebige [ € N.

Beweis. Wir benutzen Interpolationsungleichungen der Form

[ DullEogqy < e(Q) - llullcogq - (||D2UHCO(Q) + ”DUHC“(Q)> .

Wenden wir dies mit u an, so folgt

1Dur[Zoey < () - lurllcoge) - (HDgukHCO(Q) + ||DU||CO(Q)) :
——

—0 <cs

Somit gilt ||[Dugl/co(q) — 0 fiir k — oo, also |lug||c1() — 0. Nun wenden wir die
Interpolationsungleichung auf %uk, 1 <4 < n, an und erhalten |ugl/c2) — 0
fiir kK — oo. Per Induktion folgt die Behauptung.

Hiufig ist bekannt, dass der Abfall in C° exponentiell ist. In dieser Situation kénnen
wir auch den Abfall der htheren Ableitungen angeben.

Lemma D.5. Sei Q) C R™ offen und beschrinkt mit C?-Rand. Sei u: Q x [0,00) —

R glatt mit

u(-, )|l co) < co e
und |lu(:,t)||ci) < o fiir alle t. Dann gibt es zu jedem | € N und jedem ¢ > 0
eine Konstante ¢ > 0, die nur von l, €, co, 1, ..., Cy, abhingt (mit von | und §
abhingigen ko), so dass

||u(ut)||cl(ﬂ) <c- e—(k—a)t

gilt.
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Beweis. Wir wenden wiederholt Interpolationsungleichungen an und erhalten damit

1 1 A
s Dller oy <€) - ey Dl oy lules Dll ey < - e 2,
—_————

<+/cg-e—At

A
||u(-,t)HC2(Q) <c-e 4t7 e
Dabei haben wir auf die linke Seite nicht nur die erste oder zweite Ableitung ge-
schrieben sondern die volle Norm, weil dies die Notation vereinfacht und die nied-
rigeren Ableitungen ohnehin mit besseren Raten abfallen.

Sei 0 < af < 1,14,k € N fiir festes ¢ € N eine Folge von Zahlen, so dass wir auf diese
Weise Abschétzungen der Form

—at
lu(, t)lloiay < e(k) - e

zeigen konnen. Ohne Einschrinkung kénnen wir die Folge a¥ in & monoton wach-

send wihlen. Definiere q; := klim af. Wir behaupten, dass fiir i > 1 stets
— 00

;-1 + Qiq1
- 2
gilt, falls wir die Interpolationsungleichungen oben so angewandt haben, dass die
Zahlen af im Limes k£ — oo moglichst grofl werden: Ware nédmlich a; < %

k k
a;_1+ai,
2

a;

fiir ein 4, so gébe es ein k mit a; < . Mit Interpolation erhalten wir jedoch

N a?_ +a,’f

lu( Dllera) < ¢ Vet Vemthadt — oo o= =

Somit kénnten wir af“ > a; bekommen und wir hétten die Interpolationsunglei-
chungen nicht optimal angewandt.

Es gilt ap = 1. Wire a1 < 1, so folgt aus a; > W durch direktes Umformen die
Ungleichung a; — as > ag — a; > 0. Ebenso erhalten wir

O<ag—a1<a;—ax<as—az<az—as <....

Setze § := ag — a; > 0. Dann folgt per Induktion ag —a; = 6, 1 > a9 — as =
(ap —a1) + (a1 —ag) > 26, ..., 1 > ap —ax > k-0 fir alle £ € N. Dies ist fiir
k — oo unmoglich. Somit gilt a; = 1 fiir alle 4. Da wir bereits nach endlich vielen
Interpolationen erreichen konnen, dass af naher als eine vorgegebene Konstante an
1 ist, folgt die Behauptung. O

ANHANG E. DIFFERENZENQUOTIENTEN

Definition E.1. Sei @ C R" offen, x € @' € Q©, 1 < i < n und h # 0. Sei
0 < |h] < dist(€2,09Q) und u : @ — R. Definiere den i-ten Differenzenquotienten
der GoBe h durch
Dlu(z) = u(z + he}:') — u(x) 7
Dhay, = (D?u, e DZu) .

Theorem E.2 (Differenzenquotienten und schwache Ableitungen).
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(i) Sei Q@ C R™ offen, 1 < p < oo und u € WHP(Q). Fiir Q' € Q gibt es ein
c=1¢(Q,Q n,p) >0, so dass
10" ull ) < - 1Dullr e
fiir alle 0 < |h| < & dist(',09).
(i1) Seil <p < oo, u€ LP(N) und Q@ C R™ offen. Gibt es ¢ > 0 und Q' € Q mit
1" ul] ey < €
fiir alle 0 < |h| < L dist(Q,09), so gilt u € W'P(Q') und

||Du||Lp(Q/) S C.

Beweis.

(i) Sei 1 < p < oo und sei u glatt. Sei x € @, 1 < i < nund 0 < |h| <
1 dist(€,09). Es gilt
1
u(x + he;) — u(x /ulac—kthelhdt
0

1
lu(z + he;) — u(z)| < |h] - / |Du(x + the;)| dt

und aufgrund der Hélderschen Ungleichung

/|Dhu| <¢:Z//|Dux+th61 P dt da

ZQ/

:cZ//|Du(x+th6i)|pdxdt§C/|Du|p.
e Q

Da Q' von 99 mindestens Abstand 2|h| hat, folgt die Behauptung durch Ap-
proximation.

(ii) Gelte ||Dhu||Lp(Q,) < ¢ Sel p € CP() eine Testfunktion. Dann gilt die
folgende “partielle Integrationsformel”, falls |h| < ¢(¢) klein genug ist

/U(Jf) QO(‘T + he’i) — (p($) dr = — / ’LL($) — U(l‘ - hSZ)(p(Z‘) dr

Q " Q "
[u@lo) =~ [0

Nach Voraussetzung ist
. —h
slip HDZ uHLP(Q,) < 00.
Daher existiert v; € LP(Q') und eine Folge hy — 0, so dass

DMy — v in LP(Y).

7
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Es folgt
/u% B /u% - hlgglo/u Di*p = hl,jglo_/D;hkwp
(944 Q Q Q
. —h
= hl}:r_r)lo—/Di Fup = —/vigo.
(94 (94

Somit gilt v; = u; im schwachen Sinne. Wegen der schwachen Konvergenz ist
v; € LP() und wir erhalten Du € LP(Q)'). Da auch u € LP(§Y) ist, folgt
u € WHP(Q)). Die Normabschitzung folgt aus der Unterhalbstetigkeit der
Norm. (]
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