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EINORDNUNG

Einige wichtige Theorieblocke im Bereich der linearen elliptischen und paraboli-
schen partiellen Differentialgleichungen sind

e L?- und LP-Theorie,
e Schaudertheorie (auch fiir Operatoren in Divergenzform),

e De Giorgi-Nash-Moser (Moser Iteration und Regularitéitstheorie von Ennio
De Giorgi und John F. Nash Jr.) und

e Krylov-Safonov Abschétzungen.

Wir werden hier die elliptische L?-Theorie und die elliptische Schaudertheorie ken-
nen lernen.

Die zugehorigen Abschétzungen besagen iiblicherweise, dass Losungen der Differen-
tialgleichungen zweimal mehr differenzierbar sind als die rechte Seite, falls dies auch
flir die Randwerte gilt. Es héngt von der betrachteten Gleichung ab, welche Theorie
anwendbar ist. Haufiger sind mehrere davon nacheinander anzuwenden. Mit Hilfe
dieser Theorien kann man Existenzresultate beweisen.

1. L?-THEORIE

1.1. Variationeller Existenzbeweis. In der Funktionalanalysis haben wir mit
Hilfe des Satzes von Lax-Milgram die Existenz einer schwachen Losung gezeigt.
Hier fiihren wir noch einen alternativen Existenzbeweis.

Sei Q C R™ offen und beschréinkt. Sei f € L?(Q). Wir suchen eine schwache Losung
u € WH2 von

Au=f inQ,
u=0 auf 00,

d.h. ein u € Wy?(€) mit

/(Vu, V) + fo =0 fiir alle p € W, (Q).
O

(Vergleiche dies mit der Definition der schwachen Ableitung. Auch hier geniigt es,
die Gleichheit fiir ¢ € C2°(£2) zu fordern, da sie sonst durch Approximation folgt.)
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Dazu wollen wir
I(u) ::/%|Vu|2 + fu
Q

unter allen Funktionen u € W,"*(2) minimieren.

Sei g € W12(Q). Minimiert man nun I unter allen Funktionen u mit u — g €
VVO1 ’Q(Q), so kann man auch noch eine Randbedingung u = g erhalten.

Lemma 1.1. Sei Q C R" offen und beschrinkt. Sei u — u eine schwach konver-
gente Folge in W&’2(Q). Dann gilt

liminf/|Vuk|2 2/|Vu|2.
k—o00
Q Q

Beweis. Auf W, *(Q) ist (die Wurzel von) [ |Vu|? eine zu [ |Vu|?>+ [ u? dquivalente
o) ) )

Norm und ist vom Skalarprodukt (u,v) = [(Vu, Vv) induziert.
Q

Sei X ein Banachraum und seien || - ||; und || - ||2 zwei dquivalente Normen auf X.
Dann konvergiert eine Folge genau dann schwach beziiglich der Norm || - ||1, wenn
sie bezliglich der Norm || - |2 schwach konvergiert: Da die Normen dquivalent sind,
stimmen die stetigen Funktionale auf X fiir beide Normen iiberein.

Die Behauptung folgt nun aus der Unterhalbstetigkeit der Norm bei schwacher
Konvergenz. (I

Einfacher wire es, wenn wenn [ |Vu|? beziiglich der schwachen Topologie stetig
Q
wire, denn dann gilte Gleichheit in
lim /|Vuk|2 # [ |Vul?
k— o0 i a.
Q Q

Unterhalbstetigkeit des Funktionals geniigt jedoch um einen Minimierer zu fin-
den.

Sei nun (ug)p, ur € Wy'>(9), eine Minimalfolge fiir I(u), d.h. es gelte

lim I(ug)= inf  I(u).
k—o0 ueEW, 2 (Q)

Im folgenden werden wir haufiger [|Vu|? > X [w? fiir ein A = A(Q) > 0 verwen-
Q Q

den.

Zunéchst wollen wir nachweisen, dass das betrachtete Infimum endlich ist. Es

gilt

_ 1 9 1 2 g 2 1 2 1 2
I(u)_/§|Vu| +fu2§)\/u —§/u —2*5/f Z—%“f||L2(Q) > —00,
Q Q Q

Q

falls € > 0 klein genug ist.
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Mit einer analogen Rechnung kénnen wir die W'2-Norm der u;’s gleichméiRig be-
schrianken: Aufgrund der Minimalfolgeneigenschaft gilt

CZQ/;W”/J“%E/WW—/ /f2
Z/%Wu,ﬁ /‘v W2 — / Ly

Q

Nun wihlen wir ¢ > 0 klein und bringen den [ f?-Term auf die linke Seite. Die
Q

Behauptung folgt. Aufgrund der Aquivalenz der Normen mit und ohne L2-Term
auf Wol’2 ist auch [ u? gleichmiRig beschrinkt.
Q

Nach Banach-Alaoglu besitzt uy also eine Teilfolge (wir benennen nicht um), die
in W12 schwach gegen u konvergiert. Nach Definition ist WO1 2 ein abgeschlossener
Unterraum von W2, Ein abgeschlossener Unterraum ist, wie man durch Testen mit
einem Vektor aus dem orthogonalen Komplement sieht, auch unter schwacher Kon-
vergenz abgeschlossen. Daher hat auch der Grenzwert u wieder Randwerte Null. Da
WO1 2 € L2 ist, diirfen wir weiterhin annehmen, dass diese Folge in L2(£2) (schwach)
gegen u konvergiert. Somit ist

inf  I(w)= lim I(u) = hm / |Vug|* + /fuk

wEW,? () k—o0

lun/ V| + /fu>hm1nf/f|Vuk|2 /fu

/7|Vu|2 +/fu =1I(u)> inf I(w)
) 2 ) weW, % ()

Somit gilt iiberall Gleichheit. © minimiert also I in VVO1 2 und die Euler-Lagrange-
Gleichung besagt gerade, dass u eine schwache Losung ist: Sei v € Wo1 2(Q) Wir
erhalten

Y

0= i](u—i—tv)
dt t=0
d 2 2
= |Vu\ + 2t(Vu, Vo) + [Vol?) + fu+tfv
Q t=0

(Vu, Vo) + fu.

P—

Damit haben wir folgendes bewiesen:
Theorem 1.2. Sei Q C R™ offen und beschrinkt, f € L?. Dann gibt es ein u €
Wy2(Q), das das Punktional

1) = [ 3IVuP + fu

Q
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minimiert und u ist eine schwache Lisung von
Au=f inQ,
u=0 auf 0.
1.2. Regularitat.

Bemerkung 1.3 (Motivation). Gelte —Au = f in R™. Sei u glatt und falle im
Unendlichen schnell genug ab. Dann gilt

/f2 =/(Au)2 = Z/Uiiujj = —Z/Uiij%‘

Rn Rn %,J Rn 4,5 Rn
2
= g /Uijuij Z/’DQu‘ .
4] jn Rn

Somit folgt

Ifllez = || D?u]| . -
Das Problem dabei ist, dass wir benutzt haben, dass v € C? ist. Dies ist spater durch
Abschétzungen von Differenzenquotienten zu rechtfertigen. Durch Differenzieren
der Gleichung und dhnliche Rechnungen kommt man auf Abschitzungen der Form

c-|IDfllze = || D[ .

mit entsprechenden Verallgemeinerungen fiir héhere Ableitungen. Wenn man dies
lange genug fortsetzt, besteht die Hoffnung, dass man mit Hilfe der Sobolevschen
Einbettungssitze Abschitzungen fiir Ableitungen in LP fiir p > 1 und damit dann
Holderstetigkeit der Funktion u beweisen kann. Dies funktioniert fiir glatte Daten.

Hier gilt die Faustregel, dass Losungen von elliptischen Differentialgleichungen zwei-

mal hiufiger differenzierbar sind als die rechte Seite.

1.3. Generalvoraussetzungen. Sei 2 C R" offen und beschrinkt, u € H}(Q)
eine schwache Losung der Differentialgleichung Lu = f in Divergenzform,

Lu=— (aijui)j + blu; + du,
mit
e gleichmiiRig elliptischem (aber nicht notwendigerweise symmetrischem) a®,

e a b, de L>®(Q).

1.4. Innere H?-Regularitit.

Theorem 1.4 (Innere HZ2-Regularitiit). Sei a® € CY(Q), f € L*(Q). Sei u €
HY(Q) eine schwache Lisung von

Lu = f in Q.
Dann ist u € HE (Q) und fiir alle offenen Teilmengen Q' € Q gilt
[ull 2oy < e (Iflle2) + lullz2 )
mit c = c(QV,Q, L).

Beweis.
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Wahle Q" € Q2 offen, so dass
e cn

ist und eine glatte Abschneidefunktion ¢, so dass

(=1 in Q,
(=0 in R™\ Q"]
0<¢<L

Da u eine schwache Losung ist, folgt
/aijuivj :/fv Vv e Hy(Q),
Q Q
wobei f = f — blu,; — du.
Sei |h| > 0 klein, 1 < k < n. Wahle
v:=—D;" (*Du).

Das Quadrat in der Abschneidefunktion ist spéter niitzlich. Diese Wahl von
v ist durch den glatten Fall motiviert. Da aber nicht bekannt ist, dass zweite
Ableitungen von u in der Testfunktion erlaubt sind, ist diese Testfunktion
mit Differenzenquotienten notig.

Setze

/a”uivj,
Q
B::/ V.
Q

Abschétzungen fiir A:

A= = [ (D" (D]
Q
_ / D} (au;) (¢*Dju)
Q

da Ableitung und Differenzenquotientenbildung kommutieren und mit Hilfe
“partieller Integration” fiir Differenzenquotienten

_ / a (D}us) (D), + (Dfa) u; (D)
Q
da mit v" () := v(x + hey) die folgende “Produktregel” gilt:

D} (vw) = v"Dlw + wD}w.
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Weiter folgt

A= /aij’h (Dgui) (DZuj) C2
Q

+ / a?" (Djug) (DRu) 2¢¢; + (Dya) wiDjui¢* + (Dpa™) u; (Dju) 2¢¢;
Q
= Al + AQ.

Aufgrund der gleichméfigen Elliptizitat folgt

Ay > 19/42 | D} Dul®.
Q

Nach Voraussetzung an die Koeflizienten folgt fiir 0 < ¢ < 1, wobei wir
€ <1 ohne Einschréankung annehmen,

45| <c- /g | D} Du| | Dl'u| + ¢ | Dl Du| | Du| + ¢ | Dl'u| | Dul
Q

§5/<2 |D1]§DU|2 + g / |D,’§u|2 + |Dul? (Cauchy).
Q

QII
Setze € = g und benutze, dass
[ 10l < [ 1Duf
Qr Q

ist. Es folgt

9
| Ay §§/g2|D,’;Du|Q+c-/\Du|2
Q Q

und

Azg/gﬂD,’;Duf—c-/\DuP.
Q Q

(5) Abschétzungen fiir B: Wir nehmen weiterhin ohne Einschrinkung 0 < e <1
an. Zunéchst einmal gilt nach Definition und Cauchyscher Ungleichung

B1< [ 71l <er [+ 1D+ ol <e 24 [ (72 4 4 [DuP).
Q Q Q Q
Weiterhin erhalten wir nach Wahl von v

[ 1k = [ 102 (¢ pgw)|*
Q Q
<c- [ |D (D)’
[

<ec- / |D,’$u|2 + ¢? |D,';LDu|2

Q
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2
gc-/|Du|2 + (% |DpDul” .

Somit folgt

B ge/g2\DgDu|2+§/(f2+u2) +§/|Du|2.
Q Q

Q

Sei ohne Einschrankung ¢ < 1. Wir wéihlen nun speziell € = g und erhalten
mit Hilfe der letzten beiden Beweisteile

g/‘D,’;‘Du‘Q g%/gQ\D,’;Duf
Qf Q

<c- / (f2 T+ |Du|2)
Q

fiir 1 < k < n und |h| # 0 geniigend klein. Aufgrund der gleichméfigen
Schranken an die Differenzenquotienten folgt daher

lull 2y < e (1Fll2@) + llulla @) -
Durch Dazwischenschachteln einer weiteren Menge,

VeQeq,

erhalten wir

llizzceny < ¢ (£l () + el ay) -

Bis auf die H'-Norm von u auf der rechten Seite statt der L2-Norm ist dies
gerade die gewiinschte Ungleichung. Dies wollen wir im letzten Schritt noch
korrigieren.

(Alternativ zu diesem letzten Schritt kann man auch benutzen, dass (bei
geniigend regulidr gewihlten Gebieten) insbesondere die erste der Einbet-
tungen H? — H' < L? kompakt ist und wir somit eine Abschitzung der
Form

[wllar < e wllaz +cle) - lwllz

haben.)

Sei ¢ eine neue Abschneidefunktion mit
(=1 auf ,
supp ¢ C £,
0<(¢<1

Es gilt fiir alle v € H{ ()

/aijuivj :/(ffbiuifdu)v

Q Q

Wir wahlen speziell v = (?u und erhalten

/aijuivj = /aijui ((2u)j

Q Q
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= /aijuiujéz + 2a" u;ul¢;

Q
219/(2|Du|2 75/C2|Du|27 g/zﬂ
Q Q Q

Fir die andere Seite erhalten wir

/(f—biui —du)v = /(f—biui —du) Cu
Q Q
§5/(2|Du|2 + c(e) - / (u® + f?).
Q Q
Wir wiahlen nun € > 0 klein und erhalten

g/<2|Du‘2§C/(u2+f2)
Q Q

Dies bauen wir in die Abschidtzung aus dem letzten Abschnitt ein und
bekommen die gewiinschte Abschétzung

ull g2y < e (12 + lullzz@)) - O
Bemerkung 1.5. Ist u € Hﬁ)c, so konnen wir partiell integrieren und erhalten
/pr = /f(p fiir alle ¢ € C°(9).
Q

Q
Hieraus folgt nach Du Bois-Reymond Lu = f fast {iberall in .

1.5. Hohere Regularitat.
Theorem 1.6 (Hohere innere Regularitét). Sei 0 < m € N,
a, b, d e C™THQ),
feH™(Q).
Sei uw € HY(Q) eine schwache Lésung von
Lu = f in Q.
Dann ist u € H™(Q) und fiir alle ' € Q gilt die Abschitzung

loc
[ull zmsz oy < e (1fllmm ) + llullz2 o))

mit ¢ = c¢(m,Q, Q' L).
Beweis. Wir fiihren einen Induktionsbeweis. Theorem [[4list dabei der Induktions-
anfang.
Fiir den Induktionsschritt “m — m + 1” diirfen wir annehmen, dass

a’, b, d e C™2(Q),

feH™ Q)
gelten und u € H! eine schwache Losung von
Lu= fin
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ist. Nach Induktionsannahme ist dann auch u € H;"*(Q) mit

ol gmsaay < - (1Fizm ey + lulzegen)
fiir alle @ € Q mit ¢ = ¢ (m, Q, Q,L). Wir fixieren nun
Qefen.
Sei o ein Multiindex mit |o| =m + 1, 0 € C® <§~2) eine Testfunktion. Definiere
vi= (~1)lelDpeg e 0= (Q) .
Definiere B : H}(Q) x Hg(2) — R durch

Blu,w] := /aijuiwj + brujw + duw.
Q

B[u,v]:/fu.

Durch partielle Integration und Umordnen der Terme folgt

Wir erhalten

B[ﬁ,f)]:/fﬁ mit @:= D% e H' (Q)
Q

und

F._por_ X [ (pa—B4ii DBy, a=Bpi DBy, a=Baph
Fi=Doy Z(B){ (D*#a DPu;)  + D*~P4 DPu; + D*~#dD u}
(E
Diese Darstellung folgt direkt aus der Leibnizformel
e
D%(uv) = DPuD* By,
=3 ()

Somit ist 4 eine schwache Lésung von

Li= fin Q.
Nach Induktionsannahme und Definition von f folgt f € L2 (Q) mit
|7
Nach Theorem [[.4] erhalten wir nun

@l g2y <c- (Hf‘

(@) < e ([[fllamr @) + lullcz@) -

@) " ”“Lz(@)>
<c- (Iflmmer) + lullL2@)) -
Da nun aber @ = D%u mit |o| = m + 1 gilt, folgt

ull grmssry < ¢« (1| mer ) + llullL2(e)) -
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Theorem 1.7 (Schwache Losungen sind bei glatten Daten glatt). Seien
a’ b, d e C™(9Q),
fel>(Q).
Seiu € H*() eine schwache Lisung von
Lu= f in Q.

Dann gilt
u € C(Q).

Beweis. Benutze innere Abschétzungen und Einbettungssétze. O

Bemerkung 1.8. Am Rand kann u aber trotzdem singulédr werden.

1.6. Randregularitit. Bei glatten Daten erhalten wir u € C* (ﬁ)

Theorem 1.9 (H?-Regularitit am Rand). Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 0 €
C?. Seien a” € C'(Q), b, d € L™(Q) und f € L*(). Sei u € H(Q) eine
schwache Lisung des Randwertproblems

Lu=f nQ,
u=20 auf 09,

so gilt w € H?(QY) mit der Abschitzung
lull 2@y < e (I1fllz2c0) + llullr2(0)) -
wobei ¢ = ¢(Q, L).
Bemerkung 1.10. Ist u € H{ die einzige Losung des Randwertproblems, so gilt
aufgrund der Abschétzungen an die Inverse sogar
lull 20y < - [1fll2(0)-

Der Operator kann aber einen nichttrivialen Kern in besitzen. Dann wird solch eine
Abschéatzung falsch.

Beweis. Wir zeigen die Aussage fiir den Fall, dass das Randwertproblem

Lu=f inQQ,
u=20 auf 0f)

fiir jedes f € L?(Q) eine Losung besitzt. (Beachte, dass die Eindeutigkeit der Losung
unabhéngig von f und dquivalent zu ker L # {0} ist.) Wire die Aussage f?.lSC}L o)
wire L™1 : L?2(Q) — H?(2), f + u, nicht stetig. Es giéibe also Folgen (fk)k und
(), mit kaHLQ(Q) = 1 und ||k g2(0) — oo, wobei @, € H?(2) N H(Q) die
Lésung von Lii, = fj, ist. Wegen der Abschiitzung

lullzz) < e (1fllz2 @) + llullz2 @)
(aus Theorem folgt auch ||@g|/z2() — oo. Nach Umnormierung erhalten wir
Folgen (u)r und (fx)r mit |lugl/z2(0) = 1 und || fxl[z2(q) — 0. Nach Theorem
folgt [|uk||g2(o) < c. Eine nicht umbenannte Teilfolge erfiillt uy — u in H?(Q). Fiir
diese Teilfolge erhalten wir nach Rellich uj, — « in H}(Q) und in L?(2) mit einem
u € H?. Es gilt ||ulr2() = 1. Nun konnen wir aufgrund der H'-Konvergenz in
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der schwachen Formulierung zum Grenzwert iibergehen. Somit ist u eine schwache
Losung von Lu = 0 mit u € HZ(Q). Aufgrund der eindeutigen Lésbarkeit des
Randwertproblems folgt v = 0. Dies widerspricht aber [|ul[72q) = 1.

Die Stetigkeit von L' ist genau die behauptete Abschitzung. O

Beweis von Theorem [1.9.

(1)

Betrachte zunéchst die aufgebogene Situation. Sei @ = B1(0) N R’ (Auf
kleineren Kugeln funktioniert die Abschétzung analog.) Definiere V' :=
Bi1/2(0) NRY. Sei € > 0 klein und ¢ eine glatte Abschneidefunktion, so
dass

CE 1 auf Bl/Q(O),
(=0 auf R™ \ By_.(0),
0<¢<L

Dann ist ( = 1 auf der Menge V und es gilt ( = 0 in einer Umgebung des
nicht ebenen Teiles von 0f).

Da u eine schwache Losung ist, folgt

B[um]:/fv

fiir alle v € H} (). Wir definieren
fi=f—bwu —du

/a”uivj :/fv.
Q

Q

und erhalten

Sei nun || > 0 klein. Definiere fiir 1 <k <n—1
v:i=—D;" (*D}u).

Fir x € Q erhalten wir also

v(z) = — %D;h (P () [u(z + hey) — u(z)])
= % (¢*(z — hew)[u(z) — u(z — hex)] — () [u(z + hey,) — u(2)]) -

(4)

Da v und somit auch ¢?u durch Funktionen mit kompaktem Triger ap-
proximierbar ist, gilt v = 0 im Spursinn auf {z" = 0} und ¢ = 0 in einer
Umgebung des sphirischen Teiles von 9. Daher ist v € H}(Q2). Somit ist
v eine zuldssige Testfunktion und wir erhalten

Az/aijuivj:/fvEB.

Q Q

Analog zum Beweis der inneren Regularitiit (Details: Ubung) erhalten wir

A zg/& |DZDu|2—c/\Du|2,
Q Q



PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN II 13

9 2
1Bl < /42 | DiiDul” + / (f* +u? + [Dul?),
Q Q
/|D;;Du\2 gc/(fQ 4 [Duf?).
v Q
Daher erhalten wir wie beim Beweis der inneren Regularitit

S Numilizeny < e (If 2 + lullm ) -
k1 22n

Unn-Abschiitzungen: Aus der Funktionalanalysis wissen wir: u € H*(2) und
¢ € O(Q) impliziert Cu € H (). AliUbung lassen wir, sich zu iiberlegen,
dass dies auch noch im Falle ¢ € C! (Q) gilt.
Aufgrund der inneren Abschétzungen gilt

Lu = f fast iiberall in Q.
Da a¥ € C! ist, konnen wir die Differentialgleichung in nicht-Divergenz-
form umschreiben als

—aijuij + Eiuz +du = f
mit b = bi — azj . Wir erhalten

a" Uy, = — Z aui; + biu; + du — f
i+j<2n

ohne Summenkonvention auf der linken Seite. Wegen der gleichméifigen

Elliptizitéat ist a™™ > 9 > 0 und wir erhalten aufgrund der obigen Ab-
schatzungen

| <c | Y Juigl + [Dul + Jul + |£] ] |
i+j<2n
lullzzovy <c- (1f 2@ + llullar@) »
lullz2vy < e (Ifllz2) + lullz2@)

wobei wir im letzten Schritt die H'-Norm wie am Ende des Beweises von
Theorem insbesondere durch die L?-Norm abgeschiitzt haben. Es gilt
u € H3(V).

Betrachte nun ein allgemeines Gebiet €2. Nach Umbenennen der Koordina-
ten gilt fiir ¢ € 0N fiir ein r > 0
QN B, (z0) = {z € By(w0) : 2" >w (2", ..., 2" ")},

wobei w : R"~! — R eine C2-Funktion ist. Gelte ohne Einschrinkung zq =
(0, ..., 0, z7). Wir definieren nun die Aufbiegetransformation ® durch
y'i=a! fiir i < n,
y"i=a" —w (azl, e, x"_l) ,
y = ®(z)
und ihre Inverse ¥ durch x =: ¥(y).
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Sei nun s > 0 so klein, dass
Q= B, (0)N{y" >0} C (2N B,(x0))
ist. Definiere weiterhin

V"= B,2(0) N {y" > 0}

und
u' (y) == u(¥(y)) fiir y € Q.
Es gilt
u' € HY(Y)
und

u' =0 auf 9Q' N {y" = 0}.
Dies folgt aus den Spurabschétzungen fiir Sobolevfunktionen, da die Trans-
formation die H!-Norm glatter Funktionen auch héchstens um eine Kon-
stante dndern kann. Die Gleichheit auf dem Rand gilt im Spursinne und
folgt aufgrund der Normabschétzung fiir den Spuroperator und da H} =

C°° ist.

Wir behaupten, dass u’ eine schwache Losung der Gleichung
L'y =finQ
ist, wobei
f'y) =f(T(y)),
L' = — (a™u}), + *uf + d,
mit Ableitungsindices beziiglich y

y) =a" (U (y) (¥ (y)) DL (¥ (y)),
b (y) =" (U (1)) DF (¥ (y)),
)= )-

d'(y) :=d(¥(y)
Ist o' € H}(Q) und B'[-,+] die zu L’ gehérige Bilinearform, so gilt

/kl(

B[, v'] = /a’klu@/{ + vFuf’ + d'u'
Q/

Definiere v(x) := v'(®(z)). Wir erhalten

B'[u, '] :/a’klui\llivj\If{Jr/b’kui var/d’uv.

Q Q Q
Es gilt aufgrund der Kettenregel, auf ¥ o & = Id angewandyt,
MU = 0" Rl UL W) = o
Es gilt
uf, = u; Ut
Weiterhin folgt
VRO = 0rerw; =
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Da |det D®| =1 ist, folgt nach Variablentransformation

B0 = /aijUin + bluv + duv = Blu,v] = /fv = /f’v'.
Q o) o)

Daher 16st v’ in £ die Gleichung L'’ = f’ im schwachen Sinne.

(9) Da @ ein Diffeomorphismus ist, kénnen wir die Elliptizitdt der transfor-
mierten Gleichung wie folgt zeigen. Seien y € ' und £ € R™. Dann gilt

2
a™ (y)&r& = a"* (U (y)) PERLEE > 0 - |OFE|™ > (€)%
Da ® und ¥ € C? sind, ist auch a’* € C'.

(10) Wir konnen also die Resultate fiir den aufgebogenen Rand anwenden und
erhalten

' z2vy < e (1 2y + 14|z @ry) -
Durch Riicktransformation erhalten wir (unter Benutzung von 952 € C?)
fiir V=¥ (V’)
lullmzqvy < e (If 2@ + lull2)) -

Ein Uberdeckungsargument fiir eine Randumgebung und innere Abschitz-
ungen liefern nun die behauptete Ungleichung. (]

Theorem 1.11 (Hohere Randregularitit). Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 0 €
C™*2, Seien m € N,

a’, b, deCc™t (Q),
f et (@),
Seiu € HE eine schwache Losung des Randwertproblems
Lu=f 1in§,
u=20 auf 0NQ.
Dann ist u € H™F2(Q) und es gilt die Abschitzung
[l 20y < ¢ (If Lm0y + llullL2(o))
mit ¢ = ¢(m,Q, L).

Beweis. Dies ist ein Induktionsbeweis wie beim Beweis der héheren inneren Regu-
laritét. Benutze hierzu die Randabschitzungen. (]

Bemerkung 1.12. Wie in Bemerkung kénnen wir auch hier wieder die L2-
Norm weglassen, wenn die Losung eindeutig bestimmt ist. Ist m grofs genug, hat
man eine klassische Losung und man kann ||ul|2 < ¢ ||ul|p~ unter geeigneten
Voraussetzungen auch mit Hilfe des klassischen Maximumprinzips beschrénken.

Theorem 1.13 (Glattheit bei glatten Daten). Sei Q@ C R™ offen und beschrinkt,
02 € C*. Seien weiterhin

a’, b, deC> (),
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fec @),
Sei u € H}(Q) eine schwache Lisung des Randwertproblems

Lu=f 1in§,
u=20 auf 0N.

Dann gilt u € C* (ﬁ)

Beweis. Es gilt u € H™ () fiir alle m € N. Wende nun die Einbettungssétze an. [

2. SCHAUDERTHEORIE

Wir orientieren uns an [3], [4] und fir die Stetigkeitsmethode an |6, Kapitel 10].
Juliusz Schauder (1899-1943) war polnischer Mathematiker.

Die hier hergeleiteten Potentialabschitzungen werden wir fiir die Schaudertheorie
benstigen.

2.1. Grundlagen. Wir benutzen wieder Holderraume.

Definition 2.1. Sei Q C R™ offen, f : 2 — R eine gegebene Funktion, zg € 2 und
0 < a < 1. Die Funktion f heisst im Punkt zg holderstetig mit Exponent «, falls

|f(x) = f(zo)]

lim sup sup Y <™
eNO  zo#zeQNB. (z0) |z — 2o

gilt. f heisst in 2 holderstetig, falls f fiir alle x € Q holderstetig ist, jeweils zum
Exponenten «. Wir schreiben f € C*(€). Gilt die obige Abschéitzung fiir & = 1, so
heisst f lipschitzstetig in z9. Wir definieren C*%(€2) als den Raum der Funktionen
f € C¥(Q), deren k-te partielle Ableitungen holderstetig zum Exponenten « sind.
Ist
o @@
rH£YEN |33‘ - y‘o{
soist fe C* (ﬁ) Wir definieren auf diesem Raum eine Halbnorm durch
[f(z) — f(y)l
flaa(ay == sup .
lee@) = 2000 e~y

Eine Norm erhalten wir durch
171y = W llco(m) + Woway

Sind die k-ten Ableitungen einer C* (ﬁ)—Funktion sogar in C“ (ﬁ), so definieren
wir auf diesem Raum eine Norm durch

P lgvea) = I loray + 3 [P°F oy -
|B|=Fk
Es gilt C%® = C°.
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Bemerkung 2.2. Ist Q C R™ offen, beschrankt und zusammenhéingend und 02
Lipschitz, so gibt es fiir alle :c, y € Q einen C*-Weg v : [0,1] — Q mit v(0) =

(1) = y und Lénge L(y f IY' ()| dt < ¢(Q) - |z —y| (Ubung). In diesem Falle

(auker fiir C1 «— C%1 gilt dles auch fiir allgemeine beschrénkte offene Mengen Q)
sind die folgenden Einbettungen stetig

Cle (@) < 1 (Q) = OO Q) = O (@)
Daher sind die folgenden beiden Normen auf C'** (ﬁ) dquivalent

1l = lex@y + D2 [0 eonga

|Bl=k

und

[ fllex(m) + D [P fl oo (ay

|BI<k

=Y ||D6f||co,a(§)-

1BI<k

Wir erhalten das folgende Resultat

Lemma 2.3. Sei Q C R™ offen. Seien f1, fo € CO¢ (ﬁ), 50 ist f1 - fo € CO® (ﬁ)
und es gilt

[flfQ]Co,w(ﬁ) < [fl]co,(v(ﬁ) Slslzp | f2| + [f2]co,a(ﬁ) Slglzp | f1]-

Beweis. Dies folgt direkt aus der folgenden Ungleichung

h@h@) = hLG) 1A~ H) f2(2) = 1o(w)]
Ep—" < PR )+ ST )

O

Definition 2.4. Sei w, = |B;| in R". Wir definieren die Fundamentallgsung fiir
die Laplacegleichung als

- log |z — v n=2
r =l'z—y)=T(lz—y|) =< " ’ ’

n(2—n)wy

Weiterhin benétigen wir noch das folgende einfache Lemma.

Lemma 2.5. Sei E C R"™ messbar und sei |E| das Maf§ dieser Menge. Dann gilt
fir allex e R*", 0 < a<n undn > 2

a/n
/ L g e (BT
e —y|"7 T « wh,
E

wobei wy, = |B1(0)] ist.
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Beweis. Sei ohne Einschrinkung |E| < oo und sei B = Bgr(x) eine Kugel mit
1/n ~

gleichem Mafs, |E| = |B|, d.h. sei R = (L—Ii‘) . Definiere B := E N B. Setze

r = |x — y| fir fixiertes © € R™. Wir erhalten die folgenden Abschitzungen

/ 1 / 1 / 1
= — T -

E B E\B=FE\B

1 1 ~
B /r”—“ + Rn—«a [' |

1 1
/r-?’L—Oé + Tr'!L—Ot

B
B B\B
!

<

1

/r-’ﬂ—(X

’ 1
= // "L drdH™ !
T’I’L—Oé
0

Snfl H,l_/
=ra—
R
1 1
= —r% - |S”71’ = —R%w,,
a |, «@

da
/ 1
wn, = |B1(0)] = /1 = / /r”_l drdH" ! = — |S"_1|
n
B sn—1 0
. . 1B 1/n .
gilt. Nun ist R = <E) und die Behauptung folgt. O

Lemma 2.6. Sei 0 < o < n. Es gilt fiir kleine § > 0

1 n
/ e dy <Y = 0(57)
|x — @ a
Bg(wo)

fiir beliebige x, xog € R™, falls n > 2 ist. Weiterhin gilt in zwei Dimensionen, n = 2,
[ Togle = ylldy = o(6),
Bs(z0)

ebenfalls fiir beliebige x, xo € R? mit |x — 20| < c.

Beweis. Der erste Teil der Behauptung folgt direkt aus Lemma [2.5

Wir diirfen annehmen, dass § < i ist. Weiterhin diirfen wir annehmen, dass |z —
zo| < 3 gilt. Sonst ist nach Dreiecksungleichung stets |z — y| > §, der Integrand
also beschrankt und die Behauptung klar. Aus den obigen Annahmen ergibt sich
|z —y| < 3, log |z — y ist daher stets negativ. Somit diirfen wir wie in Lemma
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argumentieren, da der Integrand auch hier monoton in |y — x| ist. Daher geniigt es,
das Integral im Falle x = xy abzuschétzen. Es gilt

)
/ Iloglw—yl\dy=//Iloglx—y\l-r

Bs() st 0
mit r = |y — z|. Die Funktion f(f) = 3t*logt — t* ist eine Stammfunktion zu
tlogt. Die Behauptung folgt. ]

2.2. Innere Holderabschitzungen. Die nachfolgenden Integrale sind absolut
konvergent. Wir werden sie ausrechnen indem wir zun&chst bei der Integration
e-Kugeln um die Singularitéiten auslésst und dann e \, 0 ldsst. Dabei erhélt man
die iiblichen Werte. Die so erhaltenen Ergebnisse bezeichnet man auch als Cauchy-
schen Hauptwerte. Sie kénnen auch fiir nicht absolut konvergente Integrale existie-
ren.

Theorem 2.7 (Gauk). Sei E C R™ offen und beschrinkt, n > 2 und f € L>®(E).
Dann sind die Integrale

W@=/Wﬁ@@,rﬂww7

E
~ [ mre)s Wy
E

fﬁr alle * € R™ absolut konvergent, es ist U € C* (R™) und fiir die Ableitungen gilt
U =U; fir alle 1 <i <n. Es gelten die Abschitzungen

8z’
[Ullcr@ny <c(E,n) - [fllzem) firn=3

und

IDUllco@ny + 1Ul[co(rioy) <c(E,n,R) - fllpe(m) firn=2.

Bewets. Wir schreiben die Integrale als

U@ =lm [ T0)f)dy
E\Bj;(x)

und

=1
61\r,% axl
E\Bs(x)

(y) dy.

Beachte zunéchst, dass in allen Dimensionen n > 2

‘ 0

<c-rtTm

5l ()
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gilt. Absolute Konvergenz folgt nun aus
[ rons@i<isie- [ el
E\Bs(z) E\Bs

< C(Eaan)'Hf”va n=2, xEBR(O)v
B fllpe,  n=3,

\Y

/ \aiiw) <[l - / ‘;;F(r)

E\Bs(z) E\Bs(z)

< c(B,n) - fllpe

da die angegebenen Abschéatzungen unabhéngig von 0 sind, wobei wir die Lem-
ma und verwendet haben. Aus diesen Abschéitzungen folgt auch (falls wir
nachweisen konnen, dass U; die Ableitungen von U sind) die behauptete Normab-
schitzung.

Wir haben noch die Ableitungen von U mit U; zu vergleichen. Sei dazu ¢ > 0.
Definiere 7. := (r2 4 £)'/? und

Uula) = [ T2 f(0) dy.
E
Es gilt U, € C* (R™) (was man wie beim Beweis der Glittung von Funktionen
einsieht) und wir behaupten, dass U, — U = 0 in R" fiir £ N\, 0 konvergiert. Es
gilt ndmlich (nehme im Falle n = 2 ohne Einschrinkung an, dass § < % und ¢ < %
gelten)

U(z) — Us(2)] < / D(r) — T(r)| - If]

<=+ [ 106) - T
E
und weiterhin gilt

/ IT(r) —T(r.)]| < / T(r) — T(r2)| + 2 / ().
E E\Bs(z) Bs(x)

Fiir den zweiten Term haben wir |r.| > |r| und die Monotonie von I' benutzt.
Aufgrund der Integrierbarkeit kénnen wir zunéchst § so klein machen, dass das
zweite Integral kleiner als ein ¢/ > 0 wird. Mit Hilfe des Mittelwertsatzes schétzen
wir das Argument im ersten Integral durch ¢(d) - ab. Hier héingt ¢(d) insbesondere
von DI' ab und dies wird im Unendlichen klein, verursacht also keine Probleme.
Schlieflich wahlen wir nun ¢ = £(d) klein und kénnen auch das erste Integral durch
¢’ beschrinken. Die behauptete gleichméfRige Konvergenz folgt.

Beim Nachweis der gleichméfigen Konvergenz haben wir insbesondere die Integrier-
barkeit von I" benutzt. Dies funktioniert fiir %I‘ ganz analog. Die Details sind eine
Ubung. Wir erhalten also auch

0
%UE =U;
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also gleichméfige Konvergenz auf ganz R™.
Aufgrund der gleichméfigen Konvergenz sind U und U; stetig.

Da wir bei gleichméfiger Konvergenz Differentiation und Grenzwertbildung in der
Folge vertauschen diirfen, folgt also U € C! (R") und es gilt U; = %U . O

Theorem 2.8. Sei Q2 C R™ offen und beschrinkt, f € C%® (ﬁ), 0 <a<1. Dann
181
w(x) == /I‘(r)f(y) dy (wobei wiederum r = |z — y| ist)
Q
in C%(Q) und in Q gilt
Aw(z) = f(x).

Sei Q C Qo € R, Qg offen, und sei O € C* (ggf. ist auch Q = Qg zuldssig; es
geniigt, Qo so zu wahlen, dass der Divergenzsatz gilt). Setze f durch 0 nach Qg fort.
Dann gilt fiir x € Q die sogenannte Dinische Formel

2 2
s o@) = [ o) )~ F@dy 1) [ T ) vy ane

Qo Q0

v bezeichnet hier die duflere Normale an .
Schlieflich gilt auf kompakten Teilmengen ' € Q
H‘D2wHLOO(Q/) <c (Q/a a,n, Q) ’ ||f||00,a(ﬁ>‘

Beweis.
e Definiere
2 0
u(e)i= [ 52T (F) = S@dy = f@) - [ T vy,
Qo Qg

Dieser Ausdruck ist fiir z € 2 wohldefiniert, denn es gilt

2
ot D0 170 = £ = ¢ lono

Benutze nun Lemma[2.5] Das Randintegral ist unproblematisch, denn fiir alle z € Q
ist der Abstand zu 0§ (nicht gleichméfig) nach unten beschrankt. Somit tritt keine
Singularitdt auf.

Sei 1 <4 < n fixiert und setze v := w;. Beachte, dass nach Theoremw € Ct(R")
ist. Fixiere eine glatte Abschneidefunktion n: R — R mit 0 <7 <1 und

n(t) = {0’ =l

1, t>2

,r.Ot

so dass || < 2 gilt. Definiere

und
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_ / %m«) n.(r) - f(y)dy.

Qo

Aufgrund der eingefiigten Abschneidefunktion ist wieder klar, dass v. € C*° (R™)
ist.

Wir behaupten, dass auf kompakten Teilmengen ' € Q
0

—V: = U
x

fiir ¢ N\ 0 gilt, also gleichméfige Konvergenz vorliegt. Es gilt (alle Integrationen
sind beziiglich y)

orta) = [ o [ v ] 0 - s+ @) [ o [Zrom.o)]
Qo Qo

- ai :aiﬁ(f) ~ m(r{ [F(y) = F@)] = f(x)- / % [ ai 1 <r>ns<r>}
Qo 9,

- a% aizf(r)'ns(r) F(y) = f(@)] = f(x) - aiim)-nem.yj.

o ] ) a0

Die Differenz zu u schitzen wir fiir x € Q' wie folgt ab

)~ svea)| < [ |5t 0] =00 1500 - sl ay
Qo
+ [zt [yt 150 - s
Qo
@ [ |mr| = )l dy
00
EIl+IQ+Ig.

Da z € Q' & Q ist und nach Wahl der Abschneidefunktion erhalten wir mit Hilfe
von Lemma [2.5] fiir 0 < e < e (Q, )

1

L <c- / ——Ifllcoe(e) - |z —y|* dy

Tl 1fllcoe ) - | |
ly—a|<2e

<c(n, ) - || fllco.e(qy - €%

Da ¢ > 0 klein ist, durften wir insbesondere annehmen, dass Q' + By.(0) C Q
gilt, was die Abschétzung von |f(y) — f(«)| mit Hilfe der Holdernorm rechtfertigt.
Hier haben wir die Norm mit || f||co.«(q) statt ||f||00a(§) bezeichnet. Der Raum

CY% (Q) ist kein Banachraum. Wenn wir aber diesen Index nur zur Bezeichnung
der Norm verwenden, ist klar, dass es die Norm auf C%® (Q) sein soll, auch wenn
wir den Abschluss weglassen. Dies wollen wir auch in Zukunft so handhaben.
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Die Differentiation von 7. liefert einen zusitzlichen Faktor e ~!. Wir erhalten daher

1 1
h=e / e y—apt Moo -lz =yl dy
e<|y-x|<2e
1 1
<clfleon [ g
ly—z|<2e
<c-glte

<c-[[fllcoa) -
Das Integral I3 verschwindet sogar, wenn ¢ klein genug ist. Dann folgt aus
e < 2 dist(Y,09) < 3 dist(,0Q) < |z —y|
fir € 0Qp und z € ' némlich schon n.(r) = 1.

Wir erhalten somit

<c | fllcoe) - € = 0 fiir z € Q', falls e — 0.

0
u(zx) — @vg(x)
Als lokal gleichméfiger Limes von stetigen Funktionen ist daher auch w stetig,
u € C%Q).

Wir behaupten, dass die v, gleichméfig in ganz ) gegen eine (gleich noch definierte)
Funktion v konvergieren. Wir bilden fiir x € R™ die Differenz von

o) = [ T T dy

Qo

und (der bereits oben definierten Funktion)

vla) = [ ST 0 ) ) dy

Qo

und erhalten

[v(z) — ve(x)| < / ’aiif‘(r)
Qo

AL =me(r) - 1f ()l dy

1

——d
o — g1 Y

<e [ fllome - /

|z—y|<2e
<c Iflle(o €
Wir haben also nun in Q' € Q

Ve =XV

und
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nachgewiesen. Wir diirfen also die Grenzwertbildung € N\, 0 und die Differentiation
vertauschen. Da v = g (©) und die zweiten Ableitungen
sehen so wie in der Dinischen Formel behauptet aus.

e Sei nun z € Q. Wir wihlen Qy = Bg(x) fiir ein R > 0, so dass 2 € Bg(x) gilt.
Aufgrund der Dinischen Formel erhalten wir

z) = /Ar(r)[f( — f(x)] dy — f(x axz r) - vi
6BR(1
1 mi—y; yi—a _
ag 2m |w—yy‘2 ﬁlx_y| dy’ n= 2a
= — f(x) . R 1 iy yi_wi

agR T oyl oyt @Y 2 3.

da |0Bg| = nw, R"~! ist. Im ersten Schritt haben wir benutzt, dass I' eine Funda-
mentallésung der Laplacegleichung ist, dass also fiir r # 0 die Gleichheit AT' = 0
gilt. Eine einfache Abschitzung, als Ubungsaufgabe iiberlassen, zeigt, dass auch die
Singularitét bei x = y keinen Beitrag zu diesem Integral liefert.

e Fiir die Normabschétzung verwenden wir nochmals die Dinische Formel. Sei also
x € Q. Schreibe

62 82 n—1
6xi8xjw(x) = WF(T) [fy) = f(@)]dy — f(x / e -I(r) v dH
Qo Qo
EIl + IQ.

Wir erhalten (da sich fir x € Q' und y € Q¢ der Holderquotient abschéitzen lésst,
denn dann ist |z — y| > ¢ und wir benutzen nur die C°-Schranke)

1
Bl e [ fleoior - [ s
Qo
<c-||fllcoa(a
und
2| <c-|Ifllco)-
Das Theorem folgt. O

Fiir die zweiten Ableitungen wollen wir bei holderstetiger rechter Seite noch die
Hoélderstetigkeit nachweisen.

Wir definieren zunéchst Normen, die sich unter Homothetien des Gebietes nicht
dndern.

Definition 2.9 (Dimensionsunabhingige Normen). Sei @ C R"™ offen und be-
schrinkt, d := diam Q. Dann definieren wir auf C* (Q) bzw. C* (Q) dimensions-
unabhéngige Normen durch

k

uller ) = dod > D uleo)

i=0 18|=i
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und
H'UJH/C’%“(Q) = HUH/Ck(Q) +dre [Dku] Co.(Q) *

Bemerkung 2.10. Sei v € C%* (Q), v € C%7 (Q) und v = min{e, B}. Dann ist
w-ve 0% (ﬁ) und es gilt

Jw- UH/CU»W(Q) < ||U||/cﬂva(9) ‘ HUH/CUﬁ(Q)'
Beweis. Ubung,. O

Beim nachfolgenden Theorem mache man sich als Ubung klar, dass gerade bei der
angegebenen Ungleichung fiir die Normen das Skalierungsverhalten so ist, dass keine
Abhéngigkeit der Konstanten von R auftritt.

Theorem 2.11. Sei R > 0, By = Bgr(xp), B2 = Bsgr(xg). Sei 0 < a < 1,
fech (E) und sei

w(e)i= [T0) - f@)dy, v = oyl
B>

Dann ist w € C%¢ (E) und es gilt

ID?w|[o.a g,y < (s @) - || fllgo. s,y

d. h.
1D*wllco g,y + B - [D*0] o,y < elmy@) - {lflcoqmanmy + B - [flovemom }

Beweis. Wir verwenden wiederum die Dinische Formel, diesmal mit = Q¢ = B,

o) = [ S D))~ S dy — T / D) -vydy.

Bs 9B,
Hieraus folgt fiir x € By direkt (da r = R auf 9Bs)

Tn
B> 0B>

[fleoasy) - R +c- || fllcon,)
N F o (p,y)-

0? 1
v e Uleveiny - [ s+ Wilovmy - [ 10RO
(2.1) <c
<c
Seien nun =, T € By, 0 < § := |z — |, £ := EE r = |z — y|, T = [T — y|. Beachte,
dass Bs(§) C By ist. Es gilt

2 2
5550 ® = [ e O~ @)y~ @) [ 5T vy
By 0B2
‘Wir schreiben
D;Djw(t) — D; Djw(z) = f(x)1 + [f(z) — f(Z)]]2
+ Iz + I+ [f(2) = f(@)]I5 + I
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mit

I - /{Dil“(r) _ DI} v,

0B2

IQ = DZF(F) *Vj,
/

I — / DiD;T(r)[f (=) — F(w),
Bs (&)

- / DD, T () — (@),
Bs (&)

Is = DiDjF(T)v
32\3/5(5)

I — / (D:D;T(r) — D;D;T@MI(E) — £(3))
B2\Bs(§)

Dies rechnet man unmittelbar nach, da alle Integrale — wie wir uns anhand der fol-
genden Rechnungen iiberzeugen — absolut konvergieren. Wir betrachten die aufte-
tenden Integrale einzeln. Es gentigt, jedes einzelne Integral (mit den entsprechenden
Vorfaktoren) betragsméafig nach oben durch

S\“ o
ctma)- (5) Afllooim + B Uleoeao}
abzuschétzen.

(i) Wir definieren r; =tz + (1 — t)T — y. Dann ist

1
DiF(T) — D,F(?) = /%DZF(Tt) dt
0
1

= /Dka.F(rt) (z¥ — 7).
0

Somit erhalten wir

nize [ [ 2o g <na(3)

denn es gilt > < 1 und |r¢|[op, > R.
(ii) Es gilt
< [ 1DE®)] < o).
OB2
Weiterhin gilt
|f(@) = f(@)| < [flcoe - 6.
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(iii) Wir erhalten nach Lemma

|I5| < / ‘DQF(T” Az =yl [fleve < ce(n,a) 0% [f]co.a.
Bs(€)
(iv) I behandelt man analog zu I3.

(v) Wir integrieren partiell

|I5| < / Dil—‘(r) Vi + / DiF(T) v <e,
9B2 9B;5(¢)

denn das erste Integral ist beschriankt und im zweiten Integral gilt |x—y| > |y—

El—lz—¢l=0— % = 15. Wir kénnen die Betriige ins Integral hineinziehen. Der

Rest funktioniert dann wie bei I5. Hier ist die absolute Konvergenz ohnehin
klar, da keine Singularitdt auftritt.

(vi) Es gilt mit 7, wie oben
1
D;D;T(r) — D;D;T(F) = /DiDjDkF(rt) (zF —7%).
0
Somit folgt mit |z —Z| =46

1
y—T*
wi<e fo [ MR e

0 |y—¢>0
Da |y — &| > ¢ ist, folgt
ly—z| < |y =&+ |7 ¢ <2y — ¢
——
=1
2
und
el = [t + (L= )T —y| = |z —y| > |y — €| = o — €] > 31y —&].
——
<36
Als Abschétzung fiir I erhalten wir daher

ol <c(m,a) - [fleo 8- [

ly—¢[>6

1
ly — |nti«

i 1
r

Sc(n,a)-[f]co,a-5-n~wn-/7dr

rn+1fa
5

c
zl_a-n-wn~5”‘-[f]oo,u.

Damit sind alle Integrale wie gewiinscht abgeschétzt und das Theorem folgt.
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Wir halten noch einmal fest, dass fiir alle z, T € By die folgende Abschétzung gilt.
Dabei geniigt, wie man sich anhand der obigen Abschéitzungen leicht {iberzeugen
kann, in der ersten Norm sogar die Norm iiber die kleinere Kugel.

(2.2) |D:Djw(x)— DiDjuw(@)] < e(n, ) {R~ - | fllcogsy) + flcoaion } o —T1°.
(I
Bemerkung 2.12. Sei f € C%%(Bg(0)) und sei in der bisherigen Notation

w(z) = / I(r) - f(y) dy.
RW,

Dann ist w € C%* (R") und es gilt

(2.3) [D?w] co.a(gny <) - [flooa@ny,
(2.4) 1D*w]] oo 5y < ) - [ flle0.a ()
sowie im Fall n > 3

(2.5) [wllen (gry () - B2 - [ flleosn)-

Beweis. Wir zeigen zunéchst . Nach gilt

[1D*w]| oy < ¢ AR [flcoaien) + 1 lcossm } -
Nach gilt

[D*w] oy < € AR I fllco(man) + [flcoeom) } -

Die zweite Ungleichung hier mit R® multipliziert und zur ersten addiert ergibt (wie

in Theorem gerade .
Lassen wir in R — o0, so folgt (2.3).
Fiir den Beweis von haben wir
[wler(gry = lwllcosg) + R - [1Dwllcosy)

abzuschatzen. Zunéchst einmal erhalten wir fiir alle x

w@) < [ 0] dy < () B | Flooga
Br

nach Lemma [2.5]in Dimension n > 3. Analog folgt

Du(z)| < / D) - 1F W)l dy < e(n) - B- | f oo,
Br

Wir addieren die letzte Ungleichung (mit R multipliziert) zur vorletzten Unglei-
chung und erhalten (2.5). O
Aus Theorem 2.17] erhalten wir

Theorem 2.13. Seien f € C2® (R™) und u € C> (R"). Gelte Au = f in R", so

18t
ulz) = / P(a—y) - f(y)dy.

R



PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN II 29
Beweis. Nach Theorem 2.8 erfiillt

wlz) = / P(a—y) - fy)dy

R™

die Differentialgleichung Aw = f in R™ und es gilt w € C%*(R"). Betrachte
v = w — u. v ist harmonisch. Daher geniigt es aufgrund des Maximumprinzips,
nachzuweisen, dass v(z) — 0 konvergiert fiir || — co. Da u kompakten Triger hat,
brauchen wir nur noch nachzuweisen, dass w im Unendlichen verschwindet. (Dies
folgt direkt aus Integralabschitzungen in Dimension n > 3. Ubung.) Allgemein
folgt dies aus der folgenden Anwendung des Divergenztheorems

w(z) = / @ —y)- f(y)dy

= /F(aj —y) - Au(y) dy

Rn

—— [ X 5 =) gl

B i=1

Da |DI'(r)| < =% ist, folgt die Behauptung. O

2.3. Holderabschitzungen bis zum Rand.
Theorem 2.14. Sei R} = {2 > 0}, o € OR}, R >0, Bf = Bf(x) =
Br(zo) NRY, By = Bin(20) und sei f € CO (B;') fiir ein 0 < oo < 1. Dann gilt

fir das Volumenpotential (wieder mit r = |z — y|)

w(z) = / I(r) f(y) dy

w e CH (Bf) mit der Abschétzung

HD2cho(Bl+) + R* . [D*u] g0 (B}) < ¢(n,a) - {||f||co(32+) + Re. [f]co,a(B;)}~

Beweis. Nach Theorem ist w € C?*(By) und es gilt Aw = f in Bf. Es
geniigt, die Ableitungen D;Djw, 1 < ¢ < n, 1 < j < n — 1, abzuschéitzen, denn
dann folgt aufgrund der Gleichung auch eine entsprechende Schranke fiir

n—1

D,D,w = f — Z D;D;w.

i=1
Nehme also 7 < n an. Da 83; stiickweise glatt ist, gilt das Divergenztheorem auf
B;r und wir kénnen die Dinische Formel anwenden.

DiDju(z) = / DD, T (y) — f(2)] - f(z) - / DiT(r) - v;.
B+

oBF
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Beachte, dass wir im zweiten Term nur tiber den sphérischen Teil des Randes zu
integrieren brauchen, da nach Wahl von j auf dem flachen Teil des Randes v; = 0
gilt. Fiir T € B bekommen wir mit 7 = |7 — y|

DiDju(s) = [ DDTWIG) - @) - @) [ DI,
Bf oBF
Wir bilden nun fiir x € Bf'

und fahren ganz analog zum Beweis von Theorem fort. Die Details hierzu
sind als Ubung empfohlen. (Beachte insbesondere, dass der gerade Teil des Randes
keinen Beitrag zum Randintegral liefert. Daher tritt auch keine Singularitit auf,
wenn man sich ihm néhert.) O

Der Bemerkung entsprechend erhalten wir

Korollar 2.15. Sei f € C%* (R7), 0 < o < 1, und sei (in der tblichen Bezeich-
nung)

R
Dann ist w € O (@) und es gilt die Abschditzung

(D] o (ay) < €0m:0) - oo ay).

Beweis. Wahle R > 0, so dass supp f C Bgr(0) ist. Nach Theorem folgt
R (D] . 2 < e,0) {fllco(ig) + B - [floon(ag) } -

Die Behauptung folgt nun, wenn wir durch R* dividieren und R — oo lassen. [

Fiir Losungen von Au = f erhalten wir noch die folgende Randabschétzung.

Lemma 2.16. Sei u € C>° (M), fe o (M) und gelte Au = f in R} und
w(2,0) =0 fiir # € R"~t. Dann gilt

r3 f(x)a xn Z 0;
F(&,—am), " <0.

Auch f hat kompakten Trager und es gilt (sogar mit Gleichheit)

11

o Sfllcoe,
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(7], <[flce.

Definiere fiir 2 € R” den Punkt & = (&, —2™). Definiere weiterhin fiir € R}

w(z) = / (2 — ) - (1 - y))] - £(v) dy

n
RZ

- / (2 — ) - Tl — 31)] - £(v) .
Ry

Aufgrund der Symmetrie in der Definition ist w(Z,0) = 0 und nach Gauf gilt
w € C* (R™), denn

Jrte=ib- 1) = [Ta=ub)- 7).
RY RZ =f(v)

Weiterhin folgt

w(z) = / P(lz— o)) F) / Iz — o)) - ()

R R™
:2/r<|:c—y|>-f<y>—/r<|x—y\>~f<y>
R% Rm™
= W1 + W

Es ist daher w € C%© (Ri) und Aw = f in R’}. Weiterhin gilt sogar wy € C** (M)
und nach Korollar [2.15)]

[D2w1}cova(R1) < c(n, ) - [f
sowie wy € C%* (R™) mit (vgl. Bemerkung
[DQwQ]COa(Rn) <c(n,a) - [ﬂ

Es geniigt nun, nachzuweisen, dass in R’} die Gleichung w = u gilt. Zum Beweis
bemerken wir zunéchst, dass nach Gaufs die Abschitzung |w| < const. fiir n > 3
gilt.

Jen

co.a

In allen Dimensionen n > 2 erhilt man dies wie folgt: Sei supp f C Bgr(0) und
daher ohne Einschrankung y € Bgr(0). Dann gelten |z —y| > |z| — R, |z — g| >
|z| — R (ebenso fiir alle Punkte auf der Verbindungsstrecke zwischen y und §) und
||z —y| — |z — g|| < 2R. Wir erhalten

\F(m—y)—r(:ﬁ—gﬂﬁl \Sl\lll) R|DF(Z)|-2R—>0 fir |z| — oco.
z|>|x|—

Schreiben wir w in der Gestalt
w(e) = [ —9) = T~ 9))- 1) d,
RZ
so folgt aus der obigen Abschétzung und der Stetigkeit auf einem Ball um den
Ursprung die globale Beschrinktheit. Aus diesen Argumenten folgt sogar w(z) — 0
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fiir || — oo. Weiterhin gilt u = w auf OR'. Da u kompakten Tréger besitzt folgt
somit aufgrund des Maximumprinzips u = w. ([

2.4. Kompaktheitssidtze. Wir wollen das folgende Kompaktheitslemma verwen-
den.

Lemma 2.17 (Kompaktheitslemma, Ehrlings Lemma). Seien E;, i = 1,2,3, Ba-
nachrdume und gelte
E1 — EQ — Eg,
wobei beide Einbettungen (“— "= Einbettung) stetig sind und E; — Es kompakt
ist. Dann existiert zu jedem € > 0 eine Konstante c. > 0, so dass
[ull2 <& flully + cc - [|ulls

fiir alle w € E; gilt.

Beweis. Wir unterdriicken in der Notation die Einbettungsabbildungen.

Falls die Behauptung nicht richtig ist, finden wir zu einem € > 0 eine Folge u, € E1,
k € N, so dass
lukllz > & - [luglls + & - [luklls

gilt. Ohne Einschrinkung kénnen wir die uj so normieren, dass [Jug||s = 1 gilt. Es
folgt

up — 0 in F3
und

luglly < e
Nutze nun die Kompaktheit der ersten Einbettung. Nach Wahl einer Teilfolge diirfen
wir daher (ohne Einschédnkung) annehmen, dass

up — u in By

konvergiert fiir ein geeignetes Element u € E5. Hieraus folgt insbesondere ||ul|z = 1.
Aufgrund der Stetigkeit der Einbettung F < Fj3 erhalten wir auch Konvergenz der
ug in Fs gegen u. In E3 gilt up — 0 = u. Wegen der Injektivitat (Ey < Ej3 ist eine
Einbettung) folgt damit auch v = 0 in Ey. Wir erhalten einen Widerspruch. (]

Korollar 2.18. Sei Q C R" offen und beschrinkt, 0 < a < 1. Dann gibt es zu
jedem € > 0 einen Konstante c. > 0, so dass

[ullczo) < €+ lulleza(a) + ce - ullco)
fiir alle w € C%© (ﬁ) gilt.

Bemerkung 2.19. Hieraus erhalten wir auch leicht eine multiplikative Form. An-

llullco
lullo2,a

genommen, es ist c. = £, so folgt mit € =

c
lullez <& flullcze + = - llullco

=1+ )VTullew - VIulloe

und daraus

[ullge < llulleo - ullc2.a.

Die Umkehrung ist einfach.
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2.5. Schaudersche a priori-Schranken. In den néichsten beiden Kapiteln soll L
stets die folgenden Eigenschaften haben.

Definition 2.20 (Generalvoraussetzung). Sei 2 C R™ offen und beschriankt. Sei
0 < a < 1. Die Differentialgleichung Lu = f habe die Form

Lu(z) = a" (2)ui;(2) + b (z)us(2) + d(z)u(z) = f(z).
Wir wollen die folgenden beiden Bedingungen annehmen.

(i) Elliptizitdt: Es gibt eine Konstante A > 0, so dass fiir alle z € Q und alle
¢ € R” die Ungleichung
a” &5 > AP
gilt. Sei dariiber hinaus a* auch symmetrisch, d.h. gelte fiir alle 4, j und
x e
a(z) = a'(x).

(ii) Holderstetigkeit der Koeflizienten: Es gibt eine Konstante K > 0, so dass
Haincova(Q) + HbiHCw(Q) +ldlcon < K
gilt.

Theorem 2.21. Sei Q2 C R", n > 2, offen und beschrinkt mit 0§ € %o, Sei
ue C%e (Q) eine Losung des Randwertproblems

Lu=a"D;Dju+b'Diu+du=f in§,
ulon = @ auf 02

mit d < 0. Hier seien f € C%*(Q), ¢ € C*%(8Q), a¥, b, d € C** (Q), (a")
symmetrisch und gleichmdfig elliptisch sowie 0 < a < 1. Dann gilt
lullcz.a) < ¢ {lIfllcoe@ + lellcza@a }

wobei ¢ nur von n, ), a, den angegebenen Normen der Koeffizienten und der El-
liptizitdtskonstanten abhdngt.

Bemerkung 2.22. Das folgende Beispiel zeigt, dass die Einschrénkung 0 < o < 1
wesentlich ist. Betrachte ndmlich in einer Umgebung des Ursprungs die Funktionen
u. : R2 - R, 0 < ¢ < 1, definiert durch

ue (2',2%) =2' - 2® - log (\/E—l- (1)2 + /e + (x2)2) .

Sie erfiillen in einer kleinen Umgebung des Ursprungs

lue| + [Aue| < ¢

gleichméfig in €, aber die gemischten zweiten Ableitungen % verhalten sich
dort fiir € N\, 0 wie

log (|| + [27[) .
Daher kann die C**-Norm nicht durch Supremumsschranken an u. und Au, =: f
beschrankt werden.

Dies zeigt, dass eine Abschétzung wie in Theorem [2.21] fiir v = 0 nicht richtig sein
kann. Durch Integrieren bekommt man die entsprechende Aussage fiir o = 1.

Beweis. Ubung. (]
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Beweis von Theorem [2.2]l Wir setzen zunéichst ¢ nach 2 fort, so dass ¢ € C** (Q)
gilt mit der Abschétzung

[ollcze@) < (2, @) - [lellc2.aaa)-

Ohne Einschénkung diirfen wir annehmen, dass ¢ = 0 gilt, denn sonst betrachten
wir 4 = u — . @ eriillt dann 4|sq = 0 und
Li=Lu—Lo=f—Lp=f.
Wir erhalten, wenn wir das Theorem fiir Randwerte Null gezeigt haben,
ullcza(e) = lellcze@) < lllcze (o)

<c-|f

<c-A{lIflcoeia + llellcza )
Somit geniigt es, den Fall ¢ = 0 zu betrachten.

0.0 ()

Wir iiberdecken nun Q mit geniigend kleinen offenen Mengen Uy, 1 < k < N.
Im Beweis werden wir genauer spezifizieren, was “gentigend klein” heisst. Weiterhin
nehmen wir an, dass im Falle U, NI # () eine entsprechende Umgebung des Randes
aufgebogen werden kann.

Sei (x, 1 < k < N, eine den Uy’s untergeordnete C°°-Zerlegung der Eins und
definiere uy = u - (. Es folgt

N N
u=u- g (= g U
k=1 k=1

Wir multiplizieren nun die Differentialgleichung Lu = f mit (; und erhalten
(2.6) a”D;Djuy, = Fy = f-Cx +a”[2D;u- D¢, +uD;DiCr] — ' Diu- G — d - u-Cx.

Ist Uy C Q, so gilt supp ug, supp Fi, € 2 und wir kénnen (2.6)) durch 0 in den R"
fortsetzen.

Ist Up N O # 0, so biegen wir dieses Randstiick auf und erhalten mit y = y(z) :
QN U, — B (0) dort eine Differentialgleichung der Form

dij (y)DyiDyjﬂ,k = Fk

mit @(,0) = 0. Es ist wie iiblich @y = ug oy ™', ...und Fj = F}, oy~ '+ Terme, die
héchstens eine Ableitung von u enthalten. Wir diirfen weiterhin annehmen, dass
dist (supp tig, 9B1) > 0 ist. Auch hier setzen wir @ und Fj durch 0 in den R’} fort.

Wir fixieren nun (fiir jede Umgebung Uy ) Punkte yo € Uy bzw. in yo € y(Up N Q).
Um nicht zwei Gleichungen schreiben zu miissen, benutzen wir auch im Falle U, C Q
Tilden, transformieren also mit der Identitét. Unsere Gleichung hat nun in jedem
Fall die Gestalt

@' (yo) Dyys Dyt (y) = Fi, + [a" (yo) — a7 (y)] Dyi Dk (y).

Wir transformieren schliefslich noch so, dass in dem speziellen Punkt yo die Matrix
(aij (yo)) zZu (6’7 ) wird. Wir erhalten Differentialgleichungen der Form

Eij(ZO)DZiDzjﬂk(z) = Azﬁk(z) = Fk + [ﬁij(ZO) — Eij(z)] . DZiDZjﬂk(Z).
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Im zweiten Fall bleiben die Randwerte Null erhalten.
Wir bemerken, dass, je nach Fall, u;, € C*% (R") oder %), € C*“ (@) ist.

Aufgrund der Abschitzungen der Theoreme und bzw. von Lemma
in dem die entsprechenden Aussagen bereits kombiniert sind, erhalten wir nun mit

Lemma 2.13]

(D ] oneary S0-_sup [87() ~ @G| [D*]

t e ullgzogy + e lfllcoe o)

CO,Q(RW)

bzw.

[D*uy] <c- sup [a(z)— Eij(zo)’ - [D*u]

z€2(UpNQ)

+ e [lullgzoq) + ¢ [ fllco (o).

coe(Ry) coe(RY)

Dies benutzt die Hélderstetigkeit der Koeffizienten a'/. Indem wir nun diam(Uy)
jeweils klein genug wéhlen, kénnen wir erreichen, dass

g g 1
sup |a”(z) —a"”(z)| < —
z€2(U) | | 2c

ist. Fiir diesen Schritt ist es wichtig, dass der Stetigkeitsmodul von a kontrolliert
ist. Damit kdnnen wir den ersten Term auf der rechten Seite in die linke Seite absor-
bieren und erhalten (hier nur noch fiir die inneren Abschétzungen aufgeschrieben)

[DQEk]CO,a(Rn) <c-lullezo@) + e || fllcoe(q)-
Wir addieren auf beiden Seiten die C?-Norm
[Tkl c2.0@ny < ¢ llullczo@) + ¢+ [ fllco (o).
Nach Riicktransformation nach €2 und Summieren iiber k£ erhalten wir
[ullcza@) < Z [ukllcze@) < e lullczo@) + ¢ [[fllcoe(a)-
k

Aufgrund des Kompaktheitslemmas kénnen wir
[ullczo < e [lullcz.e + ¢ - [Jullco

abschétzen und damit die Norm der zweiten Ableitungen auf der rechten Seite
absorbieren
[ullcza@) < ¢ {llfllcoe + [lullco} -

Schliefslich ist wegen d < 0 das Maximumprinzip in der Form von [4, Theorem 3.7]
anwendbar

[ullco < e[| fllco.
Wir erhalten
[ullcza() < e || fllco.e
und das Theorem folgt. O

Zum gerade verwendeten Maximumprinzip.
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Lemma 2.23. Sei Q C R™ offen und beschrinkt und sei u € C*(Q)NC° (Q) in Q
eine Losung der elliptischen Differentialungleichung

Lu= aijuij +blu; +du> f
mit gleichméfig elliptischem a, d < 0 und a¥,b',d, f € L. Dann gilt

supu < supu™’ + (L, Q) - Hf”L‘X’(Q)'
Q o0

Beweis. Wegen

L (u — supu+> =Lu—dsuput > f
a0 aQ
diirfen wir ohne Einschrinkung u < 0 auf 02 annehmen. Gelte weiterhinn ohne
Einschriinkung  C {z € R": 2! < 0}.

Setze w := 1 — e®*" fiir ein noch zu fixierendes o > 0. Dann gelten

0<w<l,
w; = — " ady,
ary 2
wi; = — "M a”dyi015,

Lw= — ¢ (@a't +ab! +d) +d- 1< —¢,

fiir ein ¢ > 0, falls wir & = (L) > 0 groR genug fixieren. Somit gilt fiir W :=
w- L. | fllze die Differentialungleichung

LW < f.

Es gilt u — W < =W < 0 auf 0. In einem positiven lokalen (inneren) Maximum
von u — W erhalten wir somit

0< Lu—W)=a" (u—W);+b" (u—W); +d(u—W) <0.
—_—— —_—— N——
20 =0 <0

Widerspruch. Somit gilt w — W < 0 auch in © und die Behauptung folgt. O

Die oben behauptete Aussage folgt nun durch Anwendung dieses Lemmas auf u
und —u.

Bemerkung 2.24. Beachte, dass die in der Abschitzung des letzten Theorems
auftretende Konstante nur von der speziellen Uberdeckung, der Zerlegung der Eins,
der C%%-Norm der Aufbiegetransformationen fiir 99, von |2|, den C**-Normen der
Koeflizienten, der Elliptizitdtskonstanten und von « sowie n abhéangt.

Analoge Abschitzungen bekommt man auch fiir schwache Losungen. Auf der rech-
ten Seite kann man dann die ||u||co-Norm durch die ||u||p2-Norm oder eine ander
LP-Norm ersetzen, siehe [6].
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2.6. Hohere Regularitit.

Theorem 2.25. Seien 9Q € Ch*, f € C'72(Q), p € CH*(8Q), a¥, b', d €
Cli—2e (ﬁ), 1>2,0<a<1, wobei a” elliptisch ist und d < 0, so gilt fiir eine
Losung u € Cb® (ﬁ) des Randwertproblems

Lu=f 1in§,
u=¢  auf o9,
die Abschdtzung

ullctaoy < e {Hf”clfzva(fz) + ||80||clva(ag)}~

Beweis. Es geniigt, den Induktionsschritt I — [ + 1 zu zeigen. Sei wieder ohne
Einschrankung ¢ = 0 und seien Uy, und (; wie im Beweis von Theorem [2.21| gew&hlt.

Ist U C 2, so definieren wir fiir 1 <:<n
v 1= Duy,

und wenden auf vy und die entsprechende Differentialgleichung die Induktionsvor-
aussetzung an

lokllcrawy) < e {Ifllci-ra) + lullcro } -
Dabei haben wir die C»*-Norm von u durch die C**1°-Norm abgeschiitzt.
Ist Up NOQ # ), so setzen wir fiir 1 <i<n-—1
Ve = Diuk.
Es gilt fiir eine geeignet definierte rechte Seite fj in R’} die Gleichheit Lvy = fi.
Da vi(9,0) = 0 gilt, erhalten wir nach Induktionsvoraussetzung (verstehe dies nach
Anwendung einer Aufbiegetransformation)
||Uk||Clva(Uka) <c: {Hf||clflya(sz) + ||u||Cl+1v0(Q)} .
Fiir die Abschétzung von D, uy benutzen wir die Differentialgleichung
Luk = fk in RT_:_
flir geeignetes fi und erhalten
a"”DnDnuk = fk - biDiuk —d- Uk
— Z aijDiDjuk.

i+j<2n
Diese Gleichung dividieren wir durch a™" und differenzieren sie nochmals nach z™.
Auf der linken Seite erhalten wir D,, D, D,u; und auf der rechten Seite erhalten

wir bis zu dritte Ableitungen von uyg, jedoch ohne eine dreimalige Ableitung nach
x™. Somit haben wir die rechte Seite in C'~2% bereits beschrinkt und es folgt

IDuDuDatigllcise < - {1 i + fulcrero}
Wir erhalten also
[Dug|[cra < - {[|fllor-re + [ullcrero}.
Das Theorem folgt. O
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Theorem 2.26. Erfillt der lineare Operator L die Voraussetzungen von Theorem
nur lokal, so geniigt eine Lésung u € CH*(Q) der Gleichung Lu = f den
Abschdtzungen

HUHCW(Q/) sc- {Hf”clf?ﬂa(sz") + HUHCO(QN)}

fiir alle Q' € Q" € Q und die Konstante hingt nun noch zusdtzlich von Q' und Q"
ab.

Beweis. Ubung, siche auch [4]. O

2.7. Stetigkeitsmethode. Hier betrachtet man eine Familie von Randwertproble-
men fiir einen Parameter ¢ € [0, 1]. Die Familie ist dabei so gewéhlt, dass man das
Randwertproblem fiir ¢ = 0 bekanntermaflen eindeutig 16sen kann und dass man
flir t = 1 das Randwertproblem bekommt, das man eigentlich l6sen méchte. Dann
zeigt man, dass die Menge der Parameter ¢ € [0, 1], fiir die man das entsprechen-
de Randwertproblem eindeutig 16sen kann, offen und abgeschlossen ist. Da diese
Menge auch nichtleer ist, ist sie gleich dem gesamten Interval [0, 1] und man erhélt
insbesondere auch eine Losung fiir ¢t = 1.

Wir interessieren uns hier fiir das Randwertproblem

Lu=f inQ,
u=g auf 0€.

Sei L wie oben mit d(x) < 0, Q@ C R™ offen, beschrinkt und mit C**-Rand. Sei
fecoe (Q) und g € C%* (Q)

Bemerkung 2.27. Wie man sich am Beispiel z — |z| {iberzeugt, approximieren
Glittungen eine C%®-Funktion im allgemeinen nicht in C%%. (Die Glittungen ap-
proximieren aber in C%# fiir 0 < 3 < a.) Daher werden wir nun f und g nur in
CO bzw. C? approximieren. Beachte aber, dass die C%*-Normen der approximie-
renden Funktionen trotzdem (bis auf eine feste Konstante) gleichméfig durch die
C?>-Norm der urspriinglichen Funktion beschrinkt sind.

Betrachte dazu

|f€($) - fs(y)|
|z —yl*

S/If(fc+2)—f(y+2)\ne(Z)dZ~| !

x—y|*

<[flgo,a lz—y|™
<[flco.a.

Wir benétigen zunéchst

Theorem 2.28 (Kellogg). Sei Q@ C R™ offen und beschrinkt, 9Q € C*. Sei f €

Ccoe (ﬁ) und g € C%* (Q) Dann besitzt das Dirichletproblem

Au=f inQ,
u=g auf 082

eine Losung u € C*® (ﬁ) Die Lésung ist in C? (ﬁ) ngo (ﬁ) eindeutig bestimmd.
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Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus dem Maximumprinzip.

Zunéchst wollen wir f und g durch glatte Funktionen approximieren. Nach Fort-
setzung und Glattung erhalten wir

C= (@) 3 fi > f inC° (@),
C* Q)39 —yg inC*(Q).
Die Probleme

Auk = fk in Q,
Uk = gk auf 09

betrachtet man nun als Randwertprobleme fiir (nach Abziehen der Randwerte)
wy = uk — g € HY(Q). Sie besitzen glatte Losungen wy, bzw. uy (L?-Theorie).
Aufgrund von Theorem [2.21] gelten die Abschétzungen
ullc2e @y <e(n, a, Q) - {{| frllcowa) + llgrllc2a(a) }
<e(n, 0, Q) - {||fllcoe() + lgllczam@} -
Nach Arzela-Ascoli konvergiert (ohne Einschrinkung) u, — u in C? fiir ein u €

C2e ().

Insbesondere folgt also in €2 die Konvergenz Auy, — Aw in C° (ﬁ), als kommutatives
Diagramm

Afk Tk
Au f

Ebenso konvergieren die Randwerte. Die Funktion u ist damit die gesuchte Losung.
Sie erfiillt

||u||c2,a(Q) < llkl’ggéf ||uk||02,a(Q) < c(n,a,Q) . {Hf”c(),a(Q) + ||g||cz.,a(Q)} .

Aufgrund der Eindeutigkeit des Grenzwertes konvergiert sogar die gesamte Folge.
O

Bemerkung 2.29. Anhand des Beweises von Theorem [2.21] iiberzeugt man sich
leicht, dass die Konstante in der Normabschétzung fiir eine Folge von C'°°-Gebieten,
die ein C?®-Gebiet in C? mit beschrinkter C%“-Norm approximieren, d.h. wenn
lokal die den Rand als Graphen darstellenden Funktionen in C? konvergieren, gleich-
mafig gewahlt werden kann.

Wir erhalten damit Kelloggs Theorem auch fiir C?*-Gebiete: Wir setzen zunéchst
g als C?*-Funktion mit entsprechend kontrollierter Norm nach R™ fort und ap-
proximieren dann das Gebiet €2 durch glatte Gebiete i, auf die die obige Version
von Kelloggs Theorem anwendbar ist. Der Einfachheit halber wollen wir die Gebie-
te € stets so wahlen, dass  C € gilt. Dies erreicht man beispielsweise, indem
man Abstandsniveauflachen zu 002 glittet. Wir erhalten somit Losungen uj mit
gleichméRigen C% ((Tk)—AbschéLtzungen. Somit sind auch die Funktionen uy|q in
%« (ﬁ) gleichmifig beschrinkt. Eine Teilfolge davon (und wie man sich leicht
iiberlegt, sogar die gesamte Folge, da der Grenzwert eindeutig bestimmt ist) kon-
vergiert dann gegen die gewiinschte Losung.
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Wir wollen das folgende Existenzresultat beweisen

Theorem 2.30. Sei Q C R" offen und beschrinkt, 0Q € C*®. Sei L wie in den
Generalvoraussetzungen, Definition [2.20, mit

d<0 .
Dann gibt es zu jedem f € C%® (ﬁ) und jedem g € C*® (ﬁ) eine Losung u €
%« (ﬁ) des Dirichletproblems
Lu=f nQ,
u=g auf 0S).

Diese Lisung ist im Raum C%(Q) N C° (Q) eindeutig bestimmt.

Beweis. Indem wir u — g statt u betrachten und f entsprechend abédndern, diirfen
wir annehmen, dass g = 0 gilt.

Wir definieren fiir ¢ € [0, 1] Differentialoperatoren L; durch
Li=(1—t)A+tL.

Beachte, dass alle Operatoren L; die Generalvoraussetzungen [2.20] mit von ¢ un-
abhédngigen Konstanten A > 0 und K erfiillen. Weiterhin bleibt die Eigenschaft
»d(z) < 0 in Q¢ auch fir L; erhalten. Fiir ¢ = 0 liefert Kelloggs Theorem die
Losung. Fiir t = 1 behaupten wir, dass es eine Losung gibt.

Wir kiirzen Banachrdume wie folgt ab
By :=C?%” (ﬁ) N {u e (ﬁ) tulan = 0} ,
B2 = CO,a (ﬁ) .

B ist ein abgeschlossener Unterraum von C%¢ (ﬁ) Als Norm koénnen wir daher
die C?*“-Norm verwenden.

Der Operator

L;: By — By
ist ein beschrénkter linearer Operator. Sei u; die Losung von
Ltut = f in Q,
ug =0 auf 09.

Dann gilt
[utllcze@) < e || fllco(a)
mit einer von ¢t unabhéngigen Konstanten.

Wir haben also die folgenden Eigenschaften:
e [;: By — Bs ist ein beschrinkter linearer Operator.
e Lo = A ist nach Kellogg surjektiv.
e Die letzte a priori Schranke kénnen wir auch als
lullz, < e¢-[Lulls,

fir alle u € By schreiben.
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Das Theorem folgt, wenn wir zeigen konnen, dass auch L, surjektiv ist. Dies erhalten
wir aus dem folgenden Theorem. ([

Theorem 2.31. Seien Ly, L1 : By — Bs beschrinkte lineare Operatoren zwischen
Banachriumen By und By. Wir definieren

Ly:=(1—-t)Lo+tLy firo<t<I.
Gibt es eine von t unabhdngige Konstante ¢ mit

lullB, < ellLiul B,

fiir alle w € By und ist Ly surjektiv, so ist auch Ly surjektiv.

Beweis. Beachte zunéchst, dass die beiden Definitionen fiir L; insbesondere fiir
t =0 und t = 1 {ibereinstimmen.

Nehme an, dass L, fiir ein 7 € [0, 1] surjektiv ist. Nach der Abschétzung fir die Nor-
men ist L, auch injektiv. Somit ist L, ein bijektiver Operator mit entsprechenden
Normabschitzungen. (Aufgrund der Neumannschen Reihe bilden die invertierba-
ren (und damit auch die bijektiven) in beide Richtungen stetigen Operatoren eine
offene Teilmenge von L(-,-). Wir wollen jedoch eine quantitative Variante davon
verwenden.) Die Inverse
L7 By — B

ist aufgrund der Bijektivitit auch ein beschrankter linearer Operator. Sei ¢ € [0, 1]
beliebig, f € Bs. Wir schreiben die Gleichung Liu = f als

Lyu=f+(L; — Ly)u= f+ (t —7)(Lou — L1u)
um und weiter als Fixpunktgleichung in der Form
u=L'f+(t—7)L7 (Lo — L1)u =: Au.

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz finden wir einen solchen Fixpunkt, falls es
ein ¢ < 1 gibt, so dass fiir alle u, v € By

[Au—Av|p, <q-|lu—wvls
gilt. Es gilt

1Au = Avllp, < |[L7Y| L, 5, - (Kolls o) + 1 Lallsy,52) - 1t = 7] -u = vll5,

:Iq
Somit kénnen wir ¢ < 1 unabhéngig von 7 erreichen, wenn nur |t — 7| klein genug
ist. In dieser Umgebung von 7 ist L,u = f losbar, d.h. L, ist dort surjektiv und
damit auch bijektiv. Da die entsprechenden Umgebungen von 7 unabhéngig gewahlt
werden kénnen, haben wir nach endlich vielen Schritten von ¢t = 0 ausgehend auch
die Bijektivitit (und damit die Surjektivitdt) von L; bewiesen. Das Theorem folgt.
O

Bemerkung 2.32. In unserem Spezialfall kann man auch die Menge aller ¢ € [0, 1]
betrachten, fiir die L; surjektiv (und damit bijektiv) ist. Aufgrund der Neumann-
schen Reihe (Verallgemeinerung der geometrischen Reihe auf Operatoren) ist diese
Menge offen. Die Schauderabschéitzungen liefern (mit Arzela-Ascoli) die Abgeschlos-
senheit. Nach Kellogg ist diese Menge nichtleer. Auch so folgt Theorem [2.30]

Fiihre die Details dazu als Ubung aus.
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3. A PRIORI ABSCHATZUNGEN FUR LOSUNGEN DER
WARMELEITUNGSGLEICHUNG

Die néchsten Kapitel beschéftigen sich mit Anwendungen des parabolischen Maxi-
mumprinzips.

3.1. Globale Abschitzungen. Mit Hilfe der Darstellungsformel kénnen wir ei-
ne Losung der Wéarmeleitungsgleichung explizit hinschreiben. Daraus folgen auch
Darstellungsformeln fiir Ableitungen, die es erlauben, Schranken fiir die Ableitung
herzuleiten. Eleganter und auch leichter auf andere Gleichungen {ibertragbar ist
jedoch die folgende Methode, solche Abschétzungen herzuleiten.
Theorem 3.1. Seiu: C* (R™ x (0,00))NL>® (R™ x [0,00)) eine Losung der Wir-
meleitungsgleichung

= Au in R" x (0,00)
mit u(x + p,t) = u(x,t) fir alle (z,t) € R™ x [0,00) und alle p € Z™, also eine
periodische Losung. Dann gilt

1
| Du(z,t)| < 7i [[wll o (R x {0})

fiir (z,t) € R™ x (0,00).
Die Periodizitdt haben wir nur angenommen, um das Maximumprinzip anwenden
zu konnen.
Beweis. Sei € > 0. Wir definieren
we(x,t) = u?(x,t) + (t — )| Du(x, t)]?

fiir (z,t) € R™ x [g,00). Die Konstante ¢ bendtigen wir nur, da ¢ - |Du(z, t)|? fiir ¢
nahe 0 unbeschriankt werden konnte.

Wir behaupten, dass
(3.1) we(z,t) < A, We <l Zoe (g x[0,00)) < Nl oo @nx f03)

fiir (z,t) € R™ x [e, 00) gilt. Die zweite Ungleichung ist offensichtlich, die dritte eine
direkte Folgerung aus dem Maximumprinzip. Hieraus folgt:

(t — &)|Du(z, t)]* < u?(z,t) + (t — &)[Du(e, 1)]* < [JullF oo mnx o1

und somit

1
|Du(z, t)| < m““”L“(R”X{O})

fiir (z,t) € R"x (g, 00). (Man sieht, dass wir fiir u?(z, t) nahe bei ||u||% . eine bessere
Abschétzung bekommen kénnten.) Mit € N\ 0 erhalten wir hieraus die Behauptung
des Theorems.

Wir beweisen nun Behauptung (3.1): Dazu berechnen wir w. — Aw,. Es gilt
we(z,t) =u*(z,t) + (t — &) [Du(x, )],
e =2ut + |Dul® + 2(t — £)uF iy,

We; =2uu; + 2(t — E)uk Uki,
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Weij = 20wy + 2u;uj + 2(t — )uFup; + 2(t — s)ufum,
e — Aw. =2u(t — Au) + |Dul® — 2| Dul® + 2(t — &) uF (it — Au)y
—2(t —¢) | D?u|”
<0.

Die Behauptung folgt nun aus dem Maximumprinzip. (Il

Theorem 3.2. Sei u eine periodische Losung der Wéarmeleitungsgleichung auf R™
wie in Theorem[3.1 Seity > 0. Dann gilt

|D2u(x,t)| <

1
ﬁ“DuHLW(R"X{tO})

fir alle (z,t) € R™ x (g, 00).

Beweis. Betrachte
w(z, t) = |Du(z, t)|* + (t — to) - |D2u(x,t)‘2

und argumentiere analog zum Beweis von Theorem 3.1 Die Details dazu lassen wir
als einfache Ubung.

Alternativ kann man benutzen, dass jede der Funktionen wug, k € {1,...,n}, die
Wirmeleitungsgleichung erfiillt, Theorem [3.I] anwenden und die resultierenden Ab-
schitzungen aufsummieren. (I

Entsprechende Verallgemeinerungen gelten auch fiir hohere Ableitungen. Kombi-
niert man mehrere solche Abschétzungen, so folgt fiir (x,t) € R™ x (0,00), m € N5¢
und 7 1= t/m

|D"u(z,t)| = |[D"u(z, m7)|
1o
< NG HD 1“”L°°(R“><{(mfl)'r})

1

VT
m/2

1 m
<...< W”u||L°°(R"><{O}) = W”“HLO@(RW{O})-

S HDWL—Q

“HLoo(Rn x{(m—2)7})

3.2. Lokale Abschitzungen. Als Vorbereitung fiir die lokalen Abschitzungen
bendtigen wir

Lemma 3.3. Sei p € C2(R™) mit ¢ > 0. Dann gilt in allen Punkten mit ¢ > 0

D 2
';”' < 2| D% .

2
Beweis. Sei € > 0. Wir mochten ‘Df‘e beschranken. Durch Einschranken auf eine

Gerade konnen wir ohne Einschrénkung n = 1 annehmen. Sei

90/2

:@4_6.

w
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In einem Punkt, in dem w maximal ist, gilt

L 200" (p+€) — @2y

0=w
(p+e)?
und daher
12
2@// — SD
pt+e
und somit w < 2 ||D2<p||LOQ. Mit € \, 0 folgt die Behauptung. O

Theorem 3.4 (Innere Abschétzungen). Sei
ue C*(Bg x (0,T))NC° (Bg x [0,T7),

mit R,T > 0, eine Lisung der Wirmeleitungsgleichung in Br x (0,T). Sei ¢ €
C?(Bgr x [0,T)) mit ¢ > 0. Definiere fiir A\ > 0

w = to|Dul? + M.
Dann ezistiert \g = Mo (T, ||¢llc2), so dass fir A > Ao

sup w < sup w
Brx[0,T] P(Brx(0,T))

gilt. Insbesondere gilt also

to| Dul®> < X |[ullf < (B x(0.7))
in Br X [O,T]

Beweis. Wir lassen es wieder als Ubung,
(t — )| Dul* + \u?

und spater den Grenzwert € N\, 0 zu betrachten und arbeiten wieder direkt mit w.
Es gilt in Punkten mit ¢ > 0

w =tp|Dul? + Au?,
W = | Du|? + t| Dul? + 2tour iy, + 2 i,
w; =tw;| Dul* 4 2toutug; + 2\ uu;,
wij =tpij|Dul?® + 2tpiutug; + 2t uFug
+ 2tpulug; + 2touturi; + 2Auu; + 2w,
W — Aw = | Duf® + (¢ — Ap)| Duf?
+ 2tpu” (1 — Au)y — dtp'ulu;;
— 2t |D?u|” — 2A\|Dul? + 2)u(ii — Au)
< |Dul* + te(p)| Dul?

D 2
+otg| D2l + 2t2E0 Dy
v

— 2ty ‘D2u’2 — 2)\|Dul?
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< (¢ + te(p) — 2M)|Dul* <0,

wobeil wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung benutzt und A > Ao(T, ||¢]lc2)
angenommen haben. In Punkten mit ¢ = 0 gilt wegen Dy = 0 ebenfalls

W — Aw < te(p)|Dul?* — 2| Dul? 4 2 u(i — Au) < 0.
Die Behauptung folgt nun aus dem Maximumprinzip. ([l

Bemerkung 3.5.

(i) Eine Zeitabhéngigkeit von ¢ ist hiufig nicht nétig, insbesondere, solange man
mit dem Faktor ¢ arbeitet.

(ii) Eine schonere Abschitzung erhélt man auf einem Zylinder der Form Bp x
(0,cR?), indem man ¢ durch eine Funktion ¢r(z) := ¢ (%) mit ¢ € CZ(By)
mit ¢ > 0 ersetzt. Dann kann man A = (¢, ||¢||cz) unabhéngig von R wihlen.
Details: Ubung.

Entsprechende Abschétzungen gelten auch fiir hohere Ableitungen von wu.

3.3. Skalierte innere Abschitzungen. Mit (R,T) = (2,1) erhalten wir
Korollar 3.6 (Innere Abschitzungen). Sei
u€ C*(By x (0,1)) N C° (B2 x [0,1])

eine Losung der Wdarmeleitungsgleichung in Bs x (0,1). Dann gibt es ein C =
C(n) > 0, so dass

tDul* < C - |ullFoe (p(Byx (0.1)))
in B1(0) x [0,1] gilt.

Durch parabolische Skalierung ergibt sich daraus
Korollar 3.7 (Skalierte innere Abschétzungen). Sei R > 0 und sei
(IS 03 (BQR X (O,RQ)) n CO (EQR X [07R2])

eine Losung der Wirmeleitungsgleichung in Bap X (0, RQ). Dann gibt es ein C =
C(n) > 0, so dass

tDul* < C - ullFoo (p(Bonx (0,72))
in Br x [0, R?] gilt.
Insbesondere gilt fir eine Lisung
u € C3*(R" x (0,00)) NC° (R™ x [0,00))
der Warmeleitungsgleichung in R™ x (0,00) die Abschatzung
t[Dul* < C(n) - [[ull7 oo (g x (0,00))

in ganz R™ x (0,00).

Wir kénnen dabei wieder C aus Korollar verwenden.
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Beweis. Durch sogenanntes parabolisches Skalieren erhalten wir eine Funktion w
mit
w: By x [0,1] = R,
w(z,t) :=u (Rx, R*t).
Sofort einzusehen ist, dass auch w die Warmeleitungsgleichung 16st. Wir wenden
nun Korollar auf w an und erhalten aufgrund der Kettenregel
tR? |Du (R, R*t)|* = t| Dw(w, t)|?
< O fJwl Lo (p(Bax(0,1)))
= O lull Lo (P(Barx (0,R2))

fiir (,t) € By x [0,1]. Mit Variablen (y,7) := (R, R?t) erkennt man nun direkt,
dass dies die behauptete Abschétzung ist. ([l

Alternativ hdtte man bereits bei den ersten inneren Abschitzungen eine Test-
funktion verwenden konnen, die genau zur Skalierung der Warmeleitungsgleichung
passt.

4. EIGENWERTE DES LAPLACEOPERATORS

4.1. Existenz und Basiseigenschaften. Wir folgen [6, S. 231 ff.]. Sei hier stets
2 C R” offen, beschrankt und zusammenhéngend, 92 € C*°. Bezeichne hier (-, )
das Skalarprodukt in L?((2).

Theorem 4.1. Der kleinste Eigenwert des Laplaceoperators bei Dirichletrandwer-
ten ist gegeben durch

D -
M= imf 2= gy DwDu
weH} (9) fu wernd@  {u,u)
uZz0 Q wZ0

Es gibt u € C (ﬁ), u >0 in §, so dass

Au+Mu=0 inQ,
u=0 auf 0S2.

A1 ist ein Figenwert der Vielfachheit eins.

Beweis. Es gilt

Du, D
A1 = inf M: inf (Du, Du).
uwEHS (Q) <u,u> uEH(Q)
uZ0 lull p2=1

Das Infimum ist nichtnegativ. Somit gibt es eine Minimalfolge
u; € Hé

mit [|u;]|rz = 1, d. h. es gilt
<D’U,i, Du1> — )\1.
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Da somit ||u;]|z7; gleichmifig beschrinkt ist, gibt es eine (nicht umbenannte) Teil-
folge mit u; — w in H}(Q). Nach dem Rellichschen Kompaktheitssatz konvergiert
diese Teilfolge in L?: Es gilt

u; — U in 2
mit [|ul[z2 = 1.
Da A\; das Infimum des Raleigh Quotienten ist, folgt

ID(uk + w72 > Aallug + w7

Es gilt die Parallelogrammgleichung
1D (ur, = w)l[Z2 + 1D (ur + w)72 = 2] Du]| 2> + 2/ Dual[7-

Kombination der beiden letzten Formeln liefert, da ux + u; — 2u fiir k, [ — oo,
|Dug — D[22 <2[| Dug|72 + 2l Dugll72 — Mg + w7
— 2+ 20—\ 4||u||2L2
=0.

Damit ist uy auch eine Cauchyfolge in HJ(2) und wir erhalten
(Du, Du)
(u, u)

Aufgrund der Poincaréschen Ungleichung gilt Ay > 0.

= A1

Sei nun ¢ € Hi(Q) beliebig. Ist |¢| so klein, dass der Nenner im folgenden Bruch
nicht verschwindet, so gilt
(D(u+te), D(u + tp))
(u+tp, u+tp)

>\

oder

0 <(D(u+tp), D(u+tp)) — A {u+to,u+ tp)
:/|Du|2+2t/<Du,Dgp>+t2/|D¢|2
Q Q

Q

—Al/u2—)\12t/ug0—)\1t2/<p2.

Q Q Q

mit Gleichheit fiir ¢ = 0. Aufgrund der Minimalitdt der rechten Seite fiir ¢ = 0
verschwindet also ihre Ableitung an der Stelle ¢ = 0

0= /(Du,D<p> —Al/ugo.

Q Q
Somit ist u eine schwache Lésung von
Au+ M u=0 in Q,
u=20 auf 09).

Aufgrund der LQ—Reguléiritéitstheorie fiir schwache Losungen aus Kapitel erhal-
ten wir daher u € C* ().
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e u > 0: Definiere ut := max{u,0} und = := min{u, 0}. Es gilt (nicht vollkommen
trivial)

Dut — {Du fu %n {u >0},
0 f.i. in {u < 0}.
Wir erhalten also
A =(Du, Du) = (Du™, Du™) 4+ (Du~, Du™)
>\ (ut,ut) 4+ A (v, ) nach Definition von \;
=A1{u, u) = A1.
Somit gilt iiberall Gleichheit, also
(Du®, Dut) = Ay (ut, ut)

und v+ minimiert das Funktional und ist deshalb eine schwache Losung des Rand-
wertproblems

—AuT = X\ur inQ,
ut =0 auf 0€.

Aufgrund der L2-Regularitiitstheorie ist uT eine klassische glatte Losung. Wir er-
halten —Au™ > 0 in Q. Aufgrund des Maximumprinzips gilt daher v+ > 0 oder
ut =0 in Q. Analog schlieRt man fiir v~ und erhilt (ggf. nach Multiplikation mit
—1) u>0.

e Vielfachheit= 1: Sind u und v linear unabhéngige Eigenvektoren (=Eigenfunkti-
onen) zum Eigenwert \q, so wechselt eine geeignete Linearkombination davon in 2
das Vorzeichen und bleibt Eigenvektor zum Eigenwert A1 im Widerspruch zur oben
bewiesenen Positivitdt der ersten Figenfunktion. |

Theorem 4.2. Seien (\;, u;), 1 <i <k, die ersten k Eigenwerte mit Ay < ... <\,
und Figenfunktionen (mit Vielfachheit). (Diese sind wie iblich bei Eigenwerten mit
Vielfachheit nicht eindeutig bestimmt.) Dann ist der nédchste FEigenwert

Du, D
Mg = inf PwDw
0£ueHE () (u,u)
(u,u;)=0,1<i<k
Es gibt ug1 € C* (Q), so dass
Aupi1 + Agp1ur+1 =0 in Q,
Up+1 =0 auf 0.

gilt.
Beweis. Ubungsaufgabe. Beachte, dass die Eigenschaft, schwache Losung zu sein,
zum Teil schon aus der Orthogonalitdtsbedingung folgt. (Il

Theorem 4.3. Es gibt abzihlbar viele Figenwerte A\ des Laplaceoperators mit
Dirichletrandwerten und es gilt

Ar — o0 fir k — oo.
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Die FEigenfunktionen wuy, bilden (bei Konstruktion wie oben und nach Normierung)
eine Orthonormalbasis in L*(Q) und es gilt

o0
v = Z(v, wi)u; fir alle v € L?,
i=1

(v,v) = Z(v,ui>2 fiir alle v € L?,

i=1

(Dv, Dv) = Z)\i@,ui)z fiir alle v € H}.
i=1

Istv e HY(Q), so gilt

o

v= Z(v, Uy YU

=1

auch in HE(Q).

Beweis. Falls \; < ¢ fiir unendlich viele k gilt, so folgt
|Dug |2 < c.

Nach Rellich konvergiert daher eine Teilfolge in L2. Dies ist aber nicht moglich, da
nach Konstruktion (ug,u;) = 0 fiir k # [ gilt und somit

Huk _Ul”L? = \/§7L> 0.

Definiere
H,, = {UEH& : <v,ui>=Ofﬁri§m—1}.
Sei zunédchst v € L2 N H} = Hj. Definiere

ﬁi = <’U7’U,7;>,
Um = Z Biuiv
i<m

Wy ' =V — Uy

Dann ist w,, die L?-Orthogonalprojektion von v auf H,, 1, v, ist orthogonal zu
Hp1. Also gilt fiir i <m

(W, u;) =0,
(Dwy,, Dwp) > A1 (Wany Wi )«
Sei u;, ¢ < m, ein Eigenvektor. Dann folgt mit partieller Integration
(4.1) (Dwp, Dug) = Ai{ug, wp,) =0,
also sind auch die Ableitungen orthogonal zueinander. Somit erhalten wir
(Wi, W) = (0, 0) = 2(0, V) + (Vyn, Vi)
= (v,v) — 2{Wp, + VU, V) + (Vim, V)

={(v,0) — (VUn, Um),
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(4.2) (Dwpy,, Dwy,) = (Dv, Dv) — (D, Dug,)
und
1
(Win, W) < (Dwyy, Dwy)
)\m+1
< (Dv, Dv) < vl 2 2) = 0.
m—+1 m—+1

Somit gilt w,, — 0 in L? und wir erhalten die folgende in L? konvergente Summe

o0
gvuz

Fiir allgemeines v € L? erhalten wir nun diese Formel durch Approximation in L?
durch Hg-Funktionen. Als Vorbereitung zeigen wir: Gilt v* — v in L? mit v* € H},
so folgt gleichméfig fiir alle NV aufgrund der Besselschen Ungleichung

N N 2 2
S (ohudu| =3 |0kl < o,
i=1 =1

da die Eigenfunktionen u; orthonormal zueinander sind. Damit erhalten wir

2

Jow —vhllz =

L2

k E_ ,k k
o= s < o= ¥+ 1" = el o+ o — ol
—_——
Sllv—vkllL2
Nun fixieren wir zunéchst k grofs, so dass der erste Term klein wird. Damit ist
auch der dritte Term abgeschiitzt. Da v* € H} ist und wir k fixiert haben, wird der
zweite Term aufgrund der obigen Rechnungen fiir N — oo klein. Somit approximiert

die Summe auch beliebige v € L? beziiglich der L?-Norm. Die u; sind also eine
Orthonormalbasis fiir L2.

Weiterhin erhalten wir

0= lim
N—o0

N
Z(v UihU; — v
; L2

N
N]gg@(Zvul —QZvul ,>>

Somit folgt

Fiir v € H} gilt
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Aufgrund der Orthogonalitéitsbeziehung der Du; in L2, d.h. (Du;, Du;) = 0 fiir
i # j (Rechnung dazu wie in (4.1))), folgt

(Dv, Dv) H (Dvp, Duy) = Y B2 (Duj, Dug) = > 7N

i<m i<m

Da alle \; positiv sind, ist der letzte Ausdruck, als Folge in m aufgefasst, absolut
konvergent. Somit gilt fiir m < n wegen Dw,, — Dw,, = Dv,, — Dv,,

| Dw,, — Dwy |32 =||Dvn — Dug 7. = > Aiff =0
1=m-+1
fiir m, n — oo. Somit sind Dw,,, und Dv,, Cauchyfolgen in L?. Also konvergieren

Wy, und v, in Hg. Die Grenzwerte stimmen mit den L?-Grenzwerten iiberein und
ist somit Null bzw. v. Somit folgt analog zu oben

(Dv,Dv) = > N}
=1
fiir alle v € Hy. O

4.2. Separation der Variablen. Sei Q2 C R™ offen und beschriankt, 0f) sei glatt.
Seien ug, u; € L?(Q). Wir wollen die Anfangswertprobleme

4—Au=0 in x[0,00),
(4.3) u=0 auf 90 x [0, 00),
u(-,0) =up in

und

ugg — Au =0 1in Q X (—00,00),
u=0 auf 9 x (—o0, 00),
u(-,0) =wup In€Q,

u(-,0) =u7 inQ

(4.4)

l6sen. Dabei beschreibt die Warmeleitungsgleichung die Warmeverteilung in
einem Korper  als Funktion der Zeit, wenn die Aufenfléchen eine konstante Tem-
peratur haben. Die Wellengleichung beschreibt die Auslenkung der Membran einer
wenig ausgelenkten Trommel.

Wirmeleitungsgleichung. Um die Gleichung (4.3)) zu 16sen, machen wir den
Ansatz u(z,t) := f(t)v(z), nehmen an, dass wir durch v and f in der Herleitung
(formale Rechnung) teilen diirfen, und erhalten

1 v d f 1 d 1
Cli—Aw = = L T A= L IA
u (i u) vf dtf of =Y / v
Wir haben also die Abhéngigkeit von den beiden Variablen separiert. Gleichheit
gilt somit, wenn —%% f und *UA” beide mit einer gegebenen Konstanten \ iiber-
einstimmen.
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FEigenfunktionen u des Laplaceoperators auf €2 mit Randwerten Null zu einem Ei-
genwert A

—Au =M u in Q,
u =0 auf o)

gibt es nur fiir eine diskrete Menge von positiven Konstanten A. Sei (u;, A;) ein
solches Tupel.

Die Differentialgleichung —%% f = A besitzt fiir beliebiges A € R die Losung f(t) =
f(0)eAt,

Nun 16st w(z,t) := Bie  tu;(x) die Wirmeleitungsgleichung

w—Aw=0 in (Q,
w=20 auf 09.

Linearkombinationen von Loésungen der Warmeleitungsgleichung sind wieder Lo6-
sungen. Somit ist auch

N
u(z,t) = Zﬁie_’\"tui(x)
i=1

eine Losung der Warmeleitungsgleichung (4.3).

Ist up € L?(Q) beliebig, so gibt es nach Theorem Konstanten (; := (ug, u;) fiir
i € N>1, so dass

oo
ug =Y Bii.
i=1

Mit zusétzlicher Arbeit kann man nachweisen, dass nun
(4.5) u(zx, t) == Z Bie~ ity (x)
i=1

in einem geeigneten Sinne das Anfangswertproblem (4.3) fiir positive Zeiten 16st.
Fiir positive Zeiten ist die Losung glatt. Fiir ¢ = 0 erhélt man jedoch i. a. nur eine
L2-Funktion.

Diese Probleme bei ¢ = 0 wollen wir fiir den Rest der Betrachtungen von (4.3) und
(4.4) nicht weiter verfolgen.

Wir beobachten, dass hohe Frequenzen (grofe Eigenwerte) in schneller abklin-

gen als tiefe. Weiterhin kann man einen gemeinsamen Faktor e~*1* ausklammern

und sieht, dass u(z,t) mindestens mit dieser Rate gegen Null konvergiert. Im ge-

nerischen Fall, wenn 3 = f upuy # 0 ist, kann man die Losung reskalieren. Es gilt
Q

dann

1

ﬁ—e)‘ltu(x,t) — uy(x) fiir t — oo.
1

Somit geht die Temperatur fiir grofle Zeiten gleichméfig gegen Null und nach Res-

kalieren approximiert das Profil der Temperaturverteilung generisch die erste Ei-

genfunktion. Ist 1 = ... = fBr_1 = 0, so approximiert man entsprechend die k-te

Eigenfunktion.
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Wellengleichung. Hier fiihrt ein Ansatz u(z,t) = f(t)v(x) zu

zum Gleichungssystem

Losungen u; des rechten Teiles kennen wir bereits. Losungen des ersten Teiles sind

gegeben durch
f(t) = a; cos (\//\jt> + \5/% sin (\//\Tt) .

Der formale Ansatz

u(x,t) = i (ai cos (\//\Tt) + j:\j sin <\/)\7t)) u; ()

fiihrt also zu

u(z,0) = Z a;u;(z),

ug(z,0) = Z Biui(x).
i=1

Da die u; eine Orthonormalbasis von L? bilden, kénnen wir damit das Anfangs-
wertproblem zumindest formal 16sen. Im Unterschied zu existiert solch
eine Losung fiir alle Zeiten, wihrend im parabolischen Fall eine Lésung fiir nega-
tive Zeiten im allgemeinen nicht existiert, da die Exponentialfaktoren sofort die
Konvergenz der Reihe zerstoren; die riickwiartige Warmeleitungsgleichung ist im
Allgemeinen nicht losbar.

Anschaulich bedeutet die angegebene Losung, dass die betrachtete Membran ei-
ne Uberlagerung von Eigenschwingungen ausfithrt. In der Musik bezeichnet man
A1 als Grundton und );, ¢ > 1, als Obertone. Diese sind von der Geometrie des
Instrumentes abhéngig.

Im Falle endlicher Summen liegt eine klassische Losung vor und die formalen Rech-
nungen werden sofort rigoros.

5. MAXIMUMPRINZIPIEN FUR PARABOLISCHE GLEICHUNGEN
Wir folgen [7.[9].

5.1. Schwaches Maximumprinzip. In diesem Kapitel verallgemeinern wir Re-
sultate, die wir bereits auf zylinderférmigen Gebieten kennen.

Definition 5.1.

(i) Sei (wg,t9) C R""! beliebig. Sei r > 0. Dann definieren wir den parabolischen
Zylinder @, (zo,to) durch

Qr(z0,t0) = {(x,t) ER" X R: |z — 20| <7 und tg — r®> < t < to}.
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(i) Sei Q C R™*! eine beliebige offene Menge. Dann definieren wir den paraboli-
schen Rand P2 durch

PO = {(x,t) € 00: Q. (x,t) ¢ O fiir alle r > 0}.

(iii) Sei 2 C R"*! offen. Dann besteht das parabolische Einflussgebiet des Punktes
(x0,t0) € Q aus allen Punkten (x1,%1), so dass ein stetiger Weg ~: [0,1] —
Q\ PQ mit v(0) = (z0,tp) und y(1) = (z1,t;) existert, so dass t — y"T1(¢)
monoton fallend (= nichtwachsend) ist, d.h. die Zeit ¢ ist entlang von v mo-
noton fallend: v 1(t5) < 4" HL(t)) fiir alle 0 <t <ty < 1.

Theorem 5.2 (Schwaches Maximumprinzip). Sei  C R+ offen und beschrinkt.
Definiere den parabolischen Operator L durch

Lu:=—u+ aijuij + blu; + du
mit a¥ b, d € L*®, 1 < 4,5 < n. Sei a” gleichmdfig elliptisch, d. h. es gebe ein
9 >0 mit
a¥g;E; > 9 fir alle € € R™.
Gelte ohne Einschrinkung o' = a¥. Sei u € C*1(Q) N C° (Q) eine Lisung von
Lu>0in Q.
(a) Ist d=0, so gilt

supu < sup u.
Q PQ

(b) Falls d <0 in {(z,t) € Q: u(z,t) > 0} gilt, erhalten wir

sup u < sup max{u,0}.
Q PQ

(c) Ist d € L™ beliebig und supu < 0, so folgt
PQ

supu < 0.
Q

Das Resultat gilt auch, wenn ¢ in Q nicht nach oben beschrénkt ist: Man appro-
ximiert in diesem Fall  durch Gebiete Q N {(x,t): ¢t < T} und ldsst am Ende
T — oo.

Beweis.

(i) Gelte zunéchst d = 0 und Lu > 0 in . Wire die Behauptung (&) verletzt,
so gibe es € > 0 und (zg,%) € Q\ PQ mit u(xo,tp) = supu + € und
PQ
u(z,t) < u(xg,to) fir alle (z,t) € Q mit ¢t < ¢g. Zuséitzlich diirfen wir oh-
ne Einschrankung annehmen, dass u(x,t) < u(zg,to) fiir (x,t) € Q mit ¢ < ¢y
gilt. Wir unterscheiden zwei Falle.

(I) Ist (zo,t0) € Q, so gilt dort @ > 0, u;; < 0 und w; = 0. Somit erhalten
wir dort Lu < 0. Widerspruch.



(ii) Sei nun d = 0
Ungleichung L(u — te) > 0 in Q. Mit (i) erhalten wir

(iii)
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(IT) Da dieser Beweisteil zwar kompliziert aussieht, aber auf einer einfachen

Idee beruht, beschreiben wir unser Vorgehen zunéchst einmal in Wor-
ten: Wir wollen wie in einen Widerspruch zeigen. Dazu betrachten
wir vor tg in der Zeit abgeschnittene Gebiete {t <ty — %} und erhalten
fiir diese Gebiete Maximalpunkte (x;,t;). Fiir ¢ — oo erhalten wir eine
konvergente Teilfolge mit Limes (z*,t*) € 9Q \ PQ und t* = ¢¢. Ein
kleiner parabolischer Zylinder um den Limespunkt liegt in €. Die Ma-
ximalpunkte (z;,¢;) liegen auch in diesem Zylinder und somit kénnen
wir wie in vorgehen und erhalten ebenfalls einen Widerspruch.

Ist (zo,t0) € Q\ €, so erhalten wir mit Hilfe von e sogar (zg,ty) €
O\ PQ. Somit gibt es r > 0 mit Q,(xg,t9) C Q. Definiere T; := tg — %
und ©; = {(z,t) € Q: ¢ < T;}. Wir nehmen ohne Einschrinkung
an, dass i so groR ist, dass Q; # 0 gilt. Wihle (z;,t;) € €; mit
u(zi,t;) = supu und u(x,t) < u(z,;,t;) fur alle (z,t) € Q; mit t < ¢;.

Aufgrund der obigen Uberlegungen gilt dann (z;,¢;) € 9€;. Da u in
Q stetig ist und Q,(wo,t0) C Q gilt, folgt lim u(x;,t;) = u(zo,to). Da
1— 00

Q kompakt ist, konvergiert eine Teilfolge von ((x;,%;))ien. Ohne Ein-
schrinkung gelte fiir die gesamte Folge (z;,t;) — (2*,t*). Wir erhalten
u(z*, t*) = u(xo, to) und u(x, t) < u(z*,t*) fir alle (z,t) € Q mit ¢ < t*.
Aufgrund der obigen Uberlegungen gilt (z*,t*) € 9Q\ PQ (,& Q“haben
wir oben bereits gezeigt und nach Wahl von ¢ folgt auch ,,& PQ). Somit
gibt es ein § > 0 mit Qs(z*,t*) C Q. Wir bemerken, dass ¢; < ¢y nach
Konstruktion gilt, also auch t* < tg, und wegen u(z*, t*) = u(xg, tg) und
der Wahl von (xg, to) mit u(z,t) < u(zo, o) fiir t < ¢o folgt to = t*. Da-
mit ist aber aufgrund der Konvergenz (z;,t;) — (x*,t*) und ¢; < t* = ¢
auch (z;,t;) € Q, falls i grof genug ist. In (z;,¢;) gilt jedoch @ > 0,
ui; < 0, u; = 0 im Widerspruch zu Lu > 0.

und Lu > 0. Dann erfiillt u — te fiir beliebige ¢ > 0 die

sup(u — te) < sup(u — te).
Q PQ

Mit € N\, 0 folgt die Behauptung @

Gelte nun d < 0 in {(z,t) € Q: u(x,t) > 0}. Wir definieren

Q= {(x,t) € Q: u(z,t) >0}

und Low (= —w +aijwij + blw;. Ist Q= (), so ist die Behauptung (]ED klar. Sei
also # (). Dann gilt in Q nach Voraussetzung 0 < Lu = Lou + du < Lgu.
Wir wenden nun mit Q und Ly an und erhalten wegen PQ) C PQ U
{(z,t): u(x,t) = 0} (benutze eine Fallunterscheidung v > 0 und u = 0) die
Behauptung (]ED:

supu < supu < sup u = supmax{u,0}.
Q & Pa PO
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(iv) Fiir den Beweis von wéhlen wir k > 0 mit |d| < k und definieren w(x,t) :=
u(x,t) - e F Mit w = ue " — kue % = e — kw folgt
0 <(Lu)-e ™
(—u + aijuij + blu; + du) ekt

= — i + aYw;; + biw; + dw — kw
= Lw,
Wwozu Wwir 3
Lv:=—0+a"v;; +bv; + (d—k)v
definieren. Wegen d—k < 0 kdnnen wir (]ED auf Lw > 0 anwenden und erhalten

supu(-,t)e ™ < supu(-,t)e ™ <0.
Q PQ
Die Behauptung folgt. O

5.2. Hopfsches Randpunktlemma.

Theorem 5.3 (Hopfsches Randpunktlemma). Sei Bt (zq,to) C R™ 1. Sei ty —
ro < t1 < to+ro. Definiere Q := {(x,t) € Bt (w0, t0): t < t1}. Seiu e C*H(Q)N
O (ﬁ) eine Losung der Differentialungleichung

Lu:=—u+ aijuij +bu;+du>0 inQ

mit a¥,b',d € L, symmetrischem a* und einem ¥ > 0, so dass a”&;&; > V|¢|?
fir alle £ € R™ dberall in Q gilt. Gelte uw < M in QU {(z,t1): |z — zo| < |x1 — 20|}
und w(xy,t1) = M fir ein 21 mit (x1,t1) € OB (w0, to). (Somit gilt xo # x1.)

(i) Sei d = 0. Falls u in (x1,t1) differenzierbar ist, ist jede nach auflen weisen-
de Richtungsableitung von w positiv, d.h. fir die zugehorige Richtung & gilt
(€, (21 — 20,11 — t9)) > 0 und "L > 0, insbesondere gilt also

<DU(1’1,t1),1’1 — 1’0> > 0.
Allgemein gilt fiir jedes 6 > 0
u(xy, t1) — u(x, t)

B lim inf > 0.
O\{(21,41)} 3 (2,6 = (21 ,81) |(z1,t1) — (z,1)]
< (@, t)—=(wy,ty) (zg,tg)—(wy,ty) >>5
[(z,t)=(z1,t1)[ " [(z0,t0)— (=1, t1)]

(i) Ist d <0, so gilt dieselbe Aussage falls u(xq,t1) > 0 ist.

(#i) Ist u(x1,t1) =0, so gilt dieselbe Aussage auch ohne eine Vorzeichenbedingung
an d.

Beweis. Indem wir statt B,,(zo,%o) einen etwas kleineren Ball betrachten, der in
(z1,t1) dieselbe Tangentialebene hat, diirfen wir ohne Einschrinkung annehmen,
dass u < M in Q\ {(x1,¢1)} gilt. Sei r > 0 mit |zg — 21| > 2r. Definiere

D := B?+1($17t1) nQ
sowie den Abschluss des Teils des parabolischen Randes von D in 2

0;D:=0DNA



PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN II 57

und den Teil des parabolischen Randes von D auferhalb von {2
6aD =90DN 8B:LO+1($0, to).
Es gilt PD = 0;D U 9,D. Da wir Bﬁoﬂ(:co,to) anfangs gegebenenfalls verkleinert
haben folgt v < M auf 0;D. Somit gibt es n > 0 mit u < M —n auf 0;D. Weiterhin
gilt u < M auf 9,D.
Definiere fiir o > 0 die Hilfsfunktion
v(x,t) = e=(le=zol*+(t=t0)*) _ o—arg,

Dann gilt v = 0 unabhéingig von der Wahl von o auf 0B} (z9,t0) D 9, D. Die
Funktion v erfiillt die Differentialungleichung

Lo = 20e~(le=20/*+(t=t0)?)
. <(t — to) + 2aa™! (SU — iL’())Z(Z — l’o)j - G,U(Sij — bl(iL’ — x())i + 204d>

. _ —a’!‘2
+d ()
<0 S~
<0

>0
fiir a > 1 in D, falls d < 0 (oder d = 0) gilt. Fixiere a > 1 entsprechend.

Gelte also zunéichst d < 0. Es gibt ein € > 0, so dass w := u+ev—M die Ungleichung
w < 0 auf 9,D (da dort v verschwindet) und auf 9;D (falls € > 0 klein genug ist)
erfiillt. Weiterhin gilt

Lw=Lu+elv—dM >0+¢-0—du(zy,t1) > 0.

Somit folgt aufgrund des schwachen Maximumprinzips w < 0 in D. Mit w(x1,t1) =
0 erhalten wir

w(zy,t1) — w(z,t)

lim inf > 0.
O\ {(21,01)}3 (@, )= (21,01) [(x1,t1) — (2,1)]
< (@)= (1,t1)  (w0,t0)=(@1,t1) >>5
[(@, )= (z1,t1) " [(z0,t0)— (=1, t1)]
Nun gilt
t1) — t
lim sup v(z1,t1) —v(z,t)
D {(@1,t1)}3(@,0) > (21,t1) (z1,t1) = (2, 1)]
< (z,0)=(x1,t1)  (2q.to)—=(x1.t1) >>5
[(z,t) = (x1,t1)[ " T(zg,to) — (w1, t1)]
< sup (=(Dv,0)(21,11), (§,7))
(&, 7)E(R™ XR)NS™
(em G =t ) s
(man konnte auch noch 7 > 0 fordern)
_ _ gae-alloi—eoPH-t)?) inf (—(1 — 0,11 — to), (€,7))

(€,m)E(®T xR)NE™
(zg,tg)—(w1,t1)
<(“)* [(=0.t0)= (21t >>‘5

>0
<0.

Somit folgt die Behauptung im Falle d = 0 oder d < 0.
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Ist M = 0 und d beliebig, so definieren wir fiir ein k& mit k& > sup |d| den Differen-
Q

tialoperator L durch

Lu := —t + a”u;j + bu; + (d — k)u.

Es gilt
Lu= Lu — k wu >0.
O~
>0 >0 <0
Wegen d — k < 0 folgt die Behauptung damit aus dem Fall ,,d < 0“. O

Das folgende Korollar heifft ebenfalls Hopfsches Randpunktlemma.

Korollar 5.4 (Hopfsches Randpunktlemma). Sei Q C R™ offen und beschrinkt,
o0 € C? (CY geniigt auch). Sei T > 0. Sei v € C*H(Q x (0,T))NCY (2 x [0,T7])
eine Losung der Differentialungleichung
Lu:=—u+ aijuij +bu; +du>0 inQ

mit a', b', d € L>°, symmetrischem a und einem 9 > 0, so dass a™&;&; > V|¢|?
fir alle & € R™ dberall in Q gilt. Gelte w < M in Q x (0,T) und u(z1,t1) =
M fir ein (z1,t1) € 0Q x (0,T). Dann gelten die Folgerungen wie im Hopfschen
Randpunktlemma[5.3, wobei zo der Mittelpunkt einer inneren Kugel zu 2 ist, d. h.
es gelte By(xg) C Q, 0By(x9) N OQ = {1} fir ein v > 0, und Q dort in der

zo,to)—(x1,t1

Folgerung durch  x (0,t1) und \Ewo e tlg\ durch —v (v = duflere Normale) zu
ersetzen sind.

Beweis. Benutze das Hopfsche Randpunktlemma, Theorem (]

5.3. Harnackungleichung. Fiir Operatoren, die nicht in Divergenzform sind, er-
halten wir die folgende Harnackungleichung.

Theorem 5.5 (Harnackungleichung). Seien R,T > 0. Definiere
Q:={(z,t) R : [z <R, -T <t<0}.
Seiu e CEHQ)NCO° (@) mit u > 0 in Q eine Lisung der Differentialungleichung
Lu = —i+ au;j + bu; +du <0
in Q@ mit a¥, b',d € L™ und a&;&; > NE? fir alle £ € R™ diberall in Q fir ein
A>0. Seienh>0und0<5<% mat
u>h in B:g(0) x {-T}.
Dann gibt es Kk = K (R7 T, A, |

ainLw ; HbZHLoo ) ||dHL°°) > 0, so dass
u> 5“% in Brs(0) x {0}

gilt.

Beweis. Definiere

o ::R2+(1—52)~R2-%
und

Y1 = — |z
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Definiere fiir ein noch zu wihlendes ¢ > 2 die Funktion 1 := 171, ?. Setze
Q= {(z,1) € Q: vo > |z|*}.
Dann ist ¢ € 02?1(63).

Wir méchten nun zeigen, dass es ¢ = ¢ ( ij||LOC, biHLoo A=) > 1
gibt, so dass die Ungleichung Ly > 0 in Q gilt. Dort erhalten wir

b =i Y,
R? R2

¥ =201 (1 - %) — i (1)

Yy =211y 1 (—2x;),
Vij = 2o 1(—22:) (—25) + 213y 1 (—2635),
R? 7 R?

Do =5 (alt - ) 0 20 )

+ 8a" zixj — 4a 501 — Ab'xiahy + dw%)

und mit £ := %

2

>0 (d- e -0 - T

y ; PR |2 |2>
—4a"0;;& — 4b'x; & +d— + 8\
€ 3 ™ ™

Wegen || < |1hg| < R? und 0 < & < 1 erhalten wir mit der Konstanten

O e s ldllz)

c=c(BT, ||

die Abschitzung

(1R, ||

Loy > b9 (2 —=-€2 — A ).

Y =1 (2T€ €+ 38 ”~

Wir unterscheiden nun die Féille f > 1 und 5 < 1' Ist1>&> 1 , so sind die beiden
T2 mchtnegatw und wir erhalten Ly > 0
inQ.Ist0<¢&< < =, so folgt aus 5 2 f = % = % die Ungleichung 51/10 < |x|?

oder 122 > 1 .In dlesem Falle ist

Yo
2
L >yl (31;52 - cﬁg ; 4)\>
R2 2 2
>y~ (q — - 4§\>>O

falls ¢ > 55 R2 gilt. Wir diirfen ohne Einschrankung A < 1 und ¢ > 1 annehmen

und erhalten fiir ¢ > 2L die Ungleichung Ly > 0 in Q.

)\R2

Auf PQN {t > =T} gilt ¥ = ¢y = 0. Auf PQ N {t = —T} gelten ¢y = eR?,
Y1 = e2R? — |z|? und somit |z| < eR. Definiere 1 := h(c¢R)??~%y. Dann gilt auf
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PQ N {t =—T} die Ungleichung

$=h-(eR)*. (2R — [2[)? - (2°R?) "< h < u.
Auf dem Rest von PQ gilt 0 = 1) < u ebenfalls. Somit folgt
{L@u) >0 in0,

P—u<0 auf PQ.

Aufgrund des schwachen Maximumprinzips erhalten wir ) —u < 0 in Q. Fiir t = 0
und |z| < £ folgt

u 21 = h(eR)* ™"y = h(eR)* vy *

—h(eR)** (R* — |z2)* R~
9 1
> he2a-4p—4 7 pi s Zpe2a—4
> he R 16R > 2h6
Mit k = 2q — 4 erhalten wir somit die Behauptung. O

5.4. Striktes Maximumprinzip. Als Vorbereitung zeigen wir zunéchst eine Ver-
sion des strikten Maximumprinzips fiir zylinderférmige Gebiete.

Lemma 5.6. Seien R, T > 0. Sei Q = B3r(0) x (=T,0) C R"*. Seiu € CHLHQ)N
C° (ﬁ) eine Losung der Differentialungleichung
Lu= —u+aijuij +bu;+du<0 inQ

mit a¥, b, d € L und a¥&;&; > V|E|* fir alle & € R™ diberall in Q fir ein 9 > 0.
Gelte u > 0 in Q und u(0,0) = 0. Dann gilt w=0 in Br(0) x [-T,0].

Beweis. Falls nicht, so existiert (zo,to) € Br(0) x (=T,0) mit u(zg,t) > 0. Da
u stetig ist brauchen wir den Fall tq € {—T,0} nicht zu betrachten. Aufgrund der
Stetigkeit von u existieren h > 0 und % >¢e > 0mit u > h in Bacg(zo) X {to}-
Nach Lemma [5.5] angewandt auf @ = Bag(z0) X [to, 0], gibt es x > 0, so dass

u > 555 in BR(mo) X {O}
gilt. Wegen 0 € Br(z¢) und
h
0=u(0,0) =" >0
erhalten wir einen Widerspruch. Somit folgt v = 0 in Br(0) x [0,T. O
Das Argument lésst sich induktiv anwenden und liefert « = 0 in der Menge B3r(0) x

(—T,0).

Damit erhalten wir das strikte parabolische Maximumprinzip fiir allgemeine be-
schrinkte Gebiete.

Theorem 5.7 (Striktes parabolisches Maximumprinzip). Sei Q C R**! offen und
beschrinkt. Sei u € C%1(Q) N C° (ﬁ) eine Losung der Differentialungleichung

Lu:—quaijuijeriuieruZ() imn Q)
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mit a¥, b', d € L™ und gelte fiir ein ¥ > 0 dberall in Q die Elliptizititsbedingung
a ;& > V€ fir alle € € R™.

Sei (.T,o,to) S ﬁ\'PQ mit

u(xo, tg) = maxu =: M.
Q

(i) Ist d =0 oder
(i) d <0 und u(xo,to) > 0 oder
(#i) d beliebig und u(xo,to) = 0 oder
(iv) Lu > d- M, aber nicht notwendigerweise Lu > 0,

so ist u im parabolischen Einflussgebiet von (xq,to) konstant.

Beweis. Wir zeigen die Aussage nur letzten Fall. In allen anderen Féllen folgt die
Behauptung direkt daraus.

Definiere w := M — u. Dann gilt mit Lw = Low + dw
Lw=dM —Lu<0 in .
Es gilt w > 0 mit Gleichheit in (zo, to).

Sei y: [0,1] — Q eine Kurve wie in der Definition des parabolischen Einflussgebietes
eines Punktes mit v(0) = (xq, o). Schreibe vy(a) = (x4,t,). Wir behaupten, dass
w(y(t)) = 0 fiir alle t € [0,1] gilt. Da w o v stetig ist, gilt w(v(¢)) = 0 auf einer
abgeschlossenen Teilmenge von [0, 1]. Sei a € [0, 1] maximal, so dass w(y(t)) = 0
auf I := [0, a] gilt. Wir behaupten, dass a = 1 ist. Benutze, dass

Lw <0 in Q,

w >0 in Q,

w=0 in (x4,ta)
gelten. Wegen (7,,t,) € Q\PQ gibt es R > 0 und T > 0 mit Bag(w,) X (t,—T,t,) C
Q. Dort gilt insbesondere Lw < 0. Nach Lemma [5.6| folgt w = 0 in Br(z,) X (tq —

T,t,). Da die Zeitkomponente 4" *1(¢) in ¢ nichtwachsend ist, widerspricht dies der
Maximalitédt von a. (]

Theorem 5.8 (Maximumprinzip auf R™). Sei 0 < T < oo und
ue C?(R" x (0, 7)) NC*(R™ x [0,T]).
Lost u das Anfangswertproblem
{u =Au inR" x (0,7T),
u=g auf R™ x {0}
und gibt es Konstanten a, A > 0, so dass
u(z,t) < A- ealzl”

ist, so gilt

sup u =supg.
R” % [0,T) R™



62 PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN II

Beweis. Es geniigt, u < sup g auf einem kleinen Zeitintervall (0,7T) zu zeigen, so
dass 4aT < 1 gilt. Wir nehmen daher ohne Einschrankung 4aT < 1 an. Wéhle
e > 0, so dass 4a(T + ¢) < 1 gilt und definiere v > 0 durch =a+~. Fir
y € R" und g > 0 definieren wir

4(T+s)

v(x,t) = u(x,t) — S L — - exp =y .
(T +e—t)n/2 AT +e—t)
Behauptung: Es gilt v = Aw.
Dafiir geniigt es, nachzuweisen, dass
2
it e (2
w=( ) exp (4 -0
die Warmeleitungsgleichung erfiillt. (Man kénnte auch y = 0 annehmen.) Wir be-
merken, dass dies (bis auf unwichtige Konstanten) gerade die Fundamentallésung
der Warmeleitungsgleichung ist. Es gilt

w:g(T—t)*”/Q*Lexp( )+ (T =) "/Q'QXP("')'H’
B . 2($ y)z
w; *(T*t) /2 exp() 4(T t) ’

2 i 20 —y);
wi; = (T _ t)—n/Q . exp(. ) ) (‘T y) (x y)]
T —t)~"/2. )
(T =07 () s,
_ 2 2 1 ..
b — Aw = ). T_tfn/Qfl. E ‘.’E y| _|1‘ y| —*6”51‘ =0
= Aw=exp(...) (T =) s tum—p " ar—g 2°%
Setze r := |z — y| und betrachte v fiir grofe Werte von r. Es gilt

p a2

v(z,t) =u(z,t) — Tie 02 e AT 1)
alel? - K ahrs
< Ae T7 o2 e ITTe)

nach Voraussetzung an u und da beide Faktoren einzeln durch Weglassen von ¢
kleiner werden

<A- e WD _d(a + y))/2 - elat T

aufgrund der Dreiecksungleichung und nach Definition von ~. Fiir r > 1 wird dies
beliebig klein, insbesondere kleiner als sup g. Somit ist v < sup g auf dBg(y) x(0,T),
falls R > 1 grok genug ist. Weiterhin gilt aber v < supg in R™ x {0}. Aufgrund
des parabolischen Maximumprinzips folgt also

v<supg in Bgr(y) x (0,T).

Wie wir oben gesehen haben gilt diese Ungleichung aber auch aufserhalb von Bg/(y).
Also erhalten wir {iberall

v < supg.
R héngt zwar von u ab, aber die obige Abschétzung ist von R unabhéngig. Lasse
also p 0. Es folgt

u < supg. [
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Bemerkung 5.9. Die Funktion u € C*(R" x (0,00)) N CY (R™ x [0,00)) mit
= 2%k gk 1
H=S —_ ——
u(, ) kzzo (2k)! dtk eXp( t2)

ist eine nichttriviale Losung der Wirmeleitungsgleichung mit «(-,0) = 0.
Beweis. Ubung. a

Da die Wiarmeleitungsgleichung die Entwicklung der Temperaturverteilung unter
idealisierten Bedingungen beschreibt, besagt das folgende Theorem, dass die gleiche
Temperaturverteilung am Ende nur entstehen kann, wenn diese Verteilung auch
schon am Anfang gleich war.

Theorem 5.10 (Riickwirtige Eindeutigkeit). Sei Q@ C R™ offen und beschrinkt,
0N eC! und 0 < T < oco. Seien u und 4 glatte Lésungen von

w=Au, u=Aua inQx(0,T),
u=g, uU=4g auf 0 x (0,T).

(Die Randbedingung wird also nur an den ,seitlichen” Rand gestellt.)

Gilt w(x,T) = a(x,T) firx € Q, so folgt u=1u in Q x (0,T).

Beweis. Setze w := u — @ und

e(t) = /wQ(a:,t).

Q

et)y= -2 [ wio=-2 [ wAw = [ |Dw|?
Q Q

Q

Es folgt

und daraus ergibt sich

ét) = —4/<Dw,Dw>:4/Aw-w=4/(Aw)2,
Q Q Q

denn aufgrund der Randbedingung ist @ = 0 auf 02 und wir diirfen ohnen Rand-
term integrieren. Wegen w = 0 auf 9Q x (0,7T) erhalten wir

1/2 1/2

Jipur == [wsws| [wr] | [awp
Q Q Q

Q

und somit
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Falls die Behauptung nicht gilt, gibt es [¢1,%2] C [0, 7] mit
e(t) >0 firt; <t<ty unde(ty) =0.
Definiere
f(t) :=loge(t) firt; <t <to.
Wir erhalten ) ) s
f . und f . _2(6) >0
e e

aufgrund der obigen Rechnung. Dies bedeutet, dass f im Intervall (¢1,t3) konvex
ist. Somit gilt insbesondere

(A=)t +7t) < (A =7)f(t1) + /(1)
flir t7 <t <ty und 0 < 7 < 1. Wir wenden die Exponentialfunktion auf diese
Ungleichung an und erhalten nach Definition von f
e((1 —=7)ty +7t) <e(t) ™" -e(t)T.

Da die Funktion e samt ihren Ableitungen fiir glatte Losungen in ¢ stetig ist, erhal-
ten wir

0 <e((1—7)t1 +7t2) <e(t1) ™7 -e(ta)”.
Da aber e(t2) = 0 ist, folgt e = 0 in ganz (1, t3). Widerspruch. O

6. DIE MATRIXHARNACKUNGLEICHUNG

6.1. Maximumprinzip fiir Tensoren.

Definition 6.1. Sei N = (Nij)lgi,jgn mit Nij = Nij(Mkl) = Nij((Mkl)lgk,lgn)
fir symmetrische Matrizen M = (M;;)1<; j<n symmetrisch. Dann erfiillt N die
Null-Eigenvektor-Bedingung, falls aus M;;&7 = 0 fiir 1 < i < n auch N;;£%¢ >0
folgt.

Ist N zusétzlich orts- und zeitabhéngig, so erfiillt N die Null-Eigenvektor-Bedin-
gung, falls N (-, z,t) sie fir alle (x,t) erfiillt.

Theorem 6.2 (Maximumprinzip fiir Tensoren). Sei T' > 0. Sei M = (M;;)1<i j<n
mit M;; € CO(R™ x [0,T)) N C% (R x (0,7)), 1 < i,j < n, symmetrisch und
periodisch mit M;;(xz) = M;;(y) firz —y € Z". Sei u = (uk)1<k<n mit uF €
L (R x [0,T)). Sei N = (Nij(Myy, @, t))1<s.j<n mit
N;j € CH(R™" x R" x [0,7))

symmetrisch, in R™ eine Z"-periodische Funktion und erfille die Null-Eigenvektor-
Bedingung. Gelte

0

ot
Gilt M;;(-,0) =0, so folgt M;;(-,t) =0 fir 0 <t <T.

. 0
Mij = AMij + ukle‘j + Nij<Mkl7 9 in R™ x (O,T)

Beweis. Seien e,6 > 0. Wir wihlen diese Konstanten spéter noch geeignet. Definiere

Mij = Mij +e- (5 + t)5lj

Wir betrachten die Differentialgleichung auf einem Zeitintervall [0, 7] fiir ein be-
liebiges 0 < 7 < T. Es geniigt, das Theorem fiir beliebige 7 < T zu zeigen. Wir
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schreiben nun wieder [0, T] statt [0, 7]. Aufgrund der Periodizitét in z und der Kom-
paktheit von [0,T] gelten |M;;(x,t)| < ¢ und |N;;(My(z,t),2,t)] < c¢. Wir wollen

zeigen, dass M;; = 0 gilt und lassen dann € ™\, 0.

Als Differentialgleichung fiir Mij erhalten wir in R™ x [0, T

0 - 0
0
= AMij + ukWMij + Nz‘j (Mkh ) + 85ij
- o ~ - -
= AN + b o= M+ Ny (Mij, ) n (Nij(Mk,, )~ Ny (Mk,, )) + &6y

Nij (Mkz, ) erfiillt die Null-Eigenvektor-Bedingung, aber fiir die zuséitzliche Diffe-
renz bendtigen wir die Abschéitzung

Nij(Myg, ) — Nyj (sz, )’

1
d .
= /%Nw ((TMM —+ (]. — O’)Mkl,‘> do
0

1
ON;; - -
= /Brklj (UMkl-F(l—G)Mkz,') dJ'(Mkl_Mkl)
0
18]\7
< i . cE
< /57'kz( Ydo|-c(n)-e-(0+1)
0
<c-e-(0+1)

Somit erhalten wir

a0 ~ ~ 0
ot itu Oxk

Wir nehmen nun an, dass 0 < ¢ < § gilt und fixieren § > 0 mit ¢- 2§ < % Somit
gilt €d;; — ce(6 +1)d;; = %Eéij. Wir zeigen anschliefsend dass Mij =0fir0<t<d
gilt. Mit € ™\, 0 folgt dann auch M;; »= 0 fiir 0 < ¢ < §. Dies wenden wir endlich oft
an und erhalten M;; »= 0 fiir 0 <¢ <T.

Mij + Nij (Mkh ) +55ij —c-€- (5 +t)6ij-

Da ]\Zlij(a:,O) fir x € R"™ strikt positiv ist (]\Zfij - 0), gilt entweder Mij = 0
in R™ x [0,d] oder es gibt (aufgrund der Periodizitét) (xo,to) € R™ x (0,7] mit
M;j(z,t) = 0 fiir alle (z,t) € R"x[0,%p) und £ € R” mit |¢| = 1 und M;; (o, to)é7 =
0 fiir alle 1 < i < n. Fixiere dieses & und definiere f(z,t) := M;;(x,t)€'¢/. Dann
erfiillt f die Differentialungleichung

0 0 ~ i
Yo YN cici
ot = Mt
- o - ~ 1 igj
> (AMij + uF Dk M;; + Nyj (Mkh ) + 255ij> £

b . o
— kE_Z y L) gied 4
=Af 4t o f 4 Ny (Mkl,)gg + 5.
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Mit der Null-Eigenvektor-Bedingung und da (zg,tg) der erste Punkt mit einem
Null-Eigenvektor ist, folgt in (zq, to)

) ) : 1

2> Af +uF o f 4N (Mkl, ) gl e,

ot NI Ox 2
——

>
20 =0 >0

Widerspruch. ([l

<0

6.2. Matrixharnackungleichung.

Theorem 6.3 (Harnackungleichung mit Matrizen). Sei T' > 0. Sei

u € CH? (R x (0,T)) N C%(R™ x [0,T))
eine Losung der Wirmeleitungsgleichung

w=Au inR"x(0,T)

mit u(-,0) >0, u(-,0) # 0 und

u(z,t) =u(y,t) fire—yeZ"” undt>0.
Dann gilt

Ujj — %uiuj + %51;]' =0 nR"x(0,7).

Beweis. Definiere .
u
Mij = wij — —wjuj + —0;5
g Wiy T i + P
fir (x,t) € R™ x (0,7T). Aufgrund des strikten Maximumprinzips gilt w(z,t) >
0 fir t > 0, M;; ist also wohldefiniert. Sei ¢ > 0. Dann erfiillt auch v + ¢ die

Voraussetzungen. Definieren wir M;; mit u + € statt u, so ist “J{E i; aufgrund der

vorausgesetzten Regularitdat und % <c-: ||D2u|| o LUr 0 <t~ 0 der dominante
Term in M;; und es folgt M;; = 0, falls ¢ > 0 klein genug ist. Es geniigt nun zu
zeigen, dass M (z,t) = 0 fiir (z,t) € R" x (0,T) gilt. Mit £ \, 0 fiir festes (=,t,¢)
folgt dann die Behauptung. Aus Bequemlichkeit schreiben wir ab jetzt wieder u
statt u + €.

Wir wollen das Maximumprinzip fiir Tensoren anwenden und berechnen dazu die
Evolutionsgleichung von M;;. Es gilt

. . 1. 1. 1 . U U
Mij =U;; + Euuiuj — Euiuj — auiuj + ;(SU - ?6ij7
0
Mg = i M
1 1 1 U
= Uik + ﬁukuiuj — Euikuj — auiujk + 751‘]',
1 1 Ukl
M 11 =it + g Ukl — Uikt = Uil + 75@'
2 ! + ! + ! + !
— 24— Ui U5 ULU] —S UERU; ;U5 — UEU;Uq — U U5UYL
3 Wil 2 Ukttt T UR UL S Uik
1 + 1 1
— —UikU4] S UU U] — — U] UGk
o ikl 2 it g Ltk

2 k k kl
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ENZJ

Wir méchten nun nachweisen, dass IV;; die Null-Eigenvektor-Bedingung erfiillt. Sei
dazu £ € R™ mit [{] =1 und M;;&/ =0 fiir 1 <i < n, also

, | : ,
0=M;;& = ¢ — —uiu; & + %5@'5]
u
oder
ui & = luufj — 35..51‘.
©j w iUy i ]
Es gilt

N;; &'

9 4 ) 2 . .
5+ =5 Va2V, &) = —ubug € (Vu, &) + = ¢uid uye

- ﬁuk (iw(vmﬂz - %%fj (Vu, §>>
+ % (iuk<vuu ) — 1:5kj€j> M (im(vuyﬂ - ?511'51)

U 2 4 4
= = + o5 VelP (Vi€ = I Vul (Ve §)° + —(Vu, )

ut
3 2 2 _ i 2 271‘
+u3|Vu| (Vu, &) ut(Vu,f) + 2

u
:t72>0

Somit folgt die Behauptung aus dem Maximumprinzip fiir Tensoren. O
Theorem 6.4 (Differentielle Harnackungleichung). Sei T > 0. Sei
u € CH? (R x (0,T)) N C%(R™ x [0,T))
eine Losung der Warmeleitungsgleichung
w=Au inR" x(0,T)
mit u(-,0) >0, u(-,0) £ 0 und
u(z,t) = u(y,t) fire—ye€Z" undt > 0.

Dann gilt
[Vul?
u

+"tJ >0 inR"x (0,T).

Beweis. Bilde die Spur in der Harnackungleichung fiir Matrizen, Theorem [6.3] und
benutze . = Au. O

Damit konnen wir die Abfallrate von « in einem festen Punkt beschranken.

Korollar 6.5. Sei T > 0. Sei
u € CH? (R x (0,T)) NC%(R™ x [0,T))
etne Losung der Warmeleitungsgleichung

w=Au inR" x (0,T)
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mit u(-,0) >0, u(-,0) £ 0 und
u(z,t) = u(y,t) fire—y e Z"” undt> 0.
Seien 0 < t1 <ty <T. Dann gilt fir alle x € R™

w(z, ty) > ulz,ty) - (“)n

to

Beweis. Wir verwenden die Abschitzung aus Theorem [6.4] und erhalten fiir alle
x € R" die Differentialungleichung @ + %* > 0. Eine Lésung der zugehorigen Diffe-

rentialgleichung ist durch c¢-t~" gegeben, insbesondere 16st also ¢ — u(x, 1) - (%)n
die Differentialgleichung. Da eine Losung der Gleichung bei gleichem Anfangswert
zur Zeit t1 fir ¢ > t; unterhalb einer Losung der Ungleichung liegt, folgt die Be-

hauptung. O

Wir kénnen auch die Funktionswerte in verschiedenen Punkten miteinander ver-
gleichen:

Korollar 6.6. Sei T' > 0. Sei
u € CH? (R x (0,T)) N C%(R™ x [0,T))
eine Losung der Wairmeleitungsgleichung
w=Au inR" x (0,T)
mit u(-,0) >0, u(-,0) # 0 und
u(z,0) =u(y,0) fire—yeZ".
Seien 0 < t1 <ty < T. Dann gilt fir alle x1,x2 € R"

ti\" _lepme®
w(za, to) > u(xy,t1) - (tl) e
2
Beweis. Wir definieren
f(8) = u((1 — s)zy + sz2, (1 — 8)t1 + sta)
fiir s € [0,1] und erhalten mit Theorem

%f(S) = <Vu( . .), Ty — $1> + u( . ) . (tQ - tl)

[Vul*>  n-u

2<Vu,m2—x1)+(t2—t1)- ( ), tz(l—S)tl + sta,

U t
|Vul? |rg — 212 [Vul? n-u
> Sty —ty) = 2 (b — ) - - (tp—t
2 " (t2 —t1) P— u+ (t2 —t1) ” ; (t2 —t1)
w2 — @1 ]? n-f(s)
= -2 T s — ().
t2 — tl f(S) (]. — S)tl —+ Stg ( 2 1)
Man rechnet direkt nach, dass (die mit Hilfe von SAGE gefundene Funktion)
wy—wq|?
s+ konst. - = g(s)

(t1 +s(ta —t1))"
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eine Losung der zugehorigen Differentialgleichung ist. Wir wéhlen die Konstante
als u(z1,t1) - t7, so dass ¢g(0) = u(xy,t1) gilt. Aufgrund der Differentialungleichung
gilt f(s) > g(s) fir alle s € [0, 1]. Mit u(za,t2) = f(1) > g(1) folgt daraus

tq T Jegeag)?
u(x27t2) > U(l'l,tl) . t— .e to—t1
2

wie behauptet. [

6.3. Lokalisierte Harnackungleichung. Es gilt die folgende lokalisierte Variante
einer Harnackungleichung, vergleiche [8, Theorem 1.2].

Theorem 6.7. Sei v : Bar(0) x [0,T] — R mit u > 0 eine bis zum Rand glatte
Lésung der Warmeleitungsgleichung

1 = Au.

Dann gilt fiir beliebige o > 1 die Abschétzung

2 g 2 1 1
|VU| _ OéE SC(H)O&Z (1 + Oé) - %OéZi
u

u? a—1/) R2 t

bzw.

2 ' 1 1
|V1;| — a2 <c(n,a) ( + )

u U Rz ¢
in BR(0) x [0, 7.
Beweis.
(i) Wir definieren f = logu und
F(z,t):=t (|Vf|2 - af') .

Zunéchst leiten wir eine Differentialungleichung fiir F' her: Es gilt

f =—u,
u
1
fi = —U;,
u
1 1
fij = Euij - Euiujv

foAF = (i Au) £ g |VuP
=|V [,
F=(IVf2 = af) + 21 fi — taf,
Fp =t (2fifik - afk) ;
Fy =t (infikl +2f] fix — Oéfkl) ;
F—AF = (|Vf|2 —af) Fotfi (f —(sklfi,d) —2tfifl —ta (f'—Af)
= (IVFP = af) +atr i fi; = 2tfif] = 2taf' i,
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wobei wir im letzten Schritt die Differentialgleichung fiir f benutzt haben.
Wegen

VS, VE) = 4tf' 1 fi; — 2atf' f;
erhalten wir

F—AF = ?+2<Vf,VF)—2th’5ff.

Den letzten Term wollen wir mit A f vergleichen. Es gilt:
1 1
(Af)? = Zfiifjj < Z (2 2+ 3 i) = nz 2 = anijfij < anijfij
,J %,J % =] sJ
Somit erhalten wir

. F 2t 275 2t 27.2
F—AF < 2 +2(Vf,VF) = Z(Af)? = = +2(Vf,VF) = = |9/ - f) .

(ii) Sei % : [0,00) — R eine fixierte C?-Funktion mit 0 < ¢ < 1 und

Definiere ¢ durch ¢(x) = (%‘) Dann ist ¢ € C? und es gilt

eie) =v' () 52

R ) R|z|
x|y 11 Tz a1zl 1z

ij(x) = — | 57 (% — — | 53 ,
eot) = () (05— )+ (%) o

C

< =
Vel <4,

C
|v2¢|gﬁa

da ' (%) 2 0 nur fir R < |z| < 2R gelten kann.

Aus
2
VoE _,
(0
erhalten wir aufterdem
2
Vel <

b

3l

¥
wobei hier und nachfolgend stets ¢ = ¢(n) ist.

(iii) Wir wollen nun das Maximumprinzip auf ¢F in B (0) x [0,T] anwenden.
Sei (x,%0) ein (zeitlich erster) Punkt, in dem ¢F ein positives Maximum
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annimmt. Ist iiberall pF < 0, so ist die Behauptung klar. Die Positivitdt von
(pF)(to, o) liefert tg > 0 und |zo| < 2R. Wir erhalten somit in (z, o)

0=V(pF),
0.< S (oF) ~ A(F)

d d
Ap | F F—AF) -2 F
<dts0 cp> + ¢ (dt > (Vp,VF)

cF oF 2150 .\ 2
<+ L 2V VE) = 2o (VSR - F) - 2V, VE).
Dies multlphzleren wir nun mit <pt0. Es ergibt sich:
cpFtg 2t2
0< LN 4 GF 12100V, VE) — 20 (T f2 — of)

—2top(Ve, V)
_cpFtg
- R?

+ Q*F + 2top(V f,V(¢F)) — 2topF(V f, V)
——

=0

23
% (V1P — o)~ 2t0(0, T (0F)) + 200 |Vl
——

=0

Es gelten
P’ F <F,
V| 1
—2t0pF(Vf, V) S2to<pF|Vf|| f's@é
@2
1 .
<ctopF |V |52
R
und
5 _cpFty
200 F|Vl* <~
Somit gilt
coFtg 22 2\ 2
05 S0 4 oF +etopFIV it — 22 (olV 2~ of)
Wir fithren nun die Bezeichnungen y = |V f |2 und z = ¢ f ein. Damit ergibt
sich
cpFty coFty 1 2t0 2
0< F 2 _ .
S o el =y (y—2)

(iv) Wir untersuchen nun den Ausdruck
_Lt?)( ~2) C@Ftoy%:%

n R n

mit ¢; = ¢1(n) genauer. Dabei haben wir

oF =t (¢IV 12— apf) =ty - az)

benutzt. Wir wollen nun —(y — z)? durch — 2 (y — a 2)? ersetzen.

~(y— 2+ ZyE(y - a2)
R
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In der Originalarbeit werden hier noch diverse Konstanten eingefiihrt, so dass
sich der Vorfaktor % vor (y—az)?, der hier etwas willkiirlich erscheint, ergibt.

Dies erfordert jedoch langere Rechnungen.

Es gilt
1

C 1
—(y—2)2+§y2(y—aZ)

1 1 c1 1
=-S5’ + 5y -02)’ - (y—2)"+ Zyy - az)

R
1 1 2 c
:—ﬁ(y—az)2+5y2—ayz+z2—y2+2yz—z2+ijy%(y—a7;)
1 ) 1\ 1 e 1
z—g(y—az) —(1—@2)y —|—2(1—a)yz+Ry2(y—az).

Wegen (y — az) = % > 0 und da wir das Vorzeichen von yz nicht kennen,

miissen wir den Term mit y% so abschétzen, dass der Term mit yz gerade
wegfillt. Es gilt

€11
RrY - 2R Z(a-1)
éj(a_l) +4L£2%2a11
=—(a—-1) +8071§2aa21
Damit folgt also
—(y—2"+ Zyily—az)
< ;(yaz)z(l(jg)yZJrQ(ll)yz
+—la-1yly-a )+%aa21(y*a2)
— —%(y—az)Q— (1_a+:2)y2+0 yz—i—gc—gz azl(y—az)
= *iz(y*az)Z’ (lci)Q i 8%;21(3"70"2)
(v) Aus den letzten beiden Abschnitten erhalten wir
OSCQDRF;O b oF
+§ <—:2(y—az)2— (1—i>2y2+;§2&0[21(y_a2)>
ch;l*;to+¢F7%(¢F)2+O+CQORF;0&Q_21.
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Also gilt

2 R? RZa-—-1
Daraus erhalten wir fiir (z,t) € Br(0) x [0,T] wegen p(z) = 1.

t(IVF2 = af) (0,6) = (@) - ¢ IV = af) (@.1)
< (o) - to (IVSI? = af ) (@0, t0)
<o 1e ) o e
=2 ‘UTa-1)r " 2

Ist t > tg, so gilt t’% < # und die Behauptung folgt nach Division durch

2 t t 2
wMWMSW(”+H““I)

t. Sonst wenden wir die obigen Uberlegungen mit 7' = ¢ an. Dann erfiillt
die Maximalstelle (zg, tp) automatisch ¢y <t = T'. Daher folgt auch in diesem
Fall die Behauptung, da die Konstanten auf der rechten Seite der Ungleichung
nicht von T" abhéngen.

Alternativ konnte man auch am Anfang des Beweises T' =t annehmen. [

ANHANG A. ERGANZUNG: ANALYTIZITAT HARMONISCHER FUNKTIONEN

Theorem A.1 (Analytizitit). Sei Q2 C R™ offen und u : Q@ — R harmonisch. Dann
ist w in Q0 analytisch.

Beweis. Sei xg € . Wir werden nachweisen, dass die Taylorreihe von u in x( in
einer Kugel um xg konvergiert. Definiere

1
ri= 1 dist(zo, 0Q)
bzw. r :=1 falls Q = R™ und

M =

o ||u||L1(Bzr(I0))'
n

Da u € C*(Q) ist, erhalten wir M < oco.

Abschitzungen fiir Ableitungen: Wir kombinieren

(2n+1n|a|)|0“ 1
ey Ul (s, @)

D* <
D% u(a)| < =

und B,.(z) C Ba,(xg) C Q fiir x € B,.(z() und erhalten

N 2n+1n le|

Fiir k € N gilt k% < e oder dquivalent dazu k¥ < eFkl. Also ist |afl*! < el*l|all.
Das Multinomialtheorem liefert fiir |o| = k

nf=1+. D)= @EM
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Also ist |a]! < nl*la!. Wir erhalten
N 2n+1n2e el
1Dl oo (B, (mg)) < M <T> al.

Potenzreihe: Wir behaupten, dass (zumindest) fiir |z — 29| < 575,35, die Taylor-

reihe Do
> 2iza) (x —20)®

a!
«

gegen u konvergiert. Dazu betrachten wir die Restglieddarstellung

= 2u(zg)(x — 20)%
Ry(z) =ulx)— > Y Dl O)OE! o)

k=0 |o|=k

_ Z D*(xo + t(x — o)) (x — 20)®

o al

lee|=N

fiir ein ¢ € [0, 1]. Dies erhélt man durch Betrachtung der Funktion ¢(t) := u(x+t(x—
xo)), Entwicklung fiir ¢ = 0 und Auswertung bei ¢ = 1. Die obigen Abschitzungen
flir die Ableitungen von u liefern

ont1p2e\ N r N
<
|RN(CU)| _M Z ( r ) (2n+2n36)

la|=N
N N
1 1 M
=M — ) < N ) =
2. <2n> < Mn (2n> 2N
|a|=N
—0 fiir N - oo.

Bemerkung: Die Abschitzung > 1 < n® erhilt man wie folgt; Analogie: N

|a]=N
Kugeln sind auf n Kérbe zu verteilen; fiir jede Kugel hat man n Moglichkeiten, also
insgesamt hochstens n - --n = n¥ Moglichkeiten. (I

ANHANG B. HOLDERRAUME

Die im folgenden definierten Rdume C" (ﬁ) und C* (ﬁ) sind Banachrdume.
Definition B.1 (Holderrdume). Sei @ C R"™ offen, u : 2 — R. Es ist
(i) u e C°(9Q), falls u sich stetig bis zum Rand fortsetzen 148t und

llul|co(qy = sup |u| < oc.
zeN

(i) u € C¥(Q), k € N, falls Du € C° (Q) fiir alle || < k und

llullcxq) = Z sup | D%u| < oo.
lal<k e

(iii) v e CO@ (ﬁ), 0<a<l,fals ue C° (ﬁ) und
u(z) — uly)

||u||co.a(Q) = ||UHCO(Q) + sup | = ||u||CO(Q) + [u]co,a(g) < Q.

THYES |1: - y‘a
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(iv) u € Che (ﬁ), keN,0<a<l,falsueCk (ﬁ) und

[ullor.a(qy = [[ullor @) + Z [Dau]cova(m < oo.
loe|=F

(v) ue CH(Q), k€N, 0< o<1, falls u € CF (V) fiir alle Q' € Q. CF(Q)
ist kein Banachraum.

Fiir 0 < a < 1 heiffen die Rdume C** Hélderrdume. || - ||ck.« heift Héldernorm,
[]co.e heifst Holderhalbnorm.

Beispiel B.2. Sei @ C R mit 2 = (—1,1) und 0 < a < 1. Dann ist u(z) := |z|*
hélderstetig. Es ist u € C%%(Q).

ANHANG C. DIFFERENZENQUOTIENTEN

Definition C.1. Sei Q C R" offen, z € ' € 9,1 < ¢ < nund h # 0. Sei
0 < |h] < dist(Q,09Q) und u : Q — R. Definiere den i-ten Differenzenquotienten
der Gofse h durch
Dhu(z) = u(z + he}i) — u(x) 7
DMy = (D{‘u, cee DZu) .

Theorem C.2 (Differenzenquotienten und schwache Ableitungen).

(i) Sei @ C R™ offen, 1 < p < oo und u € WHP(Q). Fir ' € Q gibt es ein
c=c(,Y,n,p) >0, so dass

HDhu”LP(Q/) <c || DullLr (e
fiir alle 0 < |h| < & dist(',09).
(i1) Seil <p < oo, u€ LP(Q) und Q C R™ offen. Gibt es ¢ > 0 und Q' € Q mit
h
|D UHLP(Q’) sc
fiir alle 0 < |h| < 1 dist(Q,09), so gilt u € WHP(') und

||Du||Lp(Q/) <ec.

Bewets.
(i) Sei 1 < p < oo und sei u glatt. Sei x € @, 1 < i < nund 0 < |h| <
1 dist(€,09). Es gilt

1
u(x + he;) —u(x) = /uz(ﬂc + the;)hdt
0

1
(s + hes) — u(@)| <A - / |\Dul + the;)| dt
0
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und aufgrund der Hélderschen Ungleichung

/‘Dhu’ <cZ//|Du x + the;)|P dt dx

ZQ'o

:CZ//|Du(x+thei)|pdxdtSc/|Du|p.
NN P

Da Q' von 99 mindestens Abstand 2|h| hat, folgt die Behauptung durch Ap-
proximation.

(i) Gelte ||Dhu||Lp(Q,) < e Sei p € CX() eine Testfunktion. Dann gilt die
folgende “partielle Integrationsformel”, falls |h| < ¢(p) klein genug ist

u(x) (p(aj + hei) — Lp(l’) dr — — / U(-T) - U(l‘ . hel)(p(x) dl‘,

h h
Q Q
[u@lio) =~ [ (07
o Q
Nach Voraussetzung ist
DM, < .
S‘}J‘LPH i uHLP(Q) o0

Daher existiert v; € LP(2') und eine Folge hj, — 0, so dass

D"y — v, in LP(Q).

?

Es folgt

/ugai = /u(pi = hlimo Dh’wp = hlir_I:O —/D;hku
944 Q
= lim — [ D hicqy Vi p.
hr—0

&
Somit gilt v; = u; im schwachen Sinne. Wegen der schwachen Konvergenz ist
v; € LP() und wir erhalten Du € LP(Q'). Da auch u € LP(§Y) ist, folgt
u € WHP(Q). Die Normabschiitzung folgt aus der Unterhalbstetigkeit der
Norm. (]
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