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EINORDNUNG

Einige wichtige Theorieblocke im Bereich der linearen elliptischen und paraboli-
schen partiellen Differentialgleichungen sind
e L?- und LP-Theorie,
e Schaudertheorie (auch fiir Operatoren in Divergenzform),
e De Giorgi-Nash-Moser (Moser Iteration und Regularitéitstheorie von Ennio
De Giorgi und John F. Nash Jr.) und
e Krylov-Safonov Abschitzungen.

Wir werden hier die elliptische Schaudertheorie und die parabolischen Krylov-
Safonov Abschiitzungen kennen lernen.

Die zugehorigen Abschétzungen besagen iiblicherweise, dass Losungen der Diffe-
rentialgleichungen zweimal mehr differenzierbar sind als die rechte Seite, falls dies
auch fiir die Randwerte gilt. Es hingt von der betrachteten Gleichung ab, welche
Theorie anwendbar ist. Héufiger sind mehrere davon nacheinander anzuwenden.
Mit Hilfe dieser Theorien kann man Existenzresultate beweisen.

1. POTENTIALTHEORIE

Wir orientieren uns an [3], [4] und fiir die Stetigkeitsmethode an [6, Kapitel 10].

Juliusz Schauder (1899-1943) war polnischer Mathematiker.

Die hier hergeleiteten Potentialabschétzungen werden wir fiir die Schaudertheo-
rie bendtigen.
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2 1. POTENTIALTHEORIE

1.1. Grundlagen. Wir benutzen wieder Holderrdume.

Definition 1.1. Sei 2 C R™ offen, f : 2 — R eine gegebene Funktion, zy € {2 und
0 < a < 1. Die Funktion f heisst im Punkt xy holderstetig mit Exponent «, falls

lim sup sup 7”(@ — f(l“o)| < 00
N0 zo#£zeQNB.(z0) T — To|®

gilt. f heisst in  holderstetig, falls f fiir alle x € Q holderstetig ist, jeweils zum
Exponenten «. Wir schreiben f € C*(2). Gilt die obige Abschiitzung fiir a = 1, so
heisst f lipschitzstetig in zo. Wir definieren C*:%({2) als den Raum der Funktionen
f € C¥(Q), deren k-te partielle Ableitungen holderstetig zum Exponenten « sind.

Ist
[f(z) = f(y)l

sup —————— < 00,
TAYEN |z —yl

soist f e C¢ (ﬁ) Wir definieren auf diesem Raum eine Halbnorm durch

_ |f(x) — f(y)]
Ule@) = s —p Ty

Eine Norm erhalten wir durch
£ lena) = 1 Fllowgay + o)

Sind die k-ten Ableitungen einer C* (ﬁ)—Funktion sogar in C* (ﬁ), so definieren
wir auf diesem Raum eine Norm durch

fller@y = Iflloe@) + D2 [P Floaqm) -
|B1=Fk

Es gilt C0@ = C°.

Bemerkung 1.2. Ist 99 lipschitz, @ C R" offen, beschrinkt und zusammenhin-
gend, so gibt es fiir alle 2, y € Q einen C*-Weg v : [0,1] — Q mit y(0) =z, v(1) = y
1

und Linge L(y) = [ |¥/ ()| dt < () - |z — y| (Ubung). In diesem Falle (auBer fiir
0

C! — C%! gilt dies auch fiir allgemeine beschrinkte offene Mengen ) sind die
folgenden Einbettungen stetig

Q) = ¢ (Q) = ¢ (Q) < C** (Q).
Daher sind die folgenden beiden Normen auf C* (ﬁ) dquivalent
||f||ck,a(ﬁ) = ||f||ck(ﬁ) + Z (D7 f] o ()
|Bl=k
und

||f||ck(§) + Z [Dﬂf]co,a(ﬁ)

18I<k

= > ||D6f|\co,a(§)-

1BI<k
Wir erhalten das folgende Resultat

Lemma 1.3. Sei Q C R"™ offen. Seien fi, fo € CO° (ﬁ), s0 ist f1 - fo € CO® (ﬁ)
und es gilt

[flfQ]Co,a(ﬁ) < [fl]co,a(ﬁ) Slflzp | fo| + [fz}co,a(ﬁ) Slgllp | f1]-
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Beweis. Dies folgt direkt aus der folgenden Ungleichung

[fi(@) fa(x) = [1iy) W)l _ f1(2) = [1(y)] |[f2(x) = fa(y)]
|x_y‘a — | y|a |f( )|+ ‘ y|a |f( )‘

O

Definition 1.4. Sei w,, = |B1| in R™. Wir definieren die Fundamentallosung fiir
die Laplacegleichung als

L log |z — g, n=2,
F(m,y)zl“(x—y)zl“(pc—y):{2” 1 P, n> 2

n(2—n)wn, |
Weiterhin benétigen wir noch das folgende einfache Lemma.

Lemma 1.5. Sei E C R™ messbar und sei |E| das Maf} dieser Menge. Dann gilt
firallex e R", 0 < a<nundn > 2

a/n
1 n
[t e ()
|z — y|n—e o Wn,
E

wobei wy, = |B1(0)] ist.

Beweis. Sei ohne Einschriankung |E| < oo und sei B = Bpg(z) eine Kugel mit
1/n ~
gleichem Maf}, |E| = |B|, d.h. sei R = (l—E‘) . Definiere B := E N B. Setze

Wn

= |z — y| fiir fixiertes z € R™. Wir erhalten die folgenden Abschéitzungen

/ 1 / 1 / 1
= — T -

E B E\B=E\B
1 1 ~
< £l - |A]]
- /Tnfoc + Rnfa |:| ‘
B
[7=t | =
< -
TTL—Oé 7«77,—01
B B\B
_ / 1
- /]aTL—Oé
B
= / / Tt drdH !
§n—1 0 e 1
R

. |S”71| = éRo‘nwn,

0

da
wy, = |B1(0 /1— / / LdrdH Tt = |S"71|
B1 Sn—1 0
1/n
gilt. Nun ist R = (%) und die Behauptung folgt. O

Lemma 1.6. Sei 0 < a < n. Es gilt fir kleine § > 0

1 n
/ ———dy <n™"§" = 0(5%)
|z —y|r o

B(S (IQ)
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fiir beliebige x, xg € R™, falls n > 2 ist. Weiterhin gilt in zwei Dimensionen, n = 2,

/ |log | — yl| dy = o(8),
Bs(xo)

ebenfalls fiir beliebige x, xo € R mit |x — xo| < c.

Beweis. Der erste Teil der Behauptung folgt direkt aus Lemma 1.5.

Wir diirfen annehmen, dass § < i ist. Weiterhin diirfen wir annehmen, dass
|z —20| < % gilt. Sonst ist nach Dreiecksungleichung stets |z —y| > i, der Integrand
also beschrénkt und die Behauptung klar. Aus den obigen Annahmen ergibt sich
|z —y| < 3, log|& — y| ist daher stets negativ. Somit diirfen wir wie in Lemma 1.5
argumentieren, da der Integrand auch hier monoton in |y — x| ist. Daher geniigt es,

das Integral im Falle x = xy abzuschitzen. Es gilt

)
/ |10g|w—y||dy=//Iloglw—yll-r

Bs(z) st 0
mit r = |y — z|. Die Funktion f(t) = $t?logt — 1t* ist eine Stammfunktion zu
tlogt. Die Behauptung folgt. O

1.2. Innere Ho6lderabschitzungen. Die nachfolgenden Integrale sind absolut
konvergent. Wir werden sie ausrechnen indem wir zunéchst bei der Integration e-
Kugeln um die Singularititen auslésst und dann e N\ 0 ldsst. Dabei erhélt man die
iiblichen Werte. Die so erhaltenen Ergebnisse bezeichnet man auch als Cauchyschen
Hauptwerte. Sie kénnen auch fiir nicht absolut konvergente Integrale existieren.

Theorem 1.7 (GauB). Sei E C R™ offen und beschrinkt, n > 2 und f € L>®(E).
Dann sind die Integrale

U(x) = / D) f(y)dy, =z —yl,

Uie) = [ 5P ) dy
E

fiir alle x € R™ absolut konvergent, es ist U € C! (R™) und fiir die Ableitungen gilt
22U = U; fiir alle 1 < i < n. Es gelten die Abschitzungen

Ox?
[Ullcr@ny <c(B,n) - [ fllLee) firn=3
und
[DUl|cony + 1Ullco(srioy) <e(E,n,R) - |[fllLem) firn=2.

Beweis. Wir schreiben die Integrale als

U@ =lm [ TS dy
E\B; ()

und

. 0
Vi) =t [ ST ) dy
E\Bs ()
Beachte zunéchst, dass in allen Dimensionen n > 2

‘ 0

<c-rtom

5l )
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gilt. Absolute Konvergenz folgt nun aus

/ TOIF)] < 1l / ()

E\Bs(x) E\Bs

< C(E,n,R) ’ Hf”L"Ov n=2x¢ BR(O)a
B C(Eﬂn)'”fHL”’ n >3,

/ ‘aiim) HOES Fi = / ‘aiﬂr)

E\B;(x) E\B;(x)

<c(E,n) - | fllL=,

da die angegebenen Abschéitzungen unabhingig von § sind, wobei wir die Lem-
ma 1.5 und 1.6 verwendet haben. Aus diesen Abschitzungen folgt auch (falls wir
nachweisen konnen, dass U; die Ableitungen von U sind) die behauptete Normab-
schétzung.

Wir haben noch die Ableitungen von U mit U; zu vergleichen. Sei dazu € > 0.
Definiere 7. := (r? 4+ £)'/? und

U.(z) = / T(r.)f(y) dy.
E

Es gilt U, € C* (R™) (was man wie beim Beweis der Glittung von Funktionen
einsieht) und wir behaupten, dass U — U = 0 in R™ konvergiert. Es gilt némlich
(nehme im Falle n = 2 ohne Einschréinkung an, dass ¢ < % und € < % gelten)

V@) - Uuta)| < [ IE0) =)l 1
E
<=+ [ I06) =T
E

und weiterhin gilt

[re-rea< [ e -reo2 el
E

E\Bs(x) Bs(z)

Fiir den zweiten Term haben wir |r;| > |r| und die Monotonie von I' benutzt.
Aufgrund der Integrierbarkeit kénnen wir zunéichst § so klein machen, dass das
zweite Integral kleiner als ein ¢’ > 0 wird. Mit Hilfe des Mittelwertsatzes schitzen
wir das Argument im ersten Integral durch ¢(§) - ¢ ab. Hier hiingt ¢(d) insbesondere
von DI' ab und dies wird im Unendlichen klein, verursacht also keine Probleme.
Schliefllich wéhlen wir nun € = £(d) klein und kénnen auch das erste Integral durch
¢’ beschriinken. Die behauptete gleichméifige Konvergenz folgt.

Beim Nachweis der gleichméfigen Konvergenz haben wir insbesondere die Inte-
grierbarkeit von I benutzt. Dies funktioniert fiir 827? I" ganz analog. Die Details sind
eine Ubung. Wir erhalten also auch

0
7U U 75
ozt © =
also gleichméfige Konvergenz auf ganz R".
Aufgrund der gleichméfigen Konvergenz sind U und U; stetig.
Da wir bei gleichméfliger Konvergenz Differentiation und Grenzwertbildung in

der Folge vertauschen diirfen, folgt also U € C* (R™) und es gilt U; = %U. O
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Theorem 1.8. Sei Q) C R™ offen und beschrinkt, f € C* (ﬁ), 0<a<1. Dann
18t
w(x) == /F(r)f(y) dy (wobei wiederum r = |x — y| ist)
Q
in C%(Q2) und in Q gilt
Aw(z) = f(z).
Sei Q C Qg € R™, Qg offen, und sei 0 € C' (ggf. ist auch Q = Qg zulissig;

es gendigt, Qo so zu wdihlen, dass der Divergenzsatz gilt). Setze f durch 0 nach Qg
fort. Dann gilt fiir x € Q0 die sogenannte Dinische Formel

@) = [ 5T ) — f@dy— 1) [ ) vy i,

Qo Q0

v bezeichnet hier die dufSere Normale an .
Schliefilich gilt auf kompakten Teilmengen ' € Q)

||D2w||L°°(Q’) <c(@,a,n,Q)- Hf”co,a(ﬁ)«

Bewets.
e Definiere
(o) i= [ om0 ) — Fdy = 1) [ Ty ane

Qo Q%
Dieser Ausdruck ist fiir z €  wohldefiniert, denn es gilt

‘ax?axjf(r)’ A1) = F@ < e [floowa) - r

rn’

(0%

Benutze nun Lemma 1.5. Das Randintegral ist unproblematisch, denn fiir alle x € €2
ist der Abstand zu 9 (nicht gleichmiifiig) nach unten beschrinkt. Somit tritt keine
Singularitéit auf.

Sei 1 < i < n fixiert und setze v := w;. Beachte, dass nach Theorem 1.7 w €
C' (R") ist. Fixiere eine glatte Abschneidefunktion : R — R mit 0 <5 < 1 und

n(t)={0’ .

1, t>2,

ne(t) =1 (z)

) = [ T ) - F) dy
Q

so dass |n| < 2 gilt. Definiere

und

= [ 5T ) ) .
Qo

Aufgrund der eingefiigten Abschneidefunktion ist wieder klar, dass v. € C* (R")
ist.
Wir behaupten, dass auf kompakten Teilmengen Q' € Q

LA,
Oxd ¢
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fiir e N\ 0 gilt, also gleichmiflige Konvergenz vorliegt. Es gilt (alle Integrationen
sind beziiglich y)

o) = [ 35 [t n)] ) - sl + 10 [ o5 [ 2oremo)
Qo Qo
~ [ o ) 00| 1) = 1@ = ) [ s | Zr o)
() ) . Qo
~ [ 55 |5t 00| ) = 1@ = @) [ FET0) nelr) -
Qo 0Qo
Die Differenz zu u schitzen wir fiir x € Q' wie folgt ab
2
u(e) = gr50e0)| £ [ | ST L)1) S dy

Q+O / ’aii””' - ‘ijngm\ 1) — F@)] dy
Qo

@1 [ [t o] 1= ol

Q0
=1+ I, + Is.

Da z € @ & Q ist und nach Wahl der Abschneidefunktion erhalten wir mit Hilfe
von Lemma 1.5 fiir 0 < e < e (£2,Q)

1 o
L <e. / L fleneey - e~y dy
|z —yl
ly—=z|<2e

<c(n,a) - || fllgo.aqy - €%

Da ¢ > 0 klein ist, durften wir insbesondere annehmen, dass Q' + By.(0) C Q
gilt, was die Abschiitzung von |f(y) — f(«)| mit Hilfe der Holdernorm rechtfertigt.
Hier haben wir die Norm mit || f||co.a(q) statt ||f|‘co,a(§) bezeichnet. Der Raum

C% (Q) ist kein Banachraum. Wenn wir aber diesen Index nur zur Bezeichnung
der Norm verwenden, ist klar, dass es die Norm auf C%® (ﬁ) sein soll, auch wenn
wir den Abschluss weglassen. Dies wollen wir auch in Zukunft so handhaben.

Die Differentiation von 7. liefert einen zusitzlichen Faktor e~!. Wir erhalten

daher

1
I, <c- - - . oy - |l —1yl®d
25¢ c ‘y71’|n71 Hf”CO (£2) |.’E y| Y
e<|ly—=z[<2e
1 1
<c. oy = - 4
<c-[[fllcoa) 5 / o — a1

ly—z|<2e

<celta
<c- || fllcoa) €™
Das Integral Is verschwindet sogar, wenn ¢ klein genug ist. Dann folgt aus
e < 3 dist(Q',09) < dist(Y,9Q) < 3|z -y

fir z € 00 und x € ' namlich schon n.(r) = 1.
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‘Wir erhalten somit

0
u(x) — %vs(w) <c | fllcoe) - €* — 0 fiir z € Q', falls € — 0.

Als lokal gleichméBiger Limes von stetigen Funktionen ist daher auch u stetig,
u € C%Q).

Wir behaupten, dass die v. gleichméBig in ganz Q gegen eine (gleich noch defi-
nierte) Funktion v konvergieren. Wir bilden fiir € R™ die Differenz von

o) = [ ST ) - ) dy
Qo

und (der bereits oben definierten Funktion)
ve) = [ ) ) d
(@) = | 55 e y) dy
Qo

und erhalten

o(a) — v.(a)| < / T

AL =me(r)] - [f(y)| dy

1

<c-[fllcoge) - / Wdy
|z—y|<2e
<c-[[flleo) - €
Wir haben also nun in Q' € Q
Ve 2V
und
923 7
nachgewiesen. Wir diirfen also die Grenzwertbildung e N\, 0 und die Differentiation

vertauschen. Da v = 2% gilt, folgt also w € C*(Q) und die zweiten Ableitungen

sehen so wie in der Dinischen Formel behauptet aus.
e Sei nun z € 2. Wir wihlen Qy = Bg(z) fiir ein R > 0, so dass Q2 € Bg(z) gilt.
Aufgrund der Dinischen Formel erhalten wir

Bul@) = [ AT~ f@)dy— f@) - [ T
Br

OBR(x)

1 @iy yi—at _
| wEaptgdy, =2

OB
[ = dy, n>3.
nwy |z—y|™ |z—y|

da |0Bgr| = nw, R"! ist. Im ersten Schritt haben wir benutzt, dass I' eine Funda-
mentallosung der Laplacegleichung ist, dass also fiir » # 0 die Gleichheit AT = 0
gilt. Eine einfache Abschitzung, als Ubungsaufgabe iiberlassen, zeigt, dass auch die
Singularitét bei x = y keinen Beitrag zu diesem Integral liefert.
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e Fiir die Normabschétzung verwenden wir nochmals die Dinische Formel. Sei
also x € . Schreibe

0? 0? 0
V@) = [ 5T )~ f@)dy — f(e)- [ Sr) e
Qo 09
EIl +12

Wir erhalten (da sich fiir z € Q' und y € Qy der Holderquotient abschitzen lsst,
denn dann ist |z — y| > ¢ und wir benutzen nur die C°-Schranke)

1
Bl < Wleve - [ s
Qo
<c-[[flleoa)s
und
o] <c | fllco-
Das Theorem folgt. O

Fiir die zweiten Ableitungen wollen wir bei holderstetiger rechter Seite noch die
Holderstetigkeit nachweisen.

Wir definieren zunéchst Normen, die sich unter Homothetien des Gebietes nicht
dndern.

Definition 1.9 (Dimensionsunabhingige Normen). Sei  C R"™ offen und be-
schrinkt, d := diam Q. Dann definieren wir auf C* (ﬁ) bzw. Ck (ﬁ) dimensions-
unabhéngige Normen durch

k
[ullgnggy =D d" - > 1D ullooq)
=0 |gl=i
und
||U||/ckva(n) = HUH/ck(Q) +dEre [Dk“] coa(Q) -

Bemerkung 1.10. Sei u € C%* (Q), v € C%# (Q) und v = min{e, B}. Dann ist
w-ve 0% (ﬁ) und es gilt

[Jw - U||/00w(sz) < ||U||/CO=0<(Q) ) ||U||/cowﬁ(sz)~
Beweis. Ubung. ]

Beim nachfolgenden Theorem mache man sich als Ubung klar, dass gerade bei
der angegebenen Ungleichung fiir die Normen das Skalierungsverhalten so ist, dass
keine Abhéingigkeit der Konstanten von R auftritt.

Theorem 1.11. Sei R > 0, By = Bgr(zg), Ba = Bsgr(xg). Sei 0 < a < 1,
feche (E) und set

w(e)i= [T0)- f@)dy, v = oyl

Ba

Dann ist w € C%% (E) und es gult

D20 0.0,y < ey a) - || fllcoe s,
d. h.
[1D*0l oy + B - [D*0] o0y < € 0) - {IIFlco(Ban) + R - [flcoe(Ban } -
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Beweis. Wir verwenden wiederum die Dinische Formel, diesmal mit 2 = g = By,

V@) = [ SO~ @y — ) [ o) v dy

Bs 9Bs
Hieraus folgt fiir € By direkt (da r ~ R auf 0Bs)
0? 1
(z)| <c-[fleoa(m,) - e T I fllcosy) - [ |[DT(r)]

oxtoxI
B 9B,

<c-[fleoasy - R +c-[|fllcosy)
<c |Ifllco.a(p,):-
+

Seien nun z, T € B, 0< 0 := |z — 7|, £ := “—25, r = |z —yl|, T = |T — y|. Beachte,
dass B;s(£) C By ist. Es gilt

2 2
0@ = [ e T - 1@y~ @) [ T @) vy
Ba 9Bs

(1.1)

Wir schreiben
D;Djw(Z) — D;Djw(x) = f(z)[1 + [f(z) — f(Z)]]2

I - / {DiT(r) — DiT(F)} - v,

OBs

IQ = DZF(F) s Vj,
]

I — / DiD;T(r)[f(x) — F(y),
B;(€)

L - / D:iD;T()[f(y) — £(@)],
B; (&)

15 = DleF(r),
52\3/6(5)

b= [ (DDI6) - DDTO)I@) - Fw).
B2\Bs(§)

Dies rechnet man unmittelbar nach, da alle Integrale — wie wir uns anhand der fol-
genden Rechnungen iiberzeugen — absolut konvergieren. Wir betrachten die aufte-
tenden Integrale einzeln. Es geniigt, jedes einzelne Integral (mit den entsprechenden
Vorfaktoren) betragsmiifiig nach oben durch

(5 «
ctna)- (5) Aflloom + B Uleoea}

abzuschétzen.
(i) Wir definieren r; = |tz 4+ (1 — t)T — y|. Dann ist

1
DJ‘(T) — DJ‘(F) = /%Dlr(ﬁg) dt
0
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1
= /DkaF(rt) (zF — 7).
0

Somit erhalten wir

1
1 ) S\

L <ec- —5<c- =< N
|| < e //T?(S_c R_c(n,a) (R) ,

0 9B2
denn es gilt % <1 und r|sp, > R.
(ii) Es gilt
< [ Do) < cln)
dB:
Weiterhin gilt
[f(z) = f@)] < [flco. - 67

(iii) Wir erhalten nach Lemma 1.5

Bl< [ DT o=yl oo < cln,a) -3 [flone.
B;s(£)

(iv) I4 behandelt man analog zu I3.
(v) Wir integrieren partiell

|Is| < / D;T(r) - v;| + / DiT(r)-vj| <c,
9B 9B5(§)
denn das erste Integral ist beschriankt und im zweiten Integral gilt |x—y| > |y—

&l—lz—¢| = (5—% = %5. Wir kénnen die Betrége ins Integral hineinziehen. Der

Rest funktioniert dann wie bei I. Hier ist die absolute Konvergenz ohnehin
klar, da keine Singularitit auftritt.
(vi) Es gilt mit r; wie oben

1
D;D;T(r) — D;D;T'(F) = /DiDjDkF(rt) (zF —7").
0

Somit folgt mit |z —Z| = ¢

1
— T«
e =71 e,
Ty

0 |y—¢|>6

Da |y — &| > ¢ ist, folgt
ly—z <|ly—¢+[z-¢ <2ly-¢
——

5

N|—=

und

r=ltr+(1-0)Z—y| =z —yl >y —& — |z — & > 2y — ¢
——

<36
Als Abschétzung fiir I erhalten wir daher
1
6] <c(n,a) - [flgoa -6 - / [y—gpiia

ly—¢&|>6
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%)
n—1

<clna) - flove -6en-wn- [ o ar
)
C

=1_a ‘o wy 0% [flooa.
Damit sind alle Integrale wie gewiinscht abgeschéitzt und das Theorem folgt.
Wir halten noch einmal fest, dass fiir alle z, T € B; die folgende Abschéitzung gilt.
Dabei geniigt, wie man sich anhand der obigen Abschéitzungen leicht iiberzeugen

kann, in der ersten Norm sogar die Norm iiber die kleinere Kugel.
(1.2) |D;Djw(x) —D;Djw(®)| < e(n,a) - {R™ - || fllcos,) + [fleoa(s,) }-lv 7|
O

Bemerkung 1.12. Sei f € C%“(Bg(0)) und sei in der bisherigen Notation

w = / I(r) - f(y) dy.

R’IL
Dann ist w € C% (R") und es gilt
(13) [DQM] C0. (R") < C(?LOZ) : [f]COv"‘(R”)7
!/
(1'4) HDszCOﬂ(BR) Sc(n’a) ' ”fH,CO’”(BsR)’
(1.5) ||wH'Cl(BR) <c(n, @)  R* || flloo(pem),  falls n > 3 ist.

Beweis. Wir zeigen zunéchst (1.4). Nach (1.1) gilt
1D?w]| o 5y < € AR - [flcoaen) + I flcoan } -
Nach (1.2) gilt
[D*w] Coa(Br) =€ {R™ 1 fllcoBar) + [flcow(Bar) } -

Die zweite Ungleichung hier mit R® multipliziert und zur ersten addiert ergibt (wie
in Theorem 1.11) gerade (1.4).

Lassen wir in (1.2) R — oo, so folgt (1.3).

Fiir den Beweis von (1.5) haben wir

lwlier (Br) = lwllcosg) + B - [[Dwllcosy)

abzuschétzen. Zunichst einmal erhalten wir fiir alle x

lw(z)] < / L) - 1f ()l dy < e(n) - R? - || fllcosa)
Br

nach Lemma 1.5 in Dimension n > 3. Analog folgt

Du(@) < [ DY) £)]dy < clon) - R+ [ llcoio.
Br
Wir addieren die letzte Ungleichung (mit R multipliziert) zur vorletzten Unglei-
chung und erhalten (1.5). O

Aus Theorem 1.11 erhalten wir

Theorem 1.13. Seien f € C%* (R") und u € C>* (R"). Gelte Au = f in R", so
18t
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Beweis. Nach Theorem 1.8 erfiillt

w@)i= [ Tla =) 1) dy
Rn
die Differentialgleichung Aw = f in R™ und es gilt w € C%*(R"). Betrachte
v = w — u. v ist harmonisch. Daher geniigt es aufgrund des Maximumprinzips,
nachzuweisen, dass v(z) — 0 konvergiert fiir || — co. Da u kompakten Triger hat,
brauchen wir nur noch nachzuweisen, dass w im Unendlichen verschwindet. (Dies
folgt direkt aus Integralabschitzungen in Dimension n > 3. Ubung.) Allgemein
folgt dies aus der folgenden Anwendung des Divergenztheorems

w(z) = / @ —y)- f(y)dy
RT’L

— [T ) Auy) dy

Rn
0 0
= — '(x —vy) - dy.

/5‘3/’ (@ —y)- 5, ww)dy

RTL
Da [DI'(r)| < =% ist, folgt die Behauptung. O
1.3. Holderabschitzungen bis zum Rand.
Theorem 1.14. Sei R? = {z" > 0}, z9p € OR?, R > 0, B} = Bf(z) =
Br(z0) NRY, By = Bip(wo) und sei f € C% (B;') fir ein 0 < oo < 1. Dann gilt

fiir das Volumenpotential (wieder mit r = |z — y|)

w(z) = / T'(r)f(y) dy

B

we Cx (Ff) mit der Abschitzung

D% lcoar) + B [D*W]cnn oty < el {fllen(ip) + B - lonn (o) |

Beweis. Nach Theorem 1.11 ist w € C%® (B;r) und es gilt Aw = f in By . Es
geniigt, die Ableitungen D;D;w, 1 < i < n, 1 < j < n — 1, abzuschétzen, denn
dann folgt aufgrund der Gleichung auch eine entsprechende Schranke fiir

n—1
DnDypw = f =Y DiD;w.
=1

Nehme also j < n an. Da OBj stiickweise glatt ist, gilt das Divergenztheorem auf
B;‘ und wir kénnen die Dinische Formel anwenden.

DiDju(e) = [ DDXG)F) - f@)] - Fla)- [ DTG
BF oBF

Beachte, dass wir im zweiten Term nur {iber den sphérischen Teil des Randes zu
integrieren brauchen, da nach Wahl von j auf dem flachen Teil des Randes v; = 0
gilt. Fiir € B bekommen wir mit 7 = |7 — y|

DiDyuw(z) = / DD,T(R)f(y) — f@)] — F(T)- / D) - ;.
B+

oBy
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Wir bilden nun fiir z € Bfr

und fahren ganz analog zum Beweis von Theorem 1.11 fort. Die Details hierzu
sind als Ubung empfohlen. (Beachte insbesondere, dass der gerade Teil des Randes
keinen Beitrag zum Randintegral liefert. Daher tritt auch keine Singularitdt auf,
wenn man sich ihm n#hert.) O

Der Bemerkung 1.12 entsprechend erhalten wir

Korollar 1.15. Sei f € C% (M), 0 < a <1, und sei (in der iblichen Bezeich-
nung)

w=[T0)5W.

R%
Dann ist w € C%« (@) und es gilt die Abschdtzung
2
[D ’LU] Co,a(ﬂgi) < C(?’L, Oé) ’ [f]CUYW(R;L_)'
Beweis. Wihle R > 0, so dass supp f C Bg(0) ist. Nach Theorem 1.14 folgt
R [D*0] oo (1) < e(ns @) {||f||co(3;) + R [f]co,a(B;)}-
Die Behauptung folgt nun, wenn wir durch R® dividieren und R — oo lassen. [

Fiir Losungen von Au = f erhalten wir noch die folgende Randabschétzung.

Lemma 1.16. Sei u € C*“ (@), f e Ccoe (M) und gelte Au = f in R} und
u(#,0) = 0 fir & € R""1. Dann gilt

[Dzu] CO,a(Ri) <c(n,a)- [f]CO’G(Ri)'

Beweis. Da Au = f ist, hat f kompakten Triger. Wir spiegeln f gerade
s n f x), xn 2 07
f@@)_{<>

f(@,—am), z™<0.
Auch f hat kompakten Triger und es gilt (sogar mit Gleichheit)
17]..... <I7lco,

] o <Uflcoa.

Definiere fiir 2 € R™ den Punkt & = (&, —2™). Definiere weiterhin fiir z € R}

www=/wm~yn—mm—mn¢@my

Ry

= [0 = o) = Tl ) 1) .
R%
Aufgrund der Symmetrie in der Definition ist w(z,0) = 0 und nach Gauf gilt
w € C! (R"), denn

‘/HM—MWf@%j/HM—MNf@%

RY RZ =1
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Weiterhin folgt

w(z) = / Iz —yl) - F) - / I(lz— o)) - F(v)

R RZ
:2/r<|x—y|>-f<y> —/r<|x—y|>-f<y>
R% R™
=wp + Wa.

Es ist daher w € C%* (Rfﬁ) und Aw = f in R’} . Weiterhin gilt sogar w; € % (@)
und nach Korollar 1.15

2 < ) [
[D ’lUl] Co,a(Ri) = C(TL, O[) f
sowie wy € C% (R™) mit (vgl. Bemerkung 1.12)

[D2w2j| CO,Q(]R"L) S C(n’ a) ' |:f] C0,« '

Es geniigt nun, nachzuweisen, dass in R’} die Gleichung w = u gilt. Zum Beweis
bemerken wir zunéchst, dass nach Gaufi die Abschétzung |w| < const. fiir n > 3
gilt.

In allen Dimensionen n > 2 erhilt man dies wie folgt: Sei supp f C Bg(0) und
daher ohne Einschrinkung y € Bgr(0). Dann gelten |z —y| > |z| — R, |z — g| >
|z| — R (ebenso fiir alle Punkte auf der Verbindungsstrecke zwischen y und §) und
|z =yl = |z — || <2R. Wir erhalten

T'(z—y)—T(x—-7)| < | |§‘UI‘) R|DF(z)\ ‘2R — 0 fiir |z| — oo.

Jen

Schreiben wir w in der Gestalt
w(@) = [0~ 9) - T 7)) Fw)d,
R%
so folgt aus der obigen Abschitzung und der Stetigkeit auf einem Ball um den
Ursprung die globale Beschriinktheit. Aus diesen Argumenten folgt sogar w(z) — 0

fir |x| — oo. Weiterhin gilt v = w auf OR"}. Da u kompakten Triger besitzt folgt
somit aufgrund des Maximumprinzips u = w. O

2. SCHAUDERTHEORIE

2.1. Kompaktheitssitze. Wir wollen das folgende Kompaktheitslemma verwen-
den.

Lemma 2.1 (Kompaktheitslemma, Ehrlings Lemma). Seien E;, i = 1,2,3, Ba-
nachriume und gelte
FE| — Ey — Eg,

wobei beide Einbettungen (“—”= FEinbettung) stetig sind und E; — Es kompakt
ist. Dann existiert zu jedem € > 0 eine Konstante cc > 0, so dass

lulla < & Jlulls + ce - Julls
fiir alle w € E; gilt.
Beweis. Wir unterdriicken in der Notation die Einbettungsabbildungen.

Falls die Behauptung nicht richtig ist, finden wir zu einem ¢ > 0 eine Folge
ur € E1, k € N, so dass

lurlle > e - flurlly + k- fluxs
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gilt. Ohne Einschrinkung kénnen wir die uy so normieren, dass |Jug|l2 = 1 gilt. Es
folgt

ur — 0 in Ej
und
Jugly < e

Nutze nun die Kompaktheit der ersten Einbettung. Nach Wahl einer Teilfolge diirfen
wir daher (ohne Einschéinkung) annehmen, dass

up — u in By

konvergiert fiir ein geeignetes Element u € F5. Hieraus folgt insbesondere ||ull2 = 1.
Aufgrund der Stetigkeit der Einbettung Fy < FEs5 erhalten wir auch Konvergenz der
ug in F3 gegen w. In E3 gilt up, — 0 = u. Wegen der Injektivitét (Fy < E3 ist eine
Einbettung) folgt damit auch u = 0 in Ey. Wir erhalten einen Widerspruch. 0

Korollar 2.2. Sei Q C R”™ offen und beschrinkt, 0 < o < 1. Dann gibt es zu jedem
e > 0 einen Konstante c. > 0, so dass

[ullozo@) < €+ flullcza() + ce - lullcoa)
fiir alle w € C*© (ﬁ) gilt.
Bemerkung 2.3. Hieraus erhalten wir auch leicht eine multiplikative Form. An-
genommen, es ist c. = £, so folgt mit € = ,/%
lullos <& lluloze + = - ullon

=1+ )V ]ulleo - Viull o

und daraus

lullz> <c-[lullco - Jullcz.e.
Die Umkehrung ist einfach.

2.2. Schaudersche a priori-Schranken. In den néchsten beiden Kapiteln soll L
stets die folgenden Eigenschaften haben.

Definition 2.4 (Generalvoraussetzung). Sei @ C R™ offen und beschriankt. Sei
0 < a < 1. Die Differentialgleichung Lu = f habe die Form

Lu(x) = @’ (z)ui; () + b (2)u; () + d(2)u(z) = f(z).
Wir wollen die folgenden beiden Bedingungen annehmen.

(i) Elliptizitét: Es gibt eine Konstante A > 0, so dass fiir alle z € € und alle
¢ € R™ die Ungleichung

a” &€& > NEP
gilt. Sei dariiber hinaus a” auch symmetrisch, d.h. gelte fiir alle 4, j und
e

a(z) = a’'(x).
(ii) Holderstetigkeit der Koeffizienten: Es gibt eine Konstante K > 0, so dass
%l o0 0y + 1Vl co.n @y + 1Al con oy < K

gilt.
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Theorem 2.5. Sei Q C R", n > 2, offen und beschrinkt mit Q0 € C%e. Sei
ue Cre (Q) eine Losung des Randwertproblems

Lu= aijDiDju +bDiu+du=f inQ,
uloq = ¢ auf O9

mit d < 0. Hier seien f € C%® (ﬁ), © € C*2(00), a¥, b, d € % (ﬁ), (aij)
symmetrisch und gleichmdjig elliptisch sowie 0 < o < 1. Dann gilt

lullczeq) < e {llfllcoe@) + lellczapa) }

wobei ¢ nur von n, ), a, den angegebenen Normen der Koeffizienten und der El-
liptizitatskonstanten abhdngt.

Bemerkung 2.6. Das folgende Beispiel zeigt, dass die Einschrinkung 0 < a < 1
wesentlich ist. Betrachte ndmlich in einer Umgebung des Ursprungs die Funktionen
ue : R2 5 R, 0 < € <1, definiert durch

ue (z',2%) =2' - 2® - log (\/5 + (212 4 /e + (x2)2) .

Sie erfiillen in einer kleinen Umgebung des Ursprungs

|ue| + |Aus| < ¢

2ue

gleichméfig in e, aber die gemischten zweiten Ableitungen % verhalten sich
dort fiir £ \, 0 wie
log (|m1| + |x2|) .
Daher kann die C*'-Norm nicht durch Supremumsschranken an u, und Au, =: f
beschrankt werden.
Dies zeigt, dass eine Abschitzung wie in Theorem 2.5 fiir « = 0 nicht richtig
sein kann. Durch Integrieren bekommt man die entsprechende Aussage fiir o = 1.

Beweis. Ubung. O

Beweis von Theorem 2.5. Wir setzen zunichst ¢ nach € fort, so dass ¢ € C% (Q)
gilt mit der Abschétzung
llellcza) < e(Q,a) - |lollcze )

Ohne Einschénkung diirfen wir annehmen, dass ¢ = 0 gilt, denn sonst betrachten

wir & = u — . @ eriillt dann 4|sn = 0 und
Li=Lu—Lpo=f—Lo=Ff.
Wir erhalten, wenn wir das Theorem fiir Randwerte Null gezeigt haben,
[ullc2.e(0) = [lllc20(0) < llilloze ()

§0~Hf

<c-{lIflconi + lellcza@)} -
Somit geniigt es, den Fall ¢ = 0 zu betrachten.

Wir iiberdecken nun 2 mit geniigend kleinen offenen Mengen Uy, 1 < k < N.
Im Beweis werden wir genauer spezifizieren, was “geniigend klein” heisst. Weiterhin
nehmen wir an, dass im Falle U, NS # () eine entsprechende Umgebung des Randes
aufgebogen werden kann.

Sei (x, 1 < k < N, eine den Uy’s untergeordnete C°°-Zerlegung der Eins und
definiere ug = u - (. Es folgt

Coe(Q)
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Wir multiplizieren nun die Differentialgleichung Lu = f mit {; und erhalten
(2.1) aijDiDjuk = Fk = f . Ck + aij [2Diu . DjCk + uDzD](k] — szlu . Ck —d-u- Ck

Ist U C Q, so gilt supp ug, supp F, € Q und wir kénnen (2.1) durch 0 in den
R™ fortsetzen.

Ist U N9 # (), so biegen wir dieses Randstiick auf und erhalten mit y = y(z) :
QN U, — B (0) dort eine Differentialgleichung der Form

Zlij (y)DyiDyjak == F}c

mit @(7,0) = 0. Es ist wie iiblich @y = ug oy, ...und Fj, = Fj, oy~ '+ Terme, die
hochstens eine Ableitung von w enthalten. Wir diirfen weiterhin annehmen, dass
dist (supp @y, OB1) > 0 ist. Auch hier setzen wir @ und F}, durch 0 in den R? fort.

Wir fixieren nun (fiir jede Umgebung U}, ) Punkte yo € Uy, bzw. in yo € y(UxNQ).
Um nicht zwei Gleichungen schreiben zu miissen, benutzen wir auch im Falle Uy, C 2
Tilden, transformieren also mit der Identitdt. Unsere Gleichung hat nun in jedem
Fall die Gestalt

" (yo) Dy Dyiin(y) = Fi + [@" (yo) — @ (y)] Dys Dysti(y).
Wir transformieren schliellich noch so, dass in dem speziellen Punkt yo die Matrix
(a¥(yo)) zu (6") wird. Wir erhalten Differentialgleichungen der Form
@ (20) D, Ditun(2) = Auy, = F, + [@7 (20) — @7 (2)] - Dy D, (2).

Im zweiten Fall bleiben die Randwerte Null erhalten.
Wir bemerken, dass, je nach Fall, 1, € C%“ (R") oder uy € C%* (M) ist.
Aufgrund der Abschitzungen der Theoreme 1.11 und 1.14 bzw. von Lemma 1.16,
in dem die entsprechenden Aussagen bereits kombiniert sind, erhalten wir nun mit
Lemma 1.13

[D2ﬂk}co,a(Rn) <c- sup |av(z)—a”(z0)|- [D*ux]
z€z(Uy)

tc- ||u||c2=0(sz) + e [[fllcoae

Coo(Rn)

bzw.

(D] ) <c- sup |av(z) =@ (z0)| - (D]

0, n
© (R+ 2€2z(UpNQ)

oo (i)
+ ¢ ullgeoq) + ¢ I fllcoe ).

Dies benutzt die Holderstetigkeit der Koeffizienten a%. Indem wir nun diam(Uy)
jeweils klein genug wahlen, kénnen wir erreichen, dass

. . 1
sup [a() — @' (z0)| < 5-
z€2(Uy) | } 2c

ist. Fiir diesen Schritt ist es wichtig, dass der Stetigkeitsmodul von a* kontrolliert
ist. Damit konnen wir den ersten Term auf der rechten Seite in die linke Seite absor-
bieren und erhalten (hier nur noch fiir die inneren Abschétzungen aufgeschrieben)

[D%Tk] o, gy < - ullczo@) + ¢+ [ fllcoe -
Wir addieren auf beiden Seiten die C%-Norm
[kl oz.a@ny < € llullezo@) +c- [l fllooe (@)
Nach Riicktransformation nach € und Summieren iiber k£ erhalten wir

[ulloza@) < Z [ukllcze@) < e llullozo@) + ¢ [[fllcoe(a)-
k
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Aufgrund des Kompaktheitslemmas kénnen wir
ullc2o < & [lullczo + cc - [lullco

abschitzen und damit die Norm der zweiten Ableitungen auf der rechten Seite
absorbieren
[ulleza@) < - {lIfllcoe + llullco} -
Schliefllich ist wegen d < 0 das Maximumprinzip in der Form von [4, Theorem 3.7]
anwendbar
ullco < e || fllco-
Wir erhalten
[ullcza() < e+ || fllco.e

und das Theorem folgt. O

Zum gerade verwendeten Maximumprinzip.

Lemma 2.7. Sei Q) C R" offen und beschrinkt und sei u € C*(Q) N C° (Q) in O
eine Losung der elliptischen Differentialungleichung
Lu= aijuij + bl +du> f

mit gleichmdfig elliptischem a® und a¥,b%,d, f € L>. Dann gilt

supu < suput +¢(L,Q) - IfllLee ()

Q a0

Bewetis. Wegen

L (u — supu"’) =Lu—dsuput > f

a9 a9
diirfen wir ohne Einschrinkung v < 0 auf 02 annehmen. Gelte weiterhinn ohne
Einschrinkung  C {z € R™: 2! < 0}.
Setze w := 1 — ¢®*" fiir ein noch zu fixierendes o > 0. Dann gelten

0<w<1,
w; = — ™" ady,
azy 2
wi; = — e* 1 a”d1;015,

Lw= — e (a2a11 +ab' + d) < —¢,
fiir ein ¢ > 0, falls wir & = a(L) > 0 grofl genug fixieren. Somit gilt fiir W :=
w - % || fllLe die Differentialungleichung
LW < f.

Es gilt u — W < =W < 0 auf 0. In einem positiven lokalen (inneren) Maximum
von u — W erhalten wir somit

0< Lu—W)=a"(u—W);;+b" (u—W); +d(u—W) <0.
N—_——— N—_——

——
<0 =0 <0
Widerspruch. Somit gilt v — W < 0 auch in 2 und die Behauptung folgt. O

Die oben behauptete Aussage folgt nun durch Anwendung dieses Lemmas auf «
und —u.

Bemerkung 2.8. Beachte, dass die in der Abschitzung des letzten Theorems
auftretende Konstante nur von der speziellen Uberdeckung, der Zerlegung der Eins,
der C*“-Norm der Aufbiegetransformationen fiir 99, von ||, den C%*-Normen der
Koeffizienten, der Elliptizitdtskonstanten und von « sowie n abhéngt.

Analoge Abschéitzungen bekommt man auch fiir schwache Losungen. Auf der
rechten Seite kann man dann die ||u||go-Norm durch die ||ul|;2-Norm oder eine
ander LP-Norm ersetzen, siche [6].
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2.3. Hohere Regularitit.
Theorem 2.9. Seien 0Q € Ch*, f € C'=2*(Q), p € CH*(0Q), a¥, V', d €
Cl=2e (ﬁ), 1>2,0<a<1, wobei a¥ elliptisch ist und d < 0, so gilt fiir eine
Lisung u € CH® (ﬁ) des Randwertproblems

Lu=f 1inQQ,

u=¢ auf 0L,
die Abschditzung

||U||clwa(9) <c- {Hf”clf?ya(n) + ||<P||clwa(em)} .

Beweis. Es geniigt, den Induktionsschritt [ — [ + 1 zu zeigen. Sei wieder ohne
Einschrankung ¢ = 0 und seien Uy und (; wie im Beweis von Theorem 2.5 gew&hlt.
Ist Uy C Q, so definieren wir fiir 1 <7 <n

v = D;uy
und wenden auf vy und die entsprechende Differentialgleichung die Induktionsvor-
aussetzung an
lvellcra,) < e {||f||clflvu(sz) + HUHCHLO(Q)} .

Dabei haben wir die C»*-Norm von u durch die C***9-Norm abgeschiitzt.
Ist U, N OQ # ), so setzen wir fiir 1 <i<n-—1

Vi — Diuk-
Es gilt fiir eine geeignet definierte rechte Seite fr in R?} die Gleichheit Lvg = f3.
Da vi(y,0) = 0 gilt, erhalten wir nach Induktionsvoraussetzung (verstehe dies nach
Anwendung einer Aufbiegetransformation)

”UkHC’LQ(UkﬂQ) <c- {||f||cl—1va(9) + HUHCHLO(Q)} .
Fiir die Abschéitzung von D, u; benutzen wir die Differentialgleichung
L'Ll,k = fk in Ri
flir geeignetes fi und erhalten
annDnDnuk = fk - biDiuk —d- Uk
— Z aijDZ-Djuk.
i+j<2n

Diese Gleichung dividieren wir durch a™" und differenzieren sie nochmals nach z™.
Auf der linken Seite erhalten wir D,, D, D,u; und auf der rechten Seite erhalten

wir bis zu dritte Ableitungen von uyg, jedoch ohne eine dreimalige Ableitung nach
2™. Somit haben wir die rechte Seite in C'*~2% bereits beschriinkt und es folgt

||DnDnDnUk||Cl—2,a <c- {HfHCI,—La + H’U,Hcl+1,0}.
Wir erhalten also
[Dugllcre < c-{llfller-1a + lull o}
Das Theorem folgt. O
Theorem 2.10. Erfillt der lineare Operator L die Voraussetzungen von Theorem
2.9 nur lokal, so geniigt eine Lésung u € CH*(Q) der Gleichung Lu = f den
Abschdtzungen
[ullctaay < ¢ {||f||cl*2vw(sz”) + lullcoary }

ur alle S € ) und die Konstante hdngt nun noch zusdatzlich von un
fi lle Y € Q' € Q und die K h h lich Q" und "
ab.
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Beweis. Ubung, siche auch [4]. O

2.4. Stetigkeitsmethode. Hier betrachtet man eine Familie von Randwertproble-
men fiir einen Parameter ¢ € [0, 1]. Die Familie ist dabei so gewihlt, dass man das
Randwertproblem fiir ¢ = 0 bekanntermaflen eindeutig l6sen kann und dass man
fir t = 1 das Randwertproblem bekommt, das man eigentlich 16sen méchte. Dann
zeigt man, dass die Menge der Parameter ¢t € [0, 1], fiir die man das entsprechen-
de Randwertproblem eindeutig 16sen kann, offen und abgeschlossen ist. Da diese
Menge auch nichtleer ist, ist sie gleich dem gesamten Interval [0, 1] und man erhélt
insbesondere auch eine Losung fiir ¢t = 1.
Wir interessieren uns hier fiir das Randwertproblem

Lu=f in Q,

u=gq auf 0Q.
Sei L wie oben mit d(z) < 0, € C R" offen, beschréinkt und mit C?“-Rand. Sei
fegoe (Q) und g € C%* (Q)
Bemerkung 2.11. Wie man sich am Beispiel x +— |z|® iiberzeugt, approximieren
Glittungen eine C%*-Funktion im allgemeinen nicht in C%%. (Die Glittungen ap-
proximieren aber in C%# fiir 0 < 8 < a.) Daher werden wir nun f und g nur in C?
approximieren. Beachte aber, dass die C?*-Normen der approximierenden Funk-
tionen trotzdem (bis auf eine feste Konstante) gleichméfiig durch die C?“-Norm

der urspriinglichen Funktion beschréankt sind.
Betrachte dazu

|(f(z) — fe(@)) = (F(y) = f-(v))]
|z —y|*
< /( |f(x) = f)| +|f(z+2) + [y + 2))ne(2) dz
<[fleo.alz—yl= <[fleo.alz—yl=
<2-[fleoe - |z —y|*
Wir benétigen zunéchst
Theorem 2.12 (Kellogg). Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 0 € C™. Sei f €
0 (Q) und g € C% (ﬁ) Dann besitzt das Dirichletproblem

{Au—f in Q,

1
|z —yl®

u=g auf 0.
genau eine Losung u € C*® (ﬁ)

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus dem Maximumprinzip.
Zunéchst wollen wir f und g durch glatte Funktionen approximieren. Nach Fort-
setzung und Gléttung erhalten wir

C*(Q)> fu— f inC’(Q),
C* Q)39 —yg inC*(Q).
Die Probleme
{Auk = fk in Q,
Up = gk auf 09.

betrachtet man nun als Randwertprobleme fiir (nach Abziehen der Randwerte)
wy = uk — g € HL(Q). Sie besitzen glatte Losungen wy, bzw. uy (L?-Theorie).
Aufgrund von Theorem 2.5 gelten die Abschétzungen

ukllc2e @) <e(n,a, Q) - {Il fellcowa) + llgrllcze@) }
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<e(n, o, Q) - {IIfllcoe(e) + lgllcze@)} -
Nach Arzela-Ascoli konvergiert (ohne Einschrinkung) up — u in C? fiir ein u €
c2e ().
Insbesondere folgt also in  die Konvergenz Auy — Awu in C° (ﬁ), als kommu-
tatives Diagramm

Afk fr
Au I

Ebenso konvergieren die Randwerte. Die Funktion u ist damit die gesuchte Losung.
Sie erfiillt

|ul| 2.0 () < 1ikH_1>'}£f [ukllczeo@) < e(n,a,Q) - {||fllcoe@) + llgllczam)} -

Aufgrund der Eindeutigkeit des Grenzwertes konvergiert sogar die gesamte Folge.
O

Bemerkung 2.13. Anhand des Beweises von Theorem 2.5 iiberzeugt man sich
leicht, dass die Konstante in der Normabschétzung fiir eine Folge von C'*°-Gebieten,
die ein C?®-Gebiet in C? mit beschrinkter C?*-Norm approximieren, d.h. wenn
lokal die den Rand als Graphen darstellenden Funktionen in C? konvergieren,
gleichméflig gewéhlt werden kann.

Wir erhalten damit Kelloggs Theorem auch fiir C“-Gebiete: Wir setzen zu-
nichst g als C>-Funktion mit entsprechend kontrollierter Norm nach R” fort und
approximieren dann das Gebiet €2 durch glatte Gebiete ), auf die die obige Ver-
sion von Kelloggs Theorem anwendbar ist. Der Einfachheit halber wollen wir die
Gebiete Q stets so wihlen, dass 2 C Q gilt. Dies erreicht man beispielsweise,
indem man Abstandsniveauflichen zu 90 gliattet. Wir erhalten somit Losungen
Uy mit gleichmé#Bigen C% (m)—Abschétzungen. Somit sind auch die Funktionen
ug|q in O (ﬁ) gleichmafig beschrinkt. Eine Teilfolge davon (und wie man sich
leicht {iberlegt, sogar die gesamte Folge, da der Grenzwert eindeutig bestimmt ist)
konvergiert dann gegen die gewiinschte Losung.

Wir wollen das folgende Existenzresultat beweisen

Theorem 2.14. Sei Q C R"™ offen und beschrinkt, 0Q € C**. Sei L wie in den
Generalvoraussetzungen, Definition 2.4, mit

d<0 Q.

Dann gibt es zu jedem f € C%« (ﬁ) und jedem g € O (ﬁ) eine eindeutig be-
stimmte Lésung v € C*® (ﬁ) des Dirichletproblems

Lu=f inQQ,
U=y auf 0f.

Beweis. Indem wir u — g statt u betrachten und f entsprechend abéndern, diirfen
wir annehmen, dass g = 0 gilt.
Wir definieren fiir ¢ € [0, 1] Differentialoperatoren L; durch

Li=(1-t)A +tL.

Beachte, dass alle Operatoren L; die Generalvoraussetzungen 2.4 mit von ¢ un-
abhéingigen Konstanten A > 0 und K erfiillen. Weiterhin bleibt die Eigenschaft
“d(z) < 0 in Q" auch fiir L; erhalten. Fiir ¢ = 0 liefert Kelloggs Theorem die
Losung. Fiir ¢ = 1 behaupten wir, dass es eine Losung gibt.
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Wir kiirzen Banachriume wie folgt ab
By :=0C?%" (ﬁ) N {u o (ﬁ) tulpn = 0} ,
By :=C"* (Q).
B ist ein abgeschlossener Unterraum von C¢ (ﬁ) Als Norm koénnen wir daher

die C%*-Norm verwenden.
Der Operator

Lt : B1 — BQ
ist ein beschrénkter linearer Operator. Sei u; die Losung von
Ltut = f in Q,
ug =0 auf 0f).

Dann gilt
[utllc2e@) < e [[fllcoae)

mit einer von ¢ unabhéngigen Konstanten.
Diese a priori Schranke kénnen wir auch als

lulls, < c-[[Liulls,

fiir alle uw € By schreiben.
Das Theorem folgt, wenn wir zeigen kénnen, dass L surjektiv ist. Dies erhalten
wir aus dem folgenden Theorem. O

Theorem 2.15. Seien Lg, L1 : By — Bs beschrinkte lineare Operatoren zwischen
Banachrdumen By und By. Wir definieren
Li:=(1—t)Lo+tL, fir0<t<I.
Gibt es eine von t unabhdngige Konstante ¢ mit
ullB, < ¢llLiullB,
fiir alle w € By und ist Ly surjektiv, so ist auch Ly surjektiv.

Beweis. Beachte zunéchst, dass die beiden Definitionen fiir L; insbesondere fiir
t =0 und t = 1 {ibereinstimmen.

Nehme an, dass L, fiir ein 7 € [0, 1] surjektiv ist. Nach der Abschitzung fiir
die Normen ist L, auch injektiv. Somit ist L, ein bijektiver Operator mit ent-
sprechenden Normabschiitzungen. (Aufgrund der Neumannschen Reihe bilden die
invertierbaren (und damit auch die bijektiven) in beide Richtungen stetigen Opera-
toren eine offene Teilmenge von L(-, -). Wir wollen jedoch eine quantitative Variante
davon verwenden.) Die Inverse

L;12B2*>Bl

ist aufgrund der Bijektivitéit auch ein beschriinkter linearer Operator. Sei ¢ € [0, 1]
beliebig, f € Bs. Wir schreiben die Gleichung L;u = f als

Liu=f+ (L, —Lu=f+ (t—7)(Lou— Liu)
um und weiter als Fixpunktgleichung in der Form
u=L7 f+ (t—71)L7 (Lo — L1)u =: Au.

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz finden wir einen solchen Fixpunkt, falls es
ein ¢ < 1 gibt, so dass fiir alle u, v € By

[Au—Avllp, <q-flu—vls,
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gilt. Es gilt

[Au— Av||p, < ||L;1HL(B2’BI) “(ILollL(By, B2y + I LAl L(By,B2)) - It — 7] [lu — 0] B,

=g
Somit kénnen wir ¢ < 1 unabhingig von 7 erreichen, wenn nur |t — 7| klein genug
ist. In dieser Umgebung von 7 ist L,.u = f losbar, d.h. L, ist dort surjektiv und
damit auch bijektiv. Da die entsprechenden Umgebungen von 7 unabhéngig gew&hlt
werden konnen, haben wir nach endlich vielen Schritten von ¢ = 0 ausgehend auch
die Bijektivitit (und damit die Surjektivitit) von L; bewiesen. Das Theorem folgt.

O

Bemerkung 2.16. In unserem Spezialfall kann man auch die Menge aller ¢ € [0, 1]

betrachten, fiir die L; surjektiv (und damit bijektiv) ist. Aufgrund der Neumann-

schen Reihe (Verallgemeinerung der geometrischen Reihe auf Operatoren) ist diese

Menge offen. Die Schauderabschiitzungen liefern (mit Arzela-Ascoli) die Abgeschlos-

senheit. Nach Kellogg ist diese Menge nichtleer. Auch so folgt Theorem 2.14.
Fiithre die Details dazu als Ubung aus.

3. PARABOLISCHE KRYLOV-SAFONOV ABSCHATZUNGEN

Ich orientiere mich in diesem Kapitel iiber Krylov-Safonov Abschitzungen an [7,
Kapitel 7 und 14]. Hierin sind aber sehr viele Dinge zu korrigieren.

Fiir einige Resultate zeige ich, dass die Aussagen iiber Zylinder auch Entspre-
chungen fiir Quader haben. Dies sind einfache ad hoc Beweise oder einfache Ubungs-
aufgaben, die spiter helfen, den hiufigen Ubergang von Quadern zu Zylindern und
zuriick zu vermeiden. Man kann sie auch komplett vermeiden.

3.1. ABP-Abschitzung. Da wir a priori Abschétzungen beweisen wollen, diirfen
wir annehmen, dass alle auftretenden Funktionen glatt sind.

Ich benutze fiir die Alexandroff-Bakelman-Pucci Abschidtzung (ABP-Abschiitz-
ung) [7, Kapitel 7.1]. Elliptische Versionen zu diesem Thema finden sich in [4,
Kapitel 9.1] oder [1, Kapitel 3].

Definition 3.1. Der parabolische Differentialoperator L sei definiert durch

Lu := =1+ a”u;j + b'u; + du.
Setze D := det (a¥/) und D* := DY/ ("+1) Esgilt also a”/ > 0 im Sinne von Matrizen.
Wir wollen auch annehmen, dass a”/ symmetrisch ist, a¥ = a7*.

Sei © C R™ offen und sei 0 < T' < co. Der parabolische Rand von € x (0,7) ist
definiert als

P(Qx (0,7)) := (2 x {0}) U (99 x [0,T7]).
Fiir eine gegebene Funktion u :  x (0,7) — R ist die Menge der oberen

Kontaktpunkte, E(u), definiert als die Menge aller Punkte (x,t) € Q x (0,T] =
(Q x [0,T]) \ P(Q2 x (0,T)), fiir die es ein & € R™ gibt, so dass

u(x, t) + <§7 Y- LL'> > ’Lt(y, S)
fiir alle (y,s) € Q x (0,t] gilt. Es gibt also eine graphu dort beriihrende, zeitun-
abhéngige Hyperebene, unter der graph v zu allen fritheren Zeiten liegt.
Gelte nun 2 C Bpg. Definiere E™ (u) als die Teilmenge von E(u), in der zusétzlich
noch v > 0 und

(3.1) Rl¢| < u(z,t) — (€, ) < Lsupu™
gelten, wobei u™ := max{u,0}.

Fiir eine beliebige Teilmenge D C R™ x R definieren wir den parabolischen Rand
PD als die Menge aller Punkte (z,t) in 0D, fiir die B,.(x) x (t —?,t) fiir beliebiges
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(insbesondere kleines) r > 0 nicht in D enthalten ist. Die Kontaktmenge wird in
diesem Fall analog zu oben definiert.

Der Beweis der Alexandroff-Bakelman-Pucci Abschétzung setzt sich aus mehre-
ren Lemmata zusammen. Vergleiche das néchste Lemma mit [7, Lemma 7.2].

Lemma 3.2. Sei Q C Br(0) C R” offen, 0 < T < oco. Sei u glatt, d.h. u €
C*> (2% [0,T]), und gelte u < 0 auf dem parabolischen Rand P(Q x (0,T)). Dann
folgt

1
n+1

sup u < c(n) - R+t / | det D?ul
Qx(0,T)
E+(u)

Bemerkung 3.3. Dieses Lemma bleibt auch giiltig, wenn man Q x (0,7") durch
eine offene Teilmenge hiervon ersetzt.
Beweis von Lemma 3.2. Definiere ® : Q x (0,T) — R"*! durch

®(z,t) == (Du(x, t), u(z,t) — eFug(z,1)T.

Wir berechnen det (D@, %CD). Hierzu addieren wir das z7-fache der j-ten Zeilen
zur letzten Zeile

det <Di<I>j, ai@) — det ((_(;,;‘Zk) u_(“;,zuk> — det ((E‘Oiﬂ)’) (Zj)) .

Die Transformationsformel fiir Integrale lautet fiir einen Diffeomorphismus ¢, y =
p(x),

[ fe@ldepelas= [ f)dy
Q »(Q)
Da & nicht injektiv zu sein braucht, folgt hier nur

(3.2) /]udetDQu]2 / 1=|®(ET(u)|.
E+(u) Q(ET(u))

(Es handelt sich hier um Integration beziiglich des Lebesguemafles, der ,paraboli-
sche Abstand“ wird nicht benutzt. Genauer ist diese Ungleichung eine Folgerung
der Koflichenformel, siehe [2, Theorem 3.2.3]. In einer nachfolgenden Bemerkung
werden wir die Ungleichung noch mit Hilfe des Sardschen Satzes herleiten.)

Sei nun M := supwu. Nehme an, dass M > 0 gilt und dass u(zo,tp) = M ist.
Definiere den abgeschnittenen Kegel 3 als die Menge aller (£, h) € R™™1, so dass

(3.3) RI§| <h < M/2
ist. Definiere weiterhin fiir ein festes Tupel (€, h) € ¥ die Funktion

Py, s) = (& y) + h.

Nach Definition der Menge ¥ gilt in Q x [0, 7] die Ungleichung p > 0. Somit gilt
insbesondere p > 0 > u auf dem parabolischen Rand P(Q2 x (0,T")). Die Definition
von X liefert weiterhin, dass

p(on,to) <M = u(xo,to)

gilt. Somit finden wir einen Punkt (yi,s1) € © x [0,t0], so dass dort u und p
iibereinstimmen, p(yi1,s1) = u(y1,s1), und dass fiir alle fritheren Zeiten p iiber u
liegt, p(y,s) > u(y, s) fiir alle s < s; und fiir alle y € Q.

Der Punkt (y1,s1) liegt nicht auf dem parabolischen Rand P(Q2 x (0,T)) liegt,
da dort p > 0 > u gilt.
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Sei also (y, s) € Q x (0, s1]. Dann gilt

u(y,s) <ply,s) =& y) +h =&y —y1) +pWy,s1) =&y —vy1) +ulys, s1)

nach Wahl von (yi,s1) und der Definition von p. Es folgt (y1,s1) € E(u). Da u
und p im Punkt (yi,s1) iibereinstimmen, gilt u(yq,s1) > 0. SchlieBllich folgt die
Bedingung (3.1) nach Definition von ¥ und p,

RI¢| < h=p(y1,81) — (& 91) = ulys,s1) — 1) =h < %M7

und somit gilt (y1,s1) € ET(u).

Da u und p in (y1,s1) iibereinstimmen und da p(y, s) > u(y, s) fir alle s < s;
gilt, folgt Du(yi,s1) = €.

Wir benutzen nochmals, dass u und p in (y1,s1) {ibereinstimmen und erhalten

®(y1,51) = (&, p(y1,51) — (¥1,€)) = (£, h).
Da wir fiir festes (§,h) € 3 einen Punkt (y1,s1) € ET(u) gefunden haben mit
D(y1,51) = (&, h), folgt ¥ C @ (E+(u)). Nun ist ¥ ein Kegel der Hohe M /2 mit
einer n-dimensionalen Kugel vom Radius M/(2R) als Grundfliche. Wir erhalten
also die Abschitzung

n Mn+1
|® (ET(u)| > 2] = c(n) i
mit einer Konstanten ¢(n) > 0 und zusammen mit (3.2) ergibt sich die Behauptung.

O

Bemerkung 3.4. Benutzt man im obigen Beweis die Integraltransformationsfor-
mel mit einer Funktion g : R™ — R, so ergibt sich

R R PO E O}

Et(u) (§h) €@ (ET (u)) (§;h)ex

Bemerkung 3.5. Beweis von (3.2) mit Hilfe des Sardschen Satzes: Aufgrund
des Sardschen Satzes gibt es A C ®(E*(u)) mit |[®(ET(u)) \ A] = 0, so dass
det(D®(y)) # 0 fiir alle y € ®~1(A) N ET(u) gilt. Wir zerlegen ®~1(A) N E*(u) in
hochstens abzéhlbar viele disjunkte messbare Mengen B;, die man induktiv wéhlen
kann (indem man die kompakte Menge mit |det(D®)| > & durch endlich viele
Mengen iiberdeckt auf denen D® mindestens auf einem Ball vom Radius § ein Dif-
feomorphismus mit |D®(z,t) — D®(y,s)| > 6 - |(z,t) — (y, s)| ist, dann zunéchst
0 \, 0 und spater £ \, 0 1a8t, die Mengen induktiv verkleinert um die Disjunktheit
zu erhalten und am Ende jeweils mit ®~1(A) N ET(u) schneidet), so dass

fiir alle ¢ Diffeomorphismen sind. Dann gilt aufgrund der Integraltransformations-

formel
/\udetD2u|: / 1=|®(B)|

B; P(B;)
fiir alle ¢. Aufsummieren liefert, da die Mengen ®(B;) nicht notwendigerweise paar-
weise disjunkt sind

/ ‘ﬂdetDQU‘ > / ‘udetDzu‘ = Z/’udetD2u’
i B,

E+(u) S-1(A)NE+ (u)
=Y [®(Bi)| > @(UBJ‘

U@(Bn
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=|® (@A) NET(u)]| =4 =@ (ET(v)],

wobei wir bei der vorletzten Gleichheit A C ® (E™(u)) verwendet haben. Es gilt
némlich ganz allgemein: Aus A C f(B) folgt f (f~'(A) N B) = A (einfache Ubung).

Diese Uberlegungen funktionieren auch mit einer zusitzlichen nichtnegativen
Funktion ¢g wie in Bemerkung 3.4.

Im folgenden wollen wir ¢(n) oder ¢ fiir positive Konstanten schreiben, die ihren
Wert noch von Zeile zu Zeile &ndern diirfen.

Wir wollen nun g geeignet wihlen und mit Hilfe von Bemerkung 3.4 das folgende
Theorem beweisen. Vergleiche dies mit [7, Theorem 7.1]. Auch hier gilt die Aussage
ebenso fiir beliebige offene Teilmengen von B x (0,T).

Theorem 3.6. Sei Q) C Br(0) C R™ offen, 0 < T < co. Gelte
Lu>f inQx(0,T)

und erfille der konstante Koeffizient d im Differentialoperator L die Ungleichung
d <k fir ein k > 0. Dann gilt

sup u < eFT sup  ut +¢(n) f—* . BO”% ,
Qx(0,T) P(Qx(0,T)) D Ln+1(Q2x(0,T))
wobei
b n+1
e[ o
Drllpni@x.m)
18t.

Beachte fiir den Anwendung dieses Theorems Bemerkung 3.7 und verfolge im
nun folgenden Beweis, dass diese Bemerkung gilt.

Beweis. Definiere

w(z,t) = e *u(z,t) — sup e P ut(y, ).
(y,s)€P(2x(0,T))

Es gilt
—b 4 aPw;; =e M (=i + a%uy) + ke Fty
=k (Lu — blu; — du) + ke My
>e M (f - bu;) + e Mk —d)u

in B+ (w), da dort 0 < e7® < 1 und (k — d)u > 0 gelten, wobei f = f* — f~.
Weiterhin gilt nach Definition von w die Ungleichung w < 0 auf P(2 x (0,T)). Sei
1> 0 eine noch zu fixierende Konstante. Definiere

9(p) = (\p
Aufgrund der Holderschen Ungleichung gilt

n+1

ntl ntl
n +,LL n )

W — awi; < f + [b]| Dl
1 _n_
< () o) T (0 (D)

_ () )
g(Dw)w

(3.4)
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in E* (w). Nach Definition von E*(w) gilt insbesondere w(z,t) > w(x, s) fiir (z,t) €
E*(w) und s < t. Damit folgt, dass @ > 0 in E+(w) gilt. Die Definiton von ET(w)
liefert weiterhin fiir (x,¢) € E*(w) und einen Einheitsvektor e ein ¢ mit

w(z,t) + (§,me) = w(z + ne, t)
und
U)(l’,t) - <§77’6> > w(z - ne7t)a
falls |n| so klein ist, dass w an den entsprechenden Stellen definiert ist. Addieren
dieser beiden Gleichungen liefert fiir n # 0
w(z + ne, t) + w(x — ne, t) — 2w(z,t)
2
n
Im Limes 1 — 0 erhalten wir w;;je’e’ < 0. Somit ist —D?w positiv semidefinit. Fiir

positiv semidefinite (symmetrische) (n + 1) X (n + 1)-Matrizen A und B gilt die
geometrisch-arithmetische Ungleichung fiir Matrizen
1 tr AB

(det AB)»+1 < .
n+1

<0.

Wir erhalten also wegen w > 0

W — a¥wg; = tr { <((1)) (519]))) <(1é)) (—(B))ij)) }

> (n+1) (det aij)"%l |4 det D2w|"+r1

1
=(n+1)D* | det D*w| ™ .

Kombiniert mit Bemerkung 3.4 und (3.4) erhalten wir hieraus

9(¢) < / |g(Dw)w det D*w|
(&,h)eT E+t(w)

W — a¥w;; e
(3.5) < / lg(Dw)| (W)
E+(w)
Mf(n+1)(f7)n+1+‘b|n+1
[ e —

<
Bt (w)

wobei ¥ wie in (3.3) definiert ist. Es gilt
n+41

nt1l -n n n _ntl
g(p) = (Il + ") " = efn) (" + )

und wir erhalten nach Definition von ¥ (falls M = supw™t > 0; der Fall M < 0
wird weiter unten betrachtet) und g in Polarkoordinaten

M/2h/R .
[o©zew [ [ ——aran
J ) ; (’I“" + Nn) n

M2 )

h/R
=c(n) / ( (r" +,u")_1/" . > dh
0
M/2
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M/2

1 A" —i/m
> —— (= " dh
= eln) / I <<R> +M>

nR
M2
1 1
e(n) / ——27/n_dp

I 1

nR
2c(n)M/2—,uR

i

M
=0 (5 #).
falls M > 2uR. Zusammen mit (3.5) ergibt sich
u—(n—i—l)(f—)n—&-l + |b|n+1

M <2uR + c(n)p /

D*n+1
+(w
(3.6) Bt (w) B )
1 f, n b n—+
<2uR+c(n)— |l +e(n)p || =z .
w1 D [ a1 (ax 0,1) Dl pns1ax(o.1))

Falls H I~

= 0 gilt, erhalten wir mit p N\, 0, dass M < 0. Sonst
L»+1(Qx(0,T))
fixieren wir

1
n+1 T ntl

+ R
Ln+1(Qx(0,T))

>
Lt (Qx(0,T)) 2

L»+1(Qx(0,T7))

p= L
D*

_ ||
= | &

und erhalten in beiden Fillen nach Definition von By

we L |
D || prt1ax0,1))
1 _n_ ntl 1
. <2RB0 " te(n) Byt +e(n) || =5 - By ”“)
D* || prr1(ax(0,1))
<ec(n) ’f* BT
D* || prt1(ax(0,1))

Umordnen der Terme ergibt

u(z,t) < et sup e Fut 4 ¢(n)
PQX(0,T))

B
Lr+1(Qx(0,T))

e
Lr+1(Qx(0,T))

und das Theorem folgt. O

-
D*

<kt su ut +e(n
< (7:( p (n) || s

Qx(0,T))

>

Bemerkung 3.7. Wir werden im folgenden Theorem 3.8 dieses Theorem benut-
zen. Wie man an Gleichung (3.6) abliest, geniigt es dabei, die entsprechenden
L™ (E*(w))-Normen statt der L"T1(Q x (0, T))-Normen zu benutzen. Gilt d < 0
in Qx (0,7) und v < 0 auf P(Q2 x (0,7)), so ist v = w und wir kénnen auch die
L™ (E*(u))-Normen verwenden.
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3.2. Ein lokales Maximumprinzip. Nehme an, dass L gleichméflig parabolisch
ist, d. h. dass

A < at < NGV

fiir Konstanten 0 < A < A < oo gilt. Definiere den parabolischen Zylinder Q(R)
durch

Q(R) :Q((l‘,t),R)
= {(y,s) e R"” xR:maX{|x—y|,|s—t|l/2} <R,s<t}
= Bgr(z) x (t — R*1).

Im folgenden Theorem sind die parabolischen Zylinder alle beziiglich eines gemein-
samen festen Punktes definiert. Wir wollen annehmen, dass dies der Ursprung ist.

Vergleiche das nachfolgende Resultat mit [7, Theorem 7.21]. Beachte, dass das
hier auftretende Integral durch den Faktor R~("*2) gemittelt ist. Es gilt das fol-
gende lokale Maximumprinzip

Theorem 3.8. Gelte Lu > f in Q(R). Seien p > 0, p € (0,1). Dann gibt es
c=c(n,p,p, A\, A,sup (R|b| + R2d+)) ,

so dass

1/p

sup we| | RO [ @) |4 RS
Q(pR)
Q(R)

gilt.

Bemerkung 3.9.

(i) Wir fordern nicht p > 1.
(ii) Mit Bemerkung 3.7 sehen wir durch Inspektion des folgenden Beweises, dass
es hier geniigt, iiber ET(u) statt {iber Q(R) zu integrieren.
(iii) Der Beweis von Theorem 3.29 ergibt sich aus dem Beweis von Theorem 3.8,
da die Randwerte dort © < 0 erfiillen. Dies beim Lesen des Beweises von
Theorem 3.8 zu beriicksichtigen ist daher fiir spater hilfreich.

Bemerkung 3.10. Ein analoges Resultat gilt auch, wenn wir Q(R) bzw. Q(pR)
iiberall durch

K((z,t),R) := {(y,se]R" x R: max’aci—yi’ < Rundt— R? <s<t}
= {(y,s) eR" x R: max{max|xifyi’,|sft|1/2} < Rund s <t}

bzw. K(pR) ersetzen. Dieses Resultat nennen wir die Quadervariante von Theorem
3.8. Wiederum werden wir alle Quader beziiglich eines gemeinsamen Punktes, der
ohne Einschrinkung der Ursprung ist, mit K(R) = K((0,0), R) ohne explizite
Angabe eines Referenzpunktes bezeichnen.

Beweis. Ubung. ]

Beweis von Theorem 3.8. Definiere

()0 8)
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Beachte, dass ¢ > 0 in Q(R) mit Gleichheit auf P(Q(R)) gilt. Weiterhin gilt dort
¢ < 1. Fiir ein noch zu fixierendes ¢ > 2, namlich fiir

P

q:M falls p <n+1,
q=2 falls p > n+1,

definieren wir 7 := (9. Definiere weiterhin den Differentialoperator P durch
Pv = —0+ av;;
und v := nu. Es gilt
Pv = —fju —ni+ a (niju + 2uim; + nuij)

=nPu + uPn+ 2a"u;n,

=7 (Lu — blu; — du) + uPn+ 2aijumj

>nf —n (b'u; + du) +uPn+ 2a7w;n;.
Fiir die weiteren Abschitzungen fiir Pv bendtigen wir einige vorbereitende Rech-
nungen. Differenzieren liefert Dv = uDn + nDu, also

| Do

D
1Duf < 24 4 121
n n

Fiir (z,t) € E*(v) existiert £ = Dv mit R|¢| < v(z,t) + |€]|z] und somit folgt
v

Do = ] < —2—.

[Dv] = €] < 7= 2]

In E*(v) gilt |u| = u und somit schlieflen wir dort

Du| < 281, Dl
n n
cv o eans | (Ut )
~ (R~ |z|) 7
v 2x t
n<<R—C|x” 7 (”R2>)
v R—|z|)(R+ |z 2x t
(el (v m)
<v<2R+q2>
= \R2 "R
_ 2v(1+gq)
R

Es gilt

: a1 |z n1 jz?
n:qu 1]%2(1_R2>:q<.2 1_ﬁ 5

— 2x; t
i =q¢t! <_R2) <1+Rz)’

_odxx; t\? 12045 t
i =q(q — 1)¢* 274] <1+Rz> - q¢* 1]7; <1+R2>

2
n 4£L’i$j t 77251] t
—qlg—1)— 14+ — ) —¢= 1+— ).
q(q )Cg R4 < + R2> qc R2 + R2
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Da in E™(v) auch u > 0 gilt, folgt dort
2
un |z|? 1 . t
uPn = R <—q§ (1 - RZ) +4q(q — 1)ﬁa T3 (1 + R2>

. t
—2q§a”(5¢j (1 + R2>)

(—q —2gqnA),

v
C2R2
wobei wir den mittleren Term weglassen durften. Das ¢2 im Nenner diirfte man
sogar durch ein ¢ ersetzen. Dies kann man aber in der néchsten Rechnung nicht
mehr ausnutzen. Als Abschétzung fiir Pv ergibt sich also in E*(v) aufgrund der
obigen Rechnungen

Po > — |f| = nlbl| Du| — dv + =5 (—¢ — 2qnA) — 2A|Dul| Dy

>

CQRQ
20(1 +q) v
> _|f|—qlp| 22Ty —g— 2qnA
> = |l =l — dv+ s (—a = 200)
20(14q) 12|z t
Y b Sl VAP g W b B O RN
<k e \ITR

> —|f] (2(1 + q)¢[b|R + dC2R? + q + 2qnA + 8¢(1 + q)A)

v
- <2R2
da & =1 gilt,

> —|fl - ﬁc (q, sup |b|R + d+R2,n,A) )

Wir wenden nun Theorem 3.6 auf Pv an. Beachte, dass v = 0 auf P(Q(R)) und
dass (D*)~! abgeschiitzt ist. Es folgt

L’”‘*l(Q(R)))

(ut)2/ () =2/

+
n n v
sup v <c- | R || f|l;nan +Rn+1_2H
Sup ( [l s ey e

L"+1<Q<R>>>
1/(n+1)

_n_ _nt2
=c <Rn+l ||f||L"+1(Q(R)) + R n+f1L

n n (n+1)
<c| Rn+1 Hf||Ln+1(Q(R)) + (supv)lfz/qR—nﬁ / (u*)Q 41
Q(R)
nach Definition von v und da supwv > 0.

Betrachte nun zunéchst den Fall p < n 4+ 1 und wihle ¢ = % > 2. Wir
benutzen die Youngsche Ungleichung mit

p n+l-—p
n+1 n+1

und € > 0
1/(n+1)
(supv)' w1 [ R / ()P
Q(R)

1/p

<esupv+c(e,p,q) [ R7OH) / (u™)?
Q(R)
Q(R)
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Ist € > 0 klein genug, folgt die Behauptung, da
sup u < csup v
Q(pR) Q(R)
wegen 1 > n > c¢(p) > 0 auf Q(pR).
Sei schlieflich p > n 4+ 1. Wihle ¢ = 2. Damit gilt (supv)'~2/¢ = 1. Aufgrund
der Holderschen Ungleichung mit

n+1 —(n+1
L ( )

=1
p p
und |Q(R)| = ¢(n) - R"*2 gilt
1/(n+1)
R—(n+2) / (u+)n+1
Q(R)
1/p (=) wie
<R W / (ut)? / 1
Q(R) Q(R)
1/p

Das Theorem folgt. O

Bemerkung 3.11. Wir wollen am Beispiel von Theorem 3.8 zeigen, wie man solch
ein Resultat durch Skalieren aus dem entsprechenden Resultat fiir R = 1 bekommen
kann. Dieses Vorgehen funktioniert auch sonst und liefert neben einem Beweis fiir
alle Radien R > 0 auch eine Methode, das richtige Skalierungsverhalten in den
Abschétzungen zu finden.

Beweis. Ubung. (]

3.3. Schwache Harnackungleichung. Der Beweis der schwachen Harnackunglei-
chung besteht aus mehreren Teilen. Vergleiche das folgende Lemma mit [7, Lemma
7.23]. Es zeigt, dass u in einem kleinen Zylinder grof} ist, wenn es in einem groferen
Zylinder keine Menge von groflem Mafl gibt, in der u klein ist.

Lemma 3.12. Sei u > 0 in Q(r) und gelte dort Lu < f. Definiere

k=7 || fll Lo @)
und
ui=u+k.
Dann gibt es ¢ = ((n, A\, A) > 0, so dass
{(z,t) € Qr) : u(z, t) < h}| < ¢[Q(r)]|
oder die dazu dquivalente Bedingung
{(z,t) € Q(r) : ulz,t) = h}| > (1 - O)|Q(r)]
fiir festes h > k impliziert, dass

inf w>ce(n,A)-h
Q(r/2)
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gilt, falls
0 <7 <ro(A A, [[bllze, [|d] )
ist. Im Falle b =0 und d = 0 gilt diese Aussage fiir beliebige Radien r > 0.

Bemerkung 3.13. Die Quadervariante von Lemma 3.12 gilt ebenfalls.

Beweis. Ubung. (]

Beweis von Lemma 3.12. Definiere

2
- —t
v::h<1_lwl‘g|>_u
r

Q" ={(z,1) € Q(r) :w < h}.
Es folgt (wobei (z — x¢); keine Ableitung bezeichnet)

und

—_ h Y
U—ﬁ u,
v = —272(33—330)1‘—%,
vij = = 2304 — uij,
h | . N P
Lo = — Lu— = (14206, + 20 (x — wo);) + dh (1 - w> — dk
r r

v

h
— f = (U +2nA + 2fbl|x — wol) - |d]h — [d]k,

da 0 < |z —a0? —t <2r%in Q(r). In Q(r) gilt |t| < r? und auf P(Q(r)) gilt
v<—-u=-u—k<0,

da dort —t = r2 oder (|x — 29| = r und —t > 0) gelten. Nach Definition von Q*
und wegen
|I’ — $0|2 —t

5 <1 inQ(r)
r
gilt somit auch v < 0 auf P(Q*). Nach Theorem 3.6 folgt daher

1—

spv S e(n,A) - P (B gy 1)

Q* L71+1(Q )
<Hf|
+ |||d|(h + k)||Ln+1(Q*)) .

Nimm nun an, dass 9 > 0 so klein ist, dass
ld* || Lo - r? < [l d* || zee - 7
gleichmilig (z. B. durch 1) beschriinkt ist. Nun gilt

1D ey < IBIZE - 1Q(r)

h
(1 + 2nA + 2|b||z — x0))

L@ F
L (@)

<e(n) - [l zE" -t

(n) - [Ibll " - vt

Somit gilt

n

(Bl + 7)™ < elm A,
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falls » < rg fiir ein geeignetes kleines rq gilt oder b = 0 ist. Schreibe || f]|pn+1
||f| LnH1(Q(r))- Es folgt

supv < c(n, N || | posr + e(ny A, A)hr 757 72|14 [b]7|| o1 (e
Q*

+ c(n,)\)hr%“||dHLn+1(Q*)
< e(n, N[ fll g + e(n, A, AV 75 [Q[F (14 7[b]| 1~
+ c(n, \hr T | d| o |Q(r)
< e(ny Nk + c(n, A, A)hr o0 it G (14 7|[b| oo ) + e(n, ) h||d]| oo
< c(ny Nk + c(n, A\, A)hCTT (14 7||bl| oo ) + c(ny A)h|d]| oo - 7
< e(n, Nk + c(n, A\, A)h¢TT + L,

1
n+1

falls r < ry oder alternativ b = 0 und d = 0 gelten. Fixiere nun ¢ > 0, so dass
c(n, A, A) T < L

ist. In Q(r/2) gilt 0 < |z —xo|? < (5)2 und 0 < —t < (%)2 Somit erhalten wir dort
2

Wir erhalten dort

u > 1h—c(n, M\k.
Sei ohne Einschrinkung h > 0. Die Behauptung folgt damit, wenn k/h klein genug
ist. Sonst ist aber die Ungleichung

inf w>k>c(n,A\)-h
Q(r/2)

bei geeigneter Wahl von ¢(n, A) trivialerweise erfiillt.
Somit folgt das Lemma fiir alle h > k. O

3.4. Nicht-Abfallen. Vergleiche das folgende Lemma mit [7, Lemma 7.24]. Es
besagt, dass eine untere Schranke auf einem Ball zu einer festen Zeit spiiter eine
untere Schranke auf einem dazu konzentrischen Ball impliziert. Am Beweis erkennt
man, dass die Funktion u nur auf B, x (—r%, (=1 + «a)r?) definiert zu sein braucht.

Im Falle f = 0 kann man solch ein Resultat mit dem iiblichen Maximumprinzip
zeigen, siehe [8].

Lemma 3.14. Gelte u > 0 und Lu < f in Q(R), wobei
Lou = =t + au;; + by,

ist. Seien 0 < g9 < 1,0 < ag < a1 < 1 und r < R. Dann gibt es fir jedes
0 < & < &g positive Konstanten 1 > 6(n,\) > 0 und k(n, \, A, ag, a1,20) > 1 mit
der folgenden FEigenschaft: Gilt

u> A auf {(z,t): |z| <er, t =—1%}
fiir eine positive Konstante A, wobei wiederum
T=u—+k=u+rot|f|

ist, so folgt
u>0e"A  auf {(z,t): 2| <%, t=(-1+a)r?}
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fiir beliebiges ag < a < aq, falls

r < 71o (TL, A, A» Qp, O, ”b”LOC €y 50)
ist. Istb = 0, so gilt die Aussage fiir alle Radienr < R. Genauer ist die Abhdngigkeit
von b wie folgt: Es geniigt, dass ||b||p - (7’ + rm) klein ist.

Bemerkung 3.15. Am Beweis von Lemma 3.14, genauer an Gleichung 3.7 und
deren spéiterer Anwendung, erkennt man, dass auch
T >6(n,\E)e"A auf {(x,t): |x| < (1 = &), t = (=14 a)r®}

folgt.
Alternativ folgt dies auch aus dem Lemma ohne weitere Inspektion des Beweises
mit einem Zylinderkettenargument mit

> 6(n, N DA auf {(2,1): |z| < (1—8&)r, t = (=1 + a)r?}
d. h. hier hiangt x zusétzlich noch von € ab.

Auch hier gilt wieder eine Quadervariante.

Bemerkung 3.16. Lemma 3.14 gilt auch in der Quadervariante, wobei auch hier
zeitliche und rédumliche Ausdehnung unabhéingig voneinander sein diirfen.

Beweis. Ubung. ]

Im nachfolgenden Beweis werden wir dieses elementare Lemma (fiir Teilmengen
von R™1) benutzen.

Lemma 3.17. Sei u: R™ — R glatt. Dann ist uﬁ = max{u,0}? € CF, falls 3 >
ke N gilt.

Beweis. Wir zeigen, dass uf_ in Punkten mit u(z) = 0 mindestens k-mal differen-

zierbar ist. Sei xg mit u(zg) = 0, ohne Einschrinkung gelte zo = 0. Da u glatt ist,
gibt es ¢ mit |u(z)| = |u(z) — u(0)| < ¢- |z — 0] fiir alle x nahe 0. Es folgt
us ()] < Ju(@)]” < |2 = o (") .

Somit ist w in 0 mindestens k-mal differenzierbar mit ui(O) =0, Du'i(O) = 0,

...und Dkuﬁ(O) = 0. Die Stetigkeit von ui und ihrer bis zu k-ten Ableitungen ist
leicht zu sehen. O

Beweis von Lemma 3.1/4. Fixiere o mit ag < o < a7 und definiere
1—¢€2) (t+1r2
(=) art)

Yo =
@
und
Yy = (1/J0 - |x|2)+.
Betrachte fiir noch zu fixierende ¢ > 2 die Funktion
b =iy .

Wir wollen die Funktion 1 nur fiir —r? < t < 0 betrachten. Dort gilt g > £2r2.
Somit ist dort ¥ wohldefiniert. Der Exponent ,,> 2“ von 1, dient lediglich dazu,
Y € C%! zu sichern.

Dort, wo 1y < |z|? ist, gilt Loy = 0. Auf der Menge mit 1y > |z|? erhalten wir

¥ = (3vdue " — quiug ™) o

R 2 7/"(13 1—¢?
¢oq<3¢1qw0> o

i = — 6y, T,
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i = — 60Ty 8i; + 2419y “wi
und somit fiir
Lw = —w+ aijwij

die Differentialungleichung

L. . 1— 2 3 1— 2
Cp =95 (24w1awixj R R G S wf)
« o «

Yo "ot |z]? L 2\ Y1 N

Wir wollen nachweisen, dass £ > 0 gilt. Dazu betrachten wir zunéchst den Fall,
2
dass 0 < ‘fZ—L < % ist. Dann folgt

2
1> Y1 _ Yo 2P > 1
Yo Yo 2
und wir erhalten die gewiinschte Ungleichung, indem wir ¢ = g(A, a1,n,ep) grofl
genug wéahlen

Ly > % <O—C(al,n,A) + (1 —52) iq) .

Im Falle ﬁ—‘: > L erhalten wir

2
Yo 1 W 2y Y1
—— | 24 = — A)— 1-— —=q -
= a0 c(ag,n, )1/}04-( &%) gq
Wihlen wir nun ¢ = g(\, A, ap, @1,m,€0) grol genug, so ergibt sich in diesem Falle
die Ungleichung £ > 0 aufgrund der Cauchyschen Ungleichung.

Somit erhalten wir in {1o > |z|?}

Ly >

Lot > b,
= — 63y b
> — 605 |l ||
> — 6Jb][] (er)*~2,

da 1y > £2r? und ohne Einschriinkung 2 — ¢ < 0 gelten.
Wir betrachten nun die Funktion 1 zu verschiedenen Zeitpunkten. Sei zunéchst

t = —r%. Dann gilt ¥y = £2r? und wir erhalten fiir |z| < er
Y (z,—r?) = (%r®* — |30\2)3 (527“2)7(1
< (57“)672‘1.

Fiir |z| > er ist ¢ (z,—r?) = 0.
Sei nun ¢ = (—1 4 a)r?. Dann ist ¢o = r? und wir erhalten fiir || < %
i (x, (_1 + oz)rz) _ (7“2 _ |$|2)3r_2q

> ()

(3.7)

Definiere nun die Testfunktion
v =1 — Aer)?7 %%

und den Zylinder
Q = B,(0) x (=%, (-1 + a)r?).
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Wir wollen Theorem 3.6 auf v anwenden. Betrachte zunéchst v auf dem paraboli-
schen Rand. Fiir |z| = r und t < (=1 + «a)r? gilt

1—¢e?)ar?
Py < 7( ) + e2r? = T2
«
¢1 :07
P =0.
Fiir t = —r? gilt
¢0 = €2T2,

b < (52r2 _ ‘$|2) (527"2)
< (er)20t5  fiir |z| < er,
u>A fur|z| <er (nach Voraussetzung),
=0 fir|z| > er
u > u > 0 gilt iiberall. Somit folgt v > 0 auf ganz PQ. Es gilt
Lov < f + 6A(er)?5|b| || (er)* 22
< f + 6A|b]| < (e7) 72|z
Mit Hilfe von Theorem 3.6 erhalten wir somit

infv > —c(n,A) - (I£ll1(@) + 6AlIBlIL= (er)~? ||

Lri(@) -

n 7111
(etm Vbl g +7)

Wir schétzen wie folgt ab
(clm MBI g +7) ™ < (el ) - [bI3EL - r7ar? +1) ™7 < 2,

falls r < ro(c(n, A), ||b||Ls, 1) ist und die Abschitzung gilt fiir alle Radien r < R,
falls b = 0 gilt.
Wir verwenden Polarkoordinaten und erhalten
6AIb| o= () 2 el o o)

_1_
T n+1

< 6A||p| 1~ (er)2 | are(n) / 1y
0

1
<6A|b|| e 2r 2a  e(n)r

=6Ac(n)e” al‘“HbHLwrnH
<c(n)Ae?,

falls r < 7o(||b]| e, @1,n). Auch hier gilt die Ungleichung wieder fir alle Radien
0 < r < R, falls b = 0 ist. In diesem Fall geniigt dann sogar c¢(n) = 0. Man
tiberpriift direkt, dass in diesem Falle auch die weiteren Einschrinkungen an r
iiberfliissig werden (Der zweite Term in der Klammer mit A in der iiberniichsten
Ungleichung ,u > ...“ wird iiberfliissig.).
Somit folgt
v > —c(n, Nk — e(n, \)Ae~2r7+ 1 in Q.
Wir spezialisieren nun auf |z| < 4 und ¢ = —(1 — «)r? und erhalten dort

=v+ A(er)? 5
>A ((sr)Zq*Gw —c(n, e~ rn+1) —c(n, Nk
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Y

A((3)7 0 —c(n N7 ) —e(m Ak (mit (3.7))
$A%170 — c(n, )k,

falls » < ro(g,n, A, q). Setze nun k = 2¢ — 6. Da u > 0 ist, folgt durch Addition von
¢(n, A)u die Ungleichung

v

- 1 K
(c(n,A\) +1)-u> 35Ae".
Somit folgt das Lemma mit
1 1

d=z —.
3 1+c(n,A)

O

3.5. Calderén-Zygmund Zerlegung. Fiir den Beweis von Lemma 3.20 benéti-
gen wir eine parabolische Version der Calderén-Zygmund Zerlegung. Wir folgen
direkt der Darstellung in [7, Kapitel 7.2].

Seien (zg,tg) € R™ x R, R, T > 0. Definiere den Quader

Koy = {(m,t) € R" x R: max |2’ — 2| < R, to—T<t<t0}

= H (1‘6 — R,IZ') +R) X (to —T,to).
1=1

Bei einem Quader dieser Form nennen wir (xg,ty) den Referenzpunkt oder Deckel-
mittelpunkt.

Sei f € L'(Kj) eine nichtnegative Funktion. Fiir uns wiirde es geniigen, hier
charakteristische Funktionen zu betrachten. Sei 7 > 0 eine Konstante, so dass

1
T > m/f
Ko
Zerlege Kq (bis auf eine Nullmenge) in 2”2 disjunkte offene Teilquader
Kip, ..o, Kpgnee
von der Form
Ky, = {(os,t) eR"” x R: max |t — z’lj| <R/2,t1; -T/d<t< tld}

fir geeignete (z1,5,t1,;)-
Unterteile jeden Teilquader K mit

L e
K

wie oben nochmals. Setze diesen Prozess beliebig lange fort. So erhalten wir im m-
ten Schritt eine endliche Menge von Quadern K, 1, ..., Ky, k(m)- Sei S die Menge
aller so entstandenen Quader (die nicht mehr weiter unterteilt werden), so dass

%/f>r.
K

Bezeichne fiir K € S den ,, Vorgéingerquader®, aus dem K durch Zerlegen entstanden
ist, mit K. Da die Zerlegung bei K abbricht, erhalten wir

1 1 1
> S — P
- H/f 2n+2|K|/f— wuﬂ/f
K|/ /
K K K
und somit

al
< — [ f<2"Tir
K|
K
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fiir alle K € S. Definiere nun

:UK

Kes

und G := Kj \ B.
Wir benétigen die folgende Variante des Lebesguetheorems.

Lemma 3.18. Sei 0 < f € LY(Ky) und bezeichne fiir festes (x,t) € Ko mit
K, (x,t) den Quader aus dem m-ten Schritt der Calderdn-Zygmund Zerlegung (die
man nicht vorzeitig abbricht), so dass (x,t) € Ky (x,t) gilt. Solch ein Quader ist
fiir fast alle (z,t) € Ko eindeutig bestimmt. Definiere

1
fm(z,t) = ———— / I
ST E]
sz(zvt)
Dann gilt f,, — f in L*(Ky).

Beweis. Bezeichne mit p,,(z,t) den Deckelmittelpunkt des Quaders K, (z,t). Sei
K, der um —p,,(x,t) verschobene Quader K,,(x,t), der also seinen Deckelmittel-
punkt im Ursprung hat.

Es gilt

(3.8) /\f fml—/ flat) - ﬁ/f(pm(x,t)ﬂy,s))dyds da di

< / / F(,8) = F(pun(,) + (3, )| dav dt dy ds.

Fiir eine stetige Funktion f folgt hieraus die Behauptung. Ist f nicht stetig, so
approximieren wir f in L' bis auf £/3 durch eine stetige Funktion g. Es gilt die

Ungleichung || frn — gmllzr < ||f — gllL2:

”fm - gm”Ll(Ko)

= / ‘fm(xat) - gm(xvt)| dxdt

z/ |K—1m|/f(pm(w,tH(y,S))—g(pm(mat)Jr(y,w))dyds da dt

= Z 1f = 9gllrxiy = I1f = gllzr ko)

Hier haben wir fiir einen Moment die Quader des m-ten Schrittes mit K’ bezeich-
net.

Wir wenden die obige Abschitzung (3.8) auf g an. Dabei wihlen wir m, das
nur vom Stetigkeitsmodul der approximierenden Funktion g abhéngt, so grof}, dass
lg—gmllLr < e/3 gilt. Die Behauptung folgt nun mit Hilfe der Dreiecksungleichung:

1f = Fmllr <IF = gllr + g = gmllzr + llgm — Fmllr

L2\ f =gl + lg = gmllzr <e. 0
<35 <5
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Aufgrund dieses Lemmas konvergiert f,,, fast iiberall (zumindest nach Auswahl
einer Teilfolge) gegen f. Damit ist fast iiberall dort, wo f > 7 gilt, irgendein f,, > 7
und die entsprechende Zerlegung bricht nach Definition ab. Somit gilt f < 7 fast
iberall in G.

Definiere nun mit Hilfe der , Vorgéingerquader* K

Bi=|J K.

/fST‘B,

B

Es folgt

da dies nach Definition von K fiir jeden dieser Quader gilt und B als disjunkte
Vereinigung (modulo Nullmengen) solcher Mengen K dargestellt werden kann.

Sei nun f = yp die charakteristische Funktion einer messbaren Menge I' C K
mit |I'| < 7|Kp| und gelte 0 < 7 < 1. Nun konvergiert f,, (oder eine Teilfolge davon)
fast tiberall gegen f. Also konvergiert f,,, fast iiberall gegen 0 oder 1. Die Konvergenz
fm — 1 ist nur moglich, falls es fiir beliebiges € > 0 einen entsprechenden Quader
K, mit % > 1 — ¢ gibt. Im Komplement der Vereinigung solcher Quader gilt
also fast {iberall xypr = 0. Somit folgt aber insbesondere

(3.9) D] = ‘FGB’ gflé‘.
3.6. Maf3theoretisches Lemma von Krylov und Safonov. Im folgenden Ab-

schnitt beweisen wir ein rein mafitheoretisches Lemma von Nicolai Krylov und
Mikhail V. Safonov. Wir folgen der Darstellung in [7, Lemma 7.25].

Definition 3.19. Sei (z,t9) € R™ x R. Fiir R > 0 definieren wir den Quader
Ky = K(((E(],to),R) = {({I?,t) eR"xR: maxf:v’ — ZL'E| <R, ty — R2 <t < t()} .

Fiir ein noch zu wihlendes 7 € (0, 3) (es funktioniert aber auch noch bis 4/3) und
einen Quader K((z1,%1),7) C Ko definieren wir

Ki((z1,t1),7) := Ko N {(2,t) e R" x R : max 2" — 2| < 3r,
t—4r® <t <ty +3r°}
und
Ky((z1,t1),7) == {(m,t) ER"xR: miax|wi —ai| <3r,
mlax|xi - :EB’ < R,
t1<t<t1+ir2}.

Sei £ € (0,1), I' C Ky eine messbare Teilmenge. Sei G* = G*(T',£) die Familie
aller Teilquader K = K ((x,t),r) von Ky, definiert wie oben, fiir die |K NT'| > ¢| K|
gilt und setze

wobei die K; beziiglich K und Ky so wie oben die K; beziiglich K ((x1,¢1),7) und
K definiert sind.

Lemma 3.20. Sei I' C Ky messbar. Dann gelten
(i) T\ Y1 =0,
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(i) U] < £|Ko| = [T < ¢1af,

(iii) V1| <(1+n)[Yal.

Beweis. Fall a: Falls |T'| > £|Kp| gilt, so ist das zu K = K gehorige K1 = Kj
und somit gilt Y1 = Kj. In diesem Falle folgt also (i). In diesem Falle ist die
Voraussetzung zu (ii) nicht erfiillt, es ist also also nichts zu zeigen.

Fall b: Gilt [I'| < ¢[Ko|, so benutzen wir die Calderén-Zygmund Zerlegung von
Abschnitt 3.5 mit 7 = £. Gilt K((x1,t1),7) € S, so folgt K C K;i((x1,t1),7), da
Igl((xl,tl),r) gerade als groB genug definiert ist. Somit folgt nach Definition von
B und Y; auch B C Y;. Nun liefert die Gleichheit in (3.9) die Behauptung (i) und
der Rest davon und ’B‘ < |Y1| impliziert (ii).

Fiir den Beweis von (iii) fixieren wir ein € R", so dass
I(z):=={t: (x,t) € Yo} #0.

Da Y, Vereinigung von offenen Mengen ist, ist auch I(x) eine offene Teilmenge
von R. Stelle nun I(z) als disjunkte Vereinigung offener Intervalle I,, = (tm, Tm)
dar. Nach Definition von Y3 ist jedes dieser Intervalle I,, (nicht notwendigerweise
disjunkte) Vereinigung von offenen Intervallen

4
I = <tm,katm,k =+ n’r?n,k> )

die jeweils einer Menge Ko entsprechen.
Der Definition von K; entsprechend (aber moglicherweise ,,groBer®, da wir nicht
mit (to — R?, to) schneiden) definieren wir

* 2 2
mk (tmvk - 4rm,kﬂtm7k + Srm,k)

I;, = U J;;z}lw
k
wobei wir die Vereinigung jeweils bis zu einem von m abhéngigen Wert fiir £ bilden.

Nach Definition der Intervalle und Quader gilt also
(3.10) {teR: (z,t) eViUYa} C | JU, ULy).

m

und

Da I,,, die Vereinigung von Intervallen I, , ist, gilt aufgrund der Inklusion
4
(3.11) tm <tk < tmk + —To g < T
n ™
Wir wollen nun nachweisen, dass

J;z,k - (tm - 77(7'm - tm)mi)

gilt. Fiir die rechte Grenze benutzen wir 5 > 1 und erhalten mit (3.11)

4
Tm 2 bk + Erfn,k > tmk + 3T72n7k.

Die entsprechende Ungleichung fiir die linke Intervallgrenze ist etwas komplizierter.
Wir addieren zuniichst die beiden duleren Ungleichungen in (3.11) und multiplizie-
ren mit n >0

4 5
n tm + tm,k + E"’m’k < n (tm,k + Tm) .
Wir ordnen die Terme geeignet um und erhalten

4T72n,k S n(Tm - tm)-
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Wir benutzen nun diese Ungleichung und zum Schlufl nochmals die erste Unglei-
chung aus (3.11). Damit ergibt sich nun

tm,k - 47‘21,];-, > tm,k - n(Tm - tm)
>t — (T — tim).
Somit erhalten wir die behauptete Intervallinklusion.

Es ergibt sich, da offensichtlicherweise I,,, auch in diesem Intervall enthalten ist
und da I;;, = JJ;, , nach Definition gilt, auch
k

I, UL C (tm — (T — tm), Tim)-
Das Intervall auf der rechten Seite hat die Lange (1 + 1)(Tm — tm)-
Zusammen mit (3.10) und da I(z) die Vereinigung der Intervalle I,,, ist, ergibt
sich
[{t: (2,0) € YIUYR} < Y (14 0)(rim — t) = (L4 ) I(2)].

Bezeichne nun mit x; und yo die charakteristischen Funktionen der Mengen Y;
und Ys. Dann gilt

(312) [ttt < 0+ [ xate o
R R
fiir beliebiges x.

Fiir Punkte z mit I(x) # 0 folgt dies aus der obigen Rechnung, da wir auf der
linken Seite mit Hilfe von ¥; C Y; U Y; abschétzen kénnen. Gilt I(z) = @, so folgt
die Ungleichung ebenfalls, da dann nach Definition der Quader K; und K, sowie
der Mengen Y7 und Y3 auch die linke Seite der Ungleichung verschwindet. Also gilt
(3.12) fiir alle x.

Wir integrieren nun (3.12) beziiglich # und benutzen Fubini. Es folgt die Be-
hauptung (iii). O

3.7. Schwache Harnackungleichung. Wir kommen nun zum Beweis der schwa-
chen Harnackungleichung. Vergleiche dies mit [7, Theorem 7.22]. Im elliptischen
Fall findet sich die analoge Ungleichung in [4, Theorem 9.22].

Wir definieren zunéchst fiir (y,s) € R” x R und R > 0 die Menge

O((y,5),R) =K ((y,5 —4R*) ,R) = [[ (v’ = Ry’ + R) x (s — 5R* s — 4R?).

i=1

Theorem 3.21. Seiu > 0 in K(5R) und erfille w dort die Differentialungleichung

Lou=—u+ aijuij + blu; < f.
Dann gibt es positive Konstanten p(n, A, A) und C(n,\, A, ||b||z=), so dass
1/p
R™"2 / u? SC’(inf u+ R#1||f]
K(R)
O(R)

Ln+1 (K(5R))>

gilt.
Wir fordern nicht p > 1.

Bemerkung 3.22. Es gilt die Zylinderversion von Theorem 3.21. Dabei fordern
wir, dass v in Q(5y/nR) definiert ist und verwenden auf der rechten Seite der
Ungleichung die || - || n+1(q(5mr))-Norm.

Mit einem Quaderkettenargument #hnlich wie im Beweis der Quaderversion von
Lemma 3.14 oder am Ende des Beweises von Theorem 3.21 kann man die Gebiete
Q(5y/nR) zumindest auf Q(5R) verkleinern.
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Beweis. Ubung. O

Beweis von Theorem 3.21. Wir nehmen zunéchst an, dass R > 0 so klein ist, dass
die Schranken an den Radius aus den Lemmata 3.12 und 3.14 (und ihren Quader-
varianten) erfiillt sind, dass also

R < RO(TL,)\,A, Hb”Loo)

gilt. Die allgemeine Aussage erhalten wir dann ganz am Schlufl mit Hilfe eines
modifizierten ,,Quaderkettenargumentes®.
Sei ¢ > 0 wie in Lemma 3.12 (inclusive Quadervariante) und setze £ := 1 — (.

Definiere
ni= %min{%, 5_1/2 — 1}.

Wir definieren weiterhin den Quader
Ko:=(—R,R)" x (—5R* —4R?) = K ((0,—4R*),R) = O(R)

in der Notation von Definition 3.19.
Sei wiederum h > k = R/ )| f|| o+ (g (5Rr))- Definiere @ := u + k und

I'(h) :={(z,t) € Ko : 1 > h}.

Bezeichne G*(I'(h), &) wiederum die Menge aller Teilquader K von Ky mit |K N
T (b)) > ¢IK].

Fixiere nun (z1,t;) und r > 0, so dass K ((z1,t1),7) € G*(T'(h), &) gilt. Aufgrund
der Quadervariante von Lemma 3.12 erhalten wir nun fiir ein C; = Cy(n, A) eine
untere Schranke zu einem spéateren Zeitpunkt in einem kleineren Gebiet, ndmlich

infuw > C1h,
Q1
wobei
Q1= K((v1,t1),7/2) = {(%t)5 max |2 — @[ < 5, t1 — % <t< tl}

ist.

Fine untere Schranke dieser Form wollen wir nun auch auf der Menge K5 bewei-
sen. Hierzu miissen wir zwei Fille unterscheiden.

Im ersten Fall ist r so klein, dass der Quader

Qs = H (le — 4r, le + 47") X (t1 — %rQ,tl + %rz) ,
i=1
der die Menge K> enthilt, auch in K (4R) enthalten ist. Somit gibt es nach Lemma
3.14 eine positive Konstante Cy = Co(Cy,n, A\, A,n) = Ca(n, A\, A, &) = Ca(n, A\ A),
so dass

n
u>Cy-h in H(mll —37*,3;%4_37) X (t17t1+%7‘2> 5K,
=1

gilt. Ist @2 im Verhéltnis zur Breite zu hoch, so ist das Lemma mehrfach anzu-
wenden. Beachte, dass ap mit 0 < ag < a3 < 1 von Null weg beschriankt ist, da
n =n(€) = n(n,A) und somit % < ¢(n,A) gilt. Hierbei darf r nicht zu grof} sein,
damit die Abschétzung

> 1A% —c(n, Nk

im Beweis dieses Lemmas gilt. Da aber «ag, a1, €, €9, n, A, A dort als feste, nur
von 7 abhéngige Konstanten gewihlt werden kénnen, geniigt es, R in Abhéngigkeit
davon als klein genug vorauszusetzen, wie wir dies oben angenommen haben.
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Ist r so grofl, dass der Quader @2 nicht in K(4R) enthalten ist, so verkleinert
man @2 und benutzt die Variante von Lemma 3.14 aus Bemerkung 3.16, vergleiche
auch den Anfang von Kapitel 3.4. Wir erhalten

u>Cy-h ianﬂ{t<0}.
Wir setzen nun « := %Cg und diirfen ohne Einschrinkung 0 < v < 1 annehmen.

Es gilt v = v(n, A\, A).
Unterscheide nun weiterhin zwei Félle, je nachdem, ob es einen Quader

K((z1,t1),7) € G*(L'(h),€)

gibt, so dass der zugehorige Quader K5 iiber ¢ = 0 nach oben hinausreicht oder ob
alle entsprechenden Quader K3 in ¢t < 0 und damit auch in K(4R) enthalten sind.
Betrachte zunichst die (einfachere) Situation, wenn der zu einem Quader

K((z1,t1),7) € G*(T'(h),§)

gehorige Quader Ko (nicht Zylinder @3!) nach oben iiber K(4R) hinausreicht.
Zunachst wollen wir in diesem Fall » nach unten abschitzen. Da noch K C K
gilt, folgt ¢; < —4R? und ein Hinausstehen ist nach Definition 3.19 nur méglich,
wenn

4
Zr2 > 4R? ist, also > /R
n

gilt. Wir wissen also insbesondere, dass
u>Cy-h oin ] (2} — VAR 2} + ViR) x {t = —4R?}.
i=1

Nun wenden wir nochmals Lemma 3.14 mit K((z1,0),2R) D K((0,0),R) = K(R)
an und erhalten

uw>Cs-h in K(R),
wobei C3 = C3(Ca,n, A\, A,n) = C3(n, A\, A) ist. Wir schiitzen nun [T'(h)| < |Ky| ab
und erhalten fiir jedes feste ¢ > 0 eine Konstante ¢ = ¢(Cj3, q), so dass
q
. Rn+2

gilt.

Im zweiten Fall wollen wir solch eine Ungleichung ebenfalls beweisen. Dabei wird
dann auch ¢ fixiert, so dass 0 < ¢ < % und 77 > £/4 gelten, wobei  eine Konstante
ist, die sich aufgrund nochmaliger Anwendung (im Folgenden) von Lemma 3.14
ergibt.

Wir kommen nun zum zweiten Fall, ndmlich dem, dass r so klein ist, dass alle von
K((z1,t1),7) € G*(I'(h), &) ausgehend definierten Quader K» noch ganz in K(4R)

enthalten sind. In diesem Fall wollen wir noch zwei Zusatzannahmen machen:
IT(h)| < €| Kol
und
IT(vh)| < & HA4T(R)].
Die damit ausgeschlossenen Fille werden wir spéater noch betrachten. Nach Lemma
3.20 (ii) erhalten wir

1
Yl > g renl
Aus den obigen Betrachtungen folgt
T >2vh in Yo N {t < 0}.
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Hier sind Y7 und Y3 wie in Definition 3.19 mit I' = I'(h) definiert. Aufgrund der
zweiten Zusatzannahme erhalten wir nun

Y2 1 Kol < {7 > 7k} 1 Kol = [D(vh)] < € Y40(h)].
Weiterhin ergibt sich

1
|Ya| > ——|V1|
14+n
nach Lemma 3.20 (iii) und
1 1
Yol > ———|T'(h
Yal 2 1 I

gemif der Folgerung aus Lemma 3.20 (ii).
Somit folgt

Y2\ Ko| = [Ya| — [Y2 N Ko
1 1
> _————|D(h)| — Y4 (h
_1+nf|()| &I (R
. u. 1
> 51/25|F(h)\ — VAR
= (1= e m))
Dabei haben haben wir die Definition von 7 am Anfang des Beweises benutzt.
Hieraus wollen wir nun eine untere Abschitzung fiir das zu dem Quader Ko,
der am weitesten tiber K hinausreicht, gehorige r herleiten. Aufgrund der unteren
Schranke an |Ys \ Kp| gibt es Teile von Y3 \ Ky, die nach oben mindestens h(/;]\;)?l,
(2R)"=Querschnittsfliche von Ky, iiber die Hohe der Oberkante von O(R) = K,
némlich —4R?, hinausreichen. Somit gilt fiir das zum am weitesten nach oben rei-
chenden Quader Ky gehorige r

é 2 174 —1/2 -n _ 2
b 2(1 ¢ )g ID(h)|(2R)™™ — 4R2.

Der entsprechende Quader K ((z1,t1),7) € G*(I'(h),§) liegt aber noch in Ky und
somit gilt ¢; < —4R? und wir erhalten

(3.13) r? > Z (1 - 51/4) £=1/29-" R0 (R)).

Es gilt ] (xll —r i+ 7") X {t = —4R2} C K5 und somit ist dort auch @w > 2+h.
i=1

Nach Lemma 3.14 gewinnen wir damit eine untere Schranke in K (R), ndmlich
r K
inf 7@ > c(n, A A) (1) Ak, K= (A A).
Iér(lR)u > c(n ) 7 o k=k(n )

Die Abhéngigkeit von g¢ tritt nicht auf, da » < R gilt und wir Lemma 3.14 auf
K (2R) anwenden.
Da r aufgrund von (3.13) nach unten abgeschétzt ist, folgt

N (b))
£ > A . - h.
I%?R)u > c(n, A Ay, 1, €) (RnJr2 h

Da I'(h) C Ky ist, folgt
ID(h)| < R (2R)",

wir erhalten also

. [T(h)| La
1r(1R) u > c(n, A\, A,v,1m,8) (Rn+2 )
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auch mit ¢ = ¢(n, A, A, &) = ¢(n, A\, A), wenn wir 0 < ¢ = ¢q(k,7,£) = q(n, \,A) < %
so fixieren, dass
,yq Z 51/4

gilt. Diese zweite Bedingung wird erst spater wichtig werden. Die Konstante ¢
fixieren wir dabei moglichst grofl unter den angegebenen Nebenbedingungen. Da
0<vy<1und0 <& <1 gelten, finden wir eine solche Konstante q.

Zum Beweis der unteren Abschitzung an @ auf K(R) hatten wir die beiden
obigen Zusatzannahmen benutzt. Fiir jedes h > k gilt also mindestens eine der
folgenden Ungleichungen

0 Tl <€ rGm)

inf w\ ?
() L) <cn A A) - | S )R
(i) T > 1Kol

(Damit sind die beiden Fille wieder zusammengefiihrt.)
Hieraus wollen wir eine generelle Abschéitzung, d. h. eine Abschétzung ohne Fall-
unterscheidungen, an |I'(h)| herleiten. Wihle dazu zunéchst hg > k, so dass

)

gelten. Die Existenz folgt aus der Monotonie von h — |I'(h)|. Nach Lemma 3.12
und Lemma 3.14 folgt daher

IT(ho)| = §[Ko| und < &Ko

inf @ > cohg
K(R)

fiir eine Konstante 0 < ¢y = ¢o(n, A, A) < 1. Definiere

inf w
K(R)

h'l =
€o

Wir wollen per Induktion nachweisen, dass

h
" (5%)
,-Ym
fir alle m € N gilt. Fiir m = 0 folgt die Behauptung bei geeigneter Wahl der
Konstanten ¢(n, A\, A), da T'(h;) C Ko mit |Ko| = ¢(n) - R"2.

Beim Induktionsschritt treten nur die Fille (i) oder (ii) in der obigen Fallunter-
scheidung auf, da hy > hg ist und somit fiir m > 1 die Abschéitzung

()=l Gl (3)
ik " v

folgt. Tritt Fall (i) auf, so ist der Induktionsschritt offensichtlich

() =6 ()
,-Ym+1 ,-ym

SC(’H,)\,A) '51/4’)/qu"+2

<ce(n, A\, A) -y mHDIgnt2,

<e(n, A\ A) - 4™ RT2

< < €| Kol

Tritt Fall (ii) auf, so erhalten wir ohne Verwendung der Induktionsannahme direkt
inf @w\ !

h
‘F <,-ym:-1 ) ‘ < C(TL, )\7 A) : % 'y(erl)QRnJrZ

=c-cf- 7(m+1)q . Rjnt2
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<e(n, A A) - 4D g2 <1

Somit folgt die Behauptung in jedem Fall. Sei nun h > h; beliebig. Fixiere m €
N\ {0}, so dass
h h
71 Z h > 1
,-Ym

F
<m

<e(n, A\, A) -ym—Da. gnt2
<c(n,\,A) ™. g2

gilt. Wir erhalten

IN

IT(h)]

hl ! n+2
<e(n, A\ A) - " - R"TE,

Fiir beliebiges p > 0 gilt

[e’s) q . - X

/hp_lx{ﬂ>h}dh=/hp_ldh: She| == (@ —R).
p ha p

h1 ha

Somit erhalten wir aufgrund der obigen Abschétzung an |I'(h)| fiir alle 0 < p < ¢

1 oo
];/(ﬂp—h’f):/hp‘l\l“(hﬂdh
O(R) h1

<e(n,\,A)- R"2 . pd. /hp_l_qdh
h1

1
=c(n,\,A) - R"*? . h{. —— . pf 1
( ) oy

< C(?’L, )‘7 Aap, Q) : Rn+2 ' hII)
Es folgt daher
@ < c(n,\, A, p,q) - R"T2 . hP.

O(R)

Nach Definition von h; erhalten wir also fiir fixiertes p = p(n, A, A)

1/p 1/p
R (n+2) / v | < | R / o
O(R) O(R)
<e(n, A\ A) - hy
<c(n, A\ A) - Iir(l]f%)ﬁ

<c(n,\A) - (}ér(l}f%)u + Rwit f||L"+1(K(5R))) :

Genau dies war die behauptete Ungleichung.
In dieser Ungleichung kénnen wir auf der rechten Seite auch

k=R || flloo ks ry)

mit dem urspriinglichen R (und damit vom kleinen Quader unabhéngigen k) schrei-
ben. Auf der linken Seite diirfen wir ebenfalls dieses k einfiihren, also w = v + k
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statt u schreiben, denn es gilt

1/p 1/k
][ u? <e(p) - ][ uf + ][ kP
o(R) O(R) O(R)
1/p 1/p
<o) | fur| o+ fw
O(R) O(R)

Das erste Integral auf der rechten Seite kénnen wir mit der hergeleiteten Unglei-
chung abschéitzen; das zweite Integral hat den Wert k, wir kénnen es auf der rechten
Seite absorbieren.

Anfangs hatten wir jedoch angenommen, dass R < Ry (n, A, A, ||b||z=) klein
genug ist, so dass die Lemmata 3.12 und 3.14 anwendbar sind. Fiir alle Werte von
R folgt die Behauptung nun aber durch Induktion. Der bisherige Beweis ist dabei
der Induktionsanfang. Fiir den (deutlich einfacheren) Induktionsschritt benutzen
wir ein ,,Quaderkettenargument“. Nehme also an, dass

1/p
—(n+2)
R
_ / uP <c - inf u
2 ©((0.0),5)
2
K ((0.-4(%)°)-%)
bereits gezeigt sei. Aufgrund der obigen Rechnungen geniigt der Nachweis, dass
dann auch
1/p

R-(n+2) P < c(c1,n,p) -

K((0,—4R?),R)

inf @
K((0,0),R)

gilt, wobei sich die neue Konstante um einen von n und p abhingigen Faktor von
der alten unterscheiden darf.

Wir unterteilen nun den groien Quader K(R) = K((0,0), R) wie in der Calde-
rén-Zygmund-Zerlegung in 2% - 2" kleinere Quader. Sei K (X , %) ein solcher. Wihle
A; € R*1 50, dass

’K(X,g)ﬁK(X-FAi,};)’Zé‘K(X7§>’

gilt, der verschobene Quader also immer noch einen festen Volumenanteil des ersten
Quaders iiberdeckt. Beachte schliefilich noch, dass

K(X,R)| = c(n) - R™?
gilt. Wir erhalten nun die Abschéitzung

1/p

inf uw> ! 1 / P
K(x.2) — cle,np) | [K (X, F)|
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1 (’K(X—(O,R2),g)ﬁK(X—(O,RQ)—I—Al,I;)‘)l/p'

R
e K (X, 5)]
1/p
1 / _
uP
[K(0,5) N K (A1, 5)]
K(X—(0,R?),8)nK(X—(0,R?)+A1, &)
1
> i/ inf u
C2 K(X—(0,R?), 8)nK(X—(0,R?)+A;,4)
> Lsum. inf u
C2 K(X—(0,R?)+A,,%)
1/p
1 1
> g | - / P
=73
& K (3)]
K(X—(0,2R?)+A,,2)
1/p
1 1
> _—_§2/p / P
=73 R
& K ()]
K(X—(0,3R?)+A1+A2,%)
1/p
1 1
>_—_g3p | / P
=71
“ 1K (3)]
K(X—(0,4R2)+A1+A2+A3, %)
1/p
1 1
> g | - / P
=75 R
€2 K (5)]

K(X—(0,5R?)+A1+Ax+As+A4, )

Jedes A; erlaubt eine Verschiebung um fast R in horizontaler oder z-Richtung
und um fast R? in vertikaler oder ¢-Richtung. Man iiberlegt sich leicht, dass sich
dabei mit K (X — (0,3R?) + A1+ Ay, &), K (X — (0,4R?) + Ay + Ay + Az, &)
oder K (X —(0,5R?) + Ay + Ao + Az + Ay, g) ein beliebiger Quader aus dem ers-
ten Schritt der Calderén-Zygmund-Zerlegung von K ((0, —4R?), R) von einem be-
liebigen Quader K (X, %) in der entsprechenden Zerlegung von K ((0,0), R) aus

erreichen lisst. Wahlt man nun K (X, £), so dass

gilt und addiert die oben gewonnenen Abschitzungen (oder betrachtet das maxi-
mimale auftretende LP-Integral), so folgt die behauptete Ungleichung fiir beliebige
Radien R > 0.

Aufgrund des Induktionsteiles hingt C' in der Behauptung auch von Ry ab.

Es folgt die im Theorem angegebene Behauptung. O

3.8. Holderabschitzungen.

Wir wollen Oszillationsabschétzungen und damit auch Holderabschétzungen fiir u
beweisen. Dazu benétigen wir zuniichst das folgende Lemma, vergleiche [7, Lemma
4.6]. Solch ein Resultat findet man beispielsweise auch in [4, Lemma 8.23]. Dies
zeigt, dass sich die Voraussetzungen an o variieren lassen.
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Lemma 3.23. Seien w und o auf dem Intervall (0, Ry] wachsende nichtnegative
Funktionen. Gibt es positive Konstanten o, 6 und 7 mit 7 < 1 und § < o, so dass

r0o(r) < s %0(s) fir alle 0 < s <r < Ry

und
w(rr) < 7%w(r) + o(r) fir 0 <r <Ry
gelten, so folgt

w(r) < cla,d,7) - [(1;()) ) w(Ro) + U(r)} .

[e3

Beweis. Fiir r > TRy ist die Behauptung offensichtlich. Es geniigt, ¢ = 7~
wéhlen.
Sonst wihlen wir k£ € N, so dass

1Ry <r <7*Ry
gilt. Fiir j =0, ..., k — 1 gilt 77 Ry > 7" Ry, wir erhalten also
(7Ro) "o (T Ro) < (**Ro) "o (T*Ry).
o (TjRo) < 7=k 5 (TkRo)

zu

und

“(t%(r)+o(r)) + o(rr)
=72%(r) + 7% (r) + o(rr)

und per Induktion
k—1
w (TkRo) <7trFew(Ry) + Z rok=1=0) & (7 Ry)
3=0
k—1
< Tko‘w(Ro) + Z Fo(k=1=7)+6(i—k) , (’TkRo)
3=0

k-1
= Tkaw(R()) + Z rk=1=j)(a=8) =3, (TkRo)
§=0
k-1
=77WG(Ry) + Z rla=0)i =0, (TkRo)
i=0

(oo}
<7tFw(Ry) + Z rla=0)iz =05 (TkRo)
i=0
1 1
1—rod07
o (TkRo)
5

:Tko‘w(Ro) + (TkRo) ,daTe 0 <1

=1Fw(Ry) +

70 — T

Da 7Ry < = ist, gilt
r

o (TkRo) <o (;) .

Auflerdem ist 7 < 1, also folgt

()" (z) <t
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o (C) <77%(r).

r
Benutze nun r < 7% Ry und nochmals 7F < = % Es folgt

Ro
w(r) <w (TkRo)

IN

max { (i) T{__ia} K;O)awmo) +o(r)]

wie behauptet. U
Um Lemma 3.23 anzuwenden, sind die folgenden beiden Kriterien niitzlich.
Bemerkung 3.24.
(i) Seien w und o wachsend. Gibt es K und 8 mit 8 > §, so dass
w(rr) < KtPw(r) + o(r)
fiir kleine 7 > 0 gilt, so folgt
w(rr) < 7%(r) + o(r)
fiir a € (6, 3) und 7 so klein, dass K77 < 7% und die obige Ungleichung gelten.
(ii) Gibt es 7, e € (0,1), so dass
w(tr) < ew(r) + o(r)
gilt, so folgt
w(rr) < %0(r) + o(r)

loge
log 7°

mit o =log, € =

Aus der schwachen Harnackungleichung, Theorem 3.21, erhalten wir eine Oszil-
lationsabschiitzung. Vergleiche dies mit [7, Korollar 7.26].

Theorem 3.25. Sei u in K(5R) eine Lisung von
Lou=—u+ aijuij +blu; = f — du.
Dann gilt fir0<r <R
< A A ||D]| L)
5o u <c(n, A A, [[b]l )

()" (gt 15— aul

mit « = a(n, A\, A, ||b|lr=), 0 < a < 1.

L"L+1(K(5R)) . R“:L'l>

Bemerkung 3.26.

(i) Hier ist keine Vorzeichenbedingung an u nétig.
(ii) Ist ||u|lco gleichméBig beschriankt in K (6R), so ist also
r%. osc u
K(X,r)
fiir alle Quader K(X,r) mit K(X,5R) C K(6R), also X € K(R), gleichméBig
beschriankt. Es folgt
u(z) —u(y

sup L@ —u@)l <n AA, bl R, osc u, ||f—du||Ln+1(K(6R))>,

z#yEK(R) |$ - y|parab K(6R)



(iii)

(iv)
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indem wir einen der beiden Punkte, ohne Einschrankung x, als Referenzpunkt
nehmen und r > 0 minimal wéhlen, so dass y € K(z,r) gilt, also r = |z —
Ylparab. Dabei bezeichnet

xt_yt|}

den parabolischen Abstand von z = ((:cl) ,:ct) und y = ((y’) ,yt). u ist also
in K (R) holderstetig.
Wegen

o i i
|z — y|parab 1= max {max ’:E -y } ,
K2

1 1

|z —y 12 7 |7 = ylparab

fir |z — y|parap < 1 folgt daraus die Holderstetigkeit von w.

Diese Aussage iiber die Holderstetigkeit von Losungen ist ein hiaufig benutz-
tes Resultat (Abschitzungen von Krylov und Safonov). Man verwendet es
beispielsweise, wenn man das Yamabeproblem mit Hilfe einer Flussgleichung
16sen will. In zwei Dimensionen studiert man dazu den konformen Riccifluss:

gij = €“0;; mit u=e "Au.
Bei voll nichtlinearen Gleichungen, wie etwa
@ = log det D?u,

differenziert man die Gleichung zweimal und benutzt die Konkavitdt von
D?u + logdet D?u. Ahnliche Schritte wie hier erlauben es (mit Zusatz-
aufwand), aus der schwachen Harnackungleichung Hoélderabschitzungen fiir

das Symbol (u%) = (Dzu)f1 herzuleiten, wenn man insbesondere ||u||c2 +
H (DQu)_1 Hco beschréinkt hat. Aufgrund dieser Holderabschiitzungen fiir D?u
bzw. (Dzu)_1 kann man nun iterativ Schauderabschéitzungen auf die durch-

differenzierte Gleichung anwenden und bekommt a priori Abschitzungen in
Ck keN.

Beweis von Theorem 3.25. Wir diirfen annehmen, dass r < % ist, sonst folgt das
Resultat, wenn wir ¢ gro§ genug wihlen. Definiere

und

M, = sup u,
K(r)
Ms = sup u,
K(57)
mq = inf u
K(r)
ms = inf w.
K(5r)

Wir erhalten die Differentialgleichungen

Lo(Ms —u) = — f + du,
Lo(u—ms)=f—du
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in K(57). Nach Definition gilt dort M5 — u > 0 und u — mys > 0. Die schwache
Harnackungleichung, Theorem 3.21, liefert also fiir 0 < p = p(n, A, A)

1/p
r_n_2 / (M5 —u)p SC(TL,)\,A, ||bHL°°)
o(r)
: (Ii(r(lf)(Ms, —w)+ 77| f — dul L"+1(K(5r)))
=c(...) - (Ms = My + 77 || f = dul| pnsr (k¢ (50)))
und
1/p
P2 / (u —ms)P <c(...)- (11(1(1 )(u —mg) + | f — dU”L”H(...))
O(r)

=c(...) - (m1 — ms + 77| f — dul| o1k (50)) ) -
Wir addieren diese beiden Ungleichungen und erhalten
M5 —ms <ci(n, A, A, [[b]| ) -
(M5 —ms — (My —ma) + 7757 || f — dul| prsr (50 ) -

Fiir die linke Seite haben wir hier |O(r)| = r"*2 und

1/p
1 p
My —ms = El /(M5*m5)
o(r)
SC(p(?L)\,A))'
1/p 1/p
1 ) 1 Y
ooy | Gemwr |+ ey [ e
O(r) o(r)

benutzt. Ist p > 1, so folgt dies direkt aus der Dreiecksungleichung mit ¢(p) = 1.
Ist 0 < p < 1, so diirfen wir zunéchst ohne Einschrankung ms = 0 annehmen. Wir
betrachten dann namlich My — ms, u — ms und ms — ms = 0 statt M5, v und
ms. Durch Skalieren kénnen wir weiterhin Mz = 1 und |O(r)| = 1 annehmen. Fiir
0 < u <1 wollen wir also auf einem Gebiet vom Maf} eins nachweisen, dass

L < e(p) { (/(1 - u)p> v </(u)p)1/p}

gilt. Wegen (1 — u)? > 1 —u und uP > u geniigt sogar der Nachweis von

()" (1))
fr= () (1)

Alsoist [1—u > 1 oder [u > 1 und die Behauptung folgt mit ¢(p) = (
21/p,

Nun gilt aber

-1
-
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Wir definieren nun fiir p > 0

w — OSC U
(p) e

und erhalten

w(br) <c (w(5r) —w(r) + Pt Ilf — dul

L’L+1(K(5r))) ’
1 n_
w(r) < (1 - Cl> w(57‘) + rntl ||f - du“L"+1(K(5r))7

wobei wir ohne Einschriankung ¢; > 1 annehmen.
Fixiere nun 0 < a = a(c1(n, A\ A, ||blj~)) < 1, so dass 1 — % = (%)m und

47 > « gelten und erhalte fiir 0 <r < R

w(ir) < (%)mw(r) +r® RO ||f — dul| n+1 (K (5R))-

o

Lemma 3.23 mit § = « liefert fiir alle 0 <r < R
r 2« r\ o T
w(r) < eln, A A, [bl) [(R) w(R)+ () BHNf = dull oo (camy
Die Behauptung folgt. O

3.9. Harnackungleichung. Wir erhalten direkt die folgende parabolische Form
der Harnackungleichung, vergleiche [7, Korollar 7.27].

Theorem 3.27. Seiw > 0 in K(5R) eine Lisung von
Lou=—u+ aijuij + biui =0.
Dann gilt
sup u<c(n,\A, R, ||bl|p~) - inf w.
K((0,—4R?), %) K(R)
Beweis. Kombiniere Theorem 3.8 und Theorem 3.21 mit dem p aus Theorem 3.21.

O

3.10. Randabschitzungen. Wir leiten noch entsprechende Resultate fiir Dirich-
letrandwerte her. Dabei folgen wir der Bachelorarbeit von Anja Grabow [5], in der
die entsprechenden Teile in [7] ausgearbeitet werden.

Definition 3.28. Sei ) C R™" xR offen. Dann definieren wir Q[R] := QNK (R) sowie
PQR] := (PQ) N K(R). Ist der Referenzpunkt nicht der Ursprung, so schreiben
wir stattdessen Q[(zg, to), R] bzw. PQ[(zo,0), R].

Die entsprechende Definition fiir Zylinder ist naheliegend.

Zunichst zeigen wir eine Randversion von Theorem 3.8.
Das folgende Theorem gilt auch in einer Zylindervariante.

Theorem 3.29. Sei 2 C R™ X R offen. Seien R >0, p >0 und 0 < p < 1. Gelte
Lu > f in Q[R] und u <0 auf PQR]. Dann gibt es

¢ = c(n,p, p, A, A,sup(R|b| + R*d")),

so dass
1/p

sup u < c¢- R~(n+2) / (u+)p + Rt ||f||L"+1(Q[R])
Q[pR] alR|

gilt.
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Beweis. Setze u™ auBerhalb von QN Q(R) durch 0 fort. Diese Fortsetzung ist in
Q(R) stetig.

In der Zylindervariante folgen wir dem Beweis von Theorem 3.8 und beachten,
dass in der dortigen Notation v < 0 auf PQ[R] gilt. Wir betrachten nun E7 (v)
beziiglich der Menge Q[R] und erhalten die Zylindervariante.

Wie bei Theorem 3.8 folgt daraus auch die Quadervariante. O

Fiir eine Randversion der Schwachen Harnackungleichung, Theorem 3.21, ben6ti-
gen wir noch etwas Vorbereitung.

Fiir eine gegebene Funktion u € C? méchten wir nun u,, := inf{u, m} fiir ein
m € R betrachten. Solch eine Funktion ist i. a. selbst als Sobolevfunktion nicht mehr
zweimal differenzierbar. Wir koénnen sie jedoch trotzdem so durch C?-Funktionen
approximieren, dass die Differentialungleichung Lu < f fast erhalten bleibt. Im
Vergleich mit Viskositdtslosungen ist dies nicht iiberraschend.

Lemma 3.30. Sei Q C R" xR offen und u € C?(Q). Erfiille u in Q die parabolische
Differentialungleichung Lou = —t + a”u;; 4+ biu; < f. Sei m € R. Definiere uy, =
inf{u,m}. Dann gibt es Funktionen u;,: Q@ — R, 0 <& < 1, mit ||upm —us,[[co) —
0 fiir e \y 0 und Lous, < |f].

Beweis. Fiir 0 < ¢ < 1 definieren wir p.: R — R durch

z fiir z <m —e¢,
pe(2) =9 (m—5)+ H(z—m)*+ 55(z—m)* firm—e<z<m,
m— £ fir m < z.

2
Firm—e<z<mgilt -1 < —e <z —m < 0 und wir erhalten dort

sowie

() = = (2 — m) +

g2 €

6 6 -
—(z—m)? = —(z—m) (l—i— : m) <0.
Am Rand erhalten wir:
[z=m—e|z=m|

pe(z) 1 0

A0 0
Somit ist p. zweimal stetig differenzierbar. Definiere u, (z,t) := p-(u(z,t)). Somit
ist uf, € C? und die Konvergenz von u,, — uS, ist leicht einzusehen. Aus p” < 0
folgt 0 < p’ <1 und wir erhalten

u) U,

u

0 :
o (W) =
(15): =
(u5,)i

pe(u)t
(w)us,

pe(w)uij + pl (wuzuy,
p-(u)

Lous$, w) (=i + auy; + bug) + p” (u) aFuguy
<0 >0
< e f
-
<1
=|fI- =

Fiir die Randabschéitzungen benotigen wir zwei geometrische Bedingungen an
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Definition 3.31. Sei Q C R"*! offen. Sei (zo,ty) € PS.

(i) Dann erfiillt © in (z9,%o) die Bedingung (A), fallses R >0und 1 > A >0
mit

A-|K(r)| > ’Q [(x07t0 - 47“2) ,r”

fiir alle 0 < r < R gibt. Kénnen R und A unabhéngig von (zg,ty) € I' C P2
gewihlt werden, so sagen wir, dass Q in I' die Bedingung (A) erfiillt.
(ii) Dann heiit Q in (zg,to) produktartig beziiglich der Kantenlidnge R, falls

o0 N K((l‘o, to), R) =PanN K((.’L‘Q, to), R)
gilt. Q heifit in (z,t0) produktartig, falls es ein solches R > 0 gibt.
Bemerkung 3.32.

(i) Die Bedingung (A) taucht in [7, Kap. VI] auf, die Bedingung der Produktar-
tigkeit benotige ich zusétzlich fiir den Beweis. ,,Produktartigkeit® ist eine ad
hoc Bezeichnung.

(ii) Sind O C R™ und I = (a,b) C R offen, so ist @ = O x I produktartig. Ist 0O
Lipschitz, so erfiillt Q in ganz PQ fiir beliebige € > 0 die Bedingung (A).

Als Randvariante von Theorem 3.21 erhalten wir

Theorem 3.33. Sei O C R™! offen. Sei Q in 0 produktartig beziiglich der Kan-
tenlinge 5R. Gelte u > 0 in Q[5R] und erfille u die Differentialungleichung
Lou=—u+ aijuij + by, < f inQ.
Setze m := inf wu und definiere
PQI5R]
) inf{u, m} in Q[5R],
" m in K[5R]\ Q[5R).

Dann gibt es positive Konstanten p = p(n, A\, A) und C = C(n, X\, A, ||b]|=), so dass

1/p

Ri(n+2) / Ufn S C ( iIlf Um, +R"77+L1 . f||Ln+1(Q[SR])>
K(R)
O(R)

gilt.

Beweis. Setze f auflerhalb von €2 durch Null fort. Da €2 in 0 produktartig ist, ist w,,
in K[5R] stetig. Nach Lemma 3.30 erfiillt ¢, in K[5R] die Ungleichung Lu$, < |f|.
(Beachte fiir die C?%!-Regularitit am Rand, dass in einer Umgebung des Randes
u5, = m— 5 gilt.) Somit liefert Theorem 3.21 die Behauptung mit us, statt u,,. Da

die Funktionen u,,, u;,, 0 < € < 1, stetig und beschrénkt sind und u$, = u,, fiir
e\ 0 gilt, folgt die Behauptung fiir € \ 0. O

Theorem 3.34. Sei Q C R""! offen. Sei 0 € PQ. Sei R > 0. Erfiille Q im
Ursprung die Bedingung (A) und sei produktartig, jeweils bis zum Radius 5R. Sei
u in Q[5R] eine Lisung von

Lou=—u+ aijuij + blu; = f — du.
Dann gibt es a = a(n,\, A, A, ||bl|=), A aus der Bedingung (A), so dass das
Folgende richtig ist: Sei die Funktion o: R>o — R wachsend, aber 7+ 77 %0(7)
fiir ein 0 < 6 < « fallend und gelte

osc u<o(r) fir 0<r<5R.
PQ[r]
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Dann gibt es C = C(n, A\, A, A, ||b|| ), so dass fiir alle 0 <r < R

T\ _n_
o= 0 |(7) A+ 75 1S — duls o | +o0)
gilt.
Beweis. Gelte ohne Einschrankung 0 < r < % Wir definieren
M5 = sup u, My = supu,
Q[57] Qr]
ms = inf u, my = inf u,
Q[57] Q[r]
M := sup u, m:= inf wu.
PQ[57] PQ5r]

In Q[57] gelten
Mg —u>0 sowie u—mg>0.

Wir setzen m := gl[f ]M5 —u = Ms — M und erhalten mit Hilfe der Schwachen
PQ5r

Harnackungleichung, Theorem 3.33, fiir ein p > 0 wie dort und mit der Notation
(M5 — u)7 aus Lemma 3.30

1/p

(42 / (M5 —u)?,

o(r)

<C- (ﬁ(% — ) + T || f = dU|Ln+1<Q[5r]>)

IN

(Ii(r(lf)(Ms —u) 7T | f - dULn+1(ﬂ[5r]))

IN

C -
C- (M5 — My + 7 - || f = dul| prs1 (qfsn))) -

In K(5R) \ Q gilt (M5 — u)m = Ms — M. Weiterhin benutzen wir, dass aus der
Bedingung (A)

O(r)\ Q = [K(r)[ = [6(r) N Q] = (1 - A)|[K(r)]
folgt und erhalten

1/p 1/p
=2 (M5 — u)?, > [ (2 / (Ms — M)?
o(r) O(r\Q
©(r)\ ) ) e
= (S ) (s - )
( [K(r)]
>(1—A)YP. (M — M).
Also folgt
(1 — A)l/p . (M5 - M) S C- (M5 - M1 + ’I"nLJrl . ”f . duHLn+1(9[5r])) .
Nun betrachten wir © — ms und m := inf w — mgs = m — ms und erhalten durch

PQ[5r]
vollstdndig analoges Vorgehen die Ungleichung

(1—A)P (m—ms5) <C-(m1—ms+ 7T || f — dull Lo s -
Addieren wir diese beiden Ungleichungen, so folgt
(1—A)1/p'(M5—M—|—m—m5) SC‘(ME,—Ml +m1 —m5)
+C- T"L“ : ”f - duHLnJrl(Q[sr]).
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Wir ordnen um und erhalten

My —my <Mz —ms + 174 - || f — dul| o 950

L V(M —mg) 4 S (1~ AP(M —m)
<
1

< (1= 40- 7)o

<1!
+ PRl . Hf — du||Ln+1(Q[5R]) + (M — m)

Nun wiéhlen wir a = a(n, A, A, A, [[b]| L) mit 0 < o < ;%5 < 1 wie angegeben mit

g oo (1Y
- L4 (5) .

Definiere w(r) := o?c} u. Dann erhalten wir fiir alle r mit 0 < r < £ die Abschéitzung

2a _n_
w(r) < (%) wbr) +rett - f — dulan+1(Q[5R]) + o (57)
und daraus fiir 0 < r < R die Ungleichung
w(tr) < ()™ wr) +ro RF | f — dul

Da o wegen 0 < § < « die Wachstumsvoraussetzung von Lemma 3.23 auch fiir «
statt ¢ erfiillt, erhalten wir aus diesem Lemma mit (o, 2«) fiir (4, ) dort

w(r)<C- [(%)a {W(R> + R7T If— d“||Ln+1(Q[5R])} + 0(7")] . U

LRy +o(r).

Da im Folgenden wieder Probleme auftreten, wenn wir Gebiete betrachten, die
nicht in Produktgestalt sind, beschrénken wir uns nun auf diesen Fall.

Theorem 3.35. Sei O C R™ offen und beschrdankt mit Lipschitzrand. Sei T > 0
und Q := 0 x (0,T). Sei u eine Lisung von

{Lou = —0+aYuy +bu; = f in Q,
u=p auf PQ.
Gelte PQ[(giio),T] © < cp -1 fir cp, ¢ > 0 und beliebige (xo,ty) € PQ. Dann gibt es
a=am,\ANO,T,A,|bllre,{) mitd<a<l, a<( und
C = C (m AN O,T [bll e 05w | flls 00
so dass fir alle (x1,t1), (z2,t2) € O x (T'/2,T)

|u(zy,t1) — u(xa, t2)] _<C
(Jz1 — @22 + [t1 — ta])*/

gilt.

Beweis. Wir folgen [4, Theorem 8.29).
Innere Abschétzung: In unserer Situation folgt aus Theorem 3.25 im Fall
K(R) C  (Mittelpunkt in O x (T'/2,T) in der Notation unterdriickt) fiir 0 < r < R

r\®
<C.(=) . . R%
gu<o(7) (g urer),

da ohne Einschrinkung 0 < a < 25 und R < ¢(92) gelten.
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Randabschétzung: Aus Theorem 3.34 erhalten wir

oscu<(C - (i)a- <oscu+c-R“> ,
Q[r] R Q[R]

wobei hier der in der Notation unterdriickte Referenzpunkt in (00) x (T'/2,T') liegen

muss.

Sei ohne Einschrinkung ¢5 > t1. Sei § > 0 maximal, so dass K((x2,t2),50) C
gilt. Wir unterscheiden mehrere Fille:

(i)

Gilt K((w2,t2),50) N (O x {t = 0}) # 0, so ist § nach unten beschrinkt, da
ty — (50)? = 0 und to > T/2 implizieren, dass (5§)? > T'/2 gilt. Die inneren
Abschitzungen mit R = 5 > ¢(T') > 0 liefern nun

0sc u§C~<r)a-( 0sc u+c-5°‘)
K((z2,t2),r) 0 K((z2,t2),R)

§c-ra~ogcu+c~ra.

Ist (z1,t1) € K((z2,t2),0), so folgt die Abschitzung durch Wahl des minima-
len r > 0 mit (z1,t1) € K((x2,t2),7).

Ist (I’l,tl) g K((I’Q,tg),(s), SO gelten |I’1 — I2|2 + |t1 — t2| > c(n) . 52
sowie |u(z1,t1) — u(za, ta)] < osc u. Da 6 nach unten beschriinkt ist, ist die
Behauptung trivial.

Nehme daher ab jetzt stets an, dass K((x2,t2),50) nicht bis ¢ = 0 hinunter-
reicht. Somit gibt es xg € 00 mit (zg,t2) € OK((x2,t2),5d), d.h. der Quader
K((x2,t2),59) ,stoflt seitlich® an PQ an.
Gelte zunéchst (z1,t1) € K((22,%2), ). Dann folgt aus den inneren Abschétz-
ungen mit R=9 firalle 0 <r <4

1

— osc u<C-6%- osc u-+tc

re K((Ig,tz),’l‘) K((wz,tz),(s)
und daher insbesondere bei minimalem r > 0 mit (z1,%1) € K((x2,t2),7)

[u(z1,t1) — u(xz,t2)|/2 <O ose ute
(|SC1 — .’,E2|2 —+ |t1 — tg‘)a K((z2,t2),0)
Es gilt K((xo,t2),60) D K((x2,t2),d). Sei R := diam{). Dann liefert die
Randabschitzung mit Mittelpunkt (zg, t2)

(66)"- osc wu<(60)"“- osc u<ec.
K ((w2,t2),0) Q[(x0,t2),68]

Kombinieren wir die letzten beiden Ungleichungen, so erhalten wir gerade die
Behauptung.

Sei nun (z1,t1) ¢ K((x2,t2),0) und x9 wie oben. Wéhle » > 0 minimal
mit (z1,t1), (x2,t2) € K((xo,t2),7r). Setze R := diam{). Dann liefert die
Randabschétzung

r . osc wu<ec

Q(zo,t2),7]
Daraus folgt die Behauptung, da in dieser Situation r und
dparab(z1,11), (T2, t2)) = V|21 — 2|2 + [t1 — 1o

bis auf eine Konstante vergleichbar sind: Aus (z1,t1), (x2,t2) € K((xo,t2),7)
folgt mit der Dreiecksungleichung

dp(lT'ab((Ilatl)7 (l‘g,tg))
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S dparab((l‘l; tl)a (-7707 t2)> + dparab((an t2)7 (56’2, t2))
<e(n)-r.

(Diese Richtung ist einfacher aber auch fiir den Beweis nicht nétig.)

Fiir die umgekehrte Ungleichung bendtigen wir eine Fallunterscheidung. Sei
zunéchst r < ¢16 fiir ein festes noch zu fixierendes ¢1(n) > 0. Da (z1,¢1) &
K((I‘Q, tg), (5) gﬂt, fOlgt dparab((Il, tl), (l‘g, tg)) > 0.

Zusammengenommen erhalten wir also

1
dparap((x1,t1), (22,t2)) > pat
1
Gelte nun umgedreht r > ¢; - §. Da r minimal ist, tritt einer der folgenden
beiden Fille ein:
(a) dparab((zo,t2), (x1,t1)) > c—tr fiir ein ¢o = ¢2(n) > 0: Nach Wahl von zg
ist dparab((z0,1t2), (z2,t2)) < c-J. Somit folgt fiir groBes ¢

dparab((xla t1)7 (.’L‘Q,tg)) Z dparab((xlatl)y (ant2)) - dparab(<x0at2>7 (.172,1‘52))

1 1
> —r—cd> —r.
Co 2(32

(b) dparab((xo,t2), (T2,t2)) > ér: Dann erhalten wir

1 c
c(n)8 > dpara((@3, 12), (w0, 12)) > —r > —3.
Co Co
Dieser Fall tritt also gar nicht ein, wenn wir ¢; grof3 genug wéhlen.
Somit sind 7 und dperes((@1,t1), (x2,t2)) vergleichbar.

Die Behauptung folgt. O
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