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Einordnung

Einige wichtige Theorieblöcke im Bereich der linearen elliptischen und paraboli-
schen partiellen Differentialgleichungen sind

• L2- und Lp-Theorie,
• Schaudertheorie (auch für Operatoren in Divergenzform),
• De Giorgi-Nash-Moser (Moser Iteration und Regularitätstheorie von Ennio

De Giorgi und John F. Nash Jr.) und
• Krylov-Safonov Abschätzungen.

Wir werden hier die elliptische Schaudertheorie und die parabolischen Krylov-
Safonov Abschätzungen kennen lernen.

Die zugehörigen Abschätzungen besagen üblicherweise, dass Lösungen der Diffe-
rentialgleichungen zweimal mehr differenzierbar sind als die rechte Seite, falls dies
auch für die Randwerte gilt. Es hängt von der betrachteten Gleichung ab, welche
Theorie anwendbar ist. Häufiger sind mehrere davon nacheinander anzuwenden.
Mit Hilfe dieser Theorien kann man Existenzresultate beweisen.

1. Potentialtheorie

Wir orientieren uns an [3], [4] und für die Stetigkeitsmethode an [6, Kapitel 10].
Juliusz Schauder (1899-1943) war polnischer Mathematiker.
Die hier hergeleiteten Potentialabschätzungen werden wir für die Schaudertheo-

rie benötigen.
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2 1. POTENTIALTHEORIE

1.1. Grundlagen. Wir benutzen wieder Hölderräume.

Definition 1.1. Sei Ω ⊂ Rn offen, f : Ω→ R eine gegebene Funktion, x0 ∈ Ω und
0 < α < 1. Die Funktion f heisst im Punkt x0 hölderstetig mit Exponent α, falls

lim sup
ε↘0

sup
x0 6=x∈Ω∩Bε(x0)

|f(x)− f(x0)|
|x− x0|α

<∞

gilt. f heisst in Ω hölderstetig, falls f für alle x ∈ Ω hölderstetig ist, jeweils zum
Exponenten α. Wir schreiben f ∈ Cα(Ω). Gilt die obige Abschätzung für α = 1, so
heisst f lipschitzstetig in x0. Wir definieren Ck,α(Ω) als den Raum der Funktionen
f ∈ Ck(Ω), deren k-te partielle Ableitungen hölderstetig zum Exponenten α sind.

Ist

sup
x 6=y∈Ω

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

<∞,

so ist f ∈ Cα
(
Ω
)
. Wir definieren auf diesem Raum eine Halbnorm durch

[f ]Cα(Ω) := sup
x 6=y∈Ω

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

.

Eine Norm erhalten wir durch

‖f‖Cα(Ω) := ‖f‖C0(Ω) + [f ]Cα(Ω).

Sind die k-ten Ableitungen einer Ck
(
Ω
)
-Funktion sogar in Cα

(
Ω
)
, so definieren

wir auf diesem Raum eine Norm durch

‖f‖Ck,α(Ω) := ‖f‖Ck(Ω) +
∑
|β|=k

[
Dβf

]
Cα(Ω) .

Es gilt C0,α = Cα.

Bemerkung 1.2. Ist ∂Ω lipschitz, Ω ⊂ Rn offen, beschränkt und zusammenhän-
gend, so gibt es für alle x, y ∈ Ω einen C1-Weg γ : [0, 1]→ Ω mit γ(0) = x, γ(1) = y

und Länge L(γ) =
1́

0

|γ′(t)| dt ≤ c(Ω) · |x − y| (Übung). In diesem Falle (außer für

C1 ↪→ C0,1 gilt dies auch für allgemeine beschränkte offene Mengen Ω) sind die
folgenden Einbettungen stetig

C1,α
(
Ω
)
↪→ C1

(
Ω
)
↪→ C0,1

(
Ω
)
↪→ C0,α

(
Ω
)
.

Daher sind die folgenden beiden Normen auf Ck,α
(
Ω
)

äquivalent

‖f‖Ck,α(Ω) = ‖f‖Ck(Ω) +
∑
|β|=k

[
Dβf

]
C0,α(Ω)

und

‖f‖Ck(Ω) +
∑
|β|≤k

[
Dβf

]
C0,α(Ω)

=
∑
|β|≤k

‖Dβf‖C0,α(Ω).

Wir erhalten das folgende Resultat

Lemma 1.3. Sei Ω ⊂ Rn offen. Seien f1, f2 ∈ C0,α
(
Ω
)
, so ist f1 · f2 ∈ C0,α

(
Ω
)

und es gilt

[f1f2]C0,α(Ω) ≤ [f1]C0,α(Ω) sup
Ω
|f2|+ [f2]C0,α(Ω) sup

Ω
|f1|.
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Beweis. Dies folgt direkt aus der folgenden Ungleichung

|f1(x)f2(x)− f1(y)f2(y)|
|x− y|α

≤ |f1(x)− f1(y)|
|x− y|α

|f2(x)|+ |f2(x)− f2(y)|
|x− y|α

|f1(y)|.

�

Definition 1.4. Sei ωn = |B1| in Rn. Wir definieren die Fundamentallösung für
die Laplacegleichung als

Γ(x, y) ≡ Γ(x− y) ≡ Γ(|x− y|) =

{
1

2π log |x− y|, n = 2,
1

n(2−n)ωn
|x− y|2−n, n > 2.

Weiterhin benötigen wir noch das folgende einfache Lemma.

Lemma 1.5. Sei E ⊂ Rn messbar und sei |E| das Maß dieser Menge. Dann gilt
für alle x ∈ Rn, 0 < α < n und n ≥ 2ˆ

E

1

|x− y|n−α
dy ≤ ωn

α
n

(
|E|
ωn

)α/n
,

wobei ωn = |B1(0)| ist.

Beweis. Sei ohne Einschränkung |E| < ∞ und sei B = BR(x) eine Kugel mit

gleichem Maß, |E| = |B|, d. h. sei R =
(
|E|
ωn

)1/n

. Definiere B̃ := E ∩ B. Setze

r := |x− y| für fixiertes x ∈ Rn. Wir erhalten die folgenden Abschätzungenˆ

E

1

rn−α
=

ˆ

B̃

1

rn−α
+

ˆ

E\B̃=E\B

1

rn−α

≤
ˆ

B̃

1

rn−α
+

1

Rn−α

[
|E| −

∣∣∣B̃∣∣∣]
≤
ˆ

B̃

1

rn−α
+

ˆ

B\B̃

1

rn−α

=

ˆ

B

1

rn−α

=

ˆ

Sn−1

R̂

0

1

rn−α
rn−1︸ ︷︷ ︸

=rα−1

dr dHn−1

=
1

α
rα
∣∣∣∣R
0

·
∣∣Sn−1

∣∣ =
1

α
Rαnωn,

da

ωn = |B1(0)| =
ˆ

B1

1 =

ˆ

Sn−1

1ˆ

0

rn−1 dr dHn−1 =
1

n

∣∣Sn−1
∣∣

gilt. Nun ist R =
(
|E|
ωn

)1/n

und die Behauptung folgt. �

Lemma 1.6. Sei 0 < α < n. Es gilt für kleine δ > 0ˆ

Bδ(x0)

1

|x− y|n−α
dy ≤ nωn

α
δα = O (δα)
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für beliebige x, x0 ∈ Rn, falls n ≥ 2 ist. Weiterhin gilt in zwei Dimensionen, n = 2,ˆ

Bδ(x0)

| log |x− y|| dy = o(δ),

ebenfalls für beliebige x, x0 ∈ R2 mit |x− x0| ≤ c.

Beweis. Der erste Teil der Behauptung folgt direkt aus Lemma 1.5.
Wir dürfen annehmen, dass δ < 1

4 ist. Weiterhin dürfen wir annehmen, dass

|x−x0| ≤ 1
2 gilt. Sonst ist nach Dreiecksungleichung stets |x−y| ≥ 1

4 , der Integrand
also beschränkt und die Behauptung klar. Aus den obigen Annahmen ergibt sich
|x− y| ≤ 3

4 , log |x− y| ist daher stets negativ. Somit dürfen wir wie in Lemma 1.5
argumentieren, da der Integrand auch hier monoton in |y−x| ist. Daher genügt es,
das Integral im Falle x = x0 abzuschätzen. Es gilt

ˆ

Bδ(x)

| log |x− y|| dy =

ˆ

S1

δˆ

0

| log |x− y|| · r

mit r = |y − x|. Die Funktion f(t) = 1
2 t

2 log t − 1
4 t

2 ist eine Stammfunktion zu
t log t. Die Behauptung folgt. �

1.2. Innere Hölderabschätzungen. Die nachfolgenden Integrale sind absolut
konvergent. Wir werden sie ausrechnen indem wir zunächst bei der Integration ε-
Kugeln um die Singularitäten auslässt und dann ε↘ 0 lässt. Dabei erhält man die
üblichen Werte. Die so erhaltenen Ergebnisse bezeichnet man auch als Cauchyschen
Hauptwerte. Sie können auch für nicht absolut konvergente Integrale existieren.

Theorem 1.7 (Gauß). Sei E ⊂ Rn offen und beschränkt, n ≥ 2 und f ∈ L∞(E).
Dann sind die Integrale

U(x) =

ˆ

E

Γ(r)f(y) dy, r = |x− y|,

Ui(x) =

ˆ

E

∂

∂xi
Γ(r)f(y) dy

für alle x ∈ Rn absolut konvergent, es ist U ∈ C1 (Rn) und für die Ableitungen gilt
∂
∂xiU = Ui für alle 1 ≤ i ≤ n. Es gelten die Abschätzungen

‖U‖C1(Rn) ≤ c(E,n) · ‖f‖L∞(E) für n ≥ 3

und

‖DU‖C0(Rn) + ‖U‖C0(BR(0)) ≤ c(E,n,R) · ‖f‖L∞(E) für n = 2.

Beweis. Wir schreiben die Integrale als

U(x) = lim
δ↘0

ˆ

E\Bδ(x)

Γ(r)f(y) dy

und

Ui(x) = lim
δ↘0

ˆ

E\Bδ(x)

∂

∂xi
Γ(r)f(y) dy.

Beachte zunächst, dass in allen Dimensionen n ≥ 2∣∣∣∣ ∂∂xiΓ(r)

∣∣∣∣ ≤ c · r1−n
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gilt. Absolute Konvergenz folgt nun ausˆ

E\Bδ(x)

|Γ(r)||f(y)| ≤ ‖f‖L∞ ·
ˆ

E\Bδ

|Γ(r)|

≤

{
c(E,n,R) · ‖f‖L∞ , n = 2, x ∈ BR(0),

c(E,n) · ‖f‖L∞ , n ≥ 3,ˆ

E\Bδ(x)

∣∣∣∣ ∂∂xiΓ(r)

∣∣∣∣ |f(y)| ≤ ‖f‖L∞ ·
ˆ

E\Bδ(x)

∣∣∣∣ ∂∂xiΓ(r)

∣∣∣∣ ≤ c(E,n) · ‖f‖L∞ ,

da die angegebenen Abschätzungen unabhängig von δ sind, wobei wir die Lem-
ma 1.5 und 1.6 verwendet haben. Aus diesen Abschätzungen folgt auch (falls wir
nachweisen können, dass Ui die Ableitungen von U sind) die behauptete Normab-
schätzung.

Wir haben noch die Ableitungen von U mit Ui zu vergleichen. Sei dazu ε > 0.
Definiere rε := (r2 + ε)1/2 und

Uε(x) =

ˆ

E

Γ(rε)f(y) dy.

Es gilt Uε ∈ C∞ (Rn) (was man wie beim Beweis der Glättung von Funktionen
einsieht) und wir behaupten, dass Uε − U ⇒ 0 in Rn konvergiert. Es gilt nämlich
(nehme im Falle n = 2 ohne Einschränkung an, dass δ ≤ 1

2 und ε ≤ 1
2 gelten)

|U(x)− Uε(x)| ≤
ˆ

E

|Γ(r)− Γ(rε)| · |f |

≤ ‖f‖L∞ ·
ˆ

E

|Γ(r)− Γ(rε)|

und weiterhin gilt
ˆ

E

|Γ(r)− Γ(rε)| ≤
ˆ

E\Bδ(x)

|Γ(r)− Γ(rε)|+ 2

ˆ

Bδ(x)

|Γ(r)|.

Für den zweiten Term haben wir |rε| > |r| und die Monotonie von Γ benutzt.
Aufgrund der Integrierbarkeit können wir zunächst δ so klein machen, dass das
zweite Integral kleiner als ein ε′ > 0 wird. Mit Hilfe des Mittelwertsatzes schätzen
wir das Argument im ersten Integral durch c(δ) · ε ab. Hier hängt c(δ) insbesondere
von DΓ ab und dies wird im Unendlichen klein, verursacht also keine Probleme.
Schließlich wählen wir nun ε = ε(δ) klein und können auch das erste Integral durch
ε′ beschränken. Die behauptete gleichmäßige Konvergenz folgt.

Beim Nachweis der gleichmäßigen Konvergenz haben wir insbesondere die Inte-
grierbarkeit von Γ benutzt. Dies funktioniert für ∂

∂xiΓ ganz analog. Die Details sind

eine Übung. Wir erhalten also auch

∂

∂xi
Uε ⇒ Ui,

also gleichmäßige Konvergenz auf ganz Rn.
Aufgrund der gleichmäßigen Konvergenz sind U und Ui stetig.
Da wir bei gleichmäßiger Konvergenz Differentiation und Grenzwertbildung in

der Folge vertauschen dürfen, folgt also U ∈ C1 (Rn) und es gilt Ui = ∂
∂xiU . �
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Theorem 1.8. Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, f ∈ C0,α
(
Ω
)
, 0 < α ≤ 1. Dann

ist

w(x) :=

ˆ

Ω

Γ(r)f(y) dy (wobei wiederum r = |x− y| ist)

in C2(Ω) und in Ω gilt

∆w(x) = f(x).

Sei Ω ⊂ Ω0 b Rn, Ω0 offen, und sei ∂Ω0 ∈ C1 (ggf. ist auch Ω = Ω0 zulässig;
es genügt, Ω0 so zu wählen, dass der Divergenzsatz gilt). Setze f durch 0 nach Ω0

fort. Dann gilt für x ∈ Ω die sogenannte Dinische Formel

∂2

∂xi∂xj
w(x) =

ˆ

Ω0

∂2

∂xi∂xj
Γ(r) · [f(y)− f(x)] dy − f(x) ·

ˆ

∂Ω0

∂

∂xi
Γ(r) · νj dHn−1.

ν bezeichnet hier die äußere Normale an Ω0.
Schließlich gilt auf kompakten Teilmengen Ω′ b Ω∥∥D2w

∥∥
L∞(Ω′)

≤ c (Ω′, α, n,Ω) · ‖f‖C0,α(Ω).

Beweis.
• Definiere

u(x) :=

ˆ

Ω0

∂2

∂xi∂xj
Γ(r) · [f(y)− f(x)] dy − f(x) ·

ˆ

∂Ω0

∂

∂xi
Γ(r) · νj dHn−1.

Dieser Ausdruck ist für x ∈ Ω wohldefiniert, denn es gilt∣∣∣∣ ∂2

∂xi∂xj
Γ(r)

∣∣∣∣ · |f(y)− f(x)| ≤ c · [f ]C0,α(Ω) ·
rα

rn
.

Benutze nun Lemma 1.5. Das Randintegral ist unproblematisch, denn für alle x ∈ Ω
ist der Abstand zu ∂Ω0 (nicht gleichmäßig) nach unten beschränkt. Somit tritt keine
Singularität auf.

Sei 1 ≤ i ≤ n fixiert und setze v := wi. Beachte, dass nach Theorem 1.7 w ∈
C1 (Rn) ist. Fixiere eine glatte Abschneidefunktion η : R→ R mit 0 ≤ η ≤ 1 und

η(t) =

{
0, t ≤ 1

1, t ≥ 2,

so dass |η̇| ≤ 2 gilt. Definiere

ηε(t) := η

(
t

ε

)
und

vε(x) :=

ˆ

Ω

∂

∂xi
Γ(r) · ηε(r) · f(y) dy

=

ˆ

Ω0

∂

∂xi
Γ(r) · ηε(r) · f(y) dy.

Aufgrund der eingefügten Abschneidefunktion ist wieder klar, dass vε ∈ C∞ (Rn)
ist.

Wir behaupten, dass auf kompakten Teilmengen Ω′ b Ω

∂

∂xj
vε ⇒ u
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für ε ↘ 0 gilt, also gleichmäßige Konvergenz vorliegt. Es gilt (alle Integrationen
sind bezüglich y)

∂

∂xj
vε(x) =

ˆ

Ω0

∂

∂xj

[
∂

∂xi
Γ(r) · ηε(r)

]
[f(y)− f(x)] + f(x) ·

ˆ

Ω0

∂

∂xj

[
∂

∂xi
Γ(r)ηε(r)

]

=

ˆ

Ω0

∂

∂xj

[
∂

∂xi
Γ(r) · ηε(r)

]
[f(y)− f(x)]− f(x) ·

ˆ

Ω0

∂

∂yj

[
∂

∂xi
Γ(r)ηε(r)

]

=

ˆ

Ω0

∂

∂xj

[
∂

∂xi
Γ(r) · ηε(r)

]
[f(y)− f(x)]− f(x) ·

ˆ

∂Ω0

∂

∂xi
Γ(r) · ηε(r) · νj .

Die Differenz zu u schätzen wir für x ∈ Ω′ wie folgt ab∣∣∣∣u(x)− ∂

∂xj
vε(x)

∣∣∣∣ ≤ ˆ

Ω0

∣∣∣∣ ∂2

∂xi∂xj
Γ(r)

∣∣∣∣ · |1− ηε(r)| · |f(y)− f(x)| dy

+

ˆ

Ω0

∣∣∣∣ ∂∂xiΓ(r)

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ ∂∂xj ηε(r)
∣∣∣∣ · |f(y)− f(x)| dy

+ |f(x)| ·
ˆ

∂Ω0

∣∣∣∣ ∂∂xiΓ(r)

∣∣∣∣ · |1− ηε(r)| dy
≡ I1 + I2 + I3.

Da x ∈ Ω′ b Ω ist und nach Wahl der Abschneidefunktion erhalten wir mit Hilfe
von Lemma 1.5 für 0 < ε ≤ ε (Ω,Ω′)

I1 ≤ c ·
ˆ

|y−x|≤2ε

1

|x− y|n
· ‖f‖C0,α(Ω) · |x− y|α dy

≤ c(n, α) · ‖f‖C0,α(Ω) · εα.

Da ε > 0 klein ist, durften wir insbesondere annehmen, dass Ω′ + B2ε(0) ⊂ Ω
gilt, was die Abschätzung von |f(y)− f(x)| mit Hilfe der Höldernorm rechtfertigt.
Hier haben wir die Norm mit ‖f‖C0,α(Ω) statt ‖f‖C0,α(Ω) bezeichnet. Der Raum

C0,α (Ω) ist kein Banachraum. Wenn wir aber diesen Index nur zur Bezeichnung
der Norm verwenden, ist klar, dass es die Norm auf C0,α

(
Ω
)

sein soll, auch wenn
wir den Abschluss weglassen. Dies wollen wir auch in Zukunft so handhaben.

Die Differentiation von ηε liefert einen zusätzlichen Faktor ε−1. Wir erhalten
daher

I2 ≤ c ·
ˆ

ε≤|y−x|≤2ε

1

ε
· 1

|y − x|n−1
· ‖f‖C0,α(Ω) · |x− y|α dy

≤ c · ‖f‖C0,α(Ω) ·
1

ε
·

ˆ

|y−x|≤2ε

1

|y − x|n−1−α dy︸ ︷︷ ︸
≤c·ε1+α

≤ c · ‖f‖C0,α(Ω) · εα.

Das Integral I3 verschwindet sogar, wenn ε klein genug ist. Dann folgt aus

ε < 1
2 dist(Ω′, ∂Ω) ≤ dist(Ω′, ∂Ω0) ≤ 1

2 |x− y|

für x ∈ ∂Ω0 und x ∈ Ω′ nämlich schon ηε(r) = 1.
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Wir erhalten somit∣∣∣∣u(x)− ∂

∂xj
vε(x)

∣∣∣∣ ≤ c · ‖f‖C0,α(Ω) · εα → 0 für x ∈ Ω′, falls ε→ 0.

Als lokal gleichmäßiger Limes von stetigen Funktionen ist daher auch u stetig,
u ∈ C0(Ω).

Wir behaupten, dass die vε gleichmäßig in ganz Ω gegen eine (gleich noch defi-
nierte) Funktion v konvergieren. Wir bilden für x ∈ Rn die Differenz von

v(x) =

ˆ

Ω0

∂

∂xi
Γ(r) · f(y) dy

und (der bereits oben definierten Funktion)

vε(x) =

ˆ

Ω0

∂

∂xi
Γ(r) · ηε(r) · f(y) dy

und erhalten

|v(x)− vε(x)| ≤
ˆ

Ω0

∣∣∣∣ ∂∂xiΓ(r)

∣∣∣∣ · |1− ηε(r)| · |f(y)| dy

≤ c · ‖f‖C0(Ω) ·
ˆ

|x−y|≤2ε

1

|x− y|n−1
dy

≤ c · ‖f‖C0(Ω) · ε.

Wir haben also nun in Ω′ b Ω

vε ⇒ v

und

∂

∂xj
vε ⇒u

nachgewiesen. Wir dürfen also die Grenzwertbildung ε↘ 0 und die Differentiation
vertauschen. Da v = ∂w

∂xi gilt, folgt also w ∈ C2(Ω) und die zweiten Ableitungen
sehen so wie in der Dinischen Formel behauptet aus.
• Sei nun x ∈ Ω. Wir wählen Ω0 = BR(x) für ein R > 0, so dass Ω b BR(x) gilt.

Aufgrund der Dinischen Formel erhalten wir

∆w(x) =

ˆ

BR

∆Γ(r)[f(y)− f(x)] dy − f(x) ·
ˆ

∂BR(x)

∂

∂xi
Γ(r) · νi

= − f(x) ·


´

∂BR

1
2π

xi−yi
|x−y|2

yi−xi
|x−y| dy, n = 2,

´
∂BR

1
nωn

xi−yi
|x−y|n

yi−xi
|x−y| dy, n ≥ 3.

= f(x),

da |∂BR| = nωnR
n−1 ist. Im ersten Schritt haben wir benutzt, dass Γ eine Funda-

mentallösung der Laplacegleichung ist, dass also für r 6= 0 die Gleichheit ∆Γ = 0
gilt. Eine einfache Abschätzung, als Übungsaufgabe überlassen, zeigt, dass auch die
Singularität bei x = y keinen Beitrag zu diesem Integral liefert.
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• Für die Normabschätzung verwenden wir nochmals die Dinische Formel. Sei
also x ∈ Ω′. Schreibe

∂2

∂xi∂xj
w(x) =

ˆ

Ω0

∂2

∂xi∂xj
Γ(r) · [f(y)− f(x)] dy − f(x) ·

ˆ

∂Ω0

∂

∂xi
Γ(r) · νj dHn−1

≡ I1 + I2.

Wir erhalten (da sich für x ∈ Ω′ und y ∈ Ω0 der Hölderquotient abschätzen lässt,
denn dann ist |x− y| ≥ ε und wir benutzen nur die C0-Schranke)

|I1| ≤ c · ‖f‖C0,α(Ω) ·
ˆ

Ω0

1

rn−α

≤ c · ‖f‖C0,α(Ω),

und

|I2| ≤ c · ‖f‖C0(Ω).

Das Theorem folgt. �

Für die zweiten Ableitungen wollen wir bei hölderstetiger rechter Seite noch die
Hölderstetigkeit nachweisen.

Wir definieren zunächst Normen, die sich unter Homothetien des Gebietes nicht
ändern.

Definition 1.9 (Dimensionsunabhängige Normen). Sei Ω ⊂ Rn offen und be-
schränkt, d := diam Ω. Dann definieren wir auf Ck

(
Ω
)

bzw. Ck,α
(
Ω
)

dimensions-
unabhängige Normen durch

‖u‖′Ck(Ω) :=

k∑
i=0

di ·
∑
|β|=i

‖Dβu‖C0(Ω)

und

‖u‖′Ck,α(Ω) := ‖u‖′Ck(Ω) + dk+α ·
[
Dku

]
C0,α(Ω)

.

Bemerkung 1.10. Sei u ∈ C0,α
(
Ω
)
, v ∈ C0,β

(
Ω
)

und γ = min{α, β}. Dann ist

u · v ∈ C0,γ
(
Ω
)

und es gilt

‖u · v‖′C0,γ(Ω) ≤ ‖u‖
′
C0,α(Ω) · ‖v‖

′
C0,β(Ω).

Beweis. Übung. �

Beim nachfolgenden Theorem mache man sich als Übung klar, dass gerade bei
der angegebenen Ungleichung für die Normen das Skalierungsverhalten so ist, dass
keine Abhängigkeit der Konstanten von R auftritt.

Theorem 1.11. Sei R > 0, B1 = BR(x0), B2 = B3R(x0). Sei 0 < α < 1,
f ∈ C0,α

(
B2

)
und sei

w(x) :=

ˆ

B2

Γ(r) · f(y) dy, r = |x− y|.

Dann ist w ∈ C2,α
(
B1

)
und es gilt

‖D2w‖′C0,α(B1) ≤ c(n, α) · ‖f‖′C0,α(B2),

d. h.∥∥D2w
∥∥
C0(BR)

+Rα ·
[
D2w

]
C0,α(BR)

≤ c(n, α) ·
{
‖f‖C0(B3R) +Rα · [f ]C0,α(B3R)

}
.
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Beweis. Wir verwenden wiederum die Dinische Formel, diesmal mit Ω = Ω0 = B2,

∂2

∂xi∂xj
w(x) =

ˆ

B2

∂2

∂xi∂xj
Γ(r)[f(y)− f(x)] dy − f(x)

ˆ

∂B2

∂

∂xi
Γ(r) · νj dy.

Hieraus folgt für x ∈ B1 direkt (da r ≈ R auf ∂B2)∣∣∣∣ ∂2

∂xi∂xj
w(x)

∣∣∣∣ ≤ c · [f ]C0,α(B2) ·
ˆ

B2

1

rn−α
+ ‖f‖C0(B2) ·

ˆ

∂B2

|DΓ(r)|

≤ c · [f ]C0,α(B2) ·Rα + c · ‖f‖C0(B2)(1.1)

≤ c · ‖f‖′C0,α(B2).

Seien nun x, x ∈ B1, 0 < δ := |x− x|, ξ := x+x
2 , r = |x− y|, r = |x− y|. Beachte,

dass Bδ(ξ) ⊂ B2 ist. Es gilt

∂2

∂x̄i∂x̄j
w(x) =

ˆ

B2

∂2

∂x̄i∂x̄j
Γ(r)[f(y)− f(x)] dy − f(x)

ˆ

∂B2

∂

∂x̄i
Γ(r) · νj dy.

Wir schreiben

DiDjw(x)−DiDjw(x) = f(x)I1 + [f(x)− f(x)]I2

+ I3 + I4 + [f(x)− f(x)]I5 + I6

mit

I1 =

ˆ

∂B2

{DiΓ(r)−DiΓ(r)} · νj ,

I2 =

ˆ

∂B2

DiΓ(r) · νj ,

I3 =

ˆ

Bδ(ξ)

DiDjΓ(r)[f(x)− f(y)],

I4 =

ˆ

Bδ(ξ)

DiDjΓ(r)[f(y)− f(x)],

I5 =

ˆ

B2\Bδ(ξ)

DiDjΓ(r),

I6 =

ˆ

B2\Bδ(ξ)

{DiDjΓ(r)−DiDjΓ(r)}[f(x)− f(y)].

Dies rechnet man unmittelbar nach, da alle Integrale – wie wir uns anhand der fol-
genden Rechnungen überzeugen – absolut konvergieren. Wir betrachten die aufte-
tenden Integrale einzeln. Es genügt, jedes einzelne Integral (mit den entsprechenden
Vorfaktoren) betragsmäßig nach oben durch

c(n, α) ·
(
δ

R

)α
·
{
‖f‖C0(B3R) +Rα · [f ]C0,α(B3R)

}
abzuschätzen.

(i) Wir definieren rt = |tx+ (1− t)x− y|. Dann ist

DiΓ(r)−DiΓ(r) =

1ˆ

0

d

dt
DiΓ(rt) dt
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=

1ˆ

0

DiDkΓ(rt)
(
xk − xk

)
.

Somit erhalten wir

|I1| ≤ c ·
1ˆ

0

ˆ

∂B2

1

rnt
δ ≤ c · δ

R
≤ c(n, α) ·

(
δ

R

)α
,

denn es gilt δ
2R ≤ 1 und rt|∂B2

≥ R.
(ii) Es gilt

|I2| ≤
ˆ

∂B2

|DΓ(r)| ≤ c(n).

Weiterhin gilt

|f(x)− f(x)| ≤ [f ]C0,α · δα.
(iii) Wir erhalten nach Lemma 1.5

|I3| ≤
ˆ

Bδ(ξ)

∣∣D2Γ(r)
∣∣ · |x− y|α · [f ]C0,α ≤ c(n, α) · δα · [f ]C0,α .

(iv) I4 behandelt man analog zu I3.
(v) Wir integrieren partiell

|I5| ≤

∣∣∣∣∣∣
ˆ

∂B2

DiΓ(r) · νj

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣
ˆ

∂Bδ(ξ)

DiΓ(r) · νj

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ c,
denn das erste Integral ist beschränkt und im zweiten Integral gilt |x−y| ≥ |y−
ξ|−|x−ξ| = δ− δ

2 = 1
2δ. Wir können die Beträge ins Integral hineinziehen. Der

Rest funktioniert dann wie bei I2. Hier ist die absolute Konvergenz ohnehin
klar, da keine Singularität auftritt.

(vi) Es gilt mit rt wie oben

DiDjΓ(r)−DiDjΓ(r) =

1ˆ

0

DiDjDkΓ(rt)
(
xk − xk

)
.

Somit folgt mit |x− x| = δ

|I6| ≤ c ·
1ˆ

0

δ

ˆ

|y−ξ|≥δ

|y − x|α

rn+1
t

· [f ]C0,α .

Da |y − ξ| ≥ δ ist, folgt

|y − x| ≤ |y − ξ|+ |x− ξ|︸ ︷︷ ︸
=

1
2 δ

≤ 2|y − ξ|

und

rt = |tx+ (1− t)x− y| ≡ |xt − y| ≥ |y − ξ| − |xt − ξ|︸ ︷︷ ︸
≤ 1

2 δ

≥ 1
2 |y − ξ|.

Als Abschätzung für I6 erhalten wir daher

|I6| ≤ c(n, α) · [f ]C0,α · δ ·
ˆ

|y−ξ|>δ

1

|y − ξ|n+1−α
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≤ c(n, α) · [f ]C0,α · δ · n · ωn ·
∞̂

δ

rn−1

rn+1−α dr

=
c

1− α
· n · ωn · δα · [f ]C0,α .

Damit sind alle Integrale wie gewünscht abgeschätzt und das Theorem folgt.
Wir halten noch einmal fest, dass für alle x, x ∈ B1 die folgende Abschätzung gilt.

Dabei genügt, wie man sich anhand der obigen Abschätzungen leicht überzeugen
kann, in der ersten Norm sogar die Norm über die kleinere Kugel.

(1.2) |DiDjw(x)−DiDjw(x)| ≤ c(n, α)·
{
R−α · ‖f‖C0(B1) + [f ]C0,α(B2)

}
·|x−x|α.

�

Bemerkung 1.12. Sei f ∈ C0,α
c (BR(0)) und sei in der bisherigen Notation

w :=

ˆ

Rn

Γ(r) · f(y) dy.

Dann ist w ∈ C2,α (Rn) und es gilt[
D2w

]
C0,α(Rn)

≤ c(n, α) · [f ]C0,α(Rn),(1.3) ∥∥D2w
∥∥′
C0,α(BR)

≤ c(n, α) · ‖f‖′C0,α(B3R),(1.4)

‖w‖′C1(BR) ≤ c(n, α) ·R2 · ‖f‖C0(B3R), falls n ≥ 3 ist.(1.5)

Beweis. Wir zeigen zunächst (1.4). Nach (1.1) gilt∥∥D2w
∥∥
C0(BR)

≤ c ·
{
Rα · [f ]C0,α(B3R) + ‖f‖C0(B3R)

}
.

Nach (1.2) gilt[
D2w

]
C0,α(BR)

≤ c ·
{
R−α · ‖f‖C0(B3R) + [f ]C0,α(B3R)

}
.

Die zweite Ungleichung hier mit Rα multipliziert und zur ersten addiert ergibt (wie
in Theorem 1.11) gerade (1.4).

Lassen wir in (1.2) R→∞, so folgt (1.3).
Für den Beweis von (1.5) haben wir

‖w‖′C1(BR) ≡ ‖w‖C0(BR) +R · ‖Dw‖C0(BR)

abzuschätzen. Zunächst einmal erhalten wir für alle x

|w(x)| ≤
ˆ

BR

|Γ(r)| · |f(y)| dy ≤ c(n) ·R2 · ‖f‖C0(BR)

nach Lemma 1.5 in Dimension n ≥ 3. Analog folgt

|Dw(x)| ≤
ˆ

BR

|DΓ(r)| · |f(y)| dy ≤ c(n) ·R · ‖f‖C0(BR).

Wir addieren die letzte Ungleichung (mit R multipliziert) zur vorletzten Unglei-
chung und erhalten (1.5). �

Aus Theorem 1.11 erhalten wir

Theorem 1.13. Seien f ∈ C0,α
c (Rn) und u ∈ C2,α

c (Rn). Gelte ∆u = f in Rn, so
ist

u(x) =

ˆ

Rn

Γ(x− y) · f(y) dy.
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Beweis. Nach Theorem 1.8 erfüllt

w(x) :=

ˆ

Rn

Γ(x− y) · f(y) dy

die Differentialgleichung ∆w = f in Rn und es gilt w ∈ C2,α (Rn). Betrachte
v := w − u. v ist harmonisch. Daher genügt es aufgrund des Maximumprinzips,
nachzuweisen, dass v(x)→ 0 konvergiert für |x| → ∞. Da u kompakten Träger hat,
brauchen wir nur noch nachzuweisen, dass w im Unendlichen verschwindet. (Dies
folgt direkt aus Integralabschätzungen in Dimension n ≥ 3. Übung.) Allgemein
folgt dies aus der folgenden Anwendung des Divergenztheorems

w(x) =

ˆ

Rn

Γ(x− y) · f(y) dy

=

ˆ

Rn

Γ(x− y) ·∆u(y) dy

= −
ˆ

Rn

∂

∂yi
Γ(x− y) · ∂

∂yi
u(y) dy.

Da |DΓ(r)| ≤ c
rn−1 ist, folgt die Behauptung. �

1.3. Hölderabschätzungen bis zum Rand.

Theorem 1.14. Sei Rn+ = {xn > 0}, x0 ∈ ∂Rn+, R > 0, B+
1 = B+

R(x0) =

BR(x0) ∩Rn+, B+
2 = B+

3R(x0) und sei f ∈ C0,α
(
B+

2

)
für ein 0 < α < 1. Dann gilt

für das Volumenpotential (wieder mit r = |x− y|)

w(x) =

ˆ

B+
2

Γ(r)f(y) dy

w ∈ C2,α
(
B+

1

)
mit der Abschätzung∥∥D2w

∥∥
C0(B+

1 ) +Rα ·
[
D2w

]
C0,α(B+

1 ) ≤ c(n, α) ·
{
‖f‖C0(B+

2 ) +Rα · [f ]C0,α(B+
2 )

}
.

Beweis. Nach Theorem 1.11 ist w ∈ C2,α
(
B+

2

)
und es gilt ∆w = f in B+

2 . Es
genügt, die Ableitungen DiDjw, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n − 1, abzuschätzen, denn
dann folgt aufgrund der Gleichung auch eine entsprechende Schranke für

DnDnw = f −
n−1∑
i=1

DiDiw.

Nehme also j < n an. Da ∂B+
2 stückweise glatt ist, gilt das Divergenztheorem auf

B+
2 und wir können die Dinische Formel anwenden.

DiDjw(x) =

ˆ

B+
2

DiDjΓ(r)[f(y)− f(x)]− f(x) ·
ˆ

∂B+
2

DiΓ(r) · νj .

Beachte, dass wir im zweiten Term nur über den sphärischen Teil des Randes zu
integrieren brauchen, da nach Wahl von j auf dem flachen Teil des Randes νj = 0
gilt. Für x ∈ B+

1 bekommen wir mit r = |x− y|

DiDjw(x) =

ˆ

B+
2

DiDjΓ(r)[f(y)− f(x)]− f(x) ·
ˆ

∂B+
2

DiΓ(r) · νj .
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Wir bilden nun für x ∈ B+
1

DiDjw(x)−DiDjw(x) = . . .

und fahren ganz analog zum Beweis von Theorem 1.11 fort. Die Details hierzu
sind als Übung empfohlen. (Beachte insbesondere, dass der gerade Teil des Randes
keinen Beitrag zum Randintegral liefert. Daher tritt auch keine Singularität auf,
wenn man sich ihm nähert.) �

Der Bemerkung 1.12 entsprechend erhalten wir

Korollar 1.15. Sei f ∈ C0,α
c

(
Rn+
)
, 0 < α < 1, und sei (in der üblichen Bezeich-

nung)

w =

ˆ

Rn+

Γ(r)f(y).

Dann ist w ∈ C2,α
(
Rn+
)

und es gilt die Abschätzung[
D2w

]
C0,α(Rn+) ≤ c(n, α) · [f ]C0,α(Rn+).

Beweis. Wähle R > 0, so dass supp f ⊂ BR(0) ist. Nach Theorem 1.14 folgt

Rα
[
D2w

]
C0,α(B+

R) ≤ c(n, α)
{
‖f‖C0(B+

R) +Rα · [f ]C0,α(B+
R)

}
.

Die Behauptung folgt nun, wenn wir durch Rα dividieren und R→∞ lassen. �

Für Lösungen von ∆u = f erhalten wir noch die folgende Randabschätzung.

Lemma 1.16. Sei u ∈ C2,α
c

(
Rn+
)
, f ∈ C0,α

(
Rn+
)

und gelte ∆u = f in Rn+ und

u(x̂, 0) = 0 für x̂ ∈ Rn−1. Dann gilt[
D2u

]
C0,α(Rn+) ≤ c(n, α) · [f ]C0,α(Rn+).

Beweis. Da ∆u = f ist, hat f kompakten Träger. Wir spiegeln f gerade

f̃ (x̂, xn) =

{
f(x), xn ≥ 0,

f (x̂,−xn) , xn < 0.

Auch f̃ hat kompakten Träger und es gilt (sogar mit Gleichheit)∥∥∥f̃∥∥∥
C0,α

≤‖f‖C0,α ,[
f̃
]
C0,α

≤ [f ]C0,α .

Definiere für x ∈ Rn den Punkt x̃ = (x̂,−xn). Definiere weiterhin für x ∈ Rn+

w(x) =

ˆ

Rn+

[Γ(|x− y|)− Γ(|x̃− y|)] · f(y) dy

=

ˆ

Rn+

[Γ(|x− y|)− Γ(|x− ỹ|)] · f(y) dy.

Aufgrund der Symmetrie in der Definition ist w(x̂, 0) = 0 und nach Gauß gilt
w ∈ C1 (Rn), denn ˆ

Rn+

Γ(|x− ỹ|) · f(y) =

ˆ

Rn−

Γ(|x− y|) · f(ỹ)︸︷︷︸
=f̃(y)

.
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Weiterhin folgt

w(x) =

ˆ

Rn+

Γ(|x− y|) · f̃(y)−
ˆ

Rn−

Γ(|x− y|) · f̃(y)

= 2

ˆ

Rn+

Γ(|x− y|) · f̃(y)−
ˆ

Rn

Γ(|x− y|) · f̃(y)

≡w1 + w2.

Es ist daher w ∈ C2,α
(
Rn+
)

und ∆w = f in Rn+. Weiterhin gilt sogar w1 ∈ C2,α
(
Rn+
)

und nach Korollar 1.15 [
D2w1

]
C0,α(Rn+) ≤ c(n, α) ·

[
f̃
]
C0,α

sowie w2 ∈ C2,α (Rn) mit (vgl. Bemerkung 1.12)[
D2w2

]
C0,α(Rn)

≤ c(n, α) ·
[
f̃
]
C0,α

.

Es genügt nun, nachzuweisen, dass in Rn+ die Gleichung w = u gilt. Zum Beweis
bemerken wir zunächst, dass nach Gauß die Abschätzung |w| ≤ const. für n ≥ 3
gilt.

In allen Dimensionen n ≥ 2 erhält man dies wie folgt: Sei supp f ⊂ BR(0) und
daher ohne Einschränkung y ∈ BR(0). Dann gelten |x − y| ≥ |x| − R, |x − ỹ| ≥
|x| −R (ebenso für alle Punkte auf der Verbindungsstrecke zwischen y und ỹ) und
||x− y| − |x− ỹ|| ≤ 2R. Wir erhalten

|Γ(x− y)− Γ(x− ỹ)| ≤ sup
|z|≥|x|−R

|DΓ(z)| · 2R→ 0 für |x| → ∞.

Schreiben wir w in der Gestalt

w(x) =

ˆ

Rn+

[Γ(x− y)− Γ(x− ỹ)] · f(y) dy,

so folgt aus der obigen Abschätzung und der Stetigkeit auf einem Ball um den
Ursprung die globale Beschränktheit. Aus diesen Argumenten folgt sogar w(x)→ 0
für |x| → ∞. Weiterhin gilt u = w auf ∂Rn+. Da u kompakten Träger besitzt folgt
somit aufgrund des Maximumprinzips u = w. �

2. Schaudertheorie

2.1. Kompaktheitssätze. Wir wollen das folgende Kompaktheitslemma verwen-
den.

Lemma 2.1 (Kompaktheitslemma, Ehrlings Lemma). Seien Ei, i = 1, 2, 3, Ba-
nachräume und gelte

E1 ↪→ E2 ↪→ E3,

wobei beide Einbettungen (“ ↪→”= Einbettung) stetig sind und E1 ↪→ E2 kompakt
ist. Dann existiert zu jedem ε > 0 eine Konstante cε > 0, so dass

‖u‖2 ≤ ε · ‖u‖1 + cε · ‖u‖3
für alle u ∈ E1 gilt.

Beweis. Wir unterdrücken in der Notation die Einbettungsabbildungen.
Falls die Behauptung nicht richtig ist, finden wir zu einem ε > 0 eine Folge

uk ∈ E1, k ∈ N, so dass

‖uk‖2 > ε · ‖uk‖1 + k · ‖uk‖3
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gilt. Ohne Einschränkung können wir die uk so normieren, dass ‖uk‖2 = 1 gilt. Es
folgt

uk → 0 in E3

und

‖uk‖1 ≤ ε−1.

Nutze nun die Kompaktheit der ersten Einbettung. Nach Wahl einer Teilfolge dürfen
wir daher (ohne Einschänkung) annehmen, dass

uk → u in E2

konvergiert für ein geeignetes Element u ∈ E2. Hieraus folgt insbesondere ‖u‖2 = 1.
Aufgrund der Stetigkeit der Einbettung E2 ↪→ E3 erhalten wir auch Konvergenz der
uk in E3 gegen u. In E3 gilt uk → 0 = u. Wegen der Injektivität (E2 ↪→ E3 ist eine
Einbettung) folgt damit auch u = 0 in E2. Wir erhalten einen Widerspruch. �

Korollar 2.2. Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, 0 < α < 1. Dann gibt es zu jedem
ε > 0 einen Konstante cε > 0, so dass

‖u‖C2,0(Ω) ≤ ε · ‖u‖C2,α(Ω) + cε · ‖u‖C0(Ω)

für alle u ∈ C2,α
(
Ω
)

gilt.

Bemerkung 2.3. Hieraus erhalten wir auch leicht eine multiplikative Form. An-

genommen, es ist cε = c
ε , so folgt mit ε =

√
‖u‖C0

‖u‖C2,α

‖u‖C2 ≤ ε · ‖u‖C2,α +
c

ε
· ‖u‖C0

= (1 + c)
√
‖u‖C0 ·

√
‖u‖C2,α

und daraus

‖u‖2C2 ≤ c · ‖u‖C0 · ‖u‖C2,α .

Die Umkehrung ist einfach.

2.2. Schaudersche a priori-Schranken. In den nächsten beiden Kapiteln soll L
stets die folgenden Eigenschaften haben.

Definition 2.4 (Generalvoraussetzung). Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt. Sei
0 < α < 1. Die Differentialgleichung Lu = f habe die Form

Lu(x) = aij(x)uij(x) + bi(x)ui(x) + d(x)u(x) = f(x).

Wir wollen die folgenden beiden Bedingungen annehmen.

(i) Elliptizität: Es gibt eine Konstante λ > 0, so dass für alle x ∈ Ω und alle
ξ ∈ Rn die Ungleichung

aijξiξj ≥ λ|ξ|2

gilt. Sei darüber hinaus aij auch symmetrisch, d. h. gelte für alle i, j und
x ∈ Ω

aij(x) = aji(x).

(ii) Hölderstetigkeit der Koeffizienten: Es gibt eine Konstante K > 0, so dass∥∥aij∥∥
C0,α(Ω)

+
∥∥bi∥∥

C0,α(Ω)
+ ‖d‖C0,α(Ω) ≤ K

gilt.
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Theorem 2.5. Sei Ω ⊂ Rn, n ≥ 2, offen und beschränkt mit ∂Ω ∈ C2,α. Sei
u ∈ C2,α

(
Ω
)

eine Lösung des Randwertproblems{
Lu = aijDiDju+ biDiu+ du = f in Ω,

u|∂Ω = ϕ auf ∂Ω

mit d ≤ 0. Hier seien f ∈ C0,α
(
Ω
)
, ϕ ∈ C2,α(∂Ω), aij, bi, d ∈ C0,α

(
Ω
)
,
(
aij
)

symmetrisch und gleichmäßig elliptisch sowie 0 < α < 1. Dann gilt

‖u‖C2,α(Ω) ≤ c ·
{
‖f‖C0,α(Ω) + ‖ϕ‖C2,α(∂Ω)

}
,

wobei c nur von n, Ω, α, den angegebenen Normen der Koeffizienten und der El-
liptizitätskonstanten abhängt.

Bemerkung 2.6. Das folgende Beispiel zeigt, dass die Einschränkung 0 < α < 1
wesentlich ist. Betrachte nämlich in einer Umgebung des Ursprungs die Funktionen
uε : R2 → R, 0 < ε ≤ 1, definiert durch

uε
(
x1, x2

)
= x1 · x2 · log

(√
ε+ (x1)2 +

√
ε+ (x2)2

)
.

Sie erfüllen in einer kleinen Umgebung des Ursprungs

|uε|+ |∆uε| ≤ c

gleichmäßig in ε, aber die gemischten zweiten Ableitungen ∂2uε
∂x1∂x2 verhalten sich

dort für ε↘ 0 wie
log
(∣∣x1

∣∣+
∣∣x2
∣∣) .

Daher kann die C1,1-Norm nicht durch Supremumsschranken an uε und ∆uε =: f
beschränkt werden.

Dies zeigt, dass eine Abschätzung wie in Theorem 2.5 für α = 0 nicht richtig
sein kann. Durch Integrieren bekommt man die entsprechende Aussage für α = 1.

Beweis. Übung. �

Beweis von Theorem 2.5. Wir setzen zunächst ϕ nach Ω fort, so dass ϕ ∈ C2,α
(
Ω
)

gilt mit der Abschätzung

‖ϕ‖C2,α(Ω) ≤ c(Ω, α) · ‖ϕ‖C2,α(∂Ω).

Ohne Einschänkung dürfen wir annehmen, dass ϕ = 0 gilt, denn sonst betrachten
wir ũ = u− ϕ. ũ erüllt dann ũ|∂Ω = 0 und

Lũ = Lu− Lϕ = f − Lϕ ≡ f̃ .
Wir erhalten, wenn wir das Theorem für Randwerte Null gezeigt haben,

‖u‖C2,α(Ω) − ‖ϕ‖C2,α(Ω) ≤‖ũ‖C2,α(Ω)

≤ c ·
∥∥∥f̃∥∥∥

C0,α(Ω)

≤ c ·
{
‖f‖C0,α(Ω) + ‖ϕ‖C2,α(Ω)

}
.

Somit genügt es, den Fall ϕ = 0 zu betrachten.
Wir überdecken nun Ω mit genügend kleinen offenen Mengen Uk, 1 ≤ k ≤ N .

Im Beweis werden wir genauer spezifizieren, was “genügend klein” heisst. Weiterhin
nehmen wir an, dass im Falle Uk∩∂Ω 6= ∅ eine entsprechende Umgebung des Randes
aufgebogen werden kann.

Sei ζk, 1 ≤ k ≤ N , eine den Uk’s untergeordnete C∞-Zerlegung der Eins und
definiere uk = u · ζk. Es folgt

u = u ·
N∑
k=1

ζk =

N∑
k=1

uk.
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Wir multiplizieren nun die Differentialgleichung Lu = f mit ζk und erhalten

(2.1) aijDiDjuk ≡ Fk = f · ζk +aij [2Diu ·Djζk +uDiDjζk]− biDiu · ζk−d ·u · ζk.

Ist Uk ⊂ Ω, so gilt suppuk, suppFk b Ω und wir können (2.1) durch 0 in den
Rn fortsetzen.

Ist Uk ∩ ∂Ω 6= ∅, so biegen wir dieses Randstück auf und erhalten mit y = y(x) :
Ω ∩ Uk → B+

1 (0) dort eine Differentialgleichung der Form

ãij(y)DyiDyj ũk = F̃k

mit ũ(ŷ, 0) = 0. Es ist wie üblich ũk = uk ◦ y−1, . . . und F̃k = Fk ◦ y−1+ Terme, die
höchstens eine Ableitung von u enthalten. Wir dürfen weiterhin annehmen, dass
dist (supp ũk, ∂B1) > 0 ist. Auch hier setzen wir ũk und F̃k durch 0 in den Rn+ fort.

Wir fixieren nun (für jede Umgebung Uk) Punkte y0 ∈ Uk bzw. in y0 ∈ y(Uk∩Ω).
Um nicht zwei Gleichungen schreiben zu müssen, benutzen wir auch im Falle Uk ⊂ Ω
Tilden, transformieren also mit der Identität. Unsere Gleichung hat nun in jedem
Fall die Gestalt

ãij(y0)DyiDyj ũk(y) = F̃k +
[
ãij(y0)− ãij(y)

]
DyiDyj ũk(y).

Wir transformieren schließlich noch so, dass in dem speziellen Punkt y0 die Matrix(
aij(y0)

)
zu
(
δij
)

wird. Wir erhalten Differentialgleichungen der Form

aij(z0)DziDzjuk(z) ≡ ∆zuk = F k +
[
aij(z0)− aij(z)

]
·DziDzjuk(z).

Im zweiten Fall bleiben die Randwerte Null erhalten.
Wir bemerken, dass, je nach Fall, uk ∈ C2,α (Rn) oder uk ∈ C2,α

(
Rn+
)

ist.
Aufgrund der Abschätzungen der Theoreme 1.11 und 1.14 bzw. von Lemma 1.16,

in dem die entsprechenden Aussagen bereits kombiniert sind, erhalten wir nun mit
Lemma 1.13[

D2uk
]
C0,α(Rn)

≤ c · sup
z∈z(Uk)

∣∣aij(z)− aij(z0)
∣∣ · [D2uk

]
C0,α(Rn)

+ c · ‖u‖C2,0(Ω) + c · ‖f‖C0,α(Ω)

bzw. [
D2uk

]
C0,α(Rn+) ≤ c · sup

z∈z(Uk∩Ω)

∣∣aij(z)− aij(z0)
∣∣ · [D2uk

]
C0,α(Rn+)

+ c · ‖u‖C2,0(Ω) + c · ‖f‖C0,α(Ω).

Dies benutzt die Hölderstetigkeit der Koeffizienten aij . Indem wir nun diam(Uk)
jeweils klein genug wählen, können wir erreichen, dass

sup
z∈z(Uk)

∣∣aij(z)− aij(z0)
∣∣ ≤ 1

2c

ist. Für diesen Schritt ist es wichtig, dass der Stetigkeitsmodul von aij kontrolliert
ist. Damit können wir den ersten Term auf der rechten Seite in die linke Seite absor-
bieren und erhalten (hier nur noch für die inneren Abschätzungen aufgeschrieben)[

D2uk
]
C0,α(Rn)

≤ c · ‖u‖C2,0(Ω) + c · ‖f‖C0,α(Ω).

Wir addieren auf beiden Seiten die C2-Norm

‖uk‖C2,α(Rn) ≤ c · ‖u‖C2,0(Ω) + c · ‖f‖C0,α(Ω).

Nach Rücktransformation nach Ω und Summieren über k erhalten wir

‖u‖C2,α(Ω) ≤
∑
k

‖uk‖C2,α(Ω) ≤ c · ‖u‖C2,0(Ω) + c · ‖f‖C0,α(Ω).
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Aufgrund des Kompaktheitslemmas können wir

‖u‖C2,0 ≤ ε · ‖u‖C2,α + cε · ‖u‖C0

abschätzen und damit die Norm der zweiten Ableitungen auf der rechten Seite
absorbieren

‖u‖C2,α(Ω) ≤ c · {‖f‖C0,α + ‖u‖C0} .
Schließlich ist wegen d ≤ 0 das Maximumprinzip in der Form von [4, Theorem 3.7]
anwendbar

‖u‖C0 ≤ c · ‖f‖C0 .

Wir erhalten
‖u‖C2,α(Ω) ≤ c · ‖f‖C0,α

und das Theorem folgt. �

Zum gerade verwendeten Maximumprinzip.

Lemma 2.7. Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt und sei u ∈ C2(Ω) ∩ C0
(
Ω
)

in Ω
eine Lösung der elliptischen Differentialungleichung

Lu ≡ aijuij + biui + du ≥ f
mit gleichmäßig elliptischem aij und aij , bi, d, f ∈ L∞. Dann gilt

sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+ + c(L,Ω) · ‖f‖L∞(Ω).

Beweis. Wegen

L

(
u− sup

∂Ω
u+

)
= Lu− d sup

∂Ω
u+ ≥ f

dürfen wir ohne Einschränkung u ≤ 0 auf ∂Ω annehmen. Gelte weiterhinn ohne
Einschränkung Ω ⊂ {x ∈ Rn : x1 < 0}.

Setze w := 1− eαx1

für ein noch zu fixierendes α > 0. Dann gelten

0 < w < 1,

wi = − eαx1αδ1i,

wij = − eαx1α2δ1iδ1j ,

Lw = − eαx
1 (
α2a11 + αb1 + d

)
< −ε,

für ein ε > 0, falls wir α = α(L) > 0 groß genug fixieren. Somit gilt für W :=
w · 1

ε · ‖f‖L∞ die Differentialungleichung

LW < f.

Es gilt u −W ≤ −W < 0 auf ∂Ω. In einem positiven lokalen (inneren) Maximum
von u−W erhalten wir somit

0 < L(u−W ) = aij (u−W )ij︸ ︷︷ ︸
40

+bi (u−W )i︸ ︷︷ ︸
=0

+ d(u−W )︸ ︷︷ ︸
≤0

≤ 0.

Widerspruch. Somit gilt u−W ≤ 0 auch in Ω und die Behauptung folgt. �

Die oben behauptete Aussage folgt nun durch Anwendung dieses Lemmas auf u
und −u.

Bemerkung 2.8. Beachte, dass die in der Abschätzung des letzten Theorems
auftretende Konstante nur von der speziellen Überdeckung, der Zerlegung der Eins,
der C2,α-Norm der Aufbiegetransformationen für ∂Ω, von |Ω|, den C0,α-Normen der
Koeffizienten, der Elliptizitätskonstanten und von α sowie n abhängt.

Analoge Abschätzungen bekommt man auch für schwache Lösungen. Auf der
rechten Seite kann man dann die ‖u‖C0-Norm durch die ‖u‖L2-Norm oder eine
ander Lp-Norm ersetzen, siehe [6].
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2.3. Höhere Regularität.

Theorem 2.9. Seien ∂Ω ∈ Cl,α, f ∈ Cl−2,α
(
Ω
)
, ϕ ∈ Cl,α(∂Ω), aij, bi, d ∈

Cl−2,α
(
Ω
)
, l ≥ 2, 0 < α < 1, wobei aij elliptisch ist und d ≤ 0, so gilt für eine

Lösung u ∈ Cl,α
(
Ω
)

des Randwertproblems{
Lu = f in Ω,

u = ϕ auf ∂Ω,

die Abschätzung

‖u‖Cl,α(Ω) ≤ c ·
{
‖f‖Cl−2,α(Ω) + ‖ϕ‖Cl,α(∂Ω)

}
.

Beweis. Es genügt, den Induktionsschritt l → l + 1 zu zeigen. Sei wieder ohne
Einschränkung ϕ = 0 und seien Uk und ζk wie im Beweis von Theorem 2.5 gewählt.

Ist Uk ⊂ Ω, so definieren wir für 1 ≤ i ≤ n
vk := Diuk

und wenden auf vk und die entsprechende Differentialgleichung die Induktionsvor-
aussetzung an

‖vk‖Cl,α(Uk) ≤ c ·
{
‖f‖Cl−1,α(Ω) + ‖u‖Cl+1,0(Ω)

}
.

Dabei haben wir die Cl,α-Norm von u durch die Cl+1,0-Norm abgeschätzt.
Ist Uk ∩ ∂Ω 6= ∅, so setzen wir für 1 ≤ i ≤ n− 1

vk = Diuk.

Es gilt für eine geeignet definierte rechte Seite fk in Rn+ die Gleichheit Lvk = fk.
Da vk(ŷ, 0) = 0 gilt, erhalten wir nach Induktionsvoraussetzung (verstehe dies nach
Anwendung einer Aufbiegetransformation)

‖vk‖Cl,α(Uk∩Ω) ≤ c ·
{
‖f‖Cl−1,α(Ω) + ‖u‖Cl+1,0(Ω)

}
.

Für die Abschätzung von Dnuk benutzen wir die Differentialgleichung

Luk = fk in Rn+
für geeignetes fk und erhalten

annDnDnuk = fk − biDiuk − d · uk

−
∑

i+j<2n

aijDiDjuk.

Diese Gleichung dividieren wir durch ann und differenzieren sie nochmals nach xn.
Auf der linken Seite erhalten wir DnDnDnuk und auf der rechten Seite erhalten
wir bis zu dritte Ableitungen von uk, jedoch ohne eine dreimalige Ableitung nach
xn. Somit haben wir die rechte Seite in Cl−2,α bereits beschränkt und es folgt

‖DnDnDnuk‖Cl−2,α ≤ c · {‖f‖Cl−1,α + ‖u‖Cl+1,0} .
Wir erhalten also

‖Duk‖Cl,α ≤ c · {‖f‖Cl−1,α + ‖u‖Cl+1,0} .
Das Theorem folgt. �

Theorem 2.10. Erfüllt der lineare Operator L die Voraussetzungen von Theorem
2.9 nur lokal, so genügt eine Lösung u ∈ Cl,α(Ω) der Gleichung Lu = f den
Abschätzungen

‖u‖Cl,α(Ω′) ≤ c ·
{
‖f‖Cl−2,α(Ω′′) + ‖u‖C0(Ω′′)

}
für alle Ω′ b Ω′′ b Ω und die Konstante hängt nun noch zusätzlich von Ω′ und Ω′′

ab.
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Beweis. Übung, siehe auch [4]. �

2.4. Stetigkeitsmethode. Hier betrachtet man eine Familie von Randwertproble-
men für einen Parameter t ∈ [0, 1]. Die Familie ist dabei so gewählt, dass man das
Randwertproblem für t = 0 bekanntermaßen eindeutig lösen kann und dass man
für t = 1 das Randwertproblem bekommt, das man eigentlich lösen möchte. Dann
zeigt man, dass die Menge der Parameter t ∈ [0, 1], für die man das entsprechen-
de Randwertproblem eindeutig lösen kann, offen und abgeschlossen ist. Da diese
Menge auch nichtleer ist, ist sie gleich dem gesamten Interval [0, 1] und man erhält
insbesondere auch eine Lösung für t = 1.

Wir interessieren uns hier für das Randwertproblem{
Lu = f in Ω,

u = g auf ∂Ω.

Sei L wie oben mit d(x) ≤ 0, Ω ⊂ Rn offen, beschränkt und mit C2,α-Rand. Sei
f ∈ C0,α

(
Ω
)

und g ∈ C2,α
(
Ω
)
.

Bemerkung 2.11. Wie man sich am Beispiel x 7→ |x|α überzeugt, approximieren
Glättungen eine C0,α-Funktion im allgemeinen nicht in C0,α. (Die Glättungen ap-
proximieren aber in C0,β für 0 < β < α.) Daher werden wir nun f und g nur in C2

approximieren. Beachte aber, dass die C2,α-Normen der approximierenden Funk-
tionen trotzdem (bis auf eine feste Konstante) gleichmäßig durch die C2,α-Norm
der ursprünglichen Funktion beschränkt sind.

Betrachte dazu

|(f(x)− fε(x))− (f(y)− fε(y))|
|x− y|α

≤
ˆ

( |f(x)− f(y)|︸ ︷︷ ︸
≤[f ]C0,α ·|x−y|α

+ |f(x+ z) + f(y + z)|︸ ︷︷ ︸
≤[f ]C0,α ·|x−y|α

)ηε(z) dz ·
1

|x− y|α

≤ 2 · [f ]C0,α · |x− y|α.

Wir benötigen zunächst

Theorem 2.12 (Kellogg). Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, ∂Ω ∈ C∞. Sei f ∈
C0,α

(
Ω
)

und g ∈ C2,α
(
Ω
)
. Dann besitzt das Dirichletproblem{

∆u = f in Ω,

u = g auf ∂Ω.

genau eine Lösung u ∈ C2,α
(
Ω
)
.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus dem Maximumprinzip.
Zunächst wollen wir f und g durch glatte Funktionen approximieren. Nach Fort-

setzung und Glättung erhalten wir

C∞
(
Ω
)
3 fk → f in C0

(
Ω
)
,

C∞
(
Ω
)
3 gk → g in C2

(
Ω
)
.

Die Probleme {
∆uk = fk in Ω,

uk = gk auf ∂Ω.

betrachtet man nun als Randwertprobleme für (nach Abziehen der Randwerte)
wk := uk − gk ∈ H1

0 (Ω). Sie besitzen glatte Lösungen wk bzw. uk (L2-Theorie).
Aufgrund von Theorem 2.5 gelten die Abschätzungen

‖uk‖C2,α(Ω) ≤ c(n, α,Ω) ·
{
‖fk‖C0,α(Ω) + ‖gk‖C2,α(Ω)

}
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≤ c(n, α,Ω) ·
{
‖f‖C0,α(Ω) + ‖g‖C2,α(Ω)

}
.

Nach Arzelà-Ascoli konvergiert (ohne Einschränkung) uk → u in C2 für ein u ∈
C2,α

(
Ω
)
.

Insbesondere folgt also in Ω die Konvergenz ∆uk → ∆u in C0
(
Ω
)
, als kommu-

tatives Diagramm

∆uk

��

fk

��
∆u f.

Ebenso konvergieren die Randwerte. Die Funktion u ist damit die gesuchte Lösung.
Sie erfüllt

‖u‖C2,α(Ω) ≤ lim inf
k→∞

‖uk‖C2,α(Ω) ≤ c(n, α,Ω) ·
{
‖f‖C0,α(Ω) + ‖g‖C2,α(Ω)

}
.

Aufgrund der Eindeutigkeit des Grenzwertes konvergiert sogar die gesamte Folge.
�

Bemerkung 2.13. Anhand des Beweises von Theorem 2.5 überzeugt man sich
leicht, dass die Konstante in der Normabschätzung für eine Folge von C∞-Gebieten,
die ein C2,α-Gebiet in C2 mit beschränkter C2,α-Norm approximieren, d. h. wenn
lokal die den Rand als Graphen darstellenden Funktionen in C2 konvergieren,
gleichmäßig gewählt werden kann.

Wir erhalten damit Kelloggs Theorem auch für C2,α-Gebiete: Wir setzen zu-
nächst g als C2,α-Funktion mit entsprechend kontrollierter Norm nach Rn fort und
approximieren dann das Gebiet Ω durch glatte Gebiete Ωk, auf die die obige Ver-
sion von Kelloggs Theorem anwendbar ist. Der Einfachheit halber wollen wir die
Gebiete Ωk stets so wählen, dass Ω ⊂ Ωk gilt. Dies erreicht man beispielsweise,
indem man Abstandsniveauflächen zu ∂Ω glättet. Wir erhalten somit Lösungen
uk mit gleichmäßigen C2,α

(
Ωk
)
-Abschätzungen. Somit sind auch die Funktionen

uk|Ω in C2,α
(
Ω
)

gleichmäßig beschränkt. Eine Teilfolge davon (und wie man sich
leicht überlegt, sogar die gesamte Folge, da der Grenzwert eindeutig bestimmt ist)
konvergiert dann gegen die gewünschte Lösung.

Wir wollen das folgende Existenzresultat beweisen

Theorem 2.14. Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, ∂Ω ∈ C2,α. Sei L wie in den
Generalvoraussetzungen, Definition 2.4, mit

d ≤ 0 in Ω.

Dann gibt es zu jedem f ∈ C0,α
(
Ω
)

und jedem g ∈ C2,α
(
Ω
)

eine eindeutig be-

stimmte Lösung u ∈ C2,α
(
Ω
)

des Dirichletproblems{
Lu = f in Ω,

u = g auf ∂Ω.

Beweis. Indem wir u− g statt u betrachten und f entsprechend abändern, dürfen
wir annehmen, dass g ≡ 0 gilt.

Wir definieren für t ∈ [0, 1] Differentialoperatoren Lt durch

Lt = (1− t)∆ + tL.

Beachte, dass alle Operatoren Lt die Generalvoraussetzungen 2.4 mit von t un-
abhängigen Konstanten λ > 0 und K erfüllen. Weiterhin bleibt die Eigenschaft
“d(x) ≤ 0 in Ω” auch für Lt erhalten. Für t = 0 liefert Kelloggs Theorem die
Lösung. Für t = 1 behaupten wir, dass es eine Lösung gibt.
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Wir kürzen Banachräume wie folgt ab

B1 :=C2,α
(
Ω
)
∩
{
u ∈ C0

(
Ω
)

: u|∂Ω = 0
}
,

B2 :=C0,α
(
Ω
)
.

B1 ist ein abgeschlossener Unterraum von C2,α
(
Ω
)
. Als Norm können wir daher

die C2,α-Norm verwenden.
Der Operator

Lt : B1 → B2

ist ein beschränkter linearer Operator. Sei ut die Lösung von{
Ltut = f in Ω,

ut = 0 auf ∂Ω.

Dann gilt

‖ut‖C2,α(Ω) ≤ c · ‖f‖C0,α(Ω)

mit einer von t unabhängigen Konstanten.
Diese a priori Schranke können wir auch als

‖u‖B1
≤ c · ‖Ltu‖B2

für alle u ∈ B1 schreiben.
Das Theorem folgt, wenn wir zeigen können, dass L1 surjektiv ist. Dies erhalten

wir aus dem folgenden Theorem. �

Theorem 2.15. Seien L0, L1 : B1 → B2 beschränkte lineare Operatoren zwischen
Banachräumen B1 und B2. Wir definieren

Lt := (1− t)L0 + tL1 für 0 ≤ t ≤ 1.

Gibt es eine von t unabhängige Konstante c mit

‖u‖B1 ≤ c‖Ltu‖B2

für alle u ∈ B1 und ist L0 surjektiv, so ist auch L1 surjektiv.

Beweis. Beachte zunächst, dass die beiden Definitionen für Lt insbesondere für
t = 0 und t = 1 übereinstimmen.

Nehme an, dass Lτ für ein τ ∈ [0, 1] surjektiv ist. Nach der Abschätzung für
die Normen ist Lτ auch injektiv. Somit ist Lτ ein bijektiver Operator mit ent-
sprechenden Normabschätzungen. (Aufgrund der Neumannschen Reihe bilden die
invertierbaren (und damit auch die bijektiven) in beide Richtungen stetigen Opera-
toren eine offene Teilmenge von L(·, ·). Wir wollen jedoch eine quantitative Variante
davon verwenden.) Die Inverse

L−1
τ : B2 → B1

ist aufgrund der Bijektivität auch ein beschränkter linearer Operator. Sei t ∈ [0, 1]
beliebig, f ∈ B2. Wir schreiben die Gleichung Ltu = f als

Lτu = f + (Lτ − Lt)u = f + (t− τ)(L0u− L1u)

um und weiter als Fixpunktgleichung in der Form

u = L−1
τ f + (t− τ)L−1

τ (L0 − L1)u =: Λu.

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz finden wir einen solchen Fixpunkt, falls es
ein q < 1 gibt, so dass für alle u, v ∈ B1

‖Λu− Λv‖B1 ≤ q · ‖u− v‖B1
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gilt. Es gilt

‖Λu− Λv‖B1
≤
∥∥L−1

τ

∥∥
L(B2,B1)

·
(
‖L0‖L(B1,B2) + ‖L1‖L(B1,B2)

)
· |t− τ |︸ ︷︷ ︸

=:q

·‖u− v‖B1
.

Somit können wir q < 1 unabhängig von τ erreichen, wenn nur |t− τ | klein genug
ist. In dieser Umgebung von τ ist Lτu = f lösbar, d. h. Lτ ist dort surjektiv und
damit auch bijektiv. Da die entsprechenden Umgebungen von τ unabhängig gewählt
werden können, haben wir nach endlich vielen Schritten von t = 0 ausgehend auch
die Bijektivität (und damit die Surjektivität) von L1 bewiesen. Das Theorem folgt.

�

Bemerkung 2.16. In unserem Spezialfall kann man auch die Menge aller t ∈ [0, 1]
betrachten, für die Lt surjektiv (und damit bijektiv) ist. Aufgrund der Neumann-
schen Reihe (Verallgemeinerung der geometrischen Reihe auf Operatoren) ist diese
Menge offen. Die Schauderabschätzungen liefern (mit Arzelà-Ascoli) die Abgeschlos-
senheit. Nach Kellogg ist diese Menge nichtleer. Auch so folgt Theorem 2.14.

Führe die Details dazu als Übung aus.

3. Parabolische Krylov-Safonov Abschätzungen

Ich orientiere mich in diesem Kapitel über Krylov-Safonov Abschätzungen an [7,
Kapitel 7 und 14]. Hierin sind aber sehr viele Dinge zu korrigieren.

Für einige Resultate zeige ich, dass die Aussagen über Zylinder auch Entspre-
chungen für Quader haben. Dies sind einfache ad hoc Beweise oder einfache Übungs-
aufgaben, die später helfen, den häufigen Übergang von Quadern zu Zylindern und
zurück zu vermeiden. Man kann sie auch komplett vermeiden.

3.1. ABP-Abschätzung. Da wir a priori Abschätzungen beweisen wollen, dürfen
wir annehmen, dass alle auftretenden Funktionen glatt sind.

Ich benutze für die Alexandroff-Bakelman-Pucci Abschätzung (ABP-Abschätz-
ung) [7, Kapitel 7.1]. Elliptische Versionen zu diesem Thema finden sich in [4,
Kapitel 9.1] oder [1, Kapitel 3].

Definition 3.1. Der parabolische Differentialoperator L sei definiert durch

Lu := −u̇+ aijuij + biui + du.

SetzeD := det
(
aij
)

undD∗ := D1/(n+1). Es gilt also aij > 0 im Sinne von Matrizen.

Wir wollen auch annehmen, dass aij symmetrisch ist, aij = aji.
Sei Ω ⊂ Rn offen und sei 0 < T <∞. Der parabolische Rand von Ω× (0, T ) ist

definiert als
P(Ω× (0, T )) := (Ω× {0}) ∪ (∂Ω× [0, T ]).

Für eine gegebene Funktion u : Ω × (0, T ) → R ist die Menge der oberen
Kontaktpunkte, E(u), definiert als die Menge aller Punkte (x, t) ∈ Ω × (0, T ] ≡(
Ω× [0, T ]

)
\ P(Ω× (0, T )), für die es ein ξ ∈ Rn gibt, so dass

u(x, t) + 〈ξ, y − x〉 ≥ u(y, s)

für alle (y, s) ∈ Ω × (0, t] gilt. Es gibt also eine graphu dort berührende, zeitun-
abhängige Hyperebene, unter der graphu zu allen früheren Zeiten liegt.

Gelte nun Ω ⊂ BR. Definiere E+(u) als die Teilmenge von E(u), in der zusätzlich
noch u > 0 und

(3.1) R|ξ| < u(x, t)− 〈ξ, x〉 < 1
2 supu+

gelten, wobei u+ := max{u, 0}.
Für eine beliebige Teilmenge D ⊂ Rn×R definieren wir den parabolischen Rand

PD als die Menge aller Punkte (x, t) in ∂D, für die Br(x)× (t− r2, t) für beliebiges
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(insbesondere kleines) r > 0 nicht in D enthalten ist. Die Kontaktmenge wird in
diesem Fall analog zu oben definiert.

Der Beweis der Alexandroff-Bakelman-Pucci Abschätzung setzt sich aus mehre-
ren Lemmata zusammen. Vergleiche das nächste Lemma mit [7, Lemma 7.2].

Lemma 3.2. Sei Ω ⊂ BR(0) ⊂ Rn offen, 0 < T < ∞. Sei u glatt, d. h. u ∈
C∞

(
Ω× [0, T ]

)
, und gelte u ≤ 0 auf dem parabolischen Rand P(Ω× (0, T )). Dann

folgt

sup
Ω×(0,T )

u ≤ c(n) ·R
n
n+1

 ˆ

E+(u)

∣∣u̇detD2u
∣∣


1
n+1

.

Bemerkung 3.3. Dieses Lemma bleibt auch gültig, wenn man Ω × (0, T ) durch
eine offene Teilmenge hiervon ersetzt.

Beweis von Lemma 3.2. Definiere Φ : Ω× (0, T )→ Rn+1 durch

Φ(x, t) := (Du(x, t), u(x, t)− xkuk(x, t))T .

Wir berechnen det
(
DΦ, ∂∂tΦ

)
. Hierzu addieren wir das xj-fache der j-ten Zeilen

zur letzten Zeile

det

(
DiΦ

j ,
∂

∂t
Φ

)
= det

(
(uij) (u̇j)(
−xkuik

)
u̇− xku̇k

)
= det

(
(uij) (u̇j)
(0) u̇

)
.

Die Transformationsformel für Integrale lautet für einen Diffeomorphismus ϕ, y =
ϕ(x), ˆ

Ω

f(ϕ(x))|detDϕ| dx =

ˆ

ϕ(Ω)

f(y) dy.

Da Φ nicht injektiv zu sein braucht, folgt hier nur

(3.2)

ˆ

E+(u)

∣∣u̇detD2u
∣∣ ≥ ˆ

Φ(E+(u))

1 =
∣∣Φ(E+(u))

∣∣ .
(Es handelt sich hier um Integration bezüglich des Lebesguemaßes, der

”
paraboli-

sche Abstand“ wird nicht benutzt. Genauer ist diese Ungleichung eine Folgerung
der Koflächenformel, siehe [2, Theorem 3.2.3]. In einer nachfolgenden Bemerkung
werden wir die Ungleichung noch mit Hilfe des Sardschen Satzes herleiten.)

Sei nun M := supu. Nehme an, dass M > 0 gilt und dass u(x0, t0) = M ist.
Definiere den abgeschnittenen Kegel Σ als die Menge aller (ξ, h) ∈ Rn+1, so dass

(3.3) R|ξ| < h < M/2

ist. Definiere weiterhin für ein festes Tupel (ξ, h) ∈ Σ die Funktion

p(y, s) := 〈ξ, y〉+ h.

Nach Definition der Menge Σ gilt in Ω × [0, T ] die Ungleichung p > 0. Somit gilt
insbesondere p > 0 ≥ u auf dem parabolischen Rand P(Ω× (0, T )). Die Definition
von Σ liefert weiterhin, dass

p(x0, t0) < M = u(x0, t0)

gilt. Somit finden wir einen Punkt (y1, s1) ∈ Ω × [0, t0], so dass dort u und p
übereinstimmen, p(y1, s1) = u(y1, s1), und dass für alle früheren Zeiten p über u
liegt, p(y, s) ≥ u(y, s) für alle s ≤ s1 und für alle y ∈ Ω.

Der Punkt (y1, s1) liegt nicht auf dem parabolischen Rand P(Ω × (0, T )) liegt,
da dort p > 0 ≥ u gilt.
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Sei also (y, s) ∈ Ω× (0, s1]. Dann gilt

u(y, s) ≤ p(y, s) = 〈ξ, y〉+ h = 〈ξ, y − y1〉+ p(y1, s1) = 〈ξ, y − y1〉+ u(y1, s1)

nach Wahl von (y1, s1) und der Definition von p. Es folgt (y1, s1) ∈ E(u). Da u
und p im Punkt (y1, s1) übereinstimmen, gilt u(y1, s1) > 0. Schließlich folgt die
Bedingung (3.1) nach Definition von Σ und p,

R|ξ| < h = p(y1, s1)− 〈ξ, y1〉 = u(y1, s1)− 〈ξ, y1〉 = h < 1
2M,

und somit gilt (y1, s1) ∈ E+(u).
Da u und p in (y1, s1) übereinstimmen und da p(y, s) ≥ u(y, s) für alle s ≤ s1

gilt, folgt Du(y1, s1) = ξ.
Wir benutzen nochmals, dass u und p in (y1, s1) übereinstimmen und erhalten

Φ(y1, s1) = (ξ, p(y1, s1)− 〈y1, ξ〉) = (ξ, h).

Da wir für festes (ξ, h) ∈ Σ einen Punkt (y1, s1) ∈ E+(u) gefunden haben mit
Φ(y1, s1) = (ξ, h), folgt Σ ⊂ Φ (E+(u)). Nun ist Σ ein Kegel der Höhe M/2 mit
einer n-dimensionalen Kugel vom Radius M/(2R) als Grundfläche. Wir erhalten
also die Abschätzung ∣∣Φ (E+(u)

)∣∣ ≥ |Σ| = c(n)
Mn+1

Rn

mit einer Konstanten c(n) > 0 und zusammen mit (3.2) ergibt sich die Behauptung.
�

Bemerkung 3.4. Benutzt man im obigen Beweis die Integraltransformationsfor-
mel mit einer Funktion g : Rn → R, so ergibt sichˆ

E+(u)

∣∣g(Du)u̇detD2u
∣∣ ≥ ˆ

(ξ,h)∈Φ(E+(u))

g(ξ) ≥
ˆ

(ξ,h)∈Σ

g(ξ).

Bemerkung 3.5. Beweis von (3.2) mit Hilfe des Sardschen Satzes: Aufgrund
des Sardschen Satzes gibt es A ⊂ Φ(E+(u)) mit |Φ(E+(u)) \ A| = 0, so dass
det(DΦ(y)) 6= 0 für alle y ∈ Φ−1(A)∩E+(u) gilt. Wir zerlegen Φ−1(A)∩E+(u) in
höchstens abzählbar viele disjunkte messbare Mengen Bi, die man induktiv wählen
kann (indem man die kompakte Menge mit |det(DΦ)| ≥ ε durch endlich viele
Mengen überdeckt auf denen DΦ mindestens auf einem Ball vom Radius δ ein Dif-
feomorphismus mit |DΦ(x, t) − DΦ(y, s)| ≥ δ · |(x, t) − (y, s)| ist, dann zunächst
δ ↘ 0 und später ε↘ 0 läßt, die Mengen induktiv verkleinert um die Disjunktheit
zu erhalten und am Ende jeweils mit Φ−1(A) ∩ E+(u) schneidet), so dass

Φ: Bi → Φ(Bi)

für alle i Diffeomorphismen sind. Dann gilt aufgrund der Integraltransformations-
formel ˆ

Bi

∣∣u̇detD2u
∣∣ =

ˆ

Φ(Bi)

1 = |Φ(Bi)|

für alle i. Aufsummieren liefert, da die Mengen Φ(Bi) nicht notwendigerweise paar-
weise disjunkt sindˆ

E+(u)

∣∣u̇detD2u
∣∣ ≥ ˆ

Φ−1(A)∩E+(u)

∣∣u̇detD2u
∣∣ =

∑
i

ˆ

Bi

∣∣u̇detD2u
∣∣

=
∑
i

|Φ(Bi)| ≥

∣∣∣∣∣⋃
i

Φ(Bi)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣Φ
(⋃

i

Bi

)∣∣∣∣∣
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=
∣∣Φ (Φ−1(A) ∩ E+(u)

)∣∣ = |A| =
∣∣Φ (E+(u)

)∣∣ ,
wobei wir bei der vorletzten Gleichheit A ⊂ Φ (E+(u)) verwendet haben. Es gilt
nämlich ganz allgemein: Aus A ⊂ f(B) folgt f

(
f−1(A) ∩B

)
= A (einfache Übung).

Diese Überlegungen funktionieren auch mit einer zusätzlichen nichtnegativen
Funktion g wie in Bemerkung 3.4.

Im folgenden wollen wir c(n) oder c für positive Konstanten schreiben, die ihren
Wert noch von Zeile zu Zeile ändern dürfen.

Wir wollen nun g geeignet wählen und mit Hilfe von Bemerkung 3.4 das folgende
Theorem beweisen. Vergleiche dies mit [7, Theorem 7.1]. Auch hier gilt die Aussage
ebenso für beliebige offene Teilmengen von BR × (0, T ).

Theorem 3.6. Sei Ω ⊂ BR(0) ⊂ Rn offen, 0 < T <∞. Gelte

Lu ≥ f in Ω× (0, T )

und erfülle der konstante Koeffizient d im Differentialoperator L die Ungleichung
d ≤ k für ein k ≥ 0. Dann gilt

sup
Ω×(0,T )

u ≤ ekT
(

sup
P(Ω×(0,T ))

u+ + c(n)

∥∥∥∥f−D∗
∥∥∥∥
Ln+1(Ω×(0,T ))

·B
n
n+1

0

)
,

wobei

B0 =

∥∥∥∥ b

D∗

∥∥∥∥n+1

Ln+1(Ω×(0,T ))

+R

ist.

Beachte für den Anwendung dieses Theorems Bemerkung 3.7 und verfolge im
nun folgenden Beweis, dass diese Bemerkung gilt.

Beweis. Definiere

w(x, t) := e−ktu(x, t)− sup
(y,s)∈P(Ω×(0,T ))

e−ksu+(y, s).

Es gilt

−ẇ + aijwij = e−kt
(
−u̇+ aijuij

)
+ ke−ktu

= e−kt
(
Lu− biui − du

)
+ ke−ktu

≥ e−kt
(
f − biui

)
+ e−kt(k − d)u

≥ − f− − |b||Dw|

in E+(w), da dort 0 < e−kt ≤ 1 und (k − d)u ≥ 0 gelten, wobei f = f+ − f−.
Weiterhin gilt nach Definition von w die Ungleichung w ≤ 0 auf P(Ω× (0, T )). Sei
µ > 0 eine noch zu fixierende Konstante. Definiere

g(p) :=
(
|p|

n+1
n + µ

n+1
n

)−n
.

Aufgrund der Hölderschen Ungleichung gilt

ẇ − aijwij ≤ f− + |b||Dw|

≤
(
µ−(n+1)(f−)n+1 + |b|n+1

) 1
n+1 ·

(
µ
n+1
n + |Dw|

n+1
n

) n
n+1

=

(
µ−(n+1)(f−)n+1 + |b|n+1

) 1
n+1

g(Dw)
1

n+1

(3.4)
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in E+(w). Nach Definition von E+(w) gilt insbesondere w(x, t) ≥ w(x, s) für (x, t) ∈
E+(w) und s ≤ t. Damit folgt, dass ẇ ≥ 0 in E+(w) gilt. Die Definiton von E+(w)
liefert weiterhin für (x, t) ∈ E+(w) und einen Einheitsvektor e ein ξ mit

w(x, t) + 〈ξ, ηe〉 ≥ w(x+ ηe, t)

und

w(x, t)− 〈ξ, ηe〉 ≥ w(x− ηe, t),
falls |η| so klein ist, dass w an den entsprechenden Stellen definiert ist. Addieren
dieser beiden Gleichungen liefert für η 6= 0

w(x+ ηe, t) + w(x− ηe, t)− 2w(x, t)

η2
≤ 0.

Im Limes η → 0 erhalten wir wije
iej ≤ 0. Somit ist −D2w positiv semidefinit. Für

positiv semidefinite (symmetrische) (n + 1) × (n + 1)-Matrizen A und B gilt die
geometrisch-arithmetische Ungleichung für Matrizen

(detAB)
1

n+1 ≤ trAB

n+ 1
.

Wir erhalten also wegen ẇ ≥ 0

ẇ − aijwij = tr

{(
1 (0)

(0)
(
aij
))( ẇ (0)

(0) (−wij)

)}
≥ (n+ 1)

(
det aij

) 1
n+1

∣∣ẇ detD2w
∣∣ 1
n+1

= (n+ 1)D∗
∣∣ẇ detD2w

∣∣ 1
n+1 .

Kombiniert mit Bemerkung 3.4 und (3.4) erhalten wir hierausˆ

(ξ,h)∈Σ

g(ξ) ≤
ˆ

E+(w)

∣∣g(Dw)ẇ detD2w
∣∣

≤
ˆ

E+(w)

|g(Dw)|
(
ẇ − aijwij
(n+ 1)D∗

)n+1

≤
ˆ

E+(w)

µ−(n+1)(f−)n+1 + |b|n+1

((n+ 1)D∗)n+1
,

(3.5)

wobei Σ wie in (3.3) definiert ist. Es gilt

g(p) =
(
|p|

n+1
n + µ

n+1
n

)−n
≥ c(n) (|p|n + µn)

−n+1
n

und wir erhalten nach Definition von Σ (falls M = supw+ > 0; der Fall M ≤ 0
wird weiter unten betrachtet) und g in Polarkoordinaten

ˆ

Σ

g(ξ) ≥ c(n)

M/2ˆ

0

h/Rˆ

0

rn−1

(rn + µn)
n+1
n

dr dh

= c(n)

M/2ˆ

0

(
− (rn + µn)

−1/n
∣∣∣h/R
0

)
dh

= c(n)

M/2ˆ

0

1

µ
−
((

h

R

)n
+ µn

)−1/n

dh
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≥ c(n)

M/2ˆ

µR

1

µ
−
((

h

R

)n
+ µn

)−1/n

dh

≥ c(n)

M/2ˆ

µR

1

µ
− 2−1/n 1

µ
dh

≥ c(n)
M/2− µR

µ

= c(n)

(
M

2µ
−R

)
,

falls M ≥ 2µR. Zusammen mit (3.5) ergibt sich

M ≤ 2µR+ c(n)µ

ˆ

E+(w)

µ−(n+1)(f−)n+1 + |b|n+1

D∗n+1

≤ 2µR+ c(n)
1

µn

∥∥∥∥f−D∗
∥∥∥∥n+1

Ln+1(Ω×(0,T ))

+ c(n)µ

∥∥∥∥ b

D∗

∥∥∥∥n+1

Ln+1(Ω×(0,T ))

.

(3.6)

Falls
∥∥∥ f−D∗ ∥∥∥

Ln+1(Ω×(0,T ))
= 0 gilt, erhalten wir mit µ ↘ 0, dass M ≤ 0. Sonst

fixieren wir

µ =

∥∥∥∥f−D∗
∥∥∥∥
Ln+1(Ω×(0,T ))

·

(∥∥∥∥ b

D∗

∥∥∥∥n+1

Ln+1(Ω×(0,T ))

+R

)− 1
n+1

≡
∥∥∥∥f−D∗

∥∥∥∥
Ln+1(Ω×(0,T ))

·B−
1

n+1

0

und erhalten in beiden Fällen nach Definition von B0

M ≤
∥∥∥∥f−D∗

∥∥∥∥
Ln+1(Ω×(0,T ))

·

·

(
2RB

− 1
n+1

0 + c(n)B
n
n+1

0 + c(n)

∥∥∥∥ b

D∗

∥∥∥∥n+1

Ln+1(Ω×(0,T ))

·B−
1

n+1

0

)

≤ c(n)

∥∥∥∥f−D∗
∥∥∥∥
Ln+1(Ω×(0,T ))

·B
n
n+1

0 .

Umordnen der Terme ergibt

u(x, t) ≤ ekt
(

sup
P(Ω×(0,T ))

e−ksu+ + c(n)

∥∥∥∥f−D∗
∥∥∥∥
Ln+1(Ω×(0,T ))

·B
n
n+1

0

)

≤ ekt
(

sup
P(Ω×(0,T ))

u+ + c(n)

∥∥∥∥f−D∗
∥∥∥∥
Ln+1(Ω×(0,T ))

·B
n
n+1

0

)
und das Theorem folgt. �

Bemerkung 3.7. Wir werden im folgenden Theorem 3.8 dieses Theorem benut-
zen. Wie man an Gleichung (3.6) abliest, genügt es dabei, die entsprechenden
Ln+1 (E+(w))-Normen statt der Ln+1(Ω× (0, T ))-Normen zu benutzen. Gilt d ≤ 0
in Ω × (0, T ) und u ≤ 0 auf P(Ω × (0, T )), so ist u = w und wir können auch die
Ln+1 (E+(u))-Normen verwenden.
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3.2. Ein lokales Maximumprinzip. Nehme an, dass L gleichmäßig parabolisch
ist, d. h. dass

λδij ≤ aij ≤ Λδij

für Konstanten 0 < λ ≤ Λ < ∞ gilt. Definiere den parabolischen Zylinder Q(R)
durch

Q(R) =Q((x, t), R)

:=
{

(y, s) ∈ Rn × R : max
{
|x− y|, |s− t|1/2

}
< R, s < t

}
=BR(x)× (t−R2, t).

Im folgenden Theorem sind die parabolischen Zylinder alle bezüglich eines gemein-
samen festen Punktes definiert. Wir wollen annehmen, dass dies der Ursprung ist.

Vergleiche das nachfolgende Resultat mit [7, Theorem 7.21]. Beachte, dass das
hier auftretende Integral durch den Faktor R−(n+2) gemittelt ist. Es gilt das fol-
gende lokale Maximumprinzip

Theorem 3.8. Gelte Lu ≥ f in Q(R). Seien p > 0, ρ ∈ (0, 1). Dann gibt es

c = c
(
n, p, ρ, λ,Λ, sup

(
R|b|+R2d+

))
,

so dass

sup
Q(ρR)

u ≤ c


R−(n+2)

ˆ

Q(R)

(
u+
)p

1/p

+R
n
n+1 ‖f‖Ln+1(Q(R))


gilt.

Bemerkung 3.9.

(i) Wir fordern nicht p ≥ 1.
(ii) Mit Bemerkung 3.7 sehen wir durch Inspektion des folgenden Beweises, dass

es hier genügt, über E+(u) statt über Q(R) zu integrieren.
(iii) Der Beweis von Theorem 3.29 ergibt sich aus dem Beweis von Theorem 3.8,

da die Randwerte dort u ≤ 0 erfüllen. Dies beim Lesen des Beweises von
Theorem 3.8 zu berücksichtigen ist daher für später hilfreich.

Bemerkung 3.10. Ein analoges Resultat gilt auch, wenn wir Q(R) bzw. Q(ρR)
überall durch

K((x, t), R) :=
{

(y, s ∈ Rn × R : max
i

∣∣xi − yi∣∣ < R und t−R2 < s < t
}

=
{

(y, s) ∈ Rn × R : max
{

max
i

∣∣xi − yi∣∣ , |s− t|1/2} < R und s < t
}

bzw. K(ρR) ersetzen. Dieses Resultat nennen wir die Quadervariante von Theorem
3.8. Wiederum werden wir alle Quader bezüglich eines gemeinsamen Punktes, der
ohne Einschränkung der Ursprung ist, mit K(R) ≡ K((0, 0), R) ohne explizite
Angabe eines Referenzpunktes bezeichnen.

Beweis. Übung. �

Beweis von Theorem 3.8. Definiere

ζ :=

(
1− |x|

2

R2

)(
1 +

t

R2

)
.
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Beachte, dass ζ ≥ 0 in Q(R) mit Gleichheit auf P(Q(R)) gilt. Weiterhin gilt dort
ζ ≤ 1. Für ein noch zu fixierendes q ≥ 2, nämlich für{

q = 2(n+1)
p falls p ≤ n+ 1,

q = 2 falls p ≥ n+ 1,

definieren wir η := ζq. Definiere weiterhin den Differentialoperator P durch

Pv := −v̇ + aijvij

und v := ηu. Es gilt

Pv = − η̇u− ηu̇+ aij(ηiju+ 2uiηj + ηuij)

= ηPu+ uPη + 2aijuiηj

= η
(
Lu− biui − du

)
+ uPη + 2aijuiηj

≥ ηf − η
(
biui + du

)
+ uPη + 2aijuiηj .

Für die weiteren Abschätzungen für Pv benötigen wir einige vorbereitende Rech-
nungen. Differenzieren liefert Dv = uDη + ηDu, also

|Du| ≤ |Dv|
η

+ |u| |Dη|
η

.

Für (x, t) ∈ E+(v) existiert ξ = Dv mit R|ξ| < v(x, t) + |ξ||x| und somit folgt

|Dv| = |ξ| < v

R− |x|
.

In E+(v) gilt |u| = u und somit schließen wir dort

|Du| ≤ |Dv|
η

+
u|Dη|
η

≤ v

η(R− |x|)
+
uqηζ−1

∣∣ 2x
R2

∣∣ (1 + t
R2

)
η

=
v

ηζ

(
ζ

R− |x|
+ q

∣∣∣∣ 2xR2

∣∣∣∣ (1 +
t

R2

))
=

v

ηζ

(
(R− |x|)(R+ |x|)

R2(R− |x|)
+ q

∣∣∣∣ 2xR2

∣∣∣∣)(1 +
t

R2

)
≤ v

ηζ

(
2R

R2
+ q

2

R

)
=

2v(1 + q)

ηζR
.

Es gilt

η̇ = qζq−1 1

R2

(
1− |x|

2

R2

)
= q

η

ζ

1

R2

(
1− |x|

2

R2

)
,

ηi = qζq−1

(
−2xi
R2

)(
1 +

t

R2

)
,

ηij = q(q − 1)ζq−2 4xixj
R4

(
1 +

t

R2

)2

− qζq−1 2δij
R2

(
1 +

t

R2

)
= q(q − 1)

η

ζ2

4xixj
R4

(
1 +

t

R2

)2

− q η
ζ

2δij
R2

(
1 +

t

R2

)
.
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Da in E+(v) auch u > 0 gilt, folgt dort

uPη =
uη

ζ2R2

(
−qζ

(
1− |x|

2

R2

)
+ 4q(q − 1)

1

R2
aijxixj

(
1 +

t

R2

)2

−2qζaijδij

(
1 +

t

R2

))
≥ v

ζ2R2
(−q − 2qnΛ) ,

wobei wir den mittleren Term weglassen durften. Das ζ2 im Nenner dürfte man
sogar durch ein ζ ersetzen. Dies kann man aber in der nächsten Rechnung nicht
mehr ausnutzen. Als Abschätzung für Pv ergibt sich also in E+(v) aufgrund der
obigen Rechnungen

Pv ≥ − |f | − η|b||Du| − dv +
v

ζ2R2
(−q − 2qnΛ)− 2Λ|Du||Dη|

≥ − |f | − η|b|2v(1 + q)

ηζR
− dv +

v

ζ2R2
(−q − 2qnΛ)

− 2Λ
2v(1 + q)

ηζR
qζq−1 2|x|

R2

(
1 +

t

R2

)
≥ − |f | − v

ζ2R2

(
2(1 + q)ζ|b|R+ dζ2R2 + q + 2qnΛ + 8q(1 + q)Λ

)
,

da ζq

η = 1 gilt,

≥ − |f | − v

ζ2R2
c
(
q, sup |b|R+ d+R2, n,Λ

)
.

Wir wenden nun Theorem 3.6 auf Pv an. Beachte, dass v = 0 auf P(Q(R)) und
dass (D∗)−1 abgeschätzt ist. Es folgt

sup
Q(R)

v ≤ c ·

(
R

n
n+1 ‖f‖Ln+1(Q(R)) +R

n
n+1−2

∥∥∥∥v+

ζ2

∥∥∥∥
Ln+1(Q(R))

)

= c

(
R

n
n+1 ‖f‖Ln+1(Q(R)) +R−

n+2
n+1

∥∥∥(u+)2/q(v+)1−2/q
∥∥∥
Ln+1(Q(R))

)

≤ c

R n
n+1 ‖f‖Ln+1(Q(R)) + (sup v)1−2/qR−

n+2
n+1

 ˆ

Q(R)

(u+)
2(n+1)
q


1/(n+1)


nach Definition von v und da sup v ≥ 0.

Betrachte nun zunächst den Fall p ≤ n + 1 und wähle q = 2(n+1)
p ≥ 2. Wir

benutzen die Youngsche Ungleichung mit

p

n+ 1
+
n+ 1− p
n+ 1

= 1

und ε > 0

(sup v)1− p
n+1

R−(n+2)

ˆ

Q(R)

(u+)p


1/(n+1)

≤ ε sup
Q(R)

v + c(ε, p, q)

R−(n+2)

ˆ

Q(R)

(u+)p


1/p

.
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Ist ε > 0 klein genug, folgt die Behauptung, da

sup
Q(ρR)

u ≤ c sup
Q(R)

v

wegen 1 ≥ η ≥ c(ρ) > 0 auf Q(ρR).
Sei schließlich p > n + 1. Wähle q = 2. Damit gilt (sup v)1−2/q = 1. Aufgrund

der Hölderschen Ungleichung mit

n+ 1

p
+
p− (n+ 1)

p
= 1

und |Q(R)| = c(n) ·Rn+2 giltR−(n+2)

ˆ

Q(R)

(u+)n+1


1/(n+1)

≤R−
n+2
n+1 ·

 ˆ

Q(R)

(u+)p


1/p

·

 ˆ

Q(R)

1


(1−n+1

p ) 1
n+1

= c(n)R
n+2
n+1 (−1+1−n+1

p ) ·

 ˆ

Q(R)

(u+)p


1/p

= c(n) ·

R−(n+2)

ˆ

Q(R)

(u+)p


1/p

.

Das Theorem folgt. �

Bemerkung 3.11. Wir wollen am Beispiel von Theorem 3.8 zeigen, wie man solch
ein Resultat durch Skalieren aus dem entsprechenden Resultat für R = 1 bekommen
kann. Dieses Vorgehen funktioniert auch sonst und liefert neben einem Beweis für
alle Radien R > 0 auch eine Methode, das richtige Skalierungsverhalten in den
Abschätzungen zu finden.

Beweis. Übung. �

3.3. Schwache Harnackungleichung. Der Beweis der schwachen Harnackunglei-
chung besteht aus mehreren Teilen. Vergleiche das folgende Lemma mit [7, Lemma
7.23]. Es zeigt, dass u in einem kleinen Zylinder groß ist, wenn es in einem größeren
Zylinder keine Menge von großem Maß gibt, in der u klein ist.

Lemma 3.12. Sei u ≥ 0 in Q(r) und gelte dort Lu ≤ f . Definiere

k := r
n
n+1 ‖f‖Ln+1(Q(r))

und
u := u+ k.

Dann gibt es ζ = ζ(n, λ,Λ) > 0, so dass

|{(x, t) ∈ Q(r) : u(x, t) < h}| ≤ ζ|Q(r)|
oder die dazu äquivalente Bedingung

|{(x, t) ∈ Q(r) : u(x, t) ≥ h}| > (1− ζ)|Q(r)|
für festes h ≥ k impliziert, dass

inf
Q(r/2)

u ≥ c(n, λ) · h
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gilt, falls

0 < r ≤ r0(λ,Λ, ‖b‖L∞ , ‖d‖L∞)

ist. Im Falle b = 0 und d = 0 gilt diese Aussage für beliebige Radien r > 0.

Bemerkung 3.13. Die Quadervariante von Lemma 3.12 gilt ebenfalls.

Beweis. Übung. �

Beweis von Lemma 3.12. Definiere

v := h

(
1− |x− x0|2 − t

r2

)
− u

und

Q∗ = {(x, t) ∈ Q(r) : u < h}.
Es folgt (wobei (x− x0)i keine Ableitung bezeichnet)

v̇ =
h

r2
− u̇,

vi = − 2
h

r2
(x− x0)i − ui,

vij = − 2
h

r2
δij − uij ,

Lv = − Lu− h

r2

(
1 + 2aijδij + 2bi(x− x0)i

)
+ dh

(
1− |x− x0|2 − t

r2

)
− dk

≥ − f − h

r2
(1 + 2nΛ + 2|b||x− x0|)− |d|h− |d|k,

da 0 ≤ |x− x0|2 − t ≤ 2r2 in Q(r). In Q(r) gilt |t| ≤ r2 und auf P(Q(r)) gilt

v ≤ −u = −u− k ≤ 0,

da dort −t = r2 oder (|x − x0| = r und −t ≥ 0) gelten. Nach Definition von Q∗

und wegen

1− |x− x0|2 − t
r2

≤ 1 in Q(r)

gilt somit auch v ≤ 0 auf P(Q∗). Nach Theorem 3.6 folgt daher

sup
Q∗

v ≤ c(n, λ) · esup d+·r2 ·
(
c(λ)‖b‖n+1

Ln+1(Q∗) + r
) n
n+1 ·

·

(
‖f‖Ln+1(Q∗) +

∥∥∥∥ hr2
(1 + 2nΛ + 2|b||x− x0|)

∥∥∥∥
Ln+1(Q∗)

+ ‖|d|(h+ k)‖Ln+1(Q∗)

)
.

Nimm nun an, dass r0 > 0 so klein ist, dass

‖d+‖L∞ · r2 ≤ ‖d+‖L∞ · r2
0

gleichmäßig (z. B. durch 1) beschränkt ist. Nun gilt

‖b‖n+1
Ln+1(Q∗) ≤‖b‖

n+1
L∞ · |Q(r)|

≤ c(n) · ‖b‖n+1
L∞ · r

n+2

= c(n) · ‖b‖n+1
L∞ · r

n+1 · r.

Somit gilt (
c(λ)‖b‖n+1

Ln+1(Q∗) + r
) n
n+1 ≤ c(n, λ)r

n
n+1 ,
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falls r ≤ r0 für ein geeignetes kleines r0 gilt oder b = 0 ist. Schreibe ‖f‖Ln+1 ≡
‖f‖Ln+1(Q(r)). Es folgt

sup
Q∗

v ≤ c(n, λ)r
n
n+1 ‖f‖Ln+1 + c(n, λ,Λ)hr

n
n+1−2‖1 + |b|r‖Ln+1(Q∗)

+ c(n, λ)hr
n
n+1 ‖d‖Ln+1(Q∗)

≤ c(n, λ)r
n
n+1 ‖f‖Ln+1 + c(n, λ,Λ)hr

−n−2
n+1 |Q∗|

1
n+1 (1 + r‖b‖L∞)

+ c(n, λ)hr
n
n+1 ‖d‖L∞ |Q(r)|

1
n+1

≤ c(n, λ)k + c(n, λ,Λ)hr
−n−2
n+1 r

n+2
n+1 ζ

1
n+1 (1 + r‖b‖L∞) + c(n, λ)h‖d‖L∞r2

≤ c(n, λ)k + c(n, λ,Λ)hζ
1

n+1 (1 + r‖b‖L∞) + c(n, λ)h‖d‖L∞ · r2

≤ c(n, λ)k + c(n, λ,Λ)hζ
1

n+1 + 1
8h,

falls r ≤ r0 oder alternativ b = 0 und d = 0 gelten. Fixiere nun ζ > 0, so dass

c(n, λ,Λ)ζ
1

n+1 ≤ 1
8

ist. In Q(r/2) gilt 0 ≤ |x−x0|2 ≤
(
r
2

)2
und 0 ≤ −t ≤

(
r
2

)2
. Somit erhalten wir dort

1− |x− x0|2 − t
r2

≥ 1−
r2

4 + r2

4

r2
=

1

2
.

Es folgt daher in Q(r/2) ∩Q∗

1
2h− u ≤ v ≤ c(n, λ)k + 1

4h.

Wir erhalten dort

u ≥ 1
4h− c(n, λ)k.

Sei ohne Einschränkung h > 0. Die Behauptung folgt damit, wenn k/h klein genug
ist. Sonst ist aber die Ungleichung

inf
Q(r/2)

u ≥ k ≥ c(n, λ) · h

bei geeigneter Wahl von c(n, λ) trivialerweise erfüllt.
Somit folgt das Lemma für alle h ≥ k. �

3.4. Nicht-Abfallen. Vergleiche das folgende Lemma mit [7, Lemma 7.24]. Es
besagt, dass eine untere Schranke auf einem Ball zu einer festen Zeit später eine
untere Schranke auf einem dazu konzentrischen Ball impliziert. Am Beweis erkennt
man, dass die Funktion u nur auf Br × (−r2, (−1 +α)r2) definiert zu sein braucht.

Im Falle f ≡ 0 kann man solch ein Resultat mit dem üblichen Maximumprinzip
zeigen, siehe [8].

Lemma 3.14. Gelte u ≥ 0 und Lu ≤ f in Q(R), wobei

L0u = −u̇+ aijuij + biui

ist. Seien 0 < ε0 < 1, 0 < α0 < α1 ≤ 1 und r ≤ R. Dann gibt es für jedes
0 < ε < ε0 positive Konstanten 1 > δ(n, λ) > 0 und κ(n, λ,Λ, α0, α1, ε0) ≥ 1 mit
der folgenden Eigenschaft: Gilt

u ≥ A auf
{

(x, t) : |x| < εr, t = −r2
}

für eine positive Konstante A, wobei wiederum

u = u+ k ≡ u+ r
n
n+1 ‖f‖Ln+1

ist, so folgt

u ≥ δεκA auf
{

(x, t) : |x| < r
2 , t = (−1 + α)r2

}
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für beliebiges α0 ≤ α ≤ α1, falls

r ≤ r0 (n, λ,Λ, α0, α1, ‖b‖L∞ , ε, ε0)

ist. Ist b ≡ 0, so gilt die Aussage für alle Radien r ≤ R. Genauer ist die Abhängigkeit
von b wie folgt: Es genügt, dass ‖b‖L∞ ·

(
r + r

n
n+1
)

klein ist.

Bemerkung 3.15. Am Beweis von Lemma 3.14, genauer an Gleichung 3.7 und
deren späterer Anwendung, erkennt man, dass auch

u ≥ δ(n, λ, ε̃)εκA auf {(x, t) : |x| < (1− ε̃)r, t = (−1 + α)r2}
folgt.

Alternativ folgt dies auch aus dem Lemma ohne weitere Inspektion des Beweises
mit einem Zylinderkettenargument mit

u ≥ δ(n, λ, ε̃)εκ(...,ε̃)A, auf {(x, t) : |x| < (1− ε̃)r, t = (−1 + α)r2}
d. h. hier hängt κ zusätzlich noch von ε̃ ab.

Auch hier gilt wieder eine Quadervariante.

Bemerkung 3.16. Lemma 3.14 gilt auch in der Quadervariante, wobei auch hier
zeitliche und räumliche Ausdehnung unabhängig voneinander sein dürfen.

Beweis. Übung. �

Im nachfolgenden Beweis werden wir dieses elementare Lemma (für Teilmengen
von Rn+1) benutzen.

Lemma 3.17. Sei u : Rn → R glatt. Dann ist uβ+ = max{u, 0}β ∈ Ck, falls β >
k ∈ N gilt.

Beweis. Wir zeigen, dass uβ+ in Punkten mit u(x) = 0 mindestens k-mal differen-
zierbar ist. Sei x0 mit u(x0) = 0, ohne Einschränkung gelte x0 = 0. Da u glatt ist,
gibt es c mit |u(x)| = |u(x)− u(0)| ≤ c · |x− 0| für alle x nahe 0. Es folgt

|u+(x)|β ≤ |u(x)|β ≤ |x|β = o
(
xk
)
.

Somit ist u in 0 mindestens k-mal differenzierbar mit uβ+(0) = 0, Duβ+(0) = 0,

. . . und Dkuβ+(0) = 0. Die Stetigkeit von uβ+ und ihrer bis zu k-ten Ableitungen ist
leicht zu sehen. �

Beweis von Lemma 3.14. Fixiere α mit α0 ≤ α ≤ α1 und definiere

ψ0 :=

(
1− ε2

) (
t+ r2

)
α

+ ε2r2

und

ψ1 :=
(
ψ0 − |x|2

)+
.

Betrachte für noch zu fixierende q > 2 die Funktion

ψ := ψ3
1ψ
−q
0 .

Wir wollen die Funktion ψ nur für −r2 ≤ t ≤ 0 betrachten. Dort gilt ψ0 ≥ ε2r2.
Somit ist dort ψ wohldefiniert. Der Exponent

”
> 2“ von ψ1 dient lediglich dazu,

ψ ∈ C2;1 zu sichern.
Dort, wo ψ0 ≤ |x|2 ist, gilt L0ψ = 0. Auf der Menge mit ψ0 > |x|2 erhalten wir

ψ̇ =
(

3ψ2
1ψ
−q
0 − qψ3

1ψ
−q−1
0

)
ψ̇0

=ψ−q0

(
3ψ2

1 − q
ψ3

1

ψ0

)
1− ε2

α
,

ψi = − 6ψ2
1ψ
−q
0 xi,
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ψij = − 6ψ2
1ψ
−q
0 δij + 24ψ1ψ

−q
0 xixj

und somit für

Lw := −ẇ + aijwij

die Differentialungleichung

Lψ =ψ−q0

(
24ψ1a

ijxixj − 6ψ2
1 tr aij +

1− ε2

α
q
ψ3

1

ψ0
− 3

1− ε2

α
ψ2

1

)
≥ ψ−q0 ψ0ψ1

α

(
24λα0

|x|2

ψ0
− 6α1

ψ1

ψ0
nΛ− 3

(
1− ε2

) ψ1

ψ0
+
(
1− ε2

) ψ2
1

ψ2
0

q

)
.

Wir wollen nachweisen, dass Lψ ≥ 0 gilt. Dazu betrachten wir zunächst den Fall,

dass 0 ≤ |x|
2

ψ0
≤ 1

2 ist. Dann folgt

1 ≥ ψ1

ψ0
=
ψ0 − |x|2

ψ0
≥ 1

2

und wir erhalten die gewünschte Ungleichung, indem wir q = q(Λ, α1, n, ε0) groß
genug wählen

Lψ ≥ ψ−q0 ψ0ψ1

α

(
0− c(α1, n,Λ) +

(
1− ε2

) 1

4
q

)
.

Im Falle |x|
2

ψ0
≥ 1

2 erhalten wir

Lψ ≥ ψ−q+1
0 ψ1

α

(
24λα0

1

2
− c(α1, n,Λ)

ψ1

ψ0
+
(
1− ε2

) ψ2
1

ψ2
0

q

)
.

Wählen wir nun q = q(λ,Λ, α0, α1, n, ε0) groß genug, so ergibt sich in diesem Falle
die Ungleichung Lψ ≥ 0 aufgrund der Cauchyschen Ungleichung.

Somit erhalten wir in {ψ0 > |x|2}

L0ψ ≥ biψi
= − 6ψ2

1ψ
−q
0 bixi

≥ − 6ψ2−q
0 |b||x|

≥ − 6|b||x|(εr)4−2q,

da ψ0 ≥ ε2r2 und ohne Einschränkung 2− q < 0 gelten.
Wir betrachten nun die Funktion ψ zu verschiedenen Zeitpunkten. Sei zunächst

t = −r2. Dann gilt ψ0 = ε2r2 und wir erhalten für |x| < εr

ψ
(
x,−r2

)
=
(
ε2r2 − |x|2

)3 (
ε2r2

)−q
≤ (εr)

6−2q
.

Für |x| ≥ εr ist ψ
(
x,−r2

)
= 0.

Sei nun t = (−1 + α)r2. Dann ist ψ0 = r2 und wir erhalten für |x| < r
2

ψ
(
x, (−1 + α)r2

)
=
(
r2 − |x|2

)3
r−2q

≥
(

3
4

)3
r6−2q.

(3.7)

Definiere nun die Testfunktion

v := u−A(εr)2q−6ψ

und den Zylinder

Q := Br(0)×
(
−r2, (−1 + α)r2

)
.
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Wir wollen Theorem 3.6 auf v anwenden. Betrachte zunächst v auf dem paraboli-
schen Rand. Für |x| = r und t < (−1 + α)r2 gilt

ψ0 <

(
1− ε2

)
αr2

α
+ ε2r2 = r2,

ψ1 = 0,

ψ = 0.

Für t = −r2 gilt

ψ0 = ε2r2,

ψ ≤
(
ε2r2 − |x|2

)3 (
ε2r2

)−q
≤ (εr)−2q+6 für |x| ≤ εr,

u ≥A für |x| ≤ εr (nach Voraussetzung),

ψ = 0 für |x| > εr.

u ≥ u ≥ 0 gilt überall. Somit folgt v ≥ 0 auf ganz PQ. Es gilt

L0v ≤ f + 6A(εr)2q−6|b||x|(εr)4−2q

≤ f + 6A‖b‖L∞(εr)−2|x|.
Mit Hilfe von Theorem 3.6 erhalten wir somit

inf
Q
v ≥ − c(n, λ) ·

(
‖f‖Ln+1(Q) + 6A‖b‖L∞(εr)−2‖x‖Ln+1(Q)

)
·

·
(
c(n, λ)‖b‖n+1

Ln+1(Q) + r
) n
n+1

.

Wir schätzen wie folgt ab(
c(n, λ)‖b‖n+1

Ln+1(Q) + r
) n
n+1 ≤

(
c(n, λ) · ‖b‖n+1

L∞ · r
nαr2 + r

) n
n+1 ≤ 2r

n
n+1 ,

falls r ≤ r0(c(n, λ), ‖b‖L∞ , α1) ist und die Abschätzung gilt für alle Radien r ≤ R,
falls b ≡ 0 gilt.

Wir verwenden Polarkoordinaten und erhalten

6A‖b‖L∞(εr)−2‖x‖Ln+1(Q)

≤ 6A‖b‖L∞(εr)−2

αr2c(n)

rˆ

0

ρn+1ρn−1dρ

 1
n+1

≤ 6A‖b‖L∞ε−2r−2α
1

n+1

1 c(n)r
2n+3
n+1

= 6Ac(n)ε−2α
1

n+1

1 ‖b‖L∞r
1

n+1

≤ c(n)Aε−2,

falls r ≤ r0(‖b‖L∞ , α1, n). Auch hier gilt die Ungleichung wieder für alle Radien
0 < r ≤ R, falls b ≡ 0 ist. In diesem Fall genügt dann sogar c(n) = 0. Man
überprüft direkt, dass in diesem Falle auch die weiteren Einschränkungen an r
überflüssig werden (Der zweite Term in der Klammer mit A in der übernächsten
Ungleichung

”
ū ≥ . . .“ wird überflüssig.).

Somit folgt

v ≥ −c(n, λ)k − c(n, λ)Aε−2r
n
n+1 in Q.

Wir spezialisieren nun auf |x| < r
2 und t = −(1− α)r2 und erhalten dort

u = v +A(εr)2q−6ψ

≥A
(
(εr)2q−6ψ − c(n, λ)ε−2r

n
n+1
)
− c(n, λ)k
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≥A
((

3
4

)3
ε2q−6 − c(n, λ)ε−2r

n
n+1

)
− c(n, λ)k (mit (3.7))

≥ 1
3Aε

2q−6 − c(n, λ)k,

falls r ≤ r0(ε, n, λ, q). Setze nun κ = 2q− 6. Da u ≥ 0 ist, folgt durch Addition von
c(n, λ)u die Ungleichung

(c(n, λ) + 1) · u ≥ 1
3Aε

κ.

Somit folgt das Lemma mit

δ =
1

3
· 1

1 + c(n, λ)
. �

3.5. Calderón-Zygmund Zerlegung. Für den Beweis von Lemma 3.20 benöti-
gen wir eine parabolische Version der Calderón-Zygmund Zerlegung. Wir folgen
direkt der Darstellung in [7, Kapitel 7.2].

Seien (x0, t0) ∈ Rn × R, R, T > 0. Definiere den Quader

K0 :=
{

(x, t) ∈ Rn × R : max
i

∣∣xi − xi0∣∣ < R, t0 − T < t < t0

}
=

n∏
i=1

(
xi0 −R, xi0 +R

)
× (t0 − T, t0).

Bei einem Quader dieser Form nennen wir (x0, t0) den Referenzpunkt oder Deckel-
mittelpunkt.

Sei f ∈ L1(K0) eine nichtnegative Funktion. Für uns würde es genügen, hier
charakteristische Funktionen zu betrachten. Sei τ > 0 eine Konstante, so dass

τ ≥ 1

|K0|

ˆ

K0

f.

Zerlege K0 (bis auf eine Nullmenge) in 2n+2 disjunkte offene Teilquader

K1,1, . . . , K1,2n+2

von der Form

K1,j :=
{

(x, t) ∈ Rn × R : max
i

∣∣xi − xi1,j∣∣ < R/2, t1,j − T/4 < t < t1,j

}
für geeignete (x1,j , t1,j).

Unterteile jeden Teilquader K mit

1

|K|

ˆ

K

f ≤ τ

wie oben nochmals. Setze diesen Prozess beliebig lange fort. So erhalten wir im m-
ten Schritt eine endliche Menge von Quadern Km,1, . . . , Km,k(m). Sei S die Menge
aller so entstandenen Quader (die nicht mehr weiter unterteilt werden), so dass

1

|K|

ˆ

K

f > τ.

Bezeichne fürK ∈ S den
”
Vorgängerquader“, aus demK durch Zerlegen entstanden

ist, mit K̃. Da die Zerlegung bei K abbricht, erhalten wir

τ ≥ 1∣∣∣K̃∣∣∣
ˆ

K̃

f =
1

2n+2|K|

ˆ

K̃

f ≥ 1

2n+2|K|

ˆ

K

f

und somit

τ <
1

|K|

ˆ

K

f ≤ 2n+2τ
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für alle K ∈ S. Definiere nun

B :=
⋃
K∈S

K

und G := K0 \B.
Wir benötigen die folgende Variante des Lebesguetheorems.

Lemma 3.18. Sei 0 ≤ f ∈ L1(K0) und bezeichne für festes (x, t) ∈ K0 mit
Km(x, t) den Quader aus dem m-ten Schritt der Calderón-Zygmund Zerlegung (die
man nicht vorzeitig abbricht), so dass (x, t) ∈ Km(x, t) gilt. Solch ein Quader ist
für fast alle (x, t) ∈ K0 eindeutig bestimmt. Definiere

fm(x, t) :=
1

|Km(x, t)|

ˆ

Km(x,t)

f.

Dann gilt fm → f in L1(K0).

Beweis. Bezeichne mit ρm(x, t) den Deckelmittelpunkt des Quaders Km(x, t). Sei
Km der um −ρm(x, t) verschobene Quader Km(x, t), der also seinen Deckelmittel-
punkt im Ursprung hat.

Es gilt

ˆ

K0

|f − fm| =
ˆ

K0

∣∣∣∣∣∣f(x, t)− 1

|Km|

ˆ

Km

f(ρm(x, t) + (y, s)) dy ds

∣∣∣∣∣∣ dx dt(3.8)

≤ 1

|Km|

ˆ

Km

ˆ

K0

|f(x, t)− f(ρm(x, t) + (y, s))| dx dt dy ds.

Für eine stetige Funktion f folgt hieraus die Behauptung. Ist f nicht stetig, so
approximieren wir f in L1 bis auf ε/3 durch eine stetige Funktion g. Es gilt die
Ungleichung ‖fm − gm‖L1 ≤ ‖f − g‖L1 :

‖fm − gm‖L1(K0)

=

ˆ

K0

|fm(x, t)− gm(x, t)| dx dt

=

ˆ

K0

∣∣∣∣∣∣ 1

|Km|

ˆ

Km

f(ρm(x, t) + (y, s))− g(ρm(x, t) + (y, x)) dy ds

∣∣∣∣∣∣ dx dt
≤

ˆ

K0

1

|Km|
‖f − g‖L1(Km(x,t)) dx dt

=
∑
i

‖f − g‖L1(Ki
m) = ‖f − g‖L1(K0).

Hier haben wir für einen Moment die Quader des m-ten Schrittes mit Ki
m bezeich-

net.
Wir wenden die obige Abschätzung (3.8) auf g an. Dabei wählen wir m, das

nur vom Stetigkeitsmodul der approximierenden Funktion g abhängt, so groß, dass
‖g−gm‖L1 ≤ ε/3 gilt. Die Behauptung folgt nun mit Hilfe der Dreiecksungleichung:

‖f − fm‖L1 ≤‖f − g‖L1 + ‖g − gm‖L1 + ‖gm − fm‖L1

≤ 2 ‖f − g‖L1︸ ︷︷ ︸
≤ ε3

+ ‖g − gm‖L1︸ ︷︷ ︸
≤ ε3

≤ ε. �
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Aufgrund dieses Lemmas konvergiert fm fast überall (zumindest nach Auswahl
einer Teilfolge) gegen f . Damit ist fast überall dort, wo f > τ gilt, irgendein fm > τ
und die entsprechende Zerlegung bricht nach Definition ab. Somit gilt f ≤ τ fast
überall in G.

Definiere nun mit Hilfe der
”
Vorgängerquader“ K̃

B̃ :=
⋃
K∈S

K̃.

Es folgt ˆ

B̃

f ≤ τ
∣∣∣B̃∣∣∣ ,

da dies nach Definition von K̃ für jeden dieser Quader gilt und B̃ als disjunkte
Vereinigung (modulo Nullmengen) solcher Mengen K̃ dargestellt werden kann.

Sei nun f = χΓ die charakteristische Funktion einer messbaren Menge Γ ⊂ K0

mit |Γ| < τ |K0| und gelte 0 < τ < 1. Nun konvergiert fm (oder eine Teilfolge davon)
fast überall gegen f . Also konvergiert fm fast überall gegen 0 oder 1. Die Konvergenz
fm → 1 ist nur möglich, falls es für beliebiges ε > 0 einen entsprechenden Quader

Km mit |Km∩Γ|
|Km| ≥ 1− ε gibt. Im Komplement der Vereinigung solcher Quader gilt

also fast überall χΓ = 0. Somit folgt aber insbesondere

(3.9) |Γ| =
∣∣∣Γ ∩ B̃∣∣∣ ≤ τ ∣∣∣B̃∣∣∣ .

3.6. Maßtheoretisches Lemma von Krylov und Safonov. Im folgenden Ab-
schnitt beweisen wir ein rein maßtheoretisches Lemma von Nicolai Krylov und
Mikhail V. Safonov. Wir folgen der Darstellung in [7, Lemma 7.25].

Definition 3.19. Sei (x0, t0) ∈ Rn × R. Für R > 0 definieren wir den Quader

K0 ≡ K((x0, t0), R) =
{

(x, t) ∈ Rn × R : max
i

∣∣xi − xi0∣∣ < R, t0 −R2 < t < t0

}
.

Für ein noch zu wählendes η ∈
(
0, 3

4

)
(es funktioniert aber auch noch bis 4/3) und

einen Quader K((x1, t1), r) ⊂ K0 definieren wir

K1((x1, t1), r) := K0 ∩
{

(x, t) ∈ Rn × R : max
i

∣∣xi − xi1∣∣ < 3r,

t1 − 4r2 < t < t1 + 3r2
}

und

K2((x1, t1), r) :=

{
(x, t) ∈ Rn × R : max

i

∣∣xi − xi1∣∣ < 3r,

max
i

∣∣xi − xi0∣∣ < R,

t1 < t < t1 +
4

η
r2

}
.

Sei ξ ∈ (0, 1), Γ ⊂ K0 eine messbare Teilmenge. Sei G∗ = G∗(Γ, ξ) die Familie
aller Teilquader K = K((x, t), r) von K0, definiert wie oben, für die |K ∩Γ| ≥ ξ|K|
gilt und setze

Yi :=
⋃

K∈G∗
Ki, i = 1, 2,

wobei die Ki bezüglich K und K0 so wie oben die Ki bezüglich K((x1, t1), r) und
K0 definiert sind.

Lemma 3.20. Sei Γ ⊂ K0 messbar. Dann gelten

|Γ \ Y1| = 0,(i)
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|Γ| ≤ ξ|K0| =⇒|Γ| ≤ ξ|Y1|,(ii)

|Y1| ≤ (1 + η)|Y2|.(iii)

Beweis. Fall a: Falls |Γ| > ξ|K0| gilt, so ist das zu K = K0 gehörige K1 = K0

und somit gilt Y1 = K0. In diesem Falle folgt also (i). In diesem Falle ist die
Voraussetzung zu (ii) nicht erfüllt, es ist also also nichts zu zeigen.

Fall b: Gilt |Γ| ≤ ξ|K0|, so benutzen wir die Calderón-Zygmund Zerlegung von

Abschnitt 3.5 mit τ = ξ. Gilt K((x1, t1), r) ∈ S, so folgt K̃ ⊂ K1((x1, t1), r), da
K1((x1, t1), r) gerade als groß genug definiert ist. Somit folgt nach Definition von

B̃ und Y1 auch B̃ ⊂ Y1. Nun liefert die Gleichheit in (3.9) die Behauptung (i) und

der Rest davon und
∣∣∣B̃∣∣∣ ≤ |Y1| impliziert (ii).

Für den Beweis von (iii) fixieren wir ein x ∈ Rn, so dass

I(x) := {t : (x, t) ∈ Y2} 6= ∅.

Da Y2 Vereinigung von offenen Mengen ist, ist auch I(x) eine offene Teilmenge
von R. Stelle nun I(x) als disjunkte Vereinigung offener Intervalle Im = (tm, τm)
dar. Nach Definition von Y2 ist jedes dieser Intervalle Im (nicht notwendigerweise
disjunkte) Vereinigung von offenen Intervallen

Im,k =

(
tm,k, tm,k +

4

η
r2
m,k

)
,

die jeweils einer Menge K2 entsprechen.
Der Definition von K1 entsprechend (aber möglicherweise

”
größer“, da wir nicht

mit
(
t0 −R2, t0

)
schneiden) definieren wir

J∗m,k =
(
tm,k − 4r2

m,k, tm,k + 3r2
m,k

)
und

I∗m =
⋃
k

J∗m,k,

wobei wir die Vereinigung jeweils bis zu einem von m abhängigen Wert für k bilden.
Nach Definition der Intervalle und Quader gilt also

(3.10) {t ∈ R : (x, t) ∈ Y1 ∪ Y2} ⊂
⋃
m

(I∗m ∪ Im) .

Da Im die Vereinigung von Intervallen Im,k ist, gilt aufgrund der Inklusion

(3.11) tm ≤ tm,k ≤ tm,k +
4

η
r2
m,k ≤ τm.

Wir wollen nun nachweisen, dass

J∗m,k ⊂ (tm − η(τm − tm), τm)

gilt. Für die rechte Grenze benutzen wir 4
3 ≥ η und erhalten mit (3.11)

τm ≥ tm,k +
4

η
r2
m,k ≥ tm,k + 3r2

m,k.

Die entsprechende Ungleichung für die linke Intervallgrenze ist etwas komplizierter.
Wir addieren zunächst die beiden äußeren Ungleichungen in (3.11) und multiplizie-
ren mit η > 0

η

(
tm + tm,k +

4

η
r2
m,k

)
≤ η (tm,k + τm) .

Wir ordnen die Terme geeignet um und erhalten

4r2
m,k ≤ η(τm − tm).
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Wir benutzen nun diese Ungleichung und zum Schluß nochmals die erste Unglei-
chung aus (3.11). Damit ergibt sich nun

tm,k − 4r2
m,k ≥ tm,k − η(τm − tm)

≥ tm − η(τm − tm).

Somit erhalten wir die behauptete Intervallinklusion.
Es ergibt sich, da offensichtlicherweise Im auch in diesem Intervall enthalten ist

und da I∗m =
⋃
k

J∗m,k nach Definition gilt, auch

Im ∪ I∗m ⊂ (tm − η(τm − tm), τm).

Das Intervall auf der rechten Seite hat die Länge (1 + η)(τm − tm).
Zusammen mit (3.10) und da I(x) die Vereinigung der Intervalle Im ist, ergibt

sich
|{t : (x, t) ∈ Y1 ∪ Y2}| ≤

∑
m

(1 + η)(τm − tm) = (1 + η)|I(x)|.

Bezeichne nun mit χ1 und χ2 die charakteristischen Funktionen der Mengen Y1

und Y2. Dann gilt

(3.12)

ˆ

R

χ1(x, t)dt ≤ (1 + η)

ˆ

R

χ2(x, t)dt

für beliebiges x.
Für Punkte x mit I(x) 6= ∅ folgt dies aus der obigen Rechnung, da wir auf der

linken Seite mit Hilfe von Y1 ⊂ Y1 ∪ Y2 abschätzen können. Gilt I(x) = ∅, so folgt
die Ungleichung ebenfalls, da dann nach Definition der Quader K1 und K2 sowie
der Mengen Y1 und Y2 auch die linke Seite der Ungleichung verschwindet. Also gilt
(3.12) für alle x.

Wir integrieren nun (3.12) bezüglich x und benutzen Fubini. Es folgt die Be-
hauptung (iii). �

3.7. Schwache Harnackungleichung. Wir kommen nun zum Beweis der schwa-
chen Harnackungleichung. Vergleiche dies mit [7, Theorem 7.22]. Im elliptischen
Fall findet sich die analoge Ungleichung in [4, Theorem 9.22].

Wir definieren zunächst für (y, s) ∈ Rn × R und R > 0 die Menge

Θ((y, s), R) := K
((
y, s− 4R2

)
, R
)
≡

n∏
i=1

(
yi −R, yi +R

)
×
(
s− 5R2, s− 4R2

)
.

Theorem 3.21. Sei u ≥ 0 in K(5R) und erfülle u dort die Differentialungleichung

L0u ≡ −u̇+ aijuij + biui ≤ f.
Dann gibt es positive Konstanten p(n, λ,Λ) und C(n, λ,Λ, ‖b‖L∞), so dassR−n−2

ˆ

Θ(R)

up


1/p

≤ C
(

inf
K(R)

u+R
n
n+1 ‖f‖Ln+1(K(5R))

)
gilt.

Wir fordern nicht p ≥ 1.

Bemerkung 3.22. Es gilt die Zylinderversion von Theorem 3.21. Dabei fordern
wir, dass u in Q(5

√
nR) definiert ist und verwenden auf der rechten Seite der

Ungleichung die ‖ · ‖Ln+1(Q(5
√
nR))-Norm.

Mit einem Quaderkettenargument ähnlich wie im Beweis der Quaderversion von
Lemma 3.14 oder am Ende des Beweises von Theorem 3.21 kann man die Gebiete
Q(5
√
nR) zumindest auf Q(5R) verkleinern.
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Beweis. Übung. �

Beweis von Theorem 3.21. Wir nehmen zunächst an, dass R > 0 so klein ist, dass
die Schranken an den Radius aus den Lemmata 3.12 und 3.14 (und ihren Quader-
varianten) erfüllt sind, dass also

R ≤ R0(n, λ,Λ, ‖b‖L∞)

gilt. Die allgemeine Aussage erhalten wir dann ganz am Schluß mit Hilfe eines
modifizierten

”
Quaderkettenargumentes“.

Sei ζ > 0 wie in Lemma 3.12 (inclusive Quadervariante) und setze ξ := 1 − ζ.
Definiere

η := 1
2 min

{
3
4 , ξ

−1/2 − 1
}
.

Wir definieren weiterhin den Quader

K0 := (−R,R)n ×
(
−5R2,−4R2

)
= K

((
0,−4R2

)
, R
)

= Θ(R)

in der Notation von Definition 3.19.
Sei wiederum h > k = Rn/(n+1)‖f‖Ln+1(K(5R)). Definiere u := u+ k und

Γ(h) := {(x, t) ∈ K0 : u > h}.

Bezeichne G∗(Γ(h), ξ) wiederum die Menge aller Teilquader K von K0 mit |K ∩
Γ(h)| ≥ ξ|K|.

Fixiere nun (x1, t1) und r > 0, so dass K((x1, t1), r) ∈ G∗(Γ(h), ξ) gilt. Aufgrund
der Quadervariante von Lemma 3.12 erhalten wir nun für ein C1 = C1(n, λ) eine
untere Schranke zu einem späteren Zeitpunkt in einem kleineren Gebiet, nämlich

inf
Q1

u ≥ C1h,

wobei

Q1 := K((x1, t1), r/2) =
{

(x, t) : max
i

∣∣xi − xi1∣∣ < r
2 , t1 −

r2

4 < t < t1

}
ist.

Eine untere Schranke dieser Form wollen wir nun auch auf der Menge K2 bewei-
sen. Hierzu müssen wir zwei Fälle unterscheiden.

Im ersten Fall ist r so klein, dass der Quader

Q2 :=

n∏
i=1

(
xi1 − 4r, xi1 + 4r

)
×
(
t1 − 1

8r
2, t1 + 4

η r
2
)
,

der die Menge K2 enthält, auch in K(4R) enthalten ist. Somit gibt es nach Lemma
3.14 eine positive Konstante C2 = C2(C1, n, λ,Λ, η) = C2(n, λ,Λ, ξ) = C2(n, λ,Λ),
so dass

u ≥ C2 · h in

n∏
i=1

(
xi1 − 3r, xi1 + 3r

)
×
(
t1, t1 + 4

η r
2
)
⊃ K2

gilt. Ist Q2 im Verhältnis zur Breite zu hoch, so ist das Lemma mehrfach anzu-
wenden. Beachte, dass α0 mit 0 < α0 < α1 ≤ 1 von Null weg beschränkt ist, da
η = η(ξ) = η(n,Λ) und somit 4

η ≤ c(n,Λ) gilt. Hierbei darf r nicht zu groß sein,

damit die Abschätzung

u ≥ 1
2Aε

2q−4 − c(n, λ)k

im Beweis dieses Lemmas gilt. Da aber α0, α1, ε, ε0, n, λ, Λ dort als feste, nur
von η abhängige Konstanten gewählt werden können, genügt es, R in Abhängigkeit
davon als klein genug vorauszusetzen, wie wir dies oben angenommen haben.
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Ist r so groß, dass der Quader Q2 nicht in K(4R) enthalten ist, so verkleinert
man Q2 und benutzt die Variante von Lemma 3.14 aus Bemerkung 3.16, vergleiche
auch den Anfang von Kapitel 3.4. Wir erhalten

u ≥ C2 · h in K2 ∩ {t < 0}.

Wir setzen nun γ := 1
2C2 und dürfen ohne Einschränkung 0 < γ < 1 annehmen.

Es gilt γ = γ(n, λ,Λ).
Unterscheide nun weiterhin zwei Fälle, je nachdem, ob es einen Quader

K((x1, t1), r) ∈ G∗(Γ(h), ξ)

gibt, so dass der zugehörige Quader K2 über t = 0 nach oben hinausreicht oder ob
alle entsprechenden Quader K2 in t ≤ 0 und damit auch in K(4R) enthalten sind.

Betrachte zunächst die (einfachere) Situation, wenn der zu einem Quader

K((x1, t1), r) ∈ G∗(Γ(h), ξ)

gehörige Quader K2 (nicht Zylinder Q2!) nach oben über K(4R) hinausreicht.
Zunächst wollen wir in diesem Fall r nach unten abschätzen. Da noch K ⊂ K0

gilt, folgt t1 ≤ −4R2 und ein Hinausstehen ist nach Definition 3.19 nur möglich,
wenn

4

η
r2 ≥ 4R2 ist, also r ≥ √ηR

gilt. Wir wissen also insbesondere, dass

u ≥ C2 · h in

n∏
i=1

(
xi1 −

√
ηR, xi1 +

√
ηR
)
×
{
t = −4R2

}
.

Nun wenden wir nochmals Lemma 3.14 mit K((x1, 0), 2R) ⊃ K((0, 0), R) = K(R)
an und erhalten

u ≥ C3 · h in K(R),

wobei C3 = C3(C2, n, λ,Λ, η) = C3(n, λ,Λ) ist. Wir schätzen nun |Γ(h)| ≤ |K0| ab
und erhalten für jedes feste q > 0 eine Konstante c = c(C3, q), so dass

|Γ(h)| ≤ c ·

 inf
K(R)

u

h

q

·Rn+2

gilt.
Im zweiten Fall wollen wir solch eine Ungleichung ebenfalls beweisen. Dabei wird

dann auch q fixiert, so dass 0 < q < 2
κ und γq ≥ ξ1/4 gelten, wobei κ eine Konstante

ist, die sich aufgrund nochmaliger Anwendung (im Folgenden) von Lemma 3.14
ergibt.

Wir kommen nun zum zweiten Fall, nämlich dem, dass r so klein ist, dass alle von
K((x1, t1), r) ∈ G∗(Γ(h), ξ) ausgehend definierten Quader K2 noch ganz in K(4R)
enthalten sind. In diesem Fall wollen wir noch zwei Zusatzannahmen machen:

|Γ(h)| ≤ ξ|K0|

und

|Γ(γh)| ≤ ξ−1/4|Γ(h)|.
Die damit ausgeschlossenen Fälle werden wir später noch betrachten. Nach Lemma
3.20 (ii) erhalten wir

|Y1| ≥
1

ξ
|Γ(h)|.

Aus den obigen Betrachtungen folgt

u ≥ 2γh in Y2 ∩ {t < 0}.
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Hier sind Y1 und Y2 wie in Definition 3.19 mit Γ = Γ(h) definiert. Aufgrund der
zweiten Zusatzannahme erhalten wir nun

|Y2 ∩K0| ≤ |{u > γh} ∩K0| = |Γ(γh)| ≤ ξ−1/4|Γ(h)|.

Weiterhin ergibt sich

|Y2| ≥
1

1 + η
|Y1|

nach Lemma 3.20 (iii) und

|Y2| ≥
1

1 + η

1

ξ
|Γ(h)|

gemäß der Folgerung aus Lemma 3.20 (ii).
Somit folgt

|Y2 \K0| = |Y2| − |Y2 ∩K0|

≥ 1

1 + η

1

ξ
|Γ(h)| − ξ−1/4|Γ(h)|

s. u.

≥ ξ1/2 1

ξ
|Γ(h)| − ξ−1/4|Γ(h)|

=
(

1− ξ1/4
)
ξ−1/2|Γ(h)|.

Dabei haben haben wir die Definition von η am Anfang des Beweises benutzt.
Hieraus wollen wir nun eine untere Abschätzung für das zu dem Quader K2,

der am weitesten über K0 hinausreicht, gehörige r herleiten. Aufgrund der unteren

Schranke an |Y2 \K0| gibt es Teile von Y2 \K0, die nach oben mindestens |Y2\K0|
(2R)n ,

(2R)n=Querschnittsfläche von K0, über die Höhe der Oberkante von Θ(R) = K0,
nämlich −4R2, hinausreichen. Somit gilt für das zum am weitesten nach oben rei-
chenden Quader K2 gehörige r

t1 +
4

η
r2 ≥

(
1− ξ1/4

)
ξ−1/2|Γ(h)|(2R)−n − 4R2.

Der entsprechende Quader K((x1, t1), r) ∈ G∗(Γ(h), ξ) liegt aber noch in K0 und
somit gilt t1 ≤ −4R2 und wir erhalten

(3.13) r2 ≥ η

4

(
1− ξ1/4

)
ξ−1/22−nR−n|Γ(h)|.

Es gilt
n∏
i=1

(
xi1 − r, xi1 + r

)
×
{
t = −4R2

}
⊂ K2 und somit ist dort auch u ≥ 2γh.

Nach Lemma 3.14 gewinnen wir damit eine untere Schranke in K(R), nämlich

inf
K(R)

u ≥ c(n, λ,Λ)
( r
R

)κ
γh, κ = κ(n, λ,Λ).

Die Abhängigkeit von ε0 tritt nicht auf, da r ≤ R gilt und wir Lemma 3.14 auf
K(2R) anwenden.

Da r aufgrund von (3.13) nach unten abgeschätzt ist, folgt

inf
K(R)

u ≥ c(n, λ,Λ, γ, η, ξ) ·
(
|Γ(h)|
Rn+2

)κ/2
· h.

Da Γ(h) ⊂ K0 ist, folgt

|Γ(h)| ≤ R2 · (2R)n,

wir erhalten also

inf
K(R)

u ≥ c(n, λ,Λ, γ, η, ξ) ·
(
|Γ(h)|
Rn+2

)1/q

· h,
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auch mit c = c(n, λ,Λ, ξ) = c(n, λ,Λ), wenn wir 0 < q = q(κ, γ, ξ) = q(n, λ,Λ) ≤ 2
κ

so fixieren, dass

γq ≥ ξ1/4

gilt. Diese zweite Bedingung wird erst später wichtig werden. Die Konstante q
fixieren wir dabei möglichst groß unter den angegebenen Nebenbedingungen. Da
0 < γ < 1 und 0 < ξ < 1 gelten, finden wir eine solche Konstante q.

Zum Beweis der unteren Abschätzung an u auf K(R) hatten wir die beiden
obigen Zusatzannahmen benutzt. Für jedes h > k gilt also mindestens eine der
folgenden Ungleichungen

|Γ(h)| ≤ ξ1/4|Γ(γh)|,(i)

|Γ(h)| ≤ c(n, λ,Λ) ·

 inf
K(R)

u

h

q

·Rn+2,(ii)

|Γ(h)| >ξ · |K0|.(iii)

(Damit sind die beiden Fälle wieder zusammengeführt.)
Hieraus wollen wir eine generelle Abschätzung, d. h. eine Abschätzung ohne Fall-

unterscheidungen, an |Γ(h)| herleiten. Wähle dazu zunächst h0 ≥ k, so dass

|Γ(h0)| ≥ ξ|K0| und

∣∣∣∣Γ(h0

γ

)∣∣∣∣ < ξ|K0|

gelten. Die Existenz folgt aus der Monotonie von h 7→ |Γ(h)|. Nach Lemma 3.12
und Lemma 3.14 folgt daher

inf
K(R)

u ≥ c0h0

für eine Konstante 0 < c0 = c0(n, λ,Λ) < 1. Definiere

h1 :=

inf
K(R)

u

c0
.

Wir wollen per Induktion nachweisen, dass∣∣∣∣Γ( h1

γm

)∣∣∣∣ ≤ c(n, λ,Λ) · γmq ·Rn+2

für alle m ∈ N gilt. Für m = 0 folgt die Behauptung bei geeigneter Wahl der
Konstanten c(n, λ,Λ), da Γ(h1) ⊂ K0 mit |K0| = c(n) ·Rn+2.

Beim Induktionsschritt treten nur die Fälle (i) oder (ii) in der obigen Fallunter-
scheidung auf, da h1 ≥ h0 ist und somit für m ≥ 1 die Abschätzung∣∣∣∣Γ( h1

γm

)∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣Γ( h0

γm

)∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣Γ(h0

γ

)∣∣∣∣ < ξ|K0|

folgt. Tritt Fall (i) auf, so ist der Induktionsschritt offensichtlich∣∣∣∣Γ( h1

γm+1

)∣∣∣∣ ≤ ξ1/4

∣∣∣∣Γ( h1

γm

)∣∣∣∣
≤ c(n, λ,Λ) · ξ1/4γmqRn+2

≤ c(n, λ,Λ) · γ(m+1)qRn+2.

Tritt Fall (ii) auf, so erhalten wir ohne Verwendung der Induktionsannahme direkt∣∣∣∣Γ( h1

γm+1

)∣∣∣∣ ≤ c(n, λ,Λ) ·

 inf
K(R)

u

h1

q

γ(m+1)qRn+2

= c · cq0 · γ(m+1)q ·Rn+2
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≤ c(n, λ,Λ) · γ(m+1)q ·Rn+2, da cq0 ≤ 1.

Somit folgt die Behauptung in jedem Fall. Sei nun h > h1 beliebig. Fixiere m ∈
N \ {0}, so dass

h1

γm
≥ h > h1

γm−1

gilt. Wir erhalten

|Γ(h)| ≤
∣∣∣∣Γ( h1

γm−1

)∣∣∣∣
≤ c(n, λ,Λ) · γ(m−1)q ·Rn+2

≤ c(n, λ,Λ) · γmq ·Rn+2

≤ c(n, λ,Λ) ·
(
h1

h

)q
·Rn+2.

Für beliebiges p > 0 gilt

∞̂

h1

hp−1χ{u>h}dh =

uˆ

h1

hp−1dh =
1

p
hp
∣∣∣∣u
h1

=
1

p
(up − hp1) .

Somit erhalten wir aufgrund der obigen Abschätzung an |Γ(h)| für alle 0 < p < q

1

p

ˆ

Θ(R)

(up − hp1) =

∞̂

h1

hp−1|Γ(h)|dh

≤ c(n, λ,Λ) ·Rn+2 · hq1 ·
∞̂

h1

hp−1−qdh

= c(n, λ,Λ) ·Rn+2 · hq1 ·
1

q − p
· hp−q1

≤ c(n, λ,Λ, p, q) ·Rn+2 · hp1.

Es folgt daher ˆ

Θ(R)

up ≤ c(n, λ,Λ, p, q) ·Rn+2 · hp1.

Nach Definition von h1 erhalten wir also für fixiertes p = p(n, λ,Λ)R−(n+2)

ˆ

Θ(R)

up


1/p

≤

R−(n+2)

ˆ

Θ(R)

up


1/p

≤ c(n, λ,Λ) · h1

≤ c(n, λ,Λ) · inf
K(R)

u

≤ c(n, λ,Λ) ·
(

inf
K(R)

u+R
n
n+1 ‖f‖Ln+1(K(5R))

)
.

Genau dies war die behauptete Ungleichung.
In dieser Ungleichung können wir auf der rechten Seite auch

k = R
n
n+1 · ‖f‖Ln+1(K(5R))

mit dem ursprünglichen R (und damit vom kleinen Quader unabhängigen k) schrei-
ben. Auf der linken Seite dürfen wir ebenfalls dieses k einführen, also u = u + k
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statt u schreiben, denn es gilt  

Θ(R)

up


1/p

≤ c(p) ·

  

Θ(R)

up +

 

Θ(R)

kp


1/k

≤ c(p) ·


  

Θ(R)

up


1/p

+

  

Θ(R)

kp


1/p
 .

Das erste Integral auf der rechten Seite können wir mit der hergeleiteten Unglei-
chung abschätzen; das zweite Integral hat den Wert k, wir können es auf der rechten
Seite absorbieren.

Anfangs hatten wir jedoch angenommen, dass R ≤ R0 (n, λ,Λ, ‖b‖L∞) klein
genug ist, so dass die Lemmata 3.12 und 3.14 anwendbar sind. Für alle Werte von
R folgt die Behauptung nun aber durch Induktion. Der bisherige Beweis ist dabei
der Induktionsanfang. Für den (deutlich einfacheren) Induktionsschritt benutzen
wir ein

”
Quaderkettenargument“. Nehme also an, dass(R2

)−(n+2) ˆ

K
((

0,−4(R2 )
2
)
,R2

) u
p


1/p

≤ c1 · inf
K((0,0),R2 )

u

bereits gezeigt sei. Aufgrund der obigen Rechnungen genügt der Nachweis, dass
dann auch R−(n+2)

ˆ

K((0,−4R2),R)

up


1/p

≤ c(c1, n, p) · inf
K((0,0),R)

u

gilt, wobei sich die neue Konstante um einen von n und p abhängigen Faktor von
der alten unterscheiden darf.

Wir unterteilen nun den großen Quader K(R) = K((0, 0), R) wie in der Calde-
rón-Zygmund-Zerlegung in 22 ·2n kleinere Quader. Sei K

(
X, R2

)
ein solcher. Wähle

∆i ∈ Rn+1 so, dass∣∣∣∣K (X, R2
)
∩K

(
X + ∆i,

R

2

)∣∣∣∣ ≥ δ ∣∣∣∣K (X, R2
)∣∣∣∣

gilt, der verschobene Quader also immer noch einen festen Volumenanteil des ersten
Quaders überdeckt. Beachte schließlich noch, dass

|K(X,R)| = c(n) ·Rn+2

gilt. Wir erhalten nun die Abschätzung

inf
K(X,R2 )

u ≥ 1

c2(c1, n, p)

 1∣∣K (X, R2 )∣∣
ˆ

K(X−(0,R2),R2 )

up


1/p
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≥ 1

c2

(∣∣K (X − (0, R2), R2
)
∩K

(
X − (0, R2) + ∆1,

R
2

)∣∣∣∣K (X, R2 )∣∣
)1/p

·

·

 1∣∣K (0, R2 ) ∩K (∆1,
R
2

)∣∣
ˆ

K(X−(0,R2),R2 )∩K(X−(0,R2)+∆1,
R
2 )

up


1/p

≥ 1

c2
δ1/p · inf

K(X−(0,R2),R2 )∩K(X−(0,R2)+∆1,
R
2 )
u

≥ 1

c2
δ1/p · inf

K(X−(0,R2)+∆1,
R
2 )
u

≥ 1

c22
δ1/p

 1∣∣K (R2 )∣∣
ˆ

K(X−(0,2R2)+∆1,
R
2 )

up


1/p

≥ 1

c32
δ2/p

 1∣∣K (R2 )∣∣
ˆ

K(X−(0,3R2)+∆1+∆2,
R
2 )

up


1/p

≥ 1

c42
δ3/p

 1∣∣K (R2 )∣∣
ˆ

K(X−(0,4R2)+∆1+∆2+∆3,
R
2 )

up


1/p

≥ 1

c52
δ4/p

 1∣∣K (R2 )∣∣
ˆ

K(X−(0,5R2)+∆1+∆2+∆3+∆4,
R
2 )

up


1/p

.

Jedes ∆i erlaubt eine Verschiebung um fast R in horizontaler oder x-Richtung
und um fast R2 in vertikaler oder t-Richtung. Man überlegt sich leicht, dass sich
dabei mit K

(
X − (0, 3R2) + ∆1 + ∆2,

R
2

)
, K

(
X − (0, 4R2) + ∆1 + ∆2 + ∆3,

R
2

)
oder K

(
X − (0, 5R2) + ∆1 + ∆2 + ∆3 + ∆4,

R
2

)
ein beliebiger Quader aus dem ers-

ten Schritt der Calderón-Zygmund-Zerlegung von K((0,−4R2), R) von einem be-
liebigen Quader K

(
X, R2

)
in der entsprechenden Zerlegung von K((0, 0), R) aus

erreichen lässt. Wählt man nun K
(
X, R2

)
, so dass

inf
K((0,0),R)

u = inf
K(X,R2 )

u

gilt und addiert die oben gewonnenen Abschätzungen (oder betrachtet das maxi-
mimale auftretende Lp-Integral), so folgt die behauptete Ungleichung für beliebige
Radien R > 0.

Aufgrund des Induktionsteiles hängt C in der Behauptung auch von R0 ab.
Es folgt die im Theorem angegebene Behauptung. �

3.8. Hölderabschätzungen.
Wir wollen Oszillationsabschätzungen und damit auch Hölderabschätzungen für u
beweisen. Dazu benötigen wir zunächst das folgende Lemma, vergleiche [7, Lemma
4.6]. Solch ein Resultat findet man beispielsweise auch in [4, Lemma 8.23]. Dies
zeigt, dass sich die Voraussetzungen an σ variieren lassen.
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Lemma 3.23. Seien ω und σ auf dem Intervall (0, R0] wachsende nichtnegative
Funktionen. Gibt es positive Konstanten α, δ und τ mit τ < 1 und δ < α, so dass

r−δσ(r) ≤ s−δσ(s) für alle 0 < s ≤ r ≤ R0

und
ω(τr) ≤ ταω(r) + σ(r) für 0 < r ≤ R0

gelten, so folgt

ω(r) ≤ c(α, δ, τ) ·
[(

r

R0

)α
ω(R0) + σ(r)

]
.

Beweis. Für r ≥ τR0 ist die Behauptung offensichtlich. Es genügt, c = τ−α zu
wählen.

Sonst wählen wir k ∈ N, so dass

τk+1R0 ≤ r < τkR0

gilt. Für j = 0, . . . , k − 1 gilt τ jR0 > τkR0, wir erhalten also(
τ jR0

)−δ
σ
(
τ jR0

)
≤
(
τkR0

)−δ
σ
(
τkR0

)
,

σ
(
τ jR0

)
≤ τ (j−k)δσ

(
τkR0

)
und

ω(τr) ≤ ταω(r) + σ(r),

ω
(
τ2r
)
≤ ταω(τr) + σ(τr)

≤ τα (ταω(r) + σ(r)) + σ(τr)

= τ2αω(r) + τασ(r) + σ(τr)

und per Induktion

ω
(
τkR0

)
≤ τkαω(R0) +

k−1∑
j=0

τα(k−1−j)σ
(
τ jR0

)
≤ τkαω(R0) +

k−1∑
j=0

τα(k−1−j)+δ(j−k)σ
(
τkR0

)
= τkαω(R0) +

k−1∑
j=0

τ (k−1−j)(α−δ)τ−δσ
(
τkR0

)
= τkαω(R0) +

k−1∑
i=0

τ (α−δ)iτ−δσ
(
τkR0

)
≤ τkαω(R0) +

∞∑
i=0

τ (α−δ)iτ−δσ
(
τkR0

)
= τkαω(R0) +

1

1− τα−δ
1

τ δ
σ
(
τkR0

)
, da τα−δ < 1

= τkαω(R0) +
σ
(
τkR0

)
τ δ − τα

.

Da τkR0 ≤ r
τ ist, gilt

σ
(
τkR0

)
≤ σ

( r
τ

)
.

Außerdem ist τ < 1, also folgt( r
τ

)−δ
σ
( r
τ

)
≤ r−δσ(r),
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σ
( r
τ

)
≤ τ−δσ(r).

Benutze nun r < τkR0 und nochmals τk ≤ r
R0

1
τ . Es folgt

ω(r) ≤ω
(
τkR0

)
≤ τkαω(R0) +

1

τ δ − τα
σ
( r
τ

)
≤
(
r

R0

)α(
1

τ

)α
ω(R0) +

τ−δ

τ δ − τα
σ(r)

≤ max

{(
1

τ

)α
,

τ−δ

τ δ − τα

}[(
r

R0

)α
ω(R0) + σ(r)

]
wie behauptet. �

Um Lemma 3.23 anzuwenden, sind die folgenden beiden Kriterien nützlich.

Bemerkung 3.24.

(i) Seien ω und σ wachsend. Gibt es K und β mit β > δ, so dass

ω(τr) ≤ Kτβω(r) + σ(r)

für kleine τ > 0 gilt, so folgt

ω(τr) ≤ ταω(r) + σ(r)

für α ∈ (δ, β) und τ so klein, dass Kτβ ≤ τα und die obige Ungleichung gelten.
(ii) Gibt es τ , ε ∈ (0, 1), so dass

ω(τr) ≤ εω(r) + σ(r)

gilt, so folgt

ω(τr) ≤ ταω(r) + σ(r)

mit α = logτ ε = log ε
log τ .

Aus der schwachen Harnackungleichung, Theorem 3.21, erhalten wir eine Oszil-
lationsabschätzung. Vergleiche dies mit [7, Korollar 7.26].

Theorem 3.25. Sei u in K(5R) eine Lösung von

L0u = −u̇+ aijuij + biui = f − du.
Dann gilt für 0 < r ≤ R

osc
K(r)

u ≤ c(n, λ,Λ, ‖b‖L∞)·

·
( r
R

)α
·
(

osc
K(R)

u+ ‖f − du‖Ln+1(K(5R)) ·R
n
n+1

)
mit α = α(n, λ,Λ, ‖b‖L∞), 0 < α < 1.

Bemerkung 3.26.

(i) Hier ist keine Vorzeichenbedingung an u nötig.
(ii) Ist ‖u‖C0 gleichmäßig beschränkt in K(6R), so ist also

r−α · osc
K(X,r)

u

für alle Quader K(X, r) mit K(X, 5R) ⊂ K(6R), also X ∈ K(R), gleichmäßig
beschränkt. Es folgt

sup
x 6=y∈K(R)

|u(x)− u(y)|
|x− y|αparab

≤ c
(
n, λ,Λ, ‖b‖L∞ , R, osc

K(6R)
u, ‖f − du‖Ln+1(K(6R))

)
,
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indem wir einen der beiden Punkte, ohne Einschränkung x, als Referenzpunkt
nehmen und r > 0 minimal wählen, so dass y ∈ K(x, r) gilt, also r = |x −
y|parab. Dabei bezeichnet

|x− y|parab := max
{

max
i

∣∣xi − yi∣∣ , ∣∣xt − yt∣∣}
den parabolischen Abstand von x =

((
xi
)
, xt
)

und y =
((
yi
)
, yt
)
. u ist also

in K(R) hölderstetig.
Wegen

1

|x− y|1/2max

≤ 1

|x− y|parab

für |x− y|parab ≤ 1 folgt daraus die Hölderstetigkeit von u.
(iii) Diese Aussage über die Hölderstetigkeit von Lösungen ist ein häufig benutz-

tes Resultat (Abschätzungen von Krylov und Safonov). Man verwendet es
beispielsweise, wenn man das Yamabeproblem mit Hilfe einer Flussgleichung
lösen will. In zwei Dimensionen studiert man dazu den konformen Riccifluss:

gij = euδij mit u̇ = e−u∆u.

(iv) Bei voll nichtlinearen Gleichungen, wie etwa

u̇ = log detD2u,

differenziert man die Gleichung zweimal und benutzt die Konkavität von
D2u 7→ log detD2u. Ähnliche Schritte wie hier erlauben es (mit Zusatz-
aufwand), aus der schwachen Harnackungleichung Hölderabschätzungen für

das Symbol
(
uij
)

=
(
D2u

)−1
herzuleiten, wenn man insbesondere ‖u‖C2 +∥∥∥(D2u

)−1
∥∥∥
C0

beschränkt hat. Aufgrund dieser Hölderabschätzungen für D2u

bzw.
(
D2u

)−1
kann man nun iterativ Schauderabschätzungen auf die durch-

differenzierte Gleichung anwenden und bekommt a priori Abschätzungen in
Ck, k ∈ N.

Beweis von Theorem 3.25. Wir dürfen annehmen, dass r < R
5 ist, sonst folgt das

Resultat, wenn wir c groß genug wählen. Definiere

M1 = sup
K(r)

u,

M5 = sup
K(5r)

u,

m1 = inf
K(r)

u

und

m5 = inf
K(5r)

u.

Wir erhalten die Differentialgleichungen

L0(M5 − u) = − f + du,

L0(u−m5) = f − du
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in K(5r). Nach Definition gilt dort M5 − u ≥ 0 und u − m5 ≥ 0. Die schwache
Harnackungleichung, Theorem 3.21, liefert also für 0 < p = p(n, λ,Λ)r−n−2

ˆ

Θ(r)

(M5 − u)p


1/p

≤ c(n, λ,Λ, ‖b‖L∞)·

·
(

inf
K(r)

(M5 − u) + r
n
n+1 ‖f − du‖Ln+1(K(5r))

)
= c(. . .) ·

(
M5 −M1 + r

n
n+1 ‖f − du‖Ln+1(K(5r))

)
undr−n−2

ˆ

Θ(r)

(u−m5)p


1/p

≤ c(. . .) ·
(

inf
K(r)

(u−m5) + r
n
n+1 ‖f − du‖Ln+1(...)

)
= c(. . .) ·

(
m1 −m5 + r

n
n+1 ‖f − du‖Ln+1(K(5r))

)
.

Wir addieren diese beiden Ungleichungen und erhalten

M5 −m5 ≤ c1(n, λ,Λ, ‖b‖L∞) ·

·
(
M5 −m5 − (M1 −m1) + r

n
n+1 ‖f − du‖Ln+1(K(5r))

)
.

Für die linke Seite haben wir hier |Θ(r)| = rn+2 und

M5 −m5 =

 1

|Θ(r)|

ˆ

Θ(r)

(M5 −m5)p


1/p

≤ c(p(n, λ,Λ))·

·


 1

|Θ(r)|

ˆ

Θ(r)

(M5 − u)p


1/p

+

 1

|Θ(r)|

ˆ

Θ(r)

(u−m5)p


1/p


benutzt. Ist p ≥ 1, so folgt dies direkt aus der Dreiecksungleichung mit c(p) = 1.
Ist 0 < p < 1, so dürfen wir zunächst ohne Einschränkung m5 = 0 annehmen. Wir
betrachten dann nämlich M5 − m5, u − m5 und m5 − m5 = 0 statt M5, u und
m5. Durch Skalieren können wir weiterhin M5 = 1 und |Θ(r)| = 1 annehmen. Für
0 ≤ u ≤ 1 wollen wir also auf einem Gebiet vom Maß eins nachweisen, dass

1 ≤ c(p)

{(ˆ
(1− u)p

)1/p

+

(ˆ
(u)p

)1/p
}

gilt. Wegen (1− u)p ≥ 1− u und up ≥ u genügt sogar der Nachweis von

1 ≤ c(p)

{(ˆ
1− u

)1/p

+

(ˆ
u

)1/p
}
.

Nun gilt aber

1 =

ˆ
1 =

(ˆ
1− u

)
+

(ˆ
u

)
.

Also ist
´

1− u ≥ 1
2 oder

´
u ≥ 1

2 und die Behauptung folgt mit c(p) =
(

1
2

)−1/p
=

21/p.
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Wir definieren nun für ρ > 0

ω(ρ) = osc
K(ρ)

u

und erhalten

ω(5r) ≤ c1
(
ω(5r)− ω(r) + r

n
n+1 ‖f − du‖Ln+1(K(5r))

)
,

ω(r) ≤
(

1− 1

c1

)
ω(5r) + r

n
n+1 ‖f − du‖Ln+1(K(5r)),

wobei wir ohne Einschränkung c1 > 1 annehmen.

Fixiere nun 0 < α = α(c1(n, λ,Λ, ‖b‖L∞)) � 1, so dass 1 − 1
c1

=
(

1
5

)2α
und

n
n+1 > α gelten und erhalte für 0 < r ≤ R

ω
(

1
5r
)
≤
(

1
5

)2α
ω(r) + rα ·R

n
n+1−α · ‖f − du‖Ln+1(K(5R)).

Lemma 3.23 mit δ = α liefert für alle 0 < r ≤ R

ω(r) ≤ c(n, λ,Λ, ‖b‖L∞) ·
[( r
R

)2α

ω(R) +
( r
R

)α
R

n
n+1 ‖f − du‖Ln+1(K(5R))

]
.

Die Behauptung folgt. �

3.9. Harnackungleichung. Wir erhalten direkt die folgende parabolische Form
der Harnackungleichung, vergleiche [7, Korollar 7.27].

Theorem 3.27. Sei u ≥ 0 in K(5R) eine Lösung von

L0u = −u̇+ aijuij + biui = 0.

Dann gilt

sup
K((0,−4R2),R2 )

u ≤ c(n, λ,Λ, R, ‖b‖L∞) · inf
K(R)

u.

Beweis. Kombiniere Theorem 3.8 und Theorem 3.21 mit dem p aus Theorem 3.21.
�

3.10. Randabschätzungen. Wir leiten noch entsprechende Resultate für Dirich-
letrandwerte her. Dabei folgen wir der Bachelorarbeit von Anja Grabow [5], in der
die entsprechenden Teile in [7] ausgearbeitet werden.

Definition 3.28. Sei Ω ⊂ Rn×R offen. Dann definieren wir Ω[R] := Ω∩K(R) sowie
PΩ[R] := (PΩ) ∩ K(R). Ist der Referenzpunkt nicht der Ursprung, so schreiben
wir stattdessen Ω[(x0, t0), R] bzw. PΩ[(x0, t0), R].

Die entsprechende Definition für Zylinder ist naheliegend.

Zunächst zeigen wir eine Randversion von Theorem 3.8.
Das folgende Theorem gilt auch in einer Zylindervariante.

Theorem 3.29. Sei Ω ⊂ Rn × R offen. Seien R > 0, p > 0 und 0 < ρ < 1. Gelte
Lu ≥ f in Ω[R] und u ≤ 0 auf PΩ[R]. Dann gibt es

c = c(n, p, ρ, λ,Λ, sup(R|b|+R2d+)),

so dass

sup
Ω[ρR]

u ≤ c ·


R−(n+2)

ˆ

Ω[R]

(
u+
)p

1/p

+R
n
n+1 ‖f‖Ln+1(Ω[R])


gilt.
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Beweis. Setze u+ außerhalb von Ω ∩ Q(R) durch 0 fort. Diese Fortsetzung ist in
Q(R) stetig.

In der Zylindervariante folgen wir dem Beweis von Theorem 3.8 und beachten,
dass in der dortigen Notation v ≤ 0 auf PΩ[R] gilt. Wir betrachten nun E+(v)
bezüglich der Menge Ω[R] und erhalten die Zylindervariante.

Wie bei Theorem 3.8 folgt daraus auch die Quadervariante. �

Für eine Randversion der Schwachen Harnackungleichung, Theorem 3.21, benöti-
gen wir noch etwas Vorbereitung.

Für eine gegebene Funktion u ∈ C2 möchten wir nun um := inf{u,m} für ein
m ∈ R betrachten. Solch eine Funktion ist i. a. selbst als Sobolevfunktion nicht mehr
zweimal differenzierbar. Wir können sie jedoch trotzdem so durch C2-Funktionen
approximieren, dass die Differentialungleichung Lu ≤ f fast erhalten bleibt. Im
Vergleich mit Viskositätslösungen ist dies nicht überraschend.

Lemma 3.30. Sei Ω ⊂ Rn×R offen und u ∈ C2(Ω). Erfülle u in Ω die parabolische
Differentialungleichung L0u ≡ −u̇+ aijuij + biui ≤ f . Sei m ∈ R. Definiere um :=
inf{u,m}. Dann gibt es Funktionen uεm : Ω→ R, 0 < ε < 1, mit ‖um−uεm‖C0(Ω) →
0 für ε↘ 0 und L0u

ε
m ≤ |f |.

Beweis. Für 0 < ε < 1 definieren wir ρε : R→ R durch

ρε(z) :=


z für z ≤ m− ε,(
m− ε

2

)
+ 1

ε2 (z −m)3 + 1
2ε3 (z −m)4 für m− ε ≤ z ≤ m,

m− ε
2 für m ≤ z.

Für m− ε ≤ z ≤ m gilt −1 < −ε ≤ z −m ≤ 0 und wir erhalten dort

ρ′ε(z) =
3

ε2
(z −m)2 +

2

ε3
(z −m)3 =

1

ε2
(z −m)2

(
3 + 2

z −m
ε

)
≥ 0

sowie

ρ′′ε (z) =
6

ε2
(z −m) +

6

ε3
(z −m)2 =

6

ε2
(z −m)

(
1 +

z −m
ε

)
≤ 0.

Am Rand erhalten wir:

z = m− ε z = m

ρ′ε(z) 1 0
ρ′′ε (z) 0 0

Somit ist ρε zweimal stetig differenzierbar. Definiere uεm(x, t) := ρε(u(x, t)). Somit
ist uεm ∈ C2 und die Konvergenz von um − uεm ist leicht einzusehen. Aus ρ′′ ≤ 0
folgt 0 ≤ ρ′ ≤ 1 und wir erhalten

∂

∂t
(uεm) = ρ′ε(u)u̇,

(uεm)i = ρ′ε(u)ui,

(uεm)ij = ρ′ε(u)uij + ρ′′ε (u)uiuj ,

L0u
ε
m = ρ′ε(u)

(
−u̇+ aijuij + biui

)
+ ρ′′(u)︸ ︷︷ ︸

≤0

aijuiuj︸ ︷︷ ︸
≥0

≤ ρ′ε︸︷︷︸
|·|≤1

·f

≤ |f |. �

Für die Randabschätzungen benötigen wir zwei geometrische Bedingungen an
Ω.
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Definition 3.31. Sei Ω ⊂ Rn+1 offen. Sei (x0, t0) ∈ PΩ.

(i) Dann erfüllt Ω in (x0, t0) die Bedingung (A), falls es R > 0 und 1 > A > 0
mit

A · |K(r)| ≥
∣∣Ω [(x0, t0 − 4r2

)
, r
]∣∣

für alle 0 < r ≤ R gibt. Können R und A unabhängig von (x0, t0) ∈ Γ ⊂ PΩ
gewählt werden, so sagen wir, dass Ω in Γ die Bedingung (A) erfüllt.

(ii) Dann heißt Ω in (x0, t0) produktartig bezüglich der Kantenlänge R, falls

∂Ω ∩K((x0, t0), R) = PΩ ∩K((x0, t0), R)

gilt. Ω heißt in (x0, t0) produktartig, falls es ein solches R > 0 gibt.

Bemerkung 3.32.

(i) Die Bedingung (A) taucht in [7, Kap. VI] auf, die Bedingung der Produktar-
tigkeit benötige ich zusätzlich für den Beweis.

”
Produktartigkeit“ ist eine ad

hoc Bezeichnung.
(ii) Sind O ⊂ Rn und I = (a, b) ⊂ R offen, so ist Ω = O × I produktartig. Ist ∂O

Lipschitz, so erfüllt Ω in ganz PΩ für beliebige ε > 0 die Bedingung (A).

Als Randvariante von Theorem 3.21 erhalten wir

Theorem 3.33. Sei Ω ⊂ Rn+1 offen. Sei Ω in 0 produktartig bezüglich der Kan-
tenlänge 5R. Gelte u ≥ 0 in Ω[5R] und erfülle u die Differentialungleichung

L0u ≡ −u̇+ aijuij + biui ≤ f in Ω.

Setze m := inf
PΩ[5R]

u und definiere

um :=

{
inf{u, m} in Ω[5R],

m in K[5R] \ Ω[5R].

Dann gibt es positive Konstanten p = p(n, λ,Λ) und C = C(n, λ,Λ, ‖b‖L∞), so dassR−(n+2)

ˆ

Θ(R)

upm


1/p

≤ C ·
(

inf
K(R)

um +R
n
n+1 · ‖f‖Ln+1(Ω[5R])

)
gilt.

Beweis. Setze f außerhalb von Ω durch Null fort. Da Ω in 0 produktartig ist, ist um
in K[5R] stetig. Nach Lemma 3.30 erfüllt uεm in K[5R] die Ungleichung Luεm ≤ |f |.
(Beachte für die C2;1-Regularität am Rand, dass in einer Umgebung des Randes
uεm = m− ε

2 gilt.) Somit liefert Theorem 3.21 die Behauptung mit uεm statt um. Da
die Funktionen um, u

ε
m, 0 < ε < 1, stetig und beschränkt sind und uεm ⇒ um für

ε↘ 0 gilt, folgt die Behauptung für ε↘ 0. �

Theorem 3.34. Sei Ω ⊂ Rn+1 offen. Sei 0 ∈ PΩ. Sei R > 0. Erfülle Ω im
Ursprung die Bedingung (A) und sei produktartig, jeweils bis zum Radius 5R. Sei
u in Ω[5R] eine Lösung von

L0u ≡ −u̇+ aijuij + biui = f − du.

Dann gibt es α = α(n, λ,Λ, A, ‖b‖L∞), A aus der Bedingung (A), so dass das
Folgende richtig ist: Sei die Funktion σ : R≥0 → R≥0 wachsend, aber τ 7→ τ−δσ(τ)
für ein 0 < δ < α fallend und gelte

osc
PΩ[r]

u ≤ σ(r) für 0 < r ≤ 5R.
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Dann gibt es C = C(n, λ,Λ, A, ‖b‖L∞), so dass für alle 0 < r ≤ R

osc
Ω[r]

u ≤ C ·
[( r
R

)α
·
{

osc
Ω[R]

u+R
n
n+1 · ‖f − du‖Ln+1(Ω[5R])

}
+ σ(r)

]
gilt.

Beweis. Gelte ohne Einschränkung 0 < r ≤ R
5 . Wir definieren

M5 := sup
Ω[5r]

u, M1 := sup
Ω[r]

u,

m5 := inf
Ω[5r]

u, m1 := inf
Ω[r]

u,

M := sup
PΩ[5r]

u, m := inf
PΩ[5r]

u.

In Ω[5r] gelten
M5 − u ≥ 0 sowie u−m5 ≥ 0.

Wir setzen m̃ := inf
PΩ[5r]

M5 − u = M5 −M und erhalten mit Hilfe der Schwachen

Harnackungleichung, Theorem 3.33, für ein p > 0 wie dort und mit der Notation
(M5 − u)m̃ aus Lemma 3.30r−(n+2)

ˆ

Θ(r)

(M5 − u)pm̃


1/p

≤C ·
(

inf
Ω[r]

(M5 − u)m̃ + r
n
n+1 · ‖f − du‖Ln+1(Ω[5r])

)
≤C ·

(
inf
K(r)

(M5 − u) + r
n
n+1 · ‖f − du‖Ln+1(Ω[5r])

)
≤C ·

(
M5 −M1 + r

n
n+1 · ‖f − du‖Ln+1(Ω[5r])

)
.

In K(5R) \ Ω gilt (M5 − u)m̃ = M5 −M . Weiterhin benutzen wir, dass aus der
Bedingung (A)

|Θ(r) \ Ω| = |K(r)| − |Θ(r) ∩ Ω| ≥ (1−A)|K(r)|
folgt und erhaltenr−(n+2)

ˆ

Θ(r)

(M5 − u)pm̃


1/p

≥

r−(n+2)

ˆ

Θ(r)\Ω

(M5 −M)p


1/p

=

(
|Θ(r) \ Ω|
|K(r)|

)1/p

· (M5 −M)

≥ (1−A)1/p · (M5 −M).

Also folgt

(1−A)1/p · (M5 −M) ≤ C ·
(
M5 −M1 + r

n
n+1 · ‖f − du‖Ln+1(Ω[5r])

)
.

Nun betrachten wir u−m5 und m := inf
PΩ[5r]

u−m5 = m−m5 und erhalten durch

vollständig analoges Vorgehen die Ungleichung

(1−A)1/p · (m−m5) ≤ C ·
(
m1 −m5 + r

n
n+1 · ‖f − du‖Ln+1(Ω[5r])

)
.

Addieren wir diese beiden Ungleichungen, so folgt

(1−A)1/p · (M5 −M +m−m5) ≤C · (M5 −M1 +m1 −m5)

+ C · r
n
n+1 · ‖f − du‖Ln+1(Ω[5r]).
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Wir ordnen um und erhalten

M1 −m1 ≤M5 −m5 + r
n
n+1 · ‖f − du‖Ln+1(Ω[5r])

− 1

C
(1−A)1/p · (M5 −m5) +

1

C
(1−A)1/p︸ ︷︷ ︸
≤1

·(M −m)

≤
(

1− 1

C
(1−A)1/p

)
︸ ︷︷ ︸

<1!

·(M5 −m5)

+ r
n
n+1 · ‖f − du‖Ln+1(Ω[5R]) + (M −m).

Nun wählen wir α = α(n, λ,Λ, A, ‖b‖L∞) mit 0 < α < n
n+1 < 1 wie angegeben mit

1− 1

C
(1−A)1/p =

(
1

5

)2α

.

Definiere ω(r) := osc
Ω[r]

u. Dann erhalten wir für alle r mit 0 < r ≤ R
5 die Abschätzung

ω(r) ≤
(

1
5

)2α
ω(5r) + r

n
n+1 · ‖f − du‖Ln+1(Ω[5R]) + σ(5r)

und daraus für 0 < r ≤ R die Ungleichung

ω
(

1
5r
)
≤
(

1
5

)2α
ω(r) + rα ·R

n
n+1−α · ‖f − du‖Ln+1(Ω[5R]) + σ(r).

Da σ wegen 0 < δ < α die Wachstumsvoraussetzung von Lemma 3.23 auch für α
statt δ erfüllt, erhalten wir aus diesem Lemma mit (α, 2α) für (δ, α) dort

ω(r) ≤ C ·
[(

r
R

)α {
ω(R) +R

n
n+1 · ‖f − du‖Ln+1(Ω[5R])

}
+ σ(r)

]
. �

Da im Folgenden wieder Probleme auftreten, wenn wir Gebiete betrachten, die
nicht in Produktgestalt sind, beschränken wir uns nun auf diesen Fall.

Theorem 3.35. Sei O ⊂ Rn offen und beschränkt mit Lipschitzrand. Sei T > 0
und Ω := O × (0, T ). Sei u eine Lösung von{

L0u ≡ −u̇+ aijuij + biui = f in Ω,

u = ϕ auf PΩ.

Gelte osc
PΩ[(x0,t0),r]

ϕ ≤ cϕ · rζ für cϕ, ζ > 0 und beliebige (x0, t0) ∈ PΩ. Dann gibt es

α = α(n, λ,Λ, O, T,A, ‖b‖L∞ , ζ) mit 0 < α < 1, α < ζ und

C = C
(
n, λ,Λ, O, T, ‖b‖L∞ , osc

Ω
u, ‖f‖Ln+1(Ω), cϕ, ζ

)
,

so dass für alle (x1, t1), (x2, t2) ∈ O × (T/2, T )

|u(x1, t1)− u(x2, t2)|
(|x1 − x2|2 + |t1 − t2|)α/2

≤ C

gilt.

Beweis. Wir folgen [4, Theorem 8.29].
Innere Abschätzung: In unserer Situation folgt aus Theorem 3.25 im Fall

K(R) ⊂ Ω (Mittelpunkt in O×(T/2, T ) in der Notation unterdrückt) für 0 < r ≤ R

osc
K(r)

u ≤ C ·
( r
R

)α
·
(

osc
K(R)

u+ c ·Rα
)
,

da ohne Einschränkung 0 < α < n
n+1 und R ≤ c(Ω) gelten.
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Randabschätzung: Aus Theorem 3.34 erhalten wir

osc
Ω[r]

u ≤ C ·
( r
R

)α
·
(

osc
Ω[R]

u+ c ·Rα
)
,

wobei hier der in der Notation unterdrückte Referenzpunkt in (∂O)×(T/2, T ) liegen
muss.

Sei ohne Einschränkung t2 > t1. Sei δ > 0 maximal, so dass K((x2, t2), 5δ) ⊂ Ω
gilt. Wir unterscheiden mehrere Fälle:

(i) Gilt K((x2, t2), 5δ) ∩ (O × {t = 0}) 6= ∅, so ist δ nach unten beschränkt, da
t2 − (5δ)2 = 0 und t2 ≥ T/2 implizieren, dass (5δ)2 ≥ T/2 gilt. Die inneren
Abschätzungen mit R = 5δ ≥ c(T ) > 0 liefern nun

osc
K((x2,t2),r)

u ≤C ·
(r
δ

)α
·
(

osc
K((x2,t2),R)

u+ c · δα
)

≤ c · rα · osc
Ω
u+ c · rα.

Ist (x1, t1) ∈ K((x2, t2), δ), so folgt die Abschätzung durch Wahl des minima-

len r > 0 mit (x1, t1) ∈ K((x2, t2), r).
Ist (x1, t1) 6∈ K((x2, t2), δ), so gelten |x1 − x2|2 + |t1 − t2| ≥ c(n) · δ2

sowie |u(x1, t1) − u(x2, t2)| ≤ osc
Ω
u. Da δ nach unten beschränkt ist, ist die

Behauptung trivial.
(ii) Nehme daher ab jetzt stets an, dass K((x2, t2), 5δ) nicht bis t = 0 hinunter-

reicht. Somit gibt es x0 ∈ ∂O mit (x0, t2) ∈ ∂K((x2, t2), 5δ), d. h. der Quader
K((x2, t2), 5δ)

”
stößt seitlich“ an PΩ an.

(iii) Gelte zunächst (x1, t1) ∈ K((x2, t2), δ). Dann folgt aus den inneren Abschätz-
ungen mit R = δ für alle 0 < r ≤ δ

1

rα
· osc
K((x2,t2),r)

u ≤C · δ−α · osc
K((x2,t2),δ)

u+ c

und daher insbesondere bei minimalem r > 0 mit (x1, t1) ∈ K((x2, t2), r)

|u(x1, t1)− u(x2, t2)|
(|x1 − x2|2 + |t1 − t2|)α/2

≤C · δ−α · osc
K((x2,t2),δ)

u+ c.

Es gilt K((x0, t2), 6δ) ⊃ K((x2, t2), δ). Sei R := diam Ω. Dann liefert die
Randabschätzung mit Mittelpunkt (x0, t2)

(6δ)−α · osc
K((x2,t2),δ)

u ≤ (6δ)−α · osc
Ω[(x0,t2),6δ]

u ≤ c.

Kombinieren wir die letzten beiden Ungleichungen, so erhalten wir gerade die
Behauptung.

(iv) Sei nun (x1, t1) 6∈ K((x2, t2), δ) und x0 wie oben. Wähle r > 0 minimal

mit (x1, t1), (x2, t2) ∈ K((x0, t2), r). Setze R := diam Ω. Dann liefert die
Randabschätzung

r−α · osc
Ω[(x0,t2),r]

u ≤ c.

Daraus folgt die Behauptung, da in dieser Situation r und

dparab((x1, t1), (x2, t2)) ≡
√
|x1 − x2|2 + |t1 − t2|

bis auf eine Konstante vergleichbar sind: Aus (x1, t1), (x2, t2) ∈ K((x0, t2), r)
folgt mit der Dreiecksungleichung

dparab((x1, t1), (x2, t2))



3.10. RANDABSCHÄTZUNGEN 61

≤ dparab((x1, t1), (x0, t2)) + dparab((x0, t2), (x2, t2))

≤ c(n) · r.
(Diese Richtung ist einfacher aber auch für den Beweis nicht nötig.)

Für die umgekehrte Ungleichung benötigen wir eine Fallunterscheidung. Sei
zunächst r ≤ c1δ für ein festes noch zu fixierendes c1(n) > 0. Da (x1, t1) 6∈
K((x2, t2), δ) gilt, folgt dparab((x1, t1), (x2, t2)) ≥ δ.

Zusammengenommen erhalten wir also

dparab((x1, t1), (x2, t2)) ≥ 1

c1
r.

Gelte nun umgedreht r ≥ c1 · δ. Da r minimal ist, tritt einer der folgenden
beiden Fälle ein:
(a) dparab((x0, t2), (x1, t1)) ≥ 1

c2
r für ein c2 = c2(n) > 0: Nach Wahl von x0

ist dparab((x0, t2), (x2, t2)) ≤ c · δ. Somit folgt für großes c1

dparab((x1, t1), (x2, t2)) ≥ dparab((x1, t1), (x0, t2))− dparab((x0, t2), (x2, t2))

≥ 1

c2
r − cδ ≥ 1

2c2
r.

(b) dparab((x0, t2), (x2, t2)) ≥ 1
c2
r: Dann erhalten wir

c(n)δ ≥ dparab((x2, t2), (x0, t2)) ≥ 1

c2
r ≥ c1

c2
δ.

Dieser Fall tritt also gar nicht ein, wenn wir c1 groß genug wählen.
Somit sind r und dparab((x1, t1), (x2, t2)) vergleichbar.

Die Behauptung folgt. �
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