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2 OLIVER C. SCHNURER

Die induzierte Metrik von graph u ist durch

Gij Z(Sij + uiuy, 1<4,5 <n,

ou
U; = -
b Oxt
gegeben. Die zweite Fundamentalform von graphu ist
ul-j
hi; = —,
1] v
v=1/14 |Dul?,
o 0%u
Uil = i

Die Hauptkriimmungen von graphu sind die Eigenwerte von h;; beziiglich g;;, d. h.
A ist eine Hauptkriimmung, falls fiir ein 0 # £ € R™

hij& = g€
unter Benutzung der Einsteinschen Summenkonvention gilt. Die GauBkriimmung
K|[u] ist das Produkt der Hauptkriimmungen. Es gilt

9" hi;& = AP,
wobei (g/) die Inverse der Metrik (g;;) ist. Somit folgt
Klu) = det (g’”hij)
= det (g") - det(hy;)
_ det(hy;)
- det(gy)
det D%u

n+2 7

(1+[Duf?) >

da det(g;;) = 1+ |Dul?. Es gilt also
det D?u

)"T“

Ku=——.
(1+ |Dul?

2. DIRICHLETPROBLEM FUR MONGE-AMPERE GLEICHUNGEN
2.1. Problemstellung.

Definition 2.1. Sei 2 C R™ offen.
(i) Eine C2-Funktion u : @ — R heifit lokal konvex, falls D*u > 0, d.h. falls
die Hessische ist positive semidefinit ist. Ist D?u > 0, so heit u lokal strikt

konvex.
(ii) Eine C'-Funktion u : @ — R heifit konvex, falls ihr Graph oberhalb der
Tangentialebene an den Graphen in einem beliebigen Punkt liegt.

Bemerkung 2.2. Sei u: 2 — R gegeben.

(i) Die folgende Charakterisierung von Konvexitit ist im Falle u € C! dquivalent
zur obigen Definition: Fiir z, y € , 7 € (0,1), so dass 7z + (1 — 7y) €  ist,
gilt

u(te + (1 —1)y) < 7ulz) + (1 —7)u(y).
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(ii) Ist © konvex, d.h. falls mit z, y € Q und 7 € (0,1) auch 72+ (1 —7)y € Q ist,
stimmen die Definitionen fiir lokal konvexe und konvexe Funktionen {iberein,
falls u € C2.

(iii) Ist © nicht konvex, so braucht eine lokal konvexe Funktion nicht konvex zu
sein.

(iv) Konvexe Funktionen sind lokal Lipschitzstetig und damit fast iiberall diffe-
renzierbar. Sei v konvex und in x € € diffbar, so gilt

u(y) = u(z) + (Vu(z),y — )
fiir beliebiges y € €.

Definition 2.3. Eine elliptische Differentialgleichung F’ (x, u, Du, D2u) = 0 heif}t
voll nichtlinear, wenn

il = OF

87"7;]'

(z,2,p,7)=(z,u,Du,D?u)

von D?u abhingt.
Theorem 2.4. Sei 2 C R"™ ein offes beschrinktes Gebiet mit glattem Rand, 02 C

C*>. Sei f € C® (ﬁ x R x R") positiv. Sei u € C*° (Q) lokal strikt konvex und
gelte

det D*u > f(-,u, Du) in Q.
Dann gibt es eine lokal strikt konveze Funktion u € C* (ﬁ), die das Dirichletpro-
blem

1) {det D2u= f(-,u,Du) inQ,

u=u auf 0N
lost.

Bemerkung 2.5.
(i) Einen solchen Existenzsatz bekommt man auch fiir weniger regulidre Daten,
etwa C*“-Daten.
(ii) Ergebinisse von Neil Trudinger and Xu-Jia Wang erlauben es sogar, lediglich
Hélder-stetige rechte Seiten und Randwerte der Klasse C? zu betrachten [34].
(iii) Wir finden eine Losung v mit u > u.

Literatur: [5, 6,12, 13,28, 30, 35].
Der Beweis von Theorem 2.4 erstreckt sich auf den Rest dieses Kapitels.

2.2. C%-Abschitzungen. Nehme fiir den Beweis der a priori Abschéitzungen stets
an, dass u eine Losung von (2.1) mit u > w in € ist.
Die Funktion u is lokal strikt konvex. Daher nimmt u in € kein lokales inneres
Maximum an. Es folgt
u < supu = sup u.

oN o0
Nach Annahme gilt
u > u > inf u.
Q
Daher gilt
[ullco < ¢

fiir eine universelle Konstante.
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2.3. C'-Abschitzungen.
Normalabschitzungen auf 9Q: Sei v die duflere Normale an 9. Wegen u > u
mit Gleichheit auf 9 folgt

u, = uv' = (Du,v) < (Du,v) auf 9.

Fixiere xg € 9f). Sei A > 0 so gewihlt, dass

xo — Av(zg) € 0N
und

xo — TV(x0) € Q
fiir 0 < 7 < A. Benutze, dass

[0,A\] 7 — u(zo — Tv(20))
eine konvexe Funktion ist. Fiir eine konvexe Funktion u gilt stets
(Du(x),y — ) + u(z) < uly).
Daher folgt
d

%u(:ro — 1v(z0)) (A =0) 4+ u(zo) <u(zo — Av(xo))
T7=0

u(zg — Av(xp)), da xo— Av(xg) € O
< supu.
aQ

Damit schlieSen wir nun

(Du(zg), —v(x0))\ < supu — u(zop)

lY)
< supu — inf u.
o0 o

Da 00 € C? ist, ist A auf 9Q unabhiingig von der speziellen Wahl von
gleichméBig nach unten durch eine positive Konstante beschrankt. Daher gilt

luy| < ¢ auf 99.

Tangentialabschitzungen auf 0Q: Stelle 02 lokal als Graphen iiber einer

offenen Menge in R"~! dar:
0) = graphw (lokal),
w:R" ! 5 R.
Es gilt
(u —u)(&,w(®)) =0 firzec R
Sei r < n. Dann folgt
(u—u)r + (u—u)pw, =0.

Fiir einen festen Punkt g € 9Q kann man das Koordinatensystem so wihlen, dass
(0,w(0)) = xo und Dw(0) = 0 gelten. Dort folgt (v — u), = 0 und somit |u,| < c.

Wir haben somit gezeigt, dass

|Du| < ¢ auf 99 gilt.

Innere Abschitzungen: Der Betrag des Gradienten einer lokal konvexen Funk-
tion auf einem beschrénkten Gebiet nimmt sein Maximum am Rand an:
Sei u lokal strikt konvex (addiere sonst gegebenenfallss e|z|?) und betrachte

w = |Dul?.
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In einem inneren Extremum von w gilt

ow
0=w; = 7 = ukuki.

ox

Wir multiplizieren mit «* und wenden die Einsteinsche Summenkonvention an. So-
mit erhalten wir
0 = uputu’.
Da u lokal strikt konvex ist, folgt | Du| = 0 im Extremum. Also wird das Extremum
am Rand angenommen,
sup |Du| < sup|Du| < c.
Q o0

Insgesamt erhalten wir also
||U||Cl S C.

3. DIRICHLETPROBLEM: C?-ABSCHATZUNGEN

3.1. Randabschitzungen — doppelt tangentiale Ableitungen. Stelle 0f) wie-
der lokal als graphw dar und nehme an, dass fiir einen festen Punkt zq € 09 gilt

z = (0,w(0)),
Dw(0) =0.
Die Randbedingung liefert
(1 — u)(#w(#)) = 0.
Seien r, s < n. Differenzieren liefert
(u—w)r + (u— u)pw, =0,
(u—u)rs + (4 — Wrpws + (U — Wpswr + (U — Wnpwrws + (U — w)pwrs =0.
Im Ursprung folgt
(v —u)ps + (U — u)pwrs =0,
wobei w5 hier auch gerade die zweite Fundamentalform des Randes ist. Es gilt
daher fiir beliebige Tangentialvektoren 7, o auf 92

|uij7'iaj| = Juro| <ec.
3.2. Gemischt tangential-normale C?-Abschitzungen am Rand. Sei 2 €
00. Wihle ein Koordinatensystem, so dass zop = (0,w(0)), Dw(0) = 0 und lokal
nahe xg
Q={(@,2"): 2" >w(@)}.

Sei Qs := QN Bs(xp). Schreibe das Dirichletproblem um als

logdet D?u = log f = f in Q,

u=1u auf 0€.
Differenzieren ergibt fiir k <n, t <n

u i = Fr+ four + fpiuik' in Q,
wobei u¥ die Inverse von u;; ist und
(v —w)i(#,w(2)) + (u = w)n (2, w(Z))w; = 0

nahe & = 0. Fixiere ¢ < n und definiere die Differentialoperatoren

Tw := w; + wywy,
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wobei w an der Projektion von x auf die ersten n — 1 Komponenten ausgewertet
wird, und

Lw = uw;; — fpiwi.
Nach Definition gilt
T(u—wu)=0 auf 99,
also auch aufgrund der C'-Abschiitzungen (betrachte 92N Bs () und 0Bs(z0) N
separat)
IT(u —u)| < c(6) - |z — x> auf 0.

L und T sind so definiert, dass sich auch LT (u — u) gut abschiitzen ldsst. In der
folgenden Rechnung wird u—u natiirlich wieder an der Stelle « und nicht in (£, w(Z))
ausgewertet. Weiterhin verschwinden alle Ableitungen von w in Richtung e,. Wir
erhalten

LT(u— ) = L((n — )y + (0 — w)ncey)
= Uijutij - Uijytij + Uijunijwt - Uijﬂmjwt

+ U (Uniwrs + Unjwi + tnwiij) — U (U015 + Uy @i + U, Wei)

= fpu (s = Wy + Uiy — U0y + Unyi — U wr;).
Aufgrund der differenzierten Gleichung sind

Uijutij - fpluﬂ
und
(Uijunij - ]Epf, Um) W
betragsméfig durch eine Konstante beschrénkt. Dies benutztAauch die C'-Abschitz-
ungen fiir v zum Beschrénken der Terme mit Du und von f.
Somit gilt
ILT (u — w)| < ¢+ [0 (wniwe; + njwri + Unwiis)| + | fpstnwri]

y i y
+ ’_“ ]@tij —u ]ﬂm'jwt — U (U w15 + U jWii + Hnwtij)’

+ ’*fpi(fym = Up Wi — UpWii) | -
Wir wollen die folgende Ungleichung nachweisen:
ILT(u—u)| <c- (1+tru).
Es gilt aufgrund der Inversenbeziehung
uij(umwtj + Unjwi) = 5%wtj + 5;%1’ = 2wy

und dieser Ausdruck ist somit beschriankt. Offensichtlicherweise sind auflerdem die
folgenden Terme beschrénkt

7fptunwti - fpt(igti + u,we — anti)-
Die noch iibrigen Terme beschrankt man wie folgt.
Lemma 3.1. Sei U positiv semidefinit, symmetrisch, A;; beschrinkt, so gilt

|UZJAU‘ < C(A) r U,
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Beweis. Es gilt namlich fiir eine orthogonale Matrix O
tr (OUO“) = tr (UO“O) =trU,
U A;; = tr (OUO“OAO“) .

Wihlt man O so, dass OUOY diagonal ist, so gilt
UYA; = (0UO™)" (0AOY)

%

%

und
[UYA;| < U~ [(040™), |
<c(A)-trU,
da sich alle Terme in der letzten Summe mit Hilfe von Testvektoren der Lénge 1
darstellen lassen und daher unabhingig von O gleichmifig beschiankt sind. g

Damit beschrankt man nun

ij o _ _ o o 3y
U (UnWrig — Wypj — Uy Wt — WU iWtj — Wy i Wi — Wy W)

und somit folgt N
LT (u—u)| <c- (1+tru¥).
Zusammengefasst ergibt sich
ILT(u—w)| <c- (1+tru”) in Qs,
IT(u—u)| <c(8) - |x —zo|*  auf Qs
mit
T(u—wu)=0 auf 00 nahe zg.
3.3. Barrierenkonstruktion. Definiere fiir noch zu wihlende Konstanten
V= (u—u)+ ad — pd?,

wobei 1> « > 0 und p > 1 sind. d ist die Distanzfunktion zu 9€2. Nimm an, dass
¢ so klein ist, dass d glatt und

dllc>
beschriankt ist. Es gilt

’197; =U; — U, + O[di — 2/J,dd“
19,']‘ =Ujj — Uyj + Ozdij — 2uddi]’ — 2udidj,
LY = uij(uij — U + Oédij — Quddi]’ — 2,UJdidj)
— fp, (wi — u; + ad; — 2pdd;)
<n-— u”@ij +c-a-tru 4 e (pd) - trut — 2uutdd; + ¢+ - (ud).
Da u strikt konvex ist, gibt es € > 0, so dass
Ui > 455ij
im Sinne von Matrizen gilt. Fixiere o > 0 geniigend klein, so dass
catru¥ <etr u¥.
Es gilt - N N
LY < (14 po) — 3etru” + c¢(ud) tru*? — 2pu* d;d;.



8 OLIVER C. SCHNURER

Lemma 3.2. Waihit man p > 1 gentigend grofs, so gilt
2¢c —etru¥ — 2uuijdidj <0.

Beweis. Es gilt stets |Dd| = 1. Betrachte diesen Ausdruck in einem Koordinaten-

system, das so gedreht ist, dass Dd = e,, gilt und (ukl)Kk l<n diagonal ist. Es gilt

dann
2¢ —etru? — 2putdid; =2¢ — e (u't + - U™ — 2pu™
<2 — Eull _ 8’u22 L Eun—ln—l _ 2,uunn.

Die geometrisch-arithmetische Ungleichung besagt fiir a4, ..., a, > 0, das

n n 1/n
1
*E i > i
ni:la (Ea>

gilt. Daher folgt

n—1 .. 1/”
SQC—ET'Ml/n'(Hu”) .
Mit Hilfe der Differentialgleichung 148t sich ] nach unten durch eine positive
Konstante abschitzen: Nach Wahl des Koordinatensystems gilt

1 1
f det D2u
= detu”
ul 0 o 0 ul?
0
= det 0 Y21
0 0 unfl n—1 unfln
uln L un—2n un—ln unn
- 2
_ ut — § ’uzn’ . H M
i=1 i<n J#i
i<n

’U,ii .

IN

s
I
—

Aufgrund der C'-Abschiitzungen ist f beschrinkt. Fixiert man also p > 1 grof§
genug, so folgt
2c —etru" — 2uutd;d; <0
und die Behauptung ist bewiesen. [l
Waéhle nun § > 0 so klein, dass
wo <1

und
cpd < e
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gelten. Es folgt -
LY < —etru in Qs.
Weiterhin gilt
¥ =(u—u) + ad — pd>
> (a— pd) - d.
Fixiere nun § > 0 so klein, dass a — ud > 0 gilt und somit
0 Z 0 in Q5.

Definiere nun die eigentliche Barriere

0% := AV + Blz — x> £ T(u — u)
fiir noch zu wéhlende Konstanten 1 <« B < A. Fixiert man B > 1 hinreichend
grof, so gilt

Bl — x> £ T(u —u) >0 auf 09
mit Gleichheit in x = x¢ und somit

0% >0 auf 09,
wiederum mit Gleichheit in z = xq. Da |z — xo|? € C? ist, folgt
|Llz — 2o?| < - (1+ tru?).

Somit gilt N N

LOT < —Astru + ¢ (1 + tru”) ,
wobei ¢ nun auch von B abhéngt, was aber nun fixiert ist. Genau wie oben erhélt
man aus der geometrisch-arithmetischen Ungleichung, dass

tru® > 1 > 0.
c

Somit kann man A > 1 fixieren, so dass

LOF <0 in Qs
gilt. Da ©F > 0 auf 09, liefert das Maximumprinzip

©* >0 in Qs
Da ©%(z0) = 0 gilt, folgt

(DO*(z0),v) (w0) < 0,
wobei v die duBere Normale an 9f) ist. Somit gilt in z
(ADY, vy + 2B{x — xo,v) £ (DT (u — u),v) < 0.

Aufgrund der C!-Abschitzungen ist die erste Ableitung von ¥ = (u —u) + ad — pd?
beschriankt. Der zweite Term verschwindet. Nach Wahl des Koordinatensystems
folgt also
[(T(u—w))a| <c.
Wir erhalten
(;%T(u —u) = 5 (e unwe — Uy — )

= Uty + UpnWi + UpWip — Upy — Uy, Wt — Uy, Win -
Da Dw =0 fiir £ = 0, folgt in xq

[uen| < c.
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3.4. Doppelt normale C2-Abschiitzungen am Rand. Ziel ist es, eine positive
untere Schranke fiir die doppelt tangentialen Ableitungen am Rand zu bewiesen.
Dann kann man die Differentialgleichung fiir eine obere Schranke an die doppelt
normalen zweiten Ableitungen von u am Rand beniitzen. (Eine untere Schranke
folgt aus der Konvexitét von u.)
Betrachte
i e
0>z w— gf1%‘1;80 u; ;€€
gl=1
Aufgrund der Kompaktheit nimmt diese Funktion ihr Minimum in einem Punkt
xo € 002 an. Wihle ein Koordinatensystem, so dass (&,2™) = (0,0) = x¢. Lokal
gelte ) = graphw, wobei w : R®~! — R und weiterhin sei w(0) = 0, Dw(0) = 0.
Sei das Koordinatensystem so gedreht, dass
J
Uil = lenafﬂ 5‘61%‘1;0 u;;§" f
Definiere eine Vektorfeld £ : R — R™ nahe 0 durch
_e1— (e, )v
le1 — (er,v)v|’
wobei
Dw(z),—1
s (5ram) — D221
vV 1+ [Dwl?
Da |¢] = 1 und da £ auf 99 tangential ist, folgt
Uzjflfj(z) > inf wct CJ( )

CETL N
[¢l=1

fiir x € 90 mit Gleichheit in x = zg = 0.

3.5. Die Hilfsfunktion ¥ am Rand. Auf 09 gilt v = u und £ ist tangential.

Also folgt auf 092
0= (u—u)&’

und

0= ((U - y)iﬁi)j §j~
Es gilt
(1,0, 0) — %5
(1,0, ..., 0) — =iFEy)
_

o

1+|Dw|?

1+ \Dw|2 — wl, —WiW2, ...y, —WiWnp—1, wl)

|(1 + ‘leQ — wl, —WiW2, « ..y, —W1Wnp—1, W1)| '
Daher ergibt sich im Punkt xg
S
&= Ozt

Benutze nun, dass sich die Identitdt als Summe von Tensorprodukten einer Or-
thonormalbasis darstellen lét. Da die Tangentialableitungen von u — u am Rand
verschwinden, folgt

= W1i1.

0=(u—u)y&e + (u—u)p* 1ge,
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wobei v; keine Ableitung ist. Im Punkt xg vereinfacht sich dies zu
0= (u—u)i&¢ + (u—upwn.
Da die Subl6sung strikt konvex ist, gibt es ¢,, > 0, so dass
Uy 2 é >0,
insbesondere in xg. Nehme weiterhin an, dass in xq
0 <ui < uy,

gilt. Falls uyq(zg) > %%1("30) gilt, sind tangentiale zweite Ableitungen gleichméfBig

durch eine positive Konstante nach unten beschrinkt und die néchsten Schritte
sind nicht notig.
Es folgt in xg

Da u > u mit Gleichheit auf 9Q gilt, folgt
(u—w)n(z0) > 0.
Daher ist wi1(xo) (eigentlich im Punkte 0 ausgewertet) durch eine positive Kon-
stante nach unten abgeschéitzt. Dies gilt auch fiir & nahe 0. Ebenso ist Z/zf;fj fir &
nach 0 nach oben durch eine negative Konstante gleichméfig abgeschétzt.
Definiere @11 () := fuifj-fj > 0. Es gilt
€' = uy ;8¢ + (u— w)pt - Q.
Aufgrund der Extremalbedingung fiir u;;£'¢7 auf 99 folgt dort
€€ (20) Suy€'€ (2)

=u;; 68 () + (u— wpr* (z) - D11 ().

Umordnen ergibt
(w—wu),(r) < @1_11 () [Mijfifj(x) - Uijfifj (330)}
=U(z).

Nach Definition ist ¥ nahe g von der Klasse C? mit entsprechenden a priori
Abschatzungen. Es gilt

VU —wu,+u, >0 auf o2

mit Gleichheit in = xp. Da ¥ — u, + u, nahe xo beschrinkt ist, gibt es fiir
geniigend kleines 6 > 0 ein B > 1, so dass

Bl — x> +V —u, +u, >0 auf 0.
Ist 6 > 0 klein genug, so existiert A > 1, so dass
O:= AV + Blz —zo)* + ¥ —u, +u,

die Differentialungleichung

LO < 0 in Qg,
©>0 auf 9



12 OLIVER C. SCHNURER

erfiillt. Dazu benutzt man, dass
L(ugv®) < (uijuijk - fpiuik) VP4 2uijuki1/f + uijukufj +ec
<c (1 + tru¥ )

und somit auch

LO < —eAtru” +¢(B+1) (1 +tru)
folgt. Nach Maximumprinzip gilt somit

©>0 in Q4

mit Gleichheit in = x¢. Damit folgt ©, < 0 und somit

Uyy (1’0) <ec.

3.6. Untere Schranke an doppelt tangentiale Ableitungen in x3. Wihle ein
Koordinatensystem, so dass in x fiir die d&uflere Normale v = —e,, gilt und so dass
(uij)1<i, j<n—1 in zo diagonal ist.

Aufgrund der C'-Abschitzungen ist det D?u beiderseitig durch positive Kon-
stanten a priori beschriankt. Es gilt in zq

U1 0 ‘e 0 Uln
0
det D?u = det
0 Up—2n
0 0 Un—-1n—1 Un—1n
Ulp -+ Up—2n Up—1n Unn

n
< H Ui
i=1
Somit gilt sogar
n
H Ui > C1.
i=1

Da alle Faktoren u;; nach oben beschrankt und positiv sind, ist auch u11(z¢) nach
unten durch eine positive Konstante beschrinkt.

Nach Wahl von z ist u11(zg) die kleinste doppelt tangentiale Ableitung iiber-
haupt. Somit sind alle doppelt tangentialen Ableitungen nach unten durch eine
positive Konstante beschrankt.

3.7. Obere Schranke an doppelt normale Ableitungen am Rand. Wéihle
in einem beliebigen Randpunkt ein Koordinatensystem wie im letzten Abschnitt.
Dort gilt

n n—1 n—1
2
c2 2 Huii* E Wy, * Hun
=1 =1 i=1
J i#]
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n
Da alle zweiten Ableitungen im zweiten Term a priori beschrankt sind, ist ] wy;

=1
nach oben gleichméfig beschrinkt. Aufgrund des letzten Abschnittes sind die Fak-
toren u;;, 1 < i < n — 1, gleichméflig durch positive Konstanten nach unten be-
schrénkt. Damit ist auch w,, a priori beschréinkt und es gilt somit

|D?u| < C auf 09.

Somit erhalten wir die gleichméfige Elliptizitdt entlang der Losung u.

3.8. Innere C?-Abschitzungen. Betrachte fiir 3> 1 die Abbildung @:
QxS" 13 (2,8) — 38| Dul? + log ug.

Es geniigt zu zeigen, dass w in einem inneren lokalen Maximum beschrankt ist.
Nehme also w in xzg € ) ein lokales inneres Maximum an. Nach Rotation des
Koordinatensystems diirfen wir annehmen, dass £ = e;. Dann nimmt die Funktion

w: =R,
T — %6|DU|2 + IOg U1

in xo ein lokales inneres Maximum an. Somit gilt dort

1
k
0 =w; = Buug; + —u114,
U1
0> Wi = Bu Ugij + 5Ujum' + —U1ij — —5-U11iULL5-
U11 uyq
Da u% positiv definit ist, gilt in diesem Punkt
> BuFai ij, k Lo ij
0 > Bu uuijr + Bu ujug; + Ui — yut Uit
11 11

. 1 .. .
k, i ) %
:ﬂu u Juijk + ﬂAu + u—u ]uijn — UT’UJ juniunj.
11 11

Differenziere die Gleichung
log det D?u = f(x, u, Du)
= log f(x,u, Du)
und erhalte
Uijuijk = fk + fzuk + fpiuika
uuij — uPu g uen = fin 4 2fun + 2f1p, w0 + faauiu
+ 2feptiruin + fauin + fpipj Ui U1 + Forttinn-

Aufgrund der C*-Abschitzungen gilt im Falle u;; > 1, was wir ohne Einschrinkung
annehmen diirfen,

1 .. 1 . . . 1 .
k, gl
—uu > —uu g uen + 7f ip; Witlj1 + ff ; Wizl — C.
J J PiDj J Pi
U1 U1 U11 U1
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Oben eingesetzt ergibt sich daraus
0> ﬂukuijuijk + BAu

1 L 1 ..
ik, jl 1
+ — [ w" v uruen — —uuriiug
Uil Uil

. 1 .
+ — fpip;wirujn + — fp,uinn —c.
Uil Ui

Wir diirfen annehmen, dass u;; diagonal ist. Es folgt

1

ik, gl ik, 1
wu U U > WU U Uk

o1
k
=u" 11Uk -
Uil
Somit gilt

y 1 . 1 .

0> ﬂukuwuijk + BAu + 7fpipjui1Uj1 + — fp,uin1 — c.
U1l U1l

Benutze fiir den ersten Term die differenzierte Gleichung und die Extremalitdtsbe-

dingung fiir den letzten Term
0> Bu(fi + four + fpiuin) + BAu = Bfyubup; — ¢ (1 + |D?ul)
> (8 — ¢)Au—c(1+ B),

wobei sich zwei Terme gerade gegenseitig wegheben. Fiir hinreichend grofles 8 > 1
ist daher Au(zg) > u11(xo) nach oben a priori beschrinkt. Wie man durch Testen
von w;; mit Vektoren der Form (1,1) und (1, —1), geeignet mit Nullen aufgefiillt,
sieht, sind damit alle Komponenten von u;;(zo) aufgrund der positiven Definitheit
von D?u a priori beschrankt. Es folgt

sup |D2u| <c+c-sup |D2u| .
Q o0
Zusammen mit den vorherigen Abschéitzungen folgt demnach
[ullcz @)y < e

Mit Hilfe der Differentialgleichung sehen wir, dass die Eigenwerte von D?u auch
nach unten durch eine positive Konstante a priori beschrankt sind.

3.9. C?°-Abschitzungen. Da
D?u — log det D?u,

aufgrund der a priori Abschéitzungen, ein gleichméfig strikt konkaver, gleichméfig
elliptischer Operator ist, sind die Abschiitzungen von Krylov und Safonov [12, 18,
19, 33] anwendbar. Wir erhalten

lull c2.0 ) < e

3.10. C*-Abschitzungen. Nun wissen wir, dass “a”’ = u%” in der einmal diffe-
renzierten Gleichung Holder-stetig ist. Daher liefert die Schaudertheorie, iterativ
angewandt auf die mehrfach differenzierte Gleichung, C*-Abschiitzungen fiir belie-
biges k.

3.11. Existenz. Aufgrund der a priori Abschéitzungen liefert nun die Stetigkeits-
methode (im Falle geeigneter Monotonie in u) oder eine Abbildungsgradmethode
wie in [13] die Existenz einer Losung.
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4. GANZE GRAPHEN VORGESCHRIEBENER (GAUSSKRUMMUNG

4.1. Problemstellung. Wir suchen nun Lésungen u : R™ — R der Gleichung
(4.1) logdet D*u = f(x,u, Du) in R™.

Die Modellgleichung ist auch hier wieder die Gleichung vorgeschriebener Gauf3-
kritmmung. Das Problem dabei ist insbesondere, dass das Definitionsgebiet von u
nicht kompakt ist. (Auch hier wollen wir wieder annehmen, dass alle Daten glatt
sind.)

In [9] wird die Existenz einer solchen Losung in einem Aufenraumgebiet unter
relativ einschrankenden geometrischen Bedingungen gezeigt. Die Hyperflichen dort
haben stets einen beschréinkten C%-Abstand vom Kegel graph(z — |z|).

Der hier vorgestellte Zugang benutzt nun innere Abschétzungen und erlaubt es
daher, diese geometrischen Einschrinkungen abzuschwéchen.

Definition 4.1. Eine Funktion u : R™ — R heifit Sublésung zu (4.1), falls u strikt
konvex (zuliéissig) ist und falls
logdet D?*u > f(-,u, Du) in R"

gilt.

Eine Funktion @ : R™ — R heiflt Superlésung zu (4.1), falls

log det D*u < f(-,, D7)

in den Punkten in R” gilt, in denen D?u > 0 ist.

Weiterhin gelte u > w.

Mit [ bezeichnen wir eine feste lineare Funktion, so dass

Qp={zeR": 14+ h>u}

fiir alle h € R beschrénkt ist. Falls u ein Minimum annimmt, kann man offensichtlich
[(z) = 0 wihlen. Aufgrund des Sardschen Satzes ist €, fiir fast alle h € R glatt.
Wegen der strikten Konvexitét von u gilt dies sogar fiir alle h € R.

Es wire auch moglich, mit B, statt €2, zu arbeiten. Der Vorteil von €2, ist jedoch,
dass derselbe Beweis auch die Existenz einer Losung auf einem Gebiet D liefert,
falls w und @ auf D definiert sind und fiir z — 9D gegen unendlich konvergieren,
die Graphen also vollsténdig sind.

Das Hauptresultat dieses Abschnittes ist nun

Theorem 4.2. Seien f, u und u wie oben. Dann gibt es eine strikt konvezxe glatte
Funktion u : R" - R, u < u <, so dass

logdet D*u = f(-,u, Du) in R"
gilt.
Aus Kapitel 2 erhalten wir das folgende Existenzresultat:

Lemma 4.3. Secien f, U und u wie oben. Sei h € R, so dass Qp # () ist. Dann gibt
es eine strikt konveze Funktion u" : Q, — R, die das Dirichletproblem

log det D2u" = f(-,u", Du") in Q,
uh=u auf 0Qy,

lost mit u < uh < 7.
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Beweis. Theorem 2.4 liefert die Behauptung bis auf " < %. Nehme an, dass in €,
7 keine Losung ist, da u sonst das Lemma erfiillt.

Da u und @ in ganz R"™ definiert sind, konnen sie aufgrund des strikten Maxi-
mumprinzips in keinem Punkt iibereinstimmen: Die Differenz erfiillt ndmlich eine
Differentialungleichung, siehe [12, Kap. 17], auf die wir die Harnackungleichung von
Krylov und Safonov anwanden koénnen. Daher kann man beim Existenzbeweis die
Funktion f so storen, dass sie in der Ndhe von w unverédndert bleibt.

Wihrend des Existenzbeweises (wir folgen einem Pfad beim Abbildungsgradar-
gument modulo zwei) betrachten wir eine Familie von Losungen, die anfinglich
unter w liegen. Es geniigt also, einen Widerspruch herzuleiten, falls es einen Punkt
xo gibt mit " = @ und Vu" = Va. In Qp gelte " < 7. Dieser Punkt xy kann
ein innerer Beriihrpunkt sein oder am Rand liegen. Da u” lokal strikt konvex ist,
ist auch @ lokal strikt konvex, sonst kénnte @ nicht dariiber liegen. Das starke Ma-
ximumprinzip und das Hopfsche Randpunktlemma liefern nun, dass v und @ lokal
iibereinstimmen miissen. Nach Definiton ist £2;, als Subniveaumenge einer konvexen
Funktion eine konvexe Menge und damit zusammenhéngend. Somit gilt v = @ im
Widerspruch zur Annahme, dass @ keine Losung ist und das Lemma folgt. O

Im folgenden wollen wir nun Abschétzungen beweisen, die es erlauben, fiir h —
oo eine lokal in O konvergente Teilfolge der u"’s zu finden. Ahnlich wie im Ka-
pitel 2 geniigt es dabei, lokal gleichmiiflige a priori Schranken in C? zu beweisen.
(Natiirlich sind diese Abschiitzungen jeweils erst fiir groBe Werte von h gleichméBig;
sonst braucht u in der betrachteten Menge ja iiberhaupt nicht definiert zu sein.)
Der Rest folgt dann wiederum aus den Abschétzungen von Krylov und Safonov
sowie der Schaudertheorie und durch Anwendung des Satzes von Arzela-Ascoli zur
Auswahl einer Teilfolge.

Bemerkung 4.4.
(i) Lokal gleichmiBige C°-Abschiitzungen folgen bereits, da u < u" < @ in Q,
gilt.
(ii) Lokal gleichmiiBlige C?-Abschitzungen liefern fiir konvexe Funktionen bereits
lokal gleichméBige C'-Abschitzungen.

4.2. Lokal gleichméfige C'-Abschitzungen. Genauer folgen die gleichmiifligen
inneren C'!'-Abschitzungen aus dem folgenden

Lemma 4.5. Sei ) C R™ offen. Seiu : @ — R eine lokal konveze (glatte) Funktion.
Die Funktion u habe beschrinkte Oszillation M,

oscu = supu — infu = M.
Q Q Q

Sei B.(x) C Q. Dann gilt
M
|Du|(z) < —.
€
Beweis. Betrachte nur den Fall |Du|(z) # 0. Sei 0 < € < ¢, y € dBz(x). Aufgrund
der Konvexitit von u folgt

u(z) + (Du(z),y — =) < u(y).
Wé&hlt man nun y zusétzlich so, dass Du(x) und y— « parallel sind und ein positives

Skalarprodukt haben, d.h. y — z = ‘ngf;) g, so folgt

€|Du|(x) = (Du(z),y — z) < u(y) — u(z) < M.
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Lasse nun € 1 ¢ und die Behauptung folgt. O

4.3. Lokal gleichmiiflige C?-Abschiitzungen. Die gleichméiBigen inneren C2-
Abschitzungen sind aufwiindiger, siehe dazu [12, Kapitel 17.6].
Sei u eine strikt konvexe Lsung von

logdet D*u = f(x,u, Du) in R".

Wir wollen das Resultat spéter fiir u® anwenden, lassen den Index der Einfachheit
jedoch weg.
Fiir jedes H € R sei
Qg = {u <l+ H}
beschrinkt. Wir fixieren H geniigend grof}, so dass insbesondere Qp # (). Lasse
auch hier wieder den Index weg und schreibe 2 fiir Qp.
Betrachte die Funktion

QxS 3 (x,6) = (+H—u)- ez AID(-w)l* - Uge

fiir eine noch zu wéhlende Konstante 8 > 1. Alle drei Faktoren sind in  positiv
und [ + H — u verschwindet auf 9€). Daher nimmt die Funktion in einem Punkt
(20,&0) € Q x S™ ein positives Maximum an. Nehme an, dass £ = e; ist. Dann
nimmt die Funktion

w =log(l+ H —u) + 3B8|D(l — u)> + log u1

in g € Q ein Maximum an. Wir erhalten dort

iy k U114
O=wi=g—y Pt
0> wy; = —— (i — i) — uy)

I+H-—u  (I+H—u)?

— Bl — u) urij + Bulug;
T Ulli:llj.
U11 Uy

Wir diirfen annehmen, dass (u;;) in xo diagonal ist. Differenzieren der Differential-
gleichung liefert

u g = [+ four + fo Uik,
uuijy — uu uguen = fin 4 2f1zun + 2f1p,ui
+ fezurur + 2fzp, urwin + frunn + fpipuinuji + fpuinn
> —c(1+ u%l) + fp,Uitt,

wobei ¢ = ¢(f, ||ullc1). Die folgenden Rechnungen gelten jeweils im Punkt xo. Da
u > 0 ist, erhalten wir

0 Zuijwl-j
- —n . uij(ll- — 'U/Z)(lj — Uj)
I+ H-—u (I+H —u)?

- Bl - u)kuijukij + BAu

1 g 1 ..
1 1,
+ — vy — —uurung | -
Ui U1
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Mit Hilfe der doppelt differenzierten Differentialgleichung erhalten wir

0> —n _ u”(lz—uz)(lj —Uj)
“Il+H-u I+ H —u)?

- 1 U;
— Bl — w)fuug; + BAu — ¢ ( + u11> + fp,— 1
U1l U1l

1 o 1 .
ik, jl 7,
+ — | v ujuen — —uuruag | -
U1 U1

Wir diirfen ohne Einschrinkung annehmen, dass u11; > 1 ist. Sonst ist w in ganz )
nach oben beschrinkt und die néchsten Schritte werden iiberfliissig. Wir erhalten

also
1
—c| — +u11 | =2 —cuqr.
u11

Wir benutzen die einmal differenzierte Gleichung und die Extremalbedingung und
erhalten

U
—mwwﬁ”mﬂ+nzm
Uil

> 5 (e (=0 i) — fou g+ f B0~ )
li —uy
=B b
Insgesamt ergibt sich also
02 —n _uij(li—ui)(lj—uj) —f v li—u,-
I+ H-u (I4+ H — u)? PU+H-u

+ BAu — ¢f — cuqy

1 o 1 ..
ik, jl P
+ — (v ugjrugn — —uuriung ) -
Uil Uil

Es gilt

u (i —ui)(l —ug) _ut(h —w)? +ZM
U+ H-u? (+H—u? U+ H—u)

)

)
_ul b —w)? i (i~ Y
_(l—l—H—u) +ZU (l—l—H— ﬁ(ll—uz)u”>

i 2 2,2 i li—u

< (I1 — uyp)? +Z i (U1 +2Zﬁ u;)?
upr (I + H —u)? l+H—u

11
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Betrachte nun die weiteren Terme mit dritten Ableitungen von u

o 1 ..
ik, gl 3
— (U u’ Uij1Ukll — —U julliullj
U11 U11

1
i1, 11 (%3
E uuMt g — —ut U111U11]+ E E U U”U i1
’LL11 1 u
1=

1 i=1 j>1

75 E u'utlu 11275 u? u11

i=1j>1 ]>1

Wieder zusammengesetzt ergibt sich

—n (ll—ul) )
0> —
“I+H—-u uu(l—i—H—u ﬂZl—i—H—u
u;
I

da sich die Terme mit dritten Ableitungen gerade gegenseitig aufheben. Falls w11 >
4c und B > 4c sind, was wir wieder ohne Einschinkung annehmen diirfen, ist

BAu — ¢ — cuip > ﬂAu

+ BAu — ¢ — cuqq,

Fixiere nun 8 > 1 entsprechend. Damit ergibt sich

0> —c(1+8) c

- A
S TAH—u un (+H a2 PR

oder
c
0>—c————— + Pun(l+ H —u).
> Ot H =) Buii ( )
Somit ist u11(l + H — u) in einem Maximum von w nach oben abgeschiitzt und wir
erhalten, da |D(I — u)|? beschriinkt ist, iiberall eine a priori Schranke fiir w nach

oben. Somit gilt
1
D? <cll++————].
Pl <1+ )
Bemerkung 4.6.

(i) Da fiir konvexe Funktionen in einer konvexen Menge Q2 bei Nullrandwerten

I+ H —u)(x) < sup(l+ H — u)
dist(xz,0Q) — diam 2

gilt, 148t sich dies als eine innere Abschitzung umschreiben.

(ii) Fir unsere Zwecke geniigt jedoch die Beobachtung, dass wir in einem festen
Punkt aufgrund der Barrieren H stets so wihlen konnen, dass dort [+H —u” >
1 gilt. Wir erhalten lokal gleichméBige a priori Schranken fiir HuhH o2-

(iii) Aufgrund der obigen einleitenden Bemerkungen ist damit Theorem 4.2 bewie-
sen.

5. SCHOUTENTENSORGLEICHUNGEN

Wir mochten innere a priori Abschétzungen beweisen. Diese finden sich in [14]
und in {iberarbeiteter Version in [32].
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5.1. Zulassige Kegel.

Definition 5.1. Sei 0, : R® — R, 0 < k < n, die k-te elementarsymmetrische
Funktion, og = 1. o, =1 fiir k <0 und o, =0 fir &k > n. Fir 1 <k <n gilt

or(\) = )P VAR VS
1<i1<...<ip<n
Definiere
I'y:={AeR":0y(A) >0 fiiralle 0 < <k}
und
ki (A) == 0k (N)|a=0 = 0k A1, -5 Xiz1, 0, Mg, o5 Ap).

Lemma 5.2. Sei A €Ty, 1 <k <mn, und sei \y > ... > \,. Dann gilt

. Jdo
(i o, ) =13 (),
.. 8ak
A 0
(i 2% ) >0
(iii) Ak + Apr1 + oo+ Ap >0 und insbesondere Ay, > 0,
(iv) 0k (A) =0k (A) + Aiok—1;(A),
(v) Y ok 1:(N) =(n—k+1)ax 1 (M),
i=1
(Vl) O'kfl;n()\) > .2 O'kfl;l()\) > 0,
(vii) Tk-1k(A) > Cnk Za'k—l;io\)» Cnk > 0,
i=1

k n\ /¥ k-1

(Vlll) O'kf]_()\) Z m <k) (Uk(>\)) kk .

Weiterhin ist (o, (\))Y* in Ty konkav. Uberdies ist ai/k konkav, wenn man es als
Funktion einer symmetrischen Matrix betrachtet.

Beweisskizze. (i) ist elementar.

(ii) folgt aus [4] und [10].

(iii) folgt durch wiederholte Anwendung von [16, Lemma 2.4], das besagt, dass
A € T'y, auch impliziert, dass op,;(A) > 0 ist fiir 0 < h < k — 1 und beliebiges 7. Die
Behauptung folgt dann aus Ay + A1 + ... + A, > 0.

(iv) folgt direkt nach Definition, siche auch [21].

(v) folgt auch direkt nach Definition, siche aber auch [16, 21].

(vi) findet sich in [8], dort aber auch ohne Beweis. Die Behauptung folgt aber
aus

Ok—1(A) = MiAjok—3:i;(A) + XNiok—2.55 + N\jOk—2:ij + Ok—1:i5,

da [16, Lemma 2.4] die Ungleichung oj,_2,;; > 0 liefert. Setze nun \; = 0. Falls k = 2
ist, ersetze oj_3;;; in der obigen Formel durch 0. Fiir £ = 1 ist die Behauptung
offensichtlich und die obige Formel wird iiberhaupt nicht benétigt.

(vii) folgt aus (v) und [21].
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(viii) folgt aus der MacLaurinschen Ungleichung [17, 24]

) 1/k ) 1/1
<(nk)<7k(/\)> < (mUl(/\)>

for A € Ty and k > 1 > 1, hier angewandt fiir [ =k — 1.
Die Konkavitét folgt aus [4] und [10] und [17] sowie [2, 11]

oF oF

y O*F YRR
Fiokly e = i E TN ()2
Mg Mkl . a)\ia)\jn 773]+i¢j )\z‘*Aj (77j)

17

5.2. Konforme Geometrie.

Definition 5.3. Der Schoutentensor einer Riemannschen Mannigfaltigkeit der Di-
mension n > 3 ist definiert als

1 1
Sij=——5 (Rij - M_DRgij> :

Bemerkung 5.4. Der Riemannsche Kriimmungstensor ist die Summe des konform
invarianten Weyltensors (mit einem gehobenen Index) und des Kulkarni-Nomizu-
Produktes der Metrik mit dem Schoutentensor. Also beinhaltet der Schoutentensor
die geometrisch interessante Information bei konformen Deformationen der Metrik.
Lemma 5.5. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, v € C*(M). Dann
ist der Schoutentensor S’Z—j der konform dquivalenten Mannigfaltigkeit (M,g) =

(M7 6*2”9) gegeben durch
Sij = vij + vivy — 3|VolPgi; + Sij,
wobei wir Indices fiir kovariante Ableitungen schreiben.

Beweis. DU}“Ch d~irekte8~Eins~etzen in die Definitionen erhilt man nacheinander Aus-
driicke fiir F;k’ Rijkl, Rija R und Szg [l

Man verwendet unterschiedliche Schreibweisen fiir den konformen Faktor. Wir
benotigen noch das folgende

Lemma 5.6. Die Mannigfaltigkeit (M,g) = (M, ufzg), u € C%(M,Rsq) besitzt

den Schoutentensor S'ij gegeben durch

A 2 .
uSi; = uij — 5= |Vulgi; +uSi;.

v

Beweis. Es gilt e72Y = 42 mit v wie in Lemma 5.5. Wir erhalten

v = logu,
1
Vi = — Uy,
1 1
Vij = Euij 211,in.
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Somit folgt

Sij =vij + vivj — 3|Vol’gi; + Sy

1 1 1 1 9
= Euij — ?uiuj + ﬁuiuj — ﬁWu\ gij + Sij,
woraus die Behauptung folgt. O

Lemma 5.7. Die k-te elementarsymmetrische Funktion der Eigenwerte des Schou-
tentensors beziiglich der Metrik ist f, falls

ok (/\ (Ugizglj>) =u"f
gilt, wobei \ (ugilg”) die Eigenwerte von uS;g" bezeichnet.

Beweis. Es gilt

Bemerkung 5.8. Wir schreiben auch
1 2 —k
o (Uij - Z\VU‘ 9ij “"USij) =u"f,
falls die Hintergrundmetrik g;; fixiert ist.

Definition 5.9. Eine konforme Deformation (oder die zugehoérige Funktion, die
diese Deformation induziert) heisst (fiir festes k) zuléssig, falls die Eigenwerte des
Schoutentensors der konform deformierten Metrik in I'y liegen.

6. SCHOUTENTENSOR: LOKALE Cl- ABSCHATZUNGEN

Fiir die C'-Abschitzungen, die der kompliziertere Teil der inneren a priori Ab-
schitzungen sind, erhalten wir [14, 32].

Theorem 6.1. Sei 1 < k < n, 0 < p € R. Die Funktion u sei eine zuldissige
C3-Lisung von

1
o <uij — %|VU|29ij + USij) = f(z)u™®

in einem geoddtischen Ball By(xg) mit 0 < r < 1 und in B.(x¢) glatter Di-
stanzfunktion dist(xg,-), xo ein beliebiger Punkt auf einer Riemannschen Man-

nigfaltigkeit. Sei u € C3 (BT»(.T())) positiv und zulissig, S;; € C! (B,.(x0)> und
0< fecCt (B,«(zo)). Dann gilt

|Vul . .
— < k f f i .
u (‘TO) SCIN,R,D, T, Bir(l:L'o) u, ||fHCl(BT(Io))7 B}«?Eo) f7 ||S]||C1
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Bemerkung 6.2. Auch fiir allgemeinere rechte Seiten f(x,u) gilt eine solche Ab-
schitzung, die dann aber auch von sup v abhéngt.

Die Abschétzungen vereinfachen sich, wenn man statt % in der Testfunktion

u—0

supu ab. (Habe diese Behauptung nicht tiberpriift.)

Siehe dazu [32].

Der Beweis dort scheint im Falle £ = n nicht zu funktionieren. Das Resultat ist
aber trotzdem richtig. Wir werden es im Anschluf} separat beweisen. Neil Trudinger
verweist auf [7] fiir eine schéne Darstellung, die in allen Fillen funktioniert.

2
( L ) ,0 = %inf u verwendet. Die Abschétzung hiangt dann allerdings auch von

Beweis von Theorem 6.1. Schreibe die Differentialgleichung in der Form

Flu] = f(x)u™®.
Definiere
. |VU|2 2
zi= 2 ,
wobei N
dist(z, zo))?
,0(95') — (1 o ( (r2 0)) )

eine Abschneidefunktion ist.

Die Behauptung folgt, falls z in einem Maximum durch eine Konstante wie in
der Behauptung nach oben abgeschétzt ist.

Nehme daher an, dass z in x; € B,(x¢) maximal sei. Fixiere ein Riemannsches
Normalkoordinatensystem, so dass ¢;; = dij, gij,r = 0, Ffj = 0 in x; gilt. Nehme
an, dass

[Vu|=u; >0
im Punkt x; gilt.
Differenzieren der betrachteten Testfunktion liefert

%logz = % log |Vu|? — logu + log p,

0:(%logz)i
CwPug ow | p

Va2 uw o p
OZ(%logz)

)

ij
CwPug Fufun dPugulug wg g | p pips
Wk Vat w T T T
Beachte hierbei, dass in z; die erste Ableitung von log z verschwindet. Somit stim-
men in diesem Punkt kovariante zweite Ableitungen und partielle zweite Ableitun-
gen {iberein und es folgt die angegebene Semidefinitheit.
Im Punkt 27 vereinfacht sich dies zu

Uy U P

i

k
Wiy, YUk

Uity Uiy | WUy Pij  PiPj
0= 2 *272J77J+72j+7j* 2J
U1 uy uy U U p P
_ U4y T Z UajUai  ULiU1; Ui WUy Pij  PiPj
uy u? u? u u? p p?
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Betrachte F' als Funktion von
1 2
Tij = Uij — %|VU‘ Gij + uSij, 9ij

und setze

Fi =

7))

Differenzieren der Gleichung F[u] = f(z)u™? liefert

k
FY (Uz’jl + (|VU|2U1 - = ZM> 9ij + (uSijh) = (f(x)u™?),.

2u?

Dies vereinfacht sich im Punkt 21 zu

P (uijl + (U? - ulun) 9@') = (f(@)u™"), = FY (uSij).

2u? u
Dritte Ableitungen lassen sich wie folgt vertauschen
Ui51 = U145 + Rlijlub
Wir erhalten somit in x; mit Fijgij =tr F¥

0>Fij (llogz)”

1 ig _ pl ij Wajlai o5 Uil
= L pii (uiji — R'ijiu) +§1F 2 F 2
_ pid¥id | pig Yl ulu] L pid (Pid_ PiP
u u? p PP
1 g 3 iy
> L (), - s - (o - M) o
U U
—ctr F + Z g Zod 2ad UajUai _ pig Y15 U1;U1y
a>1 u% u%
Ui Pij  PiPj
ij ig 1w N Y J
-F + F + F ( > T ) .

Aufgrund der Eulerschen Homogenitétsrelation erhalten wir
1 .. 1 .. 1
— PV = — ZF9 (uy; — —|Vul?gis S
U i U <uj 2u| ul g +u ])

1 . .
—|Vu|2tr F9 4+ F8,;

= — ko — —|vu|2trF” + FY8;;
1 g
> — —kfu™? — ul tr Fi9 — ctr F%
U 2u2
c 2

— 1 —ﬁtrF” CtI’f‘—‘U
U u
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Weiterhin gilt die folgende einfache Abschitzung
()~ FS,)

o .. u ..
—e— —cuPTl —ctr FY — c—tr FY
U1 3%

-p .
(u_p_l + u) —c (1 + u) tr FY.
U1 uy

Nun gilt mit d = dist(z, z¢) in B, ()
2dd;

= E
 2ddy; + 2did,
Pz] - = Ta
A pis i 2 4d? ..
Fii ('OJ - pf}) = — SFU(ddy; + did;) — —— Fdd,
PP pr rip

Y
|
o

> — —tr Y — tr IV
= o2 r2p2
1

r2 ,02

> —c

tr ',

da d < r, |[Vd| <1 fast iiberall und 0 < p < 1. Diese Abschitzung gilt zuniichst
nur fiir x # zg, da d in o nicht differenzierbar ist.

Da p € C?(B,(z0)) folgt die Abschiitzung dann aus Stetigkeitsgriinden aber auch
in ganz B, (o).

Oben eingesetzt ergibt sich

0> ZFU‘ Uaigfaj _ i ULiU14

2
a>1 Uy Uy
c U% ij ij 11“% ij
- ——tr FY —ctr FY + F*— — tr F*Y
uPtl 22 u?  rip?
—_— ———
2
u .. u . u ..
- —c|1+— trF”——gtrF”—ﬁ—itrF”.
uruP U _2ur u

(Nachfolgend ist die r-Abhéngigkeit hiufig genauer als notig angegeben.) Benutze
nun

Vol <L
P rp
und die Extremalbedingung in x
My i pig 2L
Uy U us

2
_ i _ ML g i B populils _ piliby

ol ) u u p P2
up 1 - c L . u?

Z _CilitrFZ‘y_ﬁterj‘i_%trF?’]_Fll%.
U rp r2p U U

——
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Ist =1 <1, so ist die Behauptung trivial, da z gleichméfig nach oben beschréinkt
ist. Sonst folgt in z; da sich die markierten Terme gegenseitig autheben
Ui Ui 1 Ul 1 .. C C
0>y F7/2 ol —— 4+ ——+41)tr FY — — — ——.
= O; u? r2p2  wrp upuP  yptl
Nehme zunéchst an, dass es € > 0 gibt, so dass
Vaul4 . .
Z F%quq5 > 5| 2| tr F9 — cu? tr B
u
a>1

gilt, was wir im néchsten Lemma beweisen wollen.
Wir benutzen nun % < 1 und dass wir ohne Einschrinkung |vu—“‘ > 1 im
Maximum annehmen diirfen und erhalten daraus

Vul® VUl 1 wml ij ¢ ¢
€ 02 tr I’ SETUF <c 7‘2/)24_;%—'_1 tr F +u1up e
Nach Lemma 5.2 (i), (v) und (viii) erhalten wir
3y dok
tr FY =
! O,

wobei ¢ insbesondere von inf f und inf u abhingt. Dies benutzen wir fiir die Hélfte
des Termes auf der linken Seite.

Wir erhalten also
e |[Vul? e 1 |Vul?
_ t FY _
2 u? 8 + 2cuP  u?

1 up 1 . c c
<c|l—=——=+——+1)trF¥ — .
_C(r2p2+ urp+ ) T +(u1u1’+u1’+1>

Nehme zunéchst an, dass der Term mit der Spur der gréfite der beiden Ausdriicke
auf der rechten Seite ist. Dann erhalten wir

|Vu\2< u? 1 up 1 1
u2 sC 724—@4'77“‘

Y
-—+c
=92 r2p2

aufgrund der Cauchyschen Ungleichung und da <+ > 1. Wir multiplizieren mit p?
un benutzen, dass 0 < p <1

Vul? Vul|? Vul|? 1
| Z' (o) = | ulé| p*(w0) < | ulﬁ p*(x1) Sc<1+r2> <c

u
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Damit folgt die Behauptung in diesem Fall.
Sonst erhalten wir in z;

Vul|? 1 1 1
| 7;' <c(+><c(u+1><c,
u U1 u U1 u

da die Konstante von inf v abhéngen darf. Der Rest des Argumentes folgt nun wie
oben.
Somit bleibt noch das angekiindigte Lemma zu beweisen. O

Lemma 6.3. Unter den Voraussetzungen von Theorem 6.1 und den ohne Fin-
schrankungen gemachten Annahmen gibt es € > 0, das von denselben Grdfien wie ¢
im Theorem abhdngt, so dass in einem Normalkoordinatensystem wie im Theorem
i Vu

ZF”uaiuaj Z E|4 |

a>1

4
tr F¥9 — cu®tr F'9

w2

im Mazximum der Grifle aus Theorem 6.1 gilt oder es gilt die Behauptung von
Theorem 6.1.

Beweis. (Erst hier ist das modifizierte Argument in [32] deutlich kiirzer.)

Definiere b := ﬁ|Vu|2 und ;5 = u;; + uS;;.

Es geniigt, die folgende Ungleichung nachzuweisen

A= Figilia; > eb® tr FY.
a>1
Der allgemeine Fall folgt dann direkt durch Einsetzen der Definition von u;; aus
der Cauchyschen Ungleichung.

Nach Rotation des Koordinatensystems diirfen wir annehmen, dass %;; in einem
festen Punkt diagonal ist. Dann ist auch F*' in diesem Punkt diagonal. (Dies sieht
man direkt, wenn man o durch Unterdeterminanten ausdriickt.) Dann sind die
Eigenwerte von

iij = 5q|Vul®gij = uij — 5 |Vul*gi; + uSi
gegeben durch
Al =011 — by .y Ay = Uy — b.
Sei ¢ ein Einheitsvektor, der so gewahlt ist, dass ug = |Vu| im betrachteten Punkt
gilt. Nehme weiterhin an, dass nach einer weiteren Rotation des Koordinatensys-

tems zusétzlich noch A\; > ... > A, gilt.
In diesen neuen Koordinaten gilt

A=Y (Fia - Figg,).

Nehme zunéchst an, dass es ein kleines, noch zu fixierendes, §y gibt, so dass
fiir alle Einheitsvektoren e; die Ungleichung |{e;,&)| < 1 — §p gilt. Dann folgt mit
aij = Fklﬂ;ﬂvﬂlj aufgrund der Diagonalitit von (a;;)

A= tra;; — Zaij<€7€i><€76j>
%,
= Za“ — Zaii<£a6i>2
> Zan’ (1—(1—-160)%)
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= (250 - 53) tr 227
250 tr Qjj.

Da A € T’k folgt insbesondere A\, > 0 oder dquivalent @, > b. Wir benutzen Lemma
5.2 (i), (vii)
A > 5ob>FF* > 5,02 tr FY

fiir ein 07 mit §p > d; > 0 und beschrinktem Quotienten dq/d;. In diesem Fall folgt
also die Behauptung des Lemmas.

Betrachte nun den Fall, dass ein ¢* existiert, so dass (e;«,&) > 1 — g gilt. (Be-
trachte —e; statt e;, falls (e;«,&) < —1 4 dp gilt.) Nehme an, dass §p < % gilt. Wir
erhalten fiir ¢ # ¢*

(€62 <D (€)% + (e, €)% = (e, €)” < 1= (1-60)* = (2= 60)0 <2-§ = 3.
J#i*

Es folgt wegen A =" a;; (1— (£, ¢€;)?)

(6.1) A> 1N Fal
i
Nehme an, dass es j > k, j # 4, gibt, so dass u;; > ab fiir eine nach unten
kontrollierte Konstante o mit % < a > 0. Dann erhalten wir mit Lemma 5.2 (i),
(vi) und (vii)
A>LFia2 > LR (ab)? > 6,b° tr FY

fiir eine Konstante do mit dg > J2 > 0 und kontrolliertem Quotienten dg/ds. Falls
dies nicht erfiillt ist, muss dies an der Bedingung an j liegen, da stets tixr = A\ +b >
b gilt. Daher gilt in diesem Fall ¢* = k.

Nehme also im Folgenden an, dass i* = k gilt mit (e;«,&) > 1 — §p und dass es
kein j wie oben beschrieben gibt.

Wir unterscheinen zwei Félle:
e 1. Fall: Gelte zunichst k¥ < n — 2. Aus dem Beweis von Lemma 5.2 (iii) erhalten
wir A + -+ + A, > 0, also auch A\, > —(Ag+1 + -+ + \n). Nach Annahme gilt
fiir alle j > k£ 4 1 die Ungleichung %;; < ab und somit nach Definition von A auch
Aj < —(1 — a)b. Somit folgt

A > (n—Ek)(1—a)b>2(1—a)b,

da wir £ < n — 2 angenommen hatten.
Andererseits diirfen wir annehmen, dass

Pe| o Gt
Pl u

gilt. Sonst erhalten wir mit einer Abschéitzung fiir Vp wie im Beweis von Theorem
6.1

(6.2) a™t < ‘

Vp c
u

<)
p p

und Theorem 6.1 folgt direkt aus dieser Ungleichung. Weiterhin diirfen wir anneh-
men, dass auch 14 |Sge| < ¢ [Vul fiir eine kleine Konstante ¢ > 0 gilt, da auch sonst

u
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das Theorem direkt folgt. Somit erhalten wir mit Hilfe der Extremalitétsbedingung
in der Testfunktion in Theorem 6.1, wobei hier e; dem Vektor £ entspricht

Uge =Uge + uSee

u
< U{ﬁ + €| Vu|
Ug

2
< |V (“5_ '?05) +€|V7u|

u u
2
g\wuu@@ A
— (2420 +20)b

=(2+ a)b.

Hier haben wir zum Schluss € = e(«) hinreichend klein fixiert. Somit kann & klein
gewihlt werden. Im Falle 4, > 0, wenn daher auch u;; > 0 fiir alle ¢ gilt, folgt

lge = Y &My > &Rl

7

Sonst argumentieren wir wie folgt. Aufgrund der Zuléssigkeit erhalten wir
A+ ..o+ A >0,
Uk + -+ Upn —0(n —k+1) >0.
Wihle [ mit k <1 <n, so dass
Ugg = .o 2 U—17—1 > 0> Uy > ... 2 Upy
Somit gilt
Ukl + .o+ Ugke + Uy + .o+ Upp 2 Ugke + o+ U—17—1 Uy + ..o+ Upp >0,

also insbesondere
Nk, > |all| +.F |ann|

und daher folgt weiter

\%

(fl)g ug + ...+ (fn)g Unpn > (U + -« -+ Unn) - rg?li( ’51‘2

Y

— nakk . rg?]g( ’61‘2’
lge = Z(fi)zﬁii
7

(wir lassen die Terme mit ¢ < [ und 7 # k weg und schéitzen die mit negativem ;;
mit der oben hergeleiteten Ungleichung ab)

> (fk)Qﬂkk — Nk max ‘§i|2

> ((€")* — a(00) ) i

fir eine &(do) > 0 mit &(dy) — 0 fiir 60 — 0. Benutze, dass i* = k gilt und
uge < (2+ab

(1= 60) %tk < (fk)Q Ukk
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@,
=P —a@)
2

cora— &)

—————b.
(&%) = &(do)
Hieraus folgt

- 24 @ (€5 ~
o <<1—50>2 (€ — atd) 1) !

und aufgrund des letzten Abschnittes
Ak > 2(1 — a)b = 20b.

Fiir hinreichend klein gewihlte Konstanten Jp, @ und & gelten die ,,~“-Zeichen
néherungsweise und wir erhalten demnach einen Widerspruch. Dies bedeutet, dass
dieser Fall gar nicht auftritt.

e 2. Fall: Sei nun £k = n — 1. Indem man nach Termen mit Ar_; und nach solchen
ohne sortiert, erhélt man

6.3
(6.3) OAp—1 A1 Ak—1

Da wir angenommen haben, dass kein j wie oben beschrieben existiert, gilt @, < ab
und somit ergibt sich

An = Upn — b < —(1 — a)d.
Durch direktes Differenzieren und wie im Beweis von Lemma 5.2 (iii) erhalten wir

0 9 oa
oM 0N, g F

Hieraus folgt insbesondere auch, dass die A’s nicht nur nach ihrer Gréfle, sondern
auch betragsmissig nach ihrer Grofle geordnet sind. Wir kombinieren die letzten
beiden Ungleichungen und erhalten A,_1 > (1 — a)b. Somit gilt \; > (1 — )b fiir
alle i mit 1 < i < n — 1. Wir erhalten mit (6.3) und den obigen Abschitzungen fiir
An—1 und A,

A) =M1+ A, >0.

dor M1 > =M Anes s Anet - A > (1= )b Aq - Appos.
01
Aus (6.1) erhalten wir
A>1 9%k oo

Z 5 v Up_1k—
26)"6—1 k—1k—1

A?_, mach Definition von \p_;
1

(1—a)?b’ A1 \o
2

da A1 -+ Ap—2 > 0 ist und es sich um den grofiten einzelnen Summanden im
Ausdruck fiir die Spur handelt. Beachte auch, dass die A’s betragsmifig angeordnet
sind.

Somit folgt das Lemma. O
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Das folgende Theorem behandelt den noch ausstehenden Fall k = n. Es ist etwas
spezieller, p tritt nicht auf. Wir folgen dabei [14].

Theorem 6.4. Die Funktion u sei eine zuldssige C>-Lésung von
det Wi _ det (Uij + UiU; — %‘VUPQU + S”)
—2u\ —2nu = f(l‘)
det(g;;e72+) e det g;;
in einem geoddtischen Ball B,.(xo), xo ein beliebiger Punkt auf einer Riemannschen

Mannigfaltigkeit. Seiu € C3 (BT (x0)> positiv und zulissig, S;; € C* (BT (:co)) und
0< f(z)ecC! (Br(xo)). Dann gilt

\Y < inf . inf Sij .
Val(an) < ¢ (rnor, inf w0l sy ot £S5l )

Beweis. Wir betrachten die Funktion H := p|Vu|?, wobei p eine C?-Abschneide-
funktion ist mit p(zg) = 1, p(x) = 0 fiir & & B,-(20), 0 < p < 1. Sei b > 1 so gewiihlt,
dass |Vp|? < bp und |V?p| < b. Sei 1 in B,.(7g) so gewihlt, dass H(x1) > H(x)
fiir alle z. Wahle in z; Normalkoordinaten, so dass w;;(z1) diagonal ist.

Im Maximum erhalten wir aufgrund der Extremalitéit

0= H; = p;|Vul|* + 2puFug;
und
0> H,j :pij\Vu|2 + 2pukukij
+ 2putug + 2050wk + 2pg" ugiug

pip;
= (Pij -2 Zp]> [Vul? + 2puFuri; + 2pg" ugiug;.

Somit gilt in diesem Punkt

) |Vu|? + 2pukwijukij + prijgklukiulj.

Wir behandeln jeden der hier auftretenden Terme separat.
Zunéchst gilt

wi <Pij - Qp”’j> |Vau|? > —c(b) trw |Vul?.
p

Fiir den zweiten Term diirfen wir annehmen, dass

H(zy) > A%D?
fiir eine Konstante A > 1 gilt. Wir schlielen, dass

ot /2 < |Vl .

Ab
Nehme fiir spiter weiterhin an, dass [Vu| > 1 im Extremum gilt. Die Extremalbe-
dingung liefert
uFug; = —5—;|Vu|2.

Wir erhalten aufgrund der Annahmen an p die folgende Abschitzung
11

k Vol 2 ~1/2 2 11 3 3
| = 5 T IVul < g 2| Vul2Vb < 21 Vel < 5 51vu
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fir jedes 1 < i < n.
Im zweiten Term auf der rechten Seite von (6.4) vertauschen wir kovariante
Ableitungen mit Hilfe der Formel

!
Ukij = Uijle — Rmijrg™ W
und benutzen die differenzierte Gleichung

og m = log f(x) — 2nu,
wwijg, = %fk — 2nuy,
sowie die Definition von w;;
2pukwijukij = qukwij (uijk — Rmijkgmlul)
> 2puFw v, — cptrw|Vul?
=2puFww;j — 2puFw? (wiu; — 3|Vul?g; + Sii)y — cptrw|Vul?
> Zpuk (chfk - 2nuk> - 4pukwijuikuj + 2pukwijululkgij

— eptrw'|Vu|?

> — cptrw |Vl Z ‘uku;“-‘ — cptrw®|Vul?
i

> — %ptrwij|Vu|4 —cptrw™|Vul?

> — £ptlriuij|Vu|4,

wenn wir ohne Einschrankung % > 1 annehmen. Hier haben wir auch benutzt,
dass die untere Schranke an u aufgrund der Gleichung eine obere Schranke an
das Produkt der Eigenwerte von w;; beziiglich g;; impliziert. Daraus leiten wir
eine untere Schranke an das Produkt der Eigenwerte von w® her. Mit Hilfe der
geometrisch-arithmetischen Ungleichung folgt daraus eine positive untere Schranke
fiir tr w¥, was wir oben bereits benutzt haben.

Wir wollen noch den dritten ,guten® Term in (6.4) ausnutzen

wijgklukiulj =
=w g" (wi; — wus + 51Vl gr; — Siy) (wi — wui + 5[Vl g — Si)
= wijwkjwligkl + wijuiuj|Vu|2 + %|Vu|4 trw™ + wijSkngigkl — 25,iuluigkl
+ 01 [ Vul?6F — 268 819" — w7 |Vl Pupu0F 4 2w upu i S); g™
— w9 |Vul*gr;Sug"
> w;jg" + 2 Vul* trw” — ctrw” — ¢|Vul® — ¢ — ctrw” |Vul?
> | Vu|* trw'.
In dieser Rechnung tauchte ein Term mit unterschiedlichen Vorzeichen zweimal auf;

er fallt daher weg.
Somit folgt aus (6.4) unter Benutzung der unteren Schranke an H(z;) und b

0> — c(b) trw” |Vul? — %ptrwij|Vu|4 + 1p|Vul* trw”



VOLL NICHTLINEARE PDES 33
b 3 -
> — <61512) + Z) ptrw|Vul* + Lp|Vul* trw?.

Whihlen wir A > 1 geniigend grof, so erhalten wir einen Widerspruch. Folglich
war eine unserer ohne Einschrinkung gemachten Annahmen falsch. Dies beschrinkt
dann aber H wie gewiinscht und das Lemma folgt. O

Zu den lokalen C'-Abschiitzungen, Theorem 6.1, erhalten wir das folgende

Korollar 6.5. Sei 1 < k < n, 0 < p € R. Die Funktion u sei eine zuldssige
C3-Lésung von

1
o <uij — %|VU|29M + USij) = flz)u™®

in einem geodditischen Ball Ba, (o), xo ein beliebiger Punkt auf einer Riemannschen

Mannigfaltigkeit. Sei uw € C3 (Bzr(xo)) positiv und zulissig, S;; € C! (BQT(I'()))
und 0 < f(z) € C! (Bzr(xo)>. Dann gilt

sup u<c(n,k,p,r, inf u,||fllcxs, , inf  f||S: 1).
o 00 e, e int £ Syl

Beweis. Wihle 1 und x5 in B,(x¢), so dass

u(zy) < 2infu und  u(zs) > Lsupu

T T

und eine differenzierbare Kurve v : [0,1] — B,(x¢) der Linge L(v) < 3r mit
~v(0) = 21 und (1) = z5. Nach Theorem 6.1 gibt es eine Konstante ¢; > 0, so dass

@ < ¢ in By(zo).
Es gilt
d
log u(r2) = logu(a) + [ & logu(s(r))dr
(Vuly(r)), (7))
u(y(7))

= logu(z1) + T

o O~ _

1

< logu(zy) +/

0
< logu(z1) + ¢y - 3r.

Nl 1y’ |dr
u

und wir erhalten eine obere Schranke fiir u(x2) und damit auch fir sup wu. g
Br(wo)

Bemerkung 6.6. Durch genauere Analyse der Abhéngigkeiten der Konstanten
erhilt man fiir solche Gleichungen ein Bernsteintheorem, siehe [32].
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7. SCHOUTENTENSOR: LOKALE C?-ABSCHATZUNGEN

Bemerkung 7.1. Im Zusammenhang von Reflektorgleichungen treten solche loka-
len Abschétzungen auch schon bei [15] auf. Sie betrachten nur den Fall k& = n. Dort
darf die rechte Seite f auch von Du abhéingen. Dann maximiert man allerdings eine
Grofle, die die Summe der Eigenwerte enthélt. Selbst wenn man im hier betrachte-
ten Fall ein Maximumprinzip fiir eine entsprechende Grofle aufstellen kénnte, wiirde
dies noch keine C?-Schranken liefern.

Im Fall £ = n darf f auch von Du abhéingen. Hiervon {iberzeugt man sich leicht
anhand der Modellgleichung

log det (u;; — 2|Dul?6;;) = f(Du) in R™
Hierzu maximiert man die Grofle
W = logwii + 2logp
= log (u11 — %|Du|2511) + 2log p.
Mit Hilfe der iiblichen Anderungen erhiilt man ein analoges Resultat auch fiir
log det (uij - ﬁ|Du\2gij + uSij) = f(z,u, Du)
in Riemannschen Mannigfaltigkeiten.

Beachte insbesondere, dass tr FJ — oo, falls k = n ist und falls eine Eigenwert
unbeschrénkt wird, das Produkt aber beschrénkt bleibt. Dies braucht fiir £ < n
nicht zu gelten (Gegenbeispiel: 1. Die Spur ist konstant.) und man bekommt dann
Probleme beim Term N

tr F”u’fukl + fpipj U1 Uj1-

Die Wahl der Abschneidefunktion p ist fiir die inneren C?-Abschitzungen nicht
wesentlich. Dieselben Abschitzungen erhiilt man, falls man log ¢ mit ¢ € C? und
0 < ¢ <1 verwendet.

Die fiir innere Abschétzungen nétigen Strukturbedingungen werden in [7] noch
genauer untersucht.

Es gelten die folgenden lokalen inneren Abschétzungen fiir zweite kovariante
Ableitungen von u.

Theorem 7.2. Seil <k <n. Seiuec C* (Br(xo)) eine zuldssige Lisung von

Flu = (0 (3 (1 = oIVl + usij)))l/k - f(a,u)

in einem geoditischen Ball By (xq), xo ein beliebiger Punkt auf einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit. Seien S;; € C? (m) und 0 < f € C? (m) Dann gilt
|uij|(zo) < (n, k7, Juller, infu, inf £, || fllc2, 11555 c2) -
Beuweis. Setze U;j = u;j — 5=|Vu|®g;; + uS;;. Differenzieren liefert
F9Usjp = Vi,
FijUij;ll + Fij’klUij;lUkl;l =V1iVif,

“

wobei wir zur Verdeutlichung ,.;“ und ,,V“fiir kovariante Ableitungen verwenden.
Da U;; — (ox (Uij))l/k = (o (A (Uil)))l/k eine konkave Funktion ist, folgt

FijUij;ll > ViVif.
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Sei wieder u;; = u;; + uS;;. Betrachte fiir n # 0 die Funktion

1 aign'n’
TM D 7~ (Br(zg)) > (z,m) —» W = log P + 2log p,
ij

Dann gibt es 21 € B,.(z¢) und einen Einheitstangentialvektor n; € T, M, so dass
W in (x1,71) maximal wird.
Wir bemerken, dass die betrachtete Funktion nur wohldefiniert ist, wenn

wobel wiederum

ﬂi]"l’}i’r]j >0
ist. Da aber sogar
N 1
Usj = iy — 5=|Vul*gi;

zuléssig ist und somit mindestens einen positiven Eigenwert besitzt, ist dies auch
fir Us;; der Fall und die betrachtete Grofe ist fiir jedes z und einen geeigneten
Vektor n wohldefiniert.

Wihle Normalkoordinaten um 27 und nehme an, dass in diesen Koordinaten n; =
(1,0,...,0) gilt. Setze n = n; in diesen Koordinaten konstant fort. Wir behaupten
(vgl. [11]), dass

wign'n’

gin'n’
im Punkt xg dieselben kovarianten Ableitungen (bis zur zweiten Ordnung) haben.
Es gilt namlich

und 1]11

'y i)'’ + 200 G - 29",
(giﬂliﬁj > " gign'n (g
e =1+ i,
wobei wir hier zur Verdeutlichung ,,;* fiir kovariante Ableitungen und ,,,“ fiir par-
tielle Ableitungen schreiben. In Normalkoordinaten gilt damit in x4

Tiimind ~
(G2) =
gisn'n? )

(’aij’f]i’r]j> B Qgjgan'n’ + 2ﬂij7’i77;j]gl wign'n’ - 2gijﬂi77;jkz
9iim'w ) giin'’ (gigmin)®

— 77 T ‘7 u - j
= U1kl + 201575 — 2011957 Ty

Weiterhin gilt in a4

= U113k

Hier geht dann auch ein, dass wir im Extremalpunkt 4;; als diagonal annehmen
diirfen.
Daher diirfen wir im Folgenden

W =loguy1 + 2logp
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annehmen. Aufgrund der Extremalitat ergibt sich in x;

0=, = Uiy +2&7

Uil P

0> }1“ . 11,~z 11;5 12 (Pzg . p,zf;,j)
Uil Uil P Y

_ Wi | oPai 620
U1 P p
Wir erhalten
1 . 2 .. 6 ..
02 —FYu11; + = FYpuy — = FV papy;.
iy p p

Fiir den Term mit vierten Ableitungen von u berechnen wir

U1 =u11 + uSi,
Uit = U115 + uS11 + uS1154,
U115 = Ui145 + Ui S11 + wiS1155 + w;S115 + wS11:45
> U145 — CUIL — €
> U145 — CUIT,
wobei wir ohne Einschrénkung angenommen haben, dass %11 groB ist und dass

diagonal ist. Damit werden w11 und w17 vergleichbar. Falls dies im Maximum nicht

der Fall ist, bekommen wir eine globale Schranke an W und das Theorem folgt
direkt.

Wir benutzen die folgenden Vertauschungsregeln
Wik = Uki; + Uag®™ Ryijk,
Uikl = Uikji + Uka g™ Roitj + Uiag™ Rij
und erhalten im nichttrivialen Fall
U114 = Uij11 — CULL-
Differenzieren der Gleichung liefert

FiiU 01 > V1iVyf(2,u)

> — Ccuqq-

Setze tr F'/ = Fg;;. Somit ergibt sich aufgrund der unteren Schranke tr £ >
¢ >0 aus Lemma 5.2 (v), da p <1

0>— (F”uiju —cuyy tr FY — F”Uij;n) + NfFZ]Uij;ll —Cc— tr F'Y
Uil P

Uil
1 (1 1 y
>—F" <|VU|2gij - USZ']') —c— tr FY
U1 2u 11 14

1 y 1 9 1, 1 y
= ﬂillF” <2uQU1|VU| 9ij + EU Uk1Gi5 — u1S;5 — USij;1>1 - C? tr F*7
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1 (1 4 9 1 9 1 &
= THFU <u3u1|vu| 9ij — ﬁu11|VU| gij — ?UW Uk19Gij

1 .. 1 1 1
+ —FY (2ulukuklgij + ~uF uggij + ukukllgij)
Ui U U u

1 .
+ ﬂiF” (711,1151‘]‘ — 211,15”';1 — USij;ll)

11

1 ;
—c—ztrF”
P

1 11 c -
= (ﬂn + ——uFupyy — 2) tr F™
u u Uyl 1%
Hier haben wir wieder haufiger w11 und uq; verglichen. Benutzen wir nochmals die
Extremalbedingung, so ergibt sich

i p® <c
und das Maximum ist kontrolliert.
Dies kontrolliert den grofiten Eigenwert ;. Da aufgrund der Zuléssigkeit A\ +

...+ Xy > 0 gilt und A\ > )\ ist, sind alle Eigenwerte kontrolliert und die C2-
Abschétzungen folgen. O

Bemerkung 7.3. In [32] werden auch Gegenbeispiele zur inneren Regularitét fiir
solche Gleichungen behandelt, wenn sich das Vorzeichen der Gradiententerme auf-
grund einer anderen Form der Zuléssigkeit von Losungen umdreht.

8. NEUMANNPROBLEM FUR MONGE-AMPERE-GLEICHUNGEN

8.1. Existenzsatz. Dieses Kapitel ist teilweise ziemlich knapp geschrieben und
sollte erst nach Lektiire des Kapitels iiber das Dirichletproblem gelesen werden.
Wir folgen hier [22], benutzen jedoch die C'-Abschiitzungen von [25, Theorem
3.1] und benutzen fiir die C2-Abschétzungen [29, Lemma 4.1].
Ziel dieses Kapitels ist der Beweis des folgenden Theorems.

Theorem 8.1. Sei Q C R" strikt konvex. Die Funktion f: Q x R x R® — R sei
positiv und erfille f, > 0. Sei weiterhin ¢ : 0Q x R = R mit ¢, < 0 gegeben.

Dann gibt es unter den zusdtzlichen Voraussetzungen aus Kapitel 8.2, die nur fir
die O°-Abschitzungen nétig sind, eine glatte strikt konvere Funktion u : Q — R,
die das folgende Randwertproblem list.

{det D?*u = f(-,u,Du)  inQ,

(8.1) u, = (Du,v) = p(-,u)  auf 99.

beno6tigt man nicht; man nutzt stattdessen die strikte Konvexitdt des Randes 02
aus.

Die in der Originalversion vorausgesetzte strikte Monotonie an ¢, @, < % <0,

8.2. CY-Abschitzungen. Die C%-Abschitzungen benstigen einige technische Vor-
aussetzungen, die im Rest des Beweises nicht mehr benotigt werden.
Wir betrachten eine glatte strikt konvexe Losung u : 2 — R von (8.1).
Nehme an, dass es positive Funktionen g € L'(Q) und h € L] _(R") gibt, so
dass
(z)

(p)

Q

f(m7z7p) S

>
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fir alle z € Q, 2 < N und p € R” fiir eine Konstante N gilt. Nehme weiterhin an,

dass
[a< [

(9] R
gilt. Gelte fiir eine Konstante Ny

o(z,z) <0 firallexz € 0Q, z > N;
und auf dem Rand konvergiere
o(x,z) = 0o gleichmiBig fiir z — —oo.

Dann gilt das folgende Theorem, das mit demselben Beweis auch fiir oblique
Randbedingungen gilt.

Theorem 8.2. Sei 2 C R™ ein beschrinktes Gebiet und sei u eine Lisung von
(8.1). Dann ist u in Abhdngigkeit von den Daten in C° a priori beschrinkt.

Beweis. Aufgrund der Konvexitdt von u tritt das Maximum von u am Rand auf.
Dort gilt u, > 0. Somit kann dieses Maximum nicht grofer als N; sein und die
obere Schranke folgt.

Fiir die untere Schranke wéahlen wir Ry > 0, so dass

e

|z|<Ro
gilt. Definiere die Menge
Oy i ={z e Q:ulx) < N}

Aufgrund der Integraltransformationsformel erhalten wir fir R > Ry

h(y)dy = /h(Du(x))detD2u(m)dx§ /g§/9< / h.
Qn Qn Q

Du(Qn) |z|<R

Daher gibt es einen Vektor p € Br(0)\ Du(Qn). Sei w eine affine Funktion, so dass
w < win Q, Dw = p und w(xg) = u(xo) in einen Punkt z¢ € Q gelten. Nach Wahl
von p gilt 29 € Q\ Q.

Sei zunéchst ¢ € 2\ Q. Dann gilt u(zp) > N. Da |[Dw| < R nach Wahl von p
ist, folgt w > N — Rdiam Q.

Betrachte nun den Fall zy € 092. Im Punkte xg gilt dann

o(xo,u) = (Du,v) < (Dw,v) < R.

Da am Rand ¢ unendlich wird, wenn z — —oo konvergiert, erhalten wir hieraus eine
untere Schranke an u(zg). In diesem Falle folgt dann die untere Schranke analog zu
oben, da u(zg) nach unten beschriinkt ist und der Graph von w iiber dem Graphen
der affin linearen Funktion w, die einen beschrinkten Gradienten hat, liegt. O

8.3. C'-Abschitzungen (Eistiitenabschéitzung). Im folgenden geben wir einen
Beweis fiir C1-Abschitzungen, bei dem die Abschiitzung im Gegensatz zu [22] nicht
von der Oszillation der Losung abhéngt. Dies ist zwar hier nicht nétig, dieser Beweis
ist aber weiter anwendbar als die urspriinglichen C''-Abschétzungen in [22].

Hier ist der Fall fiir oblique Randbedingungen etwas komplizierter als der Fall
fiir Neumannrandbedingungen und kann nicht direkt aus diesem abgeleitet werden.
Dabher fithren wir hier den Beweis fiir oblique Randbedingungen.
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Theorem 8.3 (Eistiitenabschitzung). Sei Q C R" glatt und beschrinkt, u :  — R
eine glatte strikt konvexe Funktion, fir die |ug| auf 02 gleichmdfig beschrinkt ist,
wobei B ein auf Linge eins normiertes Vektorfeld auf 0 ist, so dass (,v) > ¢3
fir eine positive Konstante ég > 0 gilt. Dann ist sup |Du| gleichmdiflig beschrinkt.
Die Schranke hingt insbesondere nicht von der Oszillation von u ab.

Beweis. Der Name des Satzes stammt von der Art und Weise, wie wir Bélle in
Kegeln platzieren. Dies erinnert an eine Eistiite mit einer Kugel Eis darin.

Wir fithren einen Widerspruchsbeweis.

Nehme an, dass es einen Punkt zo gibt, in dem |Du| ein grofies Maximum der
GroBle M annimmt. Falls M grofler als eine geeignet gewéhlte Konstante My ist,
konnen wir einen Widerspruch herleiten. Da wu strikt konvex ist, gilt automatisch
xo € 0. Im Punkte z¢ wihlen wir eine Tangentialrichtung &, (wobei ,Richtung*
fiir einen Vektor der Lénge eins steht) so dass (Du(zg), &) grofer ist, als wenn wir
irgendeine andere Tangentialrichtung einsetzen.

Wir wollen zunéchst eine untere Abschétzung fir (Du(zg),&p) im Verhéltnis zu
M beweisen.

Sei &7 eine Richtung mit (Du(z),&1) = M. Wie in [37] zerlegen wir eine Richtung
¢ mit Hilfe von 8 und einem Tangentialvektor 7(§) in

v, €)
<57 V>

(8.2) §=7(8)+ B,

wobei

(,8) 7 T _p_ Ny
Gyt B =B

Beachte, dass |7(£)| nach Annahme an 3 beschrinkt ist. Zerlegen wir nun &; ent-
sprechend, so erhalten wir

7_(5) :£7<V7£>V7

M = (Du.65) = (D) + 2 D)
<Ir(€)l- max (Du,7)+c
Ir1=1

=|7(&1)| - (Du(zo), o) + c.

Somit schlieBen wir, dass (Du(xg), &) > %, gilt, falls M > My ist und wir My

grof} genug gewihlt haben. Fiir eine Richtung £ in der Ndhe von &y, genauer, fiir
€ — & < e =5 <1, erhalten wir

(8.3) (Du(zg),&) = (Du, &) + (Du, & — &) > % — M| —&| >eM.

Aufgrund der Konvexitét von u schlieen wir, dass (Du(y),§) > e M fur alle Punkte
y € Qder Form y = xg+\-¢ gilt. Hier sind A > 0 und ¢ so zu wihlen, dass [ —&| < ¢
und xg +t- A+ € € Q fiir alle ¢ € [0,1] gilt.

Aufgrund der gleichméfligen Schranke an die Hauptkriimmungen von 92 C R"
sehen wir, dass es ein R > 0 und ein z; € 99 gibt, so dass |zg — 1] > 2R und
so, dass weiterhin jedes x € Bpg(z1) N 0N sich in der Form zy + A - £ wie oben
beschrieben darstellen ldsst. Demnach gilt aufgrund von (8.3) in 92 N Br(z) die
Ungleichung |Du| > e M. Nach Konstruktion gilt

inf > .
a:eBRl(ril)maszu(x) u(xo)
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Betrachten wir den von den beschriebenen Richtungen £ erzeugten Kegel und
die gerade darin gefundene Kugel, so erkldrt sich der Name des Satzes.

Nun gehen wir induktiv vor. Beachte dabei, dass R und ¢ als von zy unabhéngige
Konstanten gewihlt werden kénnen. Solange noch |Du(z;)] > Me® > My gilt
konnen wir einen weiteren Punkt x;4; von x; ausgehend in genau derselben Weise
finden, wie wir von zg ausgehend den Punkt z; gefunden haben. Daher kénnen
wir, falls nur M = sup | Du| gentigend gro8 ist, eine Folge von Punkten {z;};=o... ~
beliebiger Linge N konstruieren, so dass fiir alle ¢ > 1

|Du| > Me®  auf 9Q N Br(z;)

und

inf > i—
et 1) > (052

gelten.

Da 99 aber endliches Mafl und beschréinkte Hauptkriimmungen hat, gibt es eine
obere Schranke Ny(p) an die Anzahl Kugeln der Gestalt B,(y;) fiir y; € 09, deren
Schnitt in 02 paarweise disjunkt ist, wenn wir p > 0 fixieren.

Gilt also M = sup |Du| > MoefNO(%), so finden wir zwei Punkte z;, und
mit ¢9 > jo > 0, so dass

Bg(ﬂ%) N Bg(xjo) N o # (.
Andererseits liefert =, € Br(z;,) aber

w(@j,) <u(zjo+1) < ... <u(wjy—1) < uw(x) < u(xj,)

inf
x€BR(xi,)NOQ

und wir erhalten einen Widerspruch. Somit folgt das Theorem. O

9. NEUMANNRANDWERTE: C?-ABSCHATZUNGEN

9.1. Gemischt tangential-normale Abschitzungen. Die im folgenden behan-
delten Abschéitzungen erhidlt man analog zu den doppelt tangentialen Abschétzun-
gen beim Dirichletproblem.

Sei der Rand wie dort als Graph dargestellt. Dann 148t sich die Randbedingung
lokal als

v (&)ui(&,w(2)) = p((2,w(Z)), u(Z, w(@)))
schreiben. Wir differenzieren dies in eine Richtung r < n und erhalten
Vﬁui + Viulvr + Viumwr = Qr + PpWr + QUr + P URW.
In einem Punkt mit Dw = 0 vereinfacht sich dies zu
viug + Vi = or + 02U,
Damit ist v*u;, und damit auch wu,, beschrinkt.

9.2. Doppelt normale Abschitzungen. Diese doppelt normalen Abschéitzun-
gen beim Neumannrandwertproblem entsprechen den gemischt tangential-normalen
Abschétzungen beim Dirichletproblem.

Die differenzierte Gleichung lautet mit f =log f

Uijuijk = fk + fzuk + fpiuik-
Wir definieren den Operator

o R
Lw = uYwi; — fp,w;.
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Wie beim Dirichletproblem rechnet man direkt nach, dass fiir
Y :=d — pd?
bei hinreichend grof§ gewahlter Konstante p > 1 in einem Gebiet s mit 0 < §
hinreichend klein
LY < —etru in Qs,
9 >0 auf 005
gilt. Beachte, dass hier die Konstante ¢ aufgrund der strikten Konvexitidt des Ge-
bietes ) positiv gewéhlt werden kann.
Wir setzen ¢ und v glatt ins Innere von 2 fort und erhalten
L(viu; — @) < ctru®.
Somit kénnen wir mit Hilfe einer Testfunktion der Form
0 := AY + Blz — x> + (v'u; — )

analog zum Dirichletproblem schlieBen, dass die Normalenableitung von (viu; — ¢)
a priori beschrénkt ist. Dies liefert eine Schranke an u,,, in jedem Randpunkt. Eine
untere Schranke war allerdings bereits aufgrund der Konvexitéit von u bekannt.

9.3. Doppelt tangentiale C?-Abschitzungen. Hier kénnen wir nicht sofort die
allgemeine Gleichung (8.1) behandeln. Wir beschréinken und daher zunéichst auf den
Fall, dass f = f(x) gilt.

Man iiberzeugt sich direkt, dass auch in diesem Fall die bisherigen a priori
Abschitzungen giiltig bleiben. Insbesondere kann man fiir die CY-Abschiitzungen
die Funktionen g = f und h = 1 wihlen.

Wir definieren fiir einen Vektor £ € S*~1

v = uge — ' (2,8) + K|z
mit '
v = 206, )E (i + paui — Vi)
und dem tangential projizierten Vektor
5/ ::f_ <£,Z/>V.
Beachte dabei, dass aufgrund der differenzierten Randbedingung am Rand
v = 2(&, ) g

gilt.

Wir wollen nun nachweisen, dass v a priori beschrinkt ist. Dazu maximieren wir
die Funktion iiber alle (z,£) € Q x S"~! und fixieren ¢ entsprechend fiir den Rest
des Beweises. Werde also das Maximum in einem Punkt (z¢,{) angenommen.
Maximum im Inneren: Nehme dazu zunéchst an, dass v im Inneren maximal wird.
Die Funktion v’ hat die Gestalt v/ = —a*uy — b, wobei af und b C?-Funktionen
sind. Setze wieder f = log f. Nach Drehung des Koordinatensystems kénnen wir

annehmen, dass £ = ey gilt. Wir erhalten somit im Maximum die folgenden Bezie-
hungen

uugjy = fr,
7 ik, gl n
u i — uu g uen = fi,

0 = v; =uy1; + afuy + aFug; +b; + 2K,
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0> Vi = U145 + afjuk + afukj + a?uki + akuk.ij + bij + 2K5ij.
Wir erhalten dort unter Benutzung der Inversenbeziehung
0 2 ’U,ij Vij
> uijuijn —ctru —c+ akuijukij + 2K tru¥
=Pl + fii — ctru + aF f 4 2K tru®
> —ctru¥ + 2K tru¥.
Somit kann das Maximum von v (bei geeignet fixiertem &) nicht im Inneren an-
genommen werden, falls K grofl genug gewéhlt worden ist. Wir wollen dies im
Folgenden annehmen.
Maximum am Rand:
Wir unterscheiden nun drei Falle.

¢ tangential: Nehme zunéchst einmal an, dass £ im Maximum ein Tangential-
vektor ist. Dann gilt aufgrund der Extremalitdt von v

0< uivi
Sugey + akuk,, +c
< Ugey + C.
Andererseits erhalten wir durch doppeltes Differenzieren der Randbedingung, in-
dem wir die bereits in Richtung r < n differenzierte Randbedingung noch einmal in
Richtung s < n differenzieren (Zur Vereinfachung betrachten wir nur einen Punkt
mit Dw = 0.)
Visui + Viuis + Vguir + l/iuirs + Viuinwrs - 801‘5 + Qp'rzus + (inrs + Qozsur
+ PrzUrlUg + PUrg + Pz UpWrsg.-
Wir multiplizieren dies nun mit £"¢° und erhalten
2V§ui5 + Upge — PruUuge < ¢
aufgrund der bereits bewiesenen a priori Abschéitzungen. Da ¢ monoton ist, kénnen
wir den letzten Term auf der linken Seite weglassen und erhalten
Véuig <ec.
Beachte, dass wir nach Wahl der Testfunktion D2U|TI08Q><T108Q als diagonal an-
nehmen diirfen und dass £ einer Koordinatenrichtung entspricht. Daher ist
I/§U5§ <ec.

Somit folgt aufgrund der strikten Konvexitét von 9€2 eine obere Schranke an wuge.

¢ normal: Ist £ normal, so ist nichts mehr zu beweisen, da wir bereits a priori
Abschitzungen fiir u,, bewiesen haben.

¢ weder tangential noch normal: Sei nun ¢ weder tangential noch normal.
Dies ist der Fall, der die recht komplizierte Testfunktion mit v und v’ erfordert.
Wir stellen £ mit Hilfe von einer Tangentialrichtung 7 sowie o und 8 dar, wobei
a?+ B2 =1 gilt

& =ar+ pr.

Esist « = {¢,7) # 0 und 8 = (&,v) # 0. Nach Definition von v' und der direkt
darauf folgenden Bemerkung gilt

Uge = OéQ'U/TT + /BQUVIJ + 208U,
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= a2u'r7' + /62UV1/ + U/(l‘, 5)

Da v/(+, &) sowohl fiir tangentiale Vektoren ¢ als auch fiir normale Vektoren ¢ ver-
schwindet, wegen der obigen Rechnung und aufgrund der Extremalbedingung er-
halten wir

v(x0, &) = av(xo,7) + B0 (20, v)
< a®v(x0,€) + (o, V).
Umordnen der Terme ergibt wegen [ # 0
v(zo, &) < v(zo,v).
Nach Definition von v gilt also
Uge(z0) < wpp (o) + .

Damit haben wir auch in diesen Fall C2-Abschiitzungen und fiir diesen Modellfall
erhalten wir globale C2-Schranken.

9.4. Existenz (im Modellfall). Die Abschitzungen von Krylov-Safonov in der
Form fiir oblique Randbedingungen liefern C%“-Abschitzungen fiir die Funktion u
[20, 23, 36]. Abschitzungen fiir hohere Ableitungen folgen nun mit Hilfe der Schau-
dertheorie. Dies geniigt, um Existenz zu zeigen.

9.5. C2-Abschitzungen fiir allgemeines f.
Eine Matrixungleichung:

Fiir die noch folgenden C?-Abschiitzungen beweisen wir zunsichst das folgende
Lemma aus [29]. (Dies vereinfacht doch weniger als zunéchst gedacht. Niitzlich wird
das folgende Lemma insbesondere, wenn man solche Abschétzungen auflerhalb von
Extremalpunkten benétigt.)

Lemma 9.1. Seien (aij) und (Ai;) symmetrische n x n-Matrizen. Nehme an, dass
(Aij) positive semidefinit ist und dass (aij) positiv definit ist. Die Inverse von (aij)
wollen wir mit (4;;) bezeichnen. Dann gilt die Ungleichung

3 1
—a“A;j+ —An <0.
an

Beweis. Seien (bij)lgi,jgn und (Cij)lgi7jgn positiv semidefinite symmetrische Ma-
trizen. Dann kénnen wir eine orthogonale Basistransformation vornehmen, so dass
eine der beiden Matrizen zusétzlich noch diagonal ist und erhalten b ¢;; > 0. Die-
se Ungleichung gilt natiirlich auch in der urspriinglichen Basis. Somit geniigt es,
nachzuweisen, dass
S | y
a”? — 610 — =: d¥
a1l
positiv semidefinit ist. Nach einem Basiswechsel mit Hilfe einer Blockdiagonalma-

trix der Form ( (1) ; >, wobei T eine orthogonale (n — 1) x (n — 1)-Matrix ist,

diirfen wir also annehmen, dass (d"*)a<y, s<n und (a"*)2<,, s<n diagonal sind. Be-
achte hierbei, dass die Matrix (d/) in einer unter dieser Transformation invarianten
Art und Weise definiert ist.
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Fiir Matrizen dieser Form haben wir die Ungleichung

all g2 ... ... gln
a12 a22 0 . 0
n
: .. - : _ it 1i]2 ji
(9.1) det : 0 . .o =1]a" - a’|”- || .
: : . . i=1 i>1 J#i
: . : 0 i>1
aln 0 .. 0 ann

Wir berechnen fiir a1

n
aii
e det (a™)acy o< _ 11;12
11 — o -
det (al])lgi,jﬁn ﬁ ait — |ali|2 . H ajj’
=1 i>1 J#i

ji>1

und erhalten somit

Z |a1z‘|2. I1 o/

1 i>1 J#i
d = g1 _ i>1
an ﬁ i
a
i=2

Wir sollten nun nachweisen, dass (dij ) positiv semidefinit ist. Es geniigt aber
auch, hierfiir nachzuweisen, dass fiir ¢ > 0 die wie folgt definierte Matrix (ci” )
positiv semidefinit ist

Jii — v, l:+j‘> 2,
d'+e, i=j=1,
Die urspriingliche Behauptung folgt dann vermége € | 0. Fiir den Nachweis der

positiven Definitheit von (ci” ) zeigen wir, dass die Unterdeterminanten

det (&ij> k<i,j<n

fir 1 < k < n positiv definit sind. Fiir &£ > 1 ist dies offensichtlich. Im Falle k = 1
benutzen wir wiederum die Formel (9.1) und erhalten

det dV = Z ’ali|2 . Hajj +€~ﬁaii *Z |a”|2 . Hajj > 0.
=2

i>1 i i>1 i#i
j>1 j>1
Somit folgt die Behauptung des Lemmas. O

Wir diirfen ohne Einschrinkung annehmen, dass 0 €  gilt. Dann ist (z,v) auf
99 gleichméBig durch eine positive Konstante nach unten abgeschétzt.

Aufgrund der C'-Abschitzungen gibt es eine positive Konstante pg, so dass
f(x,u, Du) > po > 0 gilt. Um den allgemeinen Fall behandeln zu kénnen, 16sen wir
zunéchst das Randwertproblem

det D*)) = 3410 in Q,
Py = (2,9 + plaf?) — 2p(z,v) auf 9.
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Aufgrund der bisherigen Abschéitzungen existiert eine Losung ¢ = 1), mit von
p € (0,1) unabhingigen a priori Abschitzungen. Da po > 0 gilt, finden wir eine
von p unabhéngige Konstante A\ > 0, so dass

D, > Md.

Definiere nun 1 := 1 + p|z|?. Wihlen wir nun p > 0 hinreichend klein, so kénnen
wir
det D*p < py in Q
annehmen. Fixiere p entsprechend und unterdriicke den Index p ab jetzt wieder.
Aufgrund des Mittelwertsatzes finden wir a”/ > 0, so dass a% (u;; —Eij) > 0 gilt.
Wiederum aufgrund des Mittelwertsatzes gibt es eine Funktion v < 0, so dass

(u =)y =7(u—1)
gilt. Daher folgt aufgrund des Maximumprinzips v — ¢ < 0 in Q. Aufgrund der

Randbedingung folgt daher (u—1)), > 0 auf 9Q. Wir erhalten somit auf dem Rand
(9.2) (6 — )y < —2plz, v) < 2080

fiir eine positive abgeschéitzte Konstante .
Wir definieren nun eine neue Testfunktion w durch

w:=logv + f (|[Dul* + M(¢ — u)) .

Hier ist v fast wie oben, wir addieren lediglich eine positive Konstante, so dass
die Terme bis zu erster Ordnung positiv werden, S > 1 ist eine noch zu wéhlende
positive Konstante und M > 1 ist so gewihlt, dass

(9.3) ‘ukuk,,| < pdoM

auf dem Rand gilt. Solch eine Konstante M existiert aufgrund der obigen a priori
Abschétzungen.

Maximum im Inneren:

Nehme zunéchst an, dass die Funktion w ihr Maximum im Inneren annimmt.

Wir diirfen ohne Einschrankung annehmen, dass im Maximum v > 1 und uge >
1 (fiir geeignet fixiertes £) gelten und damit w in einer Umgebung des Maximums
wohldefiniert ist.

Die Extremalbedingung impliziert nun

0=w; :% +25ukuki +Mﬂ(1/’ _u)iv

V05
Iy 2IBUUkUkZ‘j + QBquukj + MBo(Y — u)ij.

0 Z VW55 =Vij —
v

Hieraus folgt
0> uijvij — %uijvivj + Zﬁvukuijuijk + 2BvAu + MBv ()\ tru — n) .
Wir differenzieren die Gleichung
log det D*u = log f(x,u, Du) = f(amu, Du),
Uijuijk :fk + fzuk + fpiuikv
uugjee =uu uijeune + fee + 2feue + 2fep uie + fruge + Froucug
+ 2fep,tugtic + fyup, wictje + fo uice.
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Weiterhin gilt
v =uge + atuy + b+ K|z|?,
U =Ugg; + afuk + afug; + b; + 2Kz,
Vij = Uggij + afjuk + afug; + a?uki + a"upi; + by + 2K6;;.

Es folgt mit Hilfe von Lemma 9.1 fiir ein noch zu fixierendes € > 0 unter der
Annahme, dass uge > 1 ist,

0> uijuijgg —ctru¥ + akuijuijk + 2K tru¥
— %uijvivj + QBvukuijukij + 2B6vAu + MpBv ()\ tru® — n)
> utF v euge — éuijij —ctru — cugé + fpiuigg + 2K tru®
+ 20v (fc + ukfpiuik) + 2B8vAu + MpBv ()\ tru — n)
> uikujluijguklg - ulgguij (uggi +c¢ + akuki) (u€5j +cj+ alulj)
—ctru — Cugf + fmuifg + 2K tru¥
+ 28v (—c + ukfpiuik) + 2BvAu + M Bv ()\ tru¥ — n)

V

1 i c 1 -
— —euuggiuge; — —— (tru™ + uge
Uge ce € Uge ( )

—ctru¥ — cugg + fpi (— (akuk)l, —b; — 2Kx; — 2BvuPuy; — Mpv(yp — u)l)
+ 2K tru” 4 26v (,0 +uk fy, uik) +2B8vAu + MBv (Atru? — n)

1 .

> — —eu¥ (ci — aFup; — 28vuFug; — MBu(y — u)z) .

Ugg

(¢j — alwyy — 2Bvutu; — MBo(y — u);)

1 3 g 3
_f (tr u' + u5§) —ctru¥ — cugg + 2BvAu + MBv ()\ trut — c)

€ Ugg

> — o(M)efv (14 tru”’ + uge)

_e b (tr ut 4 Uge) — ctru'l — cugg + 2BvAu+ MBu (A tru® — c).
€ Ugg
Nehme ohne Einschréinkung an, dass uge und tru® gro sind. Wir wollen zunéichst
den ersten Term schlucken. Dazu setzen wir zunichst €42 = 1 und wihlen dann
B > 1. Damit lassen sich alle negativen Terme leicht schlucken. Somit erhalten
wir einen Widerspruch, falls ’DQu‘ nicht beschrinkt ist. Innere C?-Abschéitzungen
folgen.

Maximum am Rand: Da die Zusatzterme in w gegeniiber den Rechnungen im
Modellfall beschriankt sind, geniigt es, den Fall zu betrachten, wenn £ ein Tangen-
tialvektor ist. Die anderen Félle funktionieren analog zu Kapitel 9.3.

Im noch ausstehenden Fall gilt aufgrund der Extremalitét

0< Viwi

1 , .
=v'v;— + 0 (2ukuki1/’ + M@ — u)il/l)
v



VOLL NICHTLINEARE PDES a7
o1
<v'v;— + B (2p60M — 2péoM)  mnach (9.2) und (9.3)
v

<v'u;—.
v

Der Rest der Argumentation folgt dann wieder genau dem entsprechenden Argu-
ment aus Kapitel 9.3.

Globale C?-Abschitzungen folgen.

Existenz: Abschidtungen hoherer Ordnung und Existenz folgen auch in diesem
Fall wie im Modellfall.

Das Theorem folgt.

10. ZWEITES RANDWERTPROBLEM

10.1. Elliptische Problemstellung. Seien 2, Q* C R”™ offen, beschrankt, glatt
und strikt konvex. Seien f: Q2 — Ry, g: ¥ — R, iiber den Rand hinaus glatt
fortsetzbar, in Q bzw. Q* durch eine positive Konstante nach unten beschrinkt
und gelte [ f = [ g = 1. Betrachte das Randwertproblem

Q Q*

a0 fisree g o

Du(Q)) = Q*.
Dies ist durch Transportprobleme wie folgt motiviert: Seien f und g Dichten. An-
genommen, es soll z. B. Sand mit Dichte f auf Q nach Q* mit Dichte g transportiert
werden. Nehme an, dass der Transport durch u: 2 — R dadurch beschrieben wird,
dass Sandkorner von x nach Du(x) transportiert werden. Ist u glatt und strikt

konvex, so ist x — Du(z) injektiv. Sei E C 2 messbar. Dann gilt

E/f(x)dz / 9(y) dy.

Du(FE)

dy  «

Aufgrund der Integraltransformationsformel erhalten wir wegen ,,dx = 7=

E/f(x)dx: / (hetjlf)(i)ﬁ(x)dy'

Du(E)

Durch Vergleich der beiden Formeln fiir geeignete kleine Mengen E erhalten wir
aus der Stetigkeit der beteiligten Funktionen

f(x)
D =\
9(Dul)) det D2u(x)
oder die oben angegebene Differentialgleichung. Die Bedingung Du(Q2) = Q*, die
wir noch als Randbedingung identifizieren werden, ergibt sich daraus, dass der Sand
genau nach Q* transportiert werden soll.

10.2. Parabolische Problemstellung.

Bemerkung 10.1 (Generalvoraussetzungen).

Seien 2, Q* C R"™ offen, beschrankt, glatt, nicht leer und strikt konvex. Sei h: R" —
R glatt, strikt konvex und gelte 9Q* = {x € R™: h(z) = 0} sowie Dh = v* auf
00*, wobei v* die duBere Normale an 0Q0* bezeichnet. h ist damit eine definierende
Funktion fiir Q*. Erfiille h* die Eigenschaften von h fiir 2 statt fiir *.
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Sei f: QxQ* — R glatt iiber den Rand hinaus positiv fortsetzbar. Sei ug: 2 — R
strikt konvex und glatt iiber  hinaus fortsetzbar mit Dug(2) = Q*.

Das folgenden Theorem ist eine Variation aus [26].
Theorem 10.2. Gelten die Generalvoraussetzungen. Dann besitzt
@ = logdet D?u — log f(-, Du(-)) in Q x [0, 0),
(10.2) Du(Q,t) = Q* fiir t € 0, 00),
u(+,0) = uog in Q
fiir positive Zeiten eine glatte und bis t = 0 in C*' liegende (im Raum) strikt

konvexe Ldsung.
Fiir t — oo konvergiert u gegen eine translatierende Losung.

Wir verweisen auch auf (10.2), solange wir nur von der Existenz einer Losung
auf einem Intervall [0,7") mit T' < co wissen.

Bemerkung 10.3. Ist f in Quotientengestalt a0 ggf()z)) wie in der elliptischen Pro-

blemstellung gegeben, so folgt

e'f(x)
9(Du(z))

Die Integraltranformationsformel zusammen mit der Differentialgleichung liefert

also
Q/f(w) do = /e‘“g(y) dy.

Q*

= det D?u.

Somit ist die translatierende Losung, gegen die u fiir ¢ — oo konvergiert, genau
dann stationér, wenn [ f = [ g gilt.
Q Q*

Bemerkung 10.4. Wir gehen fiir den Beweis von Theorem 10.2 wie folgt vor:

(i) Wir nehmen an, dass eine Losung fiir eine kurze Zeit existiert.
(ii) Wir zeigen a priori Abschétzungen, darunter auch, dass (10.2) ein strikt obli-
ques Problem ist.
(iii) Wir erhalten Langzeitexistenz.
(iv) Wir beweisen die Konvergenzaussage.

10.3. Legendretransformation.

Bemerkung 10.5. Es gilt S,(\;) = ﬁ

Definition 10.6. Sei u: 2 — R strikt konvex. Dann definieren wir die Legendre-
transformierte von u, u*: Q* = Du(2) — R durch

u*(y) = 2'ui(z) —ulz) = o'y —u, Yy =u'(z).

Bei zeitabhéngigen Funktionen betrachten wir u(-,t) fiir feste Zeiten ¢.
(Alternativ kann man

u™(y) = sup (z'yi — u(z))

definieren.)
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Lemma 10.7. Sei u eine strikt konvere C%'-Lésung von (10.2). Dann gilt

u* = logdet D?u* —log f*(y, Du*) in Q* x [0,00),
Du*(2*,t) = Q, fir t € [0, 00),
u*(,0) = wuf in QF,
wobes )
[ . q) =
.a7) fla,y)

ist und u* bei festem y berechnet wird.

Beweis. Es gilt

9y _
ozi
. ox' is ox'
j ayjyrf-w ij uz@ Zj,
. Ox; 9 \—1
U Qyd <(D u) )ij’
W=y —U— U’ = —U
ot
Hieraus ergibt sich die Behauptung. (I

10.4. Strikte Obliqueness.

Definition 10.8 (oblique). Eine Randbedingung h(x,u(z), Du(z)) = 0 heifit obli-
que, falls %(w, u(z), Du(z))vk > 0 fiir x € 00 gilt.
(Bei zeitabhéngigen Problemen ist die Definition analog.)

Lemma 10.9. Solange eine Lisung zu (10.2) wie in Theorem 10.2 existiert, ist
die Randbedingung strikt oblique, d. h. es gilt

(10.3) (v(z),v" (Du(z,t))) >0, x €I,
wobei v und v* die dufleren Normalen an  und 2* bezeichnen.
Beweis. Zum Beweis von (10.3) benutzen wir

Vi(x) - vf(Du(z,t)) = v" - hy, (Du(z,t)).

Da h(Du) in £ negativ ist und auf 02 verschwindet, erhalten wir auf 09 fiir 7
orthogonal zu v

(104) hpku;w = O7 hpku;w Z 0.
Aus
(10.5) hp vk = hpkukiuijuj = hp, Ugy - u”” >0

lesen wir ab, dass die Grofle, deren Positivitdt wir nachweisen wollen, zumindest
nichtnegativ ist.
Mit (10.4) und (10.5) erhalten wir auf 0Q

k)2 vv vv
(hpe ™) = U hpuru’ upihy,
_ vy P P
= U hp, upu ujihy,
_ 127
= u Uklhpkhpl > 0.

Die Behauptung folgt. O
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10.5. u, C° und C'-Abschiitzungen.
Lemma 10.10. Sei u eine Losung zu (10.2) (wie in Theorem 10.2). Dann gilt
sup [i(-, £)] < sup [i(-, 0)]
Q Q
fiir alle t > 0.
Beweis. Wir differenzieren (10.2) und erhalten fiir w := @ die Differentialgleichung
W = uwi; — fpowp i Qx[0,T),
0 = hp, wg auf 00 x [0,T).

Hierbei haben wir angenommen, dass die Losung bis T < oo existiert und f =log f
abgekiirzt. Dies werden wir auch in Zukunft so machen. Die Behauptung folgt nun
direkt aus dem Maximumprinzip. (I

Lemma 10.11. Eine Lisung u von (10.2) erfillt |Du| < c(2*).
Beweis. Dies folgt direkt aus der Randbedingung Du(§2) = Q*. O
Lemma 10.12. Eine Losung u von (10.2) erfillt

u(z, )] < c([Ja(, 0)llgo, T fJu(-, 0)]| o)
fir alle (x,t) € Q x [0,T].
Beweis. Integriere die Abschitzungen an . O
Korollar 10.13. Fiir eine Lisung u von (10.2) gilt

|log det D?u| < c(||ullcr1).

Beweis. Dies folgt direkt aus der Evolutionsgleichung (10.2). O

11. ZWEITES RANDWERTPROBLEM: GLEICHMASSIGE STRIKTE OBLIQUENESS
Wir beweisen nun eine positive untere Schranke fiir die Grofie aus Lemma, 10.9.

Lemma 11.1. FEine Lisung von (10.2) erfillt die strikte Obliqueness Bedingung
1

(11.1) (v(z),v" (Du(z,t))) > - >0, z€09Q,

fiir eine von t unabhdngige Konstante c.

Beweis. Wir nehmen an, dass eine Losung unserer Flussgleichung auf einem Zeitin-
tervall (0, T existiert und zeigen eine von T unabhéngige positive untere Schranke
fiir hy, v~

Sei also (29, t0) € O x [0, T] so, dass h,, v* dort kleiner oder gleich als in anderen
Punkten in 9Q x [0,t] ist. Da hy,, ¥ auf 0Q x {0} positiv ist, diirfen wir ¢y > 0
annehmen. Nehme weiterhin an, dass v(zg) = —e,, gilt. Wir setzen v glatt auf eine
Tubenumgebung von 92 fort, so dass im Matrixsinn

1
(11.2) Dyt = vl > =6t
C1

¢ fiir eine positive Konstante gilt. Zu einer weiteren noch zu wahlenden positiven
Konstanten A definieren wir

v = hy, V" — Ah(Du).
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(Aus Kovarianzgriinden miissten wir eigentlich vy, schreiben.) Die Funktion v nimmt
ihr Minimum iiber 02 x (0, to] in (2o, o) an. Somit gilt dort

(113) 0 = v, =—hy pukr + hp,vF — Ahpougy, 1<r<n—1,

(11.4) 0 > o

Wir nehmen zunéchst an, dass

(11.5) Un (20, t0) > —c(A),

gilt und zeigen, dass dies eine positive untere Schranke an ux;hy, by, liefert. Danach
zeigen wir (11.5). Das Lemma folgt dann aus den Rechnungen in Lemma 10.9 und
aus einer positiven unteren Schranke an u"".

Wihle ein Koordinatensystem mit v = —e,, im Punkt (zo,t). Es folgt dort
v = —hyp, — Ah. Wir schreiben (11.5) dort als

PV thin + Py vy = Ay e, = —hip, Ui + hp 1 — Aby, g > —c(A).
Wir multiplizieren mit —h,, > 0 und addieren (11.3) mit h, multipliziert. Im
Punkt (xo, o) erhalten wir

Aughy, hp, > c(A)hy, + hy, vV by, —hp, B, p ik,
T
wobel wir zweimal (10.4) und die Konvexitét der definierenden Funktion h, d. h.

genauer hy,, ,. > 0, benutzen. Aus (10.4), der Konvexitit von h und (11.2), erhalten
wir in (zg, to)
1 1
Aupihp, by, = c(A)hyp, + o —c(A) - hy, v* + o’
1 1

da |Vh| =1 auf 9Q*. Wir diirfen annehmen, dass die rechte Seite der Ungleichung
positiv ist. Sonst ist némlich h,, = hy, v* nach unten durch eine positive Konstante
beschrankt und das Lemma folgt. Somit diirfen wir annehmen, dass ughp, by, durch
eine positive Konstante nach unten beschrankt ist.

Wir beweisen nun (11.5). (Etwas kiirzer wiire der Beweis, wenn man eine Barriere
in einer Tubenumgebung von 9¢) konstruiert. Damit umgeht man den Term |z—z¢|%.
Am hier ausgefithrten Beweis sieht man jedoch, dass nur lokale Eigenschaften der
beteiligten Groflen eine Rolle spielen.)

Differenzieren von (10.2) liefert

0= —i + uuije — fop, trk — fr.
Damit erhalten wir fiir
Lw:= —w+ uijwij — fpiwi

dass

v = hy, v — Ah(Du),
O = hpy Vo — Ahy, iy,
U = hpkpl Vkuli + hpk Vzk - Ahpk Ukis
Vij = hp,p, Vkulij + hpkplpTVkuliuTj + hpyepy le'culi + hpipi Vfulj + hyp, Vlkj

- Ahpkukij - Ahpkpzukiulj7
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A ) L R ) . .
Lv = hy, v (—ul + uui — fprurl> — Ahy, (—uk + u i — fprurk)
k k k. ij  F k
— Ahpyp ukl + hpypip, VW + 20y v+ By, Vius — fpihp Vg
_ k¢ £ k k k,ij
=hpep V" f1 — Abpy fro — Ahpyp it + Py pip, V5 e + 2R,V + B, Viu
7 k
- fpi h‘pk v;

<c-(14+A)+c-tru,
falls A so gro8 gewihlt wurde, dass die beiden Terme mit D?u positiv sind
<c(A) - trut,

falls A geniigend grof} ist. Die letzte Ungleichung ergibt sich dabei wie folgt: Seien
(Ai)1<i<n die Eigenwerte von u;;. Da |log det D?u| beschrénkt ist, erhalten wir mit
Hilfe der geometrisch-arithmetischen Ungleichung

n n 1/n
1 - 1 1 1 1 1
—t 1) — > — = = >
n r TLZ)\ B (H Az) n 1/n (detD2u)1/" =¢
i=1

Setze d = dist(-,02) und ¥ := d — ud? fiir ein noch zu withlendes y > 1. Da Q
strikt konvex ist, gibt es p > 1 und € > 0, so dass nahe 02

(11.6) LY < —¢-tru¥
gilt: Die strikte Konvexitét impliziert, dass d;; < —2ed;; gilt, falls wir nur mit
Richtungen £ mit (¢, Vd) = 0 testen. Es gilt
9 =0
ﬂij :dij — 2,udidj + 2,uddij,

durch Testen der Positivitit von «* mit 1/Ce; + %en

LY =u¥d;; — 2uu¥ didy + 2udu dij — fp,di + 2udf,,d;,
~——

<0

in einem beliebigen festen Punkt nehmen wir nun ohne Einschrankung Vd = e,
an,

< —2etrut — 2pu™ + (1 4 pd)
= —etrud —eu't —eu®? — . — e T —eu™ —2uu™ + (1 + ud
I (14 pd)

<0

n 1/n
< —etruij—n<en_1-2u-Hu”> + ¢(1 + pd)
i=1
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aufgrund der arithmetisch-geometrischen Ungleichung, siche auch weiter unten fiir
die folgende Abschétzung,

< —etru —ne"m 2Y/mpl/n det (u") + c(1 4 pd)

IN

—etru’,

indem wir zunéchst stets annehmen, dass ud < 1 ist und dann g grof3 wihlen.
Bei der arithmetisch-geometrischen Ungleichung haben wir angenommen, dass die
Matrix (u*); j<n diagonal ist und deshalb

ull 0 .. 0 uln
0
det (u) =
e (u ) det : 0
0 0 ynr—in-1 gn-1n
uln unfln unm
n n
(117) _ Huu _ Z |unz|2 H ) < Huu
i=1 i<n i i=1
j<n

gilt. Wir betrachten die Funktion ¢ in der Menge Qs := 2N Bs(xo), wobei 6 > 0
so klein gewiihlt ist, dass ¥ glatt und positiv ist und dass weiterhin (11.6) gilt:

LY < —etru¥  in Qs,
¥>0 in Q.

Die Funktion v ist beschriankt und nimmt ihr Minimum iiber Q2 x [0, to] in (zq, to)
an. Somit gibt es C' > B > 1 und eine affin lineare Funktion ! mit () = 0, die
wir fiir © > 0 zur Zeit ¢t = 0 benétigen, so dass

O:=C-9+B-|x—20]* +v—v(zo, to) +1
© > 0 auf(@Q(;x[O,tg})U(Q(;x{O}),
LO < 0 in Qg x[0,t].

erfiillt: Wir fixieren zunéchst B fiir die Randwerte und dann C' fiir die Differentia-
lungleichung. Das Maximumprinzip liefert nun

(C - +v+ l)n(xo,to) Z 0,

da C-9+ B-|r —x0]?> +v —v(z0,t0) + 1 in (z0,t9) verschwindet. Dies zeigt (11.5).
Analog zu oben setzen wir v* glatt in eine Tubenumgebung von 9Q* fort, so dass
dort v;* > 1% im Matrixsinn gilt. Definiere

v =hy, (Du*)v** — An*(Du*)
sowie einen linearen Operator L* durch
L*w = —b + u*w;j — fowi-

Wie oben sehen wir, dass v*| 20x[0,T] positiv ist. Fixiere T" > 0. Angenommen es
gibt (yo,to) mit to > 0, so dass U*|8Q><[O to] I (yo,to) minimal ist. (Beachte, dass
dann yo = Du(xg, o) gilt.) Sonst ist die positive untere Schranke an v* bekannt.
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Rechnungen wie im ersten Teil des Beweises liefern in (yo, tg) die Ungleichung

* 1k 7ok * _ xk *lp* 7% * 7% *T, %
(11.8) Aug by by > —c(A)hg, v +vithy by + by by v g
—_———
>0
Der letzte Term ist wiederum nichtnegativ. Es gilt b}, v*¥ = (v*,v). Daher diirfen

wir annehmen, dass diese Grofie klein ist. Wie oben ist der mittlere Term auf der
rechten Seite aufgrund der Konvexitit von Q* und da |Dh*| = 1 auf 9Q* gilt, durch

eine positive Konstante nach unten beschrénkt. Wir erhalten also uy,;hy hy > % >

0. Nun gelten uy;, = u® und hy, = vk, Somit erhalten wir eine positive untere
Schranke an u”” und die strikte Obliqueness folgt. O

12. ZWEITES RANDWERTPROBLEM: C2-ABSCHATZUNGEN

Um die Darstellung zu vereinfachen schreiben wir (wie bei obliquen Randwert-
problemen {iblich) h,, (Du) = 8*. Wir differenzieren die Randbedingung und er-
halten auf 0Q

(12.1) urg =0, u,g>0.

Dabei bezeichnet v die duflere Normale an 02 und 7 einen beliebigen an 02 tan-
gentialen Vektor. Die ist gerade nochmals die Gleichung (10.4) in anderer Notation.
Die Abschiitzungen dieses Abschnittes gelten fiir beliebiges € > 0 aufler wenn wir
e explizit festlegen. Daher ergibt ein Term der Form c(¢)+¢- M nach Multiplikation
mit einer Konstanten wiederum einen Term der Form c(g) 4+ ¢ - M.
Wir erhalten

Lemma 12.1. Fine Ldsung v von (10.2) auf einem Zeitintervall [0,T) erfillt fir
beliebiges € > 0

(12.2) ugg <cle)+e-M auf Q2 x (0,77,

wobet M := sup ’D2u‘ 1st.
Qx[0,T]

Beweis. Wir definieren H = h(Du) und
Lw:=—w+ uijwij — fpiwi.
Da |log det D?u| beschriinkt ist, kénnen wir hierfiir die Differentialungleichung
LH < (c(e) +eM) - tru”
herleiten: Es folgt unter Benutzung der differenzierten Gleichung
H = hy, iy,
H; = hp, ugi,
Hij = hp,ukij + hp,p ukitiny,
LH = hy, fie + Bpypy i
<c+ec-M<(ce)+e-M)-tru”.
Wie im Beweis von Lemma 11.1 betrachten wir nun die Funktion

A-(c(e)+e-M)-9+B-|x—zo|* + H+1
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wobei 9, [ wie in Lemma 11.1 sind. Wiederum sind A > B > 1 geeignete Konstan-
ten und zg € 01 ist beliebig. Wir erhalten
(12.3) ugy, < c(e) +e-M auf 0.

Wir wollen darauf hinweisen, dass das € aus (11.6) dort unabhéngig von dem hier
betrachteten ¢ fixiert wurde. Wegen ug, = 0 auf 0f2 und aufgrund der strikten
obliqueness — oder indem wir wie oben mit § statt mit v argumentieren — folgt die
behauptete Ungleichung. O

Wie in [12] erhalten wir eine Abschétzung fiir die zweiten Ableitungen in Q aus
den Randabschétzungen.

Lemma 12.2. Fiir eine Lésung u von (10.2) in [0,T) erhalten wir die Abschitzung

sup |D?ul <c+ sup |D*u|l+ sup |D?%ul.
Qx[0,7] 80x[0,T) Qx{0}

Beweis. Wir gehen analog zu [12] vor und nehmen an, dass
_ 1
Qx[0,T] x S '3 (2,t,6) — 37 | Du(z,t)* + log uge (, t)

in Q x (0,7] x S"~! fiir ein hinreichend grofies v > 1 maximal wird. Betrache ein
solches inneres nicht-fallendes Maximum. Sei ohne Einschrankung dort w17, > 1 und
gelte £ = e;. Weiterhin sei D?u dort diagonal. Definiere

2
w := 37|Dul” + log us;.
Differenzieren wir (10.2) doppelt, so erhalten wir
) g . — . . .
(12.4)  —tn1 +uugjin — fp,uin = u v ugiugn + fpopuinug + 2fpaua + fii
Damit folgt in diesem Maximum
. k- 1.
w=yu up + —ui1,
U1l
k 1
Wi = YU Ugi + —— U114,
U1
k 1 k 1
Wij =YU Ukij + ——U1145 T YU Uk — 5~ U115U115,
Ui1 uyq

. ~ 1 . ~
— k . . .
Lw =~u ( Up + v ugp — fpiuki) —l——u (—uu + uugin — fpiulh-)
11

=fu
At —
+7Au — —-ururU1;
U1y
ok 1 ik, jl ; ; ;
=yu” fr + — (wu ugjrukn + fpp,uitugn + 2 fpauin + f1n
Uil

1 .
i
+7AuU — —-uurury

U1y
> L ik Lo
2 =Y+ U Ui Ukl — € UL — € — 5= U UL UL+ YU
U1y Uiy
> —c(1 4+~ +ui) +yuir.
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Somit ist u1; in einem inneren wachsenden Maximum von w (Lw < 0) beschriinkt.
Damit ist w dort beschrinkt und da w dort maximal war, ist w global beschrankt.
Die Behauptung folgt. O

C?-Abschitzungen folgen nun, wenn wir noch die doppelt tangentialen Ableitun-
gen am Rand kontrollieren konnen, da wir bereits ug, (= 0) und ugg kontrolliert
haben und D?u im Inneren durch eine Abschitzung fiir die Randwerte kontrolliert
ist.

Lemma 12.3. Seiu eine Losung von (10.2) im Zeitintervall [0, T]. Dann sind dort
die zweiten Ableitungen am Rand gleichmdf$ig beschrinkt.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass

(12.5) sup sup Urr = u11 (0, to)
o0x[0,T] |7|=1, (1,v)=0

gilt, wobei z9p € 99 und ¢y € (0,7] gelten und auBerdem v = —e, die dufiere
normale an Jf2 in g ist. In einem Randpunkt zerlegen wir eine beliebige Richtung
&, d.h. einen Vektor £ € R™ der Lénge eins, als

o 9
5* (§)+ <B,V>

wobei 7(£), ein an 3 angepasster tangentialer Anteil von ¢ und 87, der tangentiale
Anteil von (3, durch

T(g) :§_<V7£>V_

B,

(v, €)
(B,v)
definiert sind. Aufgrund der Obliquenessabschétzungen gilt (8,v) > L > 0. Wei-
terhin gilt ’BT‘2 = |82 + (B,v)? = 2(B,v)? = 1 — (B,v)? < 1. Wir erhalten die

BT sowie A7 =B~ (B.v)v

Abschitzung
2 g2 4 (. £)2 M2T2_V2_ V&) /o1
O =l + w6+ ({55 ) 1671 - 20092 - 255 (57,0 +0
T
(12.6) <l+4c- (1,82 —2(1,¢) <<Bﬂ f>>

In unserer Situation definieren wir nun 7 := 7(e;) und erhalten auf 092 und nicht
nur in z¢ mit Hilfe der Abschétzungen (12.1), (12.2), (12.5) und (12.6)

uy = D*u(r(er), 7(e1)) + 2D%u <7'(€1), <<Z:86V1>> B> +D?u(, B) (<<Z:Be:>>>2

=0 wegen (12.1)

v,eq) - T,€1
<’><,67<f>>) - u11 (o, to)

+ (c(e) + - M) {v,e1)?.

(12.7) < <1+c.<u,el>22

Als Zwischenschritt leiten wir eine Schranke fiir M := sup |D2u’ (wie in
Qx[0,T]

Lemma 12.1) her. Nach Lemma 12.2 wissen wir, dass

(12.8) M <c+ sup |D%u
a0 x[0,T]
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gilt, wobei das Supremum auch nicht tangentiale Richtungen mit einschliefit. Sei
nun ¢ eine beliebige Richtung. Es gilt ug, = 0 auf 0. Zusammen mit (12.5) und
(12.2) erhalten wir

Uge < Ur(e)r(e) TC-Upp
< C'U11($0,t0)+6(€)+€’M.

Wir kombinieren dies fiir kleine € > 0 (¢ = 1/2 geniigt) mit (12.8) und erhalten
(129) M S C- (]. + un(xo,to)).

Hier haben wir nun € > 0 fixiert und in der Schreibweise unterdriickt. Spéter werden

wir € nochmals anders fixieren.
Nach (12.9) diirfen wir nun fiir den Rest des Beweises ohne Einschrinkung
u11(20,t0) > 1 annehmen. Definiere
U1

Y et T2 ()

nach (12.7) erhalten wir

lw— 1| < ¢(e)]2']*  auf 2 nahe o,
wobei @’ = (z!,...,2"71) ist. Nach (12.9) erhalten wir |w| < c(¢) iiberall auf 9.
Den Term 2% betrachten wir als eine bekannte von (x, Du) abhéngige

Funktion und erhalten mit Hilfe der Flussgleichung (10.2) in

Uil

w=————+4¢g(-,Du
u11($o,to) g( ) )7
1
.
Uu(fon,?fo)u11 Ipu bk
1
—_ . i + Gis
wj U11($o, to)ullz + 9pi, Uki gi
Wij = ————U11ij T Gp, Wkij + Ippp UkiWij + Gip, Ukj + Gjp, Uki T Gij,
u11 (o, o)
Lw = — i+ u"w;; — fpk_wk
1 i N .. N
- = A Fapr1se — s . oy — o
U11($o,to) ( U1 + U UL fp,luzll) + 9pi ( Uk + U Uik fpzuzk)
— FpiGi + Gprp ikl + 2Gip, + U gy
1 o R R R
— 72‘: (u%kuﬂuiﬂukll —+ fpipjuﬂujl + 2fpiluil + fll) (H&Ch (124))
u11 (20, to)
+ Gpi fro — [p9i + Gprp Ukt + 29ip, + u" gij
c- M?

- —¢-M—c-tru¥
u11 (2o, to)

—c-(c(e) +e-M)-tru (nach (12.9)).

Y

FEin paar Erlduterungen zur letzten Abschatzung: Wird M grof, so wird auch ein );
grof. Da [ A\; beidseitig durch positive Konstanten kontrolliert ist, muss auch ein
i — 0 konvergieren. Somit wird in diesem Falle tr u™ groff und es gilt e tru® > c.
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Damit erhalten wir
. 2 .
c- M —|—C-M§c M(1+U11($07t0))
u11 (o, o) u11 (2o, to)
<cle)+e-M-tru < (c(e)+e-M)-tru?.

+c-M<c¢c-M

Wir betrachten nun eine Hilfsfunktion von der Form
A-(cle)+eM) -+ B |z —zo|* —w—1

und erhalten mit Hilfe des Maximumprinzips analog zu oben —wg < ¢(c(e)+eM) =
c(e) +eM und daher wegen g,, (xo, Du(zo,t)) =0
(1210) ullﬁ(Io,to) > *(C(€)+€'M)'U11(l‘o,t0).
Nun differenzieren wir die Randbedingung zweimal in Richtung e; und erhalten
(mit & = 2’)

0 =h(Du(z,w(2))),

0 = hp, up1 + hp, ugpwi,

0 = hp,pUk1un +ugi1 — ugywin  in (zo,to).
Dabei haben wir 02 lokal als graphw dargestellt und fiir die letzte Gleichheit
angenommen, dass Dw = 0 im betrachteten Punkt gilt. Mit (12.10) kombiniert
erhalten wir

0 2 hpkpluklull — UgpWil — (0(5) +e- M) . Ull(a?o,to).

Mit (12.3), (12.9) und der Konvexitét von h erhalten wir daraus

O Z %Ull(xo,to)Q — (0(6) + - ull(SC(),to)) . (Ull(ﬁo,to) —+ C).

Fiir kleine € > 0 folgt u11(x0,t0) < ¢ und damit die Behauptung. O

13. ZWEITES RANDWERTPROBLEM: KONVERGENZ

Die folgenden Uberlegungen, siehe [31], verfeinern das Konvergenzresultat aus
[1]. Dort wird auf G. Huisken verwiesen.

13.1. Existenz einer translatierenden Losung. Wir fixieren t3 > 0 und be-
trachten das von
w(z,t) :=u(z,t) —u(z,t + to)
geloste Randwertproblem. Aufgrund des Hauptsatzes der Differential- und Integral-
rechnung gibt es eine positiv definite Matrix (aij (z, t)) und ein Vektorfeld (bi(x, t))
so dass
W = aw;; + blw; in Qx (0,00)

gilt.

Wir benutzen, dass h(Du) = 0 auf 92 x [0,00) gilt. Wir haben bereits gezeigt,
dass die Randbedingung gleichméBig oblique ist, dass also Ay, (Du)v* > % > 0 gilt.
Es folgt

0 = h(Du(z,t)) — h(Du(z,t+tg))

1
= /hm (rDu(z,t) + (1 — 7)Du(z,t + t9)) d7 - wi, = ﬂkwk.
0
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Dabei verwenden wir als h den signierten Abstand zu 012, der in ) negativ ist,
ersetzen h durch eh/|h| fiir |h| > € und glitten. Ist € > 0 klein genug, was wir ohne
Einschrénkung annehmen diirfen, so ist 5% fast durch

g hpk (Du(xat)) + (1 - 0) . hpk (Du(l’,t‘F to)),

fiir ein o € [0, 1] gegeben. Daher gilt auch hier noch die gleichméfige strikte Obli-
queness, also ¥y, > % > 0.
Aufgrund des strikten Maximumprinzips und des Hopfschen Randpunktlemmes
ist also
osc(w, t) := osc(w(+,t)) = max w(z,t) — minw(x, t)
€N zEQ
eine strikt fallende Funktion in ¢ oder w ist bereits konstant.

Wir wollen zunéchst den Fall ausschlieBen, dass osc(w, t) zwar strikt fallend ist
aber doch fiir t — oo gegen eine positive Konstante £ > 0 konvergiert. Falls also
osc(w,t) — & > 0 gilt, so wihlen wir eine Folge von Zeiten t,, — oo und betrachten
fiir (x,t) € Q x [~t,,00) und festes ¢ €

(13.1) u(x,t 4+ t,) — u(wo, tn) und u(x, t + to + t,) — u(wo, to + tn)-
Unsere a priori Schranken fiir die Ableitungen liefern fiir & > 1 gleichméflige
Abschétzungen der Form

|Dk(u(x,t +itn) — u(wo,tn))’ < ¢g.

Dann gelten lokal in der Zeit, also fir |t|] < T, gleichméBige Schranken in jeder
C*-Norm. Die C°-Norm von wu(z,t + t,) — u(zg,t,) beschrinken wir wie folgt:
Wir benutzen die u-, die | Du|-Schranke und die Konvexitit von Q. Fiir beliebiges
(z,t) € Q x (=T,T) und jedes t,, > T erhalten wir.
|u(z, t + tn) — u(xo, tn)] <
< ulz, t+tn) — ulx, ty)] + |u(z, tn) — u(xo, ty)|
< T -suplu| + diam(Q) - sup | Dul.
Mit der zweiten Folge verfahren wir analog. Also erhalten wir fiir beide Folgen in
(13.1) in jeder C*-Norm lokal gleichmiflige Schranken. Wir wihlen eine Teilfolge
der t,, (die wir wieder mit ¢,, bezeichnen) aus, so dass die Grenzwerte beider Folgen
in (13.1) fiir t,, — oo, @™ und @'>°, unsere Flussgleichung (10.2) in O x R erfiillen.
Definiere @ := 4 — @', Wir behaupten, dass bereits osc(w, t) = ¢ fiir alle t € R
gilt. Dazu fixieren wir ¢ € R und benutzen die Monotonie der Oszillation
osc(w, t) = osc (4™ (z,t) — @' (, t))
= osc lim (u(z,t+t,) —u(zo, tn) — (u(z,t +to + tn) — u(xo, to + tn)))
n—oo
= lim osc(u(z,t +t,) —u(z,t +to+tn))
n—oo

= lim osc(w,T)
T—00

= e
Dies widerspricht jedoch dem strikten Maximumprinzip mit Hopfschem Randpunkt-
lemma, was fiir @ = 4> — "> besagt, dass osc(w,t) > 0 nur gelten kann, wenn
osc(w, t) in t strikt fallend ist. Also folgt osc(w,t) — 0 fiir t — oo und wir schliefen,
dass

(13.2) u(z,t) —u(x,t +t9) = —v> -ty fir ¢t — oo,
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gleichmiBig in x € Q gilt, wobei v™ eine Konstante ist, die nicht von der Zeit
abhéngt, da wir mit Hilfe des parabolischen Maximumprinzips fiir t > T schlieflen,
dass

inf
e

< sup (u(z, T) — uw(x, T + to))
e

(u(z,T) —u(z, T + tg)) < u(z,t) —u(z,t + to)

gilt.

Wir werden spéter noch sehen, dass wir die Konstante v hier so eingefiihrt
haben, dass sie gerade gleich der Geschwindigkeit einer translatierenden Losung
ist.

Fiir eine beliebige Folge t,, — oo betrachten wir

w(z, t+t,) — u(mo, tn), (w,t) € QX [~ty,0).
Dank unserer a priori Abschiitzungen kénnen wir eine (ohne Einschrinkung nicht
umbenannte) Teilfolge ¢, — oo auswihlen, so dass
(13.3) u(z,t 4 tn) — u(zo, tn) — u®(z,t)
fir n — oo in jeder C*-Norm lokal gleichmiilig in © x R konvergiert. Aus den
Gleichungen (13.2) und (13.3) folgern wir
ul(z,t +to) = ul(z,t) +v> -ty for (x,t) € Q x R.

Die Funktion u° ist wiederum eine Losung unserer Flussgleichung (10.2).
Wir wiederholen nun unser Vorgehen mit (u®,t1), t; > 0, statt (u,to) und erhal-
ten eine Losung u' unserer Flussgleichung mit
ut(z,t + 1) = ul(z,t) 0 - t; fiir (2,t) € A xR, i€ {0, 1},
wobei v3° = v™° gilt. Wir behaupten, dass v§°® = v{® gilt: Dazu beobachten wir
zunéchst, dass wir per Induktion nach k € Z
ut(z,t +k-ty) =ut (2, t) + 0 k-t
erhalten. Fixiere nun (z,t) € Q x R. Fiir alle T, § > 0 gibt es Zahlen n; € N mit
ng - to > T und |’I’LO ~to —ny 'tl‘ < 6. Also fOlgt
§-supla| > |u(z,t+ngo-to) —ul(z,t+ny -t
lut (2,t) +v5° - ng - to — ut(z,t) — v$° - ny -ty
= \v8°~n0~tofvf°«n1~t1\
Z ‘USO'TLO'to—UlOO"I’Lo'to‘—|Ufo|"no't0—’/l1't1|
R U R

Fir hinreichend grofles T' ist dies nur moglich, wenn v§°® = v{° gilt. Also erhalten
wir fiir (z,t) €e Q xR, i€ {0,1}, und k € Z
ut(z,t+k-ty) = ut(x,t) + 0> k-t

Nun konnen wir entweder to und ¢; als inkommensurable positive Zahlen wéihlen
oder das Argument fiir geeignete ¢; > 0, [ € N, wiederholen und eine Diagonalfolge
betrachten. In beiden Fillen erhalten wir eine glatte Funktion u™ : Q x R — R die
unser Flussgleichung (10.2) erfiillt und dariiber hinaus

u™(z,t +7) =u>(x,t) + 0> - T
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fir x € Q und t, 7 € R. Dies zeigt die Existenz einer translatierenden Losung fiir
unsere Flussgleichung.

Die translatierende Losung ist bis auf additive Konstanten eindeutig wie man
mit Hilfe des Maximumprinzips sieht.

13.2. Konvergenz gegen eine translatierende L6sung. Wir zeigen nun noch,
dass u gegen eine translatierende Losung konvergiert: Wie oben erhalten wir fiir
W :=u — u® eine lineare parabolische Gleichung

W = a¥Wi; +b'W; in Q x (0, 00),
0 = gFkwy auf 90 x [0, 00),

wobei das Vektorfeld 3 strikt oblique ist. Wir schlieen, dass die Oszillation von W
gegen Null strebt. Somit konvergiert u — u® fiir t — oo gegen eine Konstante co.
Mit Hilfe von Interpolationsungleichungen der Form

1Dw[[Eo < e() - lwllco - (| D*w]| o + [Dwlco)

angewandt auf w = W — ¢, und Ableitungen von w erhalten wir die glatte Kon-
vergenz von u gegen eine translatierende Losung.
Dies beweist Theorem 10.2.

14. SEMINARTHEMEN

(1) Dirichletrandwertprobleme fiir elementarsymmetrische Funktionen der Haupt-
kriimmungen, siehe [4], oder spétere Verfeinerungen des Resultates unter Be-
nutzung von Sublésungen, insbesondere in Arbeiten von B. Guan.

(2) Konvergenz gegen runde Punkte unter dem Gauflkriimmungsfluss [3] oder von
Flichen, die sich mit Normalengeschwindigkeit |A|*> bewegen [27].

(3) C%*-Abschiitzungen, falls C2-Abschiitzungen gelten, sogenannte Krylov-Safo-
nov-Abschitzungen, im elliptischen Fall siehe [12, 33].

(4) Eigenschaften symmetrischer Funktionen, siehe Lemma 5.2.

ANHANG A. ETWAS ELEMENTARE ALGEBRA

A.1. Differenzieren der Determinante.

Lemma A.1. FEs gilt

aij det(ay) = det(akl)aﬂ,

falls a;j invertierbar ist und a' die Inverse ist, d. h. wenn a”aj, = &% gilt.

Beweis. Es geniigt, diese Gleichung nach Multiplikation mit a;; und Summation
iiber ¢ nachzurechnen. Zeige also, dass

I J
aaij det(ag;)a;k det(akl)ék
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gilt. Wir erhalten unmittelbar

a11

P aj—11
Do det(ay;) = det 0
@i ai4+11

Qn 1
Daher gilt

0

0 et det |
aTij et(ag) - a; = de

Gn 1

a11

+ det | 431

Gpn 1

ai1
a1

= det
an 1

a11
a21

+ det | 431

Gp 1
+ ...

a1
= det

an 1
=07, det(ays).

A.2. Differenzieren der Inversen.

arj—1 0  ai1j41
ai—15-1 0 @111
0 1 0
aiv1j—1 0 ajy1j41
anj—1 0 apjy1
0 ai i 0
azj—1 0 azjq1
nj—1 0 apjt1
arj—1 0 arjpr
0 as 0
azj—1 0 azj;r
nj—1 0 apjs1
a1j-1 G1k Q141
azj—1 0 azjt1
nj—1 0  anjt1
arj—1 0 arjpr
a25-1 A1k Q2541
azj—1 0 azjqr
anj—1 0 apjp1
a1j-1 Q1 Q141
Qpj—1 Ank QGnj+l

A1 n

Aj—1n

Ait1n

ann

azn

ann

A1n

a3n

ann

a1n
azn

ann

A1n
a2n
a3n

ann

a1n

ann

Lemma A.2. Sei a;;(t) differenzierbar von t abhingig mit Inverser a%(t). Dann

gilt
d

—a

dt

YW= —a'"a

ik Zjia
dt

kl-
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Beweis. Es gilt

a*ay; = 03

Nehme an, es gibt @ mit

aikdkj = (;f .

Dann gilt a¥ = @, da

i _ iksi _ ik ~1j
a” =a", = a (akla)

_ (aik‘akl) &l] — al]

Differenzieren liefert

do _d;
0:&@- = a(a kakj)

:7azk:

dt

und somit folgt

10.
11.

12.
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