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1. Geometrische Motivation

Sei Mn ⊂ Rn+1 eine Mannigfaltigkeit, lokal dargestellt als Graph einer C2-
Funktion u.
Wir wollen die Gaußkrümmung von M mit Hilfe von u bestimmen.
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Die induzierte Metrik von graphu ist durch

gij = δij + uiuj , 1 ≤ i, j ≤ n,

ui =
∂u

∂xi

gegeben. Die zweite Fundamentalform von graphu ist

hij =
uij
v
,

v =
√

1 + |Du|2,

uij =
∂2u

∂xi∂xj
.

Die Hauptkrümmungen von graphu sind die Eigenwerte von hij bezüglich gij , d. h.
λ ist eine Hauptkrümmung, falls für ein 0 6= ξ ∈ Rn

hijξ
j = λgijξ

j

unter Benutzung der Einsteinschen Summenkonvention gilt. Die Gaußkrümmung
K[u] ist das Produkt der Hauptkrümmungen. Es gilt

gkihijξ
j = λξk,

wobei
(
gij
)

die Inverse der Metrik (gij) ist. Somit folgt

K[u] = det
(
gkihij

)
= det

(
gij
)
· det(hij)

=
det(hij)

det(gij)

=
detD2u

(1 + |Du|2)
n+2

2

,

da det(gij) = 1 + |Du|2. Es gilt also

K[u] =
detD2u

(1 + |Du|2)
n+2

2

.

2. Dirichletproblem für Monge-Ampère Gleichungen

2.1. Problemstellung.

Definition 2.1. Sei Ω ⊂ Rn offen.

(i) Eine C2-Funktion u : Ω → R heißt lokal konvex, falls D2u ≥ 0, d. h. falls
die Hessische ist positive semidefinit ist. Ist D2u > 0, so heißt u lokal strikt
konvex.

(ii) Eine C1-Funktion u : Ω → R heißt konvex, falls ihr Graph oberhalb der
Tangentialebene an den Graphen in einem beliebigen Punkt liegt.

Bemerkung 2.2. Sei u : Ω→ R gegeben.

(i) Die folgende Charakterisierung von Konvexität ist im Falle u ∈ C1 äquivalent
zur obigen Definition: Für x, y ∈ Ω, τ ∈ (0, 1), so dass τx+ (1− τy) ∈ Ω ist,
gilt

u(τx+ (1− τ)y) ≤ τu(x) + (1− τ)u(y).
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(ii) Ist Ω konvex, d. h. falls mit x, y ∈ Ω und τ ∈ (0, 1) auch τx+(1− τ)y ∈ Ω ist,
stimmen die Definitionen für lokal konvexe und konvexe Funktionen überein,
falls u ∈ C2.

(iii) Ist Ω nicht konvex, so braucht eine lokal konvexe Funktion nicht konvex zu
sein.

(iv) Konvexe Funktionen sind lokal Lipschitzstetig und damit fast überall diffe-
renzierbar. Sei u konvex und in x ∈ Ω diffbar, so gilt

u(y) ≥ u(x) + 〈∇u(x), y − x〉
für beliebiges y ∈ Ω.

Definition 2.3. Eine elliptische Differentialgleichung F
(
x, u,Du,D2u

)
= 0 heißt

voll nichtlinear, wenn

aij ≡ ∂F

∂rij

∣∣∣∣
(x,z,p,r)=(x,u,Du,D2u)

von D2u abhängt.

Theorem 2.4. Sei Ω ⊂ Rn ein offes beschränktes Gebiet mit glattem Rand, ∂Ω ⊂
C∞. Sei f ∈ C∞

(
Ω× R× Rn

)
positiv. Sei u ∈ C∞

(
Ω
)

lokal strikt konvex und
gelte

detD2u ≥ f(·, u,Du) in Ω.

Dann gibt es eine lokal strikt konvexe Funktion u ∈ C∞
(
Ω
)
, die das Dirichletpro-

blem

(2.1)

{
detD2u = f(·, u,Du) in Ω,

u = u auf ∂Ω

löst.

Bemerkung 2.5.

(i) Einen solchen Existenzsatz bekommt man auch für weniger reguläre Daten,
etwa C5,α-Daten.

(ii) Ergebinisse von Neil Trudinger and Xu-Jia Wang erlauben es sogar, lediglich
Hölder-stetige rechte Seiten und Randwerte der Klasse C3 zu betrachten [34].

(iii) Wir finden eine Lösung u mit u ≥ u.

Literatur: [5, 6, 12, 13, 28, 30, 35].
Der Beweis von Theorem 2.4 erstreckt sich auf den Rest dieses Kapitels.

2.2. C0-Abschätzungen. Nehme für den Beweis der a priori Abschätzungen stets
an, dass u eine Lösung von (2.1) mit u ≥ u in Ω ist.

Die Funktion u is lokal strikt konvex. Daher nimmt u in Ω kein lokales inneres
Maximum an. Es folgt

u ≤ sup
∂Ω

u = sup
∂Ω

u.

Nach Annahme gilt

u ≥ u ≥ inf
Ω
u.

Daher gilt

‖u‖C0 ≤ c
für eine universelle Konstante.
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2.3. C1-Abschätzungen.
Normalabschätzungen auf ∂Ω: Sei ν die äußere Normale an ∂Ω. Wegen u ≥ u
mit Gleichheit auf ∂Ω folgt

uν ≡ uiνi ≡ 〈Du, ν〉 ≤ 〈Du, ν〉 auf ∂Ω.

Fixiere x0 ∈ ∂Ω. Sei λ > 0 so gewählt, dass

x0 − λν(x0) ∈ ∂Ω

und
x0 − τν(x0) ∈ Ω

für 0 < τ < λ. Benutze, dass

[0, λ] 3 τ 7→ u(x0 − τν(x0))

eine konvexe Funktion ist. Für eine konvexe Funktion u gilt stets

〈Du(x), y − x〉+ u(x) ≤ u(y).

Daher folgt

d

dτ
u(x0 − τν(x0))

∣∣∣∣
τ=0

(λ− 0) + u(x0) ≤u(x0 − λν(x0))

=u(x0 − λν(x0)), da x0 − λν(x0) ∈ ∂Ω

≤ sup
∂Ω

u.

Damit schließen wir nun

〈Du(x0),−ν(x0)〉λ ≤ sup
∂Ω

u− u(x0)

≤ sup
∂Ω

u− inf
∂Ω
u.

Da ∂Ω ∈ C2 ist, ist λ auf ∂Ω unabhängig von der speziellen Wahl von x0

gleichmäßig nach unten durch eine positive Konstante beschränkt. Daher gilt

|uν | ≤ c auf ∂Ω.

Tangentialabschätzungen auf ∂Ω: Stelle ∂Ω lokal als Graphen über einer
offenen Menge in Rn−1 dar:

∂Ω = graphω (lokal),

ω :Rn−1 → R.
Es gilt

(u− u)(x̂, ω(x̂)) = 0 für x̂ ∈ Rn−1.

Sei r < n. Dann folgt
(u− u)r + (u− u)nωr = 0.

Für einen festen Punkt x0 ∈ ∂Ω kann man das Koordinatensystem so wählen, dass
(0, ω(0)) = x0 und Dω(0) = 0 gelten. Dort folgt (u− u)r = 0 und somit |uτ | ≤ c.

Wir haben somit gezeigt, dass

|Du| ≤ c auf ∂Ω gilt.

Innere Abschätzungen: Der Betrag des Gradienten einer lokal konvexen Funk-
tion auf einem beschränkten Gebiet nimmt sein Maximum am Rand an:

Sei u lokal strikt konvex (addiere sonst gegebenenfallss ε|x|2) und betrachte

w = 1
2 |Du|

2.
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In einem inneren Extremum von w gilt

0 = wi ≡
∂w

∂xi
= ukuki.

Wir multiplizieren mit ui und wenden die Einsteinsche Summenkonvention an. So-
mit erhalten wir

0 = ukiu
kui.

Da u lokal strikt konvex ist, folgt |Du| = 0 im Extremum. Also wird das Extremum
am Rand angenommen,

sup
Ω
|Du| ≤ sup

∂Ω
|Du| ≤ c.

Insgesamt erhalten wir also
‖u‖C1 ≤ c.

3. Dirichletproblem: C2-Abschätzungen

3.1. Randabschätzungen – doppelt tangentiale Ableitungen. Stelle ∂Ω wie-
der lokal als graphω dar und nehme an, dass für einen festen Punkt x0 ∈ ∂Ω gilt

x = (0, ω(0)),

Dω(0) = 0.

Die Randbedingung liefert

(u− u)(x̂, ω(x̂)) = 0.

Seien r, s < n. Differenzieren liefert

(u− u)r + (u− u)nωr = 0,

(u− u)rs + (u− u)rnωs + (u− u)nsωr + (u− u)nnωrωs + (u− u)nωrs = 0.

Im Ursprung folgt
(u− u)rs + (u− u)nωrs = 0,

wobei ωrs hier auch gerade die zweite Fundamentalform des Randes ist. Es gilt
daher für beliebige Tangentialvektoren τ , σ auf ∂Ω∣∣uijτ iσj∣∣ ≡ |uτσ| ≤ c.
3.2. Gemischt tangential-normale C2-Abschätzungen am Rand. Sei x0 ∈
∂Ω. Wähle ein Koordinatensystem, so dass x0 = (0, ω(0)), Dω(0) = 0 und lokal
nahe x0

Ω = {(x̂, xn) : xn > ω(x̂)} .
Sei Ωδ := Ω ∩Bδ(x0). Schreibe das Dirichletproblem um als{

log detD2u = log f ≡ f̂ in Ω,

u = u auf ∂Ω.

Differenzieren ergibt für k ≤ n, t < n

uijuijk = f̂k + f̂zuk + f̂piuik in Ω,

wobei uij die Inverse von uij ist und

(u− u)t(x̂, ω(x̂)) + (u− u)n(x̂, ω(x̂))ωt = 0

nahe x̂ = 0. Fixiere t < n und definiere die Differentialoperatoren

Tw := wt + wnωt,
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wobei ω an der Projektion von x auf die ersten n − 1 Komponenten ausgewertet
wird, und

Lw := uijwij − f̂piwi.
Nach Definition gilt

T (u− u) = 0 auf ∂Ω,

also auch aufgrund der C1-Abschätzungen (betrachte ∂Ω∩Bδ(x0) und ∂Bδ(x0)∩Ω
separat)

|T (u− u)| ≤ c(δ) · |x− x0|2 auf ∂Ωδ.

L und T sind so definiert, dass sich auch LT (u − u) gut abschätzen lässt. In der
folgenden Rechnung wird u−u natürlich wieder an der Stelle x und nicht in (x̂, ω(x̂))
ausgewertet. Weiterhin verschwinden alle Ableitungen von ω in Richtung en. Wir
erhalten

LT (u− u) =L((u− u)t + (u− u)nωt)

=uijutij − uijutij + uijunijωt − uijunijωt
+ uij(uniωtj + unjωti + unωtij)− uij(uniωtj + unjωti + unωtij)

− f̂pi(uti − uti + uniωt − uniωt + unωti − unωti).

Aufgrund der differenzierten Gleichung sind

uijutij − f̂piuti
und (

uijunij − f̂piuni
)
ωt

betragsmäßig durch eine Konstante beschränkt. Dies benutzt auch die C1-Abschätz-

ungen für u zum Beschränken der Terme mit Du und von f̂ .
Somit gilt

|LT (u− u)| ≤ c+
∣∣uij(uniωtj + unjωti + unωtij)

∣∣+
∣∣f̂piunωti∣∣

+
∣∣−uijutij − uijunijωt − uij(uniωtj + unjωti + unωtij)

∣∣
+
∣∣∣−f̂pi(−uti − uniωt − unωti)∣∣∣ .

Wir wollen die folgende Ungleichung nachweisen:

|LT (u− u)| ≤ c ·
(
1 + truij

)
.

Es gilt aufgrund der Inversenbeziehung

uij(uniωtj + unjωti) = δjnωtj + δinωti = 2ωti

und dieser Ausdruck ist somit beschränkt. Offensichtlicherweise sind außerdem die
folgenden Terme beschränkt

−f̂piunωti − f̂pi(−uti + uniωt − unωti).

Die noch übrigen Terme beschränkt man wie folgt.

Lemma 3.1. Sei U ij positiv semidefinit, symmetrisch, Aij beschränkt, so gilt∣∣U ijAij∣∣ ≤ c(A) · trU ij .
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Beweis. Es gilt nämlich für eine orthogonale Matrix O

tr
(
OUOtr

)
= tr

(
UOtrO

)
= trU,

U ijAij = tr
(
OUOtrOAOtr

)
.

Wählt man O so, dass OUOtr diagonal ist, so gilt

U ijAij =
∑
i

(
OUOtr

)ii (
OAOtr

)
ii

und ∣∣U ijAij∣∣ ≤ trU ·
∑
i

∣∣(OAOtr
)
ii

∣∣
≤ c(A) · trU,

da sich alle Terme in der letzten Summe mit Hilfe von Testvektoren der Länge 1
darstellen lassen und daher unabhängig von O gleichmäßig beschänkt sind. �

Damit beschränkt man nun

uij(unωtij − utij − unijωt − uniωtj − unjωti − unωtij)
und somit folgt

|LT (u− u)| ≤ c ·
(
1 + truij

)
.

Zusammengefasst ergibt sich

|LT (u− u)| ≤ c ·
(
1 + truij

)
in Ωδ,

|T (u− u)| ≤ c(δ) · |x− x0|2 auf ∂Ωδ

mit

T (u− u) = 0 auf ∂Ω nahe x0.

3.3. Barrierenkonstruktion. Definiere für noch zu wählende Konstanten

ϑ := (u− u) + αd− µd2,

wobei 1� α > 0 und µ� 1 sind. d ist die Distanzfunktion zu ∂Ω. Nimm an, dass
δ so klein ist, dass d glatt und

‖d‖C2

beschränkt ist. Es gilt

ϑi =ui − ui + αdi − 2µddi,

ϑij =uij − uij + αdij − 2µddij − 2µdidj ,

Lϑ =uij(uij − uij + αdij − 2µddij − 2µdidj)

− f̂pi(ui − ui + αdi − 2µddi)

≤n− uijuij + c · α · truij + c · (µδ) · truij − 2µuijdidj + c+ c · (µδ).
Da u strikt konvex ist, gibt es ε > 0, so dass

uij ≥ 4εδij

im Sinne von Matrizen gilt. Fixiere α > 0 genügend klein, so dass

cα truij ≤ ε truij .

Es gilt
Lϑ ≤ c(1 + µδ)− 3ε truij + c(µδ) truij − 2µuijdidj .
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Lemma 3.2. Wählt man µ� 1 genügend groß, so gilt

2c− ε truij − 2µuijdidj ≤ 0.

Beweis. Es gilt stets |Dd| = 1. Betrachte diesen Ausdruck in einem Koordinaten-
system, das so gedreht ist, dass Dd = en gilt und

(
ukl
)

1≤k, l<n diagonal ist. Es gilt

dann

2c− ε truij − 2µuijdidj = 2c− ε
(
u11 + · · ·+ unn

)
− 2µunn

≤ 2c− εu11 − εu22 − · · · − εun−1n−1 − 2µunn.

Die geometrisch-arithmetische Ungleichung besagt für a1, . . . , an ≥ 0, das

1

n

n∑
i=1

ai ≥

(
n∏
i=1

ai

)1/n

gilt. Daher folgt

2c− ε truij − 2µuijdidj ≤ 2c−

((
n−1∏
i=1

εnuii

)
· 2µnunn

)1/n

≤ 2c− ε
n−1
n · µ1/n ·

(∏
uii
)1/n

.

Mit Hilfe der Differentialgleichung läßt sich
∏
i

uii nach unten durch eine positive

Konstante abschätzen: Nach Wahl des Koordinatensystems gilt

1

f
=

1

detD2u

= detuij

= det



u11 0 . . . 0 u1n

0
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . . 0 un−2n

0 . . . 0 un−1n−1 un−1n

u1n . . . un−2n un−1n unn


=

n∏
i=1

uii −
∑
i<n

∣∣uin∣∣2 ·∏
j 6=i
j<n

ujj

≤
n∏
i=1

uii.

Aufgrund der C1-Abschätzungen ist f beschränkt. Fixiert man also µ � 1 groß
genug, so folgt

2c− ε truij − 2µuijdidj ≤ 0

und die Behauptung ist bewiesen. �

Wähle nun δ > 0 so klein, dass

µδ ≤ 1

und
cµδ ≤ ε
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gelten. Es folgt
Lϑ ≤ −ε truij in Ωδ.

Weiterhin gilt

ϑ = (u− u) + αd− µd2

≥ (α− µd) · d.
Fixiere nun δ > 0 so klein, dass α− µδ ≥ 0 gilt und somit

ϑ ≥ 0 in Ωδ.

Definiere nun die eigentliche Barriere

Θ± := Aϑ+B|x− x0|2 ± T (u− u)

für noch zu wählende Konstanten 1 � B � A. Fixiert man B � 1 hinreichend
groß, so gilt

B|x− x0|2 ± T (u− u) ≥ 0 auf ∂Ωδ

mit Gleichheit in x = x0 und somit

Θ± ≥ 0 auf ∂Ωδ,

wiederum mit Gleichheit in x = x0. Da |x− x0|2 ∈ C2 ist, folgt∣∣L|x− x0|2
∣∣ ≤ c · (1 + truij

)
.

Somit gilt
LΘ± ≤ −Aε truij + c

(
1 + truij

)
,

wobei c nun auch von B abhängt, was aber nun fixiert ist. Genau wie oben erhält
man aus der geometrisch-arithmetischen Ungleichung, dass

truij ≥ 1

c
> 0.

Somit kann man A� 1 fixieren, so dass

LΘ± ≤ 0 in Ωδ

gilt. Da Θ± ≥ 0 auf ∂Ωδ, liefert das Maximumprinzip

Θ± ≥ 0 in Ωδ.

Da Θ±(x0) = 0 gilt, folgt 〈
DΘ±(x0), ν

〉
(x0) ≤ 0,

wobei ν die äußere Normale an ∂Ω ist. Somit gilt in x0

〈ADϑ, ν〉+ 2B〈x− x0, ν〉 ± 〈DT (u− u), ν〉 ≤ 0.

Aufgrund der C1-Abschätzungen ist die erste Ableitung von ϑ = (u−u)+αd−µd2

beschränkt. Der zweite Term verschwindet. Nach Wahl des Koordinatensystems
folgt also

|(T (u− u))n| ≤ c.
Wir erhalten

∂

∂xn
T (u− u) =

∂

∂xn
(ut + unωt − ut − unωt)

=utn + unnωt + unωtn − utn − unnωt − unωtn.
Da Dω = 0 für x̂ = 0, folgt in x0

|utn| ≤ c.
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3.4. Doppelt normale C2-Abschätzungen am Rand. Ziel ist es, eine positive
untere Schranke für die doppelt tangentialen Ableitungen am Rand zu bewiesen.
Dann kann man die Differentialgleichung für eine obere Schranke an die doppelt
normalen zweiten Ableitungen von u am Rand benützen. (Eine untere Schranke
folgt aus der Konvexität von u.)

Betrachte

∂Ω 3 x 7→ inf
ξ∈Tx∂Ω
|ξ|=1

uijξ
iξj .

Aufgrund der Kompaktheit nimmt diese Funktion ihr Minimum in einem Punkt
x0 ∈ ∂Ω an. Wähle ein Koordinatensystem, so dass (x̂, xn) = (0, 0) = x0. Lokal
gelte ∂Ω = graphω, wobei ω : Rn−1 → R und weiterhin sei w(0) = 0, Dω(0) = 0.
Sei das Koordinatensystem so gedreht, dass

u11 = inf
x∈∂Ω

inf
ξ∈Tx∂Ω
|ξ|=1

uijξ
iξj .

Definiere eine Vektorfeld ξ : Rn → Rn nahe 0 durch

ξ :=
e1 − 〈e1, ν〉ν
|e1 − 〈e1, ν〉ν|

,

wobei

ν (x̂, xn) =
(Dω(x̂),−1)√

1 + |Dω|2
.

Da |ξ| = 1 und da ξ auf ∂Ω tangential ist, folgt

uijξ
iξj(x) ≥ inf

ζ∈Tx∂Ω
|ζ|=1

uijζ
iζj(x)

für x ∈ ∂Ω mit Gleichheit in x = x0 = 0.

3.5. Die Hilfsfunktion Ψ am Rand. Auf ∂Ω gilt u = u und ξ ist tangential.
Also folgt auf ∂Ω

0 = (u− u)iξ
i

und

0 =
(
(u− u)iξ

i
)
j
ξj .

Es gilt

ξ =
(1, 0, . . . , 0)− ω1(Dω,−1)

1+|Dω|2∣∣∣(1, 0, . . . , 0)− ω1(Dω,−1)
1+|Dω|2

∣∣∣
=

(
1 + |Dω|2 − ω2

1 , −ω1ω2, . . . , −ω1ωn−1, ω1

)
|(1 + |Dω|2 − ω2

1 , −ω1ω2, . . . , −ω1ωn−1, ω1)|
.

Daher ergibt sich im Punkt x0

ξn1 ≡
∂ξn

∂x1
= ω11.

Benutze nun, dass sich die Identität als Summe von Tensorprodukten einer Or-
thonormalbasis darstellen läßt. Da die Tangentialableitungen von u − u am Rand
verschwinden, folgt

0 = (u− u)ijξ
iξj + (u− u)kν

k · νiξijξj ,
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wobei νi keine Ableitung ist. Im Punkt x0 vereinfacht sich dies zu

0 = (u− u)ijξ
iξj + (u− u)nω11.

Da die Sublösung strikt konvex ist, gibt es cu > 0, so dass

u11 ≥
1

cu
> 0,

insbesondere in x0. Nehme weiterhin an, dass in x0

0 < u11 ≤ 1
2u11

gilt. Falls u11(x0) ≥ 1
2u11(x0) gilt, sind tangentiale zweite Ableitungen gleichmäßig

durch eine positive Konstante nach unten beschränkt und die nächsten Schritte
sind nicht nötig.

Es folgt in x0

(u− u)nω11 = (u− u)11

≥ 1

2
u11 ≥

1

2

1

cu
> 0.

Da u ≥ u mit Gleichheit auf ∂Ω gilt, folgt

(u− u)n(x0) ≥ 0.

Daher ist ω11(x0) (eigentlich im Punkte 0 ausgewertet) durch eine positive Kon-
stante nach unten abgeschätzt. Dies gilt auch für x̂ nahe 0. Ebenso ist νiξ

i
jξ
j für x̂

nach 0 nach oben durch eine negative Konstante gleichmäßig abgeschätzt.
Definiere ω̃11(x) := −νiξijξj > 0. Es gilt

uijξ
iξj = uijξ

iξj + (u− u)kν
k · ω̃11.

Aufgrund der Extremalbedingung für uijξ
iξj auf ∂Ω folgt dort

uijξ
iξj(x0) ≤uijξiξj(x)

=uijξ
iξj(x) + (u− u)kν

k(x) · ω̃11(x).

Umordnen ergibt

(u− u)ν(x) ≤ ω̃−1
11 (x)

[
uijξ

iξj(x)− uijξiξj(x0)
]

≡Ψ(x).

Nach Definition ist Ψ nahe x0 von der Klasse C2 mit entsprechenden a priori
Abschätzungen. Es gilt

Ψ− uν + uν ≥ 0 auf ∂Ω

mit Gleichheit in x = x0. Da Ψ − uν + uν nahe x0 beschränkt ist, gibt es für
genügend kleines δ > 0 ein B � 1, so dass

B|x− x0|2 + Ψ− uν + uν ≥ 0 auf ∂Ωδ.

Ist δ > 0 klein genug, so existiert A� 1, so dass

Θ := Aϑ+B|x− x0|2 + Ψ− uν + uν

die Differentialungleichung {
LΘ ≤ 0 in Ωδ,

Θ ≥ 0 auf ∂Ωδ
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erfüllt. Dazu benutzt man, dass

L(ukν
k) ≤

(
uijuijk − f̂piuik

)
νk + 2uijukiν

k
j + uijukν

k
ij + c

≤ c
(
1 + truij

)
und somit auch

LΘ ≤ − εA truij + c(B + 1)
(
1 + truij

)
folgt. Nach Maximumprinzip gilt somit

Θ ≥ 0 in Ωδ

mit Gleichheit in x = x0. Damit folgt Θν ≤ 0 und somit

uνν(x0) ≤ c.

3.6. Untere Schranke an doppelt tangentiale Ableitungen in x0. Wähle ein
Koordinatensystem, so dass in x0 für die äußere Normale ν = −en gilt und so dass
(uij)1≤i, j≤n−1 in x0 diagonal ist.

Aufgrund der C1-Abschätzungen ist detD2u beiderseitig durch positive Kon-
stanten a priori beschränkt. Es gilt in x0

detD2u = det



u11 0 . . . 0 u1n

0
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . . 0 un−2n

0 . . . 0 un−1n−1 un−1n

u1n . . . un−2n un−1n unn


≤

n∏
i=1

uii.

Somit gilt sogar
n∏
i=1

uii ≥ c1.

Da alle Faktoren uii nach oben beschränkt und positiv sind, ist auch u11(x0) nach
unten durch eine positive Konstante beschränkt.

Nach Wahl von x0 ist u11(x0) die kleinste doppelt tangentiale Ableitung über-
haupt. Somit sind alle doppelt tangentialen Ableitungen nach unten durch eine
positive Konstante beschränkt.

3.7. Obere Schranke an doppelt normale Ableitungen am Rand. Wähle
in einem beliebigen Randpunkt ein Koordinatensystem wie im letzten Abschnitt.
Dort gilt

c2 ≥
n∏
i=1

uii −
n−1∑
j=1

u2
jn ·

n−1∏
i=1
i6=j

uii.
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Da alle zweiten Ableitungen im zweiten Term a priori beschränkt sind, ist
n∏
i=1

uii

nach oben gleichmäßig beschränkt. Aufgrund des letzten Abschnittes sind die Fak-
toren uii, 1 ≤ i ≤ n − 1, gleichmäßig durch positive Konstanten nach unten be-
schränkt. Damit ist auch unn a priori beschränkt und es gilt somit

|D2u| ≤ C auf ∂Ω.

Somit erhalten wir die gleichmäßige Elliptizität entlang der Lösung u.

3.8. Innere C2-Abschätzungen. Betrachte für β � 1 die Abbildung w̃:

Ω× Sn−1 3 (x, ξ) 7→ 1
2β|Du|

2 + log uξξ.

Es genügt zu zeigen, dass w̃ in einem inneren lokalen Maximum beschränkt ist.
Nehme also w̃ in x0 ∈ Ω ein lokales inneres Maximum an. Nach Rotation des

Koordinatensystems dürfen wir annehmen, dass ξ = e1. Dann nimmt die Funktion

w : Ω→R,
x 7→ 1

2β|Du|
2 + log u11

in x0 ein lokales inneres Maximum an. Somit gilt dort

0 =wi = βukuki +
1

u11
u11i,

0 ≥wij = βukukij + βukjuki +
1

u11
u11ij −

1

u2
11

u11iu11j .

Da uij positiv definit ist, gilt in diesem Punkt

0 ≥βukuijuijk + βuijukjuki +
1

u11
uijuij11 −

1

u2
11

uiju11iu11j

=βukuijuijk + β∆u+
1

u11
uijuij11 −

1

u2
11

uiju11iu11j .

Differenziere die Gleichung

log detD2u = f̂(x, u,Du)

= log f(x, u,Du)

und erhalte

uijuijk = f̂k + f̂zuk + f̂piuik,

uijuij11 − uikujluij1ukl1 = f̂11 + 2f̂1zu1 + 2f̂1piui1 + f̂zzu1u1

+ 2f̂zpiu1ui1 + f̂zu11 + f̂pipjui1uj1 + f̂piui11.

Aufgrund der C1-Abschätzungen gilt im Falle u11 ≥ 1, was wir ohne Einschränkung
annehmen dürfen,

1

u11
uijuij11 ≥

1

u11
uikujluij1ukl1 +

1

u11
f̂pipjui1uj1 +

1

u11
f̂piui11 − c.
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Oben eingesetzt ergibt sich daraus

0 ≥βukuijuijk + β∆u

+
1

u11

(
uikujluij1ukl1 −

1

u11
uiju11iu11j

)
+

1

u11
f̂pipjui1uj1 +

1

u11
f̂piui11 − c.

Wir dürfen annehmen, dass uij diagonal ist. Es folgt

uikujluij1ukl1 ≥uiku11ui11uk11

=uik
1

u11
ui11uk11.

Somit gilt

0 ≥ βukuijuijk + β∆u+
1

u11
f̂pipjui1uj1 +

1

u11
f̂piui11 − c.

Benutze für den ersten Term die differenzierte Gleichung und die Extremalitätsbe-
dingung für den letzten Term

0 ≥βuk(f̂k + f̂zuk + f̂piuik) + β∆u− βf̂piukuki − c
(
1 +

∣∣D2u
∣∣)

≥ (β − c)∆u− c(1 + β),

wobei sich zwei Terme gerade gegenseitig wegheben. Für hinreichend großes β � 1
ist daher ∆u(x0) ≥ u11(x0) nach oben a priori beschränkt. Wie man durch Testen
von uij mit Vektoren der Form (1, 1) und (1,−1), geeignet mit Nullen aufgefüllt,
sieht, sind damit alle Komponenten von uij(x0) aufgrund der positiven Definitheit
von D2u a priori beschränkt. Es folgt

sup
Ω

∣∣D2u
∣∣ ≤ c+ c · sup

∂Ω

∣∣D2u
∣∣ .

Zusammen mit den vorherigen Abschätzungen folgt demnach

‖u‖C2(Ω) ≤ c.

Mit Hilfe der Differentialgleichung sehen wir, dass die Eigenwerte von D2u auch
nach unten durch eine positive Konstante a priori beschränkt sind.

3.9. C2,α-Abschätzungen. Da

D2u 7→ log detD2u,

aufgrund der a priori Abschätzungen, ein gleichmäßig strikt konkaver, gleichmäßig
elliptischer Operator ist, sind die Abschätzungen von Krylov und Safonov [12, 18,
19, 33] anwendbar. Wir erhalten

‖u‖C2,α(Ω) ≤ c.

3.10. Ck-Abschätzungen. Nun wissen wir, dass “aij = uij” in der einmal diffe-
renzierten Gleichung Hölder-stetig ist. Daher liefert die Schaudertheorie, iterativ
angewandt auf die mehrfach differenzierte Gleichung, Ck-Abschätzungen für belie-
biges k.

3.11. Existenz. Aufgrund der a priori Abschätzungen liefert nun die Stetigkeits-
methode (im Falle geeigneter Monotonie in u) oder eine Abbildungsgradmethode
wie in [13] die Existenz einer Lösung.
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4. Ganze Graphen vorgeschriebener Gaußkrümmung

4.1. Problemstellung. Wir suchen nun Lösungen u : Rn → R der Gleichung

(4.1) log detD2u = f(x, u,Du) in Rn.

Die Modellgleichung ist auch hier wieder die Gleichung vorgeschriebener Gauß-
krümmung. Das Problem dabei ist insbesondere, dass das Definitionsgebiet von u
nicht kompakt ist. (Auch hier wollen wir wieder annehmen, dass alle Daten glatt
sind.)

In [9] wird die Existenz einer solchen Lösung in einem Außenraumgebiet unter
relativ einschränkenden geometrischen Bedingungen gezeigt. Die Hyperflächen dort
haben stets einen beschränkten C0-Abstand vom Kegel graph(x 7→ |x|).

Der hier vorgestellte Zugang benutzt nun innere Abschätzungen und erlaubt es
daher, diese geometrischen Einschränkungen abzuschwächen.

Definition 4.1. Eine Funktion u : Rn → R heißt Sublösung zu (4.1), falls u strikt
konvex (zulässig) ist und falls

log detD2u ≥ f(·, u,Du) in Rn

gilt.
Eine Funktion u : Rn → R heißt Superlösung zu (4.1), falls

log detD2u ≤ f(·, u,Du)

in den Punkten in Rn gilt, in denen D2u ≥ 0 ist.
Weiterhin gelte u ≥ u.

Mit l bezeichnen wir eine feste lineare Funktion, so dass

Ωh := {x ∈ Rn : l + h > u}
für alle h ∈ R beschränkt ist. Falls u ein Minimum annimmt, kann man offensichtlich
l(x) = 0 wählen. Aufgrund des Sardschen Satzes ist Ωh für fast alle h ∈ R glatt.
Wegen der strikten Konvexität von u gilt dies sogar für alle h ∈ R.

Es wäre auch möglich, mit Br statt Ωh zu arbeiten. Der Vorteil von Ωh ist jedoch,
dass derselbe Beweis auch die Existenz einer Lösung auf einem Gebiet D liefert,
falls u und u auf D definiert sind und für x → ∂D gegen unendlich konvergieren,
die Graphen also vollständig sind.

Das Hauptresultat dieses Abschnittes ist nun

Theorem 4.2. Seien f , u und u wie oben. Dann gibt es eine strikt konvexe glatte
Funktion u : Rn → R, u ≤ u ≤ u, so dass

log detD2u = f(·, u,Du) in Rn

gilt.

Aus Kapitel 2 erhalten wir das folgende Existenzresultat:

Lemma 4.3. Seien f , u und u wie oben. Sei h ∈ R, so dass Ωh 6= ∅ ist. Dann gibt
es eine strikt konvexe Funktion uh : Ωh → R, die das Dirichletproblem{

log detD2uh = f(·, uh, Duh) in Ωh,

uh = u auf ∂Ωh

löst mit u ≤ uh ≤ u.
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Beweis. Theorem 2.4 liefert die Behauptung bis auf uh ≤ u. Nehme an, dass in Ωh
u keine Lösung ist, da u sonst das Lemma erfüllt.

Da u und u in ganz Rn definiert sind, können sie aufgrund des strikten Maxi-
mumprinzips in keinem Punkt übereinstimmen: Die Differenz erfüllt nämlich eine
Differentialungleichung, siehe [12, Kap. 17], auf die wir die Harnackungleichung von
Krylov und Safonov anwanden können. Daher kann man beim Existenzbeweis die
Funktion f so stören, dass sie in der Nähe von u unverändert bleibt.

Während des Existenzbeweises (wir folgen einem Pfad beim Abbildungsgradar-
gument modulo zwei) betrachten wir eine Familie von Lösungen, die anfänglich
unter u liegen. Es genügt also, einen Widerspruch herzuleiten, falls es einen Punkt
x0 gibt mit uh = u und ∇uh = ∇u. In Ωh gelte uh ≤ u. Dieser Punkt x0 kann
ein innerer Berührpunkt sein oder am Rand liegen. Da uh lokal strikt konvex ist,
ist auch u lokal strikt konvex, sonst könnte u nicht darüber liegen. Das starke Ma-
ximumprinzip und das Hopfsche Randpunktlemma liefern nun, dass u und u lokal
übereinstimmen müssen. Nach Definiton ist Ωh als Subniveaumenge einer konvexen
Funktion eine konvexe Menge und damit zusammenhängend. Somit gilt u = u im
Widerspruch zur Annahme, dass u keine Lösung ist und das Lemma folgt. �

Im folgenden wollen wir nun Abschätzungen beweisen, die es erlauben, für h→
∞ eine lokal in C∞ konvergente Teilfolge der uh’s zu finden. Ähnlich wie im Ka-
pitel 2 genügt es dabei, lokal gleichmäßige a priori Schranken in C2 zu beweisen.
(Natürlich sind diese Abschätzungen jeweils erst für große Werte von h gleichmäßig;
sonst braucht uh in der betrachteten Menge ja überhaupt nicht definiert zu sein.)
Der Rest folgt dann wiederum aus den Abschätzungen von Krylov und Safonov
sowie der Schaudertheorie und durch Anwendung des Satzes von Arzelà-Ascoli zur
Auswahl einer Teilfolge.

Bemerkung 4.4.
(i) Lokal gleichmäßige C0-Abschätzungen folgen bereits, da u ≤ uh ≤ u in Ωh

gilt.
(ii) Lokal gleichmäßige C0-Abschätzungen liefern für konvexe Funktionen bereits

lokal gleichmäßige C1-Abschätzungen.

4.2. Lokal gleichmäßige C1-Abschätzungen. Genauer folgen die gleichmäßigen
inneren C1-Abschätzungen aus dem folgenden

Lemma 4.5. Sei Ω ⊂ Rn offen. Sei u : Ω→ R eine lokal konvexe (glatte) Funktion.
Die Funktion u habe beschränkte Oszillation M ,

osc
Ω
u = sup

Ω
u− inf

Ω
u = M.

Sei Bε(x) ⊂ Ω. Dann gilt

|Du|(x) ≤ M

ε
.

Beweis. Betrachte nur den Fall |Du|(x) 6= 0. Sei 0 < ε̃ < ε, y ∈ ∂Bε̃(x). Aufgrund
der Konvexität von u folgt

u(x) + 〈Du(x), y − x〉 ≤ u(y).

Wählt man nun y zusätzlich so, dass Du(x) und y−x parallel sind und ein positives

Skalarprodukt haben, d. h. y − x = Du(x)
|Du|(x) ε̃, so folgt

ε̃|Du|(x) = 〈Du(x), y − x〉 ≤ u(y)− u(x) ≤M.
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Lasse nun ε̃ ↑ ε und die Behauptung folgt. �

4.3. Lokal gleichmäßige C2-Abschätzungen. Die gleichmäßigen inneren C2-
Abschätzungen sind aufwändiger, siehe dazu [12, Kapitel 17.6].

Sei u eine strikt konvexe Lösung von

log detD2u = f(x, u,Du) in Rn.

Wir wollen das Resultat später für uh anwenden, lassen den Index der Einfachheit
jedoch weg.

Für jedes H ∈ R sei

ΩH := {u < l +H}
beschränkt. Wir fixieren H genügend groß, so dass insbesondere ΩH 6= ∅. Lasse
auch hier wieder den Index weg und schreibe Ω für ΩH .

Betrachte die Funktion

Ω× Sn−1 3 (x, ξ) 7→ (l +H − u) · e 1
2β|D(l−u)|2 · uξξ

für eine noch zu wählende Konstante β � 1. Alle drei Faktoren sind in Ω positiv
und l + H − u verschwindet auf ∂Ω. Daher nimmt die Funktion in einem Punkt
(x0, ξ0) ∈ Ω × Sn1 ein positives Maximum an. Nehme an, dass ξ = e1 ist. Dann
nimmt die Funktion

w = log(l +H − u) + 1
2β|D(l − u)|2 + log u11

in x0 ∈ Ω ein Maximum an. Wir erhalten dort

0 =wi =
li − ui

l +H − u
− β(l − u)kuki +

u11i

u11
,

0 ≥wij =
−uij

l +H − u
− (li − ui)(lj − uj)

(l +H − u)2

− β(l − u)kukij + βukjuki

+
u11ij

u11
− u11iu11j

u2
11

.

Wir dürfen annehmen, dass (uij) in x0 diagonal ist. Differenzieren der Differential-
gleichung liefert

uijuijk = fk + fzuk + fpiuik,

uijuij11 − uikujluij1ukl1 = f11 + 2f1zu1 + 2f1piui1

+ fzzu1u1 + 2fzpiu1ui1 + fzu11 + fpipjui1uj1 + fpiui11

≥ − c
(
1 + u2

11

)
+ fpiui11,

wobei c = c(f, ‖u‖C1). Die folgenden Rechnungen gelten jeweils im Punkt x0. Da
uij > 0 ist, erhalten wir

0 ≥uijwij

=
−n

l +H − u
− uij(li − ui)(lj − uj)

(l +H − u)2

− β(l − u)kuijukij + β∆u

+
1

u11

(
uijuij11 −

1

u11
uiju11iu11j

)
.
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Mit Hilfe der doppelt differenzierten Differentialgleichung erhalten wir

0 ≥ −n
l +H − u

− uij(li − ui)(lj − uj)
(l +H − u)2

− β(l − u)kuijukij + β∆u− c
(

1

u11
+ u11

)
+ fpi

ui11

u11

+
1

u11

(
uikujluij1ukl1 −

1

u11
uiju11iu11j

)
.

Wir dürfen ohne Einschränkung annehmen, dass u11 ≥ 1 ist. Sonst ist w in ganz Ω
nach oben beschränkt und die nächsten Schritte werden überflüssig. Wir erhalten
also

−c
(

1

u11
+ u11

)
≥ −cu11.

Wir benutzen die einmal differenzierte Gleichung und die Extremalbedingung und
erhalten

− β(l − u)kuijuijk + fpi
ui11

u11

≥β
(
−c− (l − u)kfpiuik

)
− fpi

li − ui
l +H − u

+ fpiβ(l − u)kuki

= − cβ − fpi
li − ui

l +H − u
.

Insgesamt ergibt sich also

0 ≥ −n
l +H − u

− uij(li − ui)(lj − uj)
(l +H − u)2

− fpi
li − ui

l +H − u
+ β∆u− cβ − cu11

+
1

u11

(
uikujluij1ukl1 −

1

u11
uiju11iu11j

)
.

Es gilt

uij(li − ui)(lj − uj)
(l +H − u)2

=
u11(l1 − u1)2

(l +H − u)2
+
∑
i>1

uii(li − ui)2

(l +H − u)2

=
u11(l1 − u1)2

(l +H − u)2
+
∑
i>1

uii
(

li − ui
l +H − u

− β(li − ui)uii
)2

−
∑
i>1

uiiβ2(li − ui)2u2
ii + 2

∑
i>1

uii
li − ui

l +H − u
β(li − ui)uii

≤ (l1 − u1)2

u11(l +H − u)2
+
∑
i>1

uii
(
u11i

u11

)2

+ 2
∑
i>1

β
(li − ui)2

l +H − u
.
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Betrachte nun die weiteren Terme mit dritten Ableitungen von u

1

u11

(
uikujluij1ukl1 −

1

u11
uiju11iu11j

)

=
1

u11

 n∑
i=1

uiiu11ui11ui11 −
1

u11
uiju11iu11j +

n∑
i=1

∑
j>1

uiiujju2
ij1


=

1

u11

n∑
i=1

∑
j>1

uiiujju2
ij1 ≥

1

u2
11

∑
j>1

ujju2
j11.

Wieder zusammengesetzt ergibt sich

0 ≥ −n
l +H − u

− (l1 − u1)2

u11(l +H − u)2
− 2β

∑
i>1

(li − ui)2

l +H − u

− fpi
li − ui

l +H − u
+ β∆u− cβ − cu11,

da sich die Terme mit dritten Ableitungen gerade gegenseitig aufheben. Falls u11 ≥
4c und β ≥ 4c sind, was wir wieder ohne Einschänkung annehmen dürfen, ist

β∆u− cβ − cu11 ≥ 1
2β∆u.

Fixiere nun β � 1 entsprechend. Damit ergibt sich

0 ≥ −c(1 + β)

l +H − u
− c

u11 · (l +H − u)2
+ β∆u

oder

0 ≥ −c− c

u11 · (l +H − u)
+ βu11(l +H − u).

Somit ist u11(l+H − u) in einem Maximum von w nach oben abgeschätzt und wir
erhalten, da |D(l − u)|2 beschränkt ist, überall eine a priori Schranke für w nach
oben. Somit gilt ∣∣D2u

∣∣ (x) ≤ c
(

1 +
1

(l +H − u)(x)

)
.

Bemerkung 4.6.

(i) Da für konvexe Funktionen in einer konvexen Menge Ω bei Nullrandwerten

(l +H − u)(x)

dist(x, ∂Ω)
≥ sup(l +H − u)

diam Ω

gilt, läßt sich dies als eine innere Abschätzung umschreiben.
(ii) Für unsere Zwecke genügt jedoch die Beobachtung, dass wir in einem festen

Punkt aufgrund der BarrierenH stets so wählen können, dass dort l+H−uh ≥
1 gilt. Wir erhalten lokal gleichmäßige a priori Schranken für

∥∥uh∥∥
C2 .

(iii) Aufgrund der obigen einleitenden Bemerkungen ist damit Theorem 4.2 bewie-
sen.

5. Schoutentensorgleichungen

Wir möchten innere a priori Abschätzungen beweisen. Diese finden sich in [14]
und in überarbeiteter Version in [32].
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5.1. Zulässige Kegel.

Definition 5.1. Sei σk : Rn → R, 0 ≤ k ≤ n, die k-te elementarsymmetrische
Funktion, σ0 ≡ 1. σk = 1 für k < 0 und σk = 0 für k > n. Für 1 ≤ k ≤ n gilt

σk(λ) =
∑

1≤i1<...<ik≤n

λi1 · · ·λik .

Definiere

Γk := {λ ∈ Rn : σl(λ) > 0 für alle 0 ≤ l ≤ k}

und

σk;i(λ) := σk(λ)|λi=0 = σk(λ1, . . . , λi−1, 0, λi+1, . . . , λn).

Lemma 5.2. Sei λ ∈ Γk, 1 ≤ k ≤ n, und sei λ1 ≥ . . . ≥ λn. Dann gilt

∂σk
∂λi

(λ) =σk−1;i(λ),(i)

∂σk
∂λi

(λ) > 0,(ii)

λk + λk+1 + . . .+ λn > 0 und insbesondere λk > 0,(iii)

σk(λ) =σk;i(λ) + λiσk−1;i(λ),(iv)
n∑
i=1

σk−1;i(λ) = (n− k + 1)σk−1(λ),(v)

σk−1;n(λ) ≥ . . . ≥ σk−1;1(λ) > 0,(vi)

σk−1;k(λ) ≥ cn,k
n∑
i=1

σk−1;i(λ), cn,k > 0,(vii)

σk−1(λ) ≥ k

n− k + 1

(
n

k

)1/k

(σk(λ))
k−1
k .(viii)

Weiterhin ist (σk(λ))1/k in Γk konkav. Überdies ist σ
1/k
k konkav, wenn man es als

Funktion einer symmetrischen Matrix betrachtet.

Beweisskizze. (i) ist elementar.
(ii) folgt aus [4] und [10].
(iii) folgt durch wiederholte Anwendung von [16, Lemma 2.4], das besagt, dass

λ ∈ Γk auch impliziert, dass σh;i(λ) > 0 ist für 0 ≤ h ≤ k − 1 und beliebiges i. Die
Behauptung folgt dann aus λk + λk+1 + . . .+ λn > 0.

(iv) folgt direkt nach Definition, siehe auch [21].
(v) folgt auch direkt nach Definition, siehe aber auch [16, 21].
(vi) findet sich in [8], dort aber auch ohne Beweis. Die Behauptung folgt aber

aus

σk−1(λ) = λiλjσk−3;ij(λ) + λiσk−2;ij + λjσk−2;ij + σk−1;ij ,

da [16, Lemma 2.4] die Ungleichung σk−2;ij > 0 liefert. Setze nun λi = 0. Falls k = 2
ist, ersetze σk−3;ij in der obigen Formel durch 0. Für k = 1 ist die Behauptung
offensichtlich und die obige Formel wird überhaupt nicht benötigt.

(vii) folgt aus (v) und [21].
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(viii) folgt aus der MacLaurinschen Ungleichung [17, 24](
1(
n
k

)σk(λ)

)1/k

≤

(
1(
n
l

)σl(λ)

)1/l

for λ ∈ Γk and k ≥ l ≥ 1, hier angewandt für l = k − 1.
Die Konkavität folgt aus [4] und [10] und [17] sowie [2, 11]

F ij,klηijηkl =
∑
i,j

∂2F

∂λi∂λj
ηiiηjj +

∑
i 6=j

∂F
∂λi
− ∂F

∂λj

λi − λj
(ηij)

2.

�

5.2. Konforme Geometrie.

Definition 5.3. Der Schoutentensor einer Riemannschen Mannigfaltigkeit der Di-
mension n ≥ 3 ist definiert als

Sij =
1

n− 2

(
Rij −

1

2(n− 1)
Rgij

)
.

Bemerkung 5.4. Der Riemannsche Krümmungstensor ist die Summe des konform
invarianten Weyltensors (mit einem gehobenen Index) und des Kulkarni-Nomizu-
Produktes der Metrik mit dem Schoutentensor. Also beinhaltet der Schoutentensor
die geometrisch interessante Information bei konformen Deformationen der Metrik.

Lemma 5.5. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, v ∈ C2(M). Dann

ist der Schoutentensor S̃ij der konform äquivalenten Mannigfaltigkeit
(
M̃, g̃

)
=(

M, e−2vg
)

gegeben durch

S̃ij = vij + vivj − 1
2 |∇v|

2gij + Sij ,

wobei wir Indices für kovariante Ableitungen schreiben.

Beweis. Durch direktes Einsetzen in die Definitionen erhält man nacheinander Aus-
drücke für Γ̃ijk, R̃ijkl, R̃ij , R̃ und S̃ij . �

Man verwendet unterschiedliche Schreibweisen für den konformen Faktor. Wir
benötigen noch das folgende

Lemma 5.6. Die Mannigfaltigkeit
(
M̃, g̃

)
=
(
M,u−2g

)
, u ∈ C2(M,R>0) besitzt

den Schoutentensor S̃ij gegeben durch

uS̃ij = uij − 1
2u |∇u|

2gij + uSij .

Beweis. Es gilt e−2v = u−2 mit v wie in Lemma 5.5. Wir erhalten

v = log u,

vi =
1

u
ui,

vij =
1

u
uij −

1

u2
uiuj .
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Somit folgt

S̃ij = vij + vivj − 1
2 |∇v|

2gij + Sij

=
1

u
uij −

1

u2
uiuj +

1

u2
uiuj −

1

2u2
|∇u|2gij + Sij ,

woraus die Behauptung folgt. �

Lemma 5.7. Die k-te elementarsymmetrische Funktion der Eigenwerte des Schou-
tentensors bezüglich der Metrik ist f , falls

σk

(
λ
(
uS̃ilg

lj
))

= u−kf

gilt, wobei λ
(
uS̃ilg

lj
)

die Eigenwerte von uS̃ilg
lj bezeichnet.

Beweis. Es gilt

f =σk

(
λ
(
S̃ilg̃

lj
))

=σk

(
uλ

(
S̃il

1

u
u2glj

))
=ukσk

(
λ
(
uS̃ilg

lj
))

.

�

Bemerkung 5.8. Wir schreiben auch

σk

(
uij −

1

2u
|∇u|2gij + uSij

)
= u−kf,

falls die Hintergrundmetrik gij fixiert ist.

Definition 5.9. Eine konforme Deformation (oder die zugehörige Funktion, die
diese Deformation induziert) heisst (für festes k) zulässig, falls die Eigenwerte des
Schoutentensors der konform deformierten Metrik in Γk liegen.

6. Schoutentensor: Lokale C1-Abschätzungen

Für die C1-Abschätzungen, die der kompliziertere Teil der inneren a priori Ab-
schätzungen sind, erhalten wir [14, 32].

Theorem 6.1. Sei 1 ≤ k < n, 0 < p ∈ R. Die Funktion u sei eine zulässige
C3-Lösung von

σk

(
uij −

1

2u
|∇u|2gij + uSij

)
= f(x)u−p

in einem geodätischen Ball Br(x0) mit 0 < r ≤ 1 und in Br(x0) glatter Di-
stanzfunktion dist(x0, ·), x0 ein beliebiger Punkt auf einer Riemannschen Man-

nigfaltigkeit. Sei u ∈ C3
(
Br(x0)

)
positiv und zulässig, Sij ∈ C1

(
Br(x0)

)
und

0 < f ∈ C1
(
Br(x0)

)
. Dann gilt

|∇u|
u

(x0) ≤ c
(
n, k, p, r, inf

Br(x0)
u, ‖f‖C1(Br(x0)), inf

Br(x0)
f, ‖Sij‖C1

)
.
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Bemerkung 6.2. Auch für allgemeinere rechte Seiten f(x, u) gilt eine solche Ab-
schätzung, die dann aber auch von supu abhängt.

Die Abschätzungen vereinfachen sich, wenn man statt 1
u2 in der Testfunktion(

1
u−δ

)2

, δ = 1
2 inf u verwendet. Die Abschätzung hängt dann allerdings auch von

supu ab. (Habe diese Behauptung nicht überprüft.)
Siehe dazu [32].
Der Beweis dort scheint im Falle k = n nicht zu funktionieren. Das Resultat ist

aber trotzdem richtig. Wir werden es im Anschluß separat beweisen. Neil Trudinger
verweist auf [7] für eine schöne Darstellung, die in allen Fällen funktioniert.

Beweis von Theorem 6.1. Schreibe die Differentialgleichung in der Form

F [u] = f(x)u−p.

Definiere

z :=
|∇u|2

u2
ρ2,

wobei

ρ(x) :=

(
1− (dist(x, x0))2

r2

)+

eine Abschneidefunktion ist.
Die Behauptung folgt, falls z in einem Maximum durch eine Konstante wie in

der Behauptung nach oben abgeschätzt ist.
Nehme daher an, dass z in x1 ∈ Br(x0) maximal sei. Fixiere ein Riemannsches

Normalkoordinatensystem, so dass gij = δij , gij,k = 0, Γkij = 0 in x1 gilt. Nehme
an, dass

|∇u| = u1 > 0

im Punkt x1 gilt.
Differenzieren der betrachteten Testfunktion liefert

1
2 log z = 1

2 log |∇u|2 − log u+ log ρ,

0 =
(

1
2 log z

)
i

=
ukuki
|∇u|2

− ui
u

+
ρi
ρ
,

0 ≥
(

1
2 log z

)
ij

=
ukukij + ukjuki

|∇u|2
− 2

ukukiu
lulj

|∇u|4
− uij

u
+
uiuj
u2

+
ρij
ρ
− ρiρj

ρ2
.

Beachte hierbei, dass in x1 die erste Ableitung von log z verschwindet. Somit stim-
men in diesem Punkt kovariante zweite Ableitungen und partielle zweite Ableitun-
gen überein und es folgt die angegebene Semidefinitheit.

Im Punkt x1 vereinfacht sich dies zu

0 =
u1i

u1
− ui
u

+
ρi
ρ
,

0 ≥ u1ij

u1
+
ukjuki

u2
1

− 2
u1iu1j

u2
1

− uij
u

+
uiuj
u2

+
ρij
ρ
− ρiρj

ρ2

=
u1ij

u1
+
∑
α>1

uαjuαi
u2

1

− u1iu1j

u2
1

− uij
u

+
uiuj
u2

+
ρij
ρ
− ρiρj

ρ2
.
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Betrachte F als Funktion von(
rij = uij −

1

2u
|∇u|2gij + uSij , gij

)
und setze

F ij =
∂

∂rij
σk(λ(r)).

Differenzieren der Gleichung F [u] = f(x)u−p liefert

F ij
(
uij1 +

(
|∇u|2u1

2u2
− ukuk1

u

)
gij + (uSij)1

)
=
(
f(x)u−p

)
1
.

Dies vereinfacht sich im Punkt x1 zu

F ij
(
uij1 +

(
u3

1

2u2
− u1u11

u

)
gij

)
=
(
f(x)u−p

)
1
− F ij(uSij)1.

Dritte Ableitungen lassen sich wie folgt vertauschen

uij1 = u1ij +Rlij1ul.

Wir erhalten somit in x1 mit F ijgij = trF ij

0 ≥F ij
(

1
2 log z

)
ij

=
1

u1
F ij

(
uij1 −Rlij1ul

)
+
∑
α>1

F ij
uαjuαi
u2

1

− F ij u1iu1j

u2
1

− F ij uij
u

+ F ij
uiuj
u2

+ F ij
(
ρij
ρ
− ρiρj

ρ2

)
≥ 1

u1

((
fu−p

)
1
− F ij(uSij)1 −

(
u3

1

2u2
− u1u11

u

)
trF ij

)
− c trF ij +

∑
α>1

F ij
uαjuαi
u2

1

− F ij u1iu1j

u2
1

− F ij uij
u

+ F 11u
2
1

u2
+ F ij

(
ρij
ρ
− ρiρj

ρ2

)
.

Aufgrund der Eulerschen Homogenitätsrelation erhalten wir

− 1

u
F ijuij = − 1

u
F ij

(
uij −

1

2u
|∇u|2gij + uSij

)
− 1

2u2
|∇u|2 trF ij + F ijSij

= − 1

u
kF − 1

2u2
|∇u|2 trF ij + F ijSij

≥ − 1

u
kfu−p − u2

1

2u2
trF ij − c trF ij

≥ − c

up+1
− u2

1

2u2
trF ij − c trF ij .
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Weiterhin gilt die folgende einfache Abschätzung

1

u1

((
fu−p

)
1
− F ij(uSij)1

)
≥ − cu

−p

u1
− cu−p−1 − c trF ij − c u

u1
trF ij

≥ − c
(
u−p−1 +

u−p

u1

)
− c

(
1 +

u

u1

)
trF ij .

Nun gilt mit d = dist(x, x0) in Br(x0)

ρi = − 2ddi
r2

,

ρij = − 2ddij + 2didj
r2

,

F ij
(
ρij
ρ
− ρiρj

ρ2

)
= − 2

ρr2
F ij(ddij + didj)−

4d2

r4ρ2
F ijdidj

≥ − c

ρr2
trF ij − 4

r2ρ2
trF ij

≥ − c 1

r2ρ2
trF ij ,

da d ≤ r, |∇d| ≤ 1 fast überall und 0 ≤ ρ ≤ 1. Diese Abschätzung gilt zunächst
nur für x 6= x0, da d in x0 nicht differenzierbar ist.

Da ρ ∈ C2(Br(x0)) folgt die Abschätzung dann aus Stetigkeitsgründen aber auch
in ganz Br(x0).

Oben eingesetzt ergibt sich

0 ≥
∑
α>1

F ij
uαiuαj
u2

1

− F ij u1iu1j

u2
1

− c

up+1
− u2

1

2u2
trF ij − c trF ij + F 11u

2
1

u2︸ ︷︷ ︸− c

r2ρ2
trF ij

− c

u1up
− c

(
1 +

u

u1

)
trF ij− u2

1

2u2
trF ij +

u11

u
trF ij .

(Nachfolgend ist die r-Abhängigkeit häufig genauer als nötig angegeben.) Benutze
nun

|∇ρ|
ρ
≤ c

rρ

und die Extremalbedingung in x1

u11

u1

u1

u
trF ij − F ij u1iu1j

u2
1

=
u1

u

(
u1

u
− ρ1

ρ

)
trF ij − F ij

(
ui
u
− ρi
ρ

)(
uj
u
− ρj

ρ

)
=
u2

1

u2
trF ij − cu1

u

1

rρ
trF ij − F ij uiuj

u2
+ 2F ij

ui
u

ρj
ρ
− F ij ρiρj

ρ2

≥ − cu1

u

1

rρ
trF ij − c

r2ρ2
trF ij+

u2
1

u2
trF ij − F 11u

2
1

u2︸ ︷︷ ︸ .
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Ist u1

u ≤ 1, so ist die Behauptung trivial, da z gleichmäßig nach oben beschränkt
ist. Sonst folgt in x1 da sich die markierten Terme gegenseitig aufheben

0 ≥
∑
α>1

F ij
uαiuαj
u2

1

− c
(

1

r2ρ2
+
u1

u

1

rρ
+ 1

)
trF ij − c

u1up
− c

up+1
.

Nehme zunächst an, dass es ε > 0 gibt, so dass∑
α>1

F ijuαiuαj ≥ ε
|∇u|4

u2
trF ij − cu2 trF ij

gilt, was wir im nächsten Lemma beweisen wollen.

Wir benutzen nun inf u
u ≤ 1 und dass wir ohne Einschränkung |∇u|

u ≥ 1 im
Maximum annehmen dürfen und erhalten daraus

ε
|∇u|2

u2
trF ij ≤ ε |∇u|

4

u4
trF ij ≤ c

(
1

r2ρ2
+
u1

u

1

rρ
+ 1

)
trF ij +

c

u1up
+

c

up+1
.

Nach Lemma 5.2 (i), (v) und (viii) erhalten wir

trF ij =
∑
i

∂σk
∂λi

=
∑
i

σk−1;i(λ)

= (n− k + 1)σk−1(λ)

≥ k
(
n

k

)1/k

(σk(λ))
k−1
k

= k

(
n

k

)1/k

(f(x))
k−1
k u−p

k−1
k

≥ 1

c
k

(
n

k

)1/k
1

up
,

wobei c insbesondere von inf f und inf u abhängt. Dies benutzen wir für die Hälfte
des Termes auf der linken Seite.

Wir erhalten also

ε

2

|∇u|2

u2
trF ij +

ε

2c

1

up
|∇u|2

u2

≤ c
(

1

r2ρ2
+
u1

u

1

rρ
+ 1

)
trF ij +

(
c

u1up
+

c

up+1

)
.

Nehme zunächst an, dass der Term mit der Spur der größte der beiden Ausdrücke
auf der rechten Seite ist. Dann erhalten wir

|∇u|2

u2
≤ c
(
u2

u2
1

+
1

r2ρ2
+
u1

u

1

rρ
+ 1

)
≤ 1

2

u2
1

u2
+ c

(
1 +

1

r2ρ2

)
aufgrund der Cauchyschen Ungleichung und da u1

u ≥ 1. Wir multiplizieren mit ρ2

un benutzen, dass 0 ≤ ρ ≤ 1

|∇u|2

u2
(x0) =

|∇u|2

u2
ρ2(x0) ≤ |∇u|

2

u2
ρ2(x1) ≤ c

(
1 +

1

r2

)
≤ c.
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Damit folgt die Behauptung in diesem Fall.
Sonst erhalten wir in x1

|∇u|2

u2
≤ c

(
1

u1
+

1

u

)
≤ c

(
u

u1
+ 1

)
1

u
≤ c,

da die Konstante von inf u abhängen darf. Der Rest des Argumentes folgt nun wie
oben.

Somit bleibt noch das angekündigte Lemma zu beweisen. �

Lemma 6.3. Unter den Voraussetzungen von Theorem 6.1 und den ohne Ein-
schränkungen gemachten Annahmen gibt es ε > 0, das von denselben Größen wie c
im Theorem abhängt, so dass in einem Normalkoordinatensystem wie im Theorem∑

α>1

F ijuαiuαj ≥ ε
|∇u|4

4u2
trF ij − cu2 trF ij

im Maximum der Größe aus Theorem 6.1 gilt oder es gilt die Behauptung von
Theorem 6.1.

Beweis. (Erst hier ist das modifizierte Argument in [32] deutlich kürzer.)
Definiere b := 1

2u |∇u|
2 und ũij = uij + uSij .

Es genügt, die folgende Ungleichung nachzuweisen

A :=
∑
α>1

F ij ũαiũαj ≥ εb2 trF ij .

Der allgemeine Fall folgt dann direkt durch Einsetzen der Definition von ũij aus
der Cauchyschen Ungleichung.

Nach Rotation des Koordinatensystems dürfen wir annehmen, dass ũij in einem
festen Punkt diagonal ist. Dann ist auch F kl in diesem Punkt diagonal. (Dies sieht
man direkt, wenn man σk durch Unterdeterminanten ausdrückt.) Dann sind die
Eigenwerte von

ũij − 1
2u |∇u|

2gij = uij − 1
2u |∇u|

2gij + uSij

gegeben durch
λ1 = ũ11 − b, . . . , λn = ũnn − b.

Sei ξ ein Einheitsvektor, der so gewählt ist, dass uξ = |∇u| im betrachteten Punkt
gilt. Nehme weiterhin an, dass nach einer weiteren Rotation des Koordinatensys-
tems zusätzlich noch λ1 ≥ . . . ≥ λn gilt.

In diesen neuen Koordinaten gilt

A =
∑
i

(
F iiũ2

ii − F iiũ2
ξi

)
.

Nehme zunächst an, dass es ein kleines, noch zu fixierendes, δ0 gibt, so dass
für alle Einheitsvektoren ei die Ungleichung |〈ei, ξ〉| ≤ 1 − δ0 gilt. Dann folgt mit
aij = F klũkiũlj aufgrund der Diagonalität von (aij)

A = tr aij −
∑
i,j

aij〈ξ, ei〉〈ξ, ej〉

=
∑
i

aii −
∑
i

aii〈ξ, ei〉2

≥
∑
i

aii
(
1− (1− δ0)2

)
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=
(
2δ0 − δ2

0

)
tr aij

≥ δ0 tr aij .

Da λ ∈ Γk folgt insbesondere λk > 0 oder äquivalent ũkk > b. Wir benutzen Lemma
5.2 (i), (vii)

A ≥ δ0b2F kk ≥ δ1b2 trF ij

für ein δ1 mit δ0 > δ1 > 0 und beschränktem Quotienten δ0/δ1. In diesem Fall folgt
also die Behauptung des Lemmas.

Betrachte nun den Fall, dass ein i∗ existiert, so dass 〈ei∗ , ξ〉 > 1 − δ0 gilt. (Be-
trachte −ei statt ei, falls 〈ei∗ , ξ〉 < −1 + δ0 gilt.) Nehme an, dass δ0 <

1
4 gilt. Wir

erhalten für i 6= i∗

〈ei, ξ〉2 ≤
∑
j 6=i∗
〈ej , ξ〉2 + 〈ei∗ , ξ〉2 − 〈ei∗ , ξ〉2 ≤ 1− (1− δ0)2 = (2− δ0)δ0 < 2 · 1

4 = 1
2 .

Es folgt wegen A =
∑
i

aii
(
1− 〈ξ, ei〉2

)
(6.1) A ≥ 1

2

∑
i6=i∗

F iiũ2
ii.

Nehme an, dass es j ≥ k, j 6= i∗, gibt, so dass ũjj ≥ αb für eine nach unten
kontrollierte Konstante α mit 1

2 ≤ α > 0. Dann erhalten wir mit Lemma 5.2 (i),
(vi) und (vii)

A ≥ 1
2F

jj ũ2
jj ≥ 1

2F
kk(αb)2 ≥ δ2b2 trF ij

für eine Konstante δ2 mit δ0 > δ2 > 0 und kontrolliertem Quotienten δ0/δ2. Falls
dies nicht erfüllt ist, muss dies an der Bedingung an j liegen, da stets ũkk = λk+b ≥
b gilt. Daher gilt in diesem Fall i∗ = k.

Nehme also im Folgenden an, dass i∗ = k gilt mit 〈ei∗ , ξ〉 > 1 − δ0 und dass es
kein j wie oben beschrieben gibt.

Wir unterscheinen zwei Fälle:
• 1. Fall: Gelte zunächst k ≤ n− 2. Aus dem Beweis von Lemma 5.2 (iii) erhalten
wir λk + · · · + λn ≥ 0, also auch λk ≥ −(λk+1 + · · · + λn). Nach Annahme gilt
für alle j ≥ k + 1 die Ungleichung ũjj ≤ αb und somit nach Definition von λ auch
λj ≤ −(1− α)b. Somit folgt

λk ≥ (n− k)(1− α)b ≥ 2(1− α)b,

da wir k ≤ n− 2 angenommen hatten.
Andererseits dürfen wir annehmen, dass∣∣∣∣ρξρ

∣∣∣∣ ≤ αuξu
gilt. Sonst erhalten wir mit einer Abschätzung für ∇ρ wie im Beweis von Theorem
6.1

(6.2) α
uξ
u
≤
∣∣∣∣ρξρ
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∇ρρ

∣∣∣∣ ≤ c

rρ

und Theorem 6.1 folgt direkt aus dieser Ungleichung. Weiterhin dürfen wir anneh-

men, dass auch 1+ |Sξξ| ≤ ε |∇u|u für eine kleine Konstante ε > 0 gilt, da auch sonst
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das Theorem direkt folgt. Somit erhalten wir mit Hilfe der Extremalitätsbedingung
in der Testfunktion in Theorem 6.1, wobei hier e1 dem Vektor ξ entspricht

ũξξ =uξξ + uSξξ

≤uξ
uξξ
uξ

+ ε|∇u|

≤ |∇u|
(
uξ
u
− ρξ

ρ

)
+ ε
|∇u|2

u

≤ |∇u|(1 + α)
|∇u|
u

+ ε
|∇u|2

u
= (2 + 2α+ 2ε) b

≡ (2 + α̃)b.

Hier haben wir zum Schluss ε = ε(α) hinreichend klein fixiert. Somit kann α̃ klein
gewählt werden. Im Falle ũnn ≥ 0, wenn daher auch ũii ≥ 0 für alle i gilt, folgt

ũξξ =
∑
i

ξ2
i ũii ≥ ξ2

kũkk.

Sonst argumentieren wir wie folgt. Aufgrund der Zulässigkeit erhalten wir

λk + . . .+ λn ≥ 0,

ũkk + . . .+ ũnn − b(n− k + 1) ≥ 0.

Wähle l mit k < l ≤ n, so dass

ũkk ≥ . . . ≥ ũl−1 l−1 ≥ 0 > ũll ≥ . . . ≥ ũnn.
Somit gilt

ũkk + . . .+ ũkk + ũll + . . .+ ũnn ≥ ũkk + . . .+ ũl−1 l−1 + ũll + . . .+ ũnn ≥ 0,

also insbesondere

nũkk ≥ |ũll|+ . . .+ |ũnn|

und daher folgt weiter(
ξl
)2
ũll + . . .+ (ξn)

2
ũnn ≥ (ũll + . . .+ ũnn) ·max

i 6=k

∣∣ξi∣∣2
≥ − nũkk ·max

i 6=k

∣∣ξi∣∣2 ,
ũξξ =

∑
i

(
ξi
)2
ũii

(wir lassen die Terme mit i < l und i 6= k weg und schätzen die mit negativem ũii
mit der oben hergeleiteten Ungleichung ab)

≥
(
ξk
)2
ũkk − nũkk ·max

i 6=k

∣∣ξi∣∣2
≥
((
ξk
)2 − α̂(δ0)

)
ũkk

für eine α̂(δ0) > 0 mit α̂(δ0) → 0 für δ0 → 0. Benutze, dass i∗ = k gilt und
uξξ ≤ (2 + α̃)b

(1− δ0)2ũkk ≤
(
ξk
)2
ũkk
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≤
(
ξk
)2

(ξk)
2 − α̂(δ0)

ũξξ

≤ (2 + α̃)

(
ξk
)2

(ξk)
2 − α̂(δ0)

b.

Hieraus folgt

λk = ũkk − b ≤

(
2 + α̃

(1− δ0)2

(
ξk
)2

(ξk)
2 − α̂(δ0)

− 1

)
b ≈ b

und aufgrund des letzten Abschnittes

λk ≥ 2(1− α)b ≈ 2b.

Für hinreichend klein gewählte Konstanten δ0, α und α̃ gelten die
”
≈“-Zeichen

näherungsweise und wir erhalten demnach einen Widerspruch. Dies bedeutet, dass
dieser Fall gar nicht auftritt.
• 2. Fall: Sei nun k = n − 1. Indem man nach Termen mit λk−1 und nach solchen
ohne sortiert, erhält man

(6.3)
∂σk
∂λk−1

λk−1 = σk(λ)− λ1 · · · · · λn
λk−1

≥ −λ1 · · · · · λn
λk−1

.

Da wir angenommen haben, dass kein j wie oben beschrieben existiert, gilt ũnn ≤ αb
und somit ergibt sich

λn = ũnn − b ≤ −(1− α)b.

Durch direktes Differenzieren und wie im Beweis von Lemma 5.2 (iii) erhalten wir

∂

∂λ1
. . .

∂

∂λn−2
σk(λ) = λn−1 + λn ≥ 0.

Hieraus folgt insbesondere auch, dass die λ’s nicht nur nach ihrer Größe, sondern
auch betragsmässig nach ihrer Größe geordnet sind. Wir kombinieren die letzten
beiden Ungleichungen und erhalten λn−1 ≥ (1 − α)b. Somit gilt λi ≥ (1 − α)b für
alle i mit 1 ≤ i ≤ n− 1. Wir erhalten mit (6.3) und den obigen Abschätzungen für
λn−1 und λn

∂σk
∂λk−1

λk−1 ≥ −λ1 · · ·λn−3 · λn−1 · λn ≥ (1− α)2b2λ1 · · ·λn−3.

Aus (6.1) erhalten wir

A ≥ 1
2

∂σk
∂λk−1

ũ2
k−1 k−1

≥ 1
2

∂σk
∂λk−1

λ2
k−1 nach Definition von λk−1

≥ 1
2 (1− α)2b2λ1 · · ·λn−2

≥ 1
c b

2 trF ij ,

da λ1 · · · · · λn−2 > 0 ist und es sich um den größten einzelnen Summanden im
Ausdruck für die Spur handelt. Beachte auch, dass die λ’s betragsmäßig angeordnet
sind.

Somit folgt das Lemma. �
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Das folgende Theorem behandelt den noch ausstehenden Fall k = n. Es ist etwas
spezieller, p tritt nicht auf. Wir folgen dabei [14].

Theorem 6.4. Die Funktion u sei eine zulässige C3-Lösung von

detwij
det(gije−2u)

≡
det
(
uij + uiuj − 1

2 |∇u|
2gij + Sij

)
e−2nu det gij

= f(x)

in einem geodätischen Ball Br(x0), x0 ein beliebiger Punkt auf einer Riemannschen

Mannigfaltigkeit. Sei u ∈ C3
(
Br(x0)

)
positiv und zulässig, Sij ∈ C1

(
Br(x0)

)
und

0 < f(x) ∈ C1
(
Br(x0)

)
. Dann gilt

|∇u|(x0) ≤ c
(
n, r, inf

Br(x0)
u, ‖f‖C1(Br(x0)), inf

Br(x0)
f, ‖Sij‖C1

)
.

Beweis. Wir betrachten die Funktion H := ρ|∇u|2, wobei ρ eine C2-Abschneide-
funktion ist mit ρ(x0) = 1, ρ(x) = 0 für x 6∈ Br(x0), 0 ≤ ρ ≤ 1. Sei b ≥ 1 so gewählt,
dass |∇ρ|2 ≤ bρ und |∇2ρ| ≤ b. Sei x1 in Br(x0) so gewählt, dass H(x1) ≥ H(x)
für alle x. Wähle in x1 Normalkoordinaten, so dass wij(x1) diagonal ist.

Im Maximum erhalten wir aufgrund der Extremalität

0 = Hi = ρi|∇u|2 + 2ρukuki

und

0 ≥ Hij = ρij |∇u|2 + 2ρukukij

+ 2ρiu
kukj + 2ρju

kuki + 2ρgklukiulj

=

(
ρij − 2

ρiρj
ρ

)
|∇u|2 + 2ρukukij + 2ρgklukiulj .

Somit gilt in diesem Punkt

(6.4) 0 ≥ wijHij = wij
(
ρij − 2

ρiρj
ρ

)
|∇u|2 + 2ρukwijukij + 2ρwijgklukiulj .

Wir behandeln jeden der hier auftretenden Terme separat.
Zunächst gilt

wij
(
ρij − 2

ρiρj
ρ

)
|∇u|2 ≥ −c(b) trwij |∇u|2.

Für den zweiten Term dürfen wir annehmen, dass

H(x1) ≥ A2b2

für eine Konstante A� 1 gilt. Wir schließen, dass

ρ−1/2 ≤ |∇u|
Ab

.

Nehme für später weiterhin an, dass |∇u| ≥ 1 im Extremum gilt. Die Extremalbe-
dingung liefert

ukuki = − ρi
2ρ
|∇u|2.

Wir erhalten aufgrund der Annahmen an ρ die folgende Abschätzung∣∣ukuki∣∣ =
|∇ρ|
2ρ
|∇u|2 ≤ 1

2ρ
−1/2|∇u|2

√
b ≤ 1

2

1

A
√
b
|∇u|3 ≤ 1

2

1

A
|∇u|3
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für jedes 1 ≤ i ≤ n.
Im zweiten Term auf der rechten Seite von (6.4) vertauschen wir kovariante

Ableitungen mit Hilfe der Formel

ukij = uijk −Rmijkgmlul
und benutzen die differenzierte Gleichung

log
detwij
det gij

= log f(x)− 2nu,

wijwij;k =
1

f
fk − 2nuk

sowie die Definition von wij

2ρukwijukij = 2ρukwij
(
uijk −Rmijkgmlul

)
≥ 2ρukwijuijk − cρ trwij |∇u|2

= 2ρukwijwij;k − 2ρukwij
(
uiuj − 1

2 |∇u|
2gij + Sij

)
k
− cρ trwij |∇u|2

≥ 2ρuk
(

1

f
fk − 2nuk

)
− 4ρukwijuikuj + 2ρukwijululkgij

− cρ trwij |∇u|2

≥ − cρ trwij |∇u|
∑
i

∣∣ukuki∣∣− cρ trwij |∇u|2

≥ − c

A
ρ trwij |∇u|4 − cρ trwij |∇u|2

≥ − c

A
ρ trwij |∇u|4,

wenn wir ohne Einschränkung |∇u|A ≥ 1 annehmen. Hier haben wir auch benutzt,
dass die untere Schranke an u aufgrund der Gleichung eine obere Schranke an
das Produkt der Eigenwerte von wij bezüglich gij impliziert. Daraus leiten wir
eine untere Schranke an das Produkt der Eigenwerte von wij her. Mit Hilfe der
geometrisch-arithmetischen Ungleichung folgt daraus eine positive untere Schranke
für trwij , was wir oben bereits benutzt haben.

Wir wollen noch den dritten
”
guten“ Term in (6.4) ausnutzen

wijgklukiulj =

=wijgkl
(
wkj − ukuj + 1

2 |∇u|
2gkj − Skj

) (
wli − ului + 1

2 |∇u|
2gli − Sli

)
=wijwkjwlig

kl + wijuiuj |∇u|2 + 1
4 |∇u|

4 trwij + wijSkjSlig
kl − 2δikuluig

kl

+ δik|∇u|2δki − 2δikSlig
kl − wij |∇u|2ukujδki + 2wijukujSlig

kl

− wij |∇u|2gkjSligkl

≥wijgij + 1
4 |∇u|

4 trwij − c trwij − c|∇u|2 − c− c trwij |∇u|2

≥ 1
8 |∇u|

4 trwij .

In dieser Rechnung tauchte ein Term mit unterschiedlichen Vorzeichen zweimal auf;
er fällt daher weg.

Somit folgt aus (6.4) unter Benutzung der unteren Schranke an H(x1) und b

0 ≥ − c(b) trwij |∇u|2 − c

A
ρ trwij |∇u|4 + 1

4ρ|∇u|
4 trwij
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≥ −
(
c(b)

A2
+
c

A

)
ρ trwij |∇u|4 + 1

4ρ|∇u|
4 trwij .

Wählen wir A � 1 genügend groß, so erhalten wir einen Widerspruch. Folglich
war eine unserer ohne Einschränkung gemachten Annahmen falsch. Dies beschränkt
dann aber H wie gewünscht und das Lemma folgt. �

Zu den lokalen C1-Abschätzungen, Theorem 6.1, erhalten wir das folgende

Korollar 6.5. Sei 1 ≤ k ≤ n, 0 < p ∈ R. Die Funktion u sei eine zulässige
C3-Lösung von

σk

(
uij −

1

2u
|∇u|2gij + uSij

)
= f(x)u−p

in einem geodätischen Ball B2r(x0), x0 ein beliebiger Punkt auf einer Riemannschen

Mannigfaltigkeit. Sei u ∈ C3
(
B2r(x0)

)
positiv und zulässig, Sij ∈ C1

(
B2r(x0)

)
und 0 < f(x) ∈ C1

(
B2r(x0)

)
. Dann gilt

sup
Br(x0)

u ≤ c
(
n, k, p, r, inf

Br(x0)
u, ‖f‖C1(Br(x0)), inf

Br(x0)
f, ‖Sij‖C1

)
.

Beweis. Wähle x1 und x2 in Br(x0), so dass

u(x1) ≤ 2 inf
Br
u und u(x2) ≥ 1

2 sup
Br

u

und eine differenzierbare Kurve γ : [0, 1] → Br(x0) der Länge L(γ) ≤ 3r mit
γ(0) = x1 und γ(1) = x2. Nach Theorem 6.1 gibt es eine Konstante c1 > 0, so dass

|∇u|
u
≤ c1 in Br(x0).

Es gilt

log u(x2) = log u(x1) +

1∫
0

d

dt
log u(γ(τ))dτ

= log u(x1) +

1∫
0

〈∇u(γ(τ)), γ′(τ)〉
u(γ(τ))

dτ

≤ log u(x1) +

1∫
0

|∇u|
u
· |γ′|dτ

≤ log u(x1) + c1 · 3r.

und wir erhalten eine obere Schranke für u(x2) und damit auch für sup
Br(x0)

u. �

Bemerkung 6.6. Durch genauere Analyse der Abhängigkeiten der Konstanten
erhält man für solche Gleichungen ein Bernsteintheorem, siehe [32].
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7. Schoutentensor: Lokale C2-Abschätzungen

Bemerkung 7.1. Im Zusammenhang von Reflektorgleichungen treten solche loka-
len Abschätzungen auch schon bei [15] auf. Sie betrachten nur den Fall k = n. Dort
darf die rechte Seite f auch von Du abhängen. Dann maximiert man allerdings eine
Größe, die die Summe der Eigenwerte enthält. Selbst wenn man im hier betrachte-
ten Fall ein Maximumprinzip für eine entsprechende Größe aufstellen könnte, würde
dies noch keine C2-Schranken liefern.

Im Fall k = n darf f auch von Du abhängen. Hiervon überzeugt man sich leicht
anhand der Modellgleichung

log det
(
uij − 1

2 |Du|
2δij

)
= f(Du) in Rn.

Hierzu maximiert man die Größe

W = logw11 + 2 log ρ

≡ log
(
u11 − 1

2 |Du|
2δ11

)
+ 2 log ρ.

Mit Hilfe der üblichen Änderungen erhält man ein analoges Resultat auch für

log det
(
uij − 1

2u |Du|
2gij + uSij

)
= f(x, u,Du)

in Riemannschen Mannigfaltigkeiten.
Beachte insbesondere, dass trF ij → ∞, falls k = n ist und falls eine Eigenwert

unbeschränkt wird, das Produkt aber beschränkt bleibt. Dies braucht für k < n
nicht zu gelten (Gegenbeispiel: σ1. Die Spur ist konstant.) und man bekommt dann
Probleme beim Term

trF ijuk1uk1 + fpipjui1uj1.

Die Wahl der Abschneidefunktion ρ ist für die inneren C2-Abschätzungen nicht
wesentlich. Dieselben Abschätzungen erhält man, falls man logϕ mit ϕ ∈ C2 und
0 ≤ ϕ ≤ 1 verwendet.

Die für innere Abschätzungen nötigen Strukturbedingungen werden in [7] noch
genauer untersucht.

Es gelten die folgenden lokalen inneren Abschätzungen für zweite kovariante
Ableitungen von u.

Theorem 7.2. Sei 1 < k ≤ n. Sei u ∈ C4
(
Br(x0)

)
eine zulässige Lösung von

F [u] ≡
(
σk

(
λ

(
uij −

1

2u
|∇u|2gij + uSij

)))1/k

= f(x, u)

in einem geodätischen Ball Br(x0), x0 ein beliebiger Punkt auf einer Riemannschen

Mannigfaltigkeit. Seien Sij ∈ C2
(
Br(x0)

)
und 0 < f ∈ C2

(
Br(x0)

)
. Dann gilt

|uij |(x0) ≤ (n, k, r, ‖u‖C1 , inf u, inf f, ‖f‖C2 , ‖Sij‖C2) .

Beweis. Setze Uij := uij − 1
2u |∇u|

2gij + uSij . Differenzieren liefert

F ijUij;k =∇kf,

F ijUij;11 + F ij,klUij;1Ukl;1 =∇1∇1f,

wobei wir zur Verdeutlichung
”
;“ und

”
∇“für kovariante Ableitungen verwenden.

Da Uij 7→ (σk (Uij))
1/k ≡ (σk (λ (Uij)))

1/k
eine konkave Funktion ist, folgt

F ijUij;11 ≥ ∇1∇1f.



VOLL NICHTLINEARE PDES 35

Sei wieder ũij = uij + uSij . Betrachte für η 6= 0 die Funktion

TM ⊃ π−1(Br(x0)) 3 (x, η) 7→W = log
ũijη

iηj

gijηiηj
+ 2 log ρ,

wobei wiederum

ρ =

(
1− d2

r2

)+

≡
(

1− (dist(·, x0))2

r2

)+

.

Dann gibt es x1 ∈ Br(x0) und einen Einheitstangentialvektor η1 ∈ TxM , so dass
W in (x1, η1) maximal wird.

Wir bemerken, dass die betrachtete Funktion nur wohldefiniert ist, wenn

ũijη
iηj > 0

ist. Da aber sogar

Uij = ũij −
1

2u
|∇u|2gij

zulässig ist und somit mindestens einen positiven Eigenwert besitzt, ist dies auch
für Uij der Fall und die betrachtete Größe ist für jedes x und einen geeigneten
Vektor η wohldefiniert.

Wähle Normalkoordinaten um x1 und nehme an, dass in diesen Koordinaten η1 =
(1, 0, . . . , 0) gilt. Setze η = η1 in diesen Koordinaten konstant fort. Wir behaupten
(vgl. [11]), dass

ũijη
iηj

gijηiηj
und ũ11

im Punkt x0 dieselben kovarianten Ableitungen (bis zur zweiten Ordnung) haben.
Es gilt nämlich(

ũijη
iηj

gijηiηj

)
;k

=
ũij;kη

iηj + 2ũijη
iηj;k

gijηiηj
−
ũijη

iηj · 2gijηiηj;k
(gijηiηj)

2 ,

ηj;k = ηj,k + Γjkrη
r,

wobei wir hier zur Verdeutlichung
”
;“ für kovariante Ableitungen und

”
,“ für par-

tielle Ableitungen schreiben. In Normalkoordinaten gilt damit in x1(
ũijη

iηj

gijηiηj

)
;k

= ũ11;k.

Weiterhin gilt in x1(
ũijη

iηj

gijηiηj

)
;kl

=
ũij;klη

iηj + 2ũijη
iηj;kl

gijηiηj
−
ũijη

iηj · 2gijηiηj;kl
(gijηiηj)

2

= ũ11;kl + 2ũ1jη
j
;kl − 2ũ11gijη

iηj;kl
= ũ11;kl.

Hier geht dann auch ein, dass wir im Extremalpunkt ũij als diagonal annehmen
dürfen.

Daher dürfen wir im Folgenden

W = log ũ11 + 2 log ρ
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annehmen. Aufgrund der Extremalität ergibt sich in x1

0 =Wi =
ũ11;i

ũ11
+ 2

ρ;i

ρ
,

0 ≥ ũ11;ij

ũ11
− ũ11;iũ11;j

ũ11
+ 2

(
ρ;ij

ρ
− ρ;iρ;j

ρ2

)
=
ũ11;ij

ũ11
+ 2

ρ;ij

ρ
− 6

ρ;iρ;j

ρ2
.

Wir erhalten

0 ≥ 1

ũ11
F ij ũ11;ij +

2

ρ
F ijρ;ij −

6

ρ2
F ijρ;iρ;j .

Für den Term mit vierten Ableitungen von u berechnen wir

ũ11 =u11 + uS11,

ũ11;i =u11i + uiS11 + uS11;i,

ũ11;ij =u11ij + uijS11 + uiS11;j + ujS11;i + uS11;ij

≥u11ij − cu11 − c
≥u11ij − cu11,

wobei wir ohne Einschränkung angenommen haben, dass ũ11 groß ist und dass ũij
diagonal ist. Damit werden u11 und ũ11 vergleichbar. Falls dies im Maximum nicht
der Fall ist, bekommen wir eine globale Schranke an W und das Theorem folgt
direkt.

Wir benutzen die folgenden Vertauschungsregeln

uijk =ukij + uag
abRbijk,

uiklj =uikjl + ukag
abRbilj + uiag

abRbklj

und erhalten im nichttrivialen Fall

ũ11ij ≥ uij11 − cu11.

Differenzieren der Gleichung liefert

F ijUij;11 ≥∇1∇1f(x, u)

≥ − cu11.

Setze trF ij = F ijgij . Somit ergibt sich aufgrund der unteren Schranke trF ij ≥
c > 0 aus Lemma 5.2 (v), da ρ ≤ 1

0 ≥ 1

ũ11

(
F ijuij11 − cu11 trF ij − F ijUij;11

)
+

1

ũ11
F ijUij;11 − c

1

ρ2
trF ij

≥ 1

ũ11
F ij

(
1

2u
|∇u|2gij − uSij

)
11

− c 1

ρ2
trF ij

=
1

ũ11
F ij

(
− 1

2u2
u1|∇u|2gij +

1

u
ukuk1gij − u1Sij − uSij;1

)
1

− c 1

ρ2
trF ij
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=
1

ũ11
F ij

(
1

u3
u2

1|∇u|2gij −
1

2u2
u11|∇u|2gij −

1

u2
u1u

kuk1gij

)
+

1

ũ11
F ij

(
− 1

u2
u1u

kuk1gij +
1

u
uk1uk1gij +

1

u
ukuk11gij

)
+

1

ũ11
F ij (−u11Sij − 2u1Sij;1 − uSij;11)

− c 1

ρ2
trF ij

≥
(

1

u
ũ11 +

1

u

1

ũ11
ukuk11 −

c

ρ2

)
trF ij

Hier haben wir wieder häufiger u11 und ũ11 verglichen. Benutzen wir nochmals die
Extremalbedingung, so ergibt sich

ũ11ρ
2 ≤ c

und das Maximum ist kontrolliert.
Dies kontrolliert den größten Eigenwert λ1. Da aufgrund der Zulässigkeit λk +

. . . + λn > 0 gilt und λ1 ≥ λk ist, sind alle Eigenwerte kontrolliert und die C2-
Abschätzungen folgen. �

Bemerkung 7.3. In [32] werden auch Gegenbeispiele zur inneren Regularität für
solche Gleichungen behandelt, wenn sich das Vorzeichen der Gradiententerme auf-
grund einer anderen Form der Zulässigkeit von Lösungen umdreht.

8. Neumannproblem für Monge-Ampère-Gleichungen

8.1. Existenzsatz. Dieses Kapitel ist teilweise ziemlich knapp geschrieben und
sollte erst nach Lektüre des Kapitels über das Dirichletproblem gelesen werden.

Wir folgen hier [22], benutzen jedoch die C1-Abschätzungen von [25, Theorem
3.1] und benutzen für die C2-Abschätzungen [29, Lemma 4.1].

Ziel dieses Kapitels ist der Beweis des folgenden Theorems.

Theorem 8.1. Sei Ω ⊂ Rn strikt konvex. Die Funktion f : Ω × R × Rn → R sei
positiv und erfülle fz ≥ 0. Sei weiterhin ϕ : ∂Ω× R→ R mit ϕz ≤ 0 gegeben.

Dann gibt es unter den zusätzlichen Voraussetzungen aus Kapitel 8.2, die nur für
die C0-Abschätzungen nötig sind, eine glatte strikt konvexe Funktion u : Ω → R,
die das folgende Randwertproblem löst.

(8.1)

{
detD2u = f(·, u,Du) in Ω,

uν = 〈Du, ν〉 = ϕ(·, u) auf ∂Ω.

Die in der Originalversion vorausgesetzte strikte Monotonie an ϕ, ϕz ≤ 1
c < 0,

benötigt man nicht; man nutzt stattdessen die strikte Konvexität des Randes ∂Ω
aus.

8.2. C0-Abschätzungen. Die C0-Abschätzungen benötigen einige technische Vor-
aussetzungen, die im Rest des Beweises nicht mehr benötigt werden.

Wir betrachten eine glatte strikt konvexe Lösung u : Ω→ R von (8.1).
Nehme an, dass es positive Funktionen g ∈ L1(Ω) und h ∈ L1

loc (Rn) gibt, so
dass

f(x, z, p) ≤ g(x)

h(p)
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für alle x ∈ Ω, z ≤ N und p ∈ Rn für eine Konstante N gilt. Nehme weiterhin an,
dass ∫

Ω

g <

∫
Rn

h

gilt. Gelte für eine Konstante N1

ϕ(x, z) < 0 für alle x ∈ ∂Ω, z > N1

und auf dem Rand konvergiere

ϕ(x, z)→∞ gleichmäßig für z → −∞.
Dann gilt das folgende Theorem, das mit demselben Beweis auch für oblique

Randbedingungen gilt.

Theorem 8.2. Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet und sei u eine Lösung von
(8.1). Dann ist u in Abhängigkeit von den Daten in C0 a priori beschränkt.

Beweis. Aufgrund der Konvexität von u tritt das Maximum von u am Rand auf.
Dort gilt uν ≥ 0. Somit kann dieses Maximum nicht größer als N1 sein und die
obere Schranke folgt.

Für die untere Schranke wählen wir R0 > 0, so dass∫
Ω

g =

∫
|x|≤R0

h

gilt. Definiere die Menge

ΩN := {x ∈ Ω : u(x) < N}.
Aufgrund der Integraltransformationsformel erhalten wir für R > R0∫

Du(ΩN )

h(y)dy =

∫
ΩN

h(Du(x)) detD2u(x)dx ≤
∫

ΩN

g ≤
∫
Ω

g <

∫
|x|<R

h.

Daher gibt es einen Vektor p ∈ BR(0)\Du(ΩN ). Sei w eine affine Funktion, so dass
w ≤ u in Ω, Dw = p und w(x0) = u(x0) in einen Punkt x0 ∈ Ω gelten. Nach Wahl
von p gilt x0 ∈ Ω \ ΩN .

Sei zunächst x0 ∈ Ω \ΩN . Dann gilt u(x0) ≥ N . Da |Dw| ≤ R nach Wahl von p
ist, folgt u ≥ N −R diam Ω.

Betrachte nun den Fall x0 ∈ ∂Ω. Im Punkte x0 gilt dann

ϕ(x0, u) = 〈Du, ν〉 ≤ 〈Dw, ν〉 ≤ R.
Da am Rand ϕ unendlich wird, wenn z → −∞ konvergiert, erhalten wir hieraus eine
untere Schranke an u(x0). In diesem Falle folgt dann die untere Schranke analog zu
oben, da u(x0) nach unten beschränkt ist und der Graph von u über dem Graphen
der affin linearen Funktion w, die einen beschränkten Gradienten hat, liegt. �

8.3. C1-Abschätzungen (Eistütenabschätzung). Im folgenden geben wir einen
Beweis für C1-Abschätzungen, bei dem die Abschätzung im Gegensatz zu [22] nicht
von der Oszillation der Lösung abhängt. Dies ist zwar hier nicht nötig, dieser Beweis
ist aber weiter anwendbar als die ursprünglichen C1-Abschätzungen in [22].

Hier ist der Fall für oblique Randbedingungen etwas komplizierter als der Fall
für Neumannrandbedingungen und kann nicht direkt aus diesem abgeleitet werden.
Daher führen wir hier den Beweis für oblique Randbedingungen.
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Theorem 8.3 (Eistütenabschätzung). Sei Ω ⊂ Rn glatt und beschränkt, u : Ω→ R
eine glatte strikt konvexe Funktion, für die |uβ | auf ∂Ω gleichmäßig beschränkt ist,
wobei β ein auf Länge eins normiertes Vektorfeld auf ∂Ω ist, so dass 〈β, ν〉 ≥ c̃β
für eine positive Konstante c̃β > 0 gilt. Dann ist sup |Du| gleichmäßig beschränkt.
Die Schranke hängt insbesondere nicht von der Oszillation von u ab.

Beweis. Der Name des Satzes stammt von der Art und Weise, wie wir Bälle in
Kegeln platzieren. Dies erinnert an eine Eistüte mit einer Kugel Eis darin.

Wir führen einen Widerspruchsbeweis.
Nehme an, dass es einen Punkt x0 gibt, in dem |Du| ein großes Maximum der

Größe M annimmt. Falls M größer als eine geeignet gewählte Konstante M0 ist,
können wir einen Widerspruch herleiten. Da u strikt konvex ist, gilt automatisch
x0 ∈ ∂Ω. Im Punkte x0 wählen wir eine Tangentialrichtung ξ0 (wobei

”
Richtung“

für einen Vektor der Länge eins steht) so dass 〈Du(x0), ξ0〉 größer ist, als wenn wir
irgendeine andere Tangentialrichtung einsetzen.

Wir wollen zunächst eine untere Abschätzung für 〈Du(x0), ξ0〉 im Verhältnis zu
M beweisen.

Sei ξ1 eine Richtung mit 〈Du(x0), ξ1〉 = M . Wie in [37] zerlegen wir eine Richtung
ξ mit Hilfe von β und einem Tangentialvektor τ(ξ) in

(8.2) ξ = τ(ξ) +
〈ν, ξ〉
〈β, ν〉

β,

wobei

τ(ξ) = ξ − 〈ν, ξ〉ν − 〈ν, ξ〉
〈β, ν〉

βT , βT = β − 〈β, ν〉ν.

Beachte, dass |τ(ξ)| nach Annahme an β beschränkt ist. Zerlegen wir nun ξ1 ent-
sprechend, so erhalten wir

M = 〈Du, ξ1〉 = 〈Du, τ(ξ1)〉+
〈ν, ξ1〉
〈β, ν〉

〈Du, β〉

≤ |τ(ξ1)| · max
τ∈Tx0

∂Ω

|τ|=1

〈Du, τ〉+ c

= |τ(ξ1)| · 〈Du(x0), ξ0〉+ c.

Somit schließen wir, dass 〈Du(x0), ξ0〉 ≥ M
c , gilt, falls M ≥ M0 ist und wir M0

groß genug gewählt haben. Für eine Richtung ξ in der Nähe von ξ0, genauer, für
|ξ − ξ0| < ε = 1

2c < 1, erhalten wir

(8.3) 〈Du(x0), ξ〉 = 〈Du, ξ0〉+ 〈Du, ξ − ξ0〉 ≥ M
c −M |ξ − ξ0| ≥ εM.

Aufgrund der Konvexität von u schließen wir, dass 〈Du(y), ξ〉 ≥ εM für alle Punkte
y ∈ Ω der Form y = x0+λ·ξ gilt. Hier sind λ > 0 und ξ so zu wählen, dass |ξ−ξ0| ≤ ε
und x0 + t · λ · ξ ∈ Ω für alle t ∈ [0, 1] gilt.

Aufgrund der gleichmäßigen Schranke an die Hauptkrümmungen von ∂Ω ⊂ Rn
sehen wir, dass es ein R > 0 und ein x1 ∈ ∂Ω gibt, so dass |x0 − x1| > 2R und
so, dass weiterhin jedes x ∈ BR(x1) ∩ ∂Ω sich in der Form x0 + λ · ξ wie oben
beschrieben darstellen lässt. Demnach gilt aufgrund von (8.3) in ∂Ω ∩ BR(x1) die
Ungleichung |Du| ≥ εM . Nach Konstruktion gilt

inf
x∈BR(x1)∩∂Ω

u(x) > u(x0).
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Betrachten wir den von den beschriebenen Richtungen ξ erzeugten Kegel und
die gerade darin gefundene Kugel, so erklärt sich der Name des Satzes.

Nun gehen wir induktiv vor. Beachte dabei, dass R und ε als von x0 unabhängige
Konstanten gewählt werden können. Solange noch |Du(xi)| ≥ Mεi ≥ M0 gilt
können wir einen weiteren Punkt xi+1 von xi ausgehend in genau derselben Weise
finden, wie wir von x0 ausgehend den Punkt x1 gefunden haben. Daher können
wir, falls nur M = sup |Du| genügend groß ist, eine Folge von Punkten {xi}i=0,...,N

beliebiger Länge N konstruieren, so dass für alle i ≥ 1

|Du| ≥Mεi auf ∂Ω ∩BR(xi)

und
inf

x∈BR(xi)∩∂Ω
u(x) > u(xi−1)

gelten.
Da ∂Ω aber endliches Maß und beschränkte Hauptkrümmungen hat, gibt es eine

obere Schranke N0(ρ) an die Anzahl Kugeln der Gestalt Bρ(yj) für yj ∈ ∂Ω, deren
Schnitt in ∂Ω paarweise disjunkt ist, wenn wir ρ > 0 fixieren.

Gilt also M = sup |Du| > M0ε
−N0(R2 ), so finden wir zwei Punkte xi0 und xj0

mit i0 > j0 > 0, so dass

BR
2

(xi0) ∩BR
2

(xj0) ∩ ∂Ω 6= ∅.

Andererseits liefert xj0 ∈ BR(xi0) aber

u(xj0) < u(xj0+1) < . . . < u(xi0−1) < inf
x∈BR(xi0 )∩∂Ω

u(x) ≤ u(xj0)

und wir erhalten einen Widerspruch. Somit folgt das Theorem. �

9. Neumannrandwerte: C2-Abschätzungen

9.1. Gemischt tangential-normale Abschätzungen. Die im folgenden behan-
delten Abschätzungen erhält man analog zu den doppelt tangentialen Abschätzun-
gen beim Dirichletproblem.

Sei der Rand wie dort als Graph dargestellt. Dann läßt sich die Randbedingung
lokal als

νi(x̂)ui(x̂, ω(x̂)) = ϕ((x̂, ω(x̂)), u(x̂, ω(x̂)))

schreiben. Wir differenzieren dies in eine Richtung r < n und erhalten

νirui + νiuir + νiuinωr = ϕr + ϕnωr + ϕzur + ϕzunωr.

In einem Punkt mit Dω = 0 vereinfacht sich dies zu

νirui + νiuir = ϕr + ϕzur.

Damit ist νiuir und damit auch uντ beschränkt.

9.2. Doppelt normale Abschätzungen. Diese doppelt normalen Abschätzun-
gen beim Neumannrandwertproblem entsprechen den gemischt tangential-normalen
Abschätzungen beim Dirichletproblem.

Die differenzierte Gleichung lautet mit f̂ = log f

uijuijk = f̂k + f̂zuk + f̂piuik.

Wir definieren den Operator

Lw := uijwij − f̂piwi.
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Wie beim Dirichletproblem rechnet man direkt nach, dass für

ϑ := d− µd2

bei hinreichend groß gewählter Konstante µ � 1 in einem Gebiet Ωδ mit 0 < δ
hinreichend klein

Lϑ ≤ − ε truij in Ωδ,

ϑ ≥ 0 auf ∂Ωδ

gilt. Beachte, dass hier die Konstante ε aufgrund der strikten Konvexität des Ge-
bietes Ω positiv gewählt werden kann.

Wir setzen ϕ und ν glatt ins Innere von Ω fort und erhalten

L(νiui − ϕ) ≤ c truij .

Somit können wir mit Hilfe einer Testfunktion der Form

Θ := Aϑ+B|x− x0|2 ± (νiui − ϕ)

analog zum Dirichletproblem schließen, dass die Normalenableitung von (νiui−ϕ)
a priori beschränkt ist. Dies liefert eine Schranke an uνν in jedem Randpunkt. Eine
untere Schranke war allerdings bereits aufgrund der Konvexität von u bekannt.

9.3. Doppelt tangentiale C2-Abschätzungen. Hier können wir nicht sofort die
allgemeine Gleichung (8.1) behandeln. Wir beschränken und daher zunächst auf den
Fall, dass f = f(x) gilt.

Man überzeugt sich direkt, dass auch in diesem Fall die bisherigen a priori
Abschätzungen gültig bleiben. Insbesondere kann man für die C0-Abschätzungen
die Funktionen g = f und h ≡ 1 wählen.

Wir definieren für einen Vektor ξ ∈ Sn−1

v := uξξ − v′(x, ξ) +K|x|2

mit
v′ := 2〈ξ, ν〉ξ′i(ϕi + ϕzui − νki uk)

und dem tangential projizierten Vektor

ξ′ := ξ − 〈ξ, ν〉ν.
Beachte dabei, dass aufgrund der differenzierten Randbedingung am Rand

v′ = 2〈ξ, ν〉ξ′iuikνk

gilt.
Wir wollen nun nachweisen, dass v a priori beschränkt ist. Dazu maximieren wir

die Funktion über alle (x, ξ) ∈ Ω × Sn−1 und fixieren ξ entsprechend für den Rest
des Beweises. Werde also das Maximum in einem Punkt (x0, ξ) angenommen.
Maximum im Inneren: Nehme dazu zunächst an, dass v im Inneren maximal wird.
Die Funktion v′ hat die Gestalt v′ = −akuk − b, wobei ak und b C2-Funktionen

sind. Setze wieder f̂ = log f . Nach Drehung des Koordinatensystems können wir
annehmen, dass ξ = e1 gilt. Wir erhalten somit im Maximum die folgenden Bezie-
hungen

uijuijk = f̂k,

uijuij11 − uikujluij1ukl1 = f̂11,

0 = vi =u11i + aki uk + akuki + bi + 2Kxi,
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0 ≥ vij =u11ij + akijuk + aki ukj + akjuki + akukij + bij + 2Kδij .

Wir erhalten dort unter Benutzung der Inversenbeziehung

0 ≥uijvij
≥uijuij11 − c truij − c+ akuijukij + 2K truij

=uikujluij1ukl1 + f̂11 − c truij + akf̂k + 2K truij

≥ − c truij + 2K truij .

Somit kann das Maximum von v (bei geeignet fixiertem ξ) nicht im Inneren an-
genommen werden, falls K groß genug gewählt worden ist. Wir wollen dies im
Folgenden annehmen.

Maximum am Rand:
Wir unterscheiden nun drei Fälle.
ξ tangential: Nehme zunächst einmal an, dass ξ im Maximum ein Tangential-

vektor ist. Dann gilt aufgrund der Extremalität von v

0 ≤ νivi
≤uξξν + akukν + c

≤uξξν + c.

Andererseits erhalten wir durch doppeltes Differenzieren der Randbedingung, in-
dem wir die bereits in Richtung r < n differenzierte Randbedingung noch einmal in
Richtung s < n differenzieren (Zur Vereinfachung betrachten wir nur einen Punkt
mit Dω = 0.)

νirsui + νiruis + νisuir + νiuirs + νiuinωrs =ϕrs + ϕrzus + ϕnωrs + ϕzsur

+ ϕzzurus + ϕzurs + ϕzunωrs.

Wir multiplizieren dies nun mit ξrξs und erhalten

2νiξuiξ + uνξξ − ϕzuξξ ≤ c
aufgrund der bereits bewiesenen a priori Abschätzungen. Da ϕ monoton ist, können
wir den letzten Term auf der linken Seite weglassen und erhalten

νiξuiξ ≤ c.

Beachte, dass wir nach Wahl der Testfunktion D2u|Tx0
∂Ω×Tx0

∂Ω als diagonal an-
nehmen dürfen und dass ξ einer Koordinatenrichtung entspricht. Daher ist

νξξuξξ ≤ c.
Somit folgt aufgrund der strikten Konvexität von ∂Ω eine obere Schranke an uξξ.
ξ normal: Ist ξ normal, so ist nichts mehr zu beweisen, da wir bereits a priori

Abschätzungen für uνν bewiesen haben.
ξ weder tangential noch normal: Sei nun ξ weder tangential noch normal.

Dies ist der Fall, der die recht komplizierte Testfunktion mit v und v′ erfordert.
Wir stellen ξ mit Hilfe von einer Tangentialrichtung τ sowie α und β dar, wobei
α2 + β2 = 1 gilt

ξ = ατ + βν.

Es ist α = 〈ξ, τ〉 6= 0 und β = 〈ξ, ν〉 6= 0. Nach Definition von v′ und der direkt
darauf folgenden Bemerkung gilt

uξξ =α2uττ + β2uνν + 2αβuτν
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=α2uττ + β2uνν + v′(x, ξ).

Da v′(·, ξ) sowohl für tangentiale Vektoren ξ als auch für normale Vektoren ξ ver-
schwindet, wegen der obigen Rechnung und aufgrund der Extremalbedingung er-
halten wir

v(x0, ξ) =α2v(x0, τ) + β2v(x0, ν)

≤α2v(x0, ξ) + β2v(x0, ν).

Umordnen der Terme ergibt wegen β 6= 0

v(x0, ξ) ≤ v(x0, ν).

Nach Definition von v gilt also

uξξ(x0) ≤ uνν(x0) + c.

Damit haben wir auch in diesen Fall C2-Abschätzungen und für diesen Modellfall
erhalten wir globale C2-Schranken.

9.4. Existenz (im Modellfall). Die Abschätzungen von Krylov-Safonov in der
Form für oblique Randbedingungen liefern C2,α-Abschätzungen für die Funktion u
[20, 23, 36]. Abschätzungen für höhere Ableitungen folgen nun mit Hilfe der Schau-
dertheorie. Dies genügt, um Existenz zu zeigen.

9.5. C2-Abschätzungen für allgemeines f .
Eine Matrixungleichung:

Für die noch folgenden C2-Abschätzungen beweisen wir zunächst das folgende
Lemma aus [29]. (Dies vereinfacht doch weniger als zunächst gedacht. Nützlich wird
das folgende Lemma insbesondere, wenn man solche Abschätzungen außerhalb von
Extremalpunkten benötigt.)

Lemma 9.1. Seien
(
aij
)

und (Aij) symmetrische n×n-Matrizen. Nehme an, dass

(Aij) positive semidefinit ist und dass
(
aij
)

positiv definit ist. Die Inverse von
(
aij
)

wollen wir mit (ãij) bezeichnen. Dann gilt die Ungleichung

−aijAij +
1

ã11
A11 ≤ 0.

Beweis. Seien
(
bij
)

1≤i, j≤n und (cij)1≤i, j≤n positiv semidefinite symmetrische Ma-

trizen. Dann können wir eine orthogonale Basistransformation vornehmen, so dass
eine der beiden Matrizen zusätzlich noch diagonal ist und erhalten bijcij ≥ 0. Die-
se Ungleichung gilt natürlich auch in der ursprünglichen Basis. Somit genügt es,
nachzuweisen, dass

aij − δi1δ
j
1

1

ã11
=: dij

positiv semidefinit ist. Nach einem Basiswechsel mit Hilfe einer Blockdiagonalma-

trix der Form

(
1 0
0 T

)
, wobei T eine orthogonale (n − 1) × (n − 1)-Matrix ist,

dürfen wir also annehmen, dass (drs)2≤r, s≤n und (ars)2≤r, s≤n diagonal sind. Be-
achte hierbei, dass die Matrix

(
dij
)

in einer unter dieser Transformation invarianten
Art und Weise definiert ist.
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Für Matrizen dieser Form haben wir die Ungleichung

(9.1) det



a11 a12 · · · · · · a1n

a12 a22 0 · · · 0
... 0

. . .
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
a1n 0 · · · 0 ann

 =

n∏
i=1

aii −
∑
i>1

∣∣a1i
∣∣2 ·∏

j 6=i
j>1

ajj .

Wir berechnen für ã11

ã11 =
det (ars)2≤r, s≤n

det (aij)1≤i, j≤n
=

n∏
i=2

aii

n∏
i=1

aii −
∑
i>1

|a1i|2 ·
∏
j 6=i
j>1

ajj
,

und erhalten somit

d11 = a11 − 1

ã11
=

∑
i>1

∣∣a1i
∣∣2 · ∏

j 6=i
j>1

ajj

n∏
i=2

aii
.

Wir sollten nun nachweisen, dass
(
dij
)

positiv semidefinit ist. Es genügt aber

auch, hierfür nachzuweisen, dass für ε > 0 die wie folgt definierte Matrix
(
d̃ij
)

positiv semidefinit ist

d̃ij =

{
dij , i+ j > 2,

d11 + ε, i = j = 1,
.

Die ursprüngliche Behauptung folgt dann vermöge ε ↓ 0. Für den Nachweis der

positiven Definitheit von
(
d̃ij
)

zeigen wir, dass die Unterdeterminanten

det
(
d̃ij
)
k≤i, j≤n

für 1 ≤ k ≤ n positiv definit sind. Für k > 1 ist dies offensichtlich. Im Falle k = 1
benutzen wir wiederum die Formel (9.1) und erhalten

det d̃ij =
∑
i>1

∣∣a1i
∣∣2 ·∏

j 6=i
j>1

ajj + ε ·
n∏
i=2

aii −
∑
i>1

∣∣a1i
∣∣2 ·∏

j 6=i
j>1

ajj > 0.

Somit folgt die Behauptung des Lemmas. �

Wir dürfen ohne Einschränkung annehmen, dass 0 ∈ Ω gilt. Dann ist 〈x, ν〉 auf
∂Ω gleichmäßig durch eine positive Konstante nach unten abgeschätzt.

Aufgrund der C1-Abschätzungen gibt es eine positive Konstante µ0, so dass
f(x, u,Du) ≥ µ0 > 0 gilt. Um den allgemeinen Fall behandeln zu können, lösen wir
zunächst das Randwertproblem

detD2ψ = 1
2µ0 in Ω,

ψν =ϕ
(
x, ψ + ρ|x|2

)
− 2ρ〈x, ν〉 auf ∂Ω.
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Aufgrund der bisherigen Abschätzungen existiert eine Lösung ψ = ψρ mit von
ρ ∈ (0, 1) unabhängigen a priori Abschätzungen. Da µ0 > 0 gilt, finden wir eine
von ρ unabhängige Konstante λ > 0, so dass

D2ψρ ≥ λ Id.

Definiere nun ψ := ψ + ρ|x|2. Wählen wir nun ρ > 0 hinreichend klein, so können
wir

detD2ψ < µ0 in Ω

annehmen. Fixiere ρ entsprechend und unterdrücke den Index ρ ab jetzt wieder.
Aufgrund des Mittelwertsatzes finden wir aij > 0, so dass aij(uij−ψij) ≥ 0 gilt.

Wiederum aufgrund des Mittelwertsatzes gibt es eine Funktion γ ≤ 0, so dass

(u− ψ)ν = γ(u− ψ)

gilt. Daher folgt aufgrund des Maximumprinzips u − ψ ≤ 0 in Ω. Aufgrund der
Randbedingung folgt daher (u−ψ)ν ≥ 0 auf ∂Ω. Wir erhalten somit auf dem Rand

(9.2) (ψ − u)ν ≤ −2ρ〈x, ν〉 ≤ −2ρδ0

für eine positive abgeschätzte Konstante δ0.
Wir definieren nun eine neue Testfunktion w durch

w := log v + β
(
|Du|2 +M(ψ − u)

)
.

Hier ist v fast wie oben, wir addieren lediglich eine positive Konstante, so dass
die Terme bis zu erster Ordnung positiv werden, β � 1 ist eine noch zu wählende
positive Konstante und M � 1 ist so gewählt, dass

(9.3)
∣∣ukukν∣∣ ≤ ρδ0M

auf dem Rand gilt. Solch eine Konstante M existiert aufgrund der obigen a priori
Abschätzungen.

Maximum im Inneren:
Nehme zunächst an, dass die Funktion w ihr Maximum im Inneren annimmt.
Wir dürfen ohne Einschränkung annehmen, dass im Maximum v � 1 und uξξ �

1 (für geeignet fixiertes ξ) gelten und damit w in einer Umgebung des Maximums
wohldefiniert ist.

Die Extremalbedingung impliziert nun

0 = wi =
vi
v

+ 2βukuki +Mβ(ψ − u)i,

0 ≥ vwij = vij −
vivj
v

+ 2βvukukij + 2βvuki ukj +Mβv(ψ − u)ij .

Hieraus folgt

0 ≥ uijvij −
1

v
uijvivj + 2βvukuijuijk + 2βv∆u+Mβv

(
λ truij − n

)
.

Wir differenzieren die Gleichung

log detD2u = log f(x, u,Du) ≡ f̂(x, u,Du),

uijuijk = f̂k + f̂zuk + f̂piuik,

uijuijξξ =uikujluijξuklξ + f̂ξξ + 2f̂ξzuξ + 2f̂ξpiuiξ + f̂zuξξ + f̂zzuξuξ

+ 2f̂zpiuξuiξ + f̂pipjuiξujξ + f̂piuiξξ.
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Weiterhin gilt

v =uξξ + akuk + b+K|x|2,

vi =uξξi + aki uk + akuki + bi + 2Kxi,

vij =uξξij + akijuk + aki ukj + akjuki + akukij + bij + 2Kδij .

Es folgt mit Hilfe von Lemma 9.1 für ein noch zu fixierendes ε > 0 unter der
Annahme, dass uξξ � 1 ist,

0 ≥uijuijξξ − c truij + akuijuijk + 2K truij

− 1

v
uijvivj + 2βvukuijukij + 2βv∆u+Mβv

(
λ truij − n

)
≥uikujluijξuklξ −

1

uξξ
uijvivj − c truij − cu2

ξξ + f̂piuiξξ + 2K truij

+ 2βv
(
−c+ ukf̂piuik

)
+ 2βv∆u+Mβv

(
λ truij − n

)
≥uikujluijξuklξ −

1

uξξ
uij
(
uξξi + ci + akuki

) (
uξξj + cj + alulj

)
− c truij − cu2

ξξ + f̂piuiξξ + 2K truij

+ 2βv
(
−c+ ukf̂piuik

)
+ 2βv∆u+Mβv

(
λ truij − n

)
≥ − 1

uξξ
εuijuξξiuξξj −

c

ε

1

uξξ

(
truij + uξξ

)
− c truij − cu2

ξξ + f̂pi
(
−
(
akuk

)
i
− bi − 2Kxi − 2βvukuki −Mβv(ψ − u)i

)
+ 2K truij + 2βv

(
−c+ ukf̂piuik

)
+ 2βv∆u+Mβv

(
λ truij − n

)
≥ − 1

uξξ
εuij

(
ci − akuki − 2βvukuki −Mβv(ψ − u)i

)
·

·
(
cj − alulj − 2βvululj −Mβv(ψ − u)j

)
− c

ε

1

uξξ

(
truij + uξξ

)
− c truij − cu2

ξξ + 2βv∆u+Mβv
(
λ truij − c

)
≥ − c(M)εβ2v

(
1 + truij + uξξ

)
− c

ε

1

uξξ

(
truij + uξξ

)
− c truij − cu2

ξξ + 2βv∆u+Mβv
(
λ truij − c

)
.

Nehme ohne Einschränkung an, dass uξξ und truij groß sind. Wir wollen zunächst
den ersten Term schlucken. Dazu setzen wir zunächst εβ2 = 1 und wählen dann
β � 1. Damit lassen sich alle negativen Terme leicht schlucken. Somit erhalten
wir einen Widerspruch, falls

∣∣D2u
∣∣ nicht beschränkt ist. Innere C2-Abschätzungen

folgen.
Maximum am Rand: Da die Zusatzterme in w gegenüber den Rechnungen im

Modellfall beschränkt sind, genügt es, den Fall zu betrachten, wenn ξ ein Tangen-
tialvektor ist. Die anderen Fälle funktionieren analog zu Kapitel 9.3.

Im noch ausstehenden Fall gilt aufgrund der Extremalität

0 ≤ νiwi

= νivi
1

v
+ β

(
2ukukiν

i +M(ψ − u)iν
i
)
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≤ νivi
1

v
+ β (2ρδ0M − 2ρδ0M) nach (9.2) und (9.3)

≤ νivi
1

v
.

Der Rest der Argumentation folgt dann wieder genau dem entsprechenden Argu-
ment aus Kapitel 9.3.

Globale C2-Abschätzungen folgen.
Existenz: Abschätungen höherer Ordnung und Existenz folgen auch in diesem

Fall wie im Modellfall.
Das Theorem folgt.

10. Zweites Randwertproblem

10.1. Elliptische Problemstellung. Seien Ω,Ω∗ ⊂ Rn offen, beschränkt, glatt
und strikt konvex. Seien f : Ω → R+, g : Ω∗ → R+ über den Rand hinaus glatt
fortsetzbar, in Ω bzw. Ω∗ durch eine positive Konstante nach unten beschränkt
und gelte

∫
Ω

f =
∫

Ω∗
g = 1. Betrachte das Randwertproblem

(10.1)

{
detD2u = f(·)

g(Du) in Ω,

Du(Ω) = Ω∗.

Dies ist durch Transportprobleme wie folgt motiviert: Seien f und g Dichten. An-
genommen, es soll z. B. Sand mit Dichte f auf Ω nach Ω∗ mit Dichte g transportiert
werden. Nehme an, dass der Transport durch u : Ω→ R dadurch beschrieben wird,
dass Sandkörner von x nach Du(x) transportiert werden. Ist u glatt und strikt
konvex, so ist x 7→ Du(x) injektiv. Sei E ⊂ Ω messbar. Dann gilt∫

E

f(x) dx =

∫
Du(E)

g(y) dy.

Aufgrund der Integraltransformationsformel erhalten wir wegen
”
dx = dy

detD2u“∫
E

f(x) dx =

∫
Du(E)

f(x)

detD2u(x)
dy.

Durch Vergleich der beiden Formeln für geeignete kleine Mengen E erhalten wir
aus der Stetigkeit der beteiligten Funktionen

g(Du(x)) =
f(x)

detD2u(x)

oder die oben angegebene Differentialgleichung. Die Bedingung Du(Ω) = Ω∗, die
wir noch als Randbedingung identifizieren werden, ergibt sich daraus, dass der Sand
genau nach Ω∗ transportiert werden soll.

10.2. Parabolische Problemstellung.

Bemerkung 10.1 (Generalvoraussetzungen).
Seien Ω,Ω∗ ⊂ Rn offen, beschränkt, glatt, nicht leer und strikt konvex. Sei h : Rn →
R glatt, strikt konvex und gelte ∂Ω∗ = {x ∈ Rn : h(x) = 0} sowie Dh = ν∗ auf
∂Ω∗, wobei ν∗ die äußere Normale an ∂Ω∗ bezeichnet. h ist damit eine definierende
Funktion für Ω∗. Erfülle h∗ die Eigenschaften von h für Ω statt für Ω∗.
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Sei f : Ω×Ω∗ → R glatt über den Rand hinaus positiv fortsetzbar. Sei u0 : Ω→ R
strikt konvex und glatt über Ω hinaus fortsetzbar mit Du0(Ω) = Ω∗.

Das folgenden Theorem ist eine Variation aus [26].

Theorem 10.2. Gelten die Generalvoraussetzungen. Dann besitzt

(10.2)


u̇ = log detD2u− log f(·, Du(·)) in Ω× [0,∞),

Du(Ω, t) = Ω∗ für t ∈ [0,∞),

u(·, 0) = u0 in Ω

für positive Zeiten eine glatte und bis t = 0 in C2;1 liegende (im Raum) strikt
konvexe Lösung.

Für t→∞ konvergiert u gegen eine translatierende Lösung.

Wir verweisen auch auf (10.2), solange wir nur von der Existenz einer Lösung
auf einem Intervall [0, T ) mit T <∞ wissen.

Bemerkung 10.3. Ist f in Quotientengestalt f(x)
g(Du(x)) wie in der elliptischen Pro-

blemstellung gegeben, so folgt

eu̇f(x)

g(Du(x))
= detD2u.

Die Integraltranformationsformel zusammen mit der Differentialgleichung liefert
also ∫

Ω

f(x) dx =

∫
Ω∗

e−u̇g(y) dy.

Somit ist die translatierende Lösung, gegen die u für t → ∞ konvergiert, genau
dann stationär, wenn

∫
Ω

f =
∫

Ω∗
g gilt.

Bemerkung 10.4. Wir gehen für den Beweis von Theorem 10.2 wie folgt vor:

(i) Wir nehmen an, dass eine Lösung für eine kurze Zeit existiert.
(ii) Wir zeigen a priori Abschätzungen, darunter auch, dass (10.2) ein strikt obli-

ques Problem ist.
(iii) Wir erhalten Langzeitexistenz.
(iv) Wir beweisen die Konvergenzaussage.

10.3. Legendretransformation.

Bemerkung 10.5. Es gilt Sn(λi) = 1

Sn(λ−1
i )

.

Definition 10.6. Sei u : Ω → R strikt konvex. Dann definieren wir die Legendre-
transformierte von u, u∗ : Ω∗ ≡ Du(Ω)→ R durch

u∗(y) := xiui(x)− u(x) ≡ xiyi − u, yi = ui(x).

Bei zeitabhängigen Funktionen betrachten wir u(·, t) für feste Zeiten t.
(Alternativ kann man

u∗(y) := sup
x∈Ω

(
xiyi − u(x)

)
definieren.)
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Lemma 10.7. Sei u eine strikt konvexe C2;1-Lösung von (10.2). Dann gilt u̇∗ = log detD2u∗ − log f∗(y,Du∗) in Ω∗ × [0,∞),
Du∗(Ω∗, t) = Ω, für t ∈ [0,∞),

u∗(·, 0) = u∗0 in Ω∗,

wobei

f∗(y, q∗) :=
1

f(q∗, y)

ist und u̇∗ bei festem y berechnet wird.

Beweis. Es gilt

∂yj
∂xi

=uij ,

u∗j =
∂xi

∂yj
yi + xiδij − ui

∂xi

∂yj
= xj ,

u∗ij =
∂xi
∂yj

=
((
D2u

)−1
)
ij
,

u̇∗ =
∂xi

∂t
yi − u̇− uiẋi = −u̇.

Hieraus ergibt sich die Behauptung. �

10.4. Strikte Obliqueness.

Definition 10.8 (oblique). Eine Randbedingung h(x, u(x), Du(x)) = 0 heißt obli-
que, falls ∂h

∂pk
(x, u(x), Du(x))νk > 0 für x ∈ ∂Ω gilt.

(Bei zeitabhängigen Problemen ist die Definition analog.)

Lemma 10.9. Solange eine Lösung zu (10.2) wie in Theorem 10.2 existiert, ist
die Randbedingung strikt oblique, d. h. es gilt

(10.3) 〈ν(x), ν∗(Du(x, t))〉 > 0, x ∈ ∂Ω,

wobei ν und ν∗ die äußeren Normalen an Ω und Ω∗ bezeichnen.

Beweis. Zum Beweis von (10.3) benutzen wir

νi(x) · ν∗i (Du(x, t)) = νi · hpi(Du(x, t)).

Da h(Du) in Ω negativ ist und auf ∂Ω verschwindet, erhalten wir auf ∂Ω für τ
orthogonal zu ν

(10.4) hpkukτ = 0, hpkukν ≥ 0.

Aus

(10.5) hpkνk = hpkukiu
ijνj = hpkukν · uνν ≥ 0

lesen wir ab, dass die Größe, deren Positivität wir nachweisen wollen, zumindest
nichtnegativ ist.

Mit (10.4) und (10.5) erhalten wir auf ∂Ω(
hpkν

k
)2

= uννhpkukνu
ννuνlhpl

= uννhpkukiu
ijujlhpl

= uννuklhpkhpl > 0.

Die Behauptung folgt. �
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10.5. u̇, C0 und C1-Abschätzungen.

Lemma 10.10. Sei u eine Lösung zu (10.2) (wie in Theorem 10.2). Dann gilt

sup
Ω
|u̇(·, t)| ≤ sup

Ω
|u̇(·, 0)|

für alle t ≥ 0.

Beweis. Wir differenzieren (10.2) und erhalten für w := u̇ die Differentialgleichung{
ẇ = uijwij − f̂pkwk in Ω× [0, T ),

0 = hpkwk auf ∂Ω× [0, T ).

Hierbei haben wir angenommen, dass die Lösung bis T ≤ ∞ existiert und f̂ = log f
abgekürzt. Dies werden wir auch in Zukunft so machen. Die Behauptung folgt nun
direkt aus dem Maximumprinzip. �

Lemma 10.11. Eine Lösung u von (10.2) erfüllt |Du| ≤ c(Ω∗).

Beweis. Dies folgt direkt aus der Randbedingung Du(Ω) = Ω∗. �

Lemma 10.12. Eine Lösung u von (10.2) erfüllt

|u(x, t)| ≤ c (‖u̇(·, 0)‖C0 , T, ‖u(·, 0)‖C0)

für alle (x, t) ∈ Ω× [0, T ].

Beweis. Integriere die Abschätzungen an u̇. �

Korollar 10.13. Für eine Lösung u von (10.2) gilt

| log detD2u| ≤ c(‖u‖C1;1).

Beweis. Dies folgt direkt aus der Evolutionsgleichung (10.2). �

11. Zweites Randwertproblem: Gleichmäßige strikte Obliqueness

Wir beweisen nun eine positive untere Schranke für die Größe aus Lemma 10.9.

Lemma 11.1. Eine Lösung von (10.2) erfüllt die strikte Obliqueness Bedingung

(11.1) 〈ν(x), ν∗(Du(x, t))〉 ≥ 1

c
> 0, x ∈ ∂Ω,

für eine von t unabhängige Konstante c.

Beweis. Wir nehmen an, dass eine Lösung unserer Flussgleichung auf einem Zeitin-
tervall (0, T ] existiert und zeigen eine von T unabhängige positive untere Schranke
für hpkν

k.
Sei also (x0, t0) ∈ ∂Ω×[0, T ] so, dass hpkν

k dort kleiner oder gleich als in anderen
Punkten in ∂Ω × [0, t0] ist. Da hpkν

k auf ∂Ω × {0} positiv ist, dürfen wir t0 > 0
annehmen. Nehme weiterhin an, dass ν(x0) = −en gilt. Wir setzen ν glatt auf eine
Tubenumgebung von ∂Ω fort, so dass im Matrixsinn

(11.2) Dkν
l ≡ νlk ≥

1

c1
δlk

c1 für eine positive Konstante gilt. Zu einer weiteren noch zu wählenden positiven
Konstanten A definieren wir

v = hpkν
k −Ah(Du).
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(Aus Kovarianzgründen müssten wir eigentlich νk schreiben.) Die Funktion v nimmt
ihr Minimum über ∂Ω× (0, t0] in (x0, t0) an. Somit gilt dort

0 = vr = −hpnpkukr + hpkν
k
r −Ahpkukr, 1 ≤ r ≤ n− 1,(11.3)

0 ≥ v̇.(11.4)

Wir nehmen zunächst an, dass

(11.5) vn(x0, t0) ≥ −c(A),

gilt und zeigen, dass dies eine positive untere Schranke an uklhpkhpl liefert. Danach
zeigen wir (11.5). Das Lemma folgt dann aus den Rechnungen in Lemma 10.9 und
aus einer positiven unteren Schranke an uνν .

Wähle ein Koordinatensystem mit ν = −en im Punkt (x0, t0). Es folgt dort
v = −hpn −Ah. Wir schreiben (11.5) dort als

hpkplν
kuln + hpkν

k
n −Ahpkukn = −hpnpluln + hpkν

k
n −Ahpkukn ≥ −c(A).

Wir multiplizieren mit −hpn > 0 und addieren (11.3) mit hpr multipliziert. Im
Punkt (x0, t0) erhalten wir

Auklhpkhpl ≥ c(A)hpn + hpkν
k
l hpl −hpkhpnplulk︸ ︷︷ ︸

≥0

,

wobei wir zweimal (10.4) und die Konvexität der definierenden Funktion h, d. h.
genauer hpnpn ≥ 0, benutzen. Aus (10.4), der Konvexität von h und (11.2), erhalten
wir in (x0, t0)

Auklhpkhpl ≥ c(A)hpn +
1

c1
= −c(A) · hpkνk +

1

c1
,

da |∇h| = 1 auf ∂Ω∗. Wir dürfen annehmen, dass die rechte Seite der Ungleichung
positiv ist. Sonst ist nämlich hpn = hpkν

k nach unten durch eine positive Konstante
beschränkt und das Lemma folgt. Somit dürfen wir annehmen, dass uklhpkhpl durch
eine positive Konstante nach unten beschränkt ist.

Wir beweisen nun (11.5). (Etwas kürzer wäre der Beweis, wenn man eine Barriere
in einer Tubenumgebung von ∂Ω konstruiert. Damit umgeht man den Term |x−x0|2.
Am hier ausgeführten Beweis sieht man jedoch, dass nur lokale Eigenschaften der
beteiligten Größen eine Rolle spielen.)

Differenzieren von (10.2) liefert

0 = −u̇k + uijuijk − f̂prurk − f̂k.

Damit erhalten wir für

Lw := − ẇ + uijwij − f̂piwi

dass

v =hpkν
k −Ah(Du),

v̇ =hpkplν
ku̇l −Ahpk u̇k,

vi =hpkplν
kuli + hpkν

k
i −Ahpkuki,

vij =hpkplν
kulij + hpkplprν

kuliurj + hpkplν
k
j uli + hpkplν

k
i ulj + hpkν

k
ij

−Ahpkukij −Ahpkplukiulj ,
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Lv =hpkplν
k
(
−u̇l + uijuijl − f̂prurl

)
−Ahpk

(
−u̇k + uijuijk − f̂prurk

)
−Ahpkplukl + hpkplprν

kulr + 2hpkplν
k
l + hpkν

k
iju

ij − f̂pihpkνki
=hpkplν

kf̂l −Ahpk f̂k −Ahpkplukl + hpkplprν
kulr + 2hpkplν

k
l + hpkν

k
iju

ij

− f̂pihpkνki
≤ c · (1 +A) + c · truij ,

falls A so groß gewählt wurde, dass die beiden Terme mit D2u positiv sind

≤ c(A) · truij ,

falls A genügend groß ist. Die letzte Ungleichung ergibt sich dabei wie folgt: Seien
(λi)1≤i≤n die Eigenwerte von uij . Da | log detD2u| beschränkt ist, erhalten wir mit
Hilfe der geometrisch-arithmetischen Ungleichung

1

n
truij =

1

n

n∑
i=1

1

λi
≥

(
n∏
i=1

1

λi

)1/n

=
1(

n∏
i=1

λi

)1/n
=

1

(detD2u)
1/n
≥ c.

Setze d = dist(·, ∂Ω) und ϑ := d − µd2 für ein noch zu wählendes µ � 1. Da Ω
strikt konvex ist, gibt es µ� 1 und ε > 0, so dass nahe ∂Ω

(11.6) Lϑ ≤ −ε · truij

gilt: Die strikte Konvexität impliziert, dass dij ≤ −2εδij gilt, falls wir nur mit
Richtungen ξ mit 〈ξ,∇d〉 = 0 testen. Es gilt

ϑ̇ = 0

ϑi = di − 2µddi,

ϑij = dij − 2µdidj + 2µddij ,

durch Testen der Positivität von uij mit
√
ζei ± 1√

ζ
en

2
∣∣uin∣∣ ≤ ζuii +

1

ζ
unn,

Lϑ =uijdij − 2µuijdidj + 2µduijdij︸ ︷︷ ︸
≤0

−f̂pidi + 2µdf̂pidi,

in einem beliebigen festen Punkt nehmen wir nun ohne Einschränkung ∇d = en
an,

≤− 2ε truij − 2µunn + c(1 + µd)

= − ε truij − εu11 − εu22 − . . .− εun−1n−1−εunn︸ ︷︷ ︸
≤0

−2µunn + c(1 + µd)

≤ − ε truij − n

(
εn−1 · 2µ ·

n∏
i=1

uii

)1/n

+ c(1 + µd)
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aufgrund der arithmetisch-geometrischen Ungleichung, siehe auch weiter unten für
die folgende Abschätzung,

≤ − ε truij − nε
n−1
n 21/nµ1/n det

(
uij
)

+ c(1 + µd)

≤ − ε truij ,

indem wir zunächst stets annehmen, dass µd ≤ 1 ist und dann µ groß wählen.
Bei der arithmetisch-geometrischen Ungleichung haben wir angenommen, dass die
Matrix (uij)i,j<n diagonal ist und deshalb

det
(
uij
)

= det



u11 0 · · · 0 u1n

0
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . . 0

...
0 · · · 0 un−1n−1 un−1n

u1n · · · · · · un−1n unn


=

n∏
i=1

uii −
∑
i<n

|uni|2
∏
j 6=i
j<n

ujj ≤
n∏
i=1

uii(11.7)

gilt. Wir betrachten die Funktion ϑ in der Menge Ωδ := Ω ∩ Bδ(x0), wobei δ > 0
so klein gewählt ist, dass ϑ glatt und positiv ist und dass weiterhin (11.6) gilt:{

Lϑ ≤ −ε truij in Ωδ,

ϑ ≥ 0 in Ωδ.

Die Funktion v ist beschränkt und nimmt ihr Minimum über ∂Ω×[0, t0] in (x0, t0)
an. Somit gibt es C � B � 1 und eine affin lineare Funktion l mit l(x0) = 0, die
wir für Θ ≥ 0 zur Zeit t = 0 benötigen, so dass

Θ := C · ϑ+B · |x− x0|2 + v − v(x0, t0) + l{
Θ ≥ 0 auf (∂Ωδ × [0, t0]) ∪ (Ωδ × {0}),

LΘ ≤ 0 in Ωδ × [0, t0].

erfüllt: Wir fixieren zunächst B für die Randwerte und dann C für die Differentia-
lungleichung. Das Maximumprinzip liefert nun

(C · ϑ+ v + l)n(x0, t0) ≥ 0,

da C · ϑ+B · |x− x0|2 + v− v(x0, t0) + l in (x0, t0) verschwindet. Dies zeigt (11.5).
Analog zu oben setzen wir ν∗ glatt in eine Tubenumgebung von ∂Ω∗ fort, so dass

dort ν∗ki ≥ 1
c δ
k
i im Matrixsinn gilt. Definiere

v∗ = h∗qk(Du∗)ν∗k −Ah∗(Du∗)

sowie einen linearen Operator L∗ durch

L∗w := −ẇ + u∗ijwij − f̂∗qiwi.

Wie oben sehen wir, dass v∗|∂Ω×[0,T ] positiv ist. Fixiere T > 0. Angenommen es

gibt (y0, t0) mit t0 > 0, so dass v∗|∂Ω×[0,t0] in (y0, t0) minimal ist. (Beachte, dass

dann y0 = Du(x0, t0) gilt.) Sonst ist die positive untere Schranke an v∗ bekannt.
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Rechnungen wie im ersten Teil des Beweises liefern in (y0, t0) die Ungleichung

(11.8) Au∗klh
∗
qk
h∗ql ≥ −c(A)h∗qkν

∗k + ν∗lk h
∗
qk
h∗ql + h∗qkh

∗
qrql

ν∗ru∗lk︸ ︷︷ ︸
≥0

.

Der letzte Term ist wiederum nichtnegativ. Es gilt h∗qkν
∗k = 〈ν∗, ν〉. Daher dürfen

wir annehmen, dass diese Größe klein ist. Wie oben ist der mittlere Term auf der
rechten Seite aufgrund der Konvexität von Ω∗ und da |Dh∗| = 1 auf ∂Ω∗ gilt, durch
eine positive Konstante nach unten beschränkt. Wir erhalten also u∗klh

∗
qk
h∗ql ≥

1
c >

0. Nun gelten u∗kl = ukl und h∗qk = νk. Somit erhalten wir eine positive untere
Schranke an uνν und die strikte Obliqueness folgt. �

12. Zweites Randwertproblem: C2-Abschätzungen

Um die Darstellung zu vereinfachen schreiben wir (wie bei obliquen Randwert-
problemen üblich) hpk(Du) = βk. Wir differenzieren die Randbedingung und er-
halten auf ∂Ω

(12.1) uτβ = 0, uνβ ≥ 0.

Dabei bezeichnet ν die äußere Normale an ∂Ω und τ einen beliebigen an ∂Ω tan-
gentialen Vektor. Die ist gerade nochmals die Gleichung (10.4) in anderer Notation.

Die Abschätzungen dieses Abschnittes gelten für beliebiges ε > 0 außer wenn wir
ε explizit festlegen. Daher ergibt ein Term der Form c(ε)+ε ·M nach Multiplikation
mit einer Konstanten wiederum einen Term der Form c(ε) + ε ·M .

Wir erhalten

Lemma 12.1. Eine Lösung u von (10.2) auf einem Zeitintervall [0, T ] erfüllt für
beliebiges ε > 0

(12.2) uββ ≤ c(ε) + ε ·M auf ∂Ω× [0, T ],

wobei M := sup
Ω×[0,T ]

∣∣D2u
∣∣ ist.

Beweis. Wir definieren H = h(Du) und

Lw := −ẇ + uijwij − f̂piwi.

Da | log detD2u| beschränkt ist, können wir hierfür die Differentialungleichung

LH ≤ (c(ε) + εM) · truij

herleiten: Es folgt unter Benutzung der differenzierten Gleichung

Ḣ =hpk u̇k,

Hi =hpkuki,

Hij =hpkukij + hpkplukiulj ,

LH =hpk f̂k + hpkplukl

≤ c+ c ·M ≤ (c(ε) + ε ·M) · truij .

Wie im Beweis von Lemma 11.1 betrachten wir nun die Funktion

A · (c(ε) + ε ·M) · ϑ+B · |x− x0|2 +H + l
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wobei ϑ, l wie in Lemma 11.1 sind. Wiederum sind A� B � 1 geeignete Konstan-
ten und x0 ∈ ∂Ω ist beliebig. Wir erhalten

(12.3) uβν ≤ c(ε) + ε ·M auf ∂Ω.

Wir wollen darauf hinweisen, dass das ε aus (11.6) dort unabhängig von dem hier
betrachteten ε fixiert wurde. Wegen uβτ = 0 auf ∂Ω und aufgrund der strikten
obliqueness – oder indem wir wie oben mit β statt mit ν argumentieren – folgt die
behauptete Ungleichung. �

Wie in [12] erhalten wir eine Abschätzung für die zweiten Ableitungen in Ω aus
den Randabschätzungen.

Lemma 12.2. Für eine Lösung u von (10.2) in [0, T ] erhalten wir die Abschätzung

sup
Ω×[0,T ]

|D2u| ≤ c+ sup
∂Ω×[0,T ]

|D2u|+ sup
Ω×{0}

|D2u|.

Beweis. Wir gehen analog zu [12] vor und nehmen an, dass

Ω× [0, T ]× Sn−1 3 (x, t, ξ) 7→ 1

2
γ · |Du(x, t)|2 + log uξξ(x, t)

in Ω× (0, T ]× Sn−1 für ein hinreichend großes γ � 1 maximal wird. Betrache ein
solches inneres nicht-fallendes Maximum. Sei ohne Einschränkung dort u11 ≥ 1 und
gelte ξ = e1. Weiterhin sei D2u dort diagonal. Definiere

w := 1
2γ|Du|

2 + log u11.

Differenzieren wir (10.2) doppelt, so erhalten wir

(12.4) −u̇11 + uijuij11 − f̂piui11 = uikujluij1ukl1 + f̂pipjui1uj1 + 2f̂pi1ui1 + f̂11.

Damit folgt in diesem Maximum

ẇ = γuku̇k +
1

u11
u̇11,

wi = γukuki +
1

u11
u11i,

wij = γukukij +
1

u11
u11ij + γuki uki −

1

u2
11

u11iu11j ,

Lw = γuk
(
−u̇k + uijuijk − f̂piuki

)
︸ ︷︷ ︸

=f̂k

+
1

u11

(
−u̇11 + uijuij11 − f̂piu11i

)

+ γ∆u− 1

u2
11

uiju11iu11j

= γukf̂k +
1

u11

(
uikujluij1ukl1 + f̂pipjui1uj1 + 2f̂pi1ui1 + f̂11

)
+ γ∆u− 1

u2
11

uiju11iu11j

≥ − cγ +
1

u2
11

uikui11uk11 − c · u11 − c−
1

u2
11

uiju11iu11j + γu11

≥ − c(1 + γ + u11) + γu11.
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Somit ist u11 in einem inneren wachsenden Maximum von w (Lw ≤ 0) beschränkt.
Damit ist w dort beschränkt und da w dort maximal war, ist w global beschränkt.
Die Behauptung folgt. �

C2-Abschätzungen folgen nun, wenn wir noch die doppelt tangentialen Ableitun-
gen am Rand kontrollieren können, da wir bereits uβτ (= 0) und uββ kontrolliert
haben und D2u im Inneren durch eine Abschätzung für die Randwerte kontrolliert
ist.

Lemma 12.3. Sei u eine Lösung von (10.2) im Zeitintervall [0, T ]. Dann sind dort
die zweiten Ableitungen am Rand gleichmäßig beschränkt.

Beweis. Wir dürfen annehmen, dass

(12.5) sup
∂Ω×[0,T ]

sup
|τ |=1, 〈τ,ν〉=0

uττ = u11(x0, t0)

gilt, wobei x0 ∈ ∂Ω und t0 ∈ (0, T ] gelten und außerdem ν = −en die äußere
normale an ∂Ω in x0 ist. In einem Randpunkt zerlegen wir eine beliebige Richtung
ξ, d. h. einen Vektor ξ ∈ Rn der Länge eins, als

ξ = τ(ξ) +
〈ν, ξ〉
〈β, ν〉

β,

wobei τ(ξ), ein an β angepasster tangentialer Anteil von ξ und βT , der tangentiale
Anteil von β, durch

τ(ξ) = ξ − 〈ν, ξ〉ν − 〈ν, ξ〉
〈β, ν〉

βT sowie βT = β − 〈β, ν〉ν

definiert sind. Aufgrund der Obliquenessabschätzungen gilt 〈β, ν〉 ≥ 1
c > 0. Wei-

terhin gilt
∣∣βT ∣∣2 = |β|2 + 〈β, ν〉2 − 2〈β, ν〉2 = 1 − 〈β, ν〉2 ≤ 1. Wir erhalten die

Abschätzung

|τ(ξ)|2 = |ξ|2 + 〈ν, ξ〉2 +

(
〈ν, ξ〉
〈β, ν〉

)2 ∣∣βT ∣∣2 − 2〈ν, ξ〉2 − 2
〈ν, ξ〉
〈β, ν〉

〈
βT , ξ

〉
+ 0

≤ 1 + c · 〈ν, ξ〉2 − 2〈ν, ξ〉
〈
βT , ξ

〉
〈β, ν〉

.(12.6)

In unserer Situation definieren wir nun τ := τ(e1) und erhalten auf ∂Ω und nicht
nur in x0 mit Hilfe der Abschätzungen (12.1), (12.2), (12.5) und (12.6)

u11 =D2u〈τ(e1), τ(e1)〉+ 2D2u

〈
τ(e1),

〈ν, e1〉
〈β, ν〉

β

〉
︸ ︷︷ ︸

=0 wegen (12.1)

+D2u〈β, β〉
(
〈ν, e1〉
〈β, ν〉

)2

≤

(
1 + c · 〈ν, e1〉2 − 2

〈ν, e1〉 ·
〈
βT , e1

〉
〈β, ν〉

)
· u11(x0, t0)(12.7)

+ (c(ε) + ε ·M)〈ν, e1〉2.

Als Zwischenschritt leiten wir eine Schranke für M := sup
Ω×[0,T ]

∣∣D2u
∣∣ (wie in

Lemma 12.1) her. Nach Lemma 12.2 wissen wir, dass

(12.8) M ≤ c+ sup
∂Ω×[0,T ]

|D2u|
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gilt, wobei das Supremum auch nicht tangentiale Richtungen mit einschließt. Sei
nun ξ eine beliebige Richtung. Es gilt uβτ = 0 auf ∂Ω. Zusammen mit (12.5) und
(12.2) erhalten wir

uξξ ≤ uτ(ξ)τ(ξ) + c · uββ
≤ c · u11(x0, t0) + c(ε) + ε ·M.

Wir kombinieren dies für kleine ε > 0 (ε = 1/2 genügt) mit (12.8) und erhalten

(12.9) M ≤ c · (1 + u11(x0, t0)).

Hier haben wir nun ε > 0 fixiert und in der Schreibweise unterdrückt. Später werden
wir ε nochmals anders fixieren.

Nach (12.9) dürfen wir nun für den Rest des Beweises ohne Einschränkung
u11(x0, t0) ≥ 1 annehmen. Definiere

w :=
u11

u11(x0, t0)
+ 2
〈ν, e1〉 · 〈βT , e1〉

〈β, ν〉

nach (12.7) erhalten wir

|w − 1| ≤ c(ε)|x′|2 auf ∂Ω nahe x0,

wobei x′ ≡
(
x1, . . . , xn−1

)
ist. Nach (12.9) erhalten wir |w| ≤ c(ε) überall auf ∂Ω.

Den Term 2 〈ν,e1〉·〈β
T ,e1〉

〈β,ν〉 betrachten wir als eine bekannte von (x,Du) abhängige

Funktion und erhalten mit Hilfe der Flussgleichung (10.2) in Ω

w =
u11

u11(x0, t0)
+ g(·, Du),

ẇ =
1

u11(x0, t0)
u̇11 + gpk u̇k,

wi =
1

u11(x0, t0)
u11i + gpkuki + gi,

wij =
1

u11(x0, t0)
u11ij + gpkukij + gpkplukiulj + gipkukj + gjpkuki + gij ,

Lw = − ẇ + uijwij − f̂pkwk

=
1

u11(x0, t0)

(
−u̇11 + uiju11ij − f̂piui11

)
+ gpk

(
−u̇k + uijuijk − f̂piuik

)
− f̂pigi + gpkplukl + 2gipi + uijgij

=
1

u11(x0, t0)

(
uikujluij1ukl1 + f̂pipjui1uj1 + 2f̂pi1ui1 + f̂11

)
(nach (12.4))

+ gpk f̂k − f̂pigi + gpkplukl + 2gipi + uijgij

≥ − c ·M2

u11(x0, t0)
− c ·M − c · truij

≥ − c · (c(ε) + ε ·M) · truij (nach (12.9)).

Ein paar Erläuterungen zur letzten Abschätzung: Wird M groß, so wird auch ein λi
groß. Da

∏
λi beidseitig durch positive Konstanten kontrolliert ist, muss auch ein

λi → 0 konvergieren. Somit wird in diesem Falle truij groß und es gilt ε truij ≥ c.
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Damit erhalten wir

c ·M2

u11(x0, t0)
+ c ·M ≤ c ·M(1 + u11(x0, t0))

u11(x0, t0)
+ c ·M ≤ c ·M

≤ c(ε) + ε ·M · truij ≤ (c(ε) + ε ·M) · truij .

Wir betrachten nun eine Hilfsfunktion von der Form

A · (c(ε) + εM) · ϑ+B · |x− x0|2 − w − l
und erhalten mit Hilfe des Maximumprinzips analog zu oben −wβ ≤ c(c(ε)+εM) =
c(ε) + εM und daher wegen gpn(x0, Du(x0, t0)) = 0

(12.10) u11β(x0, t0) ≥ −(c(ε) + ε ·M) · u11(x0, t0).

Nun differenzieren wir die Randbedingung zweimal in Richtung e1 und erhalten
(mit x̂ = x′)

0 =h(Du(x̂, ω(x̂))),

0 =hpkuk1 + hpkuknω1,

0 =hpkpluk1ul1 + uβ11 − uβνω11 in (x0, t0).

Dabei haben wir ∂Ω lokal als graphω dargestellt und für die letzte Gleichheit
angenommen, dass Dω = 0 im betrachteten Punkt gilt. Mit (12.10) kombiniert
erhalten wir

0 ≥ hpkpluk1ul1 − uβνω11 − (c(ε) + ε ·M) · u11(x0, t0).

Mit (12.3), (12.9) und der Konvexität von h erhalten wir daraus

0 ≥ 1

c
u11(x0, t0)2 − (c(ε) + ε · u11(x0, t0)) · (u11(x0, t0) + c).

Für kleine ε > 0 folgt u11(x0, t0) ≤ c und damit die Behauptung. �

13. Zweites Randwertproblem: Konvergenz

Die folgenden Überlegungen, siehe [31], verfeinern das Konvergenzresultat aus
[1]. Dort wird auf G. Huisken verwiesen.

13.1. Existenz einer translatierenden Lösung. Wir fixieren t0 > 0 und be-
trachten das von

w(x, t) := u(x, t)− u(x, t+ t0)

gelöste Randwertproblem. Aufgrund des Hauptsatzes der Differential- und Integral-
rechnung gibt es eine positiv definite Matrix

(
aij(x, t)

)
und ein Vektorfeld

(
bi(x, t)

)
so dass

ẇ = aijwij + biwi in Ω× (0,∞)

gilt.
Wir benutzen, dass h(Du) = 0 auf ∂Ω × [0,∞) gilt. Wir haben bereits gezeigt,

dass die Randbedingung gleichmäßig oblique ist, dass also hpk(Du)νk ≥ 1
c > 0 gilt.

Es folgt

0 = h(Du(x, t))− h(Du(x, t+ t0))

=

1∫
0

hpk(τDu(x, t) + (1− τ)Du(x, t+ t0)) dτ · wk ≡ βkwk.
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Dabei verwenden wir als h den signierten Abstand zu ∂Ω, der in Ω negativ ist,
ersetzen h durch εh/|h| für |h| ≥ ε und glätten. Ist ε > 0 klein genug, was wir ohne
Einschränkung annehmen dürfen, so ist βk fast durch

σ · hpk(Du(x, t)) + (1− σ) · hpk(Du(x, t+ t0)),

für ein σ ∈ [0, 1] gegeben. Daher gilt auch hier noch die gleichmäßige strikte Obli-
queness, also βkνk ≥ 1

c > 0.
Aufgrund des strikten Maximumprinzips und des Hopfschen Randpunktlemmes

ist also

osc(w, t) := osc(w(·, t)) = max
x∈Ω

w(x, t)−min
x∈Ω

w(x, t)

eine strikt fallende Funktion in t oder w ist bereits konstant.
Wir wollen zunächst den Fall ausschließen, dass osc(w, t) zwar strikt fallend ist

aber doch für t → ∞ gegen eine positive Konstante ε > 0 konvergiert. Falls also
osc(w, t)→ ε > 0 gilt, so wählen wir eine Folge von Zeiten tn →∞ und betrachten
für (x, t) ∈ Ω× [−tn,∞) und festes x0 ∈ Ω

(13.1) u(x, t+ tn)− u(x0, tn) und u(x, t+ t0 + tn)− u(x0, t0 + tn).

Unsere a priori Schranken für die Ableitungen liefern für k ≥ 1 gleichmäßige
Abschätzungen der Form∣∣Dk(u(x, t+ tn)− u(x0, tn))

∣∣ ≤ ck.
Dann gelten lokal in der Zeit, also für |t| < T , gleichmäßige Schranken in jeder
Ck-Norm. Die C0-Norm von u(x, t + tn) − u(x0, tn) beschränken wir wie folgt:
Wir benutzen die u̇-, die |Du|-Schranke und die Konvexität von Ω. Für beliebiges
(x, t) ∈ Ω× (−T, T ) und jedes tn > T erhalten wir.

|u(x, t+ tn)− u(x0, tn)| ≤
≤ |u(x, t+ tn)− u(x, tn)|+ |u(x, tn)− u(x0, tn)|
≤ T · sup |u̇|+ diam(Ω) · sup |Du|.

Mit der zweiten Folge verfahren wir analog. Also erhalten wir für beide Folgen in
(13.1) in jeder Ck-Norm lokal gleichmäßige Schranken. Wir wählen eine Teilfolge
der tn (die wir wieder mit tn bezeichnen) aus, so dass die Grenzwerte beider Folgen
in (13.1) für tn →∞, ũ∞ und ũt0,∞, unsere Flussgleichung (10.2) in Ω×R erfüllen.
Definiere w̃ := ũ∞− ũt0,∞. Wir behaupten, dass bereits osc(w̃, t) = ε für alle t ∈ R
gilt. Dazu fixieren wir t ∈ R und benutzen die Monotonie der Oszillation

osc(w̃, t) = osc
(
ũ∞(x, t)− ũt0,∞(x, t)

)
= osc lim

n→∞
(u(x, t+ tn)− u(x0, tn)− (u(x, t+ t0 + tn)− u(x0, t0 + tn)))

= lim
n→∞

osc (u(x, t+ tn)− u(x, t+ t0 + tn))

= lim
τ→∞

osc(w, τ)

= ε.

Dies widerspricht jedoch dem strikten Maximumprinzip mit Hopfschem Randpunkt-
lemma, was für w̃ = ũ∞ − ũt0,∞ besagt, dass osc(w̃, t) > 0 nur gelten kann, wenn
osc(w̃, t) in t strikt fallend ist. Also folgt osc(w, t)→ 0 für t→∞ und wir schließen,
dass

(13.2) u(x, t)− u(x, t+ t0)→ −v∞ · t0 für t→∞,
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gleichmäßig in x ∈ Ω gilt, wobei v∞ eine Konstante ist, die nicht von der Zeit
abhängt, da wir mit Hilfe des parabolischen Maximumprinzips für t > T schließen,
dass

inf
x∈Ω

(u(x, T )− u(x, T + t0)) ≤ u(x, t)− u(x, t+ t0)

≤ sup
x∈Ω

(u(x, T )− u(x, T + t0))

gilt.
Wir werden später noch sehen, dass wir die Konstante v∞ hier so eingeführt

haben, dass sie gerade gleich der Geschwindigkeit einer translatierenden Lösung
ist.

Für eine beliebige Folge tn →∞ betrachten wir

u(x, t+ tn)− u(x0, tn), (x, t) ∈ Ω× [−tn,∞).

Dank unserer a priori Abschätzungen können wir eine (ohne Einschränkung nicht
umbenannte) Teilfolge tn →∞ auswählen, so dass

(13.3) u(x, t+ tn)− u(x0, tn)→ u0(x, t)

für n → ∞ in jeder Ck-Norm lokal gleichmäßig in Ω × R konvergiert. Aus den
Gleichungen (13.2) und (13.3) folgern wir

u0(x, t+ t0) = u0(x, t) + v∞ · t0 for (x, t) ∈ Ω× R.

Die Funktion u0 ist wiederum eine Lösung unserer Flussgleichung (10.2).
Wir wiederholen nun unser Vorgehen mit (u0, t1), t1 > 0, statt (u, t0) und erhal-

ten eine Lösung u1 unserer Flussgleichung mit

u1(x, t+ ti) = u1(x, t) + v∞i · ti für (x, t) ∈ Ω× R, i ∈ {0, 1},

wobei v∞0 = v∞ gilt. Wir behaupten, dass v∞0 = v∞1 gilt: Dazu beobachten wir
zunächst, dass wir per Induktion nach k ∈ Z

u1(x, t+ k · ti) = u1(x, t) + v∞i · k · ti
erhalten. Fixiere nun (x, t) ∈ Ω × R. Für alle T, δ > 0 gibt es Zahlen ni ∈ N mit
n0 · t0 > T und |n0 · t0 − n1 · t1| < δ. Also folgt

δ · sup |u̇| ≥ |u1(x, t+ n0 · t0)− u1(x, t+ n1 · t1)|
= |u1(x, t) + v∞0 · n0 · t0 − u1(x, t)− v∞1 · n1 · t1|
= |v∞0 · n0 · t0 − v∞1 · n1 · t1|
≥ |v∞0 · n0 · t0 − v∞1 · n0 · t0| − |v∞1 | · |n0 · t0 − n1 · t1|
≥ |v∞0 − v∞1 | · T − |v∞1 | · δ.

Für hinreichend großes T ist dies nur möglich, wenn v∞0 = v∞1 gilt. Also erhalten
wir für (x, t) ∈ Ω× R, i ∈ {0, 1}, und k ∈ Z

u1(x, t+ k · ti) = u1(x, t) + v∞ · k · ti.

Nun können wir entweder t0 und t1 als inkommensurable positive Zahlen wählen
oder das Argument für geeignete tl > 0, l ∈ N, wiederholen und eine Diagonalfolge
betrachten. In beiden Fällen erhalten wir eine glatte Funktion u∞ : Ω×R→ R die
unser Flussgleichung (10.2) erfüllt und darüber hinaus

u∞(x, t+ τ) = u∞(x, t) + v∞ · τ



VOLL NICHTLINEARE PDES 61

für x ∈ Ω und t, τ ∈ R. Dies zeigt die Existenz einer translatierenden Lösung für
unsere Flussgleichung.

Die translatierende Lösung ist bis auf additive Konstanten eindeutig wie man
mit Hilfe des Maximumprinzips sieht.

13.2. Konvergenz gegen eine translatierende Lösung. Wir zeigen nun noch,
dass u gegen eine translatierende Lösung konvergiert: Wie oben erhalten wir für
W := u− u∞ eine lineare parabolische Gleichung{

Ẇ = aijWij + biWi in Ω× (0,∞),

0 = βkWk auf ∂Ω× [0,∞),

wobei das Vektorfeld β strikt oblique ist. Wir schließen, dass die Oszillation von W
gegen Null strebt. Somit konvergiert u− u∞ für t→∞ gegen eine Konstante c∞.
Mit Hilfe von Interpolationsungleichungen der Form

‖Dw‖2C0 ≤ c(Ω) · ‖w‖C0 ·
(∥∥D2w

∥∥
C0 + ‖Dw‖C0

)
,

angewandt auf w = W − c∞ und Ableitungen von w erhalten wir die glatte Kon-
vergenz von u gegen eine translatierende Lösung.

Dies beweist Theorem 10.2.

14. Seminarthemen

(1) Dirichletrandwertprobleme für elementarsymmetrische Funktionen der Haupt-
krümmungen, siehe [4], oder spätere Verfeinerungen des Resultates unter Be-
nutzung von Sublösungen, insbesondere in Arbeiten von B. Guan.

(2) Konvergenz gegen runde Punkte unter dem Gaußkrümmungsfluss [3] oder von
Flächen, die sich mit Normalengeschwindigkeit |A|2 bewegen [27].

(3) C2,α-Abschätzungen, falls C2-Abschätzungen gelten, sogenannte Krylov-Safo-
nov-Abschätzungen, im elliptischen Fall siehe [12, 33].

(4) Eigenschaften symmetrischer Funktionen, siehe Lemma 5.2.

Anhang A. Etwas elementare Algebra

A.1. Differenzieren der Determinante.

Lemma A.1. Es gilt

∂

∂aij
det(akl) = det(akl)a

ji,

falls aij invertierbar ist und aij die Inverse ist, d. h. wenn aijajk = δik gilt.

Beweis. Es genügt, diese Gleichung nach Multiplikation mit aik und Summation
über i nachzurechnen. Zeige also, dass

∂

∂aij
det(akl)aik = det(akl)δ

j
k
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gilt. Wir erhalten unmittelbar

∂

∂aij
det(akl) = det



a1 1 . . . a1 j−1 0 a1 j+1 . . . a1n

...
...

...
...

...
ai−1 1 . . . ai−1 j−1 0 ai−1 j+1 . . . ai−1n

0 . . . 0 1 0 . . . 0
ai+1 1 . . . ai+1 j−1 0 ai+1 j+1 . . . ai+1n

...
...

...
...

...
an 1 . . . an j−1 0 an j+1 . . . ann


.

Daher gilt

∂

∂aij
det(akl) · aik = det


0 . . . 0 a1 k 0 . . . 0
a2 1 . . . a2 j−1 0 a2 j+1 . . . a2n

...
...

...
...

...
an 1 . . . an j−1 0 an j+1 . . . ann



+ det


a1 1 . . . a1 j−1 0 a1 j+1 . . . a1n

0 . . . 0 a2 k 0 . . . 0
a3 1 . . . a3 j−1 0 a3 j+1 . . . a3n

...
...

...
...

...
an 1 . . . an j−1 0 an j+1 . . . ann


+ . . .

= det


a1 1 . . . a1 j−1 a1 k a1 j+1 . . . a1n

a2 1 . . . a2 j−1 0 a2 j+1 . . . a2n

...
...

...
...

...
an 1 . . . an j−1 0 an j+1 . . . ann



+ det


a1 1 . . . a1 j−1 0 a1 j+1 . . . a1n

a2 1 . . . a2 j−1 a1 k a2 j+1 . . . a2n

a3 1 . . . a3 j−1 0 a3 j+1 . . . a3n

...
...

...
...

...
an 1 . . . an j−1 0 an j+1 . . . ann


+ . . .

= det

a1 1 . . . a1 j−1 a1 k a1 j+1 . . . a1n

...
...

...
...

...
an 1 . . . an j−1 ank an j+1 . . . ann


=δjk det(ars).

�

A.2. Differenzieren der Inversen.

Lemma A.2. Sei aij(t) differenzierbar von t abhängig mit Inverser aij(t). Dann
gilt

d

dt
aij = −aikalj d

dt
akl.
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Beweis. Es gilt
aikakj = δij .

Nehme an, es gibt ãij mit

aikã
kj = δji .

Dann gilt aij = ãij , da

aij = aikδjk = aik
(
aklã

lj
)

=
(
aikakl

)
ãlj = ãij .

Differenzieren liefert

0 =
d

dt
δij =

d

dt

(
aikakj

)
=
d

dt
aikakj + aik

d

dt
akj

und somit folgt

d

dt
ail =

d

dt
aikδlk

=
d

dt
aikakja

jl

= − aik d
dt
akja

jl.

�
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29. Oliver C. Schnürer, Translating solutions to the second boundary value problem for curvature
flows, Manuscripta Math. 108 (2002), no. 3, 319–347.
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